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Resumo

Seja G a álgebra de Grassmann de dimensão infinita sobre um corpo K e

seja Mn(K) a álgebra das matrizes n×n. O objetivo central desta dissertação

é o estudo dos polinômios centrais das álgebras citadas.

Se K é infinito, descrevemos o conjunto C(G) dos polinômios centrais de

G, exibindo um conjunto gerador para ele como T-espaço. Mostramos que

se char(K) > 2, então C(G) é T-espaço limite e se char(K) = 0, então C(G)

é finitamente gerado.

Com relação a álgebra matricial, se char(K) = 0 e n ≥ 3, então primeiro

exibimos uma identidade polinomial essencialmente fraca. Com base nessa

identidade e com base na Transformada de Razmyslov exibimos um polinômio

central não trivial para Mn(K) de grau (n− 1)2 + 4.
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Abstract

Let G be the infinite dimensional Grassmann algebra over a field K and

Mn(K) the algebra of n×n matrices. The aim of this dissertation is to study

the central polynomials of these algebras.

If K is infinite, then we describe the set C(G) of the central polynomials

for G, by exhibiting a generator set for it as a T-space. We show that if

char(K) > 2, then C(G) is a limit T-space and if char(K) = 0, then C(G) is

finitely generated.

With respect to the matrix algebra, if char(K) = 0 and n ≥ 3, then we

first exhibit an essentially weak polynomial identity. Based on this identity

and on Razmyslov Transform we exhibit a nontrivial central polynomial for

Mn(K) of degree (n− 1)2 + 4.
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Introdução

O assunto a ser tratado nesta dissertação é PI-álgebras, isto é, álgebras

que satisfazem identidades polinomiais. Seja f(x1, . . . , xn) um polinômio em

variáveis não comutativas sobre um corpo K. Dizemos que f é uma identidade

polinomial para uma álgebra A se f se anula sempre que substitúımos as

variáveis por elementos de A.

Se existe f 6= 0 nas condições acima, dizemos que A é uma PI-álgebra.

São vários os exemplos de PI-álgebras, por exemplo, toda álgebra comutativa

é uma PI-álgebra. Outro exemplo são as álgebras de dimensão finita, sendo

que nesta classe destaca-se Mn(K) (álgebra das matrizes n × n). Em 1950,

os matemáticos Amitsur e Levitzki (em [1]) provaram que∑
σ∈S2n

(−1)σxσ(1) . . . xσ(2n) (polinômio standard)

é uma identidade polinomial para Mn(K). Podemos nos perguntar: quais são

todas as identidades polinomiais de Mn(K)? Embora esse seja um problema

antigo, até hoje não sabemos a resposta para n ≥ 3. Para n = 2 temos a

descrição completa quando a caracteŕıstica do corpo é diferente de 2. Mais

abaixo explicaremos melhor o assunto.

De um modo geral, quando nos perguntamos quais são todas as identi-

dades polinomiais de uma álgebra A, surge o conceito de T-ideal. Denotando

por T (A) esse conjunto, temos que ele é um T-ideal, isto é, um ideal de

K〈X〉 fechado por endomorfismos de K〈X〉. Aqui X = {x1, x2, . . .} é um

conjunto infinito e K〈X〉 é a álgebra associativa com unidade formada pelos

polinômios nas variáveis não comutativas xi’s. Na verdade, J é um T-ideal

se, e somente se, J = T (A) para alguma álgebra A. Em [10] Kemer provou
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que sobre um corpo de caracteŕıstica 0, todo T-ideal é finitamente gerado.

Para entender melhor a frase, vamos definir T-ideal gerado por um conjunto

de polinômios S. Ele é o menor T-ideal que contém S. Pode-se mostrar que

ele é o ideal gerado pelos elementos

f(g1, . . . , gn),

onde f ∈ S e gi ∈ K〈X〉 para todo i. Um caso particular do Teorema de

Kemer é a álgebra de Grassmann G (de dimensão infinita). Foi provado em

[13] e [14] que T (G) é gerado pelo comutador triplo [[x1, x2], x3], onde por

[a, b] subentende-se ab− ba.

Com relação a álgebra de matrizes M2(K), temos os seguintes fatos: se

char(K) = 0, então Razmyslov (em [17]) determinou um conjunto gerador

para T (M2(K)) com 9 elementos. Posteriormente, Drensky (em [3]) exibiu

um conjunto gerador com 2 elementos: o polinômio standard de grau 4 e o

polinômio de Hall

[[x1, x2] ◦ [x3, x4], x5],

onde por a ◦ b subentende-se (ab+ ba)/2. Se K é infinito com char(K) = p >

2, então Koshlukov (em [11]) provou que os dois polinômios acima geram

T (M2(K)) para p 6= 3 e 5. Em [12] Koshlukov e Colombo provaram que se

p = 5 então os geradores de Drensky ainda determinam T (M2(K)) e para

p = 3 é necessário mais um polinômio.

Um assunto paralelo ao de identidades polinomiais é o de polinômios

centrais. Um polinômio f(x1, . . . , xn) é dito ser central para uma álgebra

A se f(a1, . . . , an) ∈ Z(A) (centro) para quaisquer ai ∈ A. Denotando por

C(A) o conjunto desses polinômios, é claro que T (A) ⊂ C(A). Portanto,
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as identidades polinomiais são chamadas polinômios centrais triviais. Um

exemplo de polinômio central não trivial para G é o comutador [x1, x2]. O

estudo dos polinômios centrais para a álgebra de Grassmann G foi feito em

[2] pelos matemáticos Brandão, Krasilnikov, Koshlukov e Silva, onde uma

descrição para C(G) é dada quando o corpo é infinito de caracteŕıstica 6= 2. Se

a caracteŕıstica do corpo é 2, então G é uma álgebra comutativa e, portanto,

todo polinômio é central.

Para as matrizes M2(K) temos uma descrição completa dos polinômios

centrais. Se char(K) = 0, então o resultado se deve a Okhitin (ver [15]).

Para corpos infinitos de char(K) = p > 2 a descrição se deve a Koshlukov e

Colombo (ver [12]).

Em 1956 Kaplansky [9] fez a seguinte pergunta: existe um polinômio

central não trivial para as matrizes Mn(K) para n ≥ 3? Para n = 2 a

resposta é simples, usando o teorema de Cayley-Hamilton, pode-se mostrar

que [x1, x2]2 é central não trivial. A resposta para a pergunta acima foi dada

em 1972 e 1973 por Formanek [7] e Razmyslov [16]. É natural nos perguntar,

qual é o grau mı́nimo de um polinômio central não trivial para Mn(K)?

Vamos analisar o caso quando char(K) = 0. Para n igual a 1 ou 2 a resposta

é n2. Para n = 3 Drensky e Kasparian em [4] encontraram tal polinômio de

grau 8 e esse é o grau mı́nimo. Não se sabe o grau mı́nimo para n = 4, mas

Drensky em conjunto com Cattaneo encontraram um polinômio central não

trivial de grau 13. Esse último resultado foi generalizado por Drensky em

[5]. Ele construiu tais polinômios com grau (n− 1)2 + 4 para n ≥ 3. Essa é

a melhor cota superior até então.

O objetivo central desta dissertação é o estudo dos polinômios centrais
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para a álgebra de Grassmann G e para a álgebra matricial Mn(K). No

primeiro caṕıtulo estudamos conceitos básicos da PI-teoria e alguns resulta-

dos relativos a “geradores ” de T-ideal e T-espaço. No Caṕıtulo 2 descreve-

mos o T-ideal das identidades da álgebra de Grassmann G e determinamos

os geradores de C(G), como T-espaço, quando K é infinito de caracteŕıstica

6= 2. No Caṕıtulo 3 introduzimos o conceito matrizes genéricas e depois en-

contramos uma identidade polinomial essencialmente fraca para Mn(K). A

partir dela foi constrúıdo um polinômio central não trivial de grau (n−1)2+4

para Mn(K), quando n ≥ 3 e char(K) = 0. Os artigos principais estudados e

nos quais constam os resultados das Seções 2.2 e 3.2 são [2] e [5].
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3 Álgebra de matrizes Mn(K) 43

3.1 Matrizes genéricas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
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Caṕıtulo 1

Conceitos Preliminares

1.1 Identidades polinomiais

Nesta seção introduzimos o conceito de identidade polinomial e exibimos

alguns exemplos de PI-álgebras. Ao longo da dissertação, K será um corpo

e todos os espaços vetoriais, módulos e álgebras serão sobre K. As álgebras

consideradas serão todas associativas e com unidade. Assim, por comodidade

usaremos apenas o termo álgebra.

Seja X = {x1, x2, . . .} um conjunto infinito e enumerável. Definimos um

monômio em X como sendo uma sequência finita

m = xi1xi2 . . . xin

de elementos de X. Neste caso, dizemos que n é o comprimento (ou grau)

de m.

Por definição de sequência, dois monômios xi1xi2 . . . xin e xj1xj2 . . . xjt são

iguais se ambos têm o mesmo comprimento (n = t) e se i1 = j1, . . . , in = jn.
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O espaço vetorial com base formada pelo elemento 1 ∈ K e por todos os

monômios em X será denotado por K〈X〉. Dizemos que 1 é um monômio de

comprimento 0 e chamaremos os elementos em K〈X〉 de polinômios.

Consideremos sobre os monômios de K〈X〉 a operação “ · ” definida

abaixo:

(xi1xi2 . . . xin) · (xj1xj2 . . . xjm) = xi1xi2 . . . xinxj1xj2 . . . xjm .

Por linearidade podemos estender a operação de multiplicação para todo

polinômio. Assim, K〈X〉 munido deste produto é uma álgebra associativa

com unidade 1.

Sejam A uma álgebra e h : X −→ A uma função. Afirmamos que existe

um único homomorfismo de álgebras ϕh : K〈X〉 −→ A que quando restrito

a X coincide com h. De fato, se denotamos h(xi) = ai, então ϕh age sobre

um polinômio f(x1, . . . , xn) da seguinte forma:

ϕh(f(x1, . . . , xn)) = f(a1, . . . , an).

Por essa propriedade dizemos que K〈X〉 é a álgebra associativa livre unitária,

livremente gerada por X.

Definição 1.1.1. Sejam f(x1, . . . , xn) ∈ K〈X〉 e A uma álgebra. Dizemos

que f(x1, . . . , xn) é uma identidade polinomial de A se

f(a1, . . . , an) = 0

para quaisquer a1, . . . , an ∈ A. Se A satisfaz uma identidade polinomial

f(x1, . . . , xn) 6= 0 em K〈X〉, dizemos que A é uma PI-álgebra.
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Exemplo 1.1.2. Se A for uma álgebra comutativa, então

f(x1, x2) = x1x2 − x2x1

é uma identidade polinomial de A.

O polinômio acima é chamado comutador de comprimento 2 e é denotado

por

[x1, x2] = x1x2 − x2x1.

De um modo geral, definimos o comutador [x1, . . . , xn] de comprimento n por

indução:

[x1, . . . , xn] = [[x1, . . . , xn−1], xn].

Um polinômio importante na área de PI-álgebra que merece uma atenção

especial é o chamado polinômio standard:

sn(x1, . . . , xn) =
∑
σ∈Sn

(signσ)xσ(1) . . . xσ(n).

Aqui, Sn representa o grupo simétrico de grau n e (signσ) é o sinal da per-

mutação σ ∈ Sn.

É fácil ver que se um monômio

xb1 . . . xbi−1
xbi

xbi+1
. . . xbj−1

xbj
xbj+1

. . . xbn

aparece em sn com coeficiente ±1 então

xb1 . . . xbi−1
xbj

xbi+1
. . . xbj−1

xbi
xbj+1

. . . xbn

aparece em sn com coeficiente oposto ∓1. Assim,

sn(x1, . . . , xi−1, y, xi+1, . . . , xj−1, y, xj+1, . . . , xn) = 0. (1.1)
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Exemplo 1.1.3. Toda álgebra A de dimensão finita é uma PI-álgebra. Se

dimA < n, então o polinômio standard de grau n é uma identidade para A.

De fato, como o polinômio standard é multilinear, basta verificar que sn

se anula sobre os elementos da base de A. Seja {a1, . . . , az} uma base de A,

onde z < n. Temos por (1.1) que

sn(ab1 , . . . , abn) = 0

pois abi = abj para alguns i 6= j.

Exemplo 1.1.4. O polinômio de Hall

f(x1, x2, x3) = [[x1, x2]2, x3]

é uma identidade da álgebra das matrizes M2(K).

De fato, se r ∈M2(K), então seu polinômio caracteŕıstico é dado por

p(x) = x2 − tr(r)x+ det(r).

Pelo Teorema de Cayley-Hamilton segue que

r2 − tr(r)r + det(r)e = 0,

onde e é a matriz identidade. Assim, se tr(r) = 0, então r2 é escalar. Logo,

dados r1, r2, r3 ∈M2(K), temos tr([r1, r2]) = 0 e, portanto,

f(r1, r2, r3) = 0.

Consequentemente f é uma identidade polinomial para M2(K).
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Uma álgebra importante e objeto de nosso estudo é a álgebra de Grass-

mann G. No Caṕıtulo 2 faremos um estudo detalhado de G e provaremos

que o polinômio

f = [x1, x2, x3]

é uma identidade para tal álgebra.

De agora em diante usaremos a notação T (A) para designar o conjunto

de todas as identidades polinomiais de uma álgebra A. Usaremos também

a notação H(A) para denotar o conjunto de todos os homomorfismos (de

álgebras) de K〈X〉 em A.

Proposição 1.1.5. Sejam f ∈ K〈X〉 e A uma álgebra. Então f ∈ T (A) se,

e somente se, f pertence ao núcleo de todo homomorfismo ϕ ∈ H(A).

Demonstração. Suponha que f = f(x1, . . . , xn) pertence ao núcleo de todo

homomorfismo ϕ ∈ H(A). Dados a1, a2, . . . , an ∈ A, seja ϕ ∈ H(A) um

homomorfismo tal que ϕ(x1) = a1, . . . , ϕ(xn) = an. Então f ∈ Ker(ϕ) e,

portanto, ϕ(f) = f(a1, . . . , an) = 0. A rećıproca é trivial.

1.2 T-ideal

Nesta seção introduzimos o conceito de T-ideal e mostramos a equivalência

entre tal conjunto e o conjunto das identidades polinomiais de uma deter-

minada álgebra. Além disso, exibimos algumas propriedades de T-ideal que

serão utilizadas ao longo do texto.

Definição 1.2.1. Um ideal I de K〈X〉 é dito um T-ideal se

ϕ(I) ⊂ I
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para todo endomorfismo ϕ de K〈X〉.

Proposição 1.2.2. Seja I um ideal de K〈X〉. Então I é um T-ideal se, e

somente se,

f(g1, . . . , gn) ∈ I

para quaisquer g1, . . . , gn ∈ K〈X〉 e f(x1, . . . , xn) ∈ I.

Demonstração. Dados g1, . . . , gn ∈ K〈X〉 e f ∈ I, considere ϕ ∈ End(K〈X〉)

tal que ϕ(xi) = gi para todo i. O resultado é consequência direta da igualdade

ϕ(f(x1, . . . , xn)) = f(ϕ(x1), . . . , ϕ(xn)) = f(g1, . . . , gn).

Antes do próximo resultado, relembramos que T (A) é o conjunto das

identidades polinomiais de uma álgebra A.

Proposição 1.2.3. Se A é uma álgebra, então T (A) é um T-ideal. Recipro-

camente, se I é um T-ideal, então existe uma álgebra B tal que T (B) = I.

Demonstração. Na primeira parte da proposição é claro que T (A) é um ideal

de K〈X〉. Seja f(x1, . . . , xn) ∈ T (A) e g1, . . . , gn ∈ K〈X〉. Provaremos que

h(x1, . . . , xr) = f(g1(x1, . . . , xr), . . . , gn(x1, . . . , xr)) ∈ T (A).

Se a1, . . . , ar ∈ A, então gi(a1, . . . , ar) ∈ A e, portanto, h(a1, . . . , ar) = 0.

Dessa forma, f(g1, . . . , gn) ∈ T (A) e, pela Proposição 1.2.2, T (A) é um T-

ideal.

Na segunda parte da proposição, seja I um T-ideal de K〈X〉. Provaremos

a igualdade T (B) = I, onde B = K〈X〉/I é a álgebra quociente. Denote por
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π : K〈X〉 −→ K〈X〉/I a projeção canônica e por g a imagem de um polinômio

g, isto é, g = g + I. Seja f ∈ T (B). Pela Proposição 1.1.5 segue que

f ∈ Ker(π) = I. Portanto T (B) ⊂ I. Por outro lado, se f(x1, . . . , xn) ∈ I e

g1, . . . , gn ∈ B, então

f(g1, . . . , gn) = f(g1, . . . , gn) = 0

pois f(g1, . . . , gn) ∈ I pela proposição anterior. Logo f ∈ T (B) e dáı I ⊂

T (B), o que conclui a demonstração.

Definição 1.2.4. Seja S um subconjunto de K〈X〉. Dizemos que a inter-

secção de todos os T-ideais que contêm S é o T-ideal gerado por S.

Denotamos por 〈S〉T o T-ideal gerado por S e chamamos a atenção do

leitor para o fato que 〈S〉T é o menor T-ideal que contém S.

Proposição 1.2.5. Se S é um subconjunto de K〈X〉, então 〈S〉T é o espaço

vetorial gerado pelos elementos

g0f(g1, . . . , gn)gn+1, (1.2)

onde f(x1, . . . , xn) ∈ S e g0, . . . , gn+1 ∈ K〈X〉.

Demonstração. Seja W o espaço vetorial gerado pelos elementos em (1.2).

Se h ∈ W , então

h =
∑
i

αig
(i)
0 fi(g

(i)
1 , g

(i)
2 , . . . , g(i)

ni
)g

(i)
ni+1,

onde αi ∈ K, fi(x1, . . . , xni) ∈ S e g
(i)
0 , g

(i)
1 , . . . , g

(i)
ni+1 ∈ K〈X〉 para todo i.

Pela Proposição 1.2.2 segue que

fi(g
(i)
1 , g

(i)
2 , . . . , g(i)

ni
) ∈ 〈S〉T

7



e, portanto, h ∈ 〈S〉T . Logo, W ⊂ 〈S〉T . Observe que W é um ideal e

ϕ(h) =
∑
i

αiϕ(g
(i)
0 )fi(ϕ(g

(i)
1 ), . . . , ϕ(g(i)

ni
))ϕ(g

(i)
ni+1) ∈ W

para todo ϕ ∈ End(K〈X〉). Assim, W é um T-ideal que contém S e portanto

〈S〉T ⊂ W .

Definição 1.2.6. Sejam A uma álgebra e S um subconjunto de K〈X〉. Se

T (A) = 〈S〉T dizemos que S é uma base para as identidades de A. Se um

polinômio f pertence a 〈S〉T dizemos que f segue (ou é consequência) de S.

Seja K um corpo infinito. Neste caṕıtulo mostraremos que se A é uma

álgebra comutativa então T (A) = 〈[x1, x2]〉T . Para isso usaremos o con-

ceito de polinômio próprio que será visto na Seção 1.5. Outro resultado

importante, que será mostrado no Caṕıtulo 2, é a descrição das identidades

polinomiais da álgebra de Grassmann G. Mostraremos que toda identidade

de G segue do comutador triplo [x1, x2, x3].

1.3 T-espaço

Nesta seção introduzimos o conceito de T-espaço e exibimos algumas pro-

priedades a respeito de tal conjunto. Também definimos o termo “polinômio

central” para uma álgebra, preparando assim o leitor para os conceitos que

aparecerão nos próximos dois caṕıtulos.

Definição 1.3.1. Um subespaço vetorial V de K〈X〉 é chamado T-espaço se

ϕ(V ) ⊂ V

para todo endomorfismo ϕ de K〈X〉.
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Proposição 1.3.2. Seja V um subespaço vetorial de K〈X〉. Então V é um

T-espaço se, e somente se,

f(g1, . . . , gn) ∈ V

para quaisquer g1, . . . , gn ∈ K〈X〉 e f(x1, . . . , xn) ∈ V .

Demonstração. É análoga a da Proposição 1.2.2.

Exemplo 1.3.3. Todo T-ideal é um T-espaço.

Exemplo 1.3.4. Seja W um subespaço de uma álgebra A. O conjunto V

formado pelos polinômios f(x1, . . . , xn) ∈ K〈X〉 tais que

f(a1, . . . , an) ∈ W

para quaisquer a1, . . . , an ∈ A é um T-espaço.

Observe que V é um subespaço de K〈X〉. Agora, se f(x1, . . . , xn) ∈ V e

gi(x1, . . . , xr) ∈ K〈X〉, onde i = 1, . . . , n, provaremos que

h(x1, . . . , xr) = f(g1(x1, . . . , xr), . . . , gn(x1, . . . , xr))

pertence a V . Dados a1, . . . , ar ∈ A temos que

h(a1, . . . , ar) = f(g1(a1, . . . , ar), . . . , gn(a1, . . . , ar)) ∈ W

pois gi(a1, . . . , ar) ∈ A para todo i. Portanto, h ∈ V e pela Proposição 1.3.2

segue que V é T-espaço.

Definição 1.3.5. Seja S um subconjunto de K〈X〉. Dizemos que a inter-

secção de todos os T-espaços que contêm S é o T-espaço gerado por S.
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Denotamos por 〈S〉TS o T-espaço gerado por S e chamamos a atenção do

leitor para o fato que 〈S〉TS é o menor T-espaço que contém S.

Proposição 1.3.6. Se S é um subconjunto de K〈X〉, então 〈S〉TS é o espaço

vetorial gerado pelos elementos

f(g1, . . . , gn), (1.3)

onde f(x1, . . . , xn) ∈ S e g1, . . . , gn ∈ K〈X〉.

Demonstração. É análoga a demonstração da Proposição 1.2.5

Observe que o elemento em (1.3) é exatamente igual a ϕ(f) para algum

endomorfismo ϕ de K〈X〉. De fato, definindo ϕ por

ϕ(xi) =

 gi se i ≤ n

xi se i > n

segue o resultado. Dessa forma, se F é um polinômio no T-espaço gerado

por S, então podemos escrever

F =
∑
i

αiϕi(fi) (1.4)

onde αi ∈ K , ϕi ∈ End(K〈X〉) e fi ∈ S para todo i.

Corolário 1.3.7. Seja S um subconjunto de K〈X〉. Se J é o T-ideal gerado

por S, então J é o T-espaço gerado pelo conjunto

{xn+1f(x1, . . . , xn)xn+2 / f ∈ S}.

Demonstração. A demonstração é consequência direta das Proposições 1.2.5

e 1.3.6.

10



A proposição anterior nos fornece uma maneira de a partir de um conjunto

gerador de um T-ideal, construir um conjunto capaz de gerá-lo como T-

espaço.

Proposição 1.3.8. Sejam f1 e f2 polinômios de K〈X〉 tais que as variáveis

que aparecem em f1 são distintas das que aparecem em f2. Se h1 ∈ 〈f1〉TS e

h2 ∈ 〈f2〉TS, então h1h2 ∈ 〈f1f2〉TS.

Demonstração. Temos que h1 =
∑
i

αiϕi(f1) e h2 =
∑
j

βjψj(f2), onde

αi, βj ∈ K, ϕi, ψj ∈ End(K〈X〉). Então

h1h2 =
(∑

i

αiϕi(f1)
)(∑

j

βjψj(f2)
)

=
∑
i,j

αiβjϕi(f1)ψj(f2).

Suponha que f1 = f1(xt1 , . . . , xtp) e f2 = f2(xz1 , . . . , xzq), onde

{xt1 , . . . , xtp} ∩ {xz1 , . . . , xzq} = ∅.

Para facilitar a notação, vamos escrever xj e yj nos lugares de xtj e xzj

respectivamente, isto é, f1 = f1(x1, . . . , xp) e f2 = f2(y1, . . . , yq).

Sejam ϕ e ψ endomorfismos arbitrários de K〈X〉 e seja φ o endomorfismo

de K〈X〉 definido por:

φ(x1) = ϕ(x1), . . . , φ(xp) = ϕ(xp), φ(y1) = ψ(y1), . . . , φ(yq) = ψ(yq).

Então

ϕ(f1(x1, . . . , xp))ψ(f2(y1, . . . , yq)) = f1(ϕ(x1), . . . , ϕ(xp))f2(ψ(y1), . . . , ψ(yq))

= f1(φ(x1), . . . , φ(xp))f2(φ(y1), . . . , φ(yq)) = φ(f1)φ(f2) = φ(f1f2).

Dessa forma, para cada par (i, j) podemos associar um endomorfismo φ(ij)

de K〈X〉 tal que φ(ij)(f1f2) = ϕi(f1)ψj(f2). Assim h1h2 =
∑
i,j

αiβjφ(ij)(f1f2)

e, portanto, h1h2 está no T-espaço gerado por f1f2.
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Para finalizar a seção, iniciaremos o estudo dos polinômios centrais, ponto

chave desta dissertação.

Definição 1.3.9. Um polinômio f(x1, . . . , xn) ∈ K〈X〉 é um polinômio cen-

tral para uma álgebra A se

f(a1, . . . , an) ∈ Z(A)

para todos a1, . . . , an ∈ A.

Denotamos por C(A) o conjunto dos polinômios centrais de uma álgebra

A. Observe que toda identidade polinomial de A é um polinômio central

para A. Assim, dizemos que as identidades são polinômios centrais triviais.

Outro fato importante é que se f(x1, . . . , xn) é um polinômio, então

f(x1, . . . , xn) ∈ C(A)⇔ [f(x1, . . . , xn), xn+1] ∈ T (A).

Exemplo 1.3.10. O polinômio f(x1, x2) = [x1, x2]2 é central para a álgebra

das matrizes M2(K).

De fato, pelo Exemplo 1.1.4 segue que [f(x1, x2), x3] é uma identidade para

M2(K). Logo, f é um polinômio central.

Aqui chamamos a atenção do leitor para o seguinte fato: se A é uma

álgebra, considerando W = Z(A) no Exemplo 1.3.4, temos que C(A) é um

T-espaço. Além disso, observe que C(A) é fechado para multiplicação, isto é,

C(A) é uma álgebra. Temos portanto que C(A) é uma T-álgebra, ou seja,

uma álgebra fechada por endomorfismos de K〈X〉.

Podemos caracterizar C(A) a partir da álgebra quociente K〈X〉/T (A):

f é polinômio central de A se, e somente se, f + T (A) está no centro de

K〈X〉/T (A).
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No Caṕıtulo 2 daremos uma descrição dos polinômios centrais da álgebra

de Grassmann G (quando K é infinito) e no Caṕıtulo 3 exibiremos alguns

polinômios centrais para a álgebra Mn(K) das matrizes n× n.

1.4 Polinômios multi-homogêneos

Nesta seção classificaremos os polinômios segundo o número de ocorrências

das suas variáveis. Além disso, mostraremos que dependendo do corpo, um

T-ideal é gerado por seus elementos multi-homogêneos (corpo infinito) ou

multilineares (corpo de caracteŕıstica 0).

Definição 1.4.1. Um polinômio f(x1, . . . , xn) é homogêneo de grau b em xi,

se é uma combinação linear de monômios tais que: em cada monômio de

f , a variável xi aparece b vezes. Se f(x1, . . . , xn) é homogêneo de grau bi

em xi , para todo i = 1, . . . , n, dizemos que f é multi-homogêneo de multi-

grau (b1, . . . , bn). Um polinômio multi-homogêneo de multigrau (1, . . . , 1) é

chamado multilinear de grau n nas variáveis x1, . . . , xn.

Por um abuso de linguagem, dizemos que os elementos de K não nulos são

polinômios multilineares de grau 0.

Dado um polinômio f qualquer, usaremos a notação f(b1,...,bn) para denotar

a componente multi-homogênea de f de multigrau (b1, . . . , bn), isto é, f(b1,...,bn)

é a soma de todos os monômios de f com multigrau (b1, . . . , bn).

Observe que f é multilinear de grau n se, e somente se, tem a forma∑
σ∈Sn

ασxσ(1) . . . xσ(n),

onde ασ ∈ K.
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Definição 1.4.2. Dois subconjuntos de polinômios são TS-equivalentes se

eles geram o mesmo T-espaço e são TI-equivalentes se geram o mesmo T-

ideal.

O próximo resultado nos dá uma importante ferramenta no trabalho de

determinar geradores para T-espaços e T-ideais quando K é infinito e em

particular quando tem caracteŕıstica zero.

Proposição 1.4.3. Seja f(x1, . . . , xm) um polinômio em K〈X〉. Escreva

f =
∑
n

f(n1,...,nm),

onde f(n1,...,nm) é a componente multi-homogênea de f com multigrau n =

(n1, . . . , nm).

(i) Se K é infinito, então

{f} e {f(n1,...,nm) | n = (n1, . . . , nm) ∈ Nm}

são TS-equivalentes.

(ii) Se char(K) = 0, então {f} é TS-equivalente a um conjunto de polinômios

multilineares.

Demonstração. (i) Seja

f(x1, . . . , xm) =
d∑
i=0

fi(x1, . . . , xm),

onde fi é a parte de f formada pelos monômios com grau i em x1. Denote

por W o T-espaço gerado por f e por W ∗ o T-espaço

W ∗ = 〈f0, f1, . . . , fd〉TS.
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Mostraremos que W = W ∗. A inclusão ⊆ é óbvia. Sejam α0, . . . , αd elemen-

tos distintos de K. Uma vez que W é um T-espaço,

gj = f(αjx1, x2, . . . , xm) =
d∑
i=0

αijfi(x1, x2, . . . , xm) ∈ W.

Temos 
g0

g1

...

gd

 = M ·


f0

f1

...

fd

 ,

onde

M =



1 α0 α0
2 . . . α0

d

1 α1 α1
2 . . . α1

d

1 α2 α2
2 . . . α2

d

...
...

...
. . .

...

1 αn αn
2 . . . αn

d


.

Como M é a matriz de Vandermonde e

det(M) =
∏
i<j

(αj − αi) 6= 0,

segue que M é uma matriz invert́ıvel. Portanto

M−1 ·


g0

g1

...

gd

 =


f0

f1

...

fd


e cada fi é uma combinação linear dos elementos g0, . . . , gd. Como cada

gj ∈ W , segue que fi ∈ W para todo i. Logo, W = W ∗ como desejado.
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Aplicando agora o mesmo argumento acima para cada polinômio fi, mas na

variável x2, teremos que W é TS-equivalente a um conjunto de polinômios,

onde cada cada polinômio é homogêneo nas variáveis x1 e x2. Assim, por

indução obtemos a equivalência desejada do teorema.

(ii) Pelo item (i) temos que {f} é TS-equivalente a um conjunto de

polinômios multi-homogêneos. Assim, para provar o resultado, devemos

mostrar que todo polinômio multi-homogêneo é equivalente a um multilinear.

Suponha f = f(x1, . . . , xm) multi-homogêneo de grau di em xi. Seja

g = g(x11, . . . , x1d1 , x21, . . . , x2d2 , . . . , xm1 , . . . , xmdm)

a componente multilinear de grau d1 + d2 + . . .+ dm do polinômio

f(x11 + . . .+ x1d1 , x21 + . . .+ x2d2 , . . . , xm1 + . . .+ xmdm).

Pelo item (i) segue que 〈g〉TS ⊆ 〈f〉TS. Agora, substituindo xij por xi em g,

obtemos

g(x1, . . . , x1, x2, . . . , x2, . . . , xm, . . . , xm) = (d1!d2! . . . dm!)f

e portanto 〈f〉TS ⊆ 〈g〉TS. Conclúımos assim a demonstração.

Corolário 1.4.4. A Proposição anterior permanece válida se trocarmos o

termo TS-equivalente por TI-equivalente.

Demonstração. A demonstração é análoga a da proposição anterior.

Uma consequência direta desse corolário é o próximo resultado.

Corolário 1.4.5. Seja T um T-ideal.
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(i) Se o corpo K é infinito, então T é gerado, como T-ideal, por seus

polinômios multi-homogêneos.

(ii) Se o corpo K tem caracteŕıstica zero, então T é gerado, como T-ideal,

por seus polinômios multilineares.

1.5 Polinômios próprios

Nesta seção definimos o termo “polinômio próprio”. Além disso, mostramos

que dependendo do corpo, um T-ideal é gerado por seus elementos próprios

multi-homogêneos (corpo infinito) ou próprios multilineares (corpo de carac-

teŕıstica 0).

Seja Com(X) o conjunto de todos os comutadores em X. Aqui assumimos

que o elemento unidade 1 é um comutador de comprimento 0 e portanto 1 ∈

Com(X).

Definição 1.5.1. Denote por B a subálgebra de K〈X〉 gerada por Com(X).

Dizemos que um elemento em B é um polinômio próprio.

Note que se w ∈ (B −K), então

w =
∑
i

αi[xi(11) , . . . , xi(1t1) ][xi(21) , . . . , xi(2t2) ] . . . [xi(n1) , . . . , xi(ntn)
],

onde αi ∈ K. Além disso, observe que se w = w(x1, x2, . . . , xm) ∈ B, então

w(x1 + 1, x2 + 1, . . . , xm + 1) = w(x1, x2, . . . , xm). (1.5)

Esse fato é consequência direta da igualdade

[x1, . . . , xi−1, xi + 1, xi+1, . . . , xn] = [x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xn].
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Verifique!

Seja < uma relação de ordem em Com(X) com a seguinte propriedade:

se f, g ∈Com(X) com deg(f) < deg(g), então f < g.

Usando a teoria de álgebras de Lie prova-se o seguinte teorema.

Teorema 1.5.2. Existe um subconjunto Λ ⊂ Com(X) com a propriedade de

que K〈X〉 tem uma base formada pelos elementos

xa11 x
a2
2 . . . xann u1u2 . . . uk, (1.6)

onde n, k ≥ 0 e ai ≥ 0, ui ∈ Λ, ui ≤ ui+1 para todo i.

A demonstração do teorema pode ser encontrada em [6] na página 42.

Usando o fato que se u e v são comutadores, então [u, v] é uma combinação

linear de comutadores de grau deg(u) + deg(v), segue que B tem uma base

formada pelos elementos (1.6) com ai = 0 para todo i. Usaremos essa base

de agora em diante para B.

Pelo teorema anterior, segue que se f(x1, . . . , xn) ∈ K〈X〉, então

f(x1, . . . , xn) =
∑
a

αax
a1
1 . . . xann wa (1.7)

onde a = (a1, a2, . . . , an), αa ∈ K e wa ∈ B.

Relembramos que as álgebras consideradas nesta dissertação são todas

associativas e com unidade.

Proposição 1.5.3. Seja A uma álgebra. Se K é infinito, então T (A) é gerado

por seus elementos próprios multi-homogêneos. Se char(K) = 0, então T (A)

é gerado por seus elementos próprios multilineares.
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Demonstração. Vamos mostrar que 〈T (A) ∩ B〉T = T (A). A inclusão ⊆

é óbvia. Seja f = f(x1, . . . , xn) uma identidade polinomial de A. Como

K é infinito, para provar que f ∈ 〈T (A) ∩ B〉T , basta mostrar que cada

componente multi-homogênea de f pertence a 〈T (A)∩B〉T . Assim, podemos

assumir que f é multi-homogêneo de multigrau (d1, d2, . . . , dn). Escreva f

como em (1.7), isto é,

f(x1, . . . , xn) =
∑
a

αax
a1
1 . . . xann wa

onde a = (a1, a2, . . . , an), αa ∈ K e wa ∈ B. Seja b = (b1, b2, . . . , bn) a

sequência cujo monômio xb11 . . . xbnn é o maior (na ordem lexicográfica) dentre

os monômios xa11 . . . xann que aparecem em f com coeficiente αa 6= 0. Por

(1.5) segue que

f(x1 + 1, . . . , xn + 1) =
∑
a

αa(x1 + 1)a1 . . . (xn + 1)anwa ∈ T (A).

Como

(xi + 1)ai =

ai∑
j=0

(
ai
j

)
xj,

segue que a componente multi-homogênegea de f(x1 + 1, . . . , xn + 1) com

multigrau (d1−b1, d2−b2, . . . , dn−bn) é αbwb. Assim, wb ∈ T (A). Utilizando

agora o mesmo argumento acima para

f − αbxb11 . . . xbnn wb,

após alguns passos teremos que wa ∈ T (A) para toda sequência a com αa 6= 0.

Como wa ∈ B, segue que f ∈ 〈T (A) ∩B〉T e o resultado está provado.

Para demonstrar a segunda parte da proposição, usamos o mesmo argu-

mento acima assumindo que f é multilinear.
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Corolário 1.5.4. Seja A uma álgebra comutativa sobre um corpo K infinito.

Então

T (A) = 〈[x1, x2]〉T .

Demonstração. Já sabemos que [x1, x2] é uma identidade para A. Assim,

〈[x1, x2]〉T ⊆ T (A).

Como [xi1 , xi2 , . . . , xik ] = [[xi1 , xi2 , . . . , xik−1
], xik ], temos que todo comutador

está no T-ideal 〈[x1, x2]〉T . Logo,

T (A) ∩B ⊆ 〈[x1, x2]〉T

e portanto, pela proposição anterior,

T (A) = 〈T (A) ∩B〉T ⊆ 〈[x1, x2]〉T .

Conclúımos assim a igualdade desejada.

Sejam A uma álgebra e p a imagem de p ∈ K〈X〉 pelo homomorfismo

canônico K〈X〉 −→ K〈X〉/T (A). Seja B(A) = {p | p ∈ B} onde B é o

conjunto dos polinômios próprios de K〈X〉. Note que B(A) e B/(B ∩ T (A))

são álgebras isomorfas.

Seja M o subconjunto de K〈X〉 formado pelos monômios do tipo

xa11 x
a2
2 . . . xakk ,

onde k ≥ 0 e ai ≥ 0.

A importância dos polinômios próprios justifica-se, entre outras coisas,

pelo seguinte resultado.
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Proposição 1.5.5. Sejam K um corpo infinito e A uma álgebra. Seja β um

conjunto de polinômios multi-homogêneos de B de forma que β = {p | p ∈ β}

seja uma base para o espaço vetorial B(A). Então

B = {mp | m ∈M e p ∈ β}

é uma base para K〈X〉/T (A).

Demonstração. Seja f = f(x1, . . . , xn) ∈ K〈X〉. Escrevendo f como em (1.7)

temos que

f =
∑
a

αax
a1
1 . . . xann wa

onde a = (a1, a2, . . . , an), ai ≥ 0, αa ∈ K e wa ∈ B. Uma vez que wa é

uma combinação linear de elementos de β segue que B gera K〈X〉/T (A).

Deixamos para o leitor verificar que B é um conjunto linearmente indepen-

dente.
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Caṕıtulo 2

Álgebra de Grassmann G

2.1 O T-ideal T (G)

Ao longo desta seção, o corpo K será infinito e de charK 6= 2. Definire-

mos o que é uma álgebra de Grassmann G e provaremos que o T-ideal das

identidades polinomiais de G é gerado pelo comutador triplo.

Definição 2.1.1. Seja V um espaço vetorial com base infinita enumerável

{e1, e2, e3, . . .}. A álgebra de Grassmann (ou álgebra Exterior) de V , deno-

tada por G, é a álgebra gerada por {1, e1, e2, e3, . . .} que satisfaz

eiej + ejei = 0,

para quaisquer i, j ∈ N.

A álgebra G existe e é isomorfa a álgebra quociente K〈X〉/I, onde I é o

ideal gerado pelo conjunto

{xixj + xjxi | i, j ∈ N}.
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No isomorfismo o elemento xi + I de K〈X〉/I corresponde ao elemento ei de

G. Pode-se mostrar que

{1, ei1ei2 . . . ein | i1 < . . . < in, ik ∈ N, n ≥ 1} (2.1)

é uma base de G. Destacamos em G os subespaços vetoriais G0 e G1 gerados,

respectivamente, por {1, ei1 . . . eim | m par} e {ei1 . . . eik | k ı́mpar}. Temos

G = G0

⊕
G1 e, da relação

[ei1 . . . eim , ej1 . . . ejk ] = (1− (−1)mk)ei1 . . . eimej1 . . . ejk ,

temos que o centro de G é Z(G) = G0.

Exemplo 2.1.2. O polinômio

f(x1, x2, x3) = [x1, x2, x3]

é uma identidade para G.

De fato, como f é multilinear, para verificar que f se anula sobre os

elementos de G, basta substituir as variáveis de f por elementos da base de

G. Sejam a1, a2, a3 elementos da base (2.1). Uma vez que [a1, a2] ∈ Z(G),

segue que [[a1, a2], a3] = 0.

De agora em diante, denotaremos por T o T-ideal gerado pelo comutador

triplo [x1, x2, x3]. Exibiremos alguns resultados necessários para provar que

T = T (G). De ińıcio convencionaremos que p é o elemento p+ T da álgebra

quociente K〈X〉/T .

Proposição 2.1.3. Para todo g1, g2, g3, g4 ∈ K〈X〉, temos:

(i) O elemento [g1, g2] pertence ao centro de K〈X〉/T ;

(ii) Vale a igualdade [g1, g2][g3, g4] = −[g1, g3][g2, g4].
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Demonstração. (i) Se g ∈ K〈X〉, então

[[g1, g2], g] = [[g1, g2], g] = 0,

pois [[g1, g2], g] ∈ T . Logo, [g1, g2] ∈ Z(K〈X〉/T ).

(ii) É fácil ver que em toda álgebra A são válidas as igualdades

[a, bc] = b[a, c] + [a, b]c e [bc, a] = b[c, a] + [b, a]c, ∀a, b, c ∈ A.

Assim,

[x1, x
2
2, x3] = [[x1, x

2
2], x3] = [x2[x1, x2] + [x1, x2]x2, x3] =

= x2[x1, x2, x3] + [x2, x3][x1, x2] + [x1, x2][x2, x3] + [x1, x2, x3]x2.

Uma vez que

[x2, x3][x1, x2] = [[x2, x3], [x1, x2]] + [x1, x2][x2, x3],

segue que

[x1, x
2
2, x3] = x2[x1, x2, x3] + [x2, x3, [x1, x2]] + 2[x1, x2][x2, x3] + [x1, x2, x3]x2,

e portanto, [x1, x2][x2, x3] = 0. Fazendo x2 = y1 + y2, temos

0 = [x1, y1 + y2][y1 + y2, x3] = [x1, y1][y1, x3] + [x1, y1][y2, x3]

+[x1, y2][y1, x3] + [x1, y2][y2, x3] = [x1, y1][y2, x3] + [x1, y2][y1, x3].

Logo, [g1, g2][g3, g4] = −[g1, g3][g2, g4] para quaisquer polinômios g1, . . . , g4

em K〈X〉.
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Observação 2.1.4. Segue do item (ii) da proposição anterior e da igualdade

[xi, xj] = −[xj, xi] que

[xσ(1), xσ(2)] . . . [xσ(2k−1), xσ(2k)] = (signσ)[x1, x2] . . . [x2k−1, x2k],

para todo σ ∈ S2k. Em particular, trocando duas variáveis xi’s por um mesmo

elemento, então o produto acima será nulo.

Proposição 2.1.5. Se I é um T-ideal de K〈X〉 tal que T $ I, então

I = 〈[x1, x2, x3], [x1, x2] . . . [x2n−1, x2n]〉T

para algum n ∈ N.

Demonstração. Como o corpo é infinito, temos que I é gerado por seus

polinômios próprios multi-homogêneos. Se f é um polinômio próprio multi-

homogêneo de I, então

f =
z∑
t=1

αtwt,

onde wt é um produto de comutadores e αt ∈ K. Se wt não for do tipo

[xi1 , xi2 ] . . . [xi2k−1
, xi2k ]

com xip 6= xiq para ip 6= iq, então wt = 0. De fato, se wt tem um comutador

de comprimento ≥ 3 em sua formação, então wt = 0, pois wt ∈ T . Além

disso, se em wt existir xip = xiq para algum ip 6= iq, segue da Observação

2.1.4 que wt = 0.

Seja f ∈ I − T próprio multi-homogêneo. Segue da Observação 2.1.4 que

f = α[x1, x2] . . . [x2k−1, x2k]
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para algum α 6= 0 e k ∈ N. Assim, se

n = min{k ∈ N | [x1, x2] . . . [x2k−1, x2k] ∈ I},

então I = 〈[x1, x2, x3], [x1, x2] . . . [x2n−1, x2n]〉T .

Teorema 2.1.6. T (G) = T .

Demonstração. Pelo Exemplo 2.1.2 temos T ⊂ T (G). Supondo T $ T (G),

segue da Proposição 2.1.5 que [x1, x2], . . . , [x2n−1, x2n] ∈ T (G) para algum

n ∈ N. Mas

[e1, e2] . . . [e2n−1, e2n] = 2ne1e2 . . . e2n−1e2n 6= 0

em G. Logo T (G) = T .

2.2 O T-espaço C(G)

Faremos nesta seção um estudo sobre o T-espaço C(G) dos polinômios cen-

trais da álgebra de Grassmann G e introduziremos o conceito de T-espaço

limite. O assunto aqui apresentado encontra-se em [2].

De agora em diante, K será um corpo infinito de caracteŕıstica p 6= 2.

Relembramos que o T-ideal

T = 〈[x1, x2, x3]〉T

é o conjunto das identidades polinomiais da álgebra de Grassmann G, anali-

sada na seção anterior. Dado um polinômio f , denotaremos por f o elemento

da álgebra quociente K〈X〉/T dado por f +T . Denotaremos também por T ∗

o T-espaço

T ∗ = 〈x1[x2, x3, x4]x5, [x1, x2]〉TS.
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Observe que

T ∗ = T + 〈[x1, x2]〉TS.

Proposição 2.2.1. Se p > 2, então para quaisquer g1, g2 ∈ K〈X〉 e n ∈ N

valem as relações:

i) [gn1 , g2] = ngn−1
1 [g1, g2];

ii) gp1 ∈ C(G);

iii) (g1g2)n = gn1 g
n
2 +

n(n− 1)

2
gn−1

1 gn−1
2 [g2, g1];

iv) (g1g2)p = gp1g
p
2;

v)(g1 + g2)n =
n∑
j=0

(
n

j

)
gn−j1 gj2 +

n(n− 1)

2
(g1 + g2)n−2[g2, g1], ∀n ≥ 2;

vi) (g1 + g2)p = gp1 + gp2.

Demonstração. i) A prova será feita por indução sobre n. Obviamente a

fórmula é verdadeira para n = 1. Suponha que a fórmula seja verdadeira

para n− 1. De [gn1 , g2] = [gn−1
1 g1, g2] temos

[gn1 , g2] = gn−1
1 [g1, g2] + [gn−1

1 , g2]g1 = gn−1
1 [g1, g2] + (n− 1)gn−2

1 [g1, g2]g1

= gn−1
1 [g1, g2] + (n− 1)gn−1

1 [g1, g2] = ngn−1
1 [g1, g2].

ii) Do item i) temos

[gp1, g2] = p gp−1
1 [g1, g2] = 0

para todo g2 ∈ K〈X〉. Assim, gp1 ∈ Z(K〈X〉/T ) e portanto gp1 ∈ C(G).

iii) A prova será feita por indução sobre n. Se n = 1 a fórmula é obviamente

verdadeira. Suponha que ela seja verdadeira para n− 1, ou seja

(g1g2)n−1 = gn−1
1 gn−1

2 +
(n− 1)(n− 2)

2
gn−2

1 gn−2
2 [g2, g1].
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Então

(g1g2)n = (g1g2)(g1g2)n−1 = g1g2g
n−1
1 gn−1

2 +

+
(n− 1)(n− 2)

2
g1g2g

n−2
1 gn−2

2 [g2, g1] = g1(gn−1
1 g2 + [g2, g

n−1
1 ])gn−1

2 +

+
(n− 1)(n− 2)

2
g1(gn−2

1 g2 + [g2, g
n−2
1 ])gn−2

2 [g2, g1] =

= gn1 g
n
2 + g1[g2, g

n−1
1 ]gn−1

2 +
(n− 1)(n− 2)

2
gn−1

1 gn−1
2 [g2, g1]+

+
(n− 1)(n− 2)

2
g1[g2, g

n−2
1 ]gn−2

2 [g2, g1].

O último termo, de acordo com a Proposição 2.1.3 e a Observação 2.1.4, é

nulo. Portanto,

(g1g2)n = gn1 g
n
2 + (n− 1)gn−1

1 gn−1
2 [g2, g1] +

(n− 1)(n− 2)

2
gn−1

1 gn−1
2 [g2, g1]

= gn1 g
n
2 +

n(n− 1)

2
gn−1

1 gn−1
2 [g2, g1].

iv) Segue imediatamente do item iii).

v) Deixamos para o leitor a verificação da fórmula para os casos n = 2 e

n = 3. Suponha que a fórmula seja válida para n− 1 e n− 2, n ≥ 4. Então

(g1 + g2)n−1 =
n−1∑
j=0

(
n− 1

j

)
gn−1−j

1 gj2 +
(n− 1)(n− 2)

2
(g1 + g2)n−3[g2, g1]

e

(g1 + g2)n−2 =
n−2∑
j=0

(
n− 2

j

)
gn−2−j

1 gj2 +
(n− 2)(n− 3)

2
(g1 + g2)n−4[g2, g1].

Então

(g1 + g2)n = (g1 + g2)(g1 + g2)n−1 =
n−1∑
j=0

(
n− 1

j

)
gn−j1 gj2+
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+
n−1∑
j=0

(
n− 1

j

)
g2g

n−1−j
1 gj2 +

(n− 1)(n− 2)

2
(g1 + g2)n−2[g2, g1] =

n−1∑
j=0

(
n− 1

j

)
gn−j1 gj2 +

n−1∑
j=0

(
n− 1

j

)
g
n−(j+1)
1 gj+1

2 +
n−1∑
j=0

(
n− 1

j

)
[g2, g

n−1−j
1 ]gj2+

+
(n− 1)(n− 2)

2
(g1 + g2)n−2[g2, g1] =

= gn1 +
n−1∑
j=1

(
n− 1

j

)
gn−j1 gj2 +

n−1∑
j=1

(
n− 1

j − 1

)
gn−j1 gj2 + gn2 +

+
n−1∑
j=0

(
n− 1

j

)
(n−1−j)gn−2−j

1 gj2[g2, g1]+
(n− 1)(n− 2)

2
(g1 + g2)n−2[g2, g1] =

= gn1 +
n−1∑
j=1

(
n

j

)
gn−j1 gj2 + gn2 + (n− 1)

( n−2∑
j=0

(
n− 2

j

)
gn−2−j

1 gj2

)
[g2, g1]+

+
(n− 1)(n− 2)

2
(g1 + g2)n−2[g2, g1] =

n∑
j=0

(
n

j

)
gn−j1 gj2+

+(n− 1)
(

(g1 + g2)n−2 − (n− 2)(n− 3)

2
(g1 + g2)n−4[g2, g1]

)
[g2, g1]+

+
(n− 1)(n− 2)

2
(g1 + g2)n−2[g2, g1] =

n∑
j=0

(
n

j

)
gn−j1 gj2+

+(n− 1)(g1 + g2)n−2[g2, g1] +
(n− 1)(n− 2)

2
(g1 + g2)n−2[g2, g1] =

=
n∑
j=0

(
n

j

)
gn−j1 gj2 +

n(n− 1)

2
(g1 + g2)n−2[g2, g1].

vi) Do item v) segue que

(g1 + g2)p = gp1 +

p−1∑
j=1

(
p

j

)
gp−j1 gj2 + gp2 +

p(p− 1)

2
(g1 + g2)p−2[g2, g1].
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Uma vez que

(
p

j

)
é múltiplo de p para 1 ≤ j ≤ p− 1, então

(g1 + g2)p = gp1 + gp2.

Lema 2.2.2. Se p > 2, então

xp1[x2, x3] ∈ T ∗.

Demonstração. Pela proposição anterior temos

[xp1x2, x3] = xp1[x2, x3] + [xp1, x3]x2 = xp1[x2, x3].

Assim,

[xp1x2, x3] = xp1[x2, x3] + h,

para algum h ∈ T e portanto xp1[x2, x3] ∈ T ∗.

Proposição 2.2.3. A álgebra K〈X〉/T tem uma base cujos elementos são

xn1
i1
xn2
i2
. . . xnsis [xj1 , xj2 ] . . . [xj2r−1 , xj2r ],

onde i1 < i2 < . . . < is, j1 < j2 < . . . < j2r, r, s ≥ 0 e nk > 0 para todo k.

Demonstração. Seja A = {[xj1 , xj2 ] . . . [xj2r−1 , xj2r ] / j1 < j2 < . . . < j2r}.

Pela Proposição 1.5.5 é suficiente demonstrar queA é uma base paraB/B∩T .

Pois bem, olhando para a demonstração da Proposição 2.1.5 temos que A

gera B/B ∩ T . Agora, suponha que∑
j

αj[xj1 , xj2 ] . . . [xj2r−1 , xj2r ] = 0.
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Pela Proposição 2.1.6 temos que T = T (G) e portanto

g =
∑
j

αj[xj1 , xj2 ] . . . [xj2r−1 , xj2r ] ∈ T (G).

Para cada j, [xj1 , xj2 ] . . . [xj2r−1 , xj2r ] é uma componente multi-homogênea de

g. Portanto, se αj 6= 0 para algum j, então [xj1 , xj2 ] . . . [xj2r−1 , xj2r ] ∈ T (G).

Absurdo, ver a demonstração da Proposição 2.1.6. Assim, A é uma base

para B/B ∩ T .

Lema 2.2.4. Seja g = g(x2, x3, . . . , xl) ∈ K〈X〉 um polinômio que não de-

pende de x1. Se x1g ∈ C(G), então g ∈ T .

Demonstração. Seja f = f(x1, x2, . . . , xl) = x1g(x2, . . . , xl). Uma vez que

C(G) é um T-espaço, então

f(1, x2, . . . , xl) = g(x2, . . . , xl) ∈ C(G).

Assim, dados a1, a2, . . . , al, b ∈ G, temos

[g(a2, . . . , al), b] = 0 e [a1g(a2, . . . , al), b] = 0.

Sabendo que

[a1g(a2, . . . , al), b] = a1[g(a2, . . . , al), b] + [a1, b]g(a2, . . . , al)

segue que

[a1, b]g(a2, . . . , al) = 0. (2.2)

Uma vez que B = {ei1ei2 . . . eik | i1 < i2 < . . . < ik, k ≥ 0} é uma base para

G, podemos escrever g(a2, . . . , al) como uma combinação linear de um con-

junto finito de elementos de B. Suponha g(a2, . . . , al) =
∑
a

αae
a1
1 e

a2
2 . . . eatt
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em que aj ∈ {0, 1}. Fazendo a1 = et+1 e b = et+2 em (2.2) temos

0 = [et+1, et+2]g(a2, . . . , al) = 2et+1et+2

∑
a

αae
a1
1 e

a2
2 . . . eatt

=
∑
a

2αae
a1
1 e

a2
2 . . . eatt et+1et+2.

Logo αa = 0, ∀a. Assim g(a2, . . . , al) = 0 e uma vez que a2, . . . , al foram

escolhidos arbitrariamente segue que g ∈ T (G) = T .

Lema 2.2.5. Seja f = f(x1, . . . , xl) ∈ K〈X〉 um polinômio homogêneo de

grau 1 em x1. Se f ∈ C(G), então f ∈ T ∗.

Demonstração. Podemos escrever

f(x1, . . . , xl) =
∑
i

αiaix1bi

em que ai = ai(x2, . . . , xl) e bi = bi(x2, . . . , xl), ou seja, ai e bi são monômios

que não dependem de x1 e alguns deles possivelmente iguais a 1. Uma vez

que aix1bi = x1biai + [ai, x1bi] então

f =
∑
i

αix1biai +
∑
i

αi[ai, x1bi] = x1

∑
i

αibiai +
∑
i

αi[ai, x1bi].

Fazendo g(x2, . . . , xl) =
∑
i

αibiai e h(x1, . . . , xl) =
∑
i

αi[ai, x1bi] temos

f(x1, . . . , xl) = x1g(x2, . . . , xl) + h(x1, . . . , xl).

Uma vez que h ∈ T ∗ ⊂ C(G) e, por hipótese, f ∈ C(G), temos que x1g ∈

C(G). Segue do Lema 2.2.4 que g ∈ T e, portanto, x1g ∈ T ⊂ T ∗. Assim,

f ∈ T ∗.

Lema 2.2.6. Sejam p > 2 e f = f(x1, . . . , xl) um polinômio homogêneo de

grau m1 ≥ 1 em x1. Se p não divide m1 e f ∈ C(G), então f ∈ T ∗.
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Demonstração. Se m1 = 1, então pelo lema anterior o resultado está provado.

Suponha m1 > 1. Se p - m1 então m1 = pq + m, onde 0 < m < p. Sabe-se

que f é uma combinação linear de elementos da forma

xn1
i1
xn2
i2
. . . xnsis [xj1 , xj2 ] . . . [xj2r−1 , xj2r ]

em que i1 < i2 < . . . < is, j1 < j2 < . . . < j2r, r, s ≥ 0, nk > 0, ∀k. Uma vez

que f é homogêneo de grau m1 > 1 em x1 temos i1 = 1. Pode ocorrer que

existam monômios em que n1 = m1 e, portanto, j1 6= 1 e monômios em que

n1 = m1 − 1 e, portanto, j1 = 1. No primeiro caso temos,

xm1
1 xn2

i2
. . . xnsis [xj1 , xj2 ] . . . [xj2r−1 , xj2r ]

= xpq1 (xm1 x
n2
i2
. . . xnsis [xj1 , xj2 ] . . . [xj2r−1 , xj2r ].

No segundo caso,

xm1−1
1 xn2

i2
. . . xnsis [x1, xj2 ] . . . [xj2r−1 , xj2r ]

= xpq1 (xm−1
1 xn2

i2
. . . xnsis [x1, xj2 ] . . . [xj2r−1 , xj2r ].

Portanto, podemos escrever

f = xpq1 g(x1, . . . , xl)

em que g = g(x1, . . . , xl) tem grau m em x1. Temos f = xpq1 g+ r para algum

r ∈ T . Logo, xpq1 g ∈ C(G). Pela Proposição 2.2.1 temos

(1 + x1)pqg(1 + x1, . . . , xl) = (1 + xp1)qg(1 + x1, . . . , xl).

Logo, (1 + xp1)qg(1 + x1, . . . , xl) ∈ C(G) e sua componente homogênea de

grau m em x1, dada por g, também pertence a C(G). Denote por h =
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h(y1, y2, . . . , ym, x2, . . . , xl) a componente multilinear em y1, y2, . . . , ym do

polinômio

g(y1 + . . .+ ym, x2, . . . , xl).

Temos que h ∈ C(G). Como o grau de h em y1 é 1, segue do Lema 2.2.5 que

h ∈ T ∗. Da igualdade

h(x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸
m

, x2, . . . , xl) = m!g(x1, x2, . . . , xl) (2.3)

temos que g ∈ T ∗. Observe que (m!) 6= 0, pois 0 < m < p. Pelo Lema 2.2.2

segue que xpq1 g ∈ T ∗. Logo, f ∈ T ∗.

Lema 2.2.7. Sejam p > 2 e f = f(x1, . . . , xl) ∈ K〈X〉 um polinômio multi-

homogêneo com multigrau (m1, . . . ,ml). Suponha que p não divide mj para

algum j. Se f ∈ C(G), então f ∈ T ∗.

Demonstração. O polinômio g obtido pela troca das variáveis x1 e xj em f ,

g(x1, . . . , xl) = f(xj, . . . , x1, . . . , xl),

pertence a C(G). Logo, pelo lema anterior temos que g ∈ T ∗ e portanto

f ∈ T ∗ também.

Considere os polinômios

q(x1, x2) = xp−1
1 [x1, x2]xp−1

2

e

qn(x1, . . . , x2n) = q(x1, x2)q(x3, x4) . . . q(x2n−1, x2n).

É fácil ver que qn e xp0qn são polinômios centrais para G.
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Teorema 2.2.8. Se p > 2, então

C(G) = 〈x1[x2, x3, x4], xp0, x
p
0q1, x

p
0q2, . . . , x

p
0qn, . . .〉TS. (2.4)

Demonstração. Antes de demonstrar o teorema vamos obter algumas in-

formações: da igualdade

x1[x2, x3, x4]x5 = x1[x2, x3, x4x5]− x1x4[x2, x3, x5]

temos que

〈x1[x2, x3, x4]〉TS = 〈x1[x2, x3, x4]x5〉TS = T.

Agora, a componente multi-homogênea de multigrau (0, 1, 1) do polinômio

(1 + x0)pq(1 + x1, 1 + x2) = (1 + x0)p(1 + x1)p−1[x1, x2](1 + x2)p−1

é [x1, x2]. Logo, [x1, x2] ∈ 〈xp0q(x1, x2)〉TS.

Denote por Γ o lado direito da igualdade (2.4). Pelo que já foi argumen-

tado, temos que T ∗ ⊂ Γ. Agora estamos preparados para provar a igualdade

C(G) = Γ. A inclusão⊇ é óbvia. Para provar a outra inclusão, basta verificar

que todo elemento multi-homogêneo de C(G) está em Γ, pois K é um corpo

infinito. Seja f = f(x1, . . . , xl) ∈ C(G) um polinômio multi-homogêneo de

multigrau (m1, . . . ,ml).

Se p - mj para algum j, então pelo Lema 2.2.7 temos que f ∈ T ∗ ⊂ Γ.

Suponha agora que p | mi para todo i e escreva mi = pqi. Uma vez que

f é uma combinação linear de elementos da forma

xn1
i1
xn2
i2
. . . xnsis [xj1 , xj2 ] . . . [xj2r−1 , xj2r ]

onde i1 < i2 < . . . < is, j1 < j2 < . . . < j2r, e lembrando que xpi , [xi, xj] ∈

Z(K〈X〉/T ), temos que f é uma combinação linear de elementos da forma

xpq11 . . . x
pqi1−1

i1
. . . x

pqi2−1

i2
. . . x

pqi2k−1

i2k
. . . xpqll [xi1 , xi2 ] . . . [xi2k−1

, xi2k ]
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= xpq11 . . . x
p(qi1−1)

i1
. . . x

p(qi2−1)

i2
. . . x

p(qi2k−1
−1)

i2k−1
. . . x

p(qi2k−1)

i2k
. . . xpqll ×

×xp−1
i1

[xi1 , xi2 ]x
p−1
i2

. . . xp−1
i2k−1

[xi2k−1
, xi2k ]x

p−1
i2k

= (xq11 . . . xqll )pxp−1
i1

[xi1 , xi2 ]x
p−1
i2

. . . xp−1
i2k−1

[xi2k−1
, xi2k ]x

p−1
i2k

.

Observe que a última igualdade é consequência da Proposição 2.2.1 item (iv).

Assim, f = f ′ + f ′′, onde f ′ ∈ 〈xp0qk〉TS e f ′′ ∈ T . Portanto, f ∈ Γ e a

demonstração está completa.

Olhando para a demonstração do último teorema é fácil ver que o próximo

corolário é válido.

Corolário 2.2.9. Sejam p > 2 e f = f(x1, . . . , xl) um polinômio multi-

homogêneo de multigrau (m1, . . . ,ml). Se p | mi para todo i, então f ∈ C(G).

Seja p > 2. Denote por I o ideal de K〈X〉 gerado pelos elementos fp

em que f ∈ K〈X〉 é um polinômio sem termo escalar. Sejam Vn e Wn os

seguintes T-espaços:

Vn = 〈q1, . . . , qn〉TS e Wn = 〈xp0, x
p
0q1, . . . , x

p
0qn〉TS.

Denotaremos também por 〈1〉K o subespaço gerado por 1 em K〈X〉.

Observe que pelo Teorema 2.2.8,

C(G) =
⋃
n≥1

(Wn + T ).

A proposição abaixo se deve a Shchigolev e é uma reformulação de [18]

Lema 13.

Proposição 2.2.10. Para todo n ∈ N existe k(n) > n tal que

qk(n) /∈ (Vn + T + I).
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Segue da prova dessa proposição que se pode escolher k(n) = n+ 1.

Lema 2.2.11. Seja p > 2. Para todo n ∈ N vale a igualdade

Vn + 〈1〉K + I = Wn + I.

Demonstração. Fixe n ∈ N. Seja f(x0, x1, . . . , x2i) = xp0qi(x1, . . . , x2i), onde

i ≤ n. Como f ∈ Wn temos f(1, x1, . . . , xn) = qi(x1, . . . , x2i) ∈ Wn. Assim

Vn ⊂ Wn. Além disso, h(x0) = xp0 ∈ Wn, e portanto h(1) = 1 ∈ Wn. Logo,

Vn + 〈1〉K + I ⊂ Wn + I.

Agora, Wn é gerado como subespaço pelos elementos gp0, g
p
0qi(g1, . . . , g2i),

onde i ≤ n e g0, g1, . . . , g2i ∈ K〈X〉. Para mostrar que Wn ⊂ Vn + 〈1〉K + I é

suficiente verificar que esses elementos estão em Vn + 〈1〉K + I. Suponha que

g0 = f +α em que f(0, . . . , 0) = 0 e α ∈ K. Então gp0 = (f +α)p = fp+αp ∈

I + 〈1〉K. Além disso,

gp0qi(g1, . . . , g2i) = fpqi(g1, . . . , g2i) + αpqi(g1, . . . , g2i) ∈ I + Vn.

Assim Wn ⊂ Vn + 〈1〉K + I e, portanto, Wn + I ⊂ Vn + 〈1〉K + I.

Um exerćıcio simples de álgebra linear é o próximo lema.

Lema 2.2.12. Sejam U1, U2 e U3 espaços vetoriais tais que U1 $ U2 e

U2 ∩ U3 = {0}. Então U1 + U3 $ U2 + U3.

Teorema 2.2.13. Se p > 2, então C(G) não é finitamente gerado como

T-espaço.

Demonstração. Uma vez que Vn ⊂ Vn+1 temos que Vn+I+T ⊂ Vn+1 +I+T .

Agora, se Vn+1 + I +T ⊂ Vn + I +T , então qn+1 ∈ Vn + I +T . Absurdo pela

Proposição 2.2.10. Assim, Vn + I + T $ Vn+1 + I + T .

37



Não é dif́ıcil ver que se f ∈ Vl + I + T , então f(0, . . . , 0) = 0. Portanto,

(Vl + I + T ) ∩ 〈1〉K = 0.

Segue do Lema 2.2.12 que

Vn + 〈1〉K + I + T $ Vn+1 + 〈1〉K + I + T

e consequentemente, pelo Lema 2.2.11, temos

Wn + I + T $ Wn+1 + I + T.

Como Wn ⊂ Wn+1 temos pela última afirmação que Wn + T $ Wn+1 + T

para todo n.

Suponha que C(G) seja finitamente gerado como T-espaço e considere

g1, . . . , gl ∈ K〈X〉 tais que

〈g1, . . . , gl〉TS = C(G).

Uma vez que C(G) =
⋃
n≥1

(Wn+T ), temos g1 ∈ Wn1+T, . . . , gl ∈ Wnl+T para

determinados n1, . . . , nl. Se m = max{n1, . . . , nl}, então g1, . . . , gl ∈ Wm+T

e, portanto, C(G) = Wm +T . Em particular, Wm+1 +T ⊂ C(G) = Wm +T .

Absurdo. Dessa forma C(G) não é finitamente gerado como T-espaço.

Proposição 2.2.14. Sejam p > 2 e W um T-espaço tal que C(G) $ W .

Então existe um T-ideal I % T tal que W = I + C(G).

Demonstração. Seja I o maior T-ideal em W que contém T . É claro que

I + C(G) ⊂ W . Provaremos a outra inclusão: seja f = f(x1, . . . , xl) ∈ W .

Como o corpo K é infinito, podemos assumir que f é multi-homôgenea de

multigrau (m1, . . . ,ml).
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Se p | mi, ∀i = 1, . . . , l, então pelo Corolário 2.2.9 temos f ∈ C(G) + I.

Suponha que p - mi para algum i ∈ {1, . . . , l}. Como um T-espaço é

fechado com relação a mudança de variáveis, podemos assumir que i = 1

em f . Usaremos agora vários argumentos análogos aos da demonstração do

Lema 2.2.6. Portanto, sugerimos ao leitor, caso tenha alguma dificuldade de

compreensão, que olhe a demonstração de tal lema. Escrevendo m1 = pq+m

em que 0 < m < p, temos

f = xpq1 g(x1, . . . , xl),

onde g tem grau m em x1. Temos que g ∈ W . Seja h(y1, . . . , ym, x2, . . . , xl) a

componente multilinear em y1, . . . , ym de g(y1 + . . . + ym, x2, . . . , xl). Então

h ∈ W . Tendo em vista que h é linear em y1, podemos escrever

h(y1, . . . , ym, x2, . . . , xl) =
∑
i

αiaiy1bi,

onde ai e bi não dependem de y1. Da igualdade

aiy1bi = y1biai + [ai, y1bi]

temos h = y1h1 + h2, onde h1 não depende de y1 e h2 ∈ 〈[x1, x2]〉TS. As-

sim, h2 ∈ W e, consequentemente, y1h1 ∈ W . Uma vez que W é um T-

espaço temos também que z1y1h1 ∈ W . Como y1h1z1 = z1y1h1 + [y1h1, z1]

e [y1h1, z1] ∈ W , então y1h1z1 ∈ W. Logo, 〈h1〉T ⊂ W . Mas I é o maior

T-ideal contido em W e por isso, 〈h1〉T ⊂ I. Então y1h1 ∈ I e, portanto,

h ∈ I + C(G). Dado que

g(x1, x2, . . . , xl) = (m!)−1h(x1, . . . , x1, x2, . . . , xl)
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então g ∈ I + C(G), ou seja, g = g1 + g2 em que g1 ∈ I e g2 ∈ C(G). Assim

xpq1 g = xpq1 g1 + xpq1 g2 ∈ I + C(G),

pois xpq1 ∈ C(G). Uma vez que f = xpq1 g(x1, . . . , xl), então f = xpq1 g + f1

onde f1 ∈ T ⊂ C(G) e, portanto, f ∈ I + C(G).

Definição 2.2.15. Um T-espaço V é chamado T-espaço limite se todo T-

espaço maior W % V é finitamente gerado, mas V não o é.

Teorema 2.2.16. Se p > 2, então C(G) é um T-espaço limite.

Demonstração. Pelo Teorema 2.2.13 temos que C(G) não é finitamente ge-

rado e, portanto, é suficiente mostrar que cada T-espaço W % C(G) é fini-

tamente gerado como T-espaço.

Pela Proposição 2.2.14, W = I + C(G) para algum T-ideal I % T . Pela

Proposição 2.1.5, temos que

I = 〈[x1, x2, x3], [x1, x2] . . . [x2N−1, x2N ]〉T

para algum N ∈ N. Uma vez que

x0[x1, x2] . . . [x2N−1, x2N ]x2N+1

= x0x2N+1[x1, x2] . . . [x2N−1, x2N ] + x0[[x1, x2] . . . [x2N−1, x2N ], x2N+1]

e esse último comutador equivale a

x0[[x1, x2], x2N+1][x3, x4] . . . [x2N−1, x2N ]

+x0[x1, x2][[x3, x4], x2N+1] . . . [x2N−1, x2N ]

+ . . .+ x0[x1, x2] . . . [x2N−3, x2N−2][[x2N−1, x2N ], x2N+1],
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segue que o T-espaço gerado por x0[x1, x2] . . . [x2N−1, x2N ]x2N+1 equivale ao

T-espaço gerado por x0[x1, x2] . . . [x2N−1, x2N ]. Assim I é gerado como T-

espaço por x0[x1, x2] . . . [x2N−1, x2N ] e x0[x1, x2, x3]. Pelo Teorema 2.2.8 temos

que W é gerado como T-espaço por

x0[x1, x2, x3], x0[x1, x2] . . . [x2N−1, x2N ], xp0 e xp0qn, n ≥ 1.

Se s ≥ N , então

xp0qs = xp0x
p−1
1 [x1, x2]xp−1

2 . . . xp−1
2N−1[x2N−1, x2N ]xp−1

2N . . . xp−1
2s−1[x2s−1, x2s]x

p−1
2s

= (xp0x
p−1
1 . . . xp−1

2s [x2N+1, x2N+2] . . . [x2s−1, x2s])[x1, x2] . . . [x2N−1, x2N ]

e, portanto, xp0qs pertence ao T-espaço gerado por x0[x1, x2] . . . [x2N−1, x2N ]

e x0[x1, x2, x3]. Dessa forma

W = 〈x0[x1, x2, x3], x0[x1, x2] . . . [x2N−1, x2N ], xp0, x
p
0q1, . . . , x

p
0qN−1〉TS

é finitamente gerado como T-espaço.

Proposição 2.2.17. Se p = 0, então

C(G) = 〈1, x0[x1, x2, x3], [x1, x2]〉TS. (2.5)

Demonstração. Denote por W o lado direito da igualdade (2.5). É claro que

C(G) ⊇ W . Agora, uma vez que o corpo K tem caracteŕıstica zero, para

provar a outra inclusão, basta mostrar que cada elemento multilinear em

C(G) está em W . Seja f ∈ C(G) um polinômio multilinear.

Se grau (f) = 0, então f ∈ K e portanto f ∈ W .

Se grau (f) > 0, então pelo Lema 2.2.5 temos que f ∈ T ∗ ⊂ W .
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Estudamos o T-espaço C(G) quando o corpo K é infinito de caracteŕıstica

p 6= 2. Se p > 2, vimos que C(G) não é finitamente gerado e se p = 0

encontramos um conjunto gerador com apenas 3 elementos para C(G). É

preciso observar que na situação em que a caracteŕıstica do corpo é zero,

restringimos nosso estudo aos polinômios centrais multilineares, pois estes

geram C(G). Na sistuação em que a caracteŕıstica do corpo é p > 2 não é

posśıvel usar esse fato.
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Caṕıtulo 3

Álgebra de matrizes Mn(K)

3.1 Matrizes genéricas

Nesta seção estudaremos a álgebra das matrizes genéricas. A relação exis-

tente entre ela e as identidades polinomiais para as matrizes Mn(K) será um

ponto chave na obtenção de alguns resultados necessários para a criação de

um polinômio central não trivial para Mn(K), assunto este, que será tratado

na próxima seção.

De agora em diante, assumimos que o corpo K é de caracteŕıstica 0. No

entanto, chamamos a atenção do leitor para o fato que muitos dos resultados

aqui apresentados permanecem válidos para corpos de caracteŕıstica 6= 0.

Para mais detalhes ver por exemplo [6].

Dado n ∈ N, fixamos a notação Ωn para a álgebra dos polinômios em

variáveis comutativas

Ωn = K[Zn],

onde Zn = {z(i)
pq / p, q = 1, . . . , n; i = 1, 2, . . .}.
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Definição 3.1.1. As matrizes

zi =
n∑

p,q=1

z(i)
pq epq ∈Mn(Ωn)

são chamadas de matrizes genéricas n× n. A álgebra gerada pelas matrizes

genéricas zi, i = 1, 2, . . ., denotada por Rn, é chamada de álgebra das ma-

trizes genéricas de ordem n.

Proposição 3.1.2. Sejam C uma álgebra comutativa e a1, a2, . . . matrizes

de Mn(C). Existe um único homomorfismo

Γ : Rn −→Mn(C)

tal que Γ(z1) = a1, Γ(z2) = a2, . . . .

Demonstração. Seja ai =
n∑

p,q=1

a
(i)
pq epq, a

(i)
pq ∈ C, i = 1, 2, . . . e considere a

aplicação h : Zn −→ C tal que h(z
(i)
pq ) = a

(i)
pq . Uma vez que Ωn é uma

álgebra livre na classe das álgebras comutativas, livremente gerada por Zn,

a aplicação h pode ser estendida a um único homomorfismo ϕ : Ωn −→ C

de forma que ϕ|Zn = h. O homomorfismo ϕ induz um homomorfismo ψ de

Mn(Ωn) em Mn(C) dado por

ψ
( n∑
p,q=1

gpqepq

)
=

n∑
p,q=1

ϕ(gpq)epq

em que gpq ∈ Ωn. Da restrição de ψ a Rn, obtém-se o homomorfismo Γ :

Rn −→Mn(C) em que

Γ(zi) = ψ(zi) = ψ
( n∑
p,q=1

z(i)
pq epq

)

=
n∑

p,q=1

ϕ(z(i)
pq )epq =

n∑
p,q=1

h(z(i)
pq )epq =

n∑
p,q=1

a(i)
pq epq = ai.

Logo, Γ(z1) = a1, Γ(z2) = a2, . . . .

44



Proposição 3.1.3. As álgebras Rn e K〈X〉/T (Mn(K)) são isomorfas.

Demonstração. Seja φ : K〈X〉 −→ Rn o homomorfismo definido por φ(xi) =

zi. Claramente φ é sobrejetor. Uma vez que K〈X〉/Ker(φ) ∼= Rn, para

demonstrar a proposição é suficiente mostrar que Ker(φ) = T (Mn(K)).

Seja f(x1, . . . , xm) ∈ Ker(φ). Então φ(f) = f(z1, . . . , zm) = 0. Dados

a1, . . . , am ∈ Mn(K) existe, pela Proposição 3.1.2, um único homomorfismo

Γ : Rn −→Mn(K) em que Γ(z1) = a1, . . . ,Γ(zm) = am. Logo,

f(a1, . . . , am) = Γ(f(z1, . . . , zm)) = Γ(0) = 0.

Então f ∈ T (Mn(K)) e, dessa forma, Ker(φ) ⊂ T (Mn(K)).

Seja f(x1, . . . , xm) ∈ T (Mn(K)). Devemos mostrar que f ∈ Ker(φ), ou

seja, φ(f) = f(z1, . . . , zm) = 0. Suponha, por absurdo, que f(z1, . . . , zm) 6= 0.

Escrevendo

f(z1, . . . , zm) =
n∑

p,q=1

gpq(t1, . . . , tl)epq,

onde gpq(t1, . . . , tl) ∈ Ωn e {t1, . . . , tl} ⊂ Zn, teremos gpq(t1, . . . , tl) 6= 0

para algum par p, q ∈ {1, . . . , n}. Sem perda de generalidade suponha

g11(t1, . . . , tl) 6= 0. Esse polinômio pode ser escrito como

g11(t1, . . . , tl) =
∑
a

αat
a1
1 . . . tall

em que αa ∈ K e αa 6= 0 para algum a = (a1, . . . , al).

Note que g11 não é uma identidade polinomial para K. De fato, se g11

fosse uma identidade para K, então cada componente multi-homogênea de

g11 também seria, pois K é infinito. Assim, para cada a,

g̃a(t1, . . . , tl) = αat
a1
1 . . . tall
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seria uma identidade para K e portanto g̃a(1, . . . , 1) = αa = 0. Absurdo.

Dessa forma, existem ε1, . . . , εl ∈ K tais que g11(ε1, . . . , εl) 6= 0.

Considere o homomorfismo ϕ : Ωn −→ K tal que ϕ(t1) = ε1, . . . , ϕ(tl) =

εl. Seja ψ : Mn(Ωn) −→Mn(K) o homomorfismo definido por

ψ
( n∑
p,q=1

hpqepq

)
=

n∑
p,q=1

ϕ(hpq)epq, hpq ∈ Ωn.

Então,

ψ(f(z1, . . . , zm)) =
n∑

p,q=1

ϕ(gpq(t1, . . . , tl))epq =
n∑

p,q=1

gpq(ε1, . . . , εl)epq.

Por outro lado,

ψ(f(z1, . . . , zm)) = f(ψ(z1), . . . , ψ(zm)) = 0

pois ψ(zi) ∈ Mn(K) para todo i e f ∈ T (Mn(K)). Absurdo. Assim,

f(z1, . . . , zm) = 0 e, portanto, T (Mn(K)) ⊂ Ker(φ).

Na proposição mostramos que o homorfismo sobrejetor φ : K〈X〉 −→ Rn,

definido por φ(xi) = zi, tem núcleo Ker(φ) = T (Mn(K)). Portanto:

Corolário 3.1.4. Um polinômio f(x1, . . . , xm) é uma identidade para Mn(K)

se, e somente se, f(z1, . . . , zm) = 0.

Antes de continuar o assunto “matrizes genéricas”, faremos uma pausa

e relembraremos alguns conceitos como discriminante, resultante e a relação

existente entre eles. Sejam D um domı́nio com caracteŕıstica 0 e f(x) ∈ D[x]

um polinômio mônico de grau n com ráızes α1, . . . , αn em algum corpo L ⊃ D.

O discriminante de f(x), denotado por ∆(f), é dado por

∆(f) =
∏

1≤i<j≤n

(αi − αj)2.
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Observe que f(x) tem ráızes múltiplas se, e somente se, ∆(f) = 0.

Sejam f(x) = amx
m + am−1x

m−1 + . . .+ a1x+ a0, am 6= 0,

g(x) = bnx
n + bn−1x

n−1 + . . .+ b1x+ b0, bn 6= 0

dois polinômios não constantes em D[x]. A resultante de f(x) e g(x), deno-

tada por Rf,g, é o determinante da matriz (m+ n)× (m+ n) abaixo:

am am−1 . . . . . . . . . a0

am . . .
...

... . . . a0

...
...

...
...

... am . . . . . . . . . a0

bn bn−1 . . .
... b1 b0

bn . . .
... . . . b1 b0

... . . . . . .

bn . . . . . . . . . . . . b0



.

Na matriz existem n linhas de coeficientes ai e m linhas de coeficientes bj.

Além disso, todas as entradas, com exceção daquelas mostradas, são formadas

por zeros.

O resultado abaixo é uma reformulação de [8], página 85.

Proposição 3.1.5. Sejam D um domı́nio com caracteŕıstica 0 e

f(x) = xn + an−1x
n−1 + . . .+ a1x+ a0

um polinômio mônico em D[x] de grau n ≥ 2. Então

Rf,f ′ = (−1)
n(n−1)

2 ∆(f),

onde f ′ é a derivada usual de f .
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Aqui chamamos a atenção do leitor para o seguinte fato: pela definição

de Rf,f ′ e pela Proposição 3.1.5, se

f(x) = xn + an−1x
n−1 + . . .+ a1x+ a0,

então ∆(f) pode ser expresso em função dos coeficientes de f(x), ou seja,

∆(f) = g(a0, a1, . . . , an−1),

onde g(t0, t1, . . . , tn−1) é um polinômio em n variáveis comutativas (os ti’s)

sobre Z.

Exemplo 3.1.6. Sejam fz1(λ) e fa(λ) os polinômios caracteŕısticos das ma-

trizes z1 = (z
(1)
pq )pq ∈ Rn e a = (apq)pq ∈ Mn(K) respectivamente. Então

existe g̃
(
z

(1)
11 , z

(1)
12 , . . . , z

(1)
nn

)
∈ Ωn tal que

∆(fz1) = g̃
(
z

(1)
11 , z

(1)
12 , . . . , z

(1)
nn

)
.

Além disso,

∆(fa) = g̃(a11, a12, . . . , ann).

De fato, como

fz1(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ− z(1)
11 −z(1)

12 . . . −z(1)
1n

−z(1)
21 λ− z(1)

22 . . . −z(1)
2n

...
...

. . .
...

−z(1)
n1 −z(1)

n2 . . . λ− z(1)
nn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= λn +

n−1∑
i=0

giλ
i

onde gi = gi(z
(1)
11 , z

(1)
12 , . . . , z

(1)
nn ) ∈ Ωn, segue do comentário acima que existe

um polinômio g(t0, . . . , tn−1) ∈ Z[t0, . . . , tn−1] tal que

∆(fz1) = g(g0, . . . , gn−1).

Definindo g̃ = g(g0, . . . , gn−1) segue o resultado.
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Proposição 3.1.7. Os autovalores da matriz genérica z1 são dois a dois

distintos.

Demonstração. Seja a =
n∑
p=1

ρpepp uma matriz diagonal de Mn(K) cujos ele-

mentos da diagonal são todos distintos. Dessa forma, o polinômio carac-

teŕıstico de a não tem ráızes múltiplas e, portanto, ∆(fa) 6= 0. Considere o

homomorfismo ϕ : Ωn −→ K tal que ϕ(z
(1)
pq ) = apq, p, q = 1, . . . , n. Segue do

Exemplo 3.1.6 que

∆(fz1) = g̃
(
z

(1)
11 , z

(1)
12 , . . . , z

(1)
nn

)
e ∆(fa) = g̃(a11, a12, . . . , ann).

Então

ϕ
(

∆(fz1)
)

= ϕ

(
g̃
(
z

(1)
11 , z

(1)
12 , . . . , z

(1)
nn

))
= g̃

(
ϕ
(
z

(1)
11

)
, ϕ
(
z

(1)
12

)
, . . . , ϕ

(
z(1)
nn

))
= g̃(a11, a12, . . . , ann) = ∆(fa) 6= 0.

Logo ∆(fz1) 6= 0 e, portanto, fz1 não tem ráızes múltiplas.

Proposição 3.1.8. Sejam w1 =
n∑
p=1

z(1)
pp epp e wi = zi para i > 1. A álgebra

Wn gerada por w1, w2, . . . é isomorfa a álgebra de matrizes genéricas Rn.

Demonstração. Seja F o fecho algébrico do corpo de frações da álgebra poli-

nomial Ωn. Uma vez que a matriz genérica z1 não tem autovalores múltiplos,

existe uma matriz v com entradas em F tal que v−1z1v é diagonal.

Seja ui = v−1ziv, i = 1, 2, . . .. Denote por Un a K-álgebra de Mn(F)

gerada por u1, u2, . . .. De acordo com a Proposição 3.1.2 existe um único

homomorfismo de K-álgebras ϕ : Rn −→Mn(F) tal que ϕ(zi) = ui.

Seja r ∈ Rn. Podemos escrever r =
∑
i

αizi1zi2 . . . zik , αi ∈ K. Logo

ϕ(r) =
∑
i

αiϕ(zi1)ϕ(zi2) . . . ϕ(zik) =
∑
i

αiui1ui2 . . . uik
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=
∑
i

αiv
−1zi1vv

−1zi2vv
−1zi3v . . . v

−1zikv =
∑
i

αiv
−1zi1zi2 . . . zikv = v−1rv.

Dessa forma se r ∈ Ker(ϕ) então v−1rv = 0 e, portanto, r = 0. Assim ϕ é

injetora e uma vez que a imagem de ϕ é Un, então ϕ é um isomorfismo de

Rn em Un.

Considere o homomorfismo φ : Ωn −→ Ωn definido por
φ(z

(1)
pp ) = z

(1)
pp ,

φ(z
(1)
pq ) = 0 se p 6= q,

φ(z
(i)
pq ) = z

(i)
pq se i > 1.

Ele induz o homomorfismo ψ : Mn(Ωn) −→Mn(Ωn) definido por

ψ
( n∑
p,q=1

gpqepq

)
=

n∑
p,q=1

φ(gpq)epq.

Se Γ1 é a restrição de ψ a Rn, então a imagem de Γ1 é Wn. Assim, Γ1 é um

homomorfismo sobrejetor de Rn em Wn onde Γ1(zi) = wi.

Suponha ui =
n∑

p,q=1

u(i)
pq epq, onde u

(i)
pq ∈ F, e considere o homomorfismo

φ̃ : Ωn −→ F definido por φ̃(z
(i)
pq ) = u

(i)
pq . Esse homomorfismo induz o ho-

momorfismo ψ̃ : Mn(Ωn) −→ Mn(F) definido da forma usual. Se Γ2 é a

restrição de ψ̃ a Wn, então Γ2 é um homomorfismo sobrejetor de Wn em Un

onde Γ2(wi) = ui.

Os homomorfismos obtidos acima podem ser dispostos no diagrama

Rn

Γ1

��

ϕ // Un

Wn

Γ2

=={{{{{{{{

Temos ϕ = Γ2 ◦ Γ1. Como ϕ é um isomorfismo, temos que Γ1 é injetiva e

portanto um isomorfismo.

50



Proposição 3.1.9. Seja f = f(x1, x2, . . . , xm) ∈ K〈X〉 um polinômio multi-

linear nas variáveis x2, . . . , xm. Se f(w1, ei2j2 , . . . , eimjm) = 0 para quaisquer

eiqjq , então f é uma identidade polinomial para Mn(K).

Demonstração. Como f(w1, ei2j2 , . . . , eimjm) = 0 para quaisquer eiqjq e f é

multilinear nas variáveis x2, . . . , xm, temos que f(w1, w2, . . . , wm) = 0. Pelo

isomorfismo Γ1 da proposição anterior segue que f(z1, z2, . . . , zm) = 0. Pelo

Corolário 3.1.4 conclúımos o resultado.

Seja J o ideal de Ωn gerado por h = z
(1)
11 + . . .+ z

(1)
nn . Vamos denotar por

p o elemento p+ J do quociente Ωn/J . Sejam

xi =
n∑

p,q=1

z
(i)
pq epq ∈Mn(Ω/J)

e Rn a álgebra gerada por x1, x2, . . . . Considere agora as matrizes de

Mn(Ω/J) dadas por

w1 =
n∑
p=1

z
(1)
pp epp e wi = xi (i > 1)

e denote por W n a álgebra gerada por elas.

Denotaremos por sln o conjunto das matrizes em Mn(K) com traço 0.

Proposição 3.1.10. Sejam f(x1, x2, . . . , xm) ∈ K〈X〉, b1 ∈ sln, b2, . . . , bm ∈

Mn(K). Se f(x1, x2, . . . , xm) = 0, então f(b1, b2, . . . , bm) = 0.

Demonstração. Suponha bi =
n∑

p,q=1

b(i)
pq epq, onde b

(i)
pq ∈ K. Considere o homo-

morfismo ϕ : Ωn −→ K definido por ϕ(z
(i)
pq ) = b

(i)
pq para todos i, p, q. Uma vez

que b1 ∈ sln, temos ϕ(h) = 0 e, portanto, J = 〈h〉 ⊂ Kerϕ. Dessa forma, o

homomorfismo ϕ∗ : Ωn/J −→ K dado por ϕ∗(g) = ϕ(g) está bem definido.
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Seja ψ o homomorfismo de Mn(Ωn/J) em Mn(K) definido por

ψ
( n∑
p,q=1

gpqepq

)
=

n∑
p,q=1

ϕ(gpq)epq.

Observe que ψ(xi) = bi para todo i. Logo, se f(x1, x2, . . . , xm) = 0, então

f(b1, b2, . . . , bm) = ψ(f(x1, x2, . . . , xm)) = 0.

Lema 3.1.11. A matriz x1 tem autovalores dois a dois distintos.

Demonstração. Considere a matriz

a =

(
n−1∑
p=1

pepp

)
− (1 + 2 + . . .+ n− 1)enn.

Observe que a é uma matriz com autovalores distintos e com traço zero.

Denotando por fb o polinômio caracteŕıstico de uma matriz b, suponha

que ∆(fx1) = 0. Uma vez que ∆(fx1) = ∆(fz1), temos que ∆(fz1) ∈ J .

Portanto, ∆(fz1) = (z
(1)
11 + . . . + z

(1)
nn )g, onde g ∈ Ωn. Seja ϕ : Ωn −→ K o

homomorfismo definido por ϕ(z
(1)
pq ) = apq, onde a = (apq)pq é a matriz acima.

De

∆(fa) = ϕ(∆(fz1)) = (a11 + . . .+ ann)ϕ(g) = 0

temos um absurdo, pois a tem autovalores distintos. Portanto ∆(fx1) 6= 0 e

a demonstração está conclúıda.

Proposição 3.1.12. Seja f(x1, x2, . . . , xm) ∈ K〈X〉. Se

f(w1, w2, . . . , wm) = 0,

então f(x1, x2, . . . , xm) = 0.
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Demonstração. Seja A o fecho algébrico do corpo de frações de Ωn/J . Uma

vez que a matriz x1 não tem autovalores múltiplos, existe uma matriz v com

entradas em A tal que v−1x1v é diagonal. Seja ui = v−1xiv, i = 1, 2, . . ..

Denote por Un a K-álgebra de Mn(A) gerada por u1, u2, . . ..

Seja ψ1 : Mn(Ωn/J) → Mn(A) o homomorfismo de K-álgebras definido

por

ψ1(b) = v−1bv.

Se Γ1 é a restrição de ψ1 a Rn, então é fácil mostrar que Γ1 é um isomorfismo

de Rn em Un onde Γ1(xi) = ui.

Seja ϕ : Ωn → Ωn/J o homomorfismo definido por
ϕ(z

(1)
pp ) = z

(1)
pp ,

ϕ(z
(1)
pq ) = 0 se p 6= q,

ϕ(z
(i)
pq ) = z

(i)
pq se i > 1.

Como J ⊂ ker (ϕ) temos um homomorfismo induzido ϕ∗ : Ωn/J → Ωn/J

definido por

ϕ∗(a) = ϕ(a), a ∈ Ωn.

Por sua vez, esse homomorfismo induz um homomorfismo ψ2 : Mn(Ωn/J)→

Mn(Ωn/J) definido por

ψ2((apq)pq) = (ϕ∗(apq))pq

Denotando por Γ2 a restrição de ψ2 a Rn, temos que Γ2 é um homomorfismo

sobrejetor de Rn em W n que satisfaz Γ2(xi) = wi para todo i.

Seja φ : Ωn → A o homomorfismo de K-álgebras definido por

φ(z(i)
pq ) = u(i)

pq ,

53



onde u
(i)
pq é a entrada pq da matriz ui. Como

φ(h) = u
(1)
11 + . . .+ u(1)

nn = tr (u1) = tr (x1) = 0,

temos que J ⊂ ker (φ). Assim, está bem definido o homomorfismo induzido

φ∗ : Ωn/J → A definido por

φ∗(a) = φ(a), a ∈ Ωn.

Esse homomorfismo induz um homomorfismo ψ3 : Mn(Ωn/J) → Mn(A)

definido por

ψ3((apq)pq) = (φ∗(apq))pq

Denotando por Γ3 a restrição de ψ3 a W n, temos que Γ3 é um homomorfismo

sobrejetor de W n em Un que satisfaz Γ3(wi) = ui para todo i.

Rn

Γ2

��

Γ1 // Un

W n

Γ3

>>}}}}}}}}

Temos Γ1 = Γ3 ◦ Γ2. Uma vez que Γ1 é um isomorfismo, segue que Γ2 é

injetiva e portanto um isomorfismo de Rn em W n.

Logo, se f(w1, w2, . . . , wm) = 0, então

f(x1, x2, . . . , xm) = Γ−1
2 (f(w1, w2, . . . , wm)) = 0.

Proposição 3.1.13. Seja f(x, y1, . . . , ym) ∈ K〈x, y1, . . . , ym〉 um polinômio

multilinear em y1, . . . , ym e sejam a ∈ sln, b1, . . . , bm ∈Mn(K). Se

f(w1, y1, . . . , ym) = 0

para quaisquer matrizes elementares yq = eiqjq , então f(a, b1, . . . , bm) = 0.
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Demonstração. Pela Proposição 3.1.10, devemos mostrar que

f(x1, x2, . . . , xm) = 0.

Agora, essa igualdade é obtida se provarmos que f(w1, w2, . . . , wm) = 0, ver

Proposição 3.1.12. Pois bem, como f é multilinear em y1, . . . , ym, segue que

f(w1, w2, . . . , wm) é uma combinação linear (coeficientes em Ωn/J) de

f(w1, y1, . . . , ym) = 0,

onde os yq’s são matrizes elementares. Assim, o resultado está provado.

3.2 Um polinômio central para Mn(K)

Nesta seção encontraremos uma identidade polinomial w essencialmente fraca

para as matrizes Mn(K), onde n ≥ 3. Depois, usando um resultado de

Razmyslov, a partir de w exibiremos um polinômio central não trivial para

Mn(K) de grau (n − 1)2 + 4, onde n ≥ 3. Os resultados aqui apresenta-

dos encontram-se em [5]. Ao longo de toda a seção, K será um corpo de

caracteŕıstica zero.

Seja φ : K[t1, . . . , tn+1]→ K〈x, y1, . . . , yn〉 a transformação linear definida

da seguinte forma: se

g(t1, . . . , tn+1) =
∑

a=(a1,...,an+1)

αat
a1
1 . . . t

an+1

n+1 , αa ∈ K,

então

φ(g)(x, y1, . . . , yn) =
∑

a=(a1,...,an+1)

αax
a1y1x

a2y2x
a3y3 . . . x

anynx
an+1 .
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Considere um polinômio f = f(x, y1, . . . , yn) ∈ K〈x, y1, . . . , yn〉 multilinear

em y1, . . . , yn. Podemos escrevê-lo na forma f =
∑

r=(r1,...,rn)

fr(x, y1, . . . , yn)

em que

fr(x, y1, . . . , yn) =
∑
a

αr,ax
a1yr1x

a2yr2x
a3yr3 . . . x

anyrnx
an+1 .

Observe que fr é obtido pela soma de todos os monômios de f cujas variáveis

y1, . . . , yn aparecem na ordem yr1 , . . . , yrn . Claramente, para cada fr existe

gr(t1, . . . , tn+1) ∈ K[t1, . . . , tn+1] tal que

f =
∑

r=(r1,...,rn)

φ(gr)(x, yr1 , . . . , yrn).

De agora em diante usaremos a notação

x =
n∑
p=1

ρpepp

para uma matriz diagonal cujas variáveis ρ1, . . . , ρn são comutativas. Além

disso, yq será uma matriz elementar eiqjq qualquer.

Lema 3.2.1. Se g(t1, . . . , tn+1) ∈ K[t1, . . . , tn+1], então

φ(g)(x, y1, . . . , yn) = g(ρi1 , ρi2 , . . . , ρin , ρjn)ei1j1 . . . einjn .

Demonstração. Uma vez que

xm =
( n∑
p=1

ρpepp

)m
=

n∑
p=1

ρmp epp,

então

φ(g)(x, y1, . . . , yn) =
∑

a=(a1,...,an+1)

αax
a1y1x

a2y2x
a3y3 . . . x

anynx
an+1
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=
∑

a=(a1,...,an+1)

αa

( n∑
p=1

ρa1p epp

)
ei1j1︸ ︷︷ ︸

ρ
a1
i1
ei1j1

. . .
( n∑
p=1

ρanp epp

)
einjn︸ ︷︷ ︸

ρanin einjn

( n∑
p=1

ρan+1
p epp

)
︸ ︷︷ ︸

ρanin ρ
an+1
jn

einjn

=
∑

a=(a1,...,an+1)

αaρ
a1
i1
ρa2i2 . . . ρ

an
in
ρ
an+1

jn
ei1j1 . . . einjn

= g(ρi1 , ρi2 , . . . , ρin , ρjn)ei1j1 . . . einjn .

Uma consequência direta desse lema é o próximo corolário.

Corolário 3.2.2. Se f(x, y1, . . . , yn) ∈ K〈x, y1, . . . , yn〉 é um polinômio mul-

tilinear nas variáveis y1, . . . , yn, então

f(x, y1, . . . , yn) =
∑
r

gr(ρir1 , ρir2 , . . . , ρirn , ρjrn )eir1jr1 . . . eirnjrn .

Lema 3.2.3. Seja d = (d1, d2, . . . , dn−2), onde d1, d2, . . . , dn−2 ∈ N. Defina

gd ∈ K[t1, t2, . . . , tn+1] por

gd(t1, t2, . . . , tn+1) =
∑

1≤k1<...<kn−2≤n+1

(−1)λk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

td1k1 td1k2 . . . td1kn−2

td2k1 td2k2 . . . td2kn−2

...
...

. . .
...

t
dn−2

k1
t
dn−2

k2
. . . t

dn−2

kn−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

onde k = (k1, . . . , kn−2) e λk =
n−2∑
i=1

(ki − 1). Se

fd(x, y1, . . . , yn) = s2n−2(xd1 , xd2 , . . . , xdn−2 , y1, . . . , yn),
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então

fd(x, y1, . . . , yn) =
∑
σ∈Sn

(signσ)gd(ρiσ(1) , ρiσ(2) , . . . , ρiσ(n) , ρjσ(n))yσ(1) . . . yσ(n).

Em particular, gd = 0 se di = dj para i 6= j.

Demonstração. Primeiro vamos analisar os monômios que formam fd. Se um

monômio m aparece na decomposição de fd com coeficiente não nulo, então

as variáveis yj devem separar as potências xdi em m. De fato, os monômios

m1x
dixdjm2 e m1x

djxdim2

são iguais e aparecem com coeficientes opostos em fd. Logo se anulam.

Assim, na formação de m não podem ocorrer duas potências xdi adjacentes.

Seja k = (k1, . . . , kn−2), onde 1 ≤ k1 < . . . < kn−2 ≤ n+ 1, e considere

g̃d(t1, . . . , tn+1) =
∑
k

 ∑
τ∈Sn−2

t
dτ(1)
k1

. . . t
dτ(n−2)

kn−2

 .

Então φ(g̃d) = φ(g̃d)(x, y1, . . . , yn) dada por

φ(g̃d) =
∑
k

 ∑
τ∈Sn−2

y1 . . . yk1−1x
dτ(1)yk1 . . . yk2−1x

dτ(2) . . . xdτ(n−2)ykn−2 . . . yn


insere de todas as maneiras posśıveis as potências xdi entre y1, . . . , yn (nessa

ordem) de forma que duas dessas potências não sejam adjacentes.

Agora queremos que φ(g̃d) corresponda as parcelas de fd em que y1, . . . , yn

apareçam nessa ordem. Para tanto devemos reformular a definição de g̃d de

forma a considerar o sinal de τ e o número de inversões de xd1 , . . . , xdn−2 em

relação a y1, . . . , yn que ocorrem no monômio

y1 . . . yk1−1x
dτ(1)yk1 . . . yk2−1x

dτ(2) . . . xdτ(n−2)ykn−2 . . . yn.
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Seja λk esse número. Uma vez que ki − 1 é o número de y’s que antecedem

xdτ(i) então λk =
n−2∑
i=1

(ki − 1). Assim

gd(t1, . . . , tn+1) =
∑
k

(−1)λk

 ∑
τ∈Sn−2

(signτ)t
dτ(1)
k1

. . . t
dτ(n−2)

kn−2


é a definição apropriada. Dessa forma, φ(gd)(x, yσ(1), . . . , yσ(n)), σ ∈ Sn,

corresponde a todas as parcelas de fd em que as variáveis y’s aparecem na

ordem yσ(1), . . . , yσ(n). Portanto,

fd =
∑
σ∈Sn

(signσ)φ(gd)(x, yσ(1), . . . , yσ(n))

e uma vez que

φ(gd)(x, yσ(1), . . . , yσ(n)) = gd(ρiσ(1) , ρiσ(2) , . . . , ρiσ(n) , ρjσ(n))yσ(1) . . . yσ(n)

a demonstração está completa.

De agora em diante, usaremos a notação gd(t1, . . . , tn+1) especificamente

para o polinômio do Lema 3.2.3.

Lema 3.2.4. Se g′d é a componente homogênea de grau (d1 + . . .+ dn−2)− 1

de gd(1 + t1, . . . , 1 + tn+1), então

g′d = g′d(t1, . . . , tn+1) = d1 g(d1−1,d2,...,dn−2)(t1, . . . , tn+1)+

+d2 g(d1,d2−1,...,dn−2)(t1, . . . , tn+1) + . . .+ dn−2 g(d1,d2,...,dn−2−1)(t1, . . . , tn+1).

Demonstração. Pelo lema anterior, temos que

gd(1 + t1, . . . , 1 + tn+1) =
∑
k

(−1)λk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(1 + tk1)
d1 . . . (1 + tkn−2)

d1

(1 + tk1)
d2 . . . (1 + tkn−2)

d2

...
. . .

...

(1 + tk1)
dn−2 . . . (1 + tkn−2)

dn−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Uma vez que

(1 + ti)
dl = tdli + dlt

dl−1
i +

dl∑
j=2

(
dl
j

)
tdl−ji ,

então

g′d(t1, . . . , tn+1) =
∑
k

(−1)λk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

d1t
d1−1
k1

d1t
d1−1
k2

. . . d1t
d1−1
kn−2

td2k1 td2k2 . . . td2kn−2

...
...

. . .
...

t
dn−2

k1
t
dn−2

k2
. . . t

dn−2

kn−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

+
∑
k

(−1)λk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

td1k1 td1k2 . . . td1kn−2

d2t
d2−1
k1

d2t
d2−1
k2

. . . d2t
d2−1
kn−2

...
...

. . .
...

t
dn−2

k1
t
dn−2

k2
. . . t

dn−2

kn−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

+ . . .+
∑
k

(−1)λk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

td1k1 td1k2 . . . td1kn−2

td2k1 td2k2 . . . td2kn−2

...
...

. . .
...

dn−2t
dn−2−1
k1

dn−2t
dn−2−1
k2

. . . dn−2t
dn−2−1
kn−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= d1 g(d1−1,d2,...,dn−2)(t1, . . . , tn+1) + d2 g(d1,d2−1,...,dn−2)(t1, . . . , tn+1)+

+ . . .+ dn−2 g(d1d2,...,dn−2−1)(t1, . . . , tn+1)

Lema 3.2.5. Se 1 ≤ i ≤ n, então gd(t1, . . . , ti−1, 0, 0, ti+2, . . . , tn+1) é igual,
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a menos de um sinal, ao determinante

∆i =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 . . . 1 1 . . . 1

td11 . . . td1i−1 td1i+2 . . . td1n+1

...
. . .

...
...

. . .
...

t
dn−2

1 . . . t
dn−2

i−1 t
dn−2

i+2 . . . t
dn−2

n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Demonstração. Seja k(q) = (1, . . . , i−1, i+2, . . . , q−1, q+1, . . . , n+1), onde

q 6= i, i + 1. Se ∆i(1,q) é o determinante que se obtém de ∆i eliminando a 1a

linha e a q-ésima coluna, então

∆i(1,q) =
∑

τ∈Sn−2

(signτ)t
dτ(1)
k1

. . . t
dτ(n−2)

kn−2
,

onde (k1, . . . , kn−2) = k(q). Além disso,

∆i =
n+1∑
q=1

q 6=i,i+1

(−1)1+q∆i(1,q) .

Por outro lado,

gd(t1, . . . , ti−1, 0, 0, ti+2, . . . , tn+1) =
n+1∑
q=1

q 6=i,i+1

(−1)λk(q)∆i(1,q) .

Mostraremos que (−1)1+q = (−1)λk(q) para todo q ou (−1)1+q = −(−1)λk(q)

para todo q. Temos

λk(q) = (1 + 2 + . . .+ n+ n+ 1)− i− (i+ 1)− q− (n− 2) = α+ 2(1− i)− q,

onde α =
n(n+ 1)

2
. Se α é par, então

(−1)λk(q) = (−1)α+2(1−i)−q = (−1)−q = (−1)q
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e portanto (−1)1+q = −(−1)λk(q) para todo q. Deixamos para o leitor a

verificação de que se α é ı́mpar, então (−1)1+q = (−1)λk(q) para todo q.

Conclúımos assim a demonstração.

Lema 3.2.6. Vale a igualdade

gd(t1, . . . , ti−1, ti, ti+1, ti+2, . . . , tn+1) + gd(t1, . . . , ti−1, ti+1, ti, ti+2, . . . , tn+1)

= 2gd(t1, . . . , ti−1, 0, 0, ti+2, . . . , tn+1).

Além disso,

gd(t1, . . . , ti−1, ti, ti, ti+1, . . . , tn) = gd(t1, . . . , ti−1, 0, 0, ti+1, . . . , tn).

Demonstração. Vamos considerar o caso i = 1; a prova para um i arbitrário

é similar. Seja k = (k1, . . . , kn−2) em que 1 ≤ k1 < . . . < kn−2 ≤ n+1. Então

gd(t1, . . . , tn+1) =
∑
k

(−1)λk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

td1k1 td1k2 . . . td1kn−2

td2k1 td2k2 . . . td2kn−2

...
...

. . .
...

t
dn−2

k1
t
dn−2

k2
. . . t

dn−2

kn−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
∑
k

k1=1
k2=2

(−1)λk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

td11 td12 td1k3 . . . td1kn−2

td21 td22 td2k3 . . . td2kn−2

...
...

...
. . .

...

t
dn−2

1 t
dn−2

2 t
dn−2

k3
. . . t

dn−2

kn−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
Λk
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+
∑
k

k1>2

(−1)λk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

td1k1 td1k2 . . . td1kn−2

td2k1 td2k2 . . . td2kn−2

...
...

. . .
...

t
dn−2

k1
t
dn−2

k2
. . . t

dn−2

kn−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
gd(0,0,t3,...,tn+1)

+
∑
k

k1=1
k2>2

(−1)λk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

td11 td1k2 . . . td1kn−2

td21 td2k2 . . . td2kn−2

...
...

. . .
...

t
dn−2

1 t
dn−2

k2
. . . t

dn−2

kn−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
Λ
(1)
k

+
∑
k

k1=2

(−1)λk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

td12 td1k2 . . . td1kn−2

td22 td2k2 . . . td2kn−2

...
...

. . .
...

t
dn−2

2 t
dn−2

k2
. . . t

dn−2

kn−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
Λ
(2)
k

Fixe k2, . . . , kn−2 tal que 2 < k2 < k3 < . . . < kn−2. Para

k′ = (1, k2, k3, . . . , kn−2) e k′′ = (2, k2, k3, . . . , kn−2)

temos λk′′ = 1 + λk′ e, portanto, (−1)λk′′ = −(−1)λk′ . Assim, os dois últimos

somatórios podem ser escritos como∑
k′

(−1)λk′Λ
(1)
k′ +

∑
k′′

(−1)λk′′Λ
(2)
k′′ =

∑
k′

(−1)λk′Λ
(1)
k′ −

∑
k′′

(−1)λk′Λ
(2)
k′′

e portanto

gd(t1, t2, t3, . . . , tn+1) =
∑
k

k1=1
k2=2

(−1)λkΛk + gd(0, 0, t3, . . . , tn+1)
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+
∑

2<k2<...<kn−2

(−1)λk′
(

Λ
(1)
k′ − Λ

(2)
k′′

)
.

Usando propriedades elementares dos determinantes, temos que

gd(t2, t1, t3, . . . , tn+1) = −
∑
k

k1=1
k2=2

(−1)λkΛk + gd(0, 0, t3, . . . , tn+1)

+
∑

2<k2<...<kn−2

(−1)λk′
(

Λ
(2)
k′′ − Λ

(1)
k′

)
.

Portanto,

gd(t1, t2, t3, . . . , tn+1) + gd(t2, t1, t3, . . . , tn+1) = 2gd(0, 0, t3, . . . , tn+1).

O segundo resultado do lema segue imediatamente do primeiro trocando ti+1

por ti.

Lema 3.2.7. Seja hl(t1, . . . , tm) a função simétrica completa de grau l nas

variáveis comutativas t1, . . . , tm, isto é,

hl =
∑

i1≤...≤il

ti1 . . . til .

Para r ≥ 0 considere a matriz m×m

Dmr = Dmr(t1, . . . , tm) =



1 1 . . . 1

t1 t2 . . . tm

t21 t22 . . . t2m
...

...
. . .

...

tm−2
1 tm−2

2 . . . tm−2
m

tm−1+r
1 tm−1+r

2 . . . tm−1+r
m


.

Então

det(Dmr) = hr(t1, . . . , tm)
∏

1≤p<q≤m

(tq − tp).
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A demonstração do lema é deixada para o leitor e pode ser encontrada em

[5]. Observe que o determinante da matriz Dmr é o determinante da matriz

de Vandermonde Dm0 a menos da função hr.

Lema 3.2.8. Sejam c1, . . . , cn ≥ 0, d0 ≥ 0 e d1, . . . , dn−2 ≥ 1. Denote

d = (d1, . . . , dn−2). Temos que

xd0s2n−2(xd1 , . . . , xdn−2 , y1x
c1 , . . . , ynx

cn) =∑
σ∈Sn

(signσ)gd(ρiσ(1) , . . . , ρiσ(n) , ρjσ(n))ρ
d0
iσ(1)

ρ
cσ(1)
iσ(2)

. . . ρ
cσ(n−1)

iσ(n)
ρ
cσ(n)
jσ(n)

yσ(1) . . . yσ(n).

Demonstração. Se γq = yqx
cq , então γq = ρ

cq
jq
yq. Assim, pelo Lema 3.2.3

temos

s2n−2(xd1 , . . . , xdn−2 , γ1, . . . , γn) = (ρc1j1 . . . ρ
cn
jn

)s2n−2(xd1 , . . . , xdn−2 , y1, . . . , yn)

= (ρc1j1 . . . ρ
cn
jn

)
∑
σ∈Sn

(signσ)gd(ρiσ(1) , ρiσ(2) , . . . , ρiσ(n) , ρjσ(n))yσ(1) . . . yσ(n)

=
∑
σ∈Sn

(signσ)gd(ρiσ(1) , ρiσ(2) , . . . , ρiσ(n) , ρjσ(n))γσ(1) . . . γσ(n).

Agora, como

xd0γσ(1)γσ(2) . . . γσ(n) = (
n∑
p=1

ρd0p epp)(eiσ(1)jσ(1))︸ ︷︷ ︸
ρ
d0
iσ(1)

eiσ(1)jσ(1)

(
n∑
p=1

ρ
cσ(1)
p epp)(eiσ(2)jσ(2))︸ ︷︷ ︸
ρ
cσ(1)
iσ(2)

eiσ(2)jσ(2)

×

× (
n∑
p=1

ρ
cσ(2)
p epp)(eiσ(3)jσ(3))︸ ︷︷ ︸
ρ
cσ(2)
iσ(3)

eiσ(3)jσ(3)

. . . (
n∑
p=1

ρ
cσ(n−1)
p epp)(eiσ(n)jσ(n))︸ ︷︷ ︸
ρ
cσ(n−1)
iσ(n)

eiσ(n)jσ(n)

(
n∑
p=1

ρ
cσ(n)
p epp)

= ρd0iσ(1)ρ
cσ(1)
iσ(2)

ρ
cσ(2)
iσ(3)

. . . ρ
cσ(n−1)

iσ(n)
ρ
cσ(n)
jσ(n)

eiσ(1)jσ(1) . . . eiσ(n)jσ(n)
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= ρd0iσ(1)ρ
cσ(1)
iσ(2)

ρ
cσ(2)
iσ(3)

. . . ρ
cσ(n−1)

iσ(n)
ρ
cσ(n)
jσ(n)

yσ(1) . . . yσ(n),

segue o resultado.

Lema 3.2.9. Sejam d = (1, 2, . . . , n − 3, n − 2), d̃ = (1, 2, . . . , n − 3, n) e

e2(t1, . . . , tn+1) a segunda função simétrica elementar em t1, . . . , tn+1. Se

w(x, y1, ..., yn) = s2n−2(x, x2, . . . , xn−3, xn, y1, . . . , yn)

+
n∑
p=1

xs2n−2(x, x2, . . . , xn−3, xn−2, y1, . . . , ypx, . . . , yn)

+
∑

1≤p<q≤n

s2n−2(x, x2, . . . , xn−3, xn−2, y1, . . . , ypx, . . . , yqx, . . . , yn)

então a igualdade

w(x, y1, . . . , yn) =
∑
σ∈Sn

(signσ)g(ρiσ(1) , ρiσ(2) , . . . , ρiσ(n) , ρjσ(n))yσ(1) . . . yσ(n)

se verifica para

g(t1, . . . , tn+1) = gd̃ (t1, . . . , tn+1) + gd(t1, . . . , tn+1)e2(t1, . . . , tn+1).

Demonstração. Por um abuso de linguagem, escreveremos (ρσ) no lugar de

(ρiσ(1) , . . . , ρiσ(n) , ρjσ(n)) e denotaremos por yσ o elemento yσ(1) . . . yσ(n). Segue

do Lema 3.2.3 que

s2n−2(x, x2, . . . , xn−3, xn, y1, . . . , yn) =
∑
σ∈Sn

(signσ)gd̃ (ρσ)yσ.

De acordo com o Lema 3.2.8, dado p ∈ {1, . . . , n} temos que

xs2n−2(x, x2, . . . , xn−3, xn−2, y1, . . . , ypx, . . . , yn) =∑
σ∈Sn

(signσ)gd(ρσ)ρiσ(1)ρ
cσ(1)
iσ(2)

. . . ρ
cσ(n−1)

iσ(n)
ρ
cσ(n)
jσ(n)

yσ
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Observe que apenas um dos cσ(j)’s é 1 e o restante é 0. Logo

n∑
p=1

xs2n−2(x, x2, . . . , xn−3, xn−2, y1, . . . , ypx, . . . , yn)

=
n∑
p=1

(∑
σ∈Sn

(signσ)gd(ρσ)ρiσ(1)ρ
cσ(1)
iσ(2)

. . . ρ
cσ(n−1)

iσ(n)
ρ
cσ(n)
jσ(n)

yσ

)

=
∑
σ∈Sn

(signσ)gd(ρσ)ρiσ(1)

(
n∑
p=1

ρ
cσ(1)
iσ(2)

. . . ρ
cσ(n−1)

iσ(n)
ρ
cσ(n)
jσ(n)

)
yσ

=
∑
σ∈Sn

(signσ)gd(ρσ)ρiσ(1)

(
ρiσ(2) + . . .+ ρiσ(n) + ρjσ(n)

)
yσ

=
∑
σ∈Sn

(signσ)gd(ρσ)ρiσ(1)e1(ρiσ(2) , . . . , ρiσ(n) , ρjσ(n))yσ,

onde e1 é a primeira função simétrica elementar. Usando novamente o Lema

3.2.8 e um argumento parecido com o anterior, podemos mostrar que∑
1≤q<p≤n

s2n−2(x, x2, . . . , xn−3, xn−2, y1, . . . , yqx, . . . , ypx, . . . , yn) =

∑
σ∈Sn

(signσ)gd(ρσ)e2(ρiσ(2) , . . . , ρiσ(n) , ρjσ(n)) yσ.

Assim

w(x, y1, . . . , yn) =
∑
σ∈Sn

(signσ)

(
gd̃ (ρσ)+

+gd(ρσ)
(
ρiσ(1)e1(ρiσ(2) , . . . , ρiσ(n) , ρjσ(n)) + e2(ρiσ(2) , . . . , ρiσ(n) , ρjσ(n))

))
yσ.

Uma vez que

ρiσ(1)e1(ρiσ(2) , . . . , ρiσ(n) , ρjσ(n)) + e2(ρiσ(2) , . . . , ρiσ(n) , ρjσ(n))

= e2(ρiσ(1) , ρiσ(2) , . . . , ρiσ(n) , ρjσ(n)) = e2(ρσ),
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temos

w(x, y1, . . . , yn) =
∑
σ∈Sn

(signσ)

(
gd̃ (ρσ) + gd(ρσ)e2(ρσ)

)
yσ

=
∑
σ∈Sn

(signσ)g(ρσ)yσ.

Observação 3.2.10. Seja vr o polinômio definido por

vr(t1, . . . , tn+1) = g(1,...,n−3,n−2+r) (t1, . . . , tn+1).

Observe que a função g definida no último lema é

g(t1, . . . , tn+1) = v2(t1, . . . , tn+1) + vo(t1, . . . , tn+1)e2(t1, . . . , tn+1).

Do Lema 3.2.6 temos

vr(t1, t1, t2, . . . , tn) = g(1,...,n−3,n−2+r) (0, 0, t2, . . . , tn).

Agora usaremos os Lemas 3.2.5 e 3.2.7 respectivamente na primeira e se-

gunda igualdade abaixo:

g(1,...,n−3,n−2+r) (0, 0, t2, . . . , tn) = ±

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1

t2 t3 . . . tn

t22 t23 . . . t2n
...

...
. . .

...

tn−3
2 tn−3

3 . . . tn−3
n

tn−2+r
2 tn−2+r

3 . . . tn−2+r
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ±hr(t2, . . . , tn)

∏
2≤p<q≤n

(tq − tp).
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Portanto
v2(t1, t1, t2, . . . , tn) = ±h2(t2, . . . , tn)

∏
2≤p<q≤n

(tq − tp),

v0(t1, t1, t2, . . . , tn) = ±
∏

2≤p<q≤n
(tq − tp).

Da demonstação do Lema 3.2.5 temos que o sinal ±1 depende de n e, por-

tanto, para um mesmo n, o sinal de v2 é o mesmo de v0. De forma similar

pode-se mostrar que

vr(t1, . . . , tj−1, 0, 0, tj+1, . . . , tn) = ±hr(t1, . . . , tj−1, tj+1, . . . , tn)
∏
p<q
p,q 6=j

(tq − tp)

com as mesmas considerações para o sinal ±1.

Lema 3.2.11. Se

g = g(1,...,n−3,n) (t1, . . . , tn+1) + g(1,...,n−3,n−2)(t1, . . . , tn+1)e2(t1, . . . , tn+1),

então t1 + t2 + . . . + tn divide g(t1, . . . , ti, . . . , tj−1, ti, tj, . . . , tn) para todo

1 ≤ i < j ≤ n+ 1.

Demonstração. Vamos aplicar indução nas diferenças j− i. Por simplicidade

de notação será considerado apenas o caso i = 1; o caso geral é similar. No

desenvolvimento dessa demonstração faremos uso dos resultados obtidos na

Observação 3.2.10. Primeiro, seja j − i = 1. Temos

g(t1, t1, t2, . . . , tn)

= v2(t1, t1, t2, . . . , tn) + v0(t1, t1, t2, . . . , tn)e2(t1, t1, t2, . . . , tn)

= ±
(
h2(t2, . . . , tn) + e2(t1, t1, t2, . . . , tn)

) ∏
2≤p<q≤n

(tq − tp).
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Uma vez que

h2(t2, . . . , tn) + e2(t1, t1, t2, . . . , tn) =(
h2(t1, . . . , tn)− t1(t1 + . . .+ tn)

)
+
(
e2(t1, . . . , tn) + t1(t1 + . . .+ tn)

)
=

h2(t1, . . . , tn) + e2(t1, . . . , tn) = (t1 + . . .+ tn)2

então

g(t1, t1, t2, . . . , tn) = ±(t1 + . . .+ tn)2
∏

2≤p<q≤n

(tq − tp).

Portanto, t1 + . . .+ tn divide g(t1, t1, t2, . . . , tn).

Agora, seja j − i > 1. Por hipótese de indução assumimos

g(t1, . . . , tj−1, t1, tj, . . . , tn) = (t1 + . . .+ tn)U(t1, . . . , tn)

para algum U(t1, . . . , tn) ∈ K[t1, . . . , tn]. Pelo Lema 3.2.6,

gd(t1, . . . , tj−1, tj, t1, . . . , tn) = −gd(t1, . . . , tj−1, t1, tj, . . . , tn)

+2gd(t1, . . . , tj−1, 0, 0, tj+1 . . . , tn)

e, portanto, para d = (1, 2, . . . , n− 3, n− 2 + r), temos

vr(t1, . . . , tj−1, tj, t1, . . . , tn) = −vr(t1, . . . , tj−1, t1, tj, . . . , tn)

+2vr(t1, . . . , tj−1, 0, 0, tj+1 . . . , tn)

de forma que

g(t1, . . . , tj−1, tj, t1, . . . , tn)

= v2(t1, . . . , tj−1, tj, t1, . . . , tn)

+v0(t1, . . . , tj−1, tj, t1, . . . , tn)e2(t1, . . . , tj−1, tj, t1, . . . , tn)

= −v2(t1, . . . , tj−1, t1, tj, . . . , tn) + 2v2(t1, . . . , tj−1, 0, 0, tj+1 . . . , tn)
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+
(
− v0(t1, . . . , tj−1, t1, tj, . . . , tn)

+2v0(t1, . . . , tj−1, 0, 0, tj+1 . . . , tn)
)
e2(t1, . . . , tj−1, tj, t1, . . . , tn)

= −
(
v2(t1, . . . , tj−1, t1, tj, . . . , tn)

+v0(t1, . . . , tj−1, t1, tj, . . . , tn)e2(t1, . . . , tj−1, tj, t1, . . . , tn)
)

+2
(
v2(t1, . . . , tj−1, 0, 0, tj+1 . . . , tn)

+v0(t1, . . . , tj−1, 0, 0, tj+1 . . . , tn)e2(t1, . . . , tj−1, tj, t1, . . . , tn)
)

= −g(t1, . . . , tj−1, t1, tj, . . . , tn)

+2
(
± h2(t1, . . . , tj−1, tj+1, . . . , tn)

∏
1≤p<q≤n
p,q 6=j

(tq − tp)

±
∏

1≤p<q≤n
p,q 6=j

(tq − tp)e2(t1, . . . , tj−1, tj, t1, . . . , tn)
)

= −(t1 + . . .+ tn)U(t1, . . . , tn)

±2
(
h2(t1, . . . , tj−1, tj+1, . . . , tn) + e2(t1, t1, t2, . . . , tn)

) ∏
1≤p<q≤n
p,q 6=j

(tq − tp).

Para j > i temos

h2(t1, . . . , tj−1, tj+1, . . . , tn) + e2(t1, t1, t2, . . . , tn)

=
(
h2(t1, . . . , tn)− tj(t1 + . . .+ tn)

)
+
(
e2(t1, . . . , tn) + t1(t1 + . . .+ tn)

)
= h2(t1, . . . , tn) + e2(t1, . . . , tn) + (t1 − tj)(t1 + . . .+ tn)

= (t1 + . . .+ tn)2 + (t1 − tj)(t1 + . . .+ tn).

Portanto, t1 + . . .+ tn divide g(t1, . . . , tj, t1, . . . , tn).

Teorema 3.2.12 (Amitsur-Levitzki). O polinômio standard s2n é uma

identidade polinomial para Mn(K).

Demonstração. Veja [6], Seção 7.1.
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Definição 3.2.13. Um polinômio f(x1, . . . , xm) ∈ K〈X〉 é denominado uma

identidade polinomial fraca para Mn(K) se f(s1, . . . , sm) = 0 para quaisquer

s1, . . . , sm ∈ sln. Se a identidade polinomial fraca não é uma identidade poli-

nomial para Mn(K) ela é denominada identidade polinomial essencialmente

fraca.

Exemplo 3.2.14. O polinômio f(x1, x2) = [x2
1, x2] é uma identidade polino-

mial essencialmente fraca para M2(K).

De fato, se a ∈ sl2 e b ∈ M2(K), então [a2, b] = 0 e, portanto, f(x1, x2) é

uma identidade fraca para M2(K). Uma vez que f(e11, e12) = e12 6= 0, então

f(x1, x2) não é uma identidade para M2(K).

Teorema 3.2.15. O polinômio

w(x, y1, ..., yn) = s2n−2(x, x2, . . . , xn−3, xn, y1, . . . , yn)

+
n∑
p=1

xs2n−2(x, x2, . . . , xn−3, xn−2, y1, . . . , ypx, . . . , yn)

+
∑

1≤p<q≤n

s2n−2(x, x2, . . . , xn−3, xn−2, y1, . . . , ypx, . . . , yqx, . . . , yn)

é uma identidade polinomial essencialmente fraca para Mn(K), n ≥ 3. Além

disso, w(a, b1, . . . , bn) = 0 para todo a ∈ sln e b1, . . . , bn ∈Mn(K).

Demonstração. Primeiro mostraremos que w(a, b1, . . . , bn) = 0 para todo

a ∈ sln e b1, . . . , bn ∈ Mn(K). Pela Proposição 3.1.13 é suficiente mostrar

que

w(w1, y1, . . . , yn) = 0
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para quaisquer matrizes elementares yq = eiqjq . Identificando x = w1, deve-

mos mostrar que

w(x, y1, . . . , yn) = 0,

onde ρ1 + . . .+ ρn = 0. Pelo Lema 3.2.9 temos

w(x, y1, . . . , yn) =
∑
σ∈Sn

(signσ)g(ρiσ(1) , ρiσ(2) , . . . , ρiσ(n) , ρjσ(n))yσ(1) . . . yσ(n),

onde g foi definido no lema.

Suponha que {i1, j1, i2, j2, . . . , in, jn} 6= {1, 2, . . . , n}. Sem perda de gen-

eralidade, vamos supor que n /∈ {i1, j1, i2, j2, . . . , in, jn}. Se

w(x, y1, . . . , yn) 6= 0,

então alguma entrada da matriz

w(x, y1, . . . , yn) =
n∑

p,q=1

τpq(ρ1, . . . , ρn−1)epq

é não nula, onde τpq(t1, . . . , tn−1) é um polinômio em K[t1, . . . , tn−1]. Sem

perda de generalidade, suponha τ11(ρ1, . . . , ρn−1) 6= 0. Como, em particular,

τ11(t1, . . . , tn−1) 6= 0, existem λ1, . . . , λn−1 ∈ K tais que

τ(λ1, . . . , λn−1) 6= 0.

Pelo Teorema de Amitsur-Levitzki temos que w(x, y1, ..., yn) é uma identidade

para Mn−1(K) e, portanto,

0 = w(
n−1∑
p=1

λpepp, y1, . . . , yn) = w(
n−1∑
p=1

λpepp − (λ1 + . . .+ λn−1)enn, y1, . . . , yn)

=
n∑

p,q=1

τpq(λ1, . . . , λn−1)epq 6= 0.
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Absurdo. Logo, w(x, y1, . . . , yn) = 0.

Suponha {i1, j1, i2, j2, . . . , in, jn} = {1, 2, . . . , n}. Se w(x, y1, . . . , yn) 6= 0,

então

yl1 . . . yln 6= 0

para alguma sequência l1, . . . , ln de 1, . . . , n. Além disso, essa sequência é

escolhida, de modo que a entrada (il1 , jln) de w(x, y1, . . . , yn) seja não nula.

Como w(x, y1, . . . , yn) é anti-simétrico nas variáveis y1, . . . , yn, temos que

w(x, yl1 , . . . , yln) 6= 0.

Seja b o menor valor de t tal que jlt ∈ {il1 , . . . , ilt}. Assim,

il1 6= jl1 = il2 6= jl2 = . . . = ilb−1
6= jlb−1

= ilb ∗ jlb =

= ilb+1
6= jlb+1

= ilb+2
6= jlb+2

= . . . = iln 6= jln ,

onde ∗ pode ser o śımbolo de 6= ou =. Observe que as diferenças após o ∗

devem ocorrer pois

{il1 , il2 , . . . , ilb , jlb+1
, jlb+2

, . . . , jln} = {il1 , jl1 , il2 , jl2 . . . , iln , jln} = {1, . . . , n}.

Redefinindo os ı́ndices, é fácil ver que

w(x, e12, e23, . . . , eb−1b, ebi, eib+1, eb+1b+2, . . . , en−1n) 6= 0,

onde i ∈ {1, . . . , b}. Para manter a notação do artigo [5], vamos trocar b por

j. Assim, devemos calcular w(x, y1, . . . , yn) nas matrizes

y1 = e12, y2 = e23, . . . , yj−1 = ej−1,j, yj = ej,i,

yj+1 = ei,j+1, yj+2 = ej+1,j+2, . . . , yn = en−1,n
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para 1 ≤ i ≤ j ≤ n. Pelo Lema 3.2.9 temos

w(x, y1, . . . , yn) =
∑
σ∈Sn

(signσ)g(ρiσ(1) , ρiσ(2) , . . . , ρiσ(n) , ρjσ(n))yσ(1) . . . yσ(n)

em que g = g(t1, . . . , tn+1) é dado por

g = g(1,...,n−3,n) (t1, . . . , tn+1) + g(1,...,n−3,n−2)(t1, . . . , tn+1)e2(t1, . . . , tn+1).

Temos então as seguintes possibilidades:

1o) Para 1 ≤ i ≤ j < n,

w(x, y1, . . . , yn) = g(ρ1, ρ2, . . . , ρi, . . . , ρj, ρi, ρj+1, . . . , ρn−1, ρn)e1n

2o) Para 1 < i < j = n,

w(x, y1, . . . , yn) = g(ρ1, ρ2, . . . , ρi, . . . , ρn−1, ρn, ρi)e1i

3o) Para i = j = n,

w(x, y1, . . . , yn) = g(ρ1, ρ2, . . . , ρn−1, ρn, ρn)e1n

4o) Para i = 1 e j = n,

w(x, y1, . . . , yn) = g(ρ1, ρ2, . . . , ρn−2, ρn−1, ρn, ρ1)e11

+g(ρ2, ρ3, . . . , ρn−2, ρn−1, ρn, ρ1, ρ2)e22

+g(ρ3, ρ4, . . . , ρn−1, ρn, ρ1, ρ2, ρ3)e33

+ . . .+ g(ρn, ρ1, ρ2, . . . , ρn−1, ρn)enn.

De acordo com o Lema 3.2.11,

t1 + t2 + . . .+ tn divide g(t1, . . . , ti, . . . , tj−1, ti, tj, . . . , tn)
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para todos 1 ≤ i < j ≤ n+ 1. Portanto,

g(t1, . . . , ti, . . . , tj−1, ti, tj, . . . , tn) = (t1 + t2 + . . .+ tn)Uij(t1, . . . , tn),

para algum Uij ∈ K[t1, . . . , tn]. Assim

w(x, y1, . . . , yn) = 0,

pois ρ1 + . . .+ ρn = 0.

Para completar a demonstração, falta mostrar que w(x, y1, . . . , yn) não é

uma identidade para Mn(K). Sejam a, b1, . . . , bn ∈Mn(K) definidas por

a =
n∑
p=1

ρpepp, b1 = e11, b2 = e12, b3 = e23, . . . , bn = en−1,n.

Pela demonstração do Lema 3.2.11 temos

w(a, b1, . . . , bn) = g(ρ1, ρ1, ρ2, . . . , ρn)e1n

= (ρ1 + . . .+ ρn)2
∏

2≤p<q≤n
(ρq − ρp)e1n.

Assim, escolhendo ρp = p, temos que w(a, b1, . . . , bn) 6= 0.

Faremos uso do seguinte resultado devido a Razmyslov. A demonstração

pode ser encontrado em [16] ou [6], página 96.

Lema 3.2.16. Seja f(x1, . . . , xm) uma identidade polinomial multiltilinear

essencialmente fraca para Mn(K) tal que f([x1, xm+1], x2, . . . , xm) é uma i-

dentidade polinomial para Mn(K). Escreva f(x1, . . . , xm) na forma

f(x1, . . . , xm) =
∑

αpqp(x2, . . . , xm)x1q(x2, . . . , xm)

em que p e q são monômios que não dependem de x1. Então

f ∗(x1, . . . , xm) =
∑

αpqq(x2, . . . , xm)x1p(x2, . . . , xm)

é um polinômio central não trivial para Mn(K).
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Lema 3.2.17. Seja K um corpo infinito. Se f(x1, . . . , xm) é uma identi-

dade polinomial fraca, então cada componente multi-homogênea de f é uma

identidade polinomial fraca.

Demonstração. Escreva f = f0 + f1 + . . . + fn, onde fi é a componente

homogênea de f com grau i em x1. Considere n + 1 elementos distintos

α0, . . . , αn ∈ K. Para cada j, o polinômio

gj = f(αjx1, x2, . . . , xm) = f0 + αjf1 + . . .+ αj
nfn

é uma identidade polinomial fraca para Mn(K). Além disso,
1 α0 . . . α0

n

1 α1 . . . α1
n

...
...

. . .
...

1 αn . . . αn
n


︸ ︷︷ ︸

V


f0

f1

...

fn

 =


g0

g1

...

gn

 ,

onde V é a matriz de Vandermonde invert́ıvel. Logo, dados a1, . . . , am ∈ sln
temos 

f0(a1, . . . , am)

f1(a1, . . . , am)
...

fn(a1, . . . , am)

 = V −1


g0(a1, . . . , am)

g1(a1, . . . , am)
...

gn(a1, . . . , am)

 =


0

0
...

0

 .

Provamos assim que f0, f1, . . . , fn são identidades polinomiais fracas. Agora,

para cada i = 0, 1, . . . , n e cada t = 0, 1, 2, . . ., tomemos fit como sendo a

componente homogênea em fi de grau t em x2. Usando então os mesmos

argumentos anteriores, conclúımos que fit é uma identidade polinomial fraca
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e assim, repetindo o processo para cada variável, temos que cada componente

multi-homogênea de f é uma identidade polinomial fraca.

Observação 3.2.18. O racioćınio utilizado na demonstração do lema nos

permite concluir que se f(x1, . . . , xk, y1, . . . , yl) satisfaz

f(a1, . . . , ak, b1, . . . , bl) = 0, ∀a1, . . . , ak ∈ sln, b1, . . . , bl ∈Mn(K),

então cada componente multi-homogênea de f também possui essa proprieda-

de.

Definição 3.2.19. Seja w(x, y1, . . . , yl) um polinômio homogêneo de grau

k em x. A linearização completa em x de w(x, y1, . . . , yl) é a componente

multilinear em x1, . . . , xk do polinômio

w(x1 + . . .+ xk, y1, . . . , yl).

Considere w como na definição acima e suponha que

w(a, b1, . . . , bl) = 0, ∀a ∈ sln, b1, . . . , bl ∈Mn(K).

Se u(x1, . . . , xk, y1, . . . , yl) = w(x1 + . . .+ xk, y1, . . . , yl), então

u(a1, . . . , ak, b1, . . . , bl) = 0, ∀a1, . . . , ak ∈ sln, b1, . . . , bl ∈Mn(K).

Assim, pela última observação,

w′(a1, . . . , ak, b1, . . . , bl) = 0, ∀a1, . . . , ak ∈ sln, b1, . . . , bl ∈Mn(K),

onde w′(x1, . . . , xk, y1, . . . , yl) é a linearização completa em x de w.

Usaremos o seguinte lema no nosso resultado principal.
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Lema 3.2.20. Se m =
n∑
p=1

ρpepp ∈ sln, então m pode ser escrito como um

comutador de duas matrizes em Mn(K).

Demonstração. Sejam a e b matrizes em Mn(K) definidas por

a =
n−1∑
j=1

e(j+1,j) e b =
n−1∑
i=1

(ρi+1 + ρi+2 + . . .+ ρn)e(i,i+1).

Temos

ab =
n−1∑
j=1

n−1∑
i=1

(ρi+1 + ρi+2 + . . .+ ρn)e(j+1,j)e(i,i+1)

=
n−1∑
i=1

(ρi+1 + ρi+2 + . . .+ ρn)e(i+1,i+1) =
n∑
j=2

(ρj + ρj+1 + . . .+ ρn)e(j,j).

De maneira similar,

ba =
n−1∑
j=1

(ρj+1 + ρj+2 + . . .+ ρn)e(j,j).

Logo,

ab− ba = ρne(n,n) +
n−1∑
j=2

(ρj + ρj+1 + . . .+ ρn)e(j,j)

−(ρ2 + ρ3 + . . .+ ρn)e(1,1) −
n−1∑
j=2

(ρj+1 + ρj+2 + . . .+ ρn)e(j,j)

= ρne(n,n) +

(
n−1∑
j=2

ρje(j,j)

)
− (ρ2 + ρ3 + . . .+ ρn)e(1,1) = m,

pois ρ1 = −(ρ2 + ρ3 + . . .+ ρn).

Chamamos a atenção do leitor para o fato que o lema acima é um caso

particular do teorema abaixo, cuja demonstração pode ser encontrada em

[19].
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Teorema 3.2.21. Toda matriz m ∈ sln é o comutador de duas matrizes em

Mn(K).

Teorema 3.2.22. Seja w′(x1, . . . , xk, y1, . . . , yn) a linearização completa em

x do polinômio

w(x, y1, ..., yn) = s2n−2(x, x2, . . . , xn−3, xn, y1, . . . , yn)

+
n∑
p=1

xs2n−2(x, x2, . . . , xn−3, xn−2, y1, . . . , ypx, . . . , yn)

+
∑

1≤p<q≤n

s2n−2(x, x2, . . . , xn−3, xn−2, y1, . . . , ypx, . . . , yqx, . . . , yn),

onde k = (n2 − 3n+ 6)/2. Se

f(x1, . . . , xk, y1, . . . , yn, x̃2, . . . , x̃k) = w′(x1, [x2, x̃2], . . . , [xk, x̃k], y1, . . . , yn)

então

f ∗(x1, . . . , xk, y1, . . . , yn, x̃2, . . . , x̃k)

é um polinômio central não trivial de grau (n− 1)2 + 4 para Mn(K), n ≥ 3.

Demonstração. O grau de f ∗(x1, . . . , xk, y1, . . . , yn, x̃2, . . . , x̃k) é

k + n+ k − 1 = n2 − 2n+ 5 = (n− 1)2 + 4.

Pelo Teorema 3.2.15, w(a, b1, ..., bn) = 0, ∀a ∈ sln, b1, . . . , bn ∈ Mn(K).

Assim, como já foi comentado anteriormente,

w′(a1, . . . , ak, b1, . . . , bn) = 0, ∀a1, . . . , ak ∈ sln, b1, . . . , bn ∈Mn(K).

Sejam a1, . . . , ak, b1, . . . , bn, c2, . . . , ck ∈ sln. Temos

f(a1, . . . , ak, b1, . . . , bn, c2, . . . , ck) = w′(a1, [a2, c2], . . . , [ak, ck], b1, . . . , bn) = 0
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e, portanto, f é uma identidade polinomial multilinear fraca.

Sejam ah, ch, bl ∈ Mn(K), h = 1, . . . , k e l = 1, . . . , n. Uma vez que

[ah, ch] ∈ sln temos

f([a1, c1], a2, . . . , ak, b1, . . . , bn, c2, . . . , ck)

= w′([a1, c1], [a2, c2], . . . , [ak, ck], b1, . . . , bn) = 0

e, portanto, f([x1, x̃1], x2, . . . , xk, y1, . . . , yn, x̃2, . . . , x̃k) é uma identidade poli-

nomial para Mn(K).

Dessa forma, para mostrar que f ∗ é um polinômio central não trivial para

Mn(K) é suficiente, pelo Lema 3.2.16, verificar que f não é uma identidade

polinomial para Mn(K). Seja

w̃(x, y1, . . . , yn) = w′(1, x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
k−1

, y1, . . . , yn)

e suponha que existam a, b1, . . . , bn ∈ sln, a =
n∑
p=1

ρpepp, tais que

w̃(a, b1, . . . , bn) 6= 0.

Pelo Teorema 3.2.20, existem c, d ∈Mn(K) tais que a = [c, d] e, portanto,

f(e, c, . . . , c︸ ︷︷ ︸
k−1

, b1, . . . , bn, d, . . . , d︸ ︷︷ ︸
k−1

) = w′(e, [c, d], . . . , [c, d]︸ ︷︷ ︸
k−1

, b1, . . . , bn)

= w̃([c, d], b1, . . . , bn) = w̃(a, b1, . . . , bn) 6= 0.

Seja wq(x, y1, . . . , yn) a componente de grau q em x de w(1 + x, y1, . . . , yn).

Temos que

w̃(x, y1, . . . , yn) = (k − 1)!wk−1(x, y1, . . . , yn).

Portanto, se wk−1(a, b1, . . . , bn) 6= 0, então w̃(a, b1, . . . , bn) 6= 0.
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Vamos calcular wk−1 para

a =
n∑
p=1

ρpepp,

b1 = e12, b2 = e21, b3 = e13, b4 = e34, b5 = e45, . . . , bn = en−1,n.

De acordo com o Lema 3.2.9 temos

w(a, b1, . . . , bn) = g(ρ1, ρ2, ρ1, ρ3, ρ4, . . . , ρn)e1n

em que g é um polinômio de K[t1, . . . , tn+1] com grau k, dado por

g(t1, . . . , tn+1) = g(1,2,...,n−3,n)(t1, . . . , tn+1)

+ g(1,2,...,n−3,n−2)(t1, . . . , tn+1)e2(t1, . . . , tn+1).

Seja g′(t1, . . . , tn+1) a componente homogênea de grau k − 1 de

g(1 + t1, . . . , 1 + tn+1).

Como wk−1(a, b1, . . . , bn) = g′(ρ1, ρ2, ρ1, ρ3, ρ4, . . . , ρn)e1n, o próximo passo é

calcular g′ e mostrar que

g′(ρ1, ρ2, ρ1, ρ3, ρ4, . . . , ρn) 6= 0.

Temos que g(1,2,...,n−3,n)(t1, . . . , tn+1) é um polinômio de grau k e de acordo

com os Lemas 3.2.3 e 3.2.4, a componente homogênea de grau k − 1 de

g(1,2,...,n−3,n)(1 + t1, . . . , 1 + tn+1) é dada por

g(0,2,...,n−3,n)(t1, . . . , tn+1) + 2g(1,1,...,n−3,n)(t1, . . . , tn+1)

+3g(1,2,2,...,n−3,n)(t1, . . . , tn+1) + . . .+ (n− 3)g(1,2,...,n−4,n−4,n)(t1, . . . , tn+1)
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+ng(1,2,...,n−3,n−1)(t1, . . . , tn+1) = ng(1,2,...,n−3,n−1)(t1, . . . , tn+1).

O polinômio g(1,2,3,...,n−3,n−2)(t1, . . . , tn+1) tem grau k − 2 enquanto que o

polinômio e2(t1, . . . , tn+1) tem grau 2. Portanto, a componente homogênea

de grau k − 1 de

g(1,2,...,n−3,n−2)(1 + t1, . . . , 1 + tn+1)e2(1 + t1, . . . , 1 + tn+1)

pode ser obtida de duas formas:

1a) Pela componente homogênea de grau k − 3 de

g(1,2,...,n−3,n−2)(1 + t1, . . . , 1 + tn+1)

multiplicada pela componente homogênea de grau 2 de e2(1+t1, . . . , 1+tn+1).

2a) Pela componente homogênea de grau k − 2 de

g(1,2,...,n−3,n−2)(1 + t1, . . . , 1 + tn+1)

multiplicada pela componente homogênea de grau 1 de e2(1+t1, . . . , 1+tn+1).

Segue dos Lemas 3.2.3 e 3.2.4 que a componente homogênea de grau k − 3

de g(1,2,...,n−3,n−2)(1 + t1, . . . , 1 + tn+1) é dada por

g(0,2,...,n−3,n−2)(t1, . . . , tn+1) + 2g(1,1,...,n−3,n−2)(t1, . . . , tn+1)

+3g(1,2,2,...,n−3,n−2)(t1, . . . , tn+1) + . . .+ (n− 3)g(1,2,...,n−4,n−4,n−3)(t1, . . . , tn+1)

+(n− 2)g(1,2,...,n−3,n−3)(t1, . . . , tn+1) = 0.

A componente homogênea de grau k−2 de g(1,2,...,n−3,n−2)(1+t1, . . . , 1+tn+1)

é g(1,2,...,n−3,n−2)(t1, . . . , tn+1) enquanto que a componente homogênea de grau

1 de e2(1 + t1, . . . , 1 + tn+1) é∑
1≤p<q≤n+1

(tp + tq) = nh1(t1, . . . , tn+1).
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Assim a componente homogênea de grau k − 1 de

g(1,2,...,n−3,n−2)(1 + t1, . . . , 1 + tn+1)e2(1 + t1, . . . , 1 + tn+1)

é dada por

ng(1,2,...,n−3,n−2)(t1, . . . , tn+1)h1(t1, . . . , tn+1).

Logo ,

g′(t1, . . . , tn+1) = ng(1,2,...,n−3,n−1)(t1, . . . , tn+1)

+ng(1,2,...,n−3,n−2)(t1, . . . , tn+1)h1(t1, . . . , tn+1)

= n(v1(t1, . . . , tn+1) + v0(t1, . . . , tn+1)h1(t1, . . . , tn+1)).

Aplicando o Lema 3.2.6 e a Observação 3.2.10, obtemos para r ≥ 0,

vr(t1, t2, t1, t3, t4, . . . , tn) = −vr(t1, t1, t2, t3, . . . , tn) + 2vr(t1, 0, 0, t3, . . . , tn)

= −vr(0, 0, t2, t3, . . . , tn) + 2vr(t1, 0, 0, t3, . . . , tn)

= ±hr(t2, . . . , tn)
∏

2≤p<q≤n
(tq − tp)

±2hr(t1, t3, t4, . . . , tn)
∏

1≤p<q≤n
p,q 6=2

(tq − tp).

Portanto,

g′(t1, t2, t1, t3, t4, . . . , tn) = nv1(t1, t2, t1, t3, t4, . . . , tn)

+nv0(t1, t2, t1, t3, t4, . . . , tn)(2t1 + t2 + . . .+ tn)

= n
(
± h1(t2, . . . , tn)

∏
2≤p<q≤n

(tq − tp)

±2h1(t1, t3, t4, . . . , tn)
∏

1≤p<q≤n
p,q 6=2

(tq − tp)
)

+n
(
± h0(t2, . . . , tn)

∏
2≤p<q≤n

(tq − tp)
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±2h0(t1, t3, t4, . . . , tn)
∏

1≤p<q≤n
p,q 6=2

(tq − tp)
)

(2t1 + t2 + t3 + . . .+ tn)

= ±n
(

(t2 + t3 + . . .+ tn) + (2t1 + t2 + t3 + . . .+ tn)
) ∏

2≤p<q≤n

(tq − tp)

±2n
(

(t1 + t3 + t4 + . . .+ tn) + (2t1 + t2 + t3 + . . .+ tn)
) ∏

1≤p<q≤n
p,q 6=2

(tq − tp)

= ±2n(t1 + . . .+ tn)
∏

2≤p<q≤n

(tq − tp)

±2n
(

2(t1 + . . .+ tn) + (t1 − t2)
) ∏

1≤p<q≤n
p,q 6=2

(tq − tp)

= ±2n(t1 + . . .+ tn)

( ∏
2≤p<q≤n

(tq − tp)− 2
∏

1≤p<q≤n
p,q 6=2

(tq − tp)
)

±2n(t1 − t2)
∏

1≤p<q≤n
p,q 6=2

(tq − tp).

Tomando

ρ1 = 1, ρ2 = 2, . . . , ρn−1 = n− 1 e ρn = −(1 + 2 + . . .+ n− 1),

temos ρ1 + . . .+ ρn = 0 e ρi 6= ρj, ∀i 6= j. Dessa forma,

g′(ρ1, ρ2, ρ1, ρ3, ρ4, . . . , ρn) 6= 0

e isso completa a demonstração do teorema.
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