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Resumo

No contexto do Equivalente Teleparalelo da Relatividade Geral ou Telepara-
lelismo (ETRG), apresentamos neste trabalho uma nova abordagem para a descri¢ao
do Gravitoeletromagnetismo. A analogia formal entre o Eletromagnetismo e a Grav-
itacao, baseada na interpretagao de que cargas e correntes de matéria podem gerar
campos gravitoelétricos (GE) e gravitomagnéticos (GM), e que nasce junto a propria
Relatividade Geral (RG), ganha neste cenéario a estrutura geométrica adequada para
a descricao dos campos, a partir das componentes do tensor intensidade do campo,
que surge exatamente como nas teorias de calibre.

Além disso, dado o formalismo de tetradas no qual o ETGR se estrutura
e sua associacao com observadores locais no espaco-tempo, é possivel obter uma
precisa descri¢ao sobre o comportamento dos campos para diferentes configuracoes
de matéria e diferentes observadores. Investigaremos, por exemplo, propriedades
dindmicas associadas aos campos gerados pelo buraco negro de Schwarzschild visto
a partir de (i)um observador estético (ii) um observador em queda livre (iii) um
observador que realiza um boost na diregao x (iv) um observador em rotagio. Confi-
guracoes com simetrias axiais serao analisadas, como buraco negro de Kerr e estrelas
de néutrons e caracteristicas das ondas gravitacionais serao estudadas ao final.

Estarao presentes nas discussoes aspectos fundamentais tais como a forca
de Lorentz gravitacional, o principio da equivaléncia, as definicoes de energia e

momento do campo gravitacional e o carater absoluto da rotacao.
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Abstract

In the context of Teleparallel Equivalent of General Relativity or Teleparal-
lelism (TEGR), this work presents a new approach to the description of the Gravito-
electromagnetism. The formal analogy between Electromagnetism and Gravitation,
based on interpretation that matter and currents charges can generate gravitoelec-
tric (GE) and gravitomagnetic fields (GM), and which rises very close to General
Relativity (GR), wins in this scenario the suitable geometrical structure for the
description of fields, from components of the field strength tensor, which precisely
arises as in gauge theories.

Moreover, given the tetrad formalism in which ETGR is structured and its
association with local observers in space-time it is possible to obtain an accurate
description of the behavior of fields for different configurations of matter and different
observers. We will investigate, for example, dynamical properties associated with
the fields generated by the Schwarzschild black hole seen from (i) a static observer
(ii) a free fall observer (iii) an observer who performs a boost in the x direction (iv)
a rotating observer. Configurations with axial symmetry will be analyzed, such as
Kerr black hole and neutron stars and characteristics of gravitational waves will be
studied at the end.

Discussions will include fundamental aspects such as gravitational Lorentz
force, the equivalence principle, the definitions of gravitational energy and momen-

tum and the absolute character of rotation.
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Notacao:

De acordo com a estrutura geométrica da teoria de gauge para a gravitacgao,
a variedade base representa o espaco-tempo. A cada ponto no espaco esta associado
um espago tangente (fibra) no qual o grupo de translagoes age, e cuja métrica é
assumida ser 1, = (—1,+1,+1,+1) = 7,,. Os indices de espago-tempo serao de-
notados pelo alfabeto grego (u,v, A, ... = 0,1,2,3) enquanto para o espaco tangente
designaremos a primeira metade do alfabeto latino [a, b, ¢, ... = 0,1,2,3]. A segunda
metade do alfabeto latino serd usado para representar as componentes espaciais dos
tensores, ou seja, i, j, k... = 1,2, 3. Indices entre parénteses também estardo rela-
cionados ao espaco tangente. A constante da velocidade da luz e a constante da
gravitacao universal de Newton serdo consideradas iguais a um (¢ = G = 1), menos

quando forem essenciais para o entendimento do texto.
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Capitulo 1

Introducao

O Gravitomagnetismo possui uma histéria no minimo tao longa quanto a
Relatividade Geral (RG). De fato, ele surge da analogia formal entre a lei de Newton
da gravitacao e a lei de Coulomb do eletromagnetismo. Esta similaridade faz com
que investiguemos se o movimento da carga gravitacional (massa) poderia gerar o
equivalente ao campo magnético do eletromagnetismo.

O proprio Maxwell [1], em um dos seus trabalhos fundamentais, voltou sua
atencao para a possibilidade de formular uma teoria da gravitacao de forma cor-
respondente as equacoes do eletromagnetismo. Na segunda metade do século XIX,
Holzmiiller |2| e Tisserand [3] postularam que a forga gravitacional exercida pelo Sol
sobre os planetas do sistema solar possui uma componente "magnética'adicional.
Essa forca extra poderia ser ajustada de forma a considerar o problema do perié-
lio de Mercirio. Entretanto, como sabemos, alguns anos depois a RG de Einstein
resolveria este problema [4].

Para esclarecermos o problema, considere por exemplo um objeto massivo
parado (pode ser um planeta) em relagio a um observador. Neste caso, havera
somente campo gravitoelétrico (GE), da mesma forma que no eletromagnetismo
temos somente campo elétrico quando uma carga estd em repouso em relacao a
carga teste. Por outro lado, se o planeta é posto em rotacao, a teoria newtoniana
nao prediz nenhum novo efeito gravitacional, o que nao acontece quando combi-

namos gravidade newtoniana e invariancia de Lorentz [5]. Este é o caso da teoria da



gravitacao de Einstein, ou seja, neste exemplo a RG espera o surgimento de um novo
campo, o campo gravitomagnético (GM) (este nome nasce novamente da analogia
com o eletromagnetismo) que é causado pelo momento angular da fonte do campo
gravitacional.

A RG trata este problema praticamente desde seu nascimento em 1916 e di-
versas abordagens sao encontradas na literatura; no capitulo 2 exploraremos algumas
delas. O proprio Weyl em 1918 procurou descrever a gravitagao e o eletromagnetismo
em um tnico cenario [6]. Também em 1918 Thirring considerou as analogias formais
entre as equagoes de Maxwell e as equacoes linearizadas de Einstein [7]. Posterior-
mente Lense e Thirring desenvolveram um trabalho sobre os efeitos do campo GM
sobre particulas teste em movimento orbital no regime de rotacdo lenta [8].

Outro efeito GM bem conhecido da RG consiste na precessao de um girosco-
pio ao mover-se num campo gravitacional gerado por um corpo massivo em rotacao
lenta. Tal efeito foi obtido por Schiff em 1960 [9]. Algumas questdes sutis sobre
os efeitos do campo GM dentro de uma casca esférica macica foram resolvidos por
Pfister e Braun em 1985 [10]. O GM aplicado & cosmologia e ao principio de Mach
no contexto do universo de Friedmann-Robertson-Walker foi recentemente tratado
por Schmid [11, 12]. Costa e Herdeiro propuseram uma nova abordagem para a
analogia entre a RG e o eletromagnetismo, baseado nos tidal tensors de ambas as
teorias [13]. Iorio e Corda reexaminaram o gravitomagnetismo e analisaram a con-
tribuicdo GM em ondas gravitacionais [14]. Owen et al, dividiram o tensor de Weyl
em parte elétrica e magnética na tentativa de visualizar o espaco-tempo [15].

Todos estes aspectos justificam o grande esfor¢o experimental durante os
ultimos 30 anos para medir o gravitomagnetismo. Esta dificuldade esté relacionada
com o fato de que a contribuicao GM é muito menor que a GE. De fato, tentou-
se medir a precessao da orbita planetaria de Lense-Thirring através de diversos
experimentos tais como LAGEOS, LAGEOS II, LAGEOS III [16]. Finalmente,
o experimento Gravity Probe B lancado em 2004 obteve éxito em medir efeitos

gravitomagnéticos através de giroscopios em oOrbita ao redor da terra. Os resultados



finais foram publicados apenas recentemente (2011) [17].

E interessante estudar esta analogia entre gravitacio e eletromagnetismo, do
ponto de vista formal, uma vez que este tltimo é bem conhecido e desta forma pode
gerar idéias frutiferas para a teoria da gravitagao, como por exemplo, hoje entende-
se teoricamente que a origem dos jatos de estrutura em objetos astrofisicos vem da
forca provocada pelos campos Gravitoeletromagnéticos (GEM) [16]. Ainda que a
comparacao completa seja limitada, visto que ha uma diferenca estrutural entre as
duas teorias com respeito a nao linearidade e também ao fato de que os campos de
Maxwell se propagarem num dado espaco-tempo, enquanto o campo gravitacional
ele proprio gera o espaco-tempo, ela aproxima a descricao da interacao gravitacional
as demais interacoes fundamentais da natureza indo ao encontro (de forma modesta)
a direcao da unificacao.

O objetivo deste trabalho é explorar esse paralelo entre as duas teorias
citadas num cendrio particular e rico para a descricao da interacao gravitacional.
O Teleparalelismo ou Equivalente Teleparalelo da Relatividade Geral (ETRG), por
ter seus fundamentos baseados numa teoria de gauge abeliana, da mesma forma que
o eletromagnetismo, nos parece o cenério ideal para compreender a natureza dos
campos GEM.

O conceito de uma conexao linear como uma estrutura primaria e indepen-
dente do espago-tempo foi generalizada por E. Cartan (1923). Em particular, ele
introduziu a nocao da chamada torcao, que corresponde a parte antissimétrica, e
portanto tensorial, das componentes da conexao em coordenadas holénomas, que
também foi discutida por Weyl sob o ponto de vista geométrico. Em 1979, Hayashi
e Shirafuji [18], em um artigo intitulado "Nova Relatividade Geral", propuseram
uma teoria de gravitacao em que a tor¢ao substiuia a curvatura Riemaniana numa
formulacdo de tetrada para o espago-tempo de Weitzenbok [19, 20]. Na abordagem
métrica ocorre o contrario: o tensor de torcao é nulo e a curvatura fornece a dinamica
do sistema. Em 1961, Moller [21] procurou abordar o problema da localizagao da

energia do campo gravitacional baseando-se nas idéias do teleparalelismo. Poste-



riormente Pellegrini e Plebansky [22] mostraram uma formula¢do lagrangiana do
paralelismo absoluto.

Assim, por meio da ferramenta geométrica do ETRG, podemos ver a analo-
gia da seguinte forma: no eletromagnetismo, o tensor intensidade de campo F},, ¢é
definido em termos dos campos de gauge A, (F,, = 0,4, — 0,A,) e os campos
eletromagnéticos surgem como componentes do Fj,,. Por sua vez, no ETRG, tam-
bém ha um tensor intensidade de campo F'*,, escrito em termos de um potencial
de gauge A%, (F*,, = 0,A% — 0,A%,) que corresponde & tor¢ao da teoria escrita
na base tetrada. Evidentemente, o grupo de gauge de cada teoria difere e o poten-
cial de gauge gravitacional carrega um indice interno com quatro dimensoes. Desta
forma, definiremos os campos GEM em termos do superpotencial S,** que pode ser

interpretado como a generalizagao do F'*,,, sendo que a razao para esta escolha é

[
justificada na secao (4.1.1).

Ha ainda outras vantagens em se estudar os campos GEM no contexto do
Teleparalelismo. A RG possibilita apenas a definicdo de pseudo-tensores de energia-
momento uma vez que estes dependem do sistema de coordenadas. E assim a energia
nao é bem definida, pois para cada mudanca de coordenadas um resultado diferente
é obtido. Por outro lado, no ETRG a definicao da energia é precisa ja que o tensor
energia-momento é verdadeiro (se transforma covariantemente por transformagoes
gerais de coordenadas no espago-tempo e é invariante sob translacoes locais no espaco
interno, ver [23, 24]).

Um outro ponto chave a se considerar é que a descricao teleparalela é
baseada no formalismo de tetradas. O campo de tetradas é um conjunto de ve-
tores linearmente independentes que satisfazem uma relacao de ortogonalidade. O
proprio Einstein na tentativa de unificar a gravitagao e o eletromagnetismo buscou
descrever o campo gravitacional por meio do campo de tetradas. Dois conjuntos
de campos de tetradas podem representar o mesmo espaco-tempo, embora sejam
fisicamente diferentes. Ou seja, além de ser o ente fundamental da teoria, o campo

de tetradas pode ser interpretado como um sistema de referéncia adaptado a ob-



servadores ideais no espago-tempo [25, 26]. Esta sutileza ndo esta completamente
compreendida na descricao métrica da gravidade.

Na literatura, encontramos varios estudos que abordam os campos GEM
estacionarios devido ao fato da semelhanca entre as equagoes de campo da teoria
eletromagnética e da gravitagdo ser alcancada neste contexto [27]. Existem alguns
trabalhos que lidam com o campo GEM dependente do tempo e a questao da lei
de Faraday no contexto da RG [28]. No entanto, ndo hé estudos sobre o compor-
tamento dos campos GEM para os casos em que o observador estd se movendo em
relacao a fonte. Por outro lado, com o advento da mecanica relativistica, os princi-
pios da relatividade foram estendidos a eletrodinamica analisando o comportamento
dos campos elétricos e magnéticos em relacao a diferentes referenciais inerciais. Do
mesmo modo, esperamos que na gravitacdo os campos GEM assumam diferentes
expressoes dependendo de como a fonte de gravitagao é observada, isto é, diferentes
observadores notam diferentes campos GEM. Assim, é natural estudar as consequén-
cias fisicas desses diferentes campos sob o ponto de vista do proprio observador. Este
serd o nosso propoésito, e para tanto dividiremos o trabalho na forma a seguir.

No capitulo 2 vamos fazer uma breve introdugao acerca do GEM no contexto
da RG. O capitulo tem por objetivo apenas apresentar as principais abordagens
encontradas na literatura.

O capitulo 3 ¢ dedicado a discutir os principais conceitos envolvidos no
Teleparalelismo, desde sua formulacao de gauge, até sua dinamica como teoria para
o campo gravitacional, além da interpretagao do campo de tetradas como sistemas
de referéncia adaptados a observadores ideais no espago-tempo.

No capitulo 4, apresentamos as definicoes dos campos GE e GM a partir do
ETRG, apresentando as razoes para tal escolha. Além disso, analisamos as equagoes
de campo da teoria e a forca de Lorentz gravitacional em termos das nossas defini¢oes
dos campos GEM.

No capitulo 5, investigamos o comportamento do campos GEM sob o ponto

de vista de diferentes observadores para uma mesma geometria do espaco-tempo,



neste caso, a métrica de Schwarzschild. Inicialmente, consideramos o caso mais sim-
ples dado por um campo de tetradas adaptado a um observador estacionario. Entao,
escolhemos um observador em queda livre em relacao ao buraco negro devido a sua
atracao gravitacional e faremos uma anélise, do ponto de vista dinamico, utilizando
os conceitos de forga de Lorentz gravitacional e do tensor energia-momento. Em
seguida, tomamos um campo de tetradas adaptado a um observador que sofre um
boost de Lorentz. E finalmente, consideramos um campo de tetradas que representa
um observador em rotacao em relagao ao buraco negro. Primeiramente assumimos
uma velocidade angular geral, como funcao das coordenadas r e 6. Em seguida, as-
sumimos que a velocidade angular do observador ¢ a mesma que a do buraco negro
de Kerr com o intuito de comparar os resultados desse observador com um obser-
vador estacionario em relagao a geometria de Kerr. Nesse tltimo caso, os calculos
foram realizados no regime de campo fraco e movimento lento.

No capitulo 6, calculamos os campos GEM para uma simetria axial, isto é,
quando a simetria esférica é quebrada por uma rotacao. Optamos por um campo de
tetradas adaptado a um observador estacionario em relacao a esta geometria. Na
sequéncia, aplicamos os resultados obtidos para o buraco negro de Kerr tanto no
contexto da solucao exata quanto considerando os limites de campo fraco e movi-
mento lento. Utilizamos ainda os resultados gerais obtidos a partir da simetria
axial para encontrarmos os campo GEM de uma estrela de néutrons. E finalmente,
comparamos os resultados alcangcados por um observador em rotacao em relacao ao
buraco negro de Schwarzschild e um observador estacionario em relagao ao buraco
negro de Kerr. Essa comparacao foi feita no ambito de campo fraco e movimento
lento.

No capitulo 7, vamos obter os campos GEM de uma onda gravitacional a
partir de uma solucao exata das equacoes de Einstein com caracteristicas de onda
plana. Além disso, tracamos um paralelo entre as ondas eletromagnéticas e ondas
gravitacionais, e assim, definimos o vetor de Poynting gravitacional. Através do vetor

de Poynting gravitacional obtemos uma componente do momento gravitacional de



forma totalmente andloga ao que é feito em eletrodinamica.

No capitulo final sao tracadas as principais conclusoes do trabalho.



Capitulo 2

Gravitoeletromagnetismo na Relatividade

Geral

Nas secoes posteriores apresentaremos algumas maneiras de tratar a questao
do Gravitoeletromagnetismo no contexto padrao da RG. O presente capitulo tem
por objetivo apenas introduzir as principais abordagens sem se estender muito ja

que uma visao alternativa para essas definicoes sera apresentada ao longo da tese.

2.1 Aproximacao Linear

Para tratarmos a questao da aproximacao linear vamos considerar a hipotese
de campo fraco, ou seja, considera-se que a métrica do espaco-tempo é composta por
uma parte plana (métrica de Minkowski) mais uma pertubagao gerada pela presenca
de mateéria, isto é,

G = N + h,w/(x) . (21)

De acordo com Mashhoon [29] pode-se escrever o trago inverso da pertur-

bacao como

- 1
hyw = by — 577#,,h (2.2)

com h = n*"h,, o traco de h,,. Ao considerarmos o calibre de Lorentz, BWW =0,a



equacao de Einstein, em primeira ordem, torna-se
- 167G
Dhuy = —TTMV. (23)
E importante ressaltar que nesta secio em particular voltaremos a considerar a
constante da velocidade da luz, ¢, e a constante gravitacional, G. A solucao da
equacao acima contém uma solucdo particular e uma homogénea. Considerando

somente a solucao particular, temos que

o _ / /
; :4G/TW(675 [x = x|, %) 55 1 (2.4)

S |x — x/|

Ao desconsiderar termos da ordem (C%l), define-se o potencial gravitoelétrico
® e o potencial gravitomagnético A em termos de componentes da solucao da

equagao (2.4) da seguinte forma:

;L(]O = 4(1)/02 (25)

}_L(]i = —QAZ'/CZ. (26)
O tensor T*” que aparece na equacao (2.4) pode ser definido em termos da
corrente de massa-energia J* = (cp,j) via T% = pc? e T = cj'.

Desta forma, segue da condicao de calibre B"”W = 0 a lei de conservagao

100 1
-—+V-[=ZA])=0. 2.7
c ot * (2 ) (2.7)
Feitas as consideragoes acima, a métrica pode ser escrita como

d 4 d o
ds? = —c? (1 — 2—2> dt* — Z(A - dx)dt + (1 + 2—2) b;jdxtda? (2.8)
C C C

e os campos GE e GM sao definidos da seguinte forma:

10 /1
A partir de (2.7) e (2.9) seguem as equagoes de Maxwell gravitacionais
10 (1 1
VX cat(2 ) V(?) 0 (2.10)
e
1 10 ArG
E=4 -B|=-—E j. 2.11
\Y, ©Gp, Vx(2) vl st (2.11)
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2.2 GEM nas Coordenadas de Fermi

Uma outra possibilidade de abordar o GEM sem a necessidade de se tomar
a principio o limite de campo fraco é utilizando coordenadas de Fermi [30], ou seja,
nesta nova abordagem é considerado um espago-tempo curvo arbitrario.

Nas coordenadas de Fermi X* = (T, X), a métrica do espago-tempo é dada

por:
Joo = _1_R0i0inXj+---, (2.12)
2 .
9oi = _gROjikX]Xk +..., (2.13)
1 kvl
9ij = 0ij — R X"X" + .. (2.14)

Note que as expressoes acima tem a forma de uma métrica plana (espago-
tempo de Minkowski) mais termos de corre¢ao dados pelas componentes do tensor de
Riemann projetado nas respectivas coordenadas. Desta forma, comparando (2.12),

(2.13) e (2.8) Mashhoon define os novos potenciais GEM como:

®(T,X) = —1Rui;(T)X' X7+ ..., (2.15)

Ai(T,X) = 3Ro(T)X X"+ ... (2.16)
Consequentemente os campos GEM sao escritos na forma

Bi(T,X) = —teuR" o (T)X" +.... (2.18)

E importante ressaltar que as expressdes acima correspondem a uma ex-
pansao onde usualmente considera-se apenas o termo de primeira ordem, ou seja,
trata-se de um caso limite (ordem mais baixa que |X|/R, com X sendo as compo-
nentes espaciais das coordenadas de Fermi e R o raio de curvatura do espago-tempo).
Neste limite, é possivel combinar (2.17) e (2.18) de forma a se obter o equivalente

gravitacional do tensor de Faraday do eletromagnetismo

F.p = —Ropoi X" . (2.19)
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Além disso, um tipo de conjunto de equacoes de Maxwell gravitacionais similares &

do eletromagnetismo sao recuperadas.

2.3 GEM nao Linear Via Tensor de Weyl

No eletromagnetismo [31] os campos elétrico E,, e magnético B, medidos
por observadores u* sao definidos em termos do tensor intensidade de campo da

teoria F),, por

E,LL = F/Wuy == E<;U'> (220)
1
BM — §€MV)\FVM = F;V’LLV = B<M> ; (221)

aqui (*) denota o dual. Desta forma podemos escrever o tensor intensidade de campo
como

F = 2uyE, +eu,,B". (2.22)

Nesta abordagem utiliza-se a correspondéncia entre o tensor de Weyl C,, 5,

eo F, (Curxe © F,.), para definir os campos GEM. Assim, para um dado u”,

temos
Ep,l/ = C/D\Vau)\ua = E<;w> (223)
* A o 1 Ao 0%
B, = Ceu'u’ = 5%/\00 U = Beys (2.24)

sendo F,, o campo gravitoelétrico e B, o campo gravitomagnético. Entao, o ané-

logo gravitacional da expressao (2.22) é dado por
C = 4 {upu? + 1, P} By + 2e,,0ul? B¢ 4 20y, B, e . (2.25)

Desta forma, podemos dizer que as quantidades fundamentais neste con-
texto sao a pressao, densidade de energia e os campos gravitoelétrico e gravitomag-
nético. Estas quantidades por sua vez sao governadas pelas identidades de Bianchi

e as equacgoes de Einstein.
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Para finalizar este breve capitulo, é preciso reconhecer nestas diferentes
defini¢oes, entes geométricos distintos, através dos quais, suas componentes (a mé-
trica, o tensor de Riemann e o tensor de Weyl), sdao identificados com os campos
elétricos e magnéticos sem qualquer paralelo quanto & origem das estruturas ge-
ométricas dos mesmos. E até de certo ponto artificial e as comparacdes fenomeno-

logicas nao sao precisas o suficiente para corroborar esses modelos [13].



Capitulo 3

O Teleparalelismo Equivalente &

Relatividade Geral

3.1 Fundamentos do Teleparalelismo

O Teleparalelismo ¢ uma teoria que descreve a interacao gravitacional e que
surge de uma formulacao de gauge para o grupo das translacoes, construida a partir

de um espagco-tempo plano (Minkowski), com a métrica
Nab = <_17+17+17+1)7 (31)

onde a cada ponto esta associado um espaco tangente. E neste espago tangente, ou
interno, onde os potenciais de gauge A®, serao definidos. A transformacao de gauge

sera uma translagao local nas coordenadas da fibra (espaco interno)
' =%+ a®(2") , (3.2)
e a derivada covariante sera definida na forma usual das teorias de gauge

D,®=0,®+ A%, P, ®, (3.3)

13
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P, sao os geradores das translagoes que atuam sob um campo qualquer ®. Além

disso, podemos definir o tensor intensidade de campo na forma também usual
F,, =0,A", —0,A%, , (3.4)
que satisfaz a relacao
[D,,D,|® = F*,, P, . (3.5)

O campo de tetradas surge da propria definicao de derivada covariante. De

fato, podemos escrever (3.3) como
D,®=h", 0,0 (3.6)
e a tetrada é dada por
h, =0,z + A", =D, z" . (3.7)

Esta é uma tetrada nao trivial e a gravitacao, na forma do potencial de
gauge A”,, representa esta nao trivialidade. Se os dois espacos (tangente e fisico)

descrevem o espaco-tempo de Minkowski, entao as tetradas sao determinadas por

o _ 909"
ht, = Bk (3.8)
Assim, a transformacao dq¢® = h®,(z)dz* podera ser integrada globalmente e a

transformacao serd chamada de holonomica. Neste caso temos uma tetrada trivial.
Da covariancia de D, ® determinamos a lei de transformacao dos potenciais

de gauge:
A", = A", —0,00" . (3.9)
A presenca da tetrada no espago-tempo induz a existéncia de estruturas
adicionais no mesmo. Assim, o campo de tetradas define de forma natural uma

métrica Riemanniana
Guv = Nab hap, hbl/ > (310)

em termos da qual a conexao de Levi-Civita

1
FUW = §ggp [augpv + augpu - apg;w] (3~11)
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pode ser introduzida. Tal conexao dara origem a uma curvatura no espago-tempo,
cenario onde se desenvolve a RG de Einstein, em que a interacao gravitacional é
representada por uma geometrizacao deste espaco

Por outro lado, o campo de tetradas pode também ser usado para definir a

conexao

17, = ha"0,h", | (3.12)

chamada conexao de Cartan, cuja peculiaridade é transportar paralelamente a tetrada

(dai o nome teleparalelismo, ou paralelismo absoluto):
V,he, = 0,h", —T%,h% =0. (3.13)

Tal conexao gera, por sua vez, uma tor¢cao no espaco resultante da nao

simetria de seus dltimos indices
T(Tul/ = FU[LV - FUV}L . (314)

Uma importante propriedade da teoria é o fato de o tensor intensidade de

campo F'%,, corresponder exatamente a tor¢ao escrita na base tetrada:
F,, = h',T°,, . (3.15)

Consideremos novamente a conexao de Cartan. Calculando sua curvatura,

vemos que ela se anula identicamente, ou seja:
R, =00, +1%, 17, —(nsv)=0. (3.16)

Assim, a conexao de Cartan caracteriza um espaco onde hé tor¢ao somente
para a descrigao da interagao gravitacional. Tal espaco é chamado de Weitzenb&ck
[19] e esse é o palco para a descri¢ao teleparalela da gravitagao.

E importante ressaltar que as conexoes de Levi-Civita e Cartan estdo defini-
das no mesmo espaco e, portanto, o mesmo ¢ munido de duas estruturas simultaneas:

uma Riemanniana e uma teleparalela. Nesse espaco, os indices locais de Lorentz sao



16

abaixados e levantados com a métrica de Lorentz 7, e os indices tensoriais de espago-
tempo sao abaixados e levantados com a métrica Riemanniana g,,. Entretanto, a
descricao da gravitacao requer apenas uma das estruturas geométricas dadas acima.

Podemos facilmente passar de um formalismo ao outro por meio da relagao entre as

conexoes
T =T + K%, (3.17)
com
K% = % 1.7+ 1, — T ], (3.18)

o tensor de contorcao. E possivel ainda encontrar uma relacao entre as curvaturas

das conexdes de Cartan e Levi-Civita utilizando a relacao (3.17):
Ry, = ]O%pe,w + Q% =0, (3.19)
sendo }O%Gp,w a curvatura da conexao de Levi-Civita e
Q%0 = Dy K?9, — D, K?9, + K%, KPo,, — K%, K?5,. (3.20)

Surge neste ponto o conceito de derivada covariante teleparalela, denotada
por D,. Ela corresponde exatamente & derivada covariante de Levi-Civita reescrita
em termos das grandezas do espaco de Weitzenbdock.

Consideremos agora a dinamica dos campos de gauge. Ela sera dada pela

lagrangiana
h
=— ST 21
ACG 167'(' S [ 2] (3 )
com h = det(h®,) e
1
S = — Pt = (K0 — g T%g + g™ T%] . (3.22)

Como nas teorias de gauge usuais, essa lagrangiana é quadrética no tensor
intensidade de campo. Considerando a relacao (3.17), podemos reescrevé-la em
termos da conexao de Levi-Civita somente. A menos de uma divergéncia total, ela

corresponde exatamente a lagrangiana de Hilbert—Einstein da RG

1 o
L= _16_7T vV—9 R, (3.23)
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considerando a identificagdo h = /—g.

Além disso, as equacoes de campo que surgem dessa lagrangiana

95 (hS,7") — 4w (hj,”) =0, (3.24)
com
oL  h 1
e @ c up _ Z§ PRC pv
Ja = 8hap 471' (F ;,L)\SC 45,\ FM,SC ) (325)

se mostram totalmente equivalentes as equacoes de Einstein. KEsta é a corrente
energia-momento de gauge, no contexto da teoria de gauge para o grupo das trans-
lagoes. Como pode ser visto, j,” se transforma covariantemente sob transformacoes
gerais de coordenadas no espago-tempo, é invariante sob translacdo local (gauge)
no espaco tangente e se transforma covariantemente sob transformacoes globais no
espaco tangente, o que significa que ele é um tensor verdadeiro (para uma discussao
mais detalhada, ver [23, 24]). Vamos escrever agora a versao teleparalela do pseudo-

tensor do campo gravitacional
ht)\p = i Ful,)\S v 15)\p TH ,,Sg‘uy . (326)
4 a 4 a
Podemos escrever o t) ” em termos da corrente de gauge j,” como

a - 1 v
th?=h AJGP+EF“MSJ . (327)

Vemos claramente a origem do termo de conexao que transforma a corrente de gauge

Jo P em um pseudo-tensor ¢y ”.

3.2 O Campo de Tetradas como Sistema de Referéncia

Como vimos, o campo de tetradas h®, conecta o espago-tempo fisico ao
espago-tangente ou interno apresentados na se¢ao anterior, ou seja, h, pode projetar

um vetor do espago-tempo no espaco tangente

Ut = h,"U* (3.28)
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assim como, através de sua inversa, trazer um vetor do espaco tangente ao espago-
tempo, ou seja,

Ue = he,U" . (3.29)

Os indices de espago-tempo do campo de tetradas podem ser abaixados e levantados

pelo tensor métrico, isto é,
ha,U« = gul/hay I haﬂ = glu/haz/y (330)

e os indices do espaco-tangente sao abaixados e levantados pela métrica de Minkowski
Nab € Sua inversa 7%,

ha' = naph™ ;W™ = n™hy". (3.31)

A tetrada inversa é definida por
hot'h?, = &P (3.32)

Através da relacao

G = phay (3.33)
vemos que uma geometria Riemanniana corresponde a uma classe de geometrias
Teleparalelas, ou seja, uma dada geometria Riemanniana (caracterizada pelo tensor
métrico) existem intumeras formas de se construir geometrias Teleparalelas (carac-
terizadas pelo campo de tetradas).

Além disso, o campo de tetradas desempenha um importante papel pois
pode ser interpretado como sistema de referéncia adaptado a observadores ideais no
espaco-tempo. Considere a linha mundo W com um observador do espaco-tempo
simbolizado por x#(s), com s o tempo proprio do observador [32]. Neste caso, a

velocidade do observador ao longo de W é dada por

B dz*

ut(s) = o (3.34)

E possivel identificar a velocidade acima com a componente (0) do campo de tetradas
[33], isto &,
u“(s) = h(o)“. (335)
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Por sua vez a aceleracao é definida como a derivada total da velocidade u* ao longo

de W,
Du*
J -
a 7 (3.36)

e devido a relagao (3.35), podemos reescrever a equagao anterior como,

_ Dhy*
T ds

at

= uavah(o) ", (3.37)

E importante ressaltar que a conexdo que aparece na expressio acima ¢ a conexao
de Levi-Civita.

Destes fatos concluimos que através do campo de tetradas pode-se obter
a velocidade e a aceleragao de sistemas de referéncia. O tensor métrico, por ser
simétrico, apresenta dez graus de liberdade, ja o campo de tetradas apresenta dezes-
seis. Estes graus de liberdade extras sao fixados pelas condicoes acima.

Portanto, é possivel adequar observadores de acordo com a nossa finali-
dade. Caso o objetivo seja examinar uma geometria do espaco-tempo de forma
estacionaria, devemos escolher um h,* que respeite a seguinte condicao:

1
h(O)#<Ct,T797¢> = (Zao7070> (338)

com A um fator de normalizacdo, assim, h(g)i = 0 é a condicao para que tenhamos
um observador estacionério.

Podemos ainda, por exemplo, considerar um campo de tetradas adaptado
a um observador em rotacao em torno de uma determinada geometria do espaco-
tempo. Nesse caso, a componente h(0)3 serd diferente de zero e proporcional a
velocidade angular. Por outro lado, para considerar um boost dependente do tempo

na direcao z, o campo de tetradas deve satisfazer

h)(ct, z,y,2) = (% 57,0, 0) (3.39)

onde v = (1 — 82)7Y2 B =wv/ce v =wv(t). Un campo de tetrada correspondente
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pode ser
v =By 00
By v 00
h® (ct,x,y, 2) = , (3.40)
0 0 1 0
0 0 0 1
e calculando a aceleracao para este sistema, obtém-se
d d v/c?
- ° = | —t 3.41
“ = gl dt[\/m}’ (3-41)
ag = O,
as = 07

ou seja, s6 ha aceleracao na direcao z, o que esta em pleno acordo com o desejado.

Para maiores detalhes ver [32].



Capitulo 4

Equacoes de Maxwell e Forca de Lorentz

GGravitacionais

4.1 O Campo GEM no ETRG

Assim como a teoria eletromagnética, o ETRG surge de uma teoria de ca-
libre abeliana, porém com um diferente grupo de simetria, o grupo das translacoes.
Desta forma, nos parece mais natural definir os campos gravitoelétricos e gravito-
magnéticos no contexto do ETRG através das estruturas geométricas da teoria de
calibre do que defini-los no cenario da RG através de identificacoes com a métrica
ou curvatura. Devido ao fato de que nossas definicdes tém outro fundamento, elas
sao conceitualmente diferentes das defini¢coes usualmente feitas na RG, e portanto
nao teremos o compromisso de reduzirmos umas as outras. Ainda assim, em casos

limites é esperado que elas convirjam.

4.1.1 Definicao dos Campos Gravitoeletromagnéticos

A possibilidade da mistura e contragdo entre indices internos (de algebra)

e indices externos (de espago-tempo) é uma propriedade tipica de teorias de gauge

21
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para a gravitacao. Tecnicamente, isso ocorre devido a presenga de uma forma sol-
dadora que corresponde ao campo de tetradas. Essa propriedade provoca profundas
mudancas com relagao as teorias de gauge usuais internas. No teleparalelismo, esse
efeito ja foi observado, por exemplo, na construgao da lagrangiana teleparalela. So-
mente para ilustrar essa idéia vamos rever sua construcao. O ponto de partida é

considerar a lagrangiana usual das teorias de gauge:

h 1 a n
= 16_7r[é_lF u Fa] (4.1)
ou ainda
h 1 a b uo vp
‘C:E ZF M,/ngg Nab > (42)
com
Nabyp = nabgyp = T}abhcyhcp- (43)

Entretanto, a tetrada sugere uma generalizacao nas contragoes de indices,
realizada com a inclusao de permutagoes ciclicas em N,,"":

1 1 1
Nyl = 5 [97 g =g g] + Sha [ g — Y g™ — §ha)\[hbu g

— W’ g") + bt [ 677 — B’ ¢ — he” [ ¢ — e g™ (4.4)

Feito isso e usando a identificacdo (3.15) podemos reescrever a lagrangiana como

h 1 v 1 v v,
:16_7'( Zpr/TpM +§TP‘LWTMp—TpMpTHZ, . (45)

Fazendo uso da defini¢do do superpotencial (3.22) podemos reescrever a lagrangiana

acima da seguinte forma:
h 174
»CG - E SPM pr/ . (46)

Esta é a lagrangiana teleparalela equivalente (a menos de divergéncias) a lagrangiana
da Relatividade Geral. Além disso, o termo derivativo que aparece na equacao de

campo ¢ escrito em termos do superpotencial, ou seja,

05 (hS.°?) = 4m(hj.’) , (4.7)
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de maneira analoga ao papel do tensor F*¥ na equacao de campo do eletromag-
netismo.

Essa generalizacao para a obtencao da lagrangiana também ir& se refletir
em outras grandezas da teoria, como por exemplo, na definicao da generalizacao
da tor¢ao dual [34]. Da mesma forma, iremos argumentar aqui que nas equagoes
de campo, a grandeza que desempenha o papel do tensor intensidade de campo
analogo das teorias de Yang-Mills nao sera F'*,,, mas sim sua generalizacao dado

pelo superpotencial S¢,,, definido por
% ppv 1 Hvp pv mop pp by
St = hapS™ = Shay [KHP — P T + gP* T (4.8)

E natural, portanto, considerar que os campos gravitoelétrico e gravitomagnético

sejam componentes deste tensor intensidade de campo generalizado, ou seja,

S = E, (4.9)
S, = €9k By, (4.10)
com €% = %k o tensor totalmente antissimétrico de Levi-Civita, que considera

apenas a permutacao nos indices espaciais.

Como pode ser observado a partir das definicoes, E,’ e By se transformam
covariantemente por transformacoes locais de Lorentz no espaco tangente. Além
disso, sao vetores sob rotagoes no espaco tridimensional, sendo B, de fato, uma
densidade vetorial. Embora estas sejam as mais apropriadas definicbes para os
campos GEM no contexto do ETRG, seguindo os argumentos das teorias de gauge,
outras abordagens na gravidade teleparalela podem ser encontradas [35, 36, 37, 38].
O proximo passo é ver como as equagoes de campo se comportam frente a essa nova

definicao. E é exatamente o que faremos na proxima secao.

4.1.2 Primeiro Par das Equacgoes de Campo

No formalismo covariante do eletromagnetismo a equacao dinamica da teoria
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pode ser escrita como
o, F* = Jr. (4.11)
Tomando v = 0 em (4.11) obtemos a equagao da lei de Gauss, isto é
vV E=2, (4.12)

e para v = i chegamos a lei de Ampére-Maxwell

. o - OE
VX B= MOJ—FMO&:OE‘ (413)

Consideremos agora a versao teleparalela das equagoes de campo gravita-

cional sem fontes:
05(hS,7?) — 4w (hj,”) = 0. (4.14)

Ao adotarmos p = 0 em (4.14) esperamos obter o equivalente gravitacional da lei de
Gauss (4.12) sem fonte. Desta forma, para p = i esperamos obter o analogo da lei

de Ampére-Maxwell (4.13).

Considerando p = 0 em (4.14), temos a forma geral:
Oi(hE,") = 4m(hj,°). (4.15)

Observe que a escolha do superpotencial S,°?, como sendo o tensor inten-
sidade de campo gravitacional generalizado, permitiu que surgisse naturalmente na
equacao o analogo do divergente de E a menos de um fator multiplicativo dado pelo
determinante da tetrada. Escrita nesta forma, vemos a interpretacao direta de hj,°
como fonte de campo gravitacional na equacao, totalmente analoga a Lei de Gauss.
Temos explicitamente que "gravitacao gera gravitacao'.

Reescrevendo a equagao (4.15) através da expressao da corrente (3.25) em
termos dos campos Ey¢ e By, obtemos um termo derivativo, analogo a lei de Gauss,
e varios termos de acoplamentos do tipo (E,%)?, (By)? e termos cruzados (FEy')(Byy).-

Consideremos agora a componente espacial da equacao de campo (4.14)

p = q. Ap0s a aplicacao das nossas definicoes obtemos a forma compacta

¢%0;(hB,*) — 0y(hE,1) = 4 (hj,?). (4.16)
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Novamente, aqui, se considerarmos hj,? como fonte das equagdes, encontramos algo
muito similar & lei de Ampere corrigida do eletromagnetismo. Podemos escrever
explicitamente a corrente energia-momento j,? em funcao dos Campos Ep’ e By
previamente definidos. Surgem novamente muitos termos de acoplamentos. Estas
equagdes sao apresentadas na integra em [39].

Portanto, o primeiro par das equacoes de campo, em sua forma exata, é
evidentemente mais complexo que o respectivo par eletromagnético, isto é de fato
esperado, devido a nao-linearidade da gravitacao. Porém, quando o tensor energia-

momento gravitacional é considerado fonte, as equagoes se tornam muito similares.

4.1.3 Segundo Par das Equagoes de Campo

O segundo par das equacoes para o campo eletromagnético é obtido a partir

das identidades de Bianchi,
0,F,, +0,F,,+0,F,, =0, (4.17)

ou seja, a decomposicao da equacao acima resulta em:

— —

V-B=0 (4.18)
e —
E=_"_— 4.1
V x ETR (4.19)

sendo esta dltima a lei de Faraday.

Analogamente ao Eletromagnetismo, o segundo par das equacoes de Maxwell
gravitacionais deve surgir do contexto geométrico das teorias de gauge. Isto é, de-
vemos considerar a primeira identidade de Bianchi da geometria teleparalela, dada
por:

0, F, +0,F*,, +0,F,, =0. (4.20)

A expressao (3.22) nos da S,*” em fungao de F,,, mas a equacao acima

esta escrita em termos do proprio F°,,, entdo, devemos inverter a relacao (3.22) e
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escrever ['*,, como fungao de S,*”. Isto deve ser feito pois os campos GEM foram

definidos a partir de S,*¥. Com isso, encontramos
1 1
F5 = hbvgp(;h“MSb“” — hb(ggwh“,ﬁb“” — §h“(ggwhb98b9” + §hawgp5hb95bep. (4.21)

Apobs a substituicao da relacdao acima nas identidades de Bianchi e a aplicacao das
definicoes dos campos GEM, obtemos uma equacao mais complexa que a analoga
eletromagnética [39]. Aparecem agora campos E e B em todos os termos derivativos
além de produtos de componentes da tetrada e do tensor métrico, o que é facilmente

visto quando substituimos (4.21) em (4.20). Feito isso, obtemos:

ao_ [Obaw‘dEbi + 'Pba%jéeijkak]
+0, [Q"5i0 By’ + R 515,61 By*]
+05 [8"0in By’ + T 515 * By¥] = 0. (4.22)

Os dois primeiros coeficientes assumem a forma explicita

O™ s = h h%gis — h h%ig0s + —h"sh®0giy + h*shigo, +

1 1 1 1
§ha5hb0gh — §ha5hbigo,y — §ha7hbogi§ + §ha7hbigo5; (423)

1 1
P iis = h' h%gj6 — hPsh™ g, + éhaéhbigj'y - éha'yhbigjé' (4.24)

e a partir de (’)b“,ﬂg e Pb“mg obtemos Q%g;, e Rb“(;ijg realizando a troca de indices
(y—=ded—0)eS", e T, fazendo (y — o e § — 7), respectivamente.
Esta é uma expressao evidentemente mais complexa e se torna menos se-
melhante & identidade de Bianchi do Eletromagnetismo. Poderiamos ainda tentar
evidenciar o analogo gravitacional ao segundo par de equacoes de Maxwell fazendo
as substituicoes (oy0) — (012), (013), (023) para obter o analogo a Lei de Faraday
ou fazendo (07y9) — (123) para obter a lei de divergéncia do campo gravitomag-
nético. Mas as equacoes, nessa forma exata, diferem radicalmente. Entretanto,

assumindo limite de campo fraco os campos de tetradas se tornam ¢,”, a métrica
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nw € as multiplicagoes entre os campos sao desprezadas, assim, a semelhanga entre

as equacoes acima e as do eletromagnetismo é recuperada.

4.2 Equacao de Forga Para uma Particula na Presenca de
Gravitacao

Consideremos, no cenario da gravitacao teleparalela, o movimento de uma
particula sem spin e de massa m na presenca do campo gravitacional representado
pelo potencial de gauge A%,. A acao, inspirada na agao eletromagnética, sera escrita

na forma [40]
b b
S:/ Ldsz/ [—m V—u?+m A%, ug u“] ds (4.25)

com L representando a lagrangiana do sistema,

dxt
H=— 4.2
u s (4.26)
a quadri-velocidade e
ds = (nwdx"dx”)%, (4.27)

o intervalo no espaco-tempo de Minkowski. Note que essa agao ¢ integrada ao longo
da linha mundo da particula no espaco-tempo plano. O primeiro termo representa
a acao de uma particula livre e o segundo o acoplamento da massa da particula com
o campo gravitacional. Essa separacao da acao em dois termos é somente possivel
numa teoria de gauge, como o teleparalelismo, nao sendo, portanto, possivel na RG.

Porém, podemos mostrar facilmente que essa acao se reduz a acao usual da RG,

b
S:/ mds (4.28)

1 . ~ . .
com ds = (g, dx*dz”)z representando o intervalo ndo trivial.

Tomando a varia¢ao funcional em (4.25), chegamos a

duy, . dug
m[%“‘ b ds

:| == mFa,uZ/ Uq u” ) (429)
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e fazendo uso da relacao

duy, or®\ du,
ds <8x“) ds (4:30)
obtemos
a a dua a v
(@Lx + A #> % = F uv Ug U, (431)

que é a equacao de movimento para uma particula no espaco plano e sentindo o
efeito do campo gravitacional através de A¢,. Observe que o fator equivalente ao =
do eletromagnetismo nao aparece aqui, pois a massa gravitacional é cancelada com
a massa inercial, dado o principio de equivaléncia fraco. Através da relagao (3.7) a

equacgao pode ser reescrita da seguinte forma:

du,
Hods

Vale salientar que essa equacao pode ser reescrita como uma equacao de

h® = F%, u,u” . (4.32)

forca no teleparalelismo, com a tor¢ao desempenhando o papel de forca, ou, alterna-
tivamente, pode ser escrita como a equacao da geodésica da RG. Para tal, devemos

considerar que

Ugq = Ny UM, (4.33)
e assim a equagao acima torna-se
du
d—“ — Do v? 0" = Ty u® u” . (4.34)
S

Neste ponto devemos considerar a simetria de u’ u” sob a troca de (6 > v). Feito

isso, a equacao acima pode ser reescrita na forma

du,,

— Lo u ub = K0 ul v, (4.35)

lembrando que a relacdo entre a conexao de Cartan e a conexao de Levi-Cevita é
dada por (3.17), ou seja,

% =T + K%, (4.36)
Entao, finalmente, chegamos a

L i Feulju uV = 0 (437)

Esta é precisamente a equacao da geodésica da RG.
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4.2.1 Forcga de Lorentz e Campos Gravitoeletromagnéticos

Consideremos a expressao da forca de Lorentz gravitacional na forma:

du,

" ods

h® = F%, ug u”, (4.38)

por meio das identificagdes (3.22) e (3.18) a equacao adquire a forma

du, 1 1
an@la _ pa | guvp _ guen _ 2 gprgOng o~ gup gt |y o (4.39)

h
ds r 2 2

Usando o campo de tetradas, podemos escrever os superpotenciais S**” com o

primeiro indice de algebra para aplicacao posterior das definicoes dos campos GEM.

du, 1
hH ; = —hb”pr“upul, — §hb9(56“9u2 - Sb”eu“u,,). (4.40)
S
Aplicando u? = —1, abrindo explicitamente o somatério em parte espacial

e temporal e substituindo o modelo em questao, encontramos, para pu =0

du,

hao - _ CbiEbi + Dbjﬁijkakuia (441)
com
. ;1 1
Coi = Iy uju; — 71) + §hbiu0U0 - §hb0u0ui
e
1
Dbj = §hbju0.
Para p = k, obtemos
du, ;
RIS = F B 4 Ghy BV + B, (1.42)
com
0 i th
.Fb = —hb UoUy — hb UgU; + 7
1 1

k k k
g ib = éhbiu Uy — §hb0u Uy
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U2

) . ) 1 .
Hklb = —thGZkluiuo — hbJGIkluin + Ehbiézkl + §hbj6”lukui.

Encontramos, portanto, equacgoes visivelmente mais complexas que as do
eletromagnetismo, complexidade esta que surge devido a presenca do campo de
tetradas, tornando nao triviais os coeficientes que acompanham os campos gravita-

cionais elétrico e magnético.



Capitulo 5

Gravitoeletromagnetismo: O Papel dos

Observadores no Espaco-tempo de

Schwarzschild

Realizamos até este ponto do trabalho uma analogia formal ao eletromag-
netismo que resultou no surgimento de campos gravitoeletromagnéticos como com-
ponentes do tensor superpotencial da teoria. Assim, o paralelo foi feito no dominio
das teorias de gauge. Devemos investigar, portanto, se a esses campos estao associa-
dos fendmenos fisicos semelhantes aos observados e previstos pelo eletromagnetismo.
Em poucas palavras, cargas elétricas estaticas geram campos elétricos e cargas em
movimento geram campos magnéticos. Da mesma forma, é desejavel constatar uma
associacao entre os campos sugeridos em modelo com matéria estatica e matéria em
movimento. O objetivo deste capitulo sera, entao, observar como a matéria define
os campos em questao, considerando para tanto o buraco negro de Schwarzschild.
Além disso, vamos investigar como os campos se comportam frente a diferentes ob-
servadores, sempre em relacao a esta mesma geometria, ou seja, a definida pela

métrica de Schwarzschild.

31
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5.1 Observador Estacionario

A solucao de Schwarzschild pode ser representada pelo conhecido elemento

de linha escrito em coordenadas esféricas:
2 2m 2 om\ " 2 2 2 2 2
ds* =—(1—— | dt*+ (1——) dr®+7?(d0? + sen®0dp*) . (5.1)
r r

A escolha do observador corresponde a um especifico campo de tetradas
associado com a métrica de Schwarzschild e é crucial para nossas conclusoes sobre os
campos GE e GM que emergem da teoria, da mesma forma que no eletromagnetismo.
Assim, nos inicialmente adotaremos um conjunto de tetradas que é adaptado a um
observador estaciondrio em relagao ao espaco-tempo de Schwarzschild. Portanto,

desejamos um observador que possua uma quadri-velocidade com a seguinte forma:
u' = (A710,0,0). (5.2)
Esse conjunto de campos de tetrada pode ser representado por [41]:

Yoo 0 0 0
0 senfcosp rcosfcos¢p —rsenbsen
he — Y11 ¢ ¢ ¢ 7 (5.3)
0 ~usenblseng rcosfseng  rsenbcoso

0 Y11€086 —rsend 0

nesta notacdo Yoo = \/goo € Y11 = v/ —9g11-
Com a finalidade de calcular os campos GEM para essa configuragao, temos
que calcular a inversa da tetrada acima. Fazendo isso temos:
Yoo 0 0 0
By — 0 7y 'senfcosd 1 cosOcosp —(rsenf) 'send . (5.4)
0 v senfsend r~'cosfseng (rsend)coso

0 Y11 cost —r~'send 0

E facil verificar que (5.3) e (5.4) satisfazem as relacoes abaixo:

Guv = T}abhauhbya (55)
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he, ht =6, (5.6)

he, Iyt = 5%, (5.7)

Note que a linha da tetrada inversa acima, ou seja, h" = (Y0, 0,0,0) esta de
acordo com a quadri-velocidade requerida anteriormente.

A partir da expressao usual da torcao escrita em termos da tetrada
T°,, = h0,h", — h,°0,h",, (5.8)

calculamos as componentes de 7, das quais as nao nulas sao:

M
T = —T—2g001, (5.9)
1
T =T%;5 = ;(1 —M11)- (5.10)

A partir da definicao de campo GE retomamos a expressao da componente

de interesse do superpotencial em termos de torcoes:
. 1 ) . . . .
Sy = 5[thTZ% + W\ — BT ] — By TP + B 0T, (5.11)

Apos algumas simplificacoes, dadas as simetrias e componentes nulas dos

tensores envolvidos, obtemos a relacao direta entre o campo elétrico e a tor¢ao:
By = b T, (5.12)

Para b # 0 & trivial verificar que as componentes se anulam, ou seja, Ej,‘ = 0
e para b = 0, E(0)9 =0, E(0)¢ =0 e ainda

1(%0 - 1), (5.13)

r

Ee" =

ou seja, apenas a componente radial com b = 0, em (5.12), é diferente de zero,

coerente com a distribuicao esfericamente simétrica de matéria.
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Nosso proximo passo é analisar a existéncia de componente GM. Para isso,
vamos considerar a definicao de campo GM e retomar a expressao do superpotencial

em termos de torcoes:
Sy = 5[h,ﬁTﬂA + W MY — h T3] — b/ T%g + hy'T%, (5.14)

apo6s algumas simplificacoes, chegamos em

Spt? = —thQH[Tolo + T133] ) (5.15)
Sb13 = —hb3gu[T010 —+ T122] s (516)
S =0 (5.17)

e finalmente, obtemos as componentes GM:

Boy = Bwpw = By =0,

By = W(l — - g),
By = %(1 — - g),
By = _522'228(1 —ym = g),
Buy = %(1 — - g),
Bap = _%@ — - %)7
Bge = Bayr = Beyr = Ber=0.

Do ponto de vista teérico, a auséncia de componentes nulas para o que temos
chamado de campo gravitomagnético nao representa realmente um problema, con-
siderando que temos realizado uma defini¢ao formal, inspirada no eletromagnetismo,
que resulta em um campo com mais graus de liberdade. Esses graus de liberdade
extras surgem do fato de que os grupos internos relacionados a cada teoria de ca-
libre tém dimensoes diferentes. Como vamos notar, ao fazermos as interpretacoes
corretas sobre a origem dessas componentes, recuperamos a fenomenologia seme-
lhante & eletromagnética e ainda levaremos em conta o efeitos da nao-linearidade da

gravitacao.
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Como pode ser visto, o escalar resultante da contracao de todos os indices
internos e externos podem ser associados a um tipo de médulo de um vetor GM que
nao apresenta dependéncia angular. O que estd de acordo com a simetria esférica da
solugao de Schwarzschild, ou seja, B? = g;;B,'B* = g%(l—fyll_l—%){ com g sendo
o determinante da métrica. Observe também que no caso exato, as componentes
B0); sao iguais a zero.

E importante agora considerarmos a hipotese de aproximacio, ou seja, a
métrica do espago-tempo sera decomposta em uma parte plana trivial ,7,,, mais
uma pertubagao gerada pela presenca de matéria, a,,, isto €, g, = N + au.
O limite de campo fraco significa essencialmente que devemos descartar termos de

segunda ordem (2)* = O(€®), o que corresponde a considerarmos

oy, (5.18)
.

e desta maneira, podemos conduzir as expressoes envolvidas na forma de expansao
em Taylor e considerar apenas a primeira ordem. Aqui se faz, portanto, a hipotese
de campo fraco. Fazendo uso dessas aproximagoes em (5.13) nos vemos que a com-
ponente GE nao nula, torna-se
m
Eo)" =3 (5.19)
ou seja, a componente acima (a = 0) desempenha um papel totalmente anilogo ao
do campo elétrico coulombiano do eletromagnetismo. Assim, vemos que a expressao
(5.13) possui limite newtoniano, como esperado.
Ao voltarmos nossa atencao para as componentes GM, notamos que nesta

ordem de aproximagao, todas elas se anulam, isto é
By = By =0 (5.20)

A partir das nossas componentes GE e GM obtidas no caso geral e depois
da hipotese de campo fraco, nés podemos inferir que somente as componentes E )y

e By, possuem o comportamento analogo ao campos eletromagnéticos do ponto de
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vista fenomenolégico, isto é, eles podem ser associados a campos gerados por uma
distribuicao de matéria estatica e em movimento, respectivamente.

Por outro lado, observando que as componentes GM By;); sao diferentes de
zero no caso exato e que elas se anulam no regime linear, e relacionado a isso o fato
de que a corrente energia-momento de gauge j,” definida por (3.25) também se anula
no regime de campo fraco, noés podemos presumir que B(;); nao estao associados com
efeitos de arrasto de referenciais inerciais relacionados a rotacao no espaco-tempo
de Schwarzschild. Em vez disso, eles estao apenas relacionados & corrente de gauge
gravitacional, o responsavel pelos efeitos nao lineares da gravitacao. E por essa razao

essas componentes GM nao possuem qualquer paralelo com o eletromagnetismo.

5.2 Observador em Queda Livre no Espaco-tempo de

Schwarzschild

O principio da equivaléncia afirma que um sistema inercial em que atua
um campo gravitacional homogéneo é equivalente a um sistema de referéncia nao
inercial, livre de campos gravitacionais, caracterizado por uma aceleragao constante.
Um fato crucial para essa equivaléncia é a igualdade entre as massas gravitacional
e inercial, fato esse, que é verificado experimentalmente.

Desta forma, a igualdade entre as massas gravitacional e inercial possibilitou
a Einstein pressupor que um sistema de referéncia em queda livre nao é capaz de
detectar um campo gravitacional uniforme, uma vez que esse sistema possui a mesma
aceleracao do campo gravitacional. Assim, um sistema de referéncia inercial, na
auséncia de campo gravitacional, é equivalente a um sistema de referéncia em queda
livre na presenca de um campo gravitacional uniforme.

No caso de um campo gravitacional arbitrario nao conseguimos obter seu
anulamento num sistema de referéncia sem rotacao em queda livre. Entretanto,

se considerarmos uma regiao suficientemente pequena onde podemos conceber o
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campo homogéneo e uniforme teremos o anulamento do campo gravitacional. Como
o campo de tetradas representa um sistema de referéncia local adaptado a um ob-
servador nao inercial vamos analisar o comportamento dos campos GEM obtidos a
partir de uma determinada escolha de campos de tetradas.

Nesta secao, investigaremos o que dois observadores especificos concluem so-
bre os campos GEM no contexto do espaco-tempo de Schwarzschild e de Minkowski.
Inicialmente, vamos considerar um observador em queda livre no buraco negro de
Schwarzschild, isto é, um observador que cai radialmente na direcao do buraco ne-
gro devido a sua forca gravitacional. Posteriormente consideraremos um segundo
observador que agora estd parado em relacao ao espaco-tempo de Minkowski. Em
linhas gerais, veremos que nossos resultados estarao em plena concordancia com o
principio da equivaléncia ja que os dois observadores se manterao indistinguiveis do
ponto de vista dinamico: a forca de Lorentz e a energia gravitacional se anularao

em ambos 0S €asos.

5.2.1 Geometria

Como dito anteriormente, analisaremos o comportamento dos campos GEM
obtidos a partir de um observador em queda livre no espaco-tempo de Schwarzschild.

Inicialmente, vamos considerar a métrica de Schwarzschild reescrita da forma

ds? = —a2dt? + o2dr? + r(d6? + sinh*d¢?) (5.21)
com
5 2m
al=1-"". (5.22)
r

Um observador que move radialmente em queda livre devido a atracao do buraco

negro de Schwarzschild deve ter uma quadri-velocidade da forma [42]

w = [(1 _ Q—m)_l, —(2—m>1/2,0,0]. (5.23)

r r
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Um conjunto de campos de tetradas que satisfaz a condi¢do acima é dada por [32]

-1 —a?3 0 0
sinfcosp a’sinfcosp rcoslcosp —rsinhsin
|7 ¢ ¢ 6 2 T
Bsinfseng o’sinfseng rcoslsing  rsinfcose
Bcost a?cosl —rsinf 0

aqui [ é definido por
2m

B=1/=. (5.25)

r

Novamente, através da expressao da torcao escrita em termos do campo de
tetrada

T, = ha"0,h%, — he"0,h°,, (5.26)

no6s podemos calcular as componentes de 7, das quais as nao nulas sao

Toor = —B0.5,
Tin = —azarﬁ,
Toy = —1p,

Tyo3 = —rPBsin®6,

T212 = T(l—OZQ),

Tsi3 = 7(1—a?) sin?4. (5.27)

Com estes resultados, podemos calcular o superpotencial que nos permitira encontrar
os campos GEM [43|. Desta maneira, para obtermos os campos GE precisamos das

seguintes componentes de S,"":
0i _ L[, k 00 ij k00 ij LT o ij ik i 00 kj
S = 7|9 g Tyow + g% Thos | + 5 | 99" T = o' g% g Ty~ (5.28)
As componentes radiais sao obtidas ao considerarmos ¢ = 1, isto é

St =By = [hb0911922T212+hb0911933T313—hb1900922T202—hb1900933T303}~ (5.29)

N | =
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Para as componentes angulares § tomamos i = 2 na expressao acima (5.28)

e encontramos
5,02 = B,% = _% [hb2900911T101 i hb2900933T303] ‘ (5.30)
As componentes ¢ sao obtidas ao fazermos i = 3
5,0 = B3 = _% [ha:zgoognTlOl X ha3goog22T202} ' (5.31)

Agora, vamos considerar o indice de espaco interno igual a zero nas expressoes acima,

ou seja, b = 0 e assim chegamos a

E(O)r - 0,
Ep® =0,
E@? = 0. (5.32)

Em seguida, calculamos as componentes espaciais de b. Considerando (5.29)

e atribuindo b = 1,2, 3 chegamos a

Eq = —g sin 6 cos ¢, (5.33)

Eo" = —g sin 6 sin ¢, (5.34)
, Bcosf

B = ———. (5.35)

Da mesma maneira, atribuindo os valores b = 1,2,3 em (5.30), obtemos

2
Ey’ = _Z_rf cos 6 cos ¢, (5.36)
0 o’
Ew)’ = e cos 0 sin ¢, (5.37)
2
« .
B = —4—75 sin 6, (5.38)

e finalmente, tomando b = 1,2,3 em (5.31) encontramos

a?Bsin ¢

Eq® =
) 4r2sinf’

(5.39)
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a?fcosd
Egl=—-——2—"= 5.40
@ 4r28in (5.40)
E@? = 0. (5.41)

Vamos agora calcular os campos GM para esta configuragdo. Novamente

escrevendo o superpotencial em termos das torgoes,
Sbij = [haogikgjm (ka:O + TOkm - Tkm(]) + hangikgjm (ka:n + Tnkm - Tkmn)}

+ [_hajgik (ganmkn - QOOTOOk) + haigjl(gnm min — QOOTDOZ)} ) (542)

DO | — | —

e usando a defini¢ao (4.10) com o indice interno b = 0 na expressao acima, obtemos

Big)p = 0,
Boye =0,
By = 0. (5.43)

Na sequéncia consideramos b = 1, 2, 3 para cada coordenada do espaco-tempo. Para

a componente ¢:

Bayg = % cos 6 cos ¢, (5.44)
By = 2%3 cos 0 sin ¢, (5.45)
By = —% sin 6. (5.46)
Para a componente 6: '
By = %%7 (5.47)
B2)s = —%%, (5.48)
Bz)p = 0. (5.49)

E finalmente, as demais componentes radiais
By, =0, (5.50)

B, =0, (5.51)

By, = 0. (5.52)
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Por outro lado, se considerarmos um observador estacionirio no espaco-
tempo de Minkowski e realizarmos um calculo similar, todas as componentes do
campo GEM se mostram iguais a zero. Entretanto, assumindo a validade do princi-
pio da equivaléncia, nés esperariamos nao sermos capaz de discernir entre estes dois
observadores, um em queda livre no buraco negro de Schwarzschild e o outro esta-
cionario no espaco-tempo de Minkowski. Essa aparente inconsisténcia desaparecera
quando investigarmos o papel das componentes nao nulas b = 1,2,3 através da
dinamica.

Antes de fazermos essa andlise, vamos tecer alguns comentéarios. De acordo
com [11] no GEM linearizado dado pela RG, a definicao operacional (que permite
uma analogia direta com o eletromagnetismo) para os campos GEM deve estar de
acordo com o principio de equivaléncia, ou seja, para um observador em queda livre
e nao girante nao ha forcas gravitacionais e assim os campos GEM sao nulos. Nossa
definicao estd em completa concordancia com isso, uma vez que no limite de campo
fraco

LSS (5.53)
.

todas as componentes acima sao nulas. Além disso, mesmo no caso exato, nos
mostramos que as componentes b = 0 se anulam. Isso mostra que as defini¢coes
operacionais devem estar relacionadas com as componentes b = 0, o que estd em
completa concordancia com a andlise da secao anterior.

Vamos agora verificar os efeitos da componentes nao nulas dos campos GE

e GM na dinamica dos observadores.

5.2.2 Forga de Lorentz Gravitacional

Assim como mencionado anteriormente, como consequéncia do principio da
equivaléncia, um observador ideal representado por um campo de tetrada nao girante
e em queda livre no espago-tempo de Schwarzschild, nao seria capaz de distinguir -

ao menos do ponto de vista dinamico - se esta em queda livre nesse espaco-tempo ou
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se esta em repouso no espaco-tempo de Minkowski. Uma maneira de abordar esse
problema é utilizar a equacao que descreve o comportamento de particulas escalares

na presenca de gravitagao, a forga de Lorentz gravitacional [40]:

du,

"ds

h¢ = uu”. (5.54)

Nesta equacao, o lado esquerdo corresponde a quadri-aceleragao do observador e o
lado direito desempenha o papel de forca, de maneira anéloga & forca de Lorentz
do eletromagnetismo. Alternativamente, essa equagao pode ser reescrita como a
equacao da geodésica no contexto da RG. A partir dessa equacao, podemos avaliar
as consequéncias das componentes diferentes de zero dos campos GEM previamente
obtidos.

Uma vez que os campos GEM sdo definidos a partir do superpotencial S
¢ conveniente reescrevermos a equacgao acima em termos dessas quantidades. Para
tal, devemos reescrever o tensor intensidade de campo gravitacional em termos do

superpotencial, ou seja,
1 1
Fa,yg = hbwgp(;hausbup — hb(ggwhaqu“” — §hagg,whb95'b9” + §ha,ygp5hb95b9p <555)

assim, obtemos

ap du,

ds

1
h = —hy” S u,u, — §hb9(5b“9upup — S"0,,). (5.56)

Fazendo uso da expressao (5.23) e dos campos GEM obtidos na se¢ao anterior pode-
mos calcular o lado direito da equacao (5.56) para um observador em queda livre
no espaco-tempo de Schwarzschild. Desta forma, obtemos um resultado nulo para
todas as componentes da forca de Lorentz, isto é, os campos GEM diferentes de zero,
obtidos nessa secao, sao combinados de tal maneira que eliminam a forca sentida
pelo observador. O mesmo resultado ¢ obtido quando consideramos um observador
estacionario em relacao ao espago-tempo de Minkowski, uma vez que nesse caso to-
das as componentes GEM sao nulas. Portanto, em certo sentido, podemos dizer que

os componentes do superpotencial com indice zero de espaco interno representam
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a definicao operacional dos campos GEM uma vez que, sendo igual a zero, estas

componentes ja estavam em concordancia com o principio da equivaléncia.

5.2.3 Energia do Campo Gravitacional

Outra evidéncia fisica que nos permite tratar da questao das componentes
nao nulas dos campos GEM para o caso de um sistema de referéncia em queda livre
no buraco negro de Schwarzschild é a energia do campo gravitacional. Novamente,
sendo valido o principio da equivaléncia, nao seriamos capazes de discernir entre a
energia observada pelos mesmos dois observadores, um em queda livre no buraco
negro de Schwarzschild e um outro estacionéario no espaco-tempo de Minkowski.
Assim, sendo zero a energia do campo gravitacional associado com a segunda situa-
¢ao, o mesmo resultado deveria ocorrer com a energia medida pelo observador da
primeira situacao. Nos podemos calcular a energia do campo gravitacional através
da componente zero de (3.25), a partir dos campos GEM para um observador re-
presentado pelo campo de tetradas dado por (5.24), uma vez que eles sao definidos
a partir do superpotencial que aparece na definicdo do tensor energia momento.

Vamos considerar entao
0 = B0 (Fe S = 100 5). (5.57)
Substituindo (5.55) em (5.57) chegamos a
50 = o (R 57 — Baguh S77 — Sheagu, 5,7
- ;ﬁ%m%&fﬁﬁ+i
- %ffxgpuhfyfﬁ7p~+-%ifﬁgpxhﬁvé%”p>£%“k. (5.58)

h(O)O <hbugp>\hcvsbw - hb)\gpuhcvsbw

Usando as defini¢oes do campo GE e GM podemos reescrever a expressao
acima em termos de E," e B,". Note que (5.58) ¢ quadrética no superpotencial
e consequentemente também serd quadratica nos campos GEM. Apoés um longo

calculo, encontramos o seguinte resultado para a componente acima

joy)’ =0, (5.59)
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ou seja, a energia do campo gravitacional escrita em termos dos campos GEM é zero
para o caso de um observador em queda livre no buraco negro de Schwarzschild. Em-
bora existam componentes do campo GEM diferentes de zero, elas se combinam de
tal maneira que nao alteram o resultado esperado da energia do campo gravitacio-
nal, de maneira similar ao que acontece no calculo da forca de Lorentz gravitacional.
Como consequéncia, nao ¢ possivel para um observador local distinguir entre estar
em queda livre no buraco negro de Schwarzschild ou em repouso no espaco-tempo
de Minkowski.

Assim, a partir de (5.58) e (5.59), podemos definir uma "energia opera-
cional"do campo gravitacional de maneira completamente analoga & do eletromag-
netismo, a saber:

E= / (E0')" + (Boy)*| &'z (5.60)
E importante ressaltar que esta definicdo foi inferida com base apenas no caso de
um sistema de referéncia em queda livre no buraco negro de Schwarzschild, sendo

sua validade estendida ainda sob investigacao.

5.3 Boost em Relacao ao Buraco Negro de Schwarzschild

Para enriquecer nossa compreensao a respeito do papel dos observadores
e efeitos de referenciais na medicao dos campos GEM, vamos considerar aqui um
observador realizando um boost de Lorentz na direcdo x em relagao ao buraco negro
de Schwarzschild.

Assim, vamos considerar inicialmente a métrica de Schwarzschild escrita em

termos de coordenadas isotropicas, isto é
ds* = —A*(da®)? + B*(dp* + p*d6* + p* sin® 0d?) | (5.61)

2 (1 —=m/2p)®
YT Armae
B* = (14+m/2p)*, (5.62)
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em = MG/ A varidvel p ¢ dada em termos de r, r = p(1 + m/2p)? e as
coordenadas x,y e z sao definidas como x = psinfcos¢, y = psinfsing e z =
pcosb.

Visto que nosso objetivo é analisar o comportamento dos campos GEM
através de um observador que se move na direcao x, ou seja, boost na direcao x, a
partir da métrica de Schwarzschild devemos trabalhar com essa métrica em coorde-

nadas cartesianas.
ds® = —A*(da®)? + B*(dz?® + dy* + d2°) . (5.63)

Neste ponto devemos escolher o campo de tetradas que representara nosso
observador. Consideremos previamente a formulacao usual das transformacoes de
Lorentz aplicadas ao espaco-tempo plano. Um boost na direcao x pode ser escrito

através do campo de tetradas como [44]

¥y =By 0 0
—pBy v 00
he (2% 2y, 2) = , (5.64)
0 0 1 0
0 0 0 1

onde v = (1 — 32)7Y2, B =wv/ec.
O boost na direcao x em relagao ao buraco negro de Schwarzschild é cons-
truido a partir de (5.64) considerando os coeficientes A e B que geram o tensor

métrico (5.63) e assim obtemos

YA —=pyB 0 0
—BvA 9B 0 O
he (2% 2y, 2) = , (5.65)
0 0 B 0
0 0 0 B

com h®,ha, = g, Novamente nos temos v = (1 — 82)7V2, B =v/c.

Os fatores A e B que aparecem na expressao acima sao dados em coorde-

7‘—2m+7’@/1—27m
A= (5.66)

r+r 1—27"‘

nadas cartesianas por




46

B:( AT )2, (5.67)

2m
1 T

r—m-+r

respectivamente. O fator r que aparece nas expressoes acima é dado por:

r =224y + 22 (5.68)

Usando a tetrada acima obtemos as seguintes componentes nao nulas da torgao

(5.26):

Toor = A, A (5.69)
Toos = A9, A (5.70)
Toos = AD, A (5.71)
Ty = B, B (5.72)
T3 = BO.B (5.73)
Tois = BO,B (5.74)
Toss = BO.B (5.75)
1313 = BO. B (5.76)
Ty = BO,B. (5.77)

A partir da expressao para o superpotencial (3.22), escrito em termos das torgoes,
podemos calcular o campo GE medido por um referencial que representa um boost
na direcao x relativo ao buraco negro de Schwarzschild. Quando consideramos b = 0

na definicao do campo GE, obtemos

Y
Eg® = —-0,B
(0) AB381 :
v
E(O)y — AB38?/B’
Eg® = —L.0.B. (5.78)

AB?
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Vamos considerar agora as componentes GM obtidas a partir da defini¢ao

(4.10). Novamente tomamos b = 0 e com isso chegamos a:

B(O):Jc = 07
B — B19:(AB)
O 2ABY
d,(AB
By, — 21045 (5.79)

2AB*
Notem que os campos GEM sofreram um aumento de um fator v devido ao movi-
mento do observador em relacao & fonte de campo gravitacional, ou seja, o buraco
negro de Schwarzschild. Outras componentes do campo GE sao obtidas quando

fazemos i =1eb=1,2,3, isto é

VB
Eqy* . B,
1) 155
E(Q)x — 0,
Eg® = 0, (5.80)

Levando em consideracdo i =2 e i = 3 em S,* = E,’ extraimos as compo-

nentes GE y e 2z respectivamente

VB
Ewy? AB3ayB’
E(2)y - O,
Eg? = 0 (5.81)
e
V53
Eq? = B
1) AB382 ,
E(z)z — O,
E@® = 0. (5.82)

E por fim vamos calcular as demais componentes GM. Para tal, devemos

considerar ¢ = 2 e j = 3 e assim obtermos as componentes x

Bu. = 0,
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_ _78y<AB)
Bae = —mi (5.83)

Com i =1 e j = 3 alcancamos as componentes y

70:(AB)
Bow = = pr
Bay = 0,
2,(AB)
Baw = “yapt
E finalmente as componentes z
B _ Vay(AB)
1z — 2 A B4 )
2,(AB)
Por = =g
B, = 0. (5.84)

As expressoes, da maneira que estao, fogem de qualquer interpretacao usual
baseada no eletromagnetismo. Desta forma, vamos nos focalizar nas componentes
com indice de espaco-tangente iguais a zero que, como ja mencionado, mostram
ser a "definicdo operacional"para os campos GEM. Além disso, uma comparacao
direta com o eletromagnetismo pode ser feita quando consideramos o regime linear

na gravitacao. Isso serd feito na préxima secao.

5.3.1 Regime de Campo Fraco

Para a comparacao com a situacao similar na eletrodinamica, consideramos
um observador que se move com velocidade constante em relagao a uma carga elétrica
em repouso. A configuragao consiste em uma carga pontual em repouso na origem
de um sistema de referéncia inercial (S). De forma geral, os campos eletromagnéticos
em um referencial que realiza um boost com velocidade constante na diregdo x (S’)

estao relacionados com os valores para os campos vistos no referencial inercial S por
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[45]

E,,
V(Ey —vB.),
Y(E, +vBy),
By,

v
7<By + gEz>7

7<Bz . C”—QEy) (5.85)

E importante ressaltar que na situacao descrita acima as componentes magnéticas

serao nulas no referencial em repouso, o que nos leva a

= Ea:v
= ’VEya
= 7E27
= O’

- @Eza
C

g, (5.86)

C

Como temos constatado, a direta analogia entre eletromagnetismo e gravitacao

ocorre quando ambas teorias estdo no regime linear. Sendo assim, vamos linearizar

as componentes dos campos GEM obtidas anteriormente. Para tal, vamos considerar

que

m
— << 1.
r

(5.87)

Nesse regime, obtemos as seguintes componentes GE:

Ymx

= ’)/E(O)Z. (588)
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O resultado obtido aqui é interessante, j& que, no regime de campo fraco os
campos GE sao do tipo newtoniano, aumentados por um fator v devido ao movi-
mento do observador em relacao a fonte do campo gravitacional. Porém, neste ponto
surge uma diferenca essencial entre as teorias. Para as componentes associadas as
direcoes independentes do boost, os campos possuem o mesmo comportamento, en-
quanto a componente x, associada ao boost, ganha um fator de Lorentz v extra que
nao existe quando comparamos os resultados acima com as expressoes derivadas a
partir da teoria eletromagnética (5.86). Assim, o fator v presente na primeira com-
ponente de (5.88) poderia representar um problema em nossa linha de raciocinio
dada a declarada similaridade. Observemos, entretanto, que sendo valido o princi-
pio da equivaléncia, a massa m em (5.88) pode ser tomada como a massa inercial.
Como sabemos, a massa inercial nao é um invariante de Lorentz e se transforma de
acordo com:

m' = ym. (5.89)

De fato, a massa de repouso mg é um verdadeiro invariante de Lorentz. Como
resultado, a responsabilidade do fator 7 na componente x do caso gravitacional
poder ser colocada sobre o fato de a massa presente na expressao do campo GE
nao ser apenas a massa de repouso, ou algum invariante de Lorentz, analogo a
carga elétrica. O fato que confirma essa afirmacao é que a componente alterada no
caso gravitacional estd na mesma direcao do movimento observador, que é a direcao
x. E nao havendo movimento nas direcoes y e z, a massa nas expressoes dessas

componentes permanece inalterada. Assim,

m'x
rx _
By =5 =

Eq". (5.90)
Indiretamente h& uma corroboracao do principio da equivaléncia, ou seja, para
realizar-se uma associagao entre o campo elétrico e o campo GE (no limite de campo
fraco) é necessario, para a justificativa da presenca do fator -, a substitui¢do da

massa gravitacional (m,) pela massa inercial (m;).

Se considerarmos o limite de campo fraco para as componentes GM com
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indice de espago tangente igual a zero, obtemos

BEO)CE = O,
m2z
/ —
B(O)y = B Ard
m2y
que pode ser reescrita como
BZO)J} = 07
m z
By = P, Eo’
m
Béo)z = BVEE(O)y7 (5.92)

onde E)Y e F® sao as componentes do campo GE medidas a partir de um ob-
servador em repouso. Vemos assim uma completa concordancia entre os resultados
acima apresentados e as expressoes eletromagnéticas (5.86), ou seja, a componente
GM na direcao do boost se anula e as demais sao escritas em termos dos campos GE
obtidos a partir de um observador em repouso.

Além disso, ao compararmos (5.86) com (5.92) vemos que o fator relativo a

1

-, € substituido

velocidade da luz, no caso do boost no contexto da eletrodinamica,

por um fator ”* quando consideramos um boost no caso gravitacional. Ou seja,

na teoria eletromagnética o campo magnético ¢ menor que o campo elétrico por

um fator de c¢. Por outro lado, no caso gravitacional o campo GM ¢ 2 menor

que o campo GE. E importante ressaltar que no regime considerado a razao “* é
considerada muito menor que um. Essa comparacao pode nos mostrar a magnitude

do campo GM em relacao ao campo GE, isto é

m
— &t (5.93)
r

o que nos da uma idéia quantitativa da diferenca entre os campos GE e GM.

A partir deste ponto serao calculadas apenas as componentes "operacionais”,

ou seja, as componentes com indice de espaco tangente iguais a zero, que sao aquelas
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onde a analogia se verifica. Porém, é importante ressaltar que as demais compo-
nentes guardam informacao importante sobre os campos, mas sem o paralelo com a

fenomenologia do eletromagnetismo.

5.4 Observador em Rotacao no Buraco Negro de

Schwarzschild

Nessa secao vamos considerar mais uma vez a métrica de Schwarzschild

escrita na forma

—®> 0 0 0
0 a2 0 0
g = . (5.94)
0o 0 L o0
0 0 0 H5rg

No entanto, queremos obter as expressoes dos campos GEM a partir de um obser-
vador em rotacao representado pelo campo de tetradas. Assim, devemos considerar

uma quadri-velocidade do tipo:
ut = (A,0,0,AQ), (5.95)

com €(r, 6) a velocidade angular do observador que de maneira geral pode depender
dered.
Através da relagao g"” = h*h,” e da condigao h" = u*, podemos cons-

truir um campo de tetradas que satisfaz as condicoes acima. Feito isso, obtemos

A 0 0 AQ)

—Csing o tsinfcosd 1 lcosbcosd —Z3ne
ho = ¢ ¢ O o : (5.96)

. —1 . Zsing
Ccosp a sinfiseng 1~ costlsing <=
0 a~tcos —r~tsind 0

CcOoI1

Q = Qr0),
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C = VA2 —a?,
= V14 A2Q2r25in20

- a (5.97)
a (1 — a202r2sin20)2 '

De posse do campo de tetradas, podemos calcular as torcoes das quais as

diferentes de zero sao:

sin 0A(0,.C)Qr — Z(0, A)

oor = Ac?(Z — sinfQr) (5.98)
027 T A02(Z — sinbQr) '
T212 = T(]_ - Oé) 3 (5100)
r?Q) sin 0 cos 0
Too3 = SnaCTO =7 (5.101)
, ANZ —r0, Z) + Zr(0,(AQ))
= 2 5.102
oo =rsin 9[ A(Z = CrQsin0) ] ’ (5102)
, —QA(sin0(0sZ) — Z cos 0) + Z sin 60y (AQ))
2 2
g = 1
Taop =17 sin 9[ A(Z — CrQsind) } o (5:103)
T rising [A in0(9pZ) — rC sin? 09, (AQ)
7 A(Z — OrQusing) L7004 T I SEE TG
— rCAZsinfcost — ZAcosO(Z — 1)} , (5.104)
T rsin” 0 [Ac in 0r2(9,Q) — ZaACQrsin @ + Qr2C'sin (9, A)
T A(Z — OrQusing) L7 A "
— Z*Aa+ AZ - Ar(arZ)} , (5.105)
1 ) .9 .
To13 A02(Z = Critsind) [AC’ aflsin“0 — ZC Aasin 6

+ rsinf[A0,C) — C@A)ﬂ : (5.106)
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_ r A2 :
Toz = A02(Z = CrQsind) [ AC*Qrsinfcosd + CAZ cos
+ sin0[A(8,0) — C(ﬁgA)}] , (5.107)
rQasin® 0
Tho3 = T OrQsnd (5.108)

A partir das torc¢oes calculadas, podemos obter os campos GEM para um observador
em rotacao no buraco negro de Schwarzschild. O procedimento para a obtencao
desses campos é totalmente andlogo ao apresentado nas se¢oes anteriores. Assim, a
componente radial do campo GE é dada por:
Egy" = _4roz2(Z —1CTQ S0 0) [arQ sin? 9( — AQ?0® + aNAZ
+ aAZQO,Q)rACO? + O2aZ(9,A)r — aQQA(E)TZ)r>

+ rsing (2400 — CQ(9, A)r — 2CAQa — AQ(D,C)r
~ 24C(0,Q)r — 3CAZ00) +24( — 27 + Za +1(0,7)

+ az?)|. (5.109)

Vemos que o fato de o observador estar em rotacao altera radicalmente a expressao do
campo GE quando comparamos com o valor obtido para o observador estacionario
(5.13). E importante ressaltar que se pararmos o observador, ou seja, tomando
Q(r,0) =0, em (5.109) recuperamos (5.13), como esperado.

Neste contexto surge uma outra componente do campo GE, a componente
angular E(O)(’ dada pela seguinte equacao:

1
4r2sin §(Z — Cr2sin 0)
r?a?Acosfsin?0(1 — Z) + Q*r?a®(A0yZ — Z9yA) sin® 0

—0?C%*r?Acosfsin’6

E’

Qrog(AC) sin? 0 + 201 A(9,92) sin? 0 — Qa®Z Ar?(9,Q) sin® 0

+ o+ o+

27A(1 — Z) cosf + 3QrCAZ sinf cos — 2A(0yZ ) sin 6] . (5.110)
Por outro lado, a componente angular E(0)¢ é nula:

E® =0
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Agora vamos voltar nossa atencao para as componentes GM obtidas para

este observador. Da mesma forma que no caso do campo GE, surge uma componente

radial GM dada por:

1
Boy = *rZ A(0pQ) sin® 0 + Qra’0y(AZ) sin® 6
© 4r3a? sin® 0[Z — CrQsin 0] arZ Ay sin” 6 + Qra’Gy(AZ) sin

202 Ar*Q?(9yc) sin® @ + CAZ cos ) — QrA(a® + C?) sinf cos 0

— a*QArZsinfcosf — sin 9(COpA — AﬁgC)] . (5.111)

E do mesmo modo, surge uma componente GM B g)y. Assim, temos:

1
Boy = — — 20°0* Ar®(0,C) sin® 0 AZ
()0 4r2atsin0[Z — CrQ)sin 0] [ @ Ar(9,C) sin6 + Ca

20%2 ACa* (o — 1) sin? § — r(C9, A — A9,C) — QC*raAsin§

r2a®AZ(0,Q) sin 0 + Qr?a?0,(AZ) sin ) — 3Qra*AZ sin 0

— Qra*Asinf + 20°rQAZ sin 9} : (5.112)
Finalmente, a componente B(g)4 ¢ dada por:
By =0

E importante notar que E(O)Q,B(O)T e B se anulam no caso de conside-
rarmos §2(r,0) = 0, o que é esperado tendo em vista que essas componentes foram
todas nulas no caso de um observador estacionario (ver secao 4.1).

Desta forma, obtivemos expressoes gerais para os campos GEM no caso de
um observador em rotacao que possua uma velocidade angular que seja funcao de r e
0, ou seja, Q(r,0). Sera interessante agora calcular os valores dos campos para uma
escolha de velocidade especifica, descrita em termos dos parametros fisicos. Optamos
em considerar a velocidade angular do observador em relagao ao buraco negro de
Schwarzschild como sendo exatamente a velocidade angular do buraco negro de Kerr
em relacao a um observador estacionario, isto é,

Q(r,0) = % (5.113)
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ou ainda,

2amr

Qr,0) =
(r,0) (r2 +a2)? — (r2 + a® — 2mr)a?sin® 6’

(5.114)

com a = J/m, ou seja, a ¢ o momento angular por unidade de massa. Essa escolha
deve-se ao fato de que no préximo capitulo serao obtidos os campos GEM do buraco
negro de Kerr em relacao a um campo de tetradas adaptado a um observador esta-
cionario. E assim, poderemos comparar o efeito dos referenciais sobre os campos
GEM.

Ao substituirmos a velocidade angular (5.114) nas expressoes dos campos
GEM obtidas anteriormente chegamos a resultados extremamente longos e de dificil
interpretacao. Uma alternativa a esse problema foi considerar os limites de campo

fraco e rotacao lenta. Tal consideracao seré apresentada na proxima secao.

5.4.1 Observador em Rotacao no Limite de Campo Fraco e Movimento
Lento

Novamente vamos considerar o limite de campo fraco, isto é,

UL (5.115)
.

e ainda o limite de movimento lento dado por:

2 <. (5.116)
.

Os campos GEM estao escritos em termos das quantidades o, A,C, Z e Q.
Assim, vamos considerar os limites (5.115) e (5.116) nessas quantidades e posteri-
ormente substituir esses valores nas expressoes dos campos GEM obtidas na secao
anterior.

Ao tomarmos novamente a expressao da velocidade angular

2amr
0= 5.117
(r2 +a2)? — (r2 + a2 — 2mr)a? sin® 0 ( )
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e considerarmos os limites de campos fraco e movimento lento, chegamos a:
Q=——. (5.118)

A partir de agora quando mencionarmos a velocidade angular do observador em
rotacao estaremos nos referindo a expressao acima. Assumindo as aproximagcoes

(5.115), (5.116) e (5.118) e expandindo em série de Taylor os coeficientes o, C, A e

Z, obtemos:

a = 1+ n ,
,

c o~ 9 (1 _1_2@) ams2in9 7

r r

A = 4@ (jme)Q ,
r r
a?*m? (sin 0)°

Z = 142 , (5.119)

4
respectivamente. Neste ponto, podemos substituir os coeficientes acima nas ex-
pressoes gerais dos campos GEM obtidas na secao anterior. Assim, as componentes

GE surgem quando utilizamos (5.119) em (5.109) e (5.110), o que gera:

. m a*m?
Egy' = —3 5 sin 0 (5.120)
e
2,2
Ep’ = ¢ 7? sin  cos 6. (5.121)
r

A componente ¢ do campo GE é nula, mesmo no caso geral
E? = 0. (5.122)

Note que a contribuicao devido a rotacao do observador sao despreziveis se compara-
das com as consideragoes (5.115) e (5.116), entretanto essas também sao os maiores
termos provenientes do momento angular do observador. Considerando rigorosa-

mente os limites de campo fraco e movimento lento temos que

m
R
T2

E(O)e ~ 0 ,

E(O)T' ~

Ep? = 0. (5.123)
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Para o célculo do campo GM devemos substituir (5.119) nas expressoes

(5.111) e (5.112). Apoés algumas manipulagoes algébricas chegamos a:

am? cos 6

Bor =~ 5.ma (5.124)
2am
By = — i (5.125)
e
Boys = 0. (5.126)

Assim, podemos considerar que a tnica contribuicao GM é devida a componente 6,
dado o carater das aproximacoes. Uma comparacao dos resultados acima com os

provenientes do buraco negro de Kerr sera realizada no préximo capitulo.



Capitulo 6

Os Campos Gravitoeletromagnéticos de

uma Simetria Axial

6.1 O Campo Gravitoeletromagnético de uma Simetria Axial

no Teleparalelismo Equivalente & Relatividade Geral

A simetria axial é obtida quando a simetria esférica é quebrada por uma
rotacao. Estudar o comportamento dos campos GEM nesse tipo de simetria é impor-
tante uma vez que esta engloba um grande nimero de configuracoes fisicas, como por
exemplo, sistemas binarios, estrelas de néutrons, aglomerados de galéxias, incluindo
até mesmo o buraco negro de Kerr. Desta forma, conseguimos obter expressoes
gerais para os campos GEM.

Inicialmente vamos considerar a métrica de uma simetria axial escrita na

sua forma mais geral, ou seja, [46]
ds® = goodt® + 2go3dedt + gi1dr® + goadf® + gazdey® . (6.1)

E importante ressaltar que todas as componentes do tensor métrico escrito

acima dependem de r e f. Optaremos por um observador estacionario em relacao a

29
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simetria axial. Um conjunto de campos de tetrada que satisfaz essa condicao é dado

por:
—A 0 0 —B
y 0 /g11sinfcos® /gascosbcos @
i 0 \/g11sinfsing /goscosbsin ¢
0 \/g11 cos b — /22 sin 6 0
onde

A = /(=g0w),

AB = —gos,
51/2
Csinf = ———
(—g00)

e o coeficiente § que aparece acima ¢ dado por:

Através da expressao

obtemos as seguintes componentes da torcao diferentes de zero:

0 = 903903 — 900933-

Ta/.w - Fap,l/ - Favua

—Ad\B,

_Ad,B.
1 2

581 (A ) )
1

Z0,( A2

282( ) Y
1

—582(911) )

1

5(91 (922) — V9911922,

1 .

551 (933) - \/9110 sin’ 0,

1
532(933) — /g22C sinf cos 6.

—(C'sinfsin ¢
C'sinf cos ¢

(6.3)

(6.4)

(6.5)

(6.6)
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Através da expressao (4.9) e da defini¢ao do superpotencial (3.22) vamos cal-
cular os campos GE. Apo6s alguma manipulacao algébrica obtemos as componentes

radiais do campo GE, ou seja,

St =E = [h g% g™ (Ta01 — Tons) + g% 9" (Tons — T301)}

DO — | =

+ [h 9% 9" Tors + g™ g Ty — hb3903911T313] : (6.7)

Na expressao acima surgem componentes do tensor métrico contravariante.

Assim, vamos escrevé-lo em termos da métrica (6.1). Fazendo isso, obtemos:

—amog 4
1
w_ | 0 g 00 68
9 ) .
0 T 0
o0 0

e novamente 6 = Go03903 — Go0933-
Ao considerarmos o indice de espaco interno, b = 0, encontramos
g 1 1 1
Eo" = gu) + 5 [— <—(91 g22) — \/922911)
© 49117/~ good Oilgn) 911922/ —Goo \2 (922)

. jo_o_goo 5( 01(gs3) — \/g11C sin? 9)} . (6.9)

Para obtermos a componente angular # tomamos ¢ = 2 na definicao de

campo GE (4.9). Desta forma, obtemos inicialmente

S =B = 1 [h 29" 9% (T302 — Toos) + 19”9 (Toas — T302)}

1
+ 5 [hboglngZTml + hb0933922T323 - hb3903922T323} . (6-10)

Novamente, devemos fazer b = 0 na expressao acima, assim

1 gos
Eq.f¢ = 0, n 5
Y 4/ =900 [9225 (903) Goo g1 2(911)]
goo .
Vv 0 cosb)] . 11
2922\/%5[ 32(933) gQQCSIH cos] (6 )
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E finalmente a componente ¢ do campo GE é obtida a partir de (4.9) com

1=3eb=0:

S(0)03 - -E([))(ZS - 4 [h( )1 00 33(7v301 + T013) h(O Lg% 3O(jv(]li’» - T301>

+ N )2 0633 (T309 + Tpa3) — hoy°g 299 g% (Ta09 + Toa3) | . (6.12)

Pelo fato de termos adotado um campo de tetradas que represente um observador

estacionério, as componentes hg)' e hp)? sdo nulas e assim
E? = 0. (6.13)

Neste ponto vamos voltar nossa atencao para o campo GM de uma simetria
axial. Desta forma, consideramos a definigdo (4.10).
A componente 6 é obtida ao tomarmos 7 = 1 e j = 3 na defini¢do mencionada

acima. Apds um longo calculo, porém simples, obtemos a seguinte expressao:

1
Sp'? = —Byy = 1 [hbogng?’g(Tms — Tso1) + W’ g™ ¢°°(T301 — Tow)}
1
+ 5 [hbggoognTom - hb0911930T001 - hb3911922T212] . (6-14)

Com isso, apos a substituigdo das componentes do tensor métrico dado por (6.8) e
das torgoes (6.6) e ainda com b = 0 a expressao para 5(0)13 pode ser simplificada

comao:

1
By = ————
© 4v/=Ggoog110
Chegamos a componente radial do campo GM ao considerarmos i = 2 e

J = 3 na defini¢do (4.10),

[903@1 (900) — gooO1 (903)] . (6.15)

Sy =By, = [h 2922 6% (T309 — To3) + h’g*2 g% (Toas — T302)]
+ 3 [hb?’goongooz — hy g% g% Tos — hb3911922T121} (6.16)

e assim, fazendo b = 0 na equagao acima, encontramos:

1
By, = —— 0 o 1, . 6.17
(0) 4 \/%922 5 [903 2(900) goo 2(903)} ( )
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Finalmente vamos fazer : = 1 e j = 2, o que resulta em:

B(0)¢ = % h(0)2911903(T301 - T013) - h(0)1922903(T302 - T023)
+ h(0)2900911T001 — h(0)2911933T313
- h(0)1900922T002 + h(0)1933922T323] . (6.18)
Devemos destacar novamente que h(0)2 =0e h(o)l = 0 pois escolhemos um campo

de tetrada que representa um observador estacionério a simetria axial. O que resulta

ems:

E importante ressaltar que esse é um resultado geral e pode ser aplicado a todas as
configuracoes fisicas que possuem simetria axial. Como aplicagoes, iremos calcular
os campos GEM, considerando-se um observador estacionario, para o buraco negro

de Kerr e para uma estrela de néutrons.

6.2 Buraco Negro de Kerr

O elemento de linha da métrica de Kerr nas coordenadas de Boyer-Lindquist

é dado por [4]

2 ta2 2
2 Y7 o 2xsin”d P~ 2
Y2sin% 6

com

A = 2 +d>—2mr,

p* = r*+a’cos’l,

¥ = (r*+a*)? - Ad*sin’ 6,
v = A—a?sin?6,

X = 2amr. (6.20)
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A quantidade am = J é o momento angular do buraco negro de Kerr.
O campo de tetradas previamente escolhido é adaptado a observadores esta-
cionarios, entao teremos aqui o mesmo tipo de observador. Explicitamente, podemos

substituir o tensor métrico acima em (6.2) o que nos leva a [47]:

—A 0 0 -B
0 \/;:sinecomb v/ p?cosBcos¢p —C'sinfsing

Bap = . , (6.21)
0 /Xsinfsing +/p?cosflsing C'sindcos¢
0 %COS@ —+/p?sind 0
onde
12
A — ?,
2y sin? 0
W e

o1 [ 2xsin?0\” (w? (SPsin®f
Csing = \/Zj[( 2 ) (pQ)(—,OQ )] (6.22)
p

E importante ressaltar que no caso do buraco negro de Kerr, sabemos que
nao é possivel existir um observador estacionario na regiao da ergosfera, definida
por ry <r <r* comry =m+vm?—a®er*=m+ vm?+ a?cos?6. Neste caso
vamos considerar r a partir da superficie da ergosfera, ou seja, a coordenada radial
sera r > r*.

As componentes da torcao diferentes de zero sao dadas por (6.6), o que para

esse caso especifico resulta em:

1 ¢2
Toor = -01—
001 5 po’

1 @Z)Q
Toor = —Op—
002 5 2p2’
Tys = —A0B,
T023 — _A82B7

1 2
Tie = —=0y(2),
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1 [ 2
T2 = 581(02)— %P2>

T30 = BOA,
T30 = BOA,
1 Y2 sin? 0 [p% ., .
T313 = 581 <—p2 > — ZC’sm 0,
1, (X?sin’0
Tao3 = 582 <s;2n> — v/ p?C'sinf cosb. (6.23)
p

A componente radial do campo GE é dada por (6.9). Substituindo as componentes

do campo de tetradas (6.21), do tensor métrico (6.19) e das torgoes acima obtemos

. A xam sin® 0
Eq" = - [ —(p* —2r?)
2,/%()(2 sin? 0 + ¢2%2) P
Y° . rp?3?
+ ?[27“(7’2 +a®) — (r — m)a®sin® 0] — P ]

1 2 /rA A 1 2A
T N ES T N S
2\ Y2\ pt p? 2\ x?sin” 0 + 2%2

E importante salientar que o resultado acima deve conter a solucdo de Schwarzschild
uma vez que podemos pensar que espaco-tempo de Kerr equivale a uma quebra de
simetria por rotacdo do espago-tempo de Schwarzschild (no dominio considerado).
De fato isso acontece, ou seja, considerando o momento angular (J = am) igual a
zero na expressao acima, obtemos o campo GE do buraco negro de Schwarzschild
[39]. Além disso, o resultado acima também possui limite newtoniano quando faze-
mos J =0e 2 << 1.

Como mostrado na secao anterior, a simetria axial gera uma outra compo-
nente para o campo GE além da radial, ou seja, surge nesse contexto a componente

E(O)(’ que é dada por (6.11). No caso especifico da geometria de Kerr obtemos:

Eol — cos 6 1 [1_¢2Aa200595m29 2 )2 (6.25)
© 7 2sing | p2y? x2sin? 0 + 1232 x2sin? 0 + 2521 '

Este resultado é novamente coerente com o obtido ao considerarmos o espaco-tempo

de Schwarzschild, ji que a componente acima anula-se se tomarmos J = 0. Ob-

servamos que é razoavel o aparecimento desta componente de campo GE, além da
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radial obtida em Schwarzschild, uma vez que a simetria do problema foi alterada.
Portanto, quebrando a simetria esférica da solucao de Schwarzschild é natural que
surjam contribuicoes de campos em outras direcoes. E por fim temos que a compo-
nente angular ¢ do campo GE ¢ nula, ou seja, E(0)¢ =

Agora vamos voltar a nossa atencao para as componentes GM obtidas a

partir da solucao de Kerr. A componente ¢ do campo GM resulta em
By =0, (6.26)

o que esta de pleno acordo com o resultado analogo obtido no eletromagnetismo.
Ou seja, uma casca esférica carregada eletricamente e em rotagao possui o potencial
vetor na dire¢ao dire¢ao ¢, porém campo magnético apenas nas direcoes r e 6.
A partir do resultado (6.15) obtivemos a seguinte componente do campo
GM:
1 Aam(r? —a® + a®sin®0)
Vizpr 2(x%sin? 6 4 ¢252)

Note que ao anularmos o momento angular na solucao de Kerr a componente acima

(6.27)

Boyo =

desaparece, mais uma vez em concordancia com os resultados obtidos no capitulo
anterior, pois se considerarmos o espago-tempo de Schwarzschild nao esperamos
obter componentes GM.

Assim como no caso eletromagnético, aqui também surge uma componente
radial para o campo GM. O resultado geral obtido na secao anterior é dado pela

expressao (6.17). No caso especifico do buraco negro de Kerr encontramos

1 amrcosf(y? — a®sin® 6)
Boyr = s —" (6.28)
V2p? sinf(x?sin” 6§ + 1)?32)

Novamente tomando J = 0, a componente B(g), acima anula-se e recuperamos o

resultado obtido para a solucao de Schwarzschild.

6.2.1 Limite de Campo Fraco e Movimento Lento na Solucao de Kerr

Agora vamos considerar o espaco-tempo de Kerr nos limites de campo fraco
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e movimento lento [16]. Campo fraco significa admitir grandes valores de r, isto é

m
— << 1 (6.29)
-

Por outro lado, o limite de movimento lento é obtido ao considerarmos

T, (6.30)
.

onde a, como vimos, corresponde ao momento angular por unidade de massa. Desta
forma, o elemento de linha da solucao de Kerr nos limites de campo fraco e movi-
mento lento torna-se:

2 2
ds? =~ — (1 — —m) dt* + (1 + —m) dr® + r*(df* + sin® 0d¢?)
T

r

4
— —Jsm29d¢dt, (6.31)
.

Assim, para obtermos os campos GEM levando em consideragao o limite
de campo fraco e movimento lento, basta substituirmos as componentes do tensor
métrico acima nas solugoes gerais previamente obtidas. Entao, a componente ra-
dial do campo GE pode ser obtida a partir do resultado (6.9). Consideremos as

componentes do tensor métrico (6.31) na expressao acima e tomamos as expansoes

l+z)t=1Faz+2>Fz*+ .. (6.32)
e
, 1 3 5
(1+a) 2 = 1$§x+§x2:|:1—6x3+.... (6.33)

Aqui z representa as razoes 2 e 2 ou ainda termos multiplicativos envolvendo esses
T T

dois termos. Esses calculos nos levam a

29 . 9 Aa2m2sin?
By = _a“m”sin”f 1_2_m L m 1+2_m_ a*m*sin-0
© rd r r r rd
1711 2 1
CRO-E) )00 )
2Llr T T T T T
1 m 2m o2m  4a*m?2sin®6
-y 2 e
r r r r r
1 m m  2a*m?2sin®6
- (=D BRI (6.34)
r r r r
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o que resulta em
m  2a’m?sin®4

Bo'=-5-""7

(6.35)
Note que o primeiro termo do lado direito da expressao acima é o maior dentre os que
surgem da razao 7+ e que o segundo termo ¢ a maior contribui¢ao devido a rotagao.
Este resultado ¢ muito interessante pois vemos claramente o efeito da rotacao somada
a gravitacdo Newtoniana. Ou seja, para um corpo em rotagao a componente radial
do campo GE é acrescida por uma contribuicao vinda do momento angular da fonte
de campo gravitacional. Por outro lado, devemos notar que o termo que surge devido
ao momento angular da fonte de campo gravitacional ¢ muito pequeno. Termos
dessa ordem ja foram desconsiderados quando obtivemos o tensor métrico (6.31).

" seriam muito menores do que

As contribui¢oes desses termos para o campo K
a exibida em (6.35), logo este é de fato o termo de corregdo do momento angular
ao campo newtoniano. Assim, levando em consideracdo as aproximagoes (6.29) e
(6.30), a componente radial do campo GE é dado pelo campo newtoniano.

Neste contexto, surge uma componente GE angular dada pela seguinte ex-

pressao

1 9o3 1
Eq’ = —[—a + 0 ]
© 4\/% G220 2(903) 922911 2(911)

oo 1 :
2g22\/%5[282(933) \/922Csm<9008(9]. (6.36)

No limite considerado a componente do tensor métrico g;; passa a nao depender do
angulo 0, ou seja, Jy(g11) = 0. Levando em consideragao que
53

Csinf =
v —900

(6.37)

obtemos

90302(9o03) v/ —90002(933) B cosf
4y/=g00g220 4220 2,/G2202

Eo’ =

e assim chegamos a

2a’m? sin @ cos 0
Eqp’ = - : (6.38)
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E importante observar que esta componente do campo GE depende diretamente do
momento angular, assim anulando a rotagao do buraco negro de Kerr recuperamos
o resultado de Schwarzschild como obtido no capitulo anterior para o observador
estacionario.

Novamente, se olharmos com atengao para os limites considerados (6.29) e

(6.30) veremos que
Ep’ =~0. (6.39)

Este resultado é esperado ja que os efeitos de rotagao lenta sao despreziveis quando
comparamos com o campo newtoniano (considere a Terra como exemplo).

A componente E(0)¢ é igual a zero mesmo no caso sem aproximacoes, o que
esta coerente com os resultados analogos do eletromagnetismo.

Sejam agora as componentes GM calculadas a partir de um observador
estacionario em relacao ao buraco negro de Kerr e nos limites de campo fraco e
movimento lento. Para tal, vamos considerar novamente o resultado obtido para a

componente radial do campo GM de uma simetria axial, isto é,

1
Boyr = m [903(92(900) — 90002(g03) | - (6.40)

Note que no regime em que consideramos (6.29) e (6.30) a componente goo do tensor

métrico (6.31) ndo depende de 6 e assim

D2(g00) = 0, (6.41)

o que reduz a componente GM acima a

G000 (903)

B 4\/ — 0009220

e além disso podemos reescrever ggy como

900 = —v =900V — 900, (6.43)

assim chegamos a

vV —90082(903)
B = 44
Or 10720 (6.44)
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Substituindo as componentes do tensor métrico (6.31) na expressdo acima e levando

em conta as aproximacoes feitas até aqui, obtemos:

am cos

rsinf
E importante notar que esse é o maior termo entre todos do calculo efetuado acima.
E mesmo assim muito pequeno comparado com nossas aproximacoes de forma que
consideramos a componente acima nula, By, ~ 0.

Para a componente 6 do campo GM o procedimento serd o mesmo, ou seja,
vamos substituir o tensor métrico aproximado (6.31) no resultado geral obtido a

partir da simetria axial (6.15). Feito isso, encontramos
= (6.46)

e novamente o resultado acima corresponde ao maior termo obtido entre todos para
essa componente. Além disso, note que tanto a componente B ), quanto B(g)g sao
diretamente proporcionais a0 momento angular da fonte e assim, caso o buraco negro
pare de girar, as componentes acima desaparecerao.

Finalmente, resta-nos a componente ¢ do campo GM. O resultado obtido
a partir da simetria axial é nulo (6.19), isto é, mesmo no caso geral a componente

angular ¢ é zero. Assim
Bgyy =0 (6.47)

Resumidamente, podemos dizer que a rotagdao da fonte do campo gravita-
cional, ou seja, o momento angular do buraco negro de Kerr gera uma pertubacao

angular no campo GE e uma pertubacao radial no campo GM.

6.3 Sobre o Carater Absoluto da Rotacao

Nesta se¢ao vamos comparar o resultados obtidos na se¢ao (4.4) do capitulo

anterior com os resultados da secao acima, ou seja, vamos comparar oS campos
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GEM obtidos por um observador estacionario em relacao ao buraco negro de Kerr
com os campos GEM de um observador em rotagao em relacdo ao buraco negro
de Schwarzschild com a mesma velocidade angular do buraco negro de Kerr. E
importante lembrar que essa comparacao s6 sera possivel na ambito do limite de
campo fraco e movimento lento.

Tendo em vista a natureza dos sistemas fisicos descritos acima, podemos
fazer uma breve discussao sobre o cardter absoluto da aceleracao utilizando nossas
defini¢oes dos campos GEM. Essa questao foi abordada inicialmente por Mashhoon
[48] para o gravitomagnetismo no contexto da RG. Sua principal conclusao é que
efeitos gravitomagnéticos sao medidas absolutas de um corpo massivo. Mashhoon
considerou um corpo astrondmico em rotagao, por exemplo, a Terra no interior de
uma casca esférica concéntrica que representa o céu e as estrelas. Entao estudou
duas situagoes diferentes, isto ¢, a Terra em rotacao com a casca esférica estatica e
a Terra parada com a casca esférica girando. Ele concluiu que uma particula teste
na Terra sentiria efeitos fisicos diferentes em cada situacao. Portanto, a priori, seria
possivel distinguir as duas situacoes evidenciando o carater absoluto da rotacao que
em Ultima andlise estaria relacionada a aceleracao (centripeta).

No mesmo sentido Maluf concluiu que a aceleracao possui carater absoluto,
mas de uma maneira totalmente diferente [49]. Ele considerou outras duas situagoes.
(i) um observador linearmente acelerado em relagao a um buraco negro estacionéario.
(ii) um buraco negro linearmente acelerado em rela¢ao a um observador em repouso.
A anélise foi realizada com base na medida feita pelo observador da radiagao gravi-
tacional através de uma superficie esférica. Na situagao (i) a expressao obtida para
a radiagao foi exata enquanto na (ii) o resultado encontrado foi aproximadamente o
mesmo, isto é, foi mostrada uma diferenca sutil entre os dois casos.

Voltando a nossa anélise, vamos reunir os resultados anteriormente obtidos.

Assim, no caso do observador em rotagao no buraco negro de Schwarzschild chegamos
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as seguintes componentes GE:

m  a*m? .
Ey" = 3 + - sin? 4,
2,2
E? = am sinf cos @ ,
(0) 6
As componentes GM obtidas foram
am? cos 6
Bor="5ne
2am
By = — et

(6.48)

(6.49)

(6.50)

(6.51)

(6.52)

(6.53)

Por outro lado, os campos GE de um observador estacionario em relacao ao

buraco negro de Kerr encontrados foram:

m  2a*m? |
E(O)T = —ﬁ — 5 Sln2 9,
2 20,2
E(0)9 _ gn sinf cos @ ,
T

Finalmente, as componentes para as componentes GM temos que:

am cosf
Boyr == rosinf
2am
By = ——3

(6.54)

(6.55)

(6.56)

(6.57)

(6.58)

(6.59)



73

De maneira geral observamos uma grande similaridade para os campo GE e
GM calculados nas duas configuragoes. Para as componentes radiais (6.48) e (6.54)
o termo newtoniano ganha o mesmo fator de corre¢do (a menos de um coeficiente 2)
porém com sinais diferentes e a rotacao gera um campo efetivo ligeiramente menor ou
maior que o newtoniano em cada caso. As componentes (6.49) e (6.55) sdo idénticas
(a menos do fator 2), da mesma forma que (6.50) e (6.56). A maior diferenca
esta entre os campos GM radiais encontrados (6.51) e (6.57), por corresponderem a
diferentes ordens de grandeza , ou seja, ™* inferior no caso do observador em rotagao
comparada a mesma componente obtida a partir do buraco negro de Kerr e sinais
diferentes. E as demais componentes (6.52) e (6.58) ou ainda (6.53) e (6.59) sao
idénticas. Ainda assim, concluimos existir uma sutil diferenca entre os dois casos,
exatamente de acordo com a literatura.

E importante notar que ndo podemos afirmar de forma unulante o abso-
lutismo da aceleragao nos casos estudados, dada as muitas aproximacoes feitas até
a obtencao dos resultados acima. Assim, os cédlculos aqui apresentados mostram
uma diferenca ténue entre os dois sistemas fisicos, ou seja, sao aproximadamente
iguais. Isso se deve ao fato de que a tinica contribuicao forte o suficiente para ser
facilmente detectada é a contribuicao newtoniana, enquanto as outras requerem uma
aparelhagem com grande precisao. Esperamos que célculos exatos dos campos GEM

confirmem a suspeita acerca do absolutismo da aceleracao.

6.4 Estrela de Néutrons

Nosso objetivo agora é aplicar os resultados gerais obtidos para os campos
GEM a partir de um observador parado em relacdo a uma geometria axial em
uma configuragao que apresente campo gravitacional intenso. Desta forma, vamos
considerar a geometria de uma estrela de néutrons. Uma estrela de néutrons que

apresente rotagdo aproximadamente rigida possui um tensor métrico dado por [50]:

ds* = —A%dt* + B2dr? + r*d6* + r*sin® 0(d¢ — wdt)?, (6.60)
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ou de forma mais explicita
ds® = (= A*+r2w?sin? 0)dt* + B 2dr? +r*d6* +r* sin® 0d¢* — 2wr? sin® Odpdt. (6.61)

Vemos claramente que o tensor métrico acima possui simetria axial e, desta forma,
podemos aplicar os resultados previamente obtidos. Nosso interesse é calcular os
campos GEM exterior a estrela de néutrons, e nesse caso temos que 0s parametros

acima sao dados por

2
42— - mR]7
T
2
B2 — [1_ mR]—l’
r
w = 2Jr?, (6.62)

para r > R. Aqui R é o raio da estrela, w é a velocidade de observadores inerciais
ao longo do eixo de rotacao e J é o momento angular da estrela.

Primeiramente vamos calcular a componente Bjg)y através da equagao (6.15)
obtida de forma geral na secao anterior. Substituindo as componentes do tensor

métrico (6.61) na equagdo acima chegamos a

J 12J%sin” 0
By = 21 _ 2B 4J25in29)1/2 (1 i ) (6.63)
Por outro lado a componente B, dada por (6.17) torna-se
Jcos
By = (6.64)

T . 2 2 .
r5 sm@(l __2mR __ 4J sin 9)1/2
T T
Note que as componentes acima sao diretamente proporcionais ao momento angular
da estrela de néutrons, ou seja, as componentes acima anulam-se caso a estrela perca
sua rotagao, o que é um resultado esperado. A componente B(g 4 = 0, j& que trata-se
de simetria axial.

Agora voltaremos nossa aten¢ao para as componentes GE geradas por uma

estrela de néutrons. Obtemos a seguinte componente GE E"

2mR 2mR %
. (1_T>_<1_T> J2sin% 6
E)" = -

N 1/2 1/2°
27»<1_M_M) / r5(1_2mR_4J2sin29) /

r r r r
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Devemos notar que, a componente radial GE acima é alterada devido a rotacao
da estrela. O segundo termo da expressao acima ¢é diretamente proporcional ao
quadrado do momento angular da estrela de néutrons.

O fato de a estrela de néutrons estar girando gera o surgimento de uma

outra componente GE, a componente E(o)e, dada por (6.11) e assim

2 .
Eof = 2J7sin 0 cos 0 -
6 <1 _ 2an _ 4J2:in29>
6 2mR  4J%sin? 0\ 1/2
+ o e e ~1]. (6.69)
r r

27"2(1 — QT—R> sin

Finalmente a componente E(0)¢ = 0 como visto anteriormente. E impor-
tante ressaltar que a tnica componente que permanece diferente de zero quando
anulamos o momento angular da estrela de néutrons é a componente )", o que é
um resultado esperado.

Os resultados acima mostram entre outras coisas que as nossas definicoes de
campos GEM podem ser utilizadas tanto no contexto exato quanto no aproximado.
Ou seja, mostram-se apropriadas para tratarmos problemas referentes a campos
gravitacionais intensos e a sua corroboracao espera ainda por dados observacionais

relativos a essas configuragoes.



Capitulo 7

Ondas Gravitacionais

7.1 Campos GEM em ondas Gravitacionais

A existéncia de ondas gravitacionais é discutida desde que o préprio Einstein
estudou solucoes de campo fraco em suas equacoes de campo. Mas apesar de serem
previstas teoricamente, as ondas gravitacionais, como fendémeno fisico, tem sido
aceita apenas nos iltimos anos. Um dos grandes fatores que promoveu esta aceitacao
foi a descoberta do pulsar PSR1913+16 em 1974 por R. A. Hulse e J. H. Taylor,
que corresponde a um sistema binario que sofre um decaimento do seu periodo
orbital, o que foi explicado pela possivel emissao de ondas gravitacionais [51]. Os
dados medidos nos tltimos 30 anos tangenciam de forma impressionante as previsoes
de ondas gravitacionais feita pela RG. Esta evidéncia fenomenolégica é considerada
uma observacao indireta das ondas gravitacionais e por este trabalho, Hulse e Taylor
receberam o prémio Nobel em 1993.

Atualmente existem iniimeros detectores de ondas gravitacionais espalhados
pelo mundo e que utilizam diferentes técnicas de medida [52, 53, 54]. Ha inclusive
um detector no Brasil chamado Mario Schenberg, em homenagem ao fisico brasileiro,
localizado na Universidade de Sao Paulo num prédio de mesmo nome. Apesar disso,

nenhuma medida direta foi feita até o momento.

76
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Na literatura encontramos intiimeros modelos que descrevem ondas gravita-
cionais. A abordagem mais usual é dada por métodos pertubativos, considerando
por exemplo, o caso do campo gravitacional fraco. Neste caso, a métrica do espago-
tempo corresponde a soma de uma métrica plana mais uma pertubacao, que é subs-
tituida nas equacoes de Einstein. As ondas gravitacionais também sao discutidas
na literatura no contexto do regime nao linear [55|.

Nosso objetivo é estudar as ondas gravitacionais no contexto exato a par-
tir das nossas defini¢coes dos campos GEM, ou seja, pretendemos caracterizar as
grandezas fisicas associadas a onda, tal como, escrever o vetor de Poyntig em ter-
mos dos campos GEM. Finalmente, pretendemos investigar se as ondas gravita-
cionais possuem caracteristicas de propagacao analogas as do eletromagnetismo,

por exemplo, se I’ e By, gravitacionais sao perpendiculares & propagacao da onda.

7.1.1 Solucao Exata para Onda Plana

E possivel obter uma solucao exata das equacgoes de Einstein que tenha
caracteristicas similares as das ondas planas gravitacionais no contexto da teoria
linearizada. Entretanto, algumas condicoes comuns as duas abordagens devem ser

satisfeitas [55, 56|, ou seja,
Rw=0, V,K,=0, KK"=0, (7.1)

com R, o tensor de Ricci e K* o quadri-vetor de onda. A segunda relagao acima
generaliza a propriedade de ondas planas no espaco plano. Desta forma, um elemento
de linha que descreve uma frente de onda gravitacional plana viajando na dire¢ao z

e que representa uma solucao exata das equacoes de campo da RG, é dada por:
ds* = da® + dy* + 2dudv + H(z,y, u)du?, (7.2)

com H(x,y,u) uma fun¢do que gera a onda gravitacional e que deve satisfazer a

seguinte condicao:
( 9?2  0?

22 + 8_y2> H(z,y,u)=0. (7.3)
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Para reescrevermos a métrica acima em coordenadas cartesianas usuais,

devemos considerar a seguinte transformacao

1
u=—(z—t 7.4
5= (7.9
e
! (z +1) (7.5)
V2
e assim encontramos
2 1 2 2 2 1 2
ds? = —(§H . 1)dt ~da? — dy? — (EH + 1>dz + Hdtdz. (7.6)

Devido ao fato de que inicialmente a nossa finalidade é observar o comporta-
mento dos campos GEM da onda acima, escolhemos um campo de tetrada adaptado
a observadores estacionarios no espaco-tempo. Um campo de tetrada que satisfaz

esta condigdo, isto é, k()" = 0 é dado por [57]:

A0 O0 B
010 0
hbH: ) (77)
0 01 0
000 C
com
1 1
A = (—§H+1)2,
AB = im.
2
AC = 1. (7.8)

Em (7.7) (b) denota linha e (u) coluna. Note que tomando H = 0 a métrica
acima se torna plana (espacgo-tempo de Minkowski), o campo de tetradas se reduz a

h®, = 0%, e conseqiientemente as tor¢oes serdo nulas (7, = 0), o que é esperado.
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Através da relagao (3.14)

tor¢ao nao nulos:

obtemos os seguintes componentes do tensor de

1
——0, A*
2 1 9
1
_28,A
262 )

1
—583142 + AoyB

+AD,B
+Ad,B
—BA,A,

—B0O,A,

%%uﬁ—mﬂ)—B@A,
1
58&3?—06,
%@gﬁ—cﬂ.

(7.9)

De posse das torcoes, estamos novamente aptos a calcular os campos GEM

definidos em termos da expressao (3.22). Com isso a expressiao para Sp% é:
G0 = [h Lg0gB T+ B 2™ g Taos + P % g Taos + hy 0% 0% Tosn
hy?g* 9" Tosz + g™ <9i1T301 + 9% T2 + 9i3T303)
+ 03( Mows + 9i2T023> + hy' g™ <9i2T012 + 9i3T013>
— g (9“T012 + gi3T032> — hy*g” <9i1T013 + gi2T023>

+ R 03( T30 + gi2T320) — hy' g% 9" Ts01 — hb290390iT302}

+ B [h s 03( " Tys0 + gi1T331 + gi2T332> - hbi900933T303 - hbi903903T330

+ g% 9" Tyo3 + by’ g™ <QOiT303 + 9" Tz + giQTsza)} :

(7.10)

Neste ponto devemos tomar o indice de espaco-tempo b = 0 na expressao

acima e posteriormente considerar o indice latino ¢ = 1,2 e 3, o que corresponde as

componentes x, v e z do campo GE, respectivamente. Desta maneira, chegamos a:

Ep)*

1
h
Mo

Og33g11T 4 h 0 03 11

4

(Toas + T510)
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1 1
E(O)y — §h(0)0933922T323 + Zh(O)OgOZSgQZ (T023 + T320) :

Ee® = 0. (7.11)

Note que a expressao para F()* é totalmente andloga a E )Y, o que ¢ interessante
ja que a onda gravitacional estd se propagando na direcao z. Ao substituirmos as
componentes do tensor métrico, do campo de tetradas e das torcoes nas expressoes

acima, obtemos:

1
Ewn* = ——0.H,
© 8A
1
Ew! = ——0,H
(0) 8A Y ’
Eg® = 0. (7.12)

Observamos que nao ha campo GE na dire¢ao de propagacao.
Seguindo o mesmo esforco, vamos calcular as componentes gravitomagnéti-

cas definidas de acordo com

S)? = €7" By (7.13)

Pelo fato de a expressao S, ser muito extensa, neste caso, optamos por omiti-la.
Desta forma, a componente z do campo GM surge quando concebemos o superpo-

tencial com i =1 e j =2, (pois Sp'? = €' By3 = €!?3B,,), isto &:

1
Sb12 = 5 [hbzg11 (900T001 + 903T301 - 903T013 - 933T313)
h' g% (6% Tooz + 6% T2 — 6% Toas — 97 T23) } : (7.14)

Substituindo as componentes acima, chegamos a:
Bo). = 0, (7.15)

pois escolhemos um observador estacionario em relacao a onda gravitacional e desta
maneira h(o)i = 0. Assim, a componente z do campo gravitomagnético se anulou
mesmo nha solugao exata, ou seja, este resultado nos mostra que nao ha campo GM

na direcao de propagacao da onda.



81

Agora vamos considerar i = 1 e j = 3 na defini¢do do campo GM (4.10), o

que resulta em

1 1
5(0)13 = —§h(0)0911903T001 + Z—lh(o)ogllg33 (To1s — Ts0m) (7.16)
ou seja,
By — ———0,H (7.17)
0)y — 8A T . .

Finalmente devemos fazer : = 2 e j = 3 e, assim, calcularmos a componente
x GM. Feito isso, temos

1

110’07 (Ton = Taz) . (7.18)

1
So® = Bow = —5h©" 976" Ton +

Note que a expressao acima é totalmente anéaloga a (7.16), o que é esperado uma

vez que a onda gravitacional se propaga na direcao z. O que resulta em:

1

a0 - (7.19)

Bo)e =

Portanto, o calculo dos campos GEM para a solucao exata de uma onda plana nos
mostra que as ondas gravitacionais desse tipo sao transversais, ou seja, 0s campos
GEM sao perpendiculares & direcao de propagacao da mesma forma que no eletro-
magnetismo, para onda plana se propagando no vacuo.

A partir dos campos GEM podemos pensar numa definicao analoga ao vetor
de Poynting do eletromagnetismo [45]. Da eletrodinamica, sabemos que a energia
por unidade de tempo e por unidade de area, transportada pelos campos eletromag-

néticos é dada pelo de vetor de Poynting, isto é

1
S=--(BxB), (7.20)

de maneira que o momento armazenado pelos proprios campos eletromagnéticos

num dado volume V' pode ser escrito da forma

Pem = Mogo/ S d3{E (721)
%
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Na tentativa de generalizacao para gravitacao, vamos definir o vetor de Poynting
gravitacional através do produto vetorial entre os campos GEM, ou seja,

. 1 ..
St = —(e""E;By), (7.22)

R1

e ainda o momento do campo gravitacional dado por:
P, = /{2/ d*rhS,. (7.23)
1%

com h sendo o determinante da parte espacial do campo de tetradas (7.7). As
componentes k1 e ko podem ser definidas em termos de ¢, G e .

As componentes dos campos GEM obtidos foram perpendiculares a direcao
de propagacao da onda gravitacional e desta forma teremos o vetor de Poynting
gravitacional na direcao z e consequentemente a mesma componente para 0 momento
gravitacional. Desenvolvendo a expressao do vetor de Poynting gravitacional (7.22)
e substituindo em (7.23), obtemos

j /V d%ﬁ[(@xﬂ)u(@yﬁf], (7.24)

lembrando que A = (—3H + 1)%. Este resultado esta de pleno acordo com o obtido
em [57]. Neste trabalho, os autores obtém o momento da onda gravitacional através
da expressao de energia-momento proveniente do estudo dos vinculos na formulacao
Hamiltoniana no contexto do ETRG. Ou seja, a partir de procedimentos completa-
mente diferentes (ainda que no cenario Teleparalelo) foi possivel chegar-se & mesma
defini¢do desta quantidade fisica, o que torna as defini¢oes (7.22) e (7.23) legitimas

e estreitam ainda mais os la¢os com o eletromagnetismo.



Capitulo 8

Conclusao e Perspectivas

A Gravidade Teleparalela ou ETRG, embora equivalente a RG, possui seus
fundamentos numa teoria de gauge abeliana, da mesma forma que o eletromag-
netismo. Esse fato motiva uma tentativa de colocar as equacoes dinamicas de forma
semelhante e fazer uma interpretacao mais profunda de sua fenomenologia. Como as
diferencas cruciais entre a natureza dessas duas interacoes fundamentais estao pre-
sentes (a principal delas, o carater nao linear da gravitagdo em oposi¢ao a linearidade
do eletromagnetismo), o paralelo foi realizado na medida do possivel.

O que seriam as equagoes de Maxwell gravitacionais em sua forma exata,
se mostraram definitivamente mais complexas que as eletromagnéticas. Este é de
fato um resultado esperado que tem sua origem na ja mencionada nao linearidade
da gravitagao. As derivadas dos campos GE e GM aparecem nas equagoes gravita-
cionais de maneira similar ao que ocorre nas equacoes de Maxwell, mas observamos
o surgimento de termos de acoplamento desempenhando o papel de fonte, que ca-
racteriza o que temos identificado como "gravitacao como fonte de gravitacao". A
forma exata das equagoes de campo nos padroes da RG, apesar de conceitualmente
diferentes, também apresentam a mesma complexidade.

Em uma tentativa de entender se o modelo proposto esta associado com
fenomenos fisicos analogos aos eletromagnéticos, noés aplicamos pela primeira vez

nossas definicdes para uma geometria bem conhecida, a solucao de Schwarzschild.

83
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A tnica componente nao nula do campo GE, E(g)", mostrou-se fisicamente consis-
tente e no limite de campo fraco tornou-se totalmente analoga ao campo elétrico
coulombiano do eletromagnetismo. As componentes com indice de espaco tangente
igual a zero, b = 0, dos campos GM anularam-se para esta configuragdo estatica
e por esta razao estao associadas as fontes de matéria. Por outro lado, as compo-
nentes GM (b = i) no célculo exato foram diferentes de zero e entao atribuidas a
efeitos de segunda ordem devido a nao linearidade da gravitacao que no ETRG ¢ im-
putado a corrente de gauge gravitacional. Estas componentes desaparecem quando
consideramos a gravidade linear fazendo com que o Teleparalelismo se aproxime do
eletromagnetismo.

H& um outro ponto interessante a ser notado: a abordagem do Teleparale-
lismo destaca o papel desempenhado pelos observadores, representados aqui pelos
campos de tetrada. Esta sutileza nao estd presente de forma clara na descricao mé-
trica da gravidade. Assim, mesmo para uma distribuicao estatica de matéria, espera-
se, em principio, campos GM quando consideramos observadores em movimento, em
completo acordo a situagao analoga eletromagnética. Neste sentido, consideramos
como segunda aplicagao investigar os campos GEM que emergem no contexto de um
sistema de referéncia em queda livre no buraco negro de Schwarzschild. Obtivemos
um resultado nulo para todas as componentes GE e GM com indice interno igual a
zero, o que corrobora a idéia de "operacionalidade"para os campos com componente

= 0. Vale notar que a escolha do sistema de coordenadas é o mesmo nos casos
acima mencionados, através do uso apropriado dos campos de tetrada. Este é um re-
sultado muito interessante e que mostra a consisténcia da definicao dos campos GEM
com o principio da equivaléncia. Os efeitos locais da gravidade nao sao medidos por
um observador em queda livre que define um sistema de referéncia localmente iner-
cial. Desta forma, tal observador nao é capaz de distinguir se estd em queda livre
no buraco negro de Schwarzschild ou em repouso no espaco-tempo de Minkowski.
Embora esta andlise pareca ser natural, devido ao principio da equivaléncia, fize-

mos uma analise mais profunda, ja que descobrimos componentes dos campos GEM
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nao nulas. Uma possibilidade seria considerar somente as componentes operacionais
(b = 0), ja que s@o todas iguais a zero e simplesmente descartar as componentes
nao nulas. Entretanto, essas componentes poderiam armazenar alguma informacao
importante que violaria a idéia central. Para investigarmos o papel das componentes
dos campos GEM nao nulas utilizamos a forca de Lorentz gravitacional escrita em
termos dos proprios campos. Concluimos que essas componentes se cancelam mutu-
amente resultando em uma forca total nula medida pelo observador em queda livre
no buraco negro de Schwarzschild, da mesma forma que um observador parado no
espaco-tempo de Minkowski. Além disso, para apoiar nossos resultados, mostramos
que a energia do campo gravitacional medida por um observador em queda livre é
igual a zero, o que estd de pleno acordo com a literatura. E importante enfatizar que
todos os calculos foram feitos a partir dos campos GEM e fora do limite de campo
fraco.

Seguindo a anélise do papel dos observadores nesta descricao, escolhemos
um campo de tetradas adaptado a um observador que sofre um boost de Lorentz
em relacao ao buraco negro de Schwarzschild. As expressoes obtidas inicialmente se
mostraram mais complexas que as eletromagnéticas. Entretanto, quando assumimos
o limite de campo fraco e consideramos somente as componentes GEM com indice
do espago-tangente igual a zero, o paralelo entre a gravitacao e o eletromagnetismo
aparece de forma surpreendente. No entanto, uma diferenca crucial surgiu quanto a
componente z do campo GE, ou seja, um fator de Lorentz também apareceu nessa
componente. Isso ocorreu devido ao fato de que a massa nao é um invariante de
Lorentz e sim a massa propria. Neste sentido, vamos ao encontro do principio da
equivaléncia novamente quando misturamos os conceitos de massa inercial e massa
gravitacional. Outro fato que evidencia a conclusao acima é que a componente
alterada é exatamente a componente que esti na direcao do boost.

Como 1ltimo estudo dos efeitos dos diferentes observadores sobre os cam-
pos GEM em relagao ao buraco negro de Schwarzschild, escolhemos um campo de

tetradas adaptado a um observador em rotagao. Inicialmente optamos por uma
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velocidade angular genérica, isto é, uma velocidade angular que dependesse das co-
ordenadas r e . Neste sentido, obtivemos expressoes gerais para os campos GEM.
Tivemos ainda, o surgimento de novas componentes GE e GM, ou seja, nesse caso
constatamos o aparecimento de uma componente 6 do campo GE além das com-
ponentes GM r e 6, fato que nao ocorreu quando consideramos um observador
estacionario a geometria de Schwarzschild. Além disso, do mesmo modo que no
eletromagnetismo, as componentes ¢ obtidas foram iguais a zero. Com o intuito
de compararmos os campos GEM de um observador em rotacdo com os campos
provenientes de um observador estacionario em relacao ao buraco negro de Kerr
tomamos a velocidade angular do observador em rotacao como sendo exatamente
a velocidade angular do buraco negro de Kerr. No cédlculo exato, as expressoes se
mostraram extremamente longas e complicadas. Assim, resolvemos impor o regime
de campo fraco e movimento lento para que pudéssemos simplificar nossos resulta-
dos. A componente radial GE obtida foi escrita em termos do campo newtoniano
mais uma contribuicao muito pequena devido ao momento angular do observador.
E ainda mostramos que a componente 6 do campo GE assim como as componentes
GM sao diretamente proporcionais ao momento angular do observador sendo seus
valores absolutos extremamente pequenos. E importante salientar que recuperamos
o campo newtoniano ao considerarmos a velocidade angular do observador igual a
Zero.

Aplicamos nossas defini¢coes de campo GEM a uma simetria axial. Assim,
obtivemos expressoes gerais para os campos GEM em funcao das componentes do
tensor métrico, ou seja, podemos utilizar os resultados obtidos em qualquer sistema
que possa ser representado por tal simetria. Empregamos esses resultados na geome-
tria de Kerr tanto no contexto exato quanto considerando o regime de campo fraco
e movimento lento. Obtivemos ainda, os campos GEM de uma estrela de néutrons
e com isso vimos que as nossas definicoes podem ser utilizadas em calculos sem
aproximacao, isto ¢, nao precisamos trocar a abordagem de acordo com a situacao

fisica. Comparamos assim os resultados para os campos GEM em duas situagoes



87

diferentes: (i) um observador em rotagao no espago-tempo de Schwarzschild, (ii) um
observador estacionario em relacao ao buraco negro de Kerr. A velocidade angular
nas duas situacoes foram iguais. E vimos que os efeitos dindmicos nao sao comple-
tamente iguais, ou seja, nao podemos simular completamente a gravitagao através
de efeitos nao inerciais. Este resultado estd em concordancia com a literatura.

E finalmente, obtivemos os campos GEM de uma onda gravitacional plana
obtida como solucao exata das equacoes de Einstein. A partir da analogia com o
eletromagnetismo definimos o vetor de Poynting gravitacional e calculamos o mo-
mento do campo gravitacional. A expressao para o momento do campo gravitacional
estd de pleno acordo com resultados recentes publicados na area.

O cenario GEM do Teleparalelismo parece, ao final desta tese, estar bem
estabelecido. A formulagao tedrica com base nas novas definicbes para os campos
GEM mostrou-se elegante e coerente com a estreita analogia proposta. Além disso,
as inimeras aplicacoes ao qual foram submetidas resultaram interessantes e bem
sucedidas. Entretanto, o estudo de outras configuracoes gravitacionais podem vir a
acrescentar novos insights sobre a natureza do campo.

Assim, como perspectivas futuras é possivel, por exemplo, analisar o com-
portamento dos campos GEM frente a geometrias que permitam estudar a radiagao
gravitacional levando em conta fontes gravitacionais aceleradas. Podemos também
explorar métricas nao estacionarias a fim de investigar se é possivel introduzir o con-
ceito de inducao gravitacional através do analogo da lei de Faraday e da lei de Lenz
do eletromagnetismo. Além disso, encontramos na literatura indicios de que a for-
macao de jatos de matéria em buracos negros supermassivos devem-se aos intensos

campos GEM, o que pode ser tratado através do formalismo aqui sugerido.
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