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Resumo

Um grupo G é um E-grupo (respectivamente, A-grupo) se G é tal que seus elementos

comutam com suas respectivas imagens endomorfas (respectivamente, automorfas).

Neste trabalho, estudamos algumas propriedades de E-grupos baseadas nos arti-

gos “3-generator groups whose elements commute with their endomorphic images are

abelian” e “Minimal number of generators and minimum order of a non-abelian group

whose elements commute with their endomorphic images”, ambos de A. Abdollahi, A.

Faghihi e A. Mohammadi Hassanabadi.

É posśıvel mostrar que qualquer E-grupo e A-grupo possui classe de nilpotência no

máximo 3. Em “Finite 3-groups of class 3 whose elements commute with their auto-

morphic images”, A. Abdollahi, A. Faghihi, S. A. Linton, e E. A. O’Brien mostraram

que esse máximo é atingido; para isso constrúıram um exemplo de um A-grupo de classe

de nilpotência exatamente 3. Baseado nesse artigo, estudamos os aspectos teóricos e

certos detalhes dos algoritmos (e suas implementações) usados para a construção de

tal grupo.

Palavras-chave: E-grupos, A-grupos, automorfismos, endomorfismos, p-grupos fi-

nitos, grupos nilpotentes, condições de Engel, GAP - Groups, Algorithms and Pro-

gramming.



Abstract

A group G is an E-group (respectively A-group) if G is such that its elements

commute with their endomorphic (respectively automorphic) images.

In this work, we study some properties of E-groups based on the papers“3-generator

groups whose elements commute with their endomorphic images are abelian” and “Mi-

nimal number of generators and minimum order of a non-abelian group whose elements

commute with their endomorphic images”, both by A. Abdollahi, A. Faghihi and A.

Mohammadi Hassanabadi.

It is possible to show that such groups have nilpotency class at most 3. In “Finite

3-groups of class 3 whose elements commute with their automorphic images”, A. Abdol-

lahi, A. Faghihi, S. A. Linton, and E. A. O’Brien showed that this maximum is reached.

To do so they constructed an A-group having nilpotency class precisely 3. Based on

this paper, we study the theorectical aspects and certain details of the algorithms (and

their implementations) used for the construction of such group.

Key-words: E-groups, A-groups, automorphisms, endomorphisms, finite p-groups,

nilpotent groups, Engel’s conditions, GAP - Groups, Algorithms and Programming.
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Agradecimentos
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Agradeço ao professor Noráı pela sua orientação, com sua imensa paciência, dedi-

cação e, principalmente, por acreditar que este trabalho fosse posśıvel, mesmo quando
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2.3 Grupos Polićıclicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
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NOTAÇÃO

N, Z : conjunto dos números naturais e inteiros, respectivamente.

↪→ : homomorfismo injetor.

�: homomorfismo sobrejetor.
∼= : isomorfismo.

H ≤ G : H é subgrupo de G.

H < G : H é subgrupo próprio de G.

H EG : H é subgrupo normal de G.

〈X〉: grupo gerado pelo conjunto X.

|G| : ordem (cardinalidade) de G.

[x, y] = x−1y−1xy : o comutador de x e y.

[A,B] : subgrupo comutador dos conjuntos A e B.

G′: subgrupo derivado de G.

Z(G) : centro de G.

CG(H): centralizador de H em G, CG(H) = {g ∈ G|g−1hg = h;h ∈ H}.
NG(H): normalizador de H em G, NG(H) = {g ∈ G|g−1Hg = H}.
Aut(G): grupo dos automorfismos de G.

Inn(G): grupo dos automorfismos internos de G.

Autc(G): grupo dos automorfismos centrais de G.

xϕ: ϕ(x), em que ϕ é um homomorfismo.

G×H: produto direto de G por H.

Φ(G): subgrupo de Frattini de G.

cl(G): classe de nilpotência de G.

Cn: grupo ćıclico de ordem n.



Introdução

Um grupo G é dito nilpotente se existe uma cadeia finita G = G0 ≥ G1 ≥ . . . ≥
Gn = 1 tal que Gi+1 E Gi e Gi/Gi+1 ≤ Z(G/Gi+1), para todo inteiro i com 0 ≤ i ≤
n − 1, em que Z(G/Gi+1) é o centro do grupo G/Gi+1. Uma tal cadeia é chamada

de série central de G. Além disso, a classe de nilpotência de um grupo nilpotente G,

cl(G), é o comprimento da menor série central de G.

Os p-grupos finitos, em que p é um número primo, são exemplos de grupos nilpo-

tentes (Proposição 1.3.11).

Sejam G um grupo, p um número primo e Gp = 〈gp | g ∈ G〉. Definimos induti-

vamente, para todo inteiro i ≥ 1: P0(G) = G, Pi(G) = [Pi−1(G), G]Ppi−1. A cadeia

G = P0(G) ≥ P1(G) ≥ . . . ≥ Pi(G) ≥ . . . é denominada série p-central inferior de G.

Dizemos que um grupo G é n-Engel para algum n ∈ N, se, para quaisquer elementos

x, y ∈ G, [y, x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
n

] = 1. Assim, os grupos nilpotentes de classe no máximo n são

exemplos de grupos n-Engel.

Um grupo G é dito ser E-grupo (respectivamente, A-grupo), se xϕx = xxϕ, para

todo x ∈ G e para qualquer endomorfismo (respectivamente, automorfismo), ϕ de G.

Além disso, se G é um p-grupo e é E-grupo (respectivamente, A-grupo), então G é

pE-grupo (respectivamente, pA-grupo). Logo, todo E-grupo é um A-grupo. Podemos

ver que os grupos abelianos são exemplos de A-grupos (e de E-grupos).

Sendo φ o automorfismo interno induzido por um elemento g ∈ G, φ = γg, então

[xg, x] = 1, ou seja, [g, x, x] = 1, para todo elemento x ∈ G. Dessa maneira, segue

que todo A-grupo é um grupo 2-Engel e, assim, pelo Teorema de Levi 1.7.3, tal grupo

é nilpotente de classe no máximo 3 e pode ser escrito como produto direto de seus

subgrupos de Sylow, pela Proposição 1.3.15; além disso, pelo Teorema 3.1.7, qualquer

fator direto de um E-grupo é um E-grupo. Logo, para estudarmos E-grupos finitos

basta considerarmos os pE-grupos finitos.

R. Faudree [10] demonstrou que a conjectura de que todo E-grupo finito é abeliano

é falsa. Para isso, exibiu o primeiro 2E-grupo não abeliano em 1971. De fato, para cada

primo p, R. Faudree exibiu um p-grupo de classe de nilpotência 2 como exemplo. Uma

condição necessária e suficiente para um p-grupo ser um E-grupo foi dada em 1969 por

B. H. Neumann e M. Suzuki e citada por J. J. Malone em [26].

viii
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Todos os A-grupos e E-grupos conhecidos, até aquele momento, possuem classe no

máximo 2. A. Caranti [31] questionou sobre a existência de um pE-grupo finito ou de

um pA-grupo finito possuindo classe 3. O Teorema de Levi 1.7.3, mostra que os grupos

2-Engel sem elementos de ordem 3 tem classe no máximo 2 e, assim, um pA-grupo

finito deve ser 3-grupo para ter classe 3.

Em 2008, A. Abdollahi, A. Faghihi e A. Mohammadi Hassanabadi escreveram o

artigo “Minimal number of generators and minimum order of non-abelian group whose

elements commute with their endomorphic images” [2], no qual mostram que todo E-

grupo 3-gerado é nilpotente com classe igual a 2 e que todo 3E-grupo com ordem menor

ou igual a 310 é nilpotente com classe igual a 2. Nesse mesmo ano, escreveram o artigo“3-

generator groups whose elements commute with their endomorphic images are abelian”

[1], no qual mostram que todo E-grupo 3-gerado é abeliano, ou seja, são necessários ao

menos 4 geradores para gerar um E-grupo finitamente gerado não abeliano.

Em 2010, A. Abdollahi, A. Faghihi, S. A. Linton, e E. A. O’Brien escreveram um

artigo intitulado “Finite 3-groups of class 3 whose elements commute with their auto-

morphic images” [3], no qual respondem uma das questões de A. Caranti construindo

um exemplo de um A-grupo G de classe exatamente 3. Mostram que tal máximo é

atingido com a demostração do seguinte teorema, em que G é tal como descrito no

Caṕıtulo 4 (página 78), e Autc(G) denota o grupo de automorfismos centrais de G (um

automorfismo φ ∈ Aut(G) é dito ser central se φ comuta com todo automorfismo de

Inn(G)):

Teorema: Aut(G) = Autc(G)Inn(G). Em particular, G é um A-grupo.

Este trabalho foi baseado nesses últimos artigos, [1], [3] e em alguns resultados de

[2], tendo como objetivo principal construir esse A-grupo G, de classe 3, abordando

os detalhes de sua construção e os aspectos teóricos necessários para isso. O teorema

anterior está demostrado no Caṕıtulo 4.

Para demonstrar tal teorema foram usados algoritmos implementados no GAP

(Groups, Algorithms and Programming) [12]; esta ferramenta proporcionou, inicial-

mente, a construção do referido grupo para então, obter informações sobre sua estru-

tura.

Motivado em parte por encontrar tais grupos, G. Traustason [39] desenvolveu uma

teoria geral de álgebras alternadas simpléticas e construiu uma famı́lia de 3-grupos

2-Engel de classe 3.

No Caṕıtulo 1, inclúımos alguns conceitos e resultados da Teoria de Grupos e de

Representações que serão usadas no desenvolvimento deste trabalho. Esses resultados,

em sua maioria não estão aqui demonstrados, mas o leitor interessado pode encontrar



INTRODUÇÃO x

essas demonstrações em grande parte dos livros de teoria de grupos.

No Caṕıtulo 2, introduzimos os conceitos de grupos livres, grupos polićıclicos e

apresentações de grupos. O estudo de grupos polićıclicos e de apresentações de gru-

pos é importante pois suas caracteŕısticas permitem a construção de algoritmos mais

eficientes para resolução de problemas. Descrevemos, ainda no Caṕıtulo 2, os aspec-

tos teóricos dos algoritmos envolvidos na demonstração do teorema principal; são eles

o algoritmo ANU Nilpotent Quotient, usado para construir uma apresentação para o

grupo procurado, o algoritmo de B. Eick, C. R. Leedham-Green e E. A. O’Brien [9],

cujas implementações estão dispońıveis no GAP [12] e Magma [4]; além do algoritmo

UnipotentStabiliser, desenvolvido por E. Costi em sua tese de doutorado [8].

O algoritmo de B. Eick, C. R. Leedham-Green e E. A. O’Brien, descrito em [9]

procede por indução sobre o termo da série p-central inferior de um p-grupo finito

G. Definindo Pi = G/Pi(G), é calculado Aut(Pi(G)). Como P1 = G/P1(G) é um

grupo abeliano elementar, Aut(P1) ∼= GL(d, p) (onde d é o número de geradores de G).

Assumimos, por indução, que já conhecemos Aut(Pi), para algum i ≥ 1. Desejamos

encontrar um conjunto de geradores de Aut(Pi+1), o que será posśıvel tendo em vista

os resultados do Caṕıtulo 2.

O algoritmo UnipotentStabiliser é usado para minimizar e possibilitar o cálculo

dos estabilizadores envolvidos.

Dizemos que G é um pE-grupo se G é um grupo 2-Engel finito e existe r > 0 tal que

exp(G/G′) = pr e Ωr(G) ≤ Z(G). Assim, se G é um pE-grupo, então G é pE-grupo. O

Caṕıtulo 3 é destinado à descrição de algumas propriedades de E-grupos e classificação

dos pE-grupos 3-gerados.

No Caṕıtulo 4, aplicamos a teoria desenvolvida nos caṕıtulos anteriores para o

grupo mencionado (exemplo de A-grupo de classe 3), a fim de mostrar que de fato é

um exemplo, abordando os detalhes de sua construção.

Por fim, o Apêndice A é dedicado aos comandos usados no GAP [12] para a cons-

trução desse grupo G e dos grupos envolvidos, bem como aos comandos (e algoritmos)

usados para auxiliar na demonstração de que G é um exemplo de pA-grupo, descrita

no Caṕıtulo 4.



Capítulo
1

Conceitos Iniciais

Neste caṕıtulo, abordaremos alguns conceitos iniciais da Teoria dos Grupos, a fim de

facilitar a leitura, evitando necessidade de recorrer a outras referências com frequência.

Mais especificamente, conceituaremos os comutadores, p-grupos e grupos nilpotentes,

incluindo as séries centrais e o subgrupo de Frattini, com algumas propriedades. Fa-

laremos um pouco, também, sobre p-grupos regulares e grupos que satisfazem alguma

condição de Engel. Além disso, abordaremos alguns conceitos de Teoria de Represen-

tações, incluindo formas bilineares.

A maioria das demonstrações deste caṕıtulo não fazem parte do objetivo principal

do trabalho; assim muitas dessas demonstrações serão omitidas. O leitor interessado

pode consultar [11], [13], [19], [34], [35] e [36].

1.1 Comutadores

Se G é um grupo e x, y ∈ G, então o conjugado de x por y é xy := y−1xy e o

comutador de x e y é [x, y] := x−1y−1xy := x−1xy; então x comuta com y se, e somente

se, [x, y] = 1. Definimos ainda, indutivamente, [x1, x2, x3] := [[x1, x2], x3] e para n ≥ 3:

[x1, . . . , xn] := [[x1, . . . xn−1], xn] = [[. . . [[x1, x2], x3], ..., xn−1], xn]

como sendo o comutador simples de peso n.

Definimos, de modo mais geral, o comutador de dois subgrupos H e K de G como:

[H,K] = 〈[h, k]|h ∈ H, k ∈ K〉.

O subgrupo [G,G] de um grupo G é chamado o subgrupo derivado de G, e é de-

notado por G′. Esse subgrupo tem propriedades importantes (das quais enunciaremos

algumas), por isso o interesse em estudá-lo. A proposição seguinte nos mostra que esse

subgrupo nos fornece o maior quociente abeliano.

1
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Proposição 1.1.1. O grupo quociente G/G′ é abeliano. Além disso, se N EG tal que

G/N é abeliano, então G′ ⊆ N .

Demonstração: Segue da definição de subgrupo derivado.

Proposição 1.1.2. Sejam G um grupo com x, y, z ∈ G e um homomorfismo de grupos

σ : G→ H. Então:

i) [y, x] = [x, y]−1;

ii) σ([x, y]) = [σx, σy];

iii) [xy, z] = [x, z][x, z, y][y, z] e [x, yz] = [x, z][x, y][x, y, z];

iv) [x, y−1, z]y[y, z−1, x]z[z, x−1, y]x = 1 (Identidade de Hall-Witt).

Demonstração: Segue da definição de comutador.

Proposição 1.1.3. Seja G um grupo e X um conjunto qualquer de geradores de G.

Então, G′ é gerado por elementos da forma [x, y]g tais que x, y ∈ X e g ∈ G.

Demonstração: Seja N o grupo gerado por elementos da forma [x, y]g tais que x, y ∈
X e g ∈ G. Temos que [x, y]g = [xg, yg] ∈ G′. Consequentemente, N ≤ G′. Além disso,

N EG.

Suponha, agora, que x, y, z ∈ X, então, pela Proposição 1.1.2,

[xy, z] = [x, z][[x, z], y][y, z] = [x, z][x, z]−1[x, z]y[y, z] ∈ N,

pois cada fator é um elemento de N . De modo semelhante,

[x, yz] = [x, z][x, y][x, y, z] ∈ N.

Como G = 〈X〉, seguindo esse racioćınio, é posśıvel mostrar que G/N é abeliano, o que

significa (pela Proposição 1.1.1) que G′ ⊆ N .

Definição 1.1.4. Se G é um grupo e H um subgrupo de G tal que α(H) = H, para

todo automorfismo α : G→ G, então dizemos que H é caracteŕıstico em G.

Notação 1.1.5. Sejam G um grupo, X um conjunto não-vazio de G e K ≤ G. Deno-

tamos:

〈X〉K := 〈xk = k−1xk |x ∈ X, k ∈ K〉.

Proposição 1.1.6. Sejam G um grupo, ∅ 6= X ⊆ G e K ≤ G. Então:

i) X ⊆ 〈X〉K E 〈X,K〉;
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ii) 〈X〉K = 〈X, [X,K]〉;

iii) [X,K]K = [X,K];

iv) se K = 〈Y 〉, então [X,K] = [X, Y ]K.

Demonstração: Ver [34], 5.1.6.

Proposição 1.1.7. Seja G um grupo com H,K ≤ G. Então:

i) [H,K] = [K,H];

ii) [H,K]E 〈H,K〉;

iii) se H1 ≤ H e K1 ≤ K, então [H1, K1] ≤ [H,K];

iv) [H,K] ≤ H se, e somente se, K ≤ NG(H);

v) α([H,K]) = [αH,αK], para qualquer homomorfismo de grupos α : G→ G̃;

vi) se H e K são subgrupos normais (respectivamente, caracteŕısticos) em G, então

[H,K] é um subgrupo normal (respectivamente, caracteŕıstico) em G.

Demonstração: Ver [35], Proposição 4.5 e Proposição 4.6.

Proposição 1.1.8. Seja G um grupo com K ≤ H ≤ G e K E G. Então, H/K ≤
Z(G/K) se, e somente se, [H,G] ≤ K.

Demonstração: Temos que se h ∈ H, então hK ∈ Z(G/K) se, e somente se, hKgK =

gKhK, para qualquer g ∈ G, o que acontece se, e somente se, [h, g] ∈ K, para qualquer

g ∈ G.

1.2 p-Grupos

Definição 1.2.1. Sejam p um número primo e G um grupo. Se a ordem de qualquer

elemento de G é uma potência de p, então G é dito um p-grupo.

Teorema 1.2.2 (Teorema de Cauchy). Seja G um grupo finito e p um primo que divide

|G|. Então, existe um elemento em G de ordem p.

Demonstração: Ver [34], 1.6.17.

Do Teorema 1.2.2, se G é um p-grupo finito, então |G| = pn, para algum n ∈ N.

Definição 1.2.3. Um p-grupo G é denominado p-grupo abeliano elementar se G for

abeliano e xp = 1, para qualquer elemento x ∈ G.
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Notação 1.2.4. Se G é um grupo e H um subgrupo próprio de G, então denotamos

H < G.

Definição 1.2.5. Um subgrupo M de G é denominado subgrupo maximal de G se

M 6= G e não existe H ≤ G tal que M < H < G.

Proposição 1.2.6. Seja G um p-grupo finito. Então:

i) se M ≤ G é um subgrupo maximal, então M EG e |G : M | = p;

ii) se H < G, então H < NG(H).

Demonstração: Ver [36], Theorem 5.40.

1.3 Grupos Nilpotentes

Definição 1.3.1. Um grupo G é dito nilpotente se existe uma cadeia finita

G = G0 ≥ G1 ≥ . . . ≥ Gn = 1

tal que Gi+1 E Gi e Gi/Gi+1 ≤ Z(G/Gi+1), para todo inteiro i com 0 ≤ i ≤ n − 1.

Uma tal cadeia é chamada de série central de G.

Note que tal definição implica que Gn−1 ≤ Z(G). Se Gn−1 = 1, então Gn−2 ≤ Z(G),

e assim sucessivamente. Isso significa que todo grupo nilpotente possui centro não

trivial.

Os grupos abelianos são exemplos de grupos nilpotentes, assim como os p-grupos

finitos (conforme será mostrado em 1.3.11). Observe que, pela definição, os grupos

nilpotentes são solúveis, mas não vale a rećıproca; por exemplo, o grupo simétrico S3 é

solúvel, porém não é nilpotente já que possui centro trivial.

Definição 1.3.2. Seja G = G0 ≥ G1 ≥ . . . ≥ Gn = 1 a menor série central de um

grupo nilpotente G. A classe de nilpotência de G, cl(G), é o comprimento de tal série,

ou seja, cl(G) = n.

Os grupos não triviais de menor classe, quando cl(G) = 1, são precisamente os

grupos abelianos.

Definição 1.3.3. Seja G um grupo. Definimos indutivamente:

γ1(G) = G,

γ2(G) = [γ1(G), G] = [G,G] = G′,

γ3(G) = [γ2(G), G],
...

γi(G) = [γi−1(G), G].
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Lema 1.3.4. Seja G um grupo, então γi(G) é subgrupo caracteŕıstico em G, para todo

inteiro i com i ≥ 1. Desse modo, segue que a cadeia

G = γ1(G) ≥ γ2(G) ≥ . . . ≥ γi(G) ≥ . . .

é uma série central e é dita série central inferior do grupo G.

Demonstração: Temos que, pela Proposição 1.1.7 v), cada termo γi(G) é caracteŕıstico

emG; em particular, γi(G)EG, para todo inteiro i. Desse modo, de γi(G) = [γi−1(G), G]

obtemos [
γi−1(G)

γi(G)
,

G

γi(G)

]
= {1}.

Logo,
γi−1(G)

γi(G)
≤ Z

(
G

γi(G)

)
,

para todo inteiro i com i ≥ 1.

Definição 1.3.5. Seja G um grupo, e defina indutivamente: Z0(G) = {1}, Z1(G) =

Z(G) e Zi é o único subgrupo de G tal que Zi(G)/Zi−1(G) = Z(G/Zi−1(G)), para todo

inteiro i tal que i ≥ 1.

Lema 1.3.6. Seja G um grupo, então Zi(G) é subgrupo caracteŕıstico em G, para todo

i com i ≥ 1. Assim, segue que a cadeia

{1} = Z0(G) ≤ Z1(G) ≤ . . . ≤ Zi(G) ≤ . . .

é uma série central e é dita série central superior do grupo G.

Demonstração: De fato, o centro de um grupo é um subgrupo caracteŕıstico; assim,

temos que Z1(G) = Z(G) é caracteŕıstico em G. Suponhamos, por indução, que para

algum inteiro i ≥ 1, Zi(G) é caracteŕıstico em G. Seja α ∈ Aut(G), automorfismo

qualquer, então α induz um automorfismo α em G/Zi(G), definido por α(xZi(G)) =

α(x)Zi(G).

Se xZi(G) ∈ Z(G/Zi(G)), então α(x)Zi(G) = α(xZi(G)) ∈ Z(G/Zi(G)), em que

Z(G/Zi(G)) = Zi+1(G)/Zi(G). Logo, α(Zi+1(G)) = Zi+1(G). O que completa a de-

monstração.

A seguinte proposição justifica os nomes inferior e superior das séries centrais

definidas anteriormente.

Proposição 1.3.7. Sejam G um grupo nilpotente e G = G0 ≥ G1 ≥ . . . ≥ Gn = G

uma série central de G. Então, γi+1 ≤ Gi ≤ Zn−i, para todo i tal que 1 ≤ i ≤ n.
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Demonstração: Ver [34], 5.1.9.

Corolário 1.3.8. Se G é um grupo nilpotente, as séries centrais inferior e superior

possuem o mesmo comprimento (finito), que é igual a classe de nilpotência de G.

Demonstração: Ver [34], 5.1.9.

Proposição 1.3.9. Sejam G um grupo e i e j inteiros positivos. Então:

i) [γi(G), γj(G)] ≤ γi+j(G);

ii) γi(γj(G)) ≤ γij(G);

iii) [γi(G), Zj(G)] ≤ Zj−i(G); ∀i ≤ j. Em particular, [γi(G), Zi(G)] = 1.

Demonstração: Ver [35], 5.1.11.

Proposição 1.3.10. Seja G um grupo gerado por um conjunto X. Então, se i e j são

inteiros positivos:

i) γi(G) = 〈[x1, . . . , xi]
g |xj ∈ X, para 1 ≤ j ≤ i e g ∈ G〉;

ii) γi(G) = 〈[x1, . . . , xi], γi+1(G)〉, em que xj ∈ X, para 1 ≤ j ≤ i;

iii) se X = {x, y}, então γ2(G) = 〈[x, y], γ3(G)〉, logo, γ2(G)/γ3(G) é ćıclico;

iv) se X = {x, y}, então G′′ := γ2(G′) ≤ γ5(G).

Demonstração: Ver [35], Proposição 5.6.

Proposição 1.3.11. Todo p-grupo finito é nilpotente.

Demonstração: Ver [36], Theorem 5.33.

Proposição 1.3.12. Se G é grupo nilpotente finitamente gerado, então G possui uma

série central

G = G0 > G1 > . . . > Gn = 1

tal que cada fator Gi/Gi+1 é ćıclico, para todo inteiro i tal que 0 ≤ i ≤ n− 1.

Demonstração: Ver [35], Teorema 5.8.

Proposição 1.3.13. Se G é um grupo nilpotente finitamente gerado, então todo sub-

grupo de G é finitamente gerado.

Demonstração: Ver [35], Corolário 5.9.
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Definição 1.3.14. Sejam G um grupo e H ≤ G. Dizemos que H é subnormal em G

se existe uma cadeia ligando H e G da forma:

H = H0 EH1 E . . .EHm = G.

A proposição a seguir, nos diz que um grupo nilpotente é o produto direto de seus

subgrupos de Sylow. Isso é uma justificativa para nos concentrarmos no estudo de

p-grupos finitos, pois muitas propriedades de p-grupos podem ser generalizadas para

grupos nilpotentes.

Proposição 1.3.15. Seja G um grupo finito. Então, são equivalentes:

i) G é nilpotente.

ii) Todo subgrupo de G é subnormal em G.

iii) G satisfaz a condição do normalizador, ou seja, todo subgrupo próprio de G está

contido propriamente em seu normalizador em G (H < NG(H)).

iv) Todo subgrupo maximal é normal.

v) G é o produto direto de seus subgrupos de Sylow.

Demonstração: Ver [34], 5.2.4.

Proposição 1.3.16. Se G é um grupo nilpotente de classe c e H ≤ G, então:

i) H é nilpotente de classe menor ou igual a c;

ii) se H EG, então G/H é nilpotente de classe menor ou igual a c.

Demonstração: Ver [36], Theorem 5.35 e Theorem 5.36.

1.4 Série p-Central Inferior

Definição 1.4.1. Sejam G um grupo, p um número primo e Gp = 〈gp | g ∈ G〉. Defi-

nimos indutivamente, para todo inteiro i ≥ 1:

P0(G) = G, Pi(G) = [Pi−1(G), G]Ppi−1.

Definição 1.4.2. O expoente de G é o menor múltiplo comum das ordens dos seus

elementos.

Proposição 1.4.3. Para cada i = 1, 2, . . . temos:
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i) Pi(G)EG;

ii) Pi(G)/Pi+1(G) ≤ Z(G/Pi+1(G));

iii) Pi(G)/Pi+1(G) tem expoente p.

Demonstração:

i) Segue por indução sobre i.

ii) Segue da definição de Pi+1(G) e da Proposição 1.1.8.

iii) Se x ∈ Pi(G)/Pi+1(G), então x = gPi+1(G), para algum g ∈ Pi(G). Dessa maneira,

pela definição de Pi+1, segue que xp = gpPi+1(G) = Pi+1(G).

Definição 1.4.4. A cadeia

G = P0(G) ≥ P1(G) ≥ . . . ≥ Pi(G) ≥ . . .

é denominada série p-central inferior de G. E, se Pk+1(G) = {1} e Pk(G) 6= {1}, então

dizemos que G possui p-classe k.

Proposição 1.4.5. Se G é finitamente gerado, então G/Pi(G) é um p-grupo finito,

para todo inteiro i.

Demonstração: A proposição vale se i = 1. Suponha então, por indução, que G/Pi(G)

é um p-grupo finito. Como G é finitamente gerado, pela Proposição 1.3.13, Pi(G) tam-

bém o é. Assim, segue da Proposição 1.4.3 que Pi(G)/Pi+1(G) é um p-grupo abeliano

elementar finito. Logo, G/Pi+1(G) é p-grupo finito.

Proposição 1.4.6. Seja G um grupo.

i) Se ϕ é um homomorfismo de G, então ϕ(Pi(G)) = Pi(ϕ(G)).

ii) Os termos da série p-central inferior, Pi(G), são caracteŕısticos em G.

iii) Se N EG e G/N tem p-classe c, então Pc(G) ≤ N .

Demonstração:

i) Segue da definição de série p-central inferior.

ii) O resultado segue por indução, usando o item anterior.

iii) Segue do item i).
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1.5 Subgrupo de Frattini

O subgrupo de Frattini tem grande importância no estudo de grupos devido às

suas propriedades. Ele é um subgrupo caracteŕıstico de G que consiste de elementos

não-geradores do grupo.

Definição 1.5.1. Sejam G um grupo e x um elemento de G. Se, para qualquer conjunto

Y de G tal que G = 〈x, Y 〉, temos que G = 〈Y 〉, então x é dito ser um não-gerador de

G.

Definição 1.5.2. O subgrupo de Frattini, Φ(G), é definido como a interseção de todos

os subgrupos maximais de G. Se o grupo G não possui subgrupos maximais, definimos

Φ(G) := G.

Proposição 1.5.3. Φ(G) é um subgrupo caracteŕıstico em G.

Demonstração: Se G não possui maximais, então Φ(G) = G e não há nada a fazer. Se

M é um maximal de G, então α(M) é um maximal em G, para qualquer automorfismo

α ∈ Aut(G). Desse modo, pela definição do Frattini de G, segue o resultado.

Proposição 1.5.4. Seja G um grupo não-trivial. Então, Φ(G) é o subgrupo formado

por todos os elementos não-geradores de G.

Demonstração: Ver [34], 5.2.12.

Proposição 1.5.5. Se G é um grupo finito, então G é nilpotente se, e somente se,

G′ ≤ Φ(G).

Demonstração: Ver [34], 5.2.16.

Proposição 1.5.6. Seja G um p-grupo finito, e denote Gp = 〈xp; x ∈ G〉. Então,

Φ(G) = G′Gp. Além disso,
G

Φ(G)
é um espaço vetorial sobre Z/pZ.

Demonstração: Como G é nilpotente, G′ ≤ Φ(G), pela Proposição 1.5.5. Além disso, a

Proposição 1.2.6 diz que se M é um subgrupo maximal em G, então MEG e |G/M | = p,

o que mostra que xp ∈M , para qualquer elemento x ∈ G. Desse modo, Gp ≤M . Pela

definição do subgrupo de Frattini, temos que Gp ≤ Φ(G) e, assim, GpG′ ≤ Φ(G).

Por outro lado, temos que GpG′ E G e que
G

GpG′
é um grupo abeliano finito de

expoente p. Então,
G

GpG′
∼= Fp× . . .×Fp, ou seja,

G

GpG′
é um espaço vetorial sobre Fp.

Agora, observe que Φ
( G

GpG′

)
= 1 e seja π : G→ G

GpG′
, o homomorfismo quociente.

Assim, se L é um subgrupo maximal qualquer de
G

GpG′
, temos que π−1(L) é subgrupo

maximal de G. Desse modo, Φ(G) ≤ π−1(L) e π(Φ(G)) ≤ π(π−1(L)) = L. E, portanto,

π(Φ(G)) ≤ Φ
( G

GpG′

)
= 1, o que implica que Φ(G) ≤ G′Gp.
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Definição 1.5.7. Um conjunto minimal de geradores de um grupo G é um subconjunto

X de G que gera G tal que nenhum subconjunto próprio de X gera G.

Teorema 1.5.8 (Teorema da Base de Burnside). Se G é um p-grupo finito, então

quaisquer dois conjuntos minimais de geradores de G possuem o mesmo número de

elementos, dado por dimFp

G

Φ(G)
. Além disso, se x /∈ Φ(G), então existe um conjunto

minimal de geradores de G que possui x como elemento.

Demonstração: Seja X = {x1, . . . , xn} um conjunto minimal de geradores de G. Dessa

forma, sendo xi = xiΦ(G) ∈ G/Φ(G), então X = {x1, . . . , xn} é um conjunto gerador

de G/Φ(G).

Afirmamos que tal conjunto é linearmente independente. De fato, suponhamos que

X seja linearmente dependente, então podemos assumir, reordenando os elementos se

necessário, que x1 ∈ 〈x2, . . . , xn〉. Assim, x1Φ(G) ∈ 〈x2, . . . , xn〉Φ(G) e existe y ∈
〈x2, . . . , xn〉 tal que y−1x1 ∈ Φ(G).

Logo, como X = {x1, . . . , xn} gera G e y ∈ 〈x2, . . . , xn〉, segue que {y−1x1, . . . , xn}
gera G. Mas, já que y−1x1 é um não-gerador, temos que {x2, . . . , xn} gera G. Absurdo,

pois X é conjunto minimal de geradores.

Dessa forma, dimFp

G

Φ(G)
= n = |X|, para qualquer conjunto minimal de geradores

X.

Agora, se x /∈ Φ(G), então x 6= 1, portanto, existe uma base {x, x2 . . . , xn} de

G/Φ(G) contendo x. Ou seja, G/Φ(G) = 〈x, x2 . . . , xn〉 e G = 〈Φ(G), x, x2 . . . , xn〉.
Observado que Φ(G) é o conjunto finito dos não-geradores de G, fica provado que

G = 〈x, x2 . . . , xn〉.

1.6 p-Grupos regulares

Introduzimos abaixo duas séries de subgrupos de um p-grupo finito que são impor-

tantes no estudo da estrutura de p-grupos.

Definição 1.6.1. Seja G um p-grupo finito. Para todo inteiro i ≥ 0, definimos

Ωi(G) = 〈x ∈ G|xpi = 1〉,

o subgrupo de G gerado por elementos de G com ordem ≤ pi. E ainda,

fi(G) = 〈xpi |x ∈ G〉.

Lemos o śımbolo f como “agemo”. Note que agemo é uma palavra formada pela

letras da palavra omega em ordem inversa. Podemos observar que Ωi e fi são subgrupos

caracteŕısticos de G.



1.6 P -GRUPOS REGULARES 11

Relembrando que o expoente de G, denotado de agora em diante por exp(G), é o

menor múltiplo comum das ordens dos seus elementos, temos que se G é um p-grupo

tal que exp(G) = pe, então xp
e

= 1, para qualquer elemento x de G e ainda, podemos

escrever Ωe(G) = G. Sendo assim, podemos construir a seguinte série ascendente,

denominada Ω-série de G:

1 = Ω0(G) ≤ Ω1(G) ≤ . . . ≤ Ωe−1 ≤ Ωe(G) = G.

De modo semelhante, fe(G) = 1 e podemos construir a seguinte série descendente,

denominada f-série de G:

G = f0(G) ≥ f1(G) ≥ . . . ≥ fe−1 ≥ fe(G) = 1.

Proposição 1.6.2. Seja G um p-grupo finito.

i) Se exp(G) = pe, então fi(G) ≤ Ωe−i(G).

ii) Se N EG, então fi(G/N) = fi(G)N/N .

Demonstração:

i) Temos que qualquer gerador xp
i

de fi(G) possui ordem no máximo pe−i, pois

exp(G) = pe. Logo, segue que fi(G) ≤ Ωe−i(G).

ii) Usaremos a “barra” como notação em G = G/N . Então,

fi(G) = 〈xpi |x ∈ G〉 = 〈xpi |x ∈ G〉 = fi(G),

isto é, fi(G/N) = fi(G)N/N.

1.6.1 Fórmula de coleta de Phillip Hall

Sabemos que xnyn = (xy)n para qualquer grupo abeliano, mas a igualdade não é

válida em geral. A fórmula de Phillip Hall, descrita a seguir, relaciona os termos xnyn

e (xy)n em qualquer grupo usando comutadores entre x e y. A construção da fórmula

se dá indutivamente usando como base a relação ab = ba[a, b].

Teorema 1.6.3 (Fórmula da coleta de Hall). Sejam G um grupo e x, y ∈ G. Então,

para n ∈ N e qualquer inteiro i com 2 ≤ i ≤ n existem ci = ci(x, y) ∈ γi(〈x, y〉) tais

que:

xnyn = (xy)nc
(n
2)

2 c
(n
3)

3 . . . c
(n
n)
n .
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Demonstração: Ver [11], Theorem 2.6.

A fórmula da coleta de Hall 1.6.3 tem grande importância quando usamos n =

p, uma vez que os coeficientes binomiais são diviśıveis por p, para 1 ≤ i ≤ p − 1.

Consequentemente, podemos escrever

xpyp = (xy)pzcp,

para algum z ∈ f1(〈x, y〉′), o que sugere a definição a seguir.

Definição 1.6.4. Seja G um p-grupo finito. Dizemos que G é um p-grupo regular se,

para todo x, y ∈ G, temos que xpyp ≡ (xy)p(mod f1(〈x, y〉′)). Ou, equivalentemente, se

para todo x, y ∈ G, segue que cp(x, y) ∈ f1(〈x, y〉′).

A definição de p-grupo regular é local, uma vez que envolve apenas o subgrupo

gerado por x e y. Dessa forma, todo subgrupo e grupo quociente de um p-grupo re-

gular são, também, p-grupos regulares. São exemplos de p-grupos regulares: p-grupos

abelianos, grupos de expoente p e p-grupos com classe de nilpotência menor que p (em

particular, p-grupos de ordem no máximo pp). Mas, se um 2-grupo é regular, então é

abeliano. (Ver [11], Theorem 2.8.)

Alguns grupos descritos nos Caṕıtulos 3 e 4 são regulares e as propriedades aqui

apresentadas serão usadas posteriormente.

Lema 1.6.5. Seja G é um p-grupo regular com x, y ∈ G. Então, xp = yp se, e somente

se, (x−1y)p = 1.

Demonstração: A demonstração será feita por indução sobre a ordem de G. Seja

H = 〈x, y〉. ComoG é regular podemos escrever x−pyp = (x−1y)pz, para algum elemento

z ∈ f1(H ′). Assim, basta provarmos que f1(H ′) = 1 sempre que xp = yp ou (x−1y)p =

1. Se H é abeliano, então o lema é verdadeiro; assuma então, que H não é abeliano.

Suponhamos que xp = yp. Então, y e xp comutam e xp = (xp)y = (xy)p. Como

H não é ćıclico, existe um subgrupo maximal M de H que contém x. Como M E H

(pela Proposição 1.2.6), segue que xy ∈M . Aplicando a hipótese de indução sobre M ,

conclúımos que [x, y]p = (x−1y)p = 1. Pela Proposição 1.1.3, H ′ é gerado por elementos

da forma [x, y]h possuindo ordem dividindo p, em que h ∈ H. Pela hipótese de indução

o lema é válido para H ′ e, em particular, o produto de dois elementos de H ′ de ordem

dividindo p possui ordem dividindo p, também. Nesse caso, f1(H ′) = 1.

Assuma agora que (x−1y)p = 1, conjugando os membros dessa igualdade por x−1,

obtemos que (yx−1)p = 1. Então, a implicação já provada fornece que (xy−1x−1y)p = 1,

isto é, [x−1, y]p = 1. Como H = 〈x−1, y〉, segue que f1(H ′) = 1.

Proposição 1.6.6. Seja G um p-grupo regular. Então, para todo inteiro i ≥ 1:
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i) xp
i

= yp
i

se, e somente se, (x−1y)p
i

= 1, para quaisquer elementos x, y ∈ G;

ii) Ωi(G) = {x ∈ G |xpi = 1};

iii) fi(G) = {xpi |x ∈ G};

iv) |G : Ωi(G)| = |fi(G)| e |G : fi(G)| = |Ωi(G)|.

Demonstração:

ii) Se o item i) é verdadeiro para algum i, então o conjunto {x ∈ G |xpi = 1} é um

subgrupo de Ωi(G) e, portanto, coincide com Ωi(G). O que significa que o item

ii) segue de i).

i) Seja G = G/Ωi−1(G). Pelo Lema 1.6.5, temos que o resultado já vale para i = 1.

Usaremos indução sobre i. Supondo que o resultado é válido para i − 1 temos

que xp
i

= yp
i

equivale a (x−pyp)p
i−1

= 1. E, por essa última igualdade, temos que

xp = yp, o que implica que (x−1y)p = 1, isto é, (x−1y)p ∈ Ωi−1(G). Mas, como por

hipótese o item i) vale para i− 1, temos que o item ii) também vale para i− 1. O

que significa que todos os elementos de Ωi−1(G) possuem ordem dividindo pi−1

e, assim, (x−1y)p
i

= 1.

iii) A demonstração será feita por indução sobre i. Veremos que dados x, y ∈ G, existe

z ∈ G tal que xpyp = zp. O que equivale a afirmação do item iii), para i = 1. Para

isso, faremos uma indução sobre |G|. Consideremos H = 〈x, y〉 e K = 〈xy,Φ(H)〉.
Se K = H, então H é ćıclico e não há nada para provar. Se K < H, como G é

regular, temos que xpyp = (xy)pc, para algum c ∈ f1(H ′) ≤ f1(K). De modo

que (xy)pc é um produto de dois elementos em f1(K) que, aplicando a hipótese

de indução sobre K, pode ser escrito na forma zp. Assim, xpyp = zp.

Para qualquer inteiro i, temos que

f1(fi−1(G)) = {xp |x ∈ fi−1(G)} = {xpi |x ∈ G}

é um subgrupo de G. E, necessariamente, fi(G) = {xpi |x ∈ G}.

iv) Dos itens i) e ii) segue que xp
i

= yp
i

se, e somente se, x−1y ∈ Ωi(G), ou seja, se,

e somente se, xΩi(G) = yΩi(G). Assim, a aplicação ϕ : G/Ωi(G) −→ fi(G) dada

por ϕ(xΩi(G)) = xp
i

está bem definida e é injetiva. Pelo item iii), ϕ é sobrejetiva

e, portanto, ϕ é uma bijeção. O que mostra que |G : Ωi(G)| = |fi(G)|.
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Proposição 1.6.7. Sejam x e y elementos de um grupo G tais que [x, y] comuta com

x e y. Então, para todo n ∈ Z valem:

i) [x, yn] = [xn, y] = [x, y]n;

ii) (xy)n = xnyx
n−1
yx

n−2
. . . yx

2
yxy;

iii) (xy)n = xnyn[y, xn−1][y, xn−2] . . . [y, x2][y, x];

iv) (xy)n = xnyn[y, x](
n
2).

Demonstração:

i) Segue por indução sobre n, usando a Proposição 1.1.2 iii).

ii) Segue por indução sobre n. Além disso, o resultado vale sem a hipótese de que [x, y]

comuta com x e y.

iii) Por hipótese, segue que

xnyn[y, xn−1][y, xn−2] . . . [y, x2][y, x]= xny[y, xn−1]y[y, xn−2] . . . y[y, x2]y[y, x]y

= xnyy−1yx
n−1
yy−1yx

n−2
. . . yy−1yx

2
yy−1yxy

= xnyx
n−1
yx

n−2
. . . yx

2
yxy = (xy)n;

em que a última igualdade vale pelo item i).

iv) Segue dos itens i) e iii).

1.7 Grupos de Engel

Os grupos nilpotentes de classe no máximo n são exemplos de grupos n-Engel. Nessa

seção veremos algumas propriedades de grupos n-Engel que serão usadas nos Caṕıtulos

3 e 4.

Definição 1.7.1. Sejam G um grupo e n ∈ N. Então, G é dito ser n-Engel se, para

quaisquer elementos x, y ∈ G, [y, x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
n

] = 1 .

Os grupos nilpotentes de classe no máximo n são exemplos de grupos n-Engel

pois, se G é um grupo nilpotente com classe de nilpotência menor ou igual a n, então

para quaisquer x1, x2 . . . , xn+1 ∈ G segue que [x1, . . . , xn+1] = 1 e tomando x2 =

y, . . . , xn+1 = y podemos ver queG satisfaz a definição de n-Engel. Contudo, a rećıproca

não é verdadeira, conforme em [5].
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Proposição 1.7.2. Todo grupo de expoente 3 é 2-Engel.

Demonstração: Seja G um grupo de expoente 3 e sejam x, y elementos de G. Então,

(xy−1)2 = (xy−1)−1 = yx−1. Multiplicando o primeiro e o último termo da igualdade

por y2, e usando o fato que, para qualquer g ∈ G, g2 = g−1 segue:

xy−1xy = yx−1y2 = y−2x−1y−1 = y−1(y−1x−1y−1) = y−1x(x−1y−1)2.

Logo,

x(y−1xy) = y−1x(x−1y−1)2 = y−1x(x−1y−1)−1 = (y−1xy)x,

o que mostra que x comuta com xy. Como x−yx = [y, x], segue que [y, x, x] = 1.

Teorema 1.7.3 (Teorema de Levi). Sejam G um grupo 2-Engel e x, y, z, t ∈ G. Então:

i) xG = {xg = g−1xg | g ∈ G} é abeliano;

ii) [x, y, z] = [z, x, y];

iii) [x, y, z]3 = 1;

iv) [x, y, z, t] = 1, logo, G é nilpotente de classe no máximo 3.

Demonstração:

i) Observe que [x, xy] = [x, x[x, y]] = [x, [x, y]]. Como G é 2-Engel, x comuta com [y, x];

logo, comuta com [x, y] e, portanto, x comuta com xy. Segue, por conjugação, que

quaisquer dois conjugados de x comutam. O que implica que xG é abeliano.

ii) Seja A = 〈xG〉 um grupo abeliano abeliano. A aplicação ϕy : A → A definida por

a 7→ [a, y] é um endomorfismo. Temos que os endomorfismos de A formam um

anel e denotamos (ϕy + ϕz)(a) = ϕy(a)ϕz(a) e 0 como sendo o endomorfismo

que associa aos elementos de A à identidade de A (0(a) = 1); denotamos, ainda,

(ϕyϕz)(a) = ϕy(ϕz(a)).

Como [a, y, y] = 1, para todo a ∈ A, temos que (ϕy)
2 = 0. Da Proposição 1.1.2:

ϕyz = ϕy + ϕz + ϕyϕz; para cada a ∈ A e (1.1)

ϕy−1 = −ϕy. (1.2)

Como (yz)−1 comuta com [a, yz], já que G é 2-Engel, e usando as equações acima,

temos, para cada a ∈ A:

0 = ϕyzϕz−1y−1 = (ϕy + ϕz + ϕyϕz)(ϕz − ϕy + ϕzϕy)

= −ϕyϕz − ϕzϕy.
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Ou seja,

ϕyϕz = −ϕzϕy; para cada a ∈ A, (1.3)

o que significa que, [a, y, z] = [a, z, y]−1 e, em particular, [x, y, z] = [x, z, y]−1.

Como A é abeliano, [x, z, y]−1 = [[x, z]−1, y] = [z, x, y], logo, [x, y, z] = [z, x, y].

iii) Por ii) obtemos que [x, y−1, z]y = [x, y−1, z]. Logo, [x, y−1, z]y = [[x, y−1], z] =

[x, y, z]−1 e da Proposição 1.1.2, segue que

1 = [x, y, z]−1[y, z, x]−1[z, x, y]−1 = [x, y, z]−2[y, z, x]−1 = [x, y, z]−3.

iv) Da equação 1.3, segue que ϕyϕzt + ϕztϕy = 0 e, usando as igualdades 1.1 e 1.3,

obtemos:

0 = ϕyϕz + ϕyϕt + ϕyϕzϕt + ϕzϕy + ϕtϕy + ϕzϕtϕy = 2ϕyϕzϕt.

Assim, [a, y, z, t]2 = 1 e, em particular, [x, y, z, t]2 = 1. Mas, de iii) segue que

[x, y, z, t]3 = 1, portanto, [x, y, z, t] = 1.

Lema 1.7.4. Seja G um p-grupo com p > 2 tal que G é 2-Engel finito. Então, G é

regular.

Demonstração: Pela Proposição 1.6.7 iv), para qualquer m ∈ N,

ap
m

bp
m

= (ab)p
m

[a, b]

pm(pm − 1)

2 ,

de modo que o resultado segue da definição de p-grupo regular, pois

[a, b]

pm(pm − 1)

2 ∈ f1(〈x, y〉′).

Note que, como já mencionamos anteriormente, se p = 2, então G é regular se, e

somente se, é abeliano (Ver [11], Theorem 2.8).

1.8 Grupo de Automorfismos e Estabilizadores

O grupo dos automorfismos de um grupo, Aut(G), é o conjunto dos automorfismos

de G sob a operação de composição.



1.8 GRUPO DE AUTOMORFISMOS E ESTABILIZADORES 17

Definição 1.8.1. Se g é um elemento de G, então o automorfismo α de G definido

por α(x) = g−1xg, para todo x ∈ G, é dito ser automorfismo interno induzido por

g; denotamos α por γg. Se α ∈ Aut(G) não é automorfismo interno, dizemos que é

externo.

Teorema 1.8.2. Seja G um grupo.

i) Se H ≤ G, então CG(H) E NG(H) e NG(H)/CG(H) é isomorfo a um subgrupo de

Aut(H).

ii) O conjunto dos automorfismos internos de G, Inn(G) = {γg | g ∈ G}, é um sub-

grupo normal de Aut(G) isomorfo a G/Z(G).

Demonstração: Ver [36], Theorem 7.1.

Definição 1.8.3. Se φ é um automorfismo de G, então φ é dito ser central se φ comuta

com todo automorfismo de Inn(G), ou seja, se φ(g)g−1 ∈ Z(G), para todo g ∈ G.

Os automorfismos centrais fixam G′, o subgrupo comutador de G, ponto a ponto e

formam um subgrupo de Aut(G), pois, pela definição, se φ ∈ Autc(G), então φ(g) =

gz para algum z ∈ Z(G), logo φ([x, y]) = [xz1, yz2] = [x, y], para alguns z1, z2 ∈
Z(G). Denotaremos Autc(G) o subgrupo de Aut(G) gerado por todos os automorfismos

centrais de G.

Proposição 1.8.4. O centralizador de Inn(G) em Aut(G) é AutcG.

Demonstração: Segue da definição de automorfismo central, uma vez que o centrali-

zador de Inn(G) é formado pelos elementos de Aut(G) que comutam com os elementos

de Inn(G).

Proposição 1.8.5. Se G é um grupo tal que Aut(G) é abeliano, então Aut(G) =

Autc(G).

Demonstração: Sabemos que Autc(G) é o centralizador de Inn(G) em Aut(G), pela

Proposição 1.8.4. Como Aut(G) é abeliano, segue o resultado.

Proposição 1.8.6. Se G é um grupo tal que Aut(G) é abeliano, então a classe de

nilpotência de G, cl(G), é no máximo 2.

Demonstração: Temos que
G

Z(G)
∼= Inn(G) é abeliano, por hipótese, e Z2(G) é, por

definição, o único subgrupo de G tal que
Z2(G)

Z(G)
= Z

(
G

Z(G)

)
=

G

Z(G)
, o que mostra

que G = Z2(G).
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Definição 1.8.7. Sejam G um grupo e X um conjunto. Uma ação de G sobre X é

definida como sendo um homomorfismo ϕ : G→ Sym(X).

Assim, temos que se ϕ é uma ação de G sobre X, então ϕ associa a cada elemento

g ∈ G uma permutação de X. Se estamos falando sobre uma fixada ação ϕ, denotamos

xg ao invés de xϕ(g) para a ação de ϕ(g) sobre x ∈ X.

Definindo, agora, uma relação de equivalência, ∼G, no conjunto X por:

x ∼G y se, e somente se, existe g ∈ G com y = xg;

dizemos que as classes de equivalências de ∼G são as G-órbitas, ou as órbitas de G em

X. Denotamos, em particular, a órbita de um elemento x de X por xG, que é dada por:

xG = {xg | g ∈ G}.

Definição 1.8.8. O estabilizador de um subconjunto Y de X, denotado StabG(Y ), é

dado por:

StabG(Y ) = {g ∈ G | yg = y; ∀y ∈ Y }.

De maneira mais espećıfica, definimos o estabilizador de um único ponto:

Definição 1.8.9. O estabilizador de um elemento x ∈ X, denotado StabG(x), é dado

por:

StabG(x) = {g ∈ G |xg = x}.

Proposição 1.8.10. StabG(X) ≤ G.

Demonstração: Segue direto da definição de estabilizador.

Teorema 1.8.11. Sejam G um grupo finito que age sobre X e x ∈ X. Então, |G| =

|xG||StabG(x)|.

Demonstração: Seja y ∈ xG. Temos que existe g ∈ G tal que xg = y. Se g′ ∈ G é

tal que xg
′

= y, então g′g−1 ∈ StabG(x). Assim, g′ ∈ StabG(x)g e podemos ver que os

elementos g′, com xg
′

= y, são precisamente os elementos da classe lateral StabG(x)g.

Mas |StabG(x)g| = |StabG(x)|, logo, para cada y ∈ xG, existem exatamente |StabG(x)|

elementos g′ de G com xg
′
= y, e o número total de tais y ∈ xG deve ser

|G|
|StabG(x)|

, o

que prova o resultado.

Definição 1.8.12. Sejam G um grupo e H ≤ G. Um transversal à direita (respecti-

vamente, à esquerda) para H em G é um conjunto completo e irredundante de repre-

sentantes das classes laterais à direita (respectivamente, à esquerda) de H em G.
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Teorema 1.8.13 (Schreier). Sejam G um grupo finitamente gerado e H um subgrupo

de ı́ndice finito de G. Então, H é finitamente gerado.

Demonstração: Sejam S = {s1, . . . , sr}, um conjunto de elementos de G tal que

G = 〈S〉, [G : H] = n. Seja, ainda, T = {1 = t1, . . . , tn} um transversal à direita para

H em G. Então, Y = {H,Ht2, . . . , Htn} é o conjunto das classes laterais à direita de

H em G.

Consideremos a ação de G em Y dada por: (Hti)g = H(tig) = Htj, o que fornece

uma permutação em Y e, consequentemente, no conjunto {1, . . . , n} tal que g(i) = j.

Assim, para qualquer elemento g ∈ G e inteiro i tal que 1 ≤ i ≤ n, Htig = Htg(i)

e, portanto, temos

tig = h(ti, g)tg(i); tal que h(ti, g) ∈ H. (1.4)

Seja, então, a ∈ H. Já que a é um elemento de G temos que a é um produto de

elementos em S ∪ S−1, digamos a = u1 . . . uk, em que ui ∈ S ∪ S−1 e k ≥ 0. Usando a

relação 1.4, temos

a = 1.a = 1d.u1 . . . uk = (t1u1)u2 . . . uk

= (h(t1, u1)tu1(1))u2 . . . uk

= (h(t1, u1)tu1(1) · u2)u3 . . . uk

= h(t1, u1)h(tu1(1), u2)(tu2u1(1) · u3)u4 . . . uk

= . . .

= h(t1, u1)h(tu1(1), u2) . . . h(tuk−1...u1(1), uk)tuk...u2u1(1)

= h(t1, u1)h(tu1(1), u2) . . . h(tuk−1...u1(1), uk)tα(1).

Uma vez que a, h(t1, u1), . . . , h(tuk−1...u1(1), uk) ∈ H, temos que tα(1) = t1 = 1 e,

assim,

a = h(t1u1)h(tu1(1), u2) . . . h(tuk−1...u1(1), uk).

O que significa que H é gerado pelos elementos da forma h(ti, u), com 1 ≤ i ≤ n, e

u ∈ S ∪ S−1. Portanto, H é finitamente gerado.

Definição 1.8.14. Considere a mesma notação do teorema anterior. O conjunto Z =

{h(t, u) | t ∈ T, u ∈ S ∪ S−1} é chamado de conjunto de geradores de Schreier para H.

1.9 Sobre Representações Lineares

1.9.1 Alguns conceitos

Os conceitos e resultados presentes nessa seção podem ser encontrados em [21].

Sejam G um grupo e V um espaço vetorial sobre um corpo F de dimensão finita

n. Seja GL(V ) o grupo das transformações lineares inverśıveis de V , o qual pode ser
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identificado com GL(n, F ) (o grupo das matrizes n× n inverśıveis com coeficientes em

F ).

Definição 1.9.1. Um homomorfismo ρ : G→ GL(V ) é dito uma representação linear

de G. O inteiro n é dito ser o grau da representação ρ.

Note queKer ρEG assim,G/Ker ρ ∼= ρ(G) ≤ GL(V ) e dizemos que a representação

é fiel se Ker ρ = 1.

Denotamos a imagem de g ∈ G, ρ(g), por ρg. Quando ρ é dado, dizemos que V é

uma representação de G.

Sejam ρ e ρ′ duas representações de um mesmo grupo G em espaços vetoriais V e V ′.

Dizemos que ρ e ρ′ são equivalentes se existe um operador linear invert́ıvel T : V → V ′

tal que T ◦ ρg = ρ′g ◦ T , para todo g ∈ G.

Definição 1.9.2. Uma ação G× V → V é dita linear se:

x(g1g2) = (xg1)g2 , x1 = x; ∀x ∈ V, g1, g2 ∈ G e

(x+ y)g = xg + yg, (λx)g = λxg; ∀x, y ∈ V, g ∈ G, λ ∈ F.

Dizemos, também, que G age linearmente sobre V se existe tal ação. Dizemos, ainda,

que V é um G-módulo, ou um G-espaço.

Definição 1.9.3. Seja ρ uma representação linear de G. Um subespaço W de V é dito

ser G-invariante se ρg(W ) ⊆ W , para todo g ∈ G.

Pela definição anterior, para cada g ∈ G a restrição de ρg a W , denotada por ρWg ,

em que W é G-invariante, pertence a GL(W ) e satisfaz ρWg1g2 = ρWg1 ρ
W
g2

; para quaisquer

g1, g2 ∈ G. Portanto, ρW : G→ GL(W ) é uma representação linear de G.

Definição 1.9.4. Uma representação linear ρ : G→ GL(V ) é dita ser irredut́ıvel se V

é não-nulo e não há subespaço não-trivial de V que seja G-invariante. Caso contrário,

ρ é dita ser redut́ıvel.

Definição 1.9.5. Sejam A um anel e (M,+) um grupo abeliano. Dizemos que M é

um A-módulo se existe uma função

· : A×M →M

(a,m) 7→ a ·m

tal que para quaisquer m,n ∈M,a, b ∈ A:

a(m+m) = am+ an; (a+ b)m = am+ bm; a(bm) = (ab)m; 1Am = m.
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Sejam G um grupo finito e F um corpo. Denotamos

FG :=

{∑
g∈G

αgg;αg ∈ F

}
,

com as seguintes operações:

�

∑
g∈G

αgg +
∑
g∈G

βgg =
∑
g∈G

(αg + βg)g

�

(∑
g∈G

αgg

)(∑
h∈G

βhh

)
=
∑
g,h∈G

(αgβh)gh

� λ

(∑
g∈G

αgg

)
=
∑
g∈G

(λαg)g.

Temos que FG é uma F -álgebra e G é uma base para FG. Assim, dimFFG = |G|.

Definição 1.9.6. Dizemos que FG, tal como descrito anteriormente, é a álgebra de

grupo de G sobre F .

Definição 1.9.7. Um FG-módulo, M , é um espaço vetorial sobre F , de dimensão

finita, que é módulo para o anel FG e verifica:

α(rv) = (αr)v = r(αv);∀v ∈M, r ∈ FG, α ∈ F.

Assim, um FG-módulo é um G-módulo no sentido da Definição 1.9.2

1.9.2 Formas bilineares

Nesta subseção, definiremos formas bilineares e trataremos de alguns resultados

relacionados, os quais serão importantes para simplificar a demonstração do Lema

4.2.2. Esses resultados podem ser encontrados em [19] e [33].

Definição 1.9.8. Seja V um espaço vetorial sobre um corpo F . Uma forma bilinear

sobre V é uma função f que atribui a cada par ordenado de vetores x, y de V um

escalar f(x, y) ∈ F que satisfaz:

f(cx1 + x2, y) = cf(x1, y) + f(x2, y)

f(x, cy1 + y2) = cf(x, y1) + f(x, y2).

Se denotarmos por V × V o espaço de todos os pares ordenados de V , podemos

dizer que uma forma bilinear sobre V é uma função f : V × V → F que, se fixada uma

coordenada, então a outra pode ser vista como uma função linear.
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Note que a função nula, definida de V × V sobre F , é uma função bilinear, a soma

de duas formas bilineares é uma forma bilinear e se f é uma forma bilinear e λ ∈ F ,

então λf é uma forma bilinear; de modo que qualquer combinação de formas bilineares

é uma forma bilinear. (Segue da definição.)

Ou seja, o conjunto de todas as formas bilineares sobre V é um espaço vetorial.

É posśıvel associar a uma forma bilinear uma matriz, como descrevemos a seguir.

Seja V um espaço vetorial de dimensão finita e seja B = {α1, . . . , αn} uma base orde-

nada para V . Se f é uma forma bilinear sobre V , a matriz de f na base ordenada B é

uma matriz n×n, A, com entradas Aij = f(αi, αj). Quando for necessário deixar claro

qual a base usada, denotarmos essa matriz por [f ]B.

Dadas duas bases distintas para o espaço vetorial V , temos duas matrizes associadas

a forma f , como já foi descrito. Vejamos como podemos relacionar ambas as matrizes.

Sejam P = [f ]B e Q = [f ]B′ matrizes de f nas bases B = {x1, . . . , xn} e B′ =

{x′1, . . . , x′n}, respectivamente. Se M = (mij) é a matriz mudança de base de B para

B′, temos:

x′j =
n∑
l=1

mljxl;

logo,

f(x′i, x
′
j) = f

(
n∑
k=1

mkixk,
n∑
l=1

mljxl

)
=

n∑
l,k=1

mkif(xi, xj)mlj.

Ou seja, Q = M tPM .

Observe que, pela relação anterior, duas matrizes que representam a mesma forma,

não necessariamente na mesma base ordenada, possuem o mesmo posto. Isso permite

uma definição de posto para formas bilineares.

Definição 1.9.9. Se f é uma forma bilinear sobre um espaço vetorial, o posto de f é

igual ao posto da matriz de f numa base ordenada.

Definição 1.9.10. Uma forma bilinear f de um espaço vetorial V é dita ser não-

degenerada, ou não-singular, se para cada par α, β ∈ V existem x, y ∈ V tais que

f(α, x) 6= 0 e f(y, β) 6= 0.

Formas Bilineares Simétricas

Definição 1.9.11. Seja f uma forma bilinear sobre um espaço vetorial V . A forma

bilinear f é dita ser simétrica se f(x, y) = f(y, x), para quaisquer vetores x, y ∈ V .

Se V é um espaço de dimensão finita, a forma bilinear, f , é simétrica se, e somente

se, sua matriz A em alguma base ordenada é simétrica (At = A).
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Formas Bilineares Anti-Simétricas

Definição 1.9.12. Seja V um espaço vetorial sobre um corpo F . Uma forma bilinear,

f , sobre V é denominada anti-simétrica se f(x, y) = −f(y, x), para quaisquer vetores

x, y ∈ V ; além disso, se F possui caracteŕıstica igual a 2, adicionamos a condição

f(x, x) = 0, para todo x ∈ V .

Neste trabalho, apenas consideraremos corpos com caracteŕıstica distinta de 2.

Suponhamos agora que f é uma forma bilinear qualquer sobre V e definamos:

g(x, y) =
1

2
[f(x, y) + f(y, x)],

h(x, y) =
1

2
[f(x, y)− f(y, x)].

Temos que g é uma forma bilinear simétrica sobre V e h é uma forma bilinear anti-

simétrica sobre V , de forma que f = g + h. Essa expressão para f como soma de uma

forma bilinear simétrica e anti-simétrica é única, logo, o espaço das formas bilineares é

uma soma direta do subespaço gerado pelas formas bilineares simétricas com o gerado

pelas formas bilineares anti-simétricas.

Se V é um espaço de dimensão finita, a forma bilinear é anti-simétrica se, e somente

se, sua matriz A em alguma base ordenada é anti-simétrica (At = −A).

Se f é anti-simétrica, a matriz de f em qualquer base ordenada possui as entradas

da diagonal nulas, já que f(x, x) = −f(x, x), para qualquer x ∈ V , o que significa que

f(x, x) = 0, para qualquer x ∈ V , já que estamos considerando que a caracteŕıstica de

F é distinta de 2. Suponhamos que f é uma forma bilinear anti-simétrica, não-nula,

sobre V . Assim, existem α, β ∈ V , tais que f(α, β) 6= 0. Multiplicando α por um escalar

conveniente, podemos supor que f(α, β) = 1.

Teorema 1.9.13. Seja V é um espaço vetorial de dimensão n ≥ 1 com uma forma

bilinear anti-simétrica, f . Então, f pode ser associada a uma matriz da forma:

0 1
-1 0

. . .

0 1
-1 0


.

Demonstração: Ver [33], Theorem 1.1.13.

A base B de um espaço vetorial anti-simétrico é chamada hiperbólica se
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[f ]B =



0 1
-1 0

. . .

0 1
-1 0


e é chamada simplética se

[f ]B =

[
0 In

−In 0

]
,

onde In é a matriz identidade de Mn(F ) (o grupo das matrizes n× n com coeficientes

em F ).

Com essa definição, se B = {x1, y1, . . . , xn, yn}, então B′ = {x1, . . . , xn, y1, . . . , yn}
é uma base simplética, e vice-versa. Dessa forma, nas condições do Teorema 1.9.13,

podemos dizer que V possui base hiperbólica e outra simplética.

1.9.3 Grupos que preservam formas bilineares

Sejam f uma forma bilinear sobre um espaço vetorial V e T um operador linear

sobre V . Se definimos g(α, β) := f(Tα, Tβ), então g é uma forma bilinear.

Definição 1.9.14. Dizemos que T preserva f se f(Tα, Tβ) = f(α, β), para todo par

α, β ∈ V .

Note que o conjunto de operadores lineares que preservam uma forma bilinear dada

é fechado sob o produto de operadores.

Teorema 1.9.15. Se f é uma forma bilinear não-degenerada sobre um espaço vetorial

de dimensão finita V , então o conjunto de todos os operadores lineares sobre V que

preservam f é um grupo sob a operação de composição.

Demonstração: Ver [19], Theorem 7 da página 379.

Sejam M a matriz que representa T , um operador linear, numa base ordenada B de

um espaço vetorial V e A a matriz de f nessa mesma base. Sejam α, β ∈ V tais que X

e Y são vetores das coordenadas de α e β, respectivamente. Então, podemos escrever

f(α, β) = X tAY e

f(Tα, Tβ) = (MX)tAMY = X t(M tAM)Y.
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Assim, dizemos que T preserva a forma bilinear f se M tAM = A. Além disso, o

conjunto de matrizes M , tal que M tAM = A é um grupo de matrizes sob a multipli-

cação.

O grupo simplético

Definição 1.9.16. Para qualquer número natural n, se F é um corpo, dizemos que o

grupo simplético Sp(2n, F ) (também denotado por Sp2n(q)) é o subgrupo de GL(2n, F )

que consiste de todas as matrizes n × n, X, sobre F tais que X tJX = J , em que J

uma matriz tal que J t = −J e J t é a matriz transposta de J .

Proposição 1.9.17. A ordem do grupo simplético sobre o corpo Fq é

|Sp(2n, q)| = qn
2

n∏
j=1

(q2j − 1),

em que Fq é o corpo de ordem q = pk, para um primo p.

Demonstração: Ver [33], Theorem 3.1.1.

Proposição 1.9.18. Sp2n(q) ≤ SL2n(q).

Demonstração: A demonstração segue da definição anterior.

Definição 1.9.19. Uma matriz é dita singular se seu determinante é nulo; caso con-

trário é dita não-singular.

1.9.4 Quadrado simétrico e Quadrado Alternado

Sejam V e W espaços vetoriais de dimensão finita m e n, respectivamente, sobre

um mesmo corpo F . Diremos que um espaço vetorial denotado por V ⊗W , junto com

uma aplicação bilinear

i : V ×W → V ⊗W

(v, w) 7→ v ⊗ w

é o produto tensorial de V e W se, para qualquer espaço vetorial U sobre o mesmo

corpo F e qualquer aplicação bilinear B : V × W → U , existe uma, e apenas uma,

transformação linear L : V ⊗W → U tal que B(v, w) = L(v ⊗ w), isto é, B = L ◦ i:

V ⊗W
L

##GGGGGGGGG

V ×W

i

OO

B
// U



Ou seja, dizemos que a aplicação i é uma aplicação bilinear universal, pois qualquer

outra é uma composição de i seguida por uma linear. Esta é a propriedade universal

do produto tensorial, também chamada mapeamento universal ou universalidade.

Pode-se verificar que um produto tensorial V ⊗W existe e que se {v1, . . . , vm} e

{w1, . . . , wn} são bases de V e W , respectivamente, então V ⊗W possui como base o

conjunto {vi ⊗ wj | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n}.
Sejam V um FG-módulo com base {e1, . . . , en}, em que F é um corpo de caracte-

ŕıstica diferente de 2 e G um grupo finito. Então, podemos definir uma estrutura de

FG-módulo sobre V ⊗V por (w⊗ v)g = wg⊗ vg; para todo ∈ G e quaisquer v, w ∈ V .

Definindo W := V ⊗ V considere o automorfismo ϑ : W → W tal que ϑ(v ⊗ w) =

w ⊗ v, logo, ϑ2 = id. Defina, agora, os subespaços de W :

Sym2(V ) := 〈v ⊗ w |ϑ(v ⊗ w) = v ⊗ w〉

chamado o quadrado simétrico e

Alt2(V ) := 〈v ⊗ w |ϑ(v ⊗ w) = −(v ⊗ w)〉

chamado o quadrado alternado, aqui denotado por Λ2(V ). Com essa definição, segue

que {ei⊗ ej + ej ⊗ ei | 1 ≤ i < j ≤ n} e {ei⊗ ej − ej ⊗ ei | 1 ≤ i < j ≤ n} são bases dos

subespaços Sym2(V ) e Λ2(V ), respectivamente, e, portanto,

dimWSym
2(V ) =

n(n+ 1)

2
e dimWΛ2(V ) =

n(n− 1)

2
.

Note que, para qualquer ω ∈ W , temos ω + ϑ(ω) ∈ Sym2(V ) e ω − ϑ(ω) ∈ Λ2(V );

além disso,

ω =
ω + ϑ(ω)

2
+
ω − ϑ(ω)

2
,

o que significa que W = Sym2(V ) + Λ2(V ).

E mais, se ω = w ⊗ v tal que ω ∈ Sym2(V ) ∩ Λ2(V ), então ϑ(ω) = ω = −ϑ(ω), o

que implica que a interseção de tais subespaços é trivial e, portanto, W = Sym2(V )⊕
Λ2(V ).



Capítulo
2

Sobre os Algoritmos

2.1 Grupos Livres

Dizemos que uma relação é livre se é uma relação que aparece em qualquer grupo,

como, por exemplo, xx−1 = 1, em que x é um elemento do grupo. Podemos dizer que

um grupo livre é um grupo livre de qualquer relação não-trivial entre seus elementos

(não é abeliano, não é finito, não é nilpotente, ...). Essa ideia será formalizada por um

teorema mais adiante. As demonstrações omitidas nessa seção podem ser encontradas

em [22] (Chapters 1, 4) e [36].

Seja X um conjunto. Uma palavra em X, denotada por ω é um elemento gerado

pelos elementos pertencentes a X∪X−1. Muitas vezes denotaremos ω por ω(x1, . . . , xn)

como sendo a palavra gerada pelos elementos x1, . . . , xn ∈ X. Um exemplo de uma

palavra em X = {x1, . . . , x7} é ω(x1, . . . , x7) = x−1
1 x2x5x1x

−1
2 x−1

7 .

Definição 2.1.1. Um grupo F é dito livre sobre um subconjunto X se, dado um

grupo qualquer G e uma função f : X → G, existe um único homomorfismo de grupos

ϕ : F → G tal que ϕ|X = f .

Assim, se i : X → F é a inclusão de X em F , temos que o diagrama a seguir é

comutativo.

X
� � i //

f

��

F

ϕ
~~}

}
}

}

G

Proposição 2.1.2. Se F é livre sobre X, então X gera F .

Proposição 2.1.3. Sejam F1 e F2 dois grupos livres sobre X1 e X2, respectivamente.

Então, F1 e F2 são isomorfos se e, somente se, |X1 | = |X2|.

Definição 2.1.4. Se F é livre sobre X, então dizemos que X é uma base (livre) para

F ; além disso, |X| é dito o posto de F.

27
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O teorema a seguir formaliza a ideia introduzida no ińıcio da seção.

Teorema 2.1.5. Um grupo F é livre sobre X se, e somente se:

i) X gera F , e

ii) não existe relação não trivial entre os elementos de X.

Proposição 2.1.6. Dado um conjunto X, existe um grupo livre F com base X.

Proposição 2.1.7. Todo grupo é imagem homomorfa de um grupo livre F sobre X,

ou seja, é quociente de um grupo livre.

Demonstração: Seja G um grupo arbitrário e escolha um elemento xg ∈ X para cada

g ∈ G, um elemento de G. Defina o conjunto X = {xg | g ∈ G}, então f : X → G, em

que f(xg) = g é uma bijeção. Existe um grupo livre F com base X, pela Proposição

2.1.6. Então, existe um homomorfismo ϕ : F → G estendendo f , de forma que ϕ é uma

função sobrejetora, pois f é sobrejetora. E segue o resultado.

Sejam G um grupo, F um grupo livre, livremente gerado por um conjunto não-

vazio X e ϕ : F (X) → G um epimorfismo. Se r é uma palavra pertencente ao núcleo

N = Ker ϕ, então ϕ(r) = 1 e dizemos que a palavra ϕ(r) é um relator, correspondente

a relação ϕ(r) = 1. Seja R ⊆ F um conjunto de relatores tal que N = Ker ϕ é o fecho

normal de R em F . Dizemos que R é o conjunto definidor de relatores de G.

Temos que X e R determinam G, a menos de isomorfismo. Desse modo, denotamos

G = 〈X|R〉, em que X é um conjunto não-vazio de geradores e R é o conjunto de

relatores, ou seja, um conjunto de palavras em X, ou relações da forma u = v que

corresponde ao relator uv−1. O par 〈X|R〉 é dito ser uma apresentação de G ∼= F/N .

Exemplos 2.1.8.

G = 〈a, b| a4, b2, ab = a−1〉,

H = 〈a, b| a4, b2 = a2, ab = a−1〉,

A = 〈a, b| a2, b2, [a, b]〉.

O que podemos dizer sobre esses grupos? Essas apresentações já nos permite ver

algumas relações triviais nos grupos e podemos dizer, por exemplo, que A é um grupo

abeliano elementar, ou que H não é abeliano. Mas, podemos decidir imediatamente

sobre a finitude desses grupos, por exemplo? É posśıvel criar algoritmos para responder

questões sobre a estrutura desses grupos, com uma ajuda computacional. Além disso,

as apresentações desses grupos influenciam na eficiência de cálculos computacionais.

Podemos calcular uma apresentação mais “vantajosa” para decidir, por exemplo, se

possuem ordem prima, se são nilpotentes ou solúveis.
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A próxima proposição nos diz que sempre podemos encontrar uma apresentação

para qualquer grupo.

Proposição 2.1.9. Todo grupo possui uma apresentação e todo grupo finito possui

uma apresentação finita.

Lema 2.1.10. Sejam α : X → Y, β : X → Z homomorfismos de grupos tais que α é

sobrejetor e Ker α ⊆ Ker β. Então, existe um homomorfismo ϕ : Y → Z com αϕ = β.

Ker β� s

&&LLLLLLLLLLLLL Y

ϕ

���
�
�
�
�
�
�
�

X

α

99 99ttttttttttttt

β

&&LLLLLLLLLLLLL

Ker α
* 


88pppppppppppppp?�

OO

Z

Teorema 2.1.11. (Von Dyck) Sejam X um conjunto e F um grupo Livre sobre X.

Se R e S são subconjuntos de F tais que R ⊆ S, então existe um epimorfismo

θ : 〈X|R〉 � 〈X|S〉 que fixa X elemento a elemento. Além disso, o núcleo de θ é o

fecho normal de S −R em 〈X|R〉 .

Ker β� s

&&LLLLLLLLLLLLL
〈X|R〉

θ

�����
�
�
�
�
�
�

X

α
88 88qqqqqqqqqqqqqq

β

'' ''OOOOOOOOOOOOO

Ker α
* 


88pppppppppppppp?�

OO

〈X|S〉

Teorema 2.1.12. (Teste de Substituição) Sejam G um grupo com apresentação

〈X|R〉, H um grupo arbitrário e θ : X → H uma função. Então, θ se estende a um

homomorfismo θ′ : G→ H se, e somente se, para todo x ∈ X e todo r ∈ R, o resultado

da substituição de x por θ(x) em r é a identidade de H.

2.2 Apresentação por Potências e Comutadores

Uma apresentação de um grupo define uma “maneira” que tal grupo pode ser dado.

Assim, em vez de trabalharmos com o grupo, podemos trabalhar com sua apresentação.

Como já foi dito, um grupo pode ter uma apresentação mais “vantajosa” que outra no

sentido de otimizar cálculos e algoritmos relacionados à estrutura do grupo.

Se tivermos uma apresentação consistente por potências e comutadores para um

grupo (ver Definição 2.2.4), podemos, por exemplo, solucionar o problema da palavra
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para esse grupo (decidir se duas palavras no mesmo conjunto de geradores represen-

tam o mesmo elemento). Além disso, essa apresentação fornece uma série normal para

o grupo e muitos algoritmos, desenvolvidos para calcular propriedades de p-grupos,

trabalham sobre a série normal do grupo.

A maioria dos conceitos e resultados desse caṕıtulo podem ser encontrados em “The

p-group generation algorithm” [32] de E. A. O’Brien.

Definição 2.2.1. Uma apresentação por potências e comutadores para um grupo G

consiste em um conjunto finito de geradores A = {a1 . . . an} e um conjunto de
n(n+ 1)

2
relações descritas por:

api =
n∏

l=i+1

a
α(i,l)
l ; 1 ≤ i ≤ n− 1 e apn = 1

[aj, ai] =
n∏

l=j+1

α
β(i,j,l)
l ; 1 ≤ i < j ≤ n− 1 e [an, ai] = 1; 1 ≤ i ≤ n− 1,

em que p é um número primo e 1 ≤ α(i, l), β(i, j, l) ≤ p− 1; α(i, l), β(i, j, l) ∈ N.

Proposição 2.2.2. Todo p-grupo finito tem uma apresentação por potências e comu-

tadores.

Demonstração: Suponhamos que G seja um p-grupo finito de ordem pn. Então, G é

um grupo nilpotente e, pela Proposição 1.3.12, possui uma série central da forma:

G = G1 > G2 > . . . > Gn+1 = 1

tal que cada fator Gi/Gi+1 é ćıclico de ordem p, para 1 ≤ i ≤ n. Logo,

Gn/Gn+1 = Gn = 〈gn | gpn = 1〉 ≤ Z(G) e (2.1)

Gn−1/Gn = 〈gn−1 | gpn−1 = 1〉 ≤ Z(G/Gn). (2.2)

O que implica, pela relação de inclusão 2.1, que:

Gn−1 = 〈gn−1, gn | gpn−1 = gα(n−1,n)
n , gpn = 1, [gn, gn−1] = 1〉

e, pela relação de inclusão 2.2:

Gn−2 = 〈gn−2, gn−1, gn | gpn−2 = g
α(n−2,n−1)
n−1 g

α(n−2,n)
n , gpn−1 = g

α(n−1,n)
n , gpn = 1,

[gn, gn−1] = [gn, gn−2] = 1, [gn−1, gn−2] = g
β(n−1,n−2,n)
n 〉.
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Seguindo um racioćınio análogo, temos que, para todo inteiro k tal que 1 ≤ k ≤ n:

Gk = 〈gk, gk+1, . . . , gn−1, gn | gpi = g
α(i,i+1)
i+1 g

α(i,i+2)
i+2 g

α(i,n)
n ,

k ≤ i ≤ n− 1, 0 ≤ α(i, j) < p, gpn = 1,

[gj, gi] = g
β(i,j,i+1)
j+1 g

β(i,j,i+2)
j+2 . . . g

β(i,j,n)
n ,

1 ≤ i < j ≤ n− 1, 0 ≤ β(i, j, l) < p,

[gn, gj] = 1, 1 ≤ j ≤ n〉.

Portanto, G possui a apresentação por potências e comutadores dada por:

G = G1 = 〈g1, g2, . . . , gn−1, gn | gpi = g
α(i,i+1)
i+1 g

α(i,i+2)
i+2 g

α(i,n)
n ,

1 ≤ i ≤ n− 1, 0 ≤ α(i, j) < p, gpn = 1,

[gj, gi] = g
β(i,j,i+1)
j+1 g

β(i,j,i+2)
j+2 . . . g

β(i,j,n)
n ,

k ≤ i < j ≤ n− 1, 0 ≤ β(i, j, l) < p,

[gn, gj] = 1, k ≤ j ≤ n〉.

Observação 2.2.3. Seja G um grupo finito com a seguinte apresentação por potências

e comutadores:

(P)


geradores: a1, . . . , an

relações: api =
∏n

l=i+1 a
α(i,l)
l ; 1 ≤ i ≤ n− 1 e apn = 1

[aj, ai] =
∏n

l=j+1 α
β(i,j,l)
l ; 1 ≤ i < j ≤ n− 1

[an, ai] = 1; 1 ≤ i ≤ n− 1

em que p é um número primo, 1 ≤ α(i, l) e β(i, j, l) ≤ p− 1.

Se Ai = 〈ai, . . . , an〉, para todo inteiro i tal que 1 ≤ i ≤ n, temos que Ai E G e

ainda que qualquer elemento a de Ai pode ser expresso na sua forma normal:

a = aβii . . . a
βn
n em que 0 ≤ βj ≤ p− 1.

Temos ainda que, para cada i, Ai/Ai+1 = 〈aiAi+1〉, tal que api ∈ Ai+1, logo,

|Ai/Ai+1| = 1 ou |Ai/Ai+1| = p.

De modo que G é um p-grupo e |G| ≤ pn.

Definição 2.2.4. A apresentação (P), definida anteriormente, é denominada consis-

tente se |G| = pn.

Numa apresentação que não é consistente duas palavras com formas normais dife-
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rentes podem representar o mesmo elemento do grupo. Mas, numa apresentação con-

sistente as formas normais são únicas, por isso a importância de uma apresentação ser

consistente.

2.2.1 Consistência

O processo de coleta é um método que pode ser usado para determinar a forma

normal para um elemento de um grupo dado por uma apresentação consistente por

potências e comutadores. Nesta subseção apenas introduziremos o assunto, o leitor

interessado em maiores detalhes pode consultar [24].

Sejam p um primo, G um p-grupo finito, d-gerado de ordem no máximo pn, com

apresentação (P), tal como definida na Observação 2.2.3. Os elementos da forma w =

a
α(1)
1 . . . a

α(n)
n , em que 0 ≤ α(i) < p, são ditos palavras normais no geradores de G.

Toda palavra nos geradores de G pode ser transformada numa palavra normal

usando o processo de coleta, o qual descreveremos a seguir.

� Comece com w = a
α(1)
1 . . . a

α(n)
n uma palavra nos geradores de G.

� Enquanto w não é uma palavra normal faça:

1. como w não é uma palavra normal, w contém no mı́nimo uma subpala-

vra não-normal minimal da forma api ou ajai com j > i. Escolha uma tal

subpalavra qualquer, u.

2. Use alguma relação correspondente em (P) e substitua u por essa nova pa-

lavra, obtendo assim uma palavra w′, nos geradores de G. (Esse passo é dito

ser o processo de coleta de u.)

3. Faça w := w′.

Observe que tal processo termina com um número finito de passos.

Se W = {aα(1)
1 . . . a

α(n)
n | 0 ≤ α(i) < p} é o conjunto de todas as palavras normais

de um grupo G tal como descrito no ińıcio desta seção, então |W | = pn. Como toda

palavra nos geradores de G pode ser transformada numa palavra normal, podemos

definir o produto u.v de dois elementos u, v ∈ W como sendo a palavra normal de uv

obtida pelo processo de coleta.

Se W é um grupo, então W ∼= G, G = pn e (P) é consistente. Assim, se estabele-

cermos um critério para que a operação descrita seja associativa, teremos um critério

de consistência.
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Teorema 2.2.5. A operação descrita anteriormente (sobre as palavras normais) é

associativa se as seguintes identidades são verdadeiras:

(ai.aj).ak = ai.(aj.ak); para 1 ≤ k < j < i ≤ n

(ap−1
j .aj).ak = ap−1

j .(aj.ak); para 1 ≤ k < j ≤ n

(ai.aj).a
p−1
j = ai.(aj.a

p−1
j ); para 1 ≤ j < i ≤ n

(ai.a
p−1
i ).ai = ai.(a

p−1
i .ai); para 1 ≤ i ≤ n

(2.3)

Tais identidades com k ≤ d são suficientes para garantir a associatividade de W .

Demonstração: Ver [24], Teorema 2.2.5.

As identidades 2.3 são chamadas de condições ou testes de associatividade de Wams-

ley.

2.3 Grupos Polićıclicos

Um grupo polićıclico é caracterizado pela existência de uma série normal com fatores

ćıclicos (ver, por exemplo, a Proposição 1.3.12). Podemos dizer que grupos polićıclicos

são grupos solúveis em que cada subgrupo é finitamente gerado (ver Teorema 2.3.5). O

estudo sobre esses grupos começou com Hirsch em duas publicações [14] e [15], conti-

nuando com três artigos futuros [16], [17] e [18]. Nos últimos anos, grupos polićıclicos

atraiu a atenção de matemáticos por formarem uma grande classe de grupos, na qual

muitos problemas a eles relacionados podem ser resolvidos por meio de algoritmos [38].

Nessa classe de grupos estão inclúıdos os grupos solúveis finitos e os grupos nil-

potentes finitamente gerados. Consequentemente, inclui também a classe de p-grupos

finitos.

Os conceitos e resultados aqui presentes podem ser encontrados em [20], [29] e [38].

Definição 2.3.1. Um grupo G é dito ser polićıclico se, para algum n natural, possui

uma sequência de subgrupos:

G = G1 ≥ G2 ≥ . . . ≥ Gn ≥ Gn+1 = 1

tal que Gi+1EGi e Gi/Gi+1 é ćıclico para todo 1 ≤ i ≤ n. Tal sequência é chamada de

série polićıclica de G.

Exemplo 2.3.2. Seja G = 〈(1, 3)(2, 4), (1, 2)(3, 4), (1, 2, 3)〉. Observe que G é grupo

polićıclico. De fato, V = 〈(1, 3)(2, 4), (1, 2)(3, 4)〉 E G e C2 = 〈(1, 3)(2, 4)〉 E V. Além

disso, GD V D C2 é série polićıclica de G.

Teorema 2.3.3. i) Sejam G um grupo e N um subgrupo normal de G. Se N e G/N

são polićıclicos, então G é polićıclico;
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ii) todo grupo abeliano finitamente gerado é polićıclico;

iii) todo grupo nilpotente finitamente gerado é polićıclico.

Demonstração: Ver [29], Theorem 2.1.3 e Proposição 1.3.12.

Teorema 2.3.4. Seja G um grupo polićıclico. Então:

i) se N ≤ G, então N é polićıclico. Além disso, se N EG então G/N é polićıclico;

ii) G é finitamente gerado;

iii) G é solúvel.

Demonstração: Ver [29], Theorem 2.1.1.

Pelo Teorema 2.3.4, todos os grupos polićıclicos são solúveis e finitamente gerados,

contudo a rećıproca não é verdadeira, ou seja, existem grupos solúveis finitamente

gerados que não são polićıclicos, ver [29], Example 2.1.2. O teorema a seguir determina

quando tal rećıproca é verdade.

Teorema 2.3.5. Um grupo G é polićıclico se, e somente se, G é solúvel e todo subgrupo

de G é finitamente gerado.

Demonstração: Ver [38], Proposition 4 da página 4.

2.3.1 Sequência polićıclica de geradores

Considere G um grupo polićıclico. Então, G possui uma série polićıclica, digamos

G = G1 ≥ G2 ≥ . . . ≥ Gn ≥ Gn+1 = 1. Além disso, é posśıvel determinar elementos

{g1, . . . , gn} em G tais que 〈g1, . . . , gn〉 = G e giGi+1 é um gerador de Gi/Gi+1, tal

gerador existe pois Gi/Gi+1 é ćıclico. Com base nisso, introduziremos o conceito de

sequência polićıclica de geradores de G.

Definição 2.3.6. A sequência ordenada (g1, . . . , gn) de elementos de G é dita uma

sequência polićıclica de geradores se os grupos Gi = 〈gi, . . . , gn〉 formam uma série

polićıclica de G.

A sequência polićıclica de geradores pode ser usada para expressar cada elemento

de G de maneira única. Um elemento g ∈ Gi pode ser escrito como o produto geii g
′ com

g′ ∈ Gi+1. Esse produto é único se Gi/Gi+1 é infinito ou se Gi/Gi+1 tem ordem finita

mi, em que 0 ≤ ei ≤ mi. Por indução, todo g ∈ G pode ser expresso unicamente como

o produto ge11 . . . genn , em que 0 ≤ ej ≤ mj, se Gi/Gi+1 é finito de ordem mj.

A palavra ge11 . . . genn é chamada de forma normal de g com respeito à sequência

polićıclica de geradores (g1, . . . , gn), e a sequência exp(g) := (e1, . . . , en) é denominada
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vetor expoente de g com respeito à sequência polićıclica de geradores (g1, . . . , gn). Se

estiver claro no contexto qual é a sequência polićıclica de geradores usada, dizemos

apenas forma normal de g. Uma palavra ω na sequência polićıclica de geradores é uma

forma normal se, e somente se, ω = ge11 . . . genn , em que 0 ≤ ei ≤ mi se Gi/Gi+1 é finito

de ordem mi.

Exemplo 2.3.7. Considere o grupo G = 〈(1, 3)(2, 4), (1, 2)(3, 4), (1, 2, 3)〉, tal como no

Exemplo 2.3.2.

X := [(1, 2, 3), (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4)] é uma sequência polićıclica de geradores para

G tal que m1 = 3,m2 = 2 e m3 = 2.

Uma série principal de um grupo G é uma série normal G = G1 ≥ G2 ≥ . . . ≥
Gn ≥ Gn+1 = 1 tal que cada Gi+1 é o maximal entre os subgrupos normais a G

contidos em Gi. Se G é um p-grupo, a série principal de G é uma série polićıclica de

G, logo, G é polićıclico. A correspondente sequência polićıclica de geradores para G é

denominada base para G. Podemos ver que, sendo mi a ordem de Gi/Gi+1 (finita ou

não), então gmi
i ∈ Gi+1 e g

mj

k ∈ Gj+1; para quaisquer inteiros i, j, k tais que 0 ≤ i ≤ n

e 0 ≤ j ≤ k ≤ n.

Assim, a base de um p-grupo determina uma apresentação consistente por potências

e comutadores de G, em que as relações definidoras são da forma:

gpi = g
β(i,i,i+1)
i+1 . . . gβ(i,i,n)

n e

[gi, gj] = g
β(i,j,j+1)
j+1 . . . gβ(i,j,n)

n

para quaisquer inteiros i, j com 1 ≤ i < j ≤ n, em que β(i, j, k) ∈ {0, . . . , p− 1}.
Essa apresentação, denotada por Pc〈gi, . . . , gn|R〉, é dita ser apresentação polićıclica

e será usada mais tarde nos grupos definidos no Caṕıtulo 4.

Teorema 2.3.8. Toda sequência polićıclica determina uma única apresentação polićı-

clica. Assim, todo grupo polićıclico pode ser definido por uma apresentação polićıclica.

Demonstração: Ver [20], Theorem 8.8.

O teorema a seguir diz que toda apresentação polićıclica define um grupo polićıclico.

Teorema 2.3.9. Se G é um grupo definido por uma apresentação polićıclica sobre os

geradores x1, . . . , xn, então G é grupo polićıclico com sequência polićıclica de geradores

X = (x1, . . . , xn).

Demonstração: Defina Gi := 〈xi, . . . , xn〉 ≤ G. As relações em R fornecem que Gi+1E

Gi; para todo inteiro i tal que 1 ≤ i ≤ n. Por construção, Gi/Gi+1 é ćıclico e, assim, G

é polićıclico. Como Gi = 〈xi, Gi+1〉, X sequência polićıclica de geradores para G.
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Exemplo 2.3.10. Na apresentação

Pc〈x1, x2, x3 : x2
1 = x2, x

2
2 = x3, x

2
3 = 1, [x2, x1] = x3, [x3, x1] = 1, [x3, x2] = 1〉

temos que x1x2 = x1x
2
1 = x2

1x1 = x2x1 = x1x2x3.

Dessa maneira, vemos que nem todo elemento do grupo com tal apresentação tem

uma única forma normal.

2.4 Estabilizadores

Esta seção foi baseada no artigo de B. Eick, C. R. Leedham-Green e E. A. O’Brien

[9] e na tese de doutorado de R. Schwingel [37]. Descrevemos aqui algumas técnicas

para determinar o estabilizador de um dado grupo.

2.4.1 Estabilizadores de grupos de matrizes

Sejam G ≤ GL(n, q) tal que q = ps, p é primo, e U ≤ V um subespaço u-

dimensional do G-módulo V , n-dimensional. Nesta subseção discutiremos como de-

terminar o StabG(U).

Definição 2.4.1. Um subgrupo unipotente de GL(V ) é um subgrupo em que qualquer

elemento possui todos os autovalores iguais a 1.

Proposição 2.4.2. Dado q = ps, um p-subgrupo de Sylow de GL(n, q) tem ordem ps(
n
2)

e é isomorfo ao grupo de matrizes unitriangulares inferiores, sendo assim um subgrupo

unipotente.

Demonstração: Temos que a ordem do grupo GL(n, q) é

qn(n−1)/2

n∏
1

(qi − 1).

Uma vez que, para qualquer i > 0 , qi − 1 ≡ −1 (mod q) e como q = ps, temos que

qi − 1 ≡ −1 (mod p). O que significa que p é relativamente primo a:

n∏
i=1

(qi − 1).

Portanto, a ordem do p-subgrupo de Sylow de GL(n, q) é q(
n
2) = ps(

n
2).

O produto de duas matrizes unitriangulares inferiores é ainda uma matriz unitri-

angular inferior, o conjunto dessas matrizes formam um subgrupo de GL(n, q); além

disso, essas matrizes possuem
(
n
2

)
entradas sobre o corpo GF (q) dando um total de

q(
n
2) matrizes inferiores, o que demostra o resultado.
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Subespaços Invariantes

Consideraremos uma série de composição, V = V1 > V2 > . . . > Vr > Vr+1 = 0,

do G-módulo V , isto é, a série de subespaços G-invariantes de V tais que Vi/Vi+1 é

irredut́ıvel sob a ação de G. Para 1 ≤ j ≤ i ≤ r + 1, definimos: Ui,j = (U + Vi) ∩ Vj.
Como Ui,j+1 = Ui,j ∩ Vj+1 ≤ Ui,j e Ui−1,j = Ui,j + Vi−1, temos que:

StabG(Ui,j) ≤ StabG(Ui−1,j) e StabG(Ui,j) ≤ StabG(Ui,j+1). (2.4)

Lema 2.4.3. Seja G um grupo agindo sobre Ω e sejam w, v ∈ Ω tais que StabG(w) ≤
StabG(v). Então, StabG(w) = StabStabG(v)

(w).

Demonstração: Segue da definição de estabilizador, já que StabG(w) = {g ∈ G,wg =

w} ⊆ StabG(v), logo StabG(w) = {g ∈ StabG(v), wg = w}.
Pelo Lema 2.4.3, podemos dividir o cálculo do estabilizador StabG(U) em uma

sequência de cálculos de estabilizadores de ordem menor, tal como descrevemos no

algoritmo a seguir:

� comece com H := G;

� marque Ui,i; ∀ 1 ≤ i ≤ r + 1;

� enquanto existir algum Ui,j desmarcado:

– escolha um subespaço Ui,j tal que Ui,j+1 e Ui−1,j estejam marcados;

– construa a ação de H sobre Ui−1,j/Ui,j+1;

– calcule H := StabH(Ui,j/Ui,j+1);

– marque Ui,j.
zzzzzz V = V1 = U1,1

zzzzzz

zzzzzz

DDDDDD
Vj = Uj,j

DDDDDD

zzzzzz

zzzzzz

DDDDDD

>>>>>>>

zzzzzz

�������

DDDDDD
Ui−1,j Vj+1 = Uj+1,j+1

>>>>>>>

�������

>>>>>>>

�������

�������

>>>>>>>
Ur+1,1 = U Ui,j

DDDDDD

�������

zzzzzz

>>>>>>>
Ui,j+1 Vi−1 = Ui−1,i−1

DDDDDD

zzzzzz

zzzzzz

DDDDDD

zzzzzz

DDDDDD
Vi = Ui,iDDDDDD

DDDDDD
0 = Vr+1 = Ur+1,r+1
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Em qualquer estágio do algoritmo, H é um subgrupo de G que estabiliza todos

os subespaços marcados. Esse procedimento termina com H = StabG(U), já que

StabG(U) =
⋂
i≥j StabG(Ui,j), pela relação de inclusão 2.4.

Calculamos StabH(Ui,j) apenas se H já estabiliza Ui,j+1 e Ui−1,j por duas razões.

Primeiro, se H não estabiliza Ui,j+1 ou Ui−1,j, então podemos encontrar um subgrupo

intermediário entre H e StabH(Ui,j), pois pela relação 2.4,

StabH(Ui,j) ≤ StabH(Ui−1,j) < H ou StabH(Ui,j) ≤ StabH(Ui,j+1) < H.

Além disso, podemos reduzir a ação de H ao subespaço menor Ui−1,j/Ui,j+1, pois

StabH(Ui,j/Ui,j+1) = StabH(Ui,j).

Observe que não existe um único caminho para calcular StabG(U).

O estabilizador sob ação de um p-grupo

Se G um p-subgrupo de GL(n, p), então G é unipotente, pelo Lema 2.4.2. R. Schwin-

gel [37] apresentou um algoritmo para construir um representante canônico U da G-

órbita do subespaço U de V e, ao mesmo tempo, construir um conjunto de geradores

para StabG(U) e um elemento t ∈ G tal que U t = U .

O representante canônico é definido por uma relação de ordem sob a órbita de U

sob a ação de G. Dessa maneira, podemos decidir se dois subespaços estão na mesma

órbita sob G com cálculos e comparações de seus representantes canônicos.

Assumimos que temos (g1, . . . , gm) como uma base para o grupo G, tal como de-

finimos na Seção 2.3. Seja V = V1 > V2 > . . . > Vn > Vn+1 = 0 uma série de

composição maximal G-invariante de V . Então, V tem uma base ordenada (e1, . . . , en)

com ei ∈ Vi \ Vi+1 para 1 ≤ i ≤ n. A forma canônica depende da escolha da base

ordenada.

Definição 2.4.4. Sejam X, Y ⊆ {1, . . . , n}. Então, X < Y se ocorre algum dos se-

guintes casos:

1. X 6= ∅ e Y = ∅.

2. X 6= ∅, Y 6= ∅ e min X < min Y .

3. X 6= ∅, Y 6= ∅ e se min X = min Y = k, então X \ {k} < Y \ {k}.

Assim, obtemos uma ordem total (ou linear) sobre o conjunto de subconjuntos de

{1, . . . , n}.
Sejam v =

∑n
i=1 aiei ∈ V e Zv = {i : 1 ≤ i ≤ n e ai = 0}. Definimos uma ordem

parcial em V : se Zv < Zw, então v < w, para v, w ∈ V .
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Definição 2.4.5. A forma canônica de um vetor v ∈ V em sua órbita sob G é o menor

elemento de sua órbita com respeito a esta ordem defina anteriormente.

R. Schwingel mostrou que a forma canônica de um vetor v é única em sua órbita

sob G (ver [37], Theorem 3.2).

Definição 2.4.6. Sejam dois subespaços m-dimensionais U e W de V com U = U1 >

U2 > . . . > Um > 0 e W = W1 > W2 > . . . > Wm > 0 as respectivas séries de

composição maximal G-invariante de U e W . Dizemos que U <s W se ocorre algum

dos seguintes casos:

1. Um = 〈u〉,Wm = 〈w〉 e u < w;

2. i < m e Ui+1 <s Wi+1;

3. i < m,Ui+1 = Wi+1, Ui = 〈Ui+1, u〉,W = 〈Wi+1, w〉 e se u é o menor elemento de

{u+ x |x ∈ Ui+1} e w é o menor elemento de {w + x |x ∈ Wi+1}, então u < w.

A relação <s define uma ordem parcial sobre os subespaços de V .

Definição 2.4.7. A forma canônica de um subespaço U de V em sua órbita sob G é o

menor subespaço em sua órbita com respeito a relação de ordem <s.

Seja U ≤ V . A interseção de U com cada Vj resulta numa série maximal em U

quando já removido termos duplicados. StabG(U) estabiliza cada subespaço dessa série;

em particular, estabiliza o subespaço unidimensional, U1. Determinamos, então, a forma

canônica e o estabilizador para U1, e procedemos recursivamente.

Reduzimos, assim, o caso em que U possui dimensão 1. Seja u um elemento não-

nulo de U1 com coeficiente ĺıder igual a 1. Como G é unipotente, ug possui, também,

coeficiente ĺıder igual a 1. Assim, StabG(U) estabiliza u e para encontrar uma forma

canônica de U basta encontrar uma forma canônica de u. Descreveremos a seguir como

construir essa forma canônica de u. Defina a altura de v ∈ V como sendo o inteiro j

tal que v ∈ Vj \ Vj+1, a altura do vetor nulo é tomada como sendo n + 1. Além disso,

sendo g um elemento de G, definimos a altura hv(g) com respeito a v como sendo a

altura de v(g − 1).

Se hu(g) = n+1 para todo g numa dada base (g1, . . . , gm) para G, então G centraliza

u e está terminado. Se não, sejam j o mı́nimo dessas alturas e k o maior inteiro entre 1

e m tal que hu(gk) = j então, defina g = gk. Agora, para algum l tal que 1 ≤ l ≤ p− 1

temos ug
l

=
∑n

i=1 aiei com aj = 0 e defina u1 = ug
l
. Remova g da base de G.

Para cada x 6= g na base com hu1(x) = j, determine um inteiro lx em que 0 ≤ lx ≤
p− 1 e tal que hu1(xg

lx) > j e substitua x por xglx .
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É posśıvel provar que a sequência resultante é a base para um subgrupo G1 de G

com a propriedade de que hu1(x) > j, para qualquer x ∈ G1 e, além disso, a forma

canônica de u com respeito a G é a forma canônica de u1 com respeito a G1.

Exemplo 2.4.8. Sejam

g1 =

 1 0 0

0 1 1

0 0 1

 , g2 =

 1 1 0

0 1 0

0 0 1

 e g3 =

 1 0 2

0 1 0

0 0 1


elementos em GL(3, 3) e X = {g1, g2, g3}. Sejam, ainda, G = 〈X〉 ≤ GL(3, 3), V = Z3

3.

Se e1 = (1, 0, 1), e2 = (0, 1, 0) e e3 = (0, 0, 1), temos que {e1, e2, e3} é uma base de V .

Vamos calcular a forma canônica de U = 〈u〉, tal que u = (0, 1, 1), como foi descrito

anteriormente.

Temos que:

hu(g1) = h(u(g1 − 1)) = h((0, 0, 1)) = 3

hu(g2) = h(u(g2 − 1)) = h((0, 0, 0)) = 4

hu(g3) = h(u(g3 − 1)) = h((0, 0, 0)) = 4.

Assim, j = 3, k = 1 e g = g1. Como ug = ug = (0, 1, 2) e ug
2

= ug2(0, 1, 0), tomamos

l = 2 e definimos u1 = (0, 1, 0). Agora, removemos g da base, X, obtendo X = {g2, g3}.
Mas, hu1(g2) = hu1(g3) = 4 > 3. Logo, a forma canônica de u sob G é u1, X é uma

base para StabG(u1) e g1 é um elemento de G que transforma (0, 1, 1) em sua forma

canônica.

2.4.2 Estabilizadores em Grupos Hı́bridos

Explicamos aqui uma técnica geral que usa subgrupos normais do grupo de ação

para diminuir os cálculos de órbita e estabilizadores, tal como foi feito em [9]. Uma

técnica similar foi introduzida por C. R. Leedham-Green para grupos finitos solúveis

e explorada por R. Laue, J. Neubüser e U. Schoenwaelder [23]. Aqui estenderemos a

ideia para grupos h́ıbridos (grupos não-solúveis com um subgrupo normal solúvel).

Subgrupos normais e blocos

Definição 2.4.9. Uma ação de G sobre um conjunto Ω é dita transitiva se existe uma

única órbita sob tal ação. Isto é, para quaisquer x, y ∈ Ω, existe g ∈ G tal que xg = y.

Caso contrário, essa ação é chamada intransitiva.

Seja n ∈ N com n > 0. A ação é n-transitiva se |Ω| ≥ n, e, pra quaisquer duas

listas ordenadas [x1, x2, . . . , xn] e [y1, y2, . . . , yn], de pontos distintos de Ω, existe g ∈ G
tal que xgi = yi, para 1 ≤ i ≤ n.
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Note que a condição |Ω| ≥ n para a n-transitividade, assegura que as ações n-

transitivas são (n − 1)-transitivas, para n > 1. Quando dissermos “GΩ é transitivo”,

queremos dizer que a ação de G sobre Ω é transitiva.

Se G age sobre Ω, então um subconjunto não-vazio ∆ de Ω é chamado um bloco

sob a ação de G se tivermos ∆ ∩∆g = ∅ ou ∆ = ∆g, para todo g ∈ G. O bloco é dito

não-trivial se |∆| > 1 e ∆ 6= Ω. Note que uma órbita δ de um subgrupo normal N de

G é um bloco de G em Ω.

Definição 2.4.10. Uma ação transitiva de G sobre o conjunto Ω é dita ser primitiva

se não existe blocos não-triviais sob tal ação.

Se ∆ é um bloco sob um ação, então as distintas translações ∆g de ∆ sob G formam

uma partição de Ω. O conjunto das translações é conhecido como um sistema de blocos.

Assim, uma ação transitiva é primitiva se, e somente se, esta não preserva uma partição

não-trivial de Ω. Note também que |∆| = |∆g|, logo, todos os blocos em tal partição

possuem o mesmo tamanho. Assim, se GΩ é transitivo e |Ω| é primo, então GΩ é

primitivo.

Lema 2.4.11. i) Toda ação 2-transitiva é primitiva.

ii) Sejam G agindo sobre Ω e N E G. Então, as órbitas de NΩ são blocos sob a ação

de G.

iii) Se GΩ é primitivo e NΩ é não-trivial, então NΩ é transitivo.

Demonstração:

i) Sejam GΩ 2-transitivo e ∆ um bloco com |∆| > 1. Sejam, também, x, y ∈ ∆ e

x 6= γ ∈ Ω. Então, pela 2-transitividade, temos que existe g ∈ G tal que xg = x

e yg = γ. Logo, x ∈ ∆ ∩∆g e, assim, ∆ = ∆g e γ ∈ ∆. Portanto, ∆ = Ω.

ii) Sejam ∆ = xN uma órbita de NΩ, g ∈ G e suponhamos que x ∈ ∆ ∩ ∆g. Então,

x = yg para algum y ∈ ∆. Logo, para qualquer xh ∈ ∆ com h ∈ N , como N é

normal em G, temos que gh = h′g, para algum h′ ∈ N , e xh = ygh = yh
′g ∈ ∆g.

Assim, ∆ = ∆g e conclúımos a demonstração de ii).

iii) O item iii) segue diretamente de ii).

Sejam G um grupo agindo sobre um conjunto Ω e N EG. As órbitas de N sobre Ω

são blocos da ação de G sobre Ω, pelo Lema 2.4.11.

Sejam ω ∈ Ω e δ = ωN denotando a órbita de ω sob N . Se G = 〈N, g〉 e

∣∣∣∣GN
∣∣∣∣ = p é

um número primo, então temos uma das seguintes situações:
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� G = NStabG(ω) e

∣∣∣∣StabG(ω)

StabN(ω)

∣∣∣∣ = p, ou

� N = NStabG(ω) e StabG(ω) = StabN(ω).

Podemos decidir qual desses dois casos ocorre testando se ωg ∈ δ. Se ωg ∈ δ, então

ωg = ωx, para algum x ∈ N , e gx−1 ∈ StabG(ω), denotamos g̃ = gx−1, o levantamento

de g do conjunto estabilizador para o ponto estabilizado. Como g̃ /∈ N , temos que

G = NStabG(ω) e StabG(ω) = 〈StabN(ω), g̃〉. Se ωg /∈ δ, então δ∩ δg = ∅ e StabG(ω) ≤
StabG(δ) = N . Assim, a órbita de ω sob G é

δ∪̇δg∪̇ . . . ∪̇δgp−1

.

Consideremos, agora, N como sendo um subgrupo normal qualquer de G. O grupo

G possui uma ação induzida sobre o conjunto de órbitas de N (pois as órbitas de N sob

Ω são blocos da ação de G sobre Ω). Temos que N age trivialmente sobre o conjunto

de órbitas e a ação induzida de G é uma ação de G/N . Sejam o conjunto estabilizador

StabN(δ) na ação induzida de G/N e Ng ∈ StabG/N(δ). Desse modo, é posśıvel mostrar

o seguinte lema:

Lema 2.4.12. Sejam G um grupo agindo sobre um conjunto Ω e N EG. Para w ∈ Ω

sejam δ = wN e {δ1, . . . , δs} a órbita de δ sobre a ação induzida de G/N . Então,

a) wG = δ1 ∪ . . . ∪ δs.

b) StabG(w)N/N = StabG/N(δ) e StabN(w) = StabG(w) ∩N E StabG(w).

c) Se StabG/N(δ) = 〈Ng1, . . . , Ngt〉, então StabG(w) = 〈g̃1, . . . , g̃t〉StabN(w).

Observação 2.4.13. Fazendo essa mesma análise sobre um série de composição 1 =

Gn < Gn−1 < . . . < G0 = G, em que em a cada passo Gi−1 e Gi fazem o papel de G

e N , podemos escrever um algoritmo, no caso em que G é solúvel, para determinar a

órbita de ω sob G e o estabilizador em G de ω, tal algoritmo foi descrito em [23].

Usando o Lema 2.4.12, dividimos o cálculo de wG e StabG(w) em dois cálculos

menores de órbita e estabilizador. Primeiro, determinamos wN e StabN(w). Então,

calculamos a órbita e o estabilizador de wN sob a ação de G/N . Esses dois passos

permitem determinar wG e um conjunto de geradores para StabG(w).

Se G possui l geradores, então o conjunto de geradores de Schreier para StabG(w)

possui cardinalidade |wG|(l − 1) + 1. Em [9], os autores afirmam que se l1 e l2 são os

números de geradores de G/N e N , respectivamente, então o Lema 2.4.12 fornece um

conjunto de geradores para StabG(w) de tamanho (|wG|\ |wN |)(l1−1)+ |wN |(l2−1)+2
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que, em geral, é muito menor. Além disso, esse conjunto de geradores exibe um conjunto

de geradores para o subgrupo normal StabN(w) que pode ser usado para iterar essa

aproximação. Finalmente, a construção de wG é, em geral, mais eficiente usando a ação

sobre conjuntos como descrito no Lema 2.4.12 a).

Grupos Hı́bridos possuindo subgrupo normal solúvel

Se o grupo de ação G possui um subgrupo normal solúvel S, podemos aplicar

a técnica descrita como no Lema 2.4.12. Assumimos que conhecemos uma série de

composição para S, então:

GB S = S1 B S2 B . . .B Sl B Sl+1 = 1,

tal que [Si : Si+1] = pi, um primo, para 1 ≤ i ≤ l. Seja si ∈ Si \ Si+1 e considere a

sequência polićıclica de geradores (s1, . . . , sl) de S. Como Si/Si+1 tem ordem prima,

temos dois casos:

1. Si/Si+1 fixa wSi+1 e StabSi
(w) = 〈s̃i〉StabSi+1

(w).

2. Si/Si+1 move wSi+1 e StabSi
(w) = StabSi+1

(w).

Assim, podemos calcular a órbita de w sob S sem “visitar” um elemento de wS duas

vezes e, também, obtemos uma sequência polićıclica de geradores para StabS(w). O

passo indutivo de StabS(w) para StabG(w) é feito como sugere o Lema 2.4.12.

2.5 Aspectos Teóricos

O algoritmo de B. Eick, C. R. Leedham-Green e E. A. O’Brien, descrito em [9], para

calcular o grupo de automorfismos de um p-grupo finito procede por indução sobre os

termos da série p-central inferior de um p-grupo finito G. Definindo Pi = G/Pi(G), em

que Pi(G) é o i-ésimo termo da série p-central inferior de G, é calculado, sucessivamente,

Aut(Pi(G)).

Salvo quando dito o contrário, nesta seção, G denotará um p-grupo finito, d-gerado,

de p-classe c e G = P0(G) ≥ P1(G) ≥ . . . ≥ Pi(G) ≥ . . . sua série p-central inferior. A

maioria dos teoremas presentes nesta seção estão demonstrados em [32].

Definição 2.5.1. Um grupo H é um descendente de G se H é d-gerado e o quociente

H/Pc(H) é isomorfo a G. Se H é descendente de G e tem p-classe c + 1, então H é

dito descendente imediato de G.

Proposição 2.5.2. Pi+1 = G/Pi+1(G) é descendente imediato de Pi = G/Pi(G), para

qualquer inteiro i tal que 1 ≤ i ≤ c− 1.
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Demonstração: Note primeiro que a p-classe de Pj é j − 1, já que pela Proposição

1.4.6:

Pj(Pj) = Pj(G/Pj(G)) = Pj(G)/Pj(G) = {1} e

Pj−1(Pj) = Pj−1(G/Pj(G)) = Pj−1(G)/Pj(G) 6= {1}.

Assim, por definição, precisamos mostrar que ambos são d-gerados e que o quociente

Pi+1/Pi(Pi+1) é isomorfo a G/Pi(G), uma vez que já sabemos que a p-classe de Pi é

i− 1 e que Pi+1 possui p-classe igual a i.

De fato, para qualquer inteiro i tal que 1 ≤ i ≤c, G/Pj(G) é d-gerado pois, por

definição, P1(G) = G′Gp e, pela Proposição 1.5.6, P1(G) = Φ(G). Temos também que,

pela Proposição 1.4.6,

Pi+1

Pi(Pi+1)
=

G/Pi+1(G)

Pi(G/Pi+1(G))
=

G/Pi+1(G)

Pi(G)/Pi+1(G)
∼= G/Pi(G) = Pi.

Portanto, Pi+1 é descendente imediato de Pi, para 1 ≤ i ≤ c− 1.

O p-recobrimento G∗ de um p-grupo G = F/R, é a

maior extensão elementar abeliana central Frattini de G

(G∗ = F/R∗), isto é, se ψ : G∗ → G é o homomorfismo

natural da extensão e M = Ker ψ (= R/R∗), então M é

um p-grupo abeliano elementar que é central em G∗ tal

que M ≤ Φ(G∗) e, além disso, G∗ satisfaz as hipóteses

do Teorema 2.5.3.

O núcleo M é dito ser o p-multiplicador de G. De-

nominamos, também, Pc(G∗) =
Pc(F )R∗

R∗
como sendo o

núcleo de G.

G∗



F

R

[R,F ]Rp = R∗

G

}

Na prática, para a construção do p-recobrimento de um grupo, G, usaremos o algo-

ritmo denominado ANU Nilpotent Quotient, um pacote de W. Nickel [30], dispońıvel

no GAP [12]. A primeira implementação do algoritmo do quociente nilpotente foi feita

por C. C. Sims no software Mathematica ([29]). O ANU Nilpotent Quotient constrói,

para um grupo G finitamente apresentado e para um primo p, uma apresentação con-

sistente por potências e comutadores para o maior p-quociente finito de G. Para isso,

o algoritmo utiliza a série p-central inferior de G determinando uma apresentação con-

sistente por potências e comutadores para cada Pi = G/Pi(G). Isso é posśıvel pois

Pi é um p-grupo finito, pela Proposição 1.4.5, e se N E G tal que G/N é p-quociente

de G, então o último termo da série p-central inferior de G/N é N , ou seja, existe c′

com N = Pc′+1(G/N) < P ′c(G/N). Assim, pela Proposição 1.4.6, Pc′+1(G) ≤ N . Logo,

|G/Pc′+1(G)| ≤ |G/N |.
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Teorema 2.5.3. Seja G um p-grupo finito d-gerado. Então, existe um p-grupo G∗ d-

gerado tal que se H é d-gerado e tem um subgrupo central abeliano elementar Z, tal

que H/Z ∼= G, então H é imagem homomórfica de G∗.

Demonstração:

Sejam F o grupo livre de posto d tal que F = 〈a1, . . . , ad〉 e R ≤ F de forma que, se

θ : F � G é epimorfismo natural, F/R ∼= G. Temos que R∗ = Rp[R,F ] ≤ F pF ′ e sendo

G∗ = F/R∗, segue que G∗ é d-gerado. Além disso, como RE F , temos que R∗ ≤ R.

Ker α� o

��???????
G∗

R
� � // F

?? ??��������

α

�� ��????????
θ // // G

R∗
/ �

>>~~~~~~~~O/

``@@@@@@@@

H

?? ??��������

Z
/�

??��������

Sendo H como descrito no teorema, consideremos γ : H � G e denote Z := Ker γ.

Sendo α : F � H o epimorfismo natural, α leva R em Z:

r ∈ R = Ker θ ⇒ 1 = θ(r) = γ(α(r))⇒ α(r) ∈ Ker γ = Z.

Como Z é abeliano elementar, α(Rp) = (αR)p = Zp = 1. E como Z é subgrupo

central de H, então α([R,F ]) = [αR, αF ] ≤ [Z,H] = {1H}. Assim, segue que α(R∗) =

{1H}. Logo, existe uma função injetora de R∗ em Ker α.

Ker α � s

%%KKKKKKKKKKKKK
G∗

ε

�����
�
�
�
�
�
�
�

F

:: ::uuuuuuuuuuuuuu

α

&& &&MMMMMMMMMMMMM

R∗
* 


77pppppppppppppp?�

OO

H

Pelo Teorema 2.1.11, segue que existe o epimorfismo ε : G∗ � H.

Observações 2.5.4. Segue do Teorema 2.5.3 que:

i) todo descendente imediato de G é isomorfo a um quociente de G∗;

ii) como a p-classe de G é c, G∗ possui p-classe no máximo c+1.
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De fato, pela Proposição 1.4.6, e lembrando que não vale, em geral, que R∗ ≤ Pc(F ),

temos

Pc(G∗) = Pc(F/R∗) =
Pc(F )R∗

R∗
.

Sendo c a p-classe de F/R, pela Proposição 1.4.6, Pc(F ) ≤ R, de modo que

Pc(G∗) ≤ R/R∗. Assim,

Pc+1(G∗) = (Pc(G∗))p[Pc(G∗), G∗] ≤ (R/R∗)p[R/R∗, F/R∗]

≤ Rp[R,F ]

R∗
= 1.

O que significa que a p-classe de G∗ é no máximo c+1.

Pela Proposição 2.5.2, Pi+1 = G/Pi+1(G) é descendente imediato de Pi = G/Pi(G).

Além disso, pelo Teorema 2.5.3, existe o p-recobrimento de Pi = G/Pi(G), P ∗i , que

também é d-gerado. De modo que, pela Observação 2.5.4 i), vale também o seguinte

caso particular do Teorema 2.5.3:

Teorema 2.5.5 (Theorem 2.1 de [3]). Sejam G um p-grupo e Pi = G/Pi(G) com con-

junto minimal de geradores dado por {g1, g2, . . . , gd}. Seja ainda P ∗i o p-recobrimento

de Pi. Considere os epimorfismos naturais ψ : P ∗i � Pi e γ : Pi+1 � Pi. Se g∗j e gj

são pré-imagens arbitrárias de ψ e γ, respectivamente, então ε : P ∗i � Pi+1 : g∗j 7→ gj

define um epimorfismo.

U = Kerε
� r

%%JJJJJJJJJJJJJJ
� _

��

Pi

P ∗i

ψ

:: ::uuuuuuuuuuuuuuuu

ε

%% %%KKKKKKKKKKKKKK

M = Kerψ
+ �

99rrrrrrrrrrrrrrr
Pi+1

γ

OOOO

Se G é descrito por uma apresentação consistente por potências e comutadores, en-

tão podemos usar o algoritmo descrito em [28] para calcular de modo eficiente uma apre-

sentação por potências e comutadores para G∗ e explicitar o homomorfismo ψ : G∗ → G.

O seguinte lema nos permite concluir que o p-recobrimento de G depende apenas

de G e não de sua apresentação. Assim, podemos assumir que G ∼= F/R possui uma

apresentação por potências e comutadores e, portanto, R ≤ P1(F ).

Lema 2.5.6. O tipo de isomorfismo de G∗ depende apenas de G e não do subgrupo

R ≤ F .
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Demonstração: Vamos mostrar que dados dois subgrupos R1, R2EF tais que F/R1 =

G1
∼= G2 = F/R2, então os respectivos p-recobrimentos são isomorfos.

Sejam R∗1, R
∗
2, G

∗
1, e G∗2 como no Teorema 2.5.3. Se Z1 = R1/R

∗
1, então G∗1/Z1

∼= G1,

tal que Z1 é abeliano elementar e central em G∗1. De modo que, pelo Teorema 2.5.3, G∗2

é imagem homomorfa de G∗1. Analogamente, G∗1 é imagem homomorfa de G∗2.

Definição 2.5.7. Um subgrupo permisśıvel é um subgrupo do p-multiplicador que é

núcleo de um epimorfismo de G∗ sobre um descendente imediato de G.

F

F ′R

R
qqqqqqqqqqq

M


R∗
AAAAAAAA

Rp

F ′
VVVVVVV

F ′ ∩R
���������������

Pc(F )

[R,F ]

N EEEEEEEEEEE

##########

LLLLLLLLLL

GGGGGGGGGGGGG

XXXXXXXXXXXXX

G∗

H

G

subgrupo
permis-

śıvel
núcleo










Proposição 2.5.8. M/R∗ é permisśıvel se, e somente se, é subgrupo próprio de R/R∗

que complementa o núcleo.

Demonstração: Se M/R∗ ≤ R/R∗ é um subgrupo permisśıvel, então é, por definição,

o núcleo de um epimorfismo ϕ : F/R∗ → H, em que H é um descendente imediato de

G. Sendo c a p-classe de G, sabemos que H possui p-classe igual a c + 1. Isso implica

que M é subgrupo próprio de R pois se M = R, então M/R∗ = R/R∗, de modo segue

o absurdo:

H ∼=
G∗

R/R∗
∼=
F/R∗

R/R∗
∼= F/R ∼= G.

Como REF e F/R possuem p-classe c, pela Proposição 1.4.6, vale que Pc(F ) ≤ R

e, portanto, MPc(F ) ≤ R.

Pelo Teorema 2.5.3, se α : F � H é o epimorfismo natural, α(R) ≤ Pc(H) e, pela

Proposição 1.4.6, segue que

Pc(H) = Pc(α(F )) = α(Pc(F )) ≤ α(R).
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Logo, α(R) = Pc(H).

Como ϕ e α são epimorfismos,

α(F ) = H ∼=
F/R∗

M/R∗
∼= F/M.

Assim,

α(R) = R/M

e, portanto,

Pc(H) = Pc(α(F )) = α(Pc(F )) =
Pc(F )M

M
.

Desse modo, R/M =
Pc(F )M

M
e R = Pc(F )M . Então,

Pc(F )R∗

R∗
M

R∗
=

R

R∗
. Uma vez

que
F/R∗

M/R∗
= Pc(F/R∗), temos que Pc(G∗)

M

R∗
= R/R∗, ou seja, M/R∗ complementa o

núcleo de G.

Por outro lado, se M/R∗ < R/R∗ tal que Pc(G∗)
M

R∗
= R/R∗, então

Pc(F )R∗M

R∗
=

R

R∗
. Logo, R/M =

Pc(F )M

M
e, pela Proposição 1.4.6, Pc(F/M) =

Pc(F )M

M
= R/M .

Seja H = F/M . Sabemos que H é d-gerado, já que (por um comentário sobre o

Lema 2.5.6) M < R ≤ P1(F ). Além disso, H é um quociente de F/R∗ e

H

Pc(H)
=

F/M

Pc(F/M)
=
F/M

R/M
∼= F/R ∼= G.

Assim, H é descendente de G.

Como Pc(F/M) = R/M 6= {1} (já que M < R) e

Pc+1(F/M) =
( R
M

)p[ R
M
,
F

M

]
=
Rp[R,F ]M

M
=
R∗M

M
= {1},

temos que a p-classe de F/M é c+ 1.

Logo, H é um descendente imediato de G e M/R∗ é um subgrupo permisśıvel.

Teorema 2.5.9. Sejam dois subgrupos permisśıveis de

F/R∗, M1/R
∗ ≤ R/R∗ e M2/R

∗ ≤ R/R∗, e um isomor-

fismo ϕ : F/M1 → F/M2. Então, existe α∗ ∈ Aut(G∗)

tal que

� α∗(M1/R
∗) = M2/R

∗ e

� α : F/M1 → F/M2, a aplicação induzida por α∗,

coincide com ϕ.

F

��������������

--------------

R
DDDDD

zzzzz

M1

DDDDD M2

zzzzz

R∗
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Demonstração: Pela Proposição 2.5.8, M1/R
∗ complementa o núcleo e, assim,

Pc(F )M1

M1

= R/M1 = Pc(F/M1),

pela Proposição 1.4.6. O mesmo vale para M2/R
∗. Isso implica que:

ϕ(R/M1) = ϕ[Pc(F/M1)] = Pc[ϕ(F/M1)] = Pc(F/M2) = R/M2.

Como ϕ é isomorfismo de F/M1 em F/M2 tal que ϕ(R/M1) = R/M2, ϕ induz um

automorfismo α de F/R.

Escolhemos um representante ui ∈ F da classe lateral α(aiR), logo, α(aiR) =

uiR e definimos α∗ como α∗(ω(a1, . . . , ad)R
∗) = ω(u1, . . . , ud)R

∗. Temos que α∗ está

bem definido, pois α(R) = R e R∗ = Rp[R,F ], uma vez que α(ω(a1, . . . , ad)R) =

ω(u1, . . . , ud)R. O que implica que se ω(a1, . . . , ad) ∈ R, então ω(u1, . . . , ud) ∈ R.

Logo, podemos concluir que se ω(a1, . . . , ad) ∈ R∗, então ω(u1, . . . , ud) ∈ R∗.
Temos que α∗ é homomorfismo, e para mostrar que é automorfismo de F/R∗ basta

então mostrar que é sobrejetor. De fato, sabemos que α ∈ Aut(F/R) e α(aiR) = uiR.

Logo, F/R = 〈u1R, . . . , udR〉 e F/R∗ = 〈u1R
∗, . . . , udR

∗, R/R∗〉.
Suponhamos que temos uma apresentação por potências e comutadores de F/R,

logo, R ≤ P1(F ) e R/R∗ ≤ P1(F/R∗). Assim,

F/R∗ = 〈u1R
∗, . . . , udR

∗〉 = 〈α∗(a1R
∗), . . . , α∗(adR

∗)〉.

Temos que α∗ não é univocamente determinado por α, mas α∗ restito a R/R∗ o é

pois, supondo que

α(aiR) = uiR = uiriR = viR; em que ri 6= 1, ri ∈ R,

temos que α∗1 e α∗2 são dois automorfismos de F/R∗ dados por:

α∗1 : ω(a1, . . . , ad)R
∗ 7→ ω(u1, . . . , ud)R

∗

α∗2 : ω(a1, . . . , ad)R
∗ 7→ ω(v1, . . . , vd)R

∗.

Para i = 1, 2, temos α∗i (R/R
∗) = R/R∗. Assim, se ω(a1, . . . , ad) ∈ R, então u ∈

R e v ∈ R. Mas, como as palavras em R são produtos de potências p-ésimas com

comutadores, e já que

[vj, vi]R
∗ = [uj, ui]R

∗ e vpiR
∗ = upiR

∗,

segue que ω(u1, . . . , ud)R
∗ = ω(v1, . . . , vd)R

∗.
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Portanto, α∗ restito a R/R∗ é univocamente determinado por α.

Denotemos essa restrição por α∗. Se ω(a1, . . . , ad) ∈ M1 e ϕ(aiM1) = biM2, então

α∗(ω(a1, . . . , ad)R
∗) = ω(b1, . . . , bd)R

∗.

Como ω(b1, . . . , bd) ∈M2, pois:

ω(b1, . . . , bd)M2 = ω(b1M2, . . . , bdM2) = ω(ϕ(a1M1), . . . , ϕ(adM1))

= ω(a1, . . . , ad)ϕ(M1) = ϕ(M1) = M2.

segue que α∗(M1/R
∗) ≤M2/R

∗.

Agora, já que F/M1
∼= F/M2, então α∗(M1/R

∗) e M2/R
∗ possuem o mesmo ı́ndice

em F/R∗ e são isomorfos, ou seja, como α∗(M1/R
∗) ≤M2/R

∗, temos que α∗(M1/R
∗) =

M2/R
∗.

Portanto, α∗ induz um isomorfismo α de F/M1 em F/M2 com α(aiM1) = ϕ(aiM1),

para qualquer i tal que 1 ≤ i ≤ d.

Definição 2.5.10. O automorfismo α∗, tal como descrito no teorema acima, é chamado

de automorfismo estendido.

Lema 2.5.11. Se α ∈ Aut(F/R), então α pode ser estendido a um automorfismo

α∗ ∈ Aut(F/R∗). Além disso, a restrição de α∗ ao p-multiplicador é univocamente

determinada por α.

Demonstração: Segue diretamente do Teorema 2.5.9, escolhendo M1 = M2 = R.

Em particular, do Teorema 2.5.9 e do Lema 2.5.11, temos o seguinte resultado:

Teorema 2.5.12 (Theorem 2.2 de [3]). Cada automorfismo α de Pi se estende a um

automorfismo α∗ de P ∗i via um homomorfismo natural P ∗i → Pi. Além disso, α∗ deixa

M , o p-multiplicador de Pi, invariante e α induz um automorfismo αM de M, que

depende apenas de α.

Lema 2.5.13. As extensões de automorfismos internos de G agem trivialmente sobre

o p-multiplicador.

Demonstração: Seja α dado como na última demonstração, em que sendo a1, . . . , ad

geradores de F , temos que α(aiR) = uiR. Então, pela definição de automorfismo es-

tendido, segue que α∗(aiR
∗) = uiR

∗, para 1 ≤ i ≤ d, e dado a palavra ω(a1, . . . , ad)

segue que α∗(ω(a1, . . . , ad)R
∗) = ω(u1, . . . , ud)R

∗.

Supondo que α ∈ Inn(G), seja a conjugação por um elemento g ∈ G, se r ∈ R,

temos que α∗(rR∗) = rgR∗ = r[r, g]R∗. Mas então, α∗(rR∗) = rR∗, já que [r, g] ∈
[R,F ]Rp. O que significa que a ação de α∗ é trivial no p-multiplicador.
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Definição 2.5.14. Se M/R∗ é um subgrupo permisśıvel, definimos o estabilizador de

M/R∗ por:

StabAut(F/R)(M/R∗) = 〈α ∈ Aut(F/R) |α∗(M/R∗) = M/R∗〉.

Se α∗ é uma extensão de um automorfismo α, então α∗ fixa M/R∗ e a restrição de

α∗ a F/M pode ser calculada. O grupo de automorfismos de F/M pode ser calculado

com o seguinte teorema:

Teorema 2.5.15 (Theorem 2.3 de [3]). Seja ν : Aut(Pi+1)→ Aut(Pi) o homomorfismo

natural no qual T = Ker(ν) e S = im(ν). Então, Aut(Pi+1) = TR, em que R é uma

pré-imagem qualquer de S sob ν.

Demonstração: Seja F um corpo livre finitamente gerado por a1, . . . , ad. Sejam Pi =

F/R; Pi+1 = F/N ; para algum N ≤ F , e P ∗i = F/R∗ o p-recobrimento de Pi.

Se γ ∈ Aut(Pi+1), pelo Teorema 2.5.9, sabemos que γ induz um automorfismo α ∈
Aut(Pi) que se estende a outro automorfismo α∗ ∈ Aut(F/R∗) tal que α∗(N/R∗) =

N/R∗ e α : F/N → F/N induzido por α∗ coincide com γ. Logo, α ∈ StabAut(Pi)(N/R
∗)

e α ∈ R.

Consideremos que, para uma escolha apropriada de representantes, α∗(aiR
∗) =

uiriR
∗, em que ri ∈ R e 1 ≤ i ≤ d. Então, α é definido por:

α(aiN) = uiriN.

Temos que {u1, . . . , ud} é um conjunto de geradores de Pi+1 = F/N . Definimos o

automorfismo θ ∈ Aut(F/N) por

θ(uiN) = uiriN.

A restrição de θ a Pi é o automorfismo identidade. Assim, θ ∈ T e α = θγ. O que

mostra o resultado.

Sejam G um grupo, N E G um subgrupo caracteŕıstico de G e H ≤ Aut(G).

Consideremos a extensão G̃ = G · H. Então, olhando N e H como subgrupos de G̃

temos [N,H] ≤ N , o que implica que H age em G/N . Sejam ainda, G = G/N e

Ĝ = G/N ·H uma extensão de G.

Dizemos que H centraliza G/N se [G/N,H] = 1 (olhando G/N e H como subgrupos

de Ĝ), ou seja,

H centraliza G/N ⇔ [G,H] ≤ N.
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Lema 2.5.16 (Lemma 2.4 de [3]). Sejam G um p-grupo com Pc+1(G) = 1 e c ≥ 2.

Sejam ainda, {g1, g2, . . . , gd} e {x1, x2, . . . , xl}, conjuntos minimais de geradores de G

e Pc(G), respectivamente. Definimos:

βi,j : G −→ G

gi 7→ gixj

gk 7→ gk; se k 6= i.

Então, {βi,j | 1 ≤ i ≤ d, 1 ≤ j ≤ l} é uma sequência polićıclica de geradores para o

p-grupo abeliano elementar de automorfismos de G que centraliza G/Pc(G).

Demonstração: Seja ν : Aut(G)→ Aut(G/Pc(G)). Note primeiro que Pc(G) ⊆ Φ(G)

e que em uma apresentação por potências e comutadores, os geradores de Pc(G) são

produtos de potências e comutadores dos geradores de G e que βi,j(g
p
i ) = βi,j(gi)

p =

(gixj)
p = gpi x

p
j = gpi , uma vez que Pc+1−1(G) ≤ Z1(G) = Z(G) e Pc(G) é abeliano

elementar tal que exp(Pc(G)) = p.

Temos:

βi,j(g
p
n) = gpn; ∀n 6= i

βi,j([gm, gk]) = [βi,j(gm), βi,j([gk])] = [gm, gk]; se m, k 6= i

βi,j([gi, gk]) = [βi,j(gi), βi,j([gk])] = [gixj, gk] = [gi, gk];

pois Pc(G) ≤ Z(G) e, portanto, βi,j(xj) = xj.

Como o automorfismo βi,j pertence ao núcleo Ker ν; para quaisquer i e j tais que

1 ≤ i ≤ d e 1 ≤ j ≤ l e sendo γ ∈ Ker ν, então γ ∈ 〈βi,j|1 ≤ i ≤ d, 1 ≤ j ≤ l〉. De

fato, γ(gi) = giui; para algum ui ∈ Pc(G). Seja ui ∈ Pc(G). Então, ui = xr1m1
. . . xrnmn

,

em que xm1 , . . . , xmn ∈ {x1, . . . , xl}.
Logo, γ(gi) = giui = gix

r1
m1
. . . xrnmn

= βi,m1(gi)
m1 .xr2m2

. . . xrnmn
, de modo que obtemos

γ(gi) = βi,mn(. . . (βi,m1(gi)
m1))rn , o que implica que γ(gi) =

∏n
s=1 β

rs
i,ms

(gi) e, assim,

γ =
∏d

i=1 β
r1
i,m1

. . . βrni,mn
(gi).

Para mostrar que T = 〈βi,j | 1 ≤ i ≤ d, 1 ≤ j ≤ l〉 centraliza G/Pc(G), precisamos

mostrar que [G, T ] ≤ Pc(G), isto é, que [gm, βi,j] ∈ Pc(G); para todo 1 ≤ m ≤ d e

qualquer βi,j ∈ T .

Temos que [gm, βi,j] = g−1
m g

βi,j
m . Então,

[gm, βi,j] = g−1
m gmxj = xj ∈ Pc(G) se m = i e

[gm, βi,j] = g−1
m gm = 1; se m 6= i.
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Falta apenas mostrar que T é abeliano elementar, de fato:

βpi,j(gi) = βp−1
i,j (gixj) = . . . = βi,j(gix

p−1
j ) = gix

p
j = gi e

βi,jβi,j′(gi) = βi,j(gixj′) = βi,j(gi)βi,j(xj′) = gixjxj′ = gixj′xj = βi,j′βi,j(gi).

Exemplo 2.5.17. Consideremos o grupo diedral D8 = 〈a, b | a8 = b2 = 1, ab = a−1〉.
Temos que [a, b] = a−1ab = a−2 e [a2, b] = a−2(a2)b = a−4. Logo, os termos da série

2-central inferior são: P1(D8) = D2
8[D8, D8] = 〈a2〉 e P2(D8) = P1(D8)2[P1(D8), D8] =

〈a2〉2[〈a2〉, D8] = 〈a4〉.
Assim, segue que:

� P1 =
D8

P1(D8)
=

D8

〈a2〉
;

� P2 =
D8

P2(D8)
=

D8

〈a4〉
∼= D4;

� P3 =
D8

P3(D8)
=
D8

1
= D8.

D8

〈a2〉 = P1(D8)

〈a4〉 = P2(D8)

1 = P3(D8)

Portanto, sabendo que Aut(P1) ∼= GL(2, 2) ∼= S3 e que Aut(P2) ∼= Aut(D4) ∼= D4

podemos verificar a validade do Teorema 2.5.15 para determinar Aut(P2).

Seja ν1 : Aut(P2)→ Aut(P1) o homomorfismo natural e defina σ ∈ Aut(P2) tal que

σ(a) = a3 e ϕi ∈ Aut(P2) tal que ϕi(b) = aib, para i ∈ {0, 1, 2, 3}. Dessa forma, temos

que ν1(σ) = σ ∈ Aut(P1) é tal que σ(a) = a3 = a e ν1(ϕi) = ϕi ∈ Aut(P1) tal que

ϕ2k(b) = a2kb = b, para k ∈ {0, 1} e ϕl(b) = alb = ab, para l ∈ {1, 3}.
Temos que ν1(ϕ1)2 = (ϕ1)2 é o automorfismo identidade e ϕ1 gera ν1(Aut(P2)). Ou

seja, 〈ϕ1〉 = Im(ν1) = S com R = 〈ϕ1〉.
Além disso, sendo os automorfismos internos de P2:

γa : a 7→ a

b 7→ a−1ba = ba2 = a2b

γb : a 7→ b−1ab = a−1

b 7→ b

γa ◦ γb : a 7→ a−1

b 7→ a2b

temos que Inn(P2) = {id, γa, γb, γa ◦ γb} = 〈γa, γb〉.
Como Inn(P2) = Ker(ν1) = T , obtemos que Aut(P2) = TR = 〈γa, γb〉 · 〈ϕ1〉.
Seja agora, ν2 : Aut(P3) → Aut(P2) o homomorfismo natural. De maneira seme-



lhante, Aut(P3) é gerado pelos automorfismos σ̃j tais que σ̃j(a) = aj e ϕ̃i tal que

ϕ̃i(b) = aib, para j ∈ {1, 3, 5, 7} e 0 ≤ i ≤ 7 e, dessa maneira, ν2(Aut(P3)) = Aut(P2),

que é gerado pelos automorfismos σ e ϕi descritos anteriormente. Assim, podemos

tomar R = 〈σ̃3, ϕ̃i | 0 ≤ i ≤ 3〉.
Além disso, de modo análogo, T = Ker(ν2) = 〈σ̃5, ϕ̃4〉. Ou então, pelo Lema 2.5.16,

como D8 possui classe de nilpotência igual a 3, sendo a e b os geradores de D8 e a4

o gerador de P2(D8) obtemos β11 ≡ σ̃5 e β21 ≡ ϕ̃4 como sendo os geradores de T . É

posśıvel ver que Aut(P3) = Aut(D8) = T.R = 〈σ̃5, ϕ̃4〉〈σ̃3, ϕ̃i | 0 ≤ i ≤ 3〉. O que mostra

que o Teorema 2.5.15 vale para D8.



Capítulo
3

E-grupos

O objetivo deste caṕıtulo é fazer um estudo sobre E-grupos. Introduziremos, inicial-

mente, o conceito de E-grupo, descrevendo algumas de suas propriedades e resultados.

Em seguida, classificaremos os pE-grupos 3-gerados. As demonstrações de todos os

resultados do caṕıtulo podem ser encontradas em [1], [2] e [26].

3.1 Alguns Conceitos

Definição 3.1.1. Um grupo G é dito ser E-grupo (respectivamente, A-grupo), se

xϕx = xxϕ, para todo x ∈ G e para qualquer endomorfismo (respectivamente, auto-

morfismo), ϕ de G.

Logo, todo E-grupo é um A-grupo. Podemos ver que os grupos abelianos são exem-

plos de A-grupos. Sendo φ o automorfismo interno induzido por um elemento g ∈ G,

φ = γg, então [xg, x] = 1, ou seja, [g, x, x] = 1, para todo elemento x ∈ G. Dessa

maneira, segue que todo E-grupo e A-grupo, é um grupo 2-Engel e, pelo Teorema de

Levi (1.7.3), tal grupo é nilpotente de classe no máximo 3.

Todos os grupos abelianos são exemplos de E-grupos e existem grupos de classe de

nilpotência 2 (portanto, não-abelianos) que são E-grupos. O primeiro 2E-grupo não-

abeliano foi constrúıdo por R. Faudree [10], que definimos a seguir. Todos os A-grupos

e E-grupos conhecidos, até aquele momento, classe de nilpotência no máximo 2.

Seja G um grupo com a seguinte apresentação:

G = 〈a1, a2, a3, a4 | ap
2

i = 1, [ai, aj, ak] = 1, i, j, k ∈ {1, 2, 3, 4},
[a1, a2] = ap1, [a1, a3] = ap3, [a1, a4] = ap4,

[a2, a3] = ap2, [a2, a4] = 1, [a3, a4] = ap3〉,

em que p é um primo ı́mpar.

Note que o exemplo é falso se p = 2, isso porque se p = 2, a aplicação α definida

55
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por

aα1 = a−1
1 a2a4, a

α
2 = a3, a

α
3 = a4, a

α
4 = a1a4

pode ser estendida a um endomorfismo de G, mas [aα3 , a3] = [a4, a3] 6= 1, então G não

é E-grupo.

Definição 3.1.2. Se G é um p-grupo e é E-grupo (respectivamente, A-grupo), então

G é pE-grupo (respectivamente, pA-grupo).

Uma condição necessária para um p-grupo finito ser um E-grupo foi dada em 1969

por B. H. Neumann e M. Suzuki e citada por J. J. Malone em [26], tal condição está

enunciada a seguir. Todos os resultados que seguem, até o fim desta subseção, estão

em [26].

Teorema 3.1.3 (Theorem 1 de [26] ou Theorem 1.1 de [3]). Seja G um pE-grupo finito.

Se seu quociente derivado G/G′ tem expoente pr, então todos os elementos de G que

possuem ordem dividindo pr são centrais, ou seja, Ωr(G) ≤ Z(G).

Demonstração: Sejam g ∈ Ωr(G) e H = {h ∈ G : o(hG′) = pr em G/G′}. Pelo Teo-

rema Fundamental dos Grupos Abelianos, todo grupo finito abeliano pode ser escrito

como produto de fatores ćıclicos. Assim, se h ∈ H, temos que 〈hG′〉 é fator direto de

G/G′.

Tome x ∈ G de ordem pr. Existem homomorfismos α : G → 〈x〉 tal que α(h) = x

e β : 〈x〉 → 〈g〉 com β(x) = g. De forma que, γ := β ◦ α; γ : G → G com γ(h) = g

é um endomorfismo, e por hipótese, como G é pE-grupo, [h, g] = 1. Logo, já que h

é qualquer, Ωr(G) ≤ Z(〈H〉). Assim, basta mostrar que G = 〈H〉, ou seja, que dado

a ∈ G qualquer, a pode ser escrito como uma palavra em H. De fato, seja a ∈ G tal

que a /∈ 〈h〉, então hG′.aG′ = h1G
′, para algum h1 ∈ H (pela Fórmula da coleta de

Hall 1.6.3). Assim, a = h−1h1g
′, para algum g′ ∈ G′. Portanto, temos que G é gerado

por H e G′.

Como G é nilpotente, temos que G′ ≤ Φ(G), pela Proposição 1.5.6, e que Φ(G) é

o conjunto dos não geradores de G, pela Proposição 1.5.4. Logo, H é um conjunto de

geradores de G, isto é, G = 〈H〉. O que completa a demonstração.

Corolário 3.1.4 (Corollary 1.1 de [26]). Seja G um p-grupo finito. Se um elemento de

maior ordem em G mantém sua ordem em G/G′ (isto é, se o(g) = n então o(gG′) = n,

para g ∈ G) então G não é E-grupo não-abeliano.

Demonstração: Sejam G um pE-grupo finito e x ∈ G, um elemento de maior ordem

em G, que mantém sua ordem em G/G′. Então, xp
r ∈ G′ e como o(x) ≥ o(y), para

todo y ∈ G, segue que yp
r ∈ G′. Pelo Teorema 3.1.3, conclúımos que G é abeliano.
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Exemplo 3.1.5. Considere o maior grupo G gerado por a1 e a2 tais que satisfaçam as

relações: a3
1 = a3

2 = 1 e [aj, aj, ak] = 1; i, j, k ∈ {1, 2}.
Observe que G não é abeliano, logo G′ = 〈[a1, a2]〉 6= {1}. Além disso, a1G

′ ∈ G/G′

possui ordem igual a 3, assim como o(a1) = 3 em G. Portanto, pelo Corolário 3.1.4,

G não é E-grupo.

De fato, considere ϕ uma aplicação em G tal que ϕ(a1) = a2 e ϕ(a2) = a1. Temos

que ϕ se estende a um endomorfismo, mas [a1, ϕ(a1)] = [a1, a2] 6= 1.

Teorema 3.1.6 (Theorem 6 de [26]). Em um grupo (G,+) um elemento g ∈ G comuta

com sua imagem endomorfa se, e somente se, duas imagens endomorfas de g comutam.

Demonstração: A demonstração será feita como em [26]. Suponhamos que g ∈ G

comuta com sua imagem endomorfa e sejam α e β endomorfismos de G e id a aplicação

identidade de G. Então,

α + β = α + β + αβ + id− id− αβ
= (id+ α) + (id+ α)β − id− αβ
= (id+ α)(id+ β)− id− αβ
= (id+ α)(β + id)− id− αβ
= (id+ α)β + (id+ α)id− id− αβ
= β + αβ + id+ α− id− αβ
= β + α(β + id)− αβ
= β + α(id+ β)− αβ
= β + α + αβ − αβ
= β + α.

A rećıproca é direta já que id é um endomorfismo de G.

Teorema 3.1.7 (Theorem 4 de [26]). A imagem endomorfa de um E-grupo é um

E-grupo.

Demonstração: A demonstração será feita como em [26]. Sejam G um E-grupo, H a

imagem de G sob um endomorfismo γ e α um endomorfismo de H. Então, αγ é um

endomorfismo de G com imagem α(H). Sejam β um endomorfismo de H e h ∈ H.

Escolhemos g ∈ G tal que γ(g) = h. Então,

αγ(g).βγ(g) = βγ(g).αγ(g),

em que a comutatividade segue do Teorema 3.1.6, e implica que

α(h)β(h) = β(h)α(h).
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Assim, quaisquer duas imagens endomorfas comutam e o grupo H é um E-grupo.

Corolário 3.1.8 (Corollary 4.1 de [26]). Se G é um E-grupo finito que não possui

E-grupo não-abeliano como subgrupo próprio, então toda imagem endomorfa própria

de G é abeliana, ou seja, G′ é subgrupo do núcleo de cada endomorfismo estrito de G.

Demonstração: Se a imagem endomorfa própria de G é não-abeliana, então, pelo

Teorema 3.1.7, deve ser um E-grupo.

3.2 Alguns resultados sobre E-grupos

O objetivo desta seção é mostrar que todo E-grupo finito 3-gerado é nilpotente de

classe no máximo 2, Teorema 3.2.14, que se G é um 3E-grupo com |G| ≤ 310, então G é

nilpotente de classe no máximo 2, Teorema 3.2.15, que todo grupo 2-gerado é abeliano

se, e somente se, é um E-grupo, e ainda que todo grupo infinito 3-gerado é abeliano

se, e somente se, é um E-grupo, Teorema 3.2.16. Todos os resultados presentes nesta

seção estão demonstrados em [2].

Como um E-grupo finito pode ser escrito como produto direto de seus subgrupos

de Sylow e, pelo Teorema 3.1.7, qualquer fator direto de um E-grupo é um E-grupo,

basta considerarmos os pE-grupos.

Denotaremos d(G) o número mı́nimo de geradores de um grupo G.

Definição 3.2.1. Dizemos que G é um pE-grupo se G é um grupo 2-Engel finito e

existe r > 0 tal que exp(G/G′) = pr e Ωr(G) ≤ Z(G).

Observação 3.2.2. Conforme já foi mencionado, temos que os pE-grupos são 2-Engel,

assim como os pE-grupos (por definição). Logo, se p > 2, os pE-grupos e os pE-grupos

são regulares, pela Proposição 1.7.4.

Observação 3.2.3. Se G é pE-grupo finito, então G é pE-grupo, pelo Teorema 3.1.3.

A rećıproca não é verdade em geral. Mostramos isso a seguir conforme foi feito em [2].

Podemos ver que o grupo dos quatérnios de ordem 8, Q8, é um 2E-grupo contudo,

não é 2E-grupo. De fato, Q8 é 2-Engel, pois

[a, b, b] = a2b−1a−2b = 1 e

[b, a, a] = a−1b−1aba2 = 1.

Pela definição de pE-grupo e sabendo que

Q8 =< a, b|ab = a−1, a2 = b2, a4 = 1 > e Q′8 =< a2 >,
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temos que Q8 é um 2E-grupo. Mas, Q8 não é 2A-grupo uma vez que [a, b] 6= 1 e se α é

a aplicação tal que α(a) = b e α(b) = a, então α pode ser estendido a um automorfismo

de Q8. Assim, Q8 não é 2E-grupo.

Lema 3.2.4. Seja G um pE-grupo tal que exp( G
G′

) = pr. Então,

i) exp(G′) = exp(G/Z(G)) e exp(G) = prexp(G′);

ii) se cl(G) = 2, então exp(G′) ≤ pr;

iii) se cl(G) = 3, então p = 3 e exp(G′) = pr+1.

Demonstração:

i) Como G é pE-grupo, G é 2-Engel, por definição. Assim, pela Proposição 1.6.7,

exp(G/Z(G)) divide n ⇔ an ∈ Z(G); ∀ ∈ G
⇔ [an, b] = 1; ∀a, b ∈ G
⇔ [a, b]n = 1; ∀a, b ∈ G
⇔ exp(G′) divide n.

Isso mostra que exp(G′) = exp(G/Z(G)).

Agora, como exp(G/G′) = pr, temos que gp
r ∈ G′, para qualquer elemento g ∈ G,

ou seja, Gpr ≤ G′. Se exp(G′) = pt, então Gpr+t ≤ (Gpr)p
t ≤ (G′)p

t
= 1. Além

disso, se Gpr+t−1
= 1, então Gpt−1 ≤ Ωr(G) ≤ Z(G) (pois G é pE-grupo) e

exp(G′) ≤ pt−1, o que é absurdo. Portanto, exp(G) = pr+t.

ii) Sabemos que G′ ≤ Z(G), pois cl(G) = 2. Assim, por hipótese, gp
r ∈ G′ ≤ Z(G),

para qualquer elemento g ∈ G, isto é, exp(G/Z(G)) ≤ pr. Pelo item i), exp(G′) =

exp(G/Z(G)) e segue o resultado.

iii) Como G é 2-Engel, por definição, então γ3(G)3 = 1, pelo Teorema de Levi 1.7.3.

Assim, uma vez que cl(G) = 3, temos que p = 3 (pois G é p-grupo e existe g ∈ G
com g3 = 1) e podemos escrever, usando a Proposição 1.6.7, que

(G′)3r+1

= [G,G]3
r+1

= [G3r , G]3 ≤ [G′, G]3 = γ3(G)3 = 1,

ou seja, exp(G′) ≤ 3r+1. Mas, se exp(G′) ≤ 3r, então G′ ≤ Ωr(G) ≤ Z(G), pois

G é pE-grupo, o que contradiz a hipótese cl(G) = 3. Portanto, exp(G′) = 3r+1.
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Lema 3.2.5. Seja G um pE-grupo tal que (G′)p
k

é ćıclico, para algum k ≥ 0. Sejam

ainda a, b ∈ G.

i) Se k ≥ 1, então [a, b]p
k

= 1;

ii) se G = 〈a, b〉, k = 0 e p 6= 2, então [a, b] = 1;

iii) se G = 〈a, b〉, k = 0 e p = 2, então [a, b] = 1 ou [a, b]2 = 1.

Demonstração: Suponha que exp(G/G′) = pr. Temos que ap
r
, bp

r ∈ G′ e como (G′)p
k

é p-grupo ćıclico, segue que, se n = pk+r, então 〈an, bn〉 = 〈an〉 ou 〈an, bn〉 = 〈bn〉. Sem

perda de generalidade, podemos supor que bn = ans, para algum inteiro s. Então, pela

Proposição 1.6.6, já que G é 2-Engel, segue que

(ba−s)n = [b, a]sn(n−1)/2. (3.1)

Se k ≥ 1, então a igualdade 3.1 é trivial, pelo Lema 3.2.4.

Suponhamos que k = 0 e G = 〈a, b〉, temos que cl(G) ≤ 2, já que G é 2-Engel e,

assim, G′ ≤ Z(G). A igualdade 3.1, pelo Lema 3.2.4, é trivial se p é ı́mpar ou então, se

p = 2 e ou exp(G′) ≤ 2r−1 ou 2|s.
Em qualquer um dos casos anteriores (incluindo o caso k ≥ 1), como G é pE-grupo,

segue que (ba−s)p
k ∈ Ωr(G) ≤ Z(G). Logo,

1 = [(ba−s)p
k
, a] = [ba−s, a]p

k
= (asb−1a−1ba−sa)p

k

= (as[b, a]a−s)p
k

= (asa−s[b, a])p
k

= [b, a]p
k
.

Suponhamos agora que G = 〈a, b〉 e p = 2, s ı́mpar e exp(G′) = 2r. Neste caso, a

igualdade 3.1 implica que (ba−s)2n = 1 e já que G é um 2E-grupo, obtemos (ba−s)2 ∈
Ωr(G) ≤ Z(G). Logo,

1 = [(ba−s)2, a] = [ba−s, a]2 = [b, a]2.

O que completa a demonstração.

Teorema 3.2.6 (Theorem 2.5 de [2]). Todo pE-grupo 2-gerado é abeliano ou isomorfo

a Q8.

Demonstração: A demonstração será baseada em [2]. Suponhamos que G = 〈a, b〉 é

um pE-grupo e que exp(G/G′) = pr. Então, G′ = 〈[a, b]〉 é p-grupo ćıclico e, pelo Lema

3.2.5, segue que [a, b] = 1 e G é abeliano ou p = 2 e [b, a]2 = 1. Neste último caso, segue

que r ≤ 1. Como G/G′ é no máximo 2-gerado, temos que | G
G′
| ≤ 4, o que significa que

|G| =
∣∣ G
G′

∣∣ |G′| ≤ 8.
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Logo, G é ou abeliano ou G ∼= Q8 ou G ∼= D4, o grupo diedral de ordem 8, com

apresentação D4 = 〈a, b | a4 = b2 = 1, ab = a−1〉. Mas, D4 não é 2E-grupo, já que

existem elementos de ordem 2 em D4 que não são centrais. Por outro lado, Q8 é um

2E-grupo, conforme foi mostrado na Observação 3.2.3.

Observação 3.2.7. Se G é um grupo 2-Engel, então G3G′ ≤ Z2(G). De fato, cl(G) ≤ 3

e γ3(G)3 = 1, pelo Teorema de Levi 1.7.3. Assim, se G é um 3-grupo 2-Engel, então

Φ(G) ≤ Z2(G).

Lema 3.2.8. Sejam G um pE-grupo e exp(G/G′) = pr. Então, Z2(G)p
r

= Z(G)∩Gpr .

Em particular, se cl(G) = 3, então exp
(Z2(G)
Z(G)

)
= 3r.

Demonstração: Pelo Teorema de Levi 1.7.3, podemos assumir que p = 3. Seja x ∈
Z2(G)3r . Pelo Lema 1.7.4, G é regular e pela Proposição 1.6.6, x = y3r , para algum

y ∈ Z2(G). Como G3r ≤ G′ ≤ Z2(G), usando as Proposições 1.6.7 e 1.3.9, temos que

[x, g] = [y3r , g] = [y, g3r ] = 1; ∀g ∈ G.

Isso implica que x ∈ Z(G).

Agora, assuma que x ∈ G3r ∩ Z(G). Então, x = y3r , para algum y ∈ G e, então

1 = [x, g] = [y3r , g] = [y, g]3
r

; ∀g ∈ G.

Logo, [y, g] ∈ Ωr(G) ≤ Z(G), o que implica que y ∈ Z2(G). Consequentemente, x ∈
Z2(G)3r . O que mostra a primeira parte do lema.

Suponha, por contradição, que cl(G) = 3 e Z2(G)3r−1 ≤ Z(G), então obtemos que

G3 ≤ Z2(G), pela Observação 3.2.7, e

G3r = (G3)3r−1 ≤ Z2(G)3r−1 ≤ Z(G).

Assim, G3r ≤ Z(G), o que contradiz o Lema 3.2.4 iii). Portanto, exp
(Z2(G)
Z(G)

)
= 3r.

Lema 3.2.9. Seja G um grupo 2-Engel. Se G
Z2(G)

é 2-gerado, então cl(G) ≤ 2.

Demonstração: Se G
Z2(G)

= 〈aZ2(G), bZ2(G)〉, então G = 〈a, b, Z2(G)〉. Assim,

G′ = 〈[x, y], γ3(G) |x, y ∈ {a, b} ∪ Z2(G)〉.

Como G é 2-Engel, obtemos que G′ ≤ Z(G), o que completa a demonstração.

Teorema 3.2.10 (Theorem 2.9 de [2]). Todo pE-grupo 3-gerado é nilpotente de classe

no máximo 2.
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Demonstração: A demonstração será feita por contradição e baseada em [2]. Supo-

nhamos que G = 〈x, y, z〉 é um pE-grupo de classe 3 e que exp(G/G′) = 3r. Seja

H = (G′)3γ3(G). Como cl(G) = 3, pelo Lema 3.2.4, [H,G] = 1 = H3r .

Temos, para alguns inteiros α, β, γ, α′, β′, γ′, t1, t2, t3 ∈ {−1, 0, 1}:

x3r ≡ [x, y]α[y, z]t1 [z, x]β(modH); y3r ≡ [x, y]γ[y, z]β
′
[z, x]t2(modH) e

z3r ≡ [x, y]t3 [y, z]α
′
[z, x]γ

′
(modH).

Uma vez que [x, x3r ] = 1 e [x, y, z] 6= 1, segue que t1 = t2 = t3 = 0. Como [x3r , y] =

[x, y3r ], segue que

[x3r , y] ≡ [[x, y]α, y][[z, x]β, y] ≡ [x, y, y]α[z, x, y]β ≡ [z, x, y]β e

[y3r , x] ≡ [[x, y]γ, x][[y, z]β
′
, x] ≡ [x, y, x]γ[y, z, x]β

′ ≡ [y, z, x]β
′ ≡ [z, x, y]β

′
.

Logo, β′ = −β e, de modo semelhante, temos que α′ = −α e γ′ = −γ. Assim, para

certos h1, h2, h3 ∈ H, temos

x3r = [x, y]α[z, x]βh1; y3r = [x, y]γ[y, z]−βh2 e z3r = [y, z]−α[z, x]−γh3. (3.2)

O que implica, já que [H,G] = 1:

[x, y]3
r

= [x, y, z]β, [z, x]3
r

= [x, y, z]−α, [y, z]3
r

= [x, y, z]γ. (3.3)

Então, como H3r = 1 e usando as igualdades 3.2 e 3.3 podemos ver que x32r =

y32r = z32r = 1. Como G é regular, conclúımos que G32r = 1, o que contradiz o Lema

3.2.4.

Observação 3.2.11. Suponhamos que G é um p-grupo finito tal que Ω1(G) ≤ Z(G).

Se G não possui um fator direto não-trivial, então Ω1(G) ≤ Φ(G). De fato, seja x ∈ G
um elemento de ordem p tal que x /∈ Φ(G). Então, existe um subgrupo maximal M de

tal forma que x /∈M . Uma vez que x ∈ Z(G), por hipótese, temos que 〈x〉EG. Então,

G = M × 〈x〉, um absurdo.

Lema 3.2.12. Sejam G um E-grupo e a ∈ G tal que 〈aG′〉 é um somando direto

infinito de
G

G′
. Então, a ∈ Z(G).

Demonstração: Por hipótese, temos, para algum X ⊆ G,

G

G′
= 〈aG′〉 ⊕ 〈XG′〉.



3.2 ALGUNS RESULTADOS SOBRE E-GRUPOS 63

Como G é nilpotente, G′ ≤ Φ(G) e então, G = 〈a,X〉. Assim, é suficiente mostrar que

[a, x] = 1, para todo x ∈ X.

Sejam π : G −→ G
G′

o epimorfismo natural e ψ : 〈aG′〉 ⊕ 〈XG′〉 −→ 〈aG′〉 a apli-

cação projeção da primeira componente. Agora, para cada x ∈ X, defina a aplicação

φx : 〈aG′〉 −→ 〈x〉 tal que φx(a
iG′) = xi, para todo i ∈ Z. Temos que 〈aG′〉 ∼= Z e φx é

um homomorfismo de grupos associando aG′ a x. Logo, φxψπ é um endomorfismo de

G que associa a a x (φxψπ(a) = x). Como G é um E-grupo, conclúımos que [a, x] = 1;

completando a demonstração.

Lema 3.2.13. Seja G um p-grupo finito com cl(G) = 3. Se |G′ : G′∩Z(G)| = p, então

|G : Z2(G)| = p2.

Demonstração: Suponhamos que G = 〈a, b, c1, . . . , cr〉 tal que G′Z(G) = 〈[a, b]〉Z(G).

Substituindo ci por um adequado cia
αibβi , podemos assumir que [ci, a], [ci, b] ∈ Z(G),

para i = 1, . . . , r.

Afirmamos que c1, . . . , cr ∈ Z2(G). Para mostrar essa afirmação, é suficiente mostrar

que [ci, cj] ∈ Z(G), para 1 ≤ i < j ≤ r. Suponha que [ci, cj] = [a, b]lz, com z ∈ Z(G).

Já que [ck, a], [ck, b] ∈ Z(G), [b, ck, a] = 1 e sabendo que

[c−1
k , b−1] = ckbc

−1
k b−1ckbb

−1c−1
k = ckb[ck, b]b

−1c−1
k = [ck, b],

temos que

[a, b, ck] = [a, b, ck][b, ck, a]

= [a, b]−1c−1
k a−1b−1ackba

−1[b, ck]a

= b−1a−1baa−1c−1
k [c−1

k , a−1]b−1ackba
−1[b, ck]a

= b−1a−1bc−1
k b−1[c−1

k , a−1]cka[a, ck]ba
−1[b, ck]a

= b−1a−1bb−1c−1
k ckab[ck, b][ck, a][a, ck]a

−1[b, ck]a

= 1,

de modo que segue a afirmação. Consequentemente, G/Z2(G) = 〈a, b〉Z(G)/Z2(G)

possui ordem igual a p2.

O teorema a seguir diz que se G é um E-grupo finito 3-gerado, então cl(G) ≤ 2. Na

verdade, pelo Teorema 3.3.15, não existe tal G com cl(G) = 2.

Teorema 3.2.14 (Theorem 1.1 de [2]). Todo E-grupo finito 3-gerado é nilpotente de

classe no máximo 2.

Demonstração: A demonstração segue como em [2]. Seja G um E-grupo 3-gerado.

Se G
G′

é finito, como G é nilpotente, G′ ≤ Φ(G), G é finito e G é o produto direto
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de seus subgrupos de Sylow. Todo subgrupo de Sylow de G pré-imagem endomorfa de

G e então, pelo Teorema 3.1.7, eles são no máximo E-grupos 3-gerados. Neste caso, o

Teorema 3.2.10 completa a demonstração.

Se G
G′

é infinito, então, pelo Teorema Fundamental de Grupos Abelianos Finitamente

Gerados, temos, para alguns a, b, c ∈ G tais que aG′ tem ordem infinita,

G

G′
= 〈aG′〉 ⊕ 〈bG′, cG′〉.

Assim, pelo Lema 3.2.12, a ∈ Z(G) e, como G é 2-Engel (pois é E-grupo), segue que

G′ = 〈[b, c]〉 e que γ3(G) = γ3(〈b, c〉) = 1. Isto completa a demonstração.

Logo, pelos Teoremas 3.2.6 e 3.2.14, se d ≤ 3, todo pE-grupo d-gerado possui classe

de nilpotência menor ou igual a 2.

Teorema 3.2.15 (Theorem 1.2 de [2]). Seja G um 3E-grupo. Se |G| ≤ 310, então G é

nilpotente de classe no máximo 2.

Demonstração: A demonstração será feita por contradição, tal como em [2]. Seja G

um 3E-grupo finito de menor ordem sujeito às propriedades cl(G) = 3 e |G| ≤ 310.

Então, G não possui um fator direto não-trivial e Ω1(G) ≤ Φ(G), pela Observação

3.2.11. Assim, Ω1(G) ≤ Φ(G) ∩ Z(G). Se d(G) ≥ 5, então

∣∣∣∣ G

Φ(G)

∣∣∣∣ ≥ 35. Como G é

regular e

Φ(G) = G3G′, |Φ(G) ∩ Z(G)| ≥ |Ω1(G)| = |G : G3| ≥ 35 e cl(G) = 3,

temos Φ(G) ∩ Z(G) < Φ(G). Segue que |G| ≥ 311, uma contradição. Logo, o Teorema

3.2.14 implica que d(G) = 4.

Se |G′ : G′ ∩ Z(G)| = 3, então, pelo Lema 3.2.13, temos |G : Z2(G)| = 9. Assim,
G

Z2(G)
é um grupo 2-gerado e, pelo Lema 3.2.9, cl(G) ≤ 2, uma contradição. Logo,

|G′ : G′ ∩ Z(G)| ≥ 9.

Uma vez que

|G| = |G : Φ(G)||Φ(G) : Φ(G) ∩ Z(G)||Φ(G) ∩ Z(G)| e

|Φ(G) : Φ(G) ∩ Z(G)| = |G′G3 : G′G3 ∩ Z(G)|
= |Z(G)G′G3 : Z(G)|

=
|Z(G)G′||G3|

|Z(G)G′ ∩G3||Z(G)|
,
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obtemos

|G| = |G : Φ(G)||G′ : G′ ∩ Z(G)||G3 : G′Z(G) ∩G3||Φ(G) ∩ Z(G)| ≥ 34.32.1.34 = 310.

Assim,

|G| = 310, |Ω1(G)| = |Φ(G) ∩ Z(G)| = 34, |G′ : Z(G) ∩G′| = 9 e G3 ≤ G′Z(G).

Além disso, temos que |G : G3| = |Ω1(G)|, G3 = Φ(G) ≤ Z2(G) e

G′9 = [G3, G]3 ≤ (γ3(G))3 = 1, (3.4)

de modo que segue que Φ(G) é um grupo abeliano de ordem 36 e d(Φ(G)) = 4. Dessa

forma,

Φ(G) ∼= C27 × C3 × C3 × C3 ou C9 × C9 × C3 × C3.

Pela relação de inclusão 3.4 e pelo Lema 3.2.4 iii), temos que exp

(
G

G′

)
= 3.

Portanto, pelo Lema 3.2.8, segue Z2(G)3 = Φ(G) ∩ Z(G).

Agora, o Lema 3.2.9 implica que

d

(
G

Z2(G)

)
= 3 ou 4.

Então, |Z2(G)| = 36 ou 37, implicando que Z2(G) = Φ(G) ou |Z2(G) : Φ(G)| = 3. Se

Z2(G) = Φ(G), então |Z2(G)3| = |Φ(G) ∩ Z(G)| = 9, absurdo. Logo,

|Z2(G) : Φ(G)| = 3.

Como exp(G/G′) = 3, temos que G3 ≤ G′ e Φ(G) = G′. Assim, [Z2(G),Φ(G)] = 1,

pela Proposição 1.3.9. Portanto, temos que Φ(G) ≤ Z(Z2(G)) e Z2(G) é um grupo

abeliano com d(Z2(G)) = 4. De fato, se d(Z2(G)) ≥ 5, então existe x ∈ G, um gerador

de Z2(G), tal que x /∈ Φ(G). Dessa forma, x é um gerador de G e existe H ⊆ G tal que

G = 〈H, x〉 e x /∈ H, isto é, G = H × 〈x〉. Mas, pelo Teorema 3.1.7, temos que H é um

3E-grupo e |H| ≤ 310, o que contradiz a minimalidade da ordem de G.

Assim,

Z2(G) ∼= C81 × C3 × C3 × C3 ou C27 × C9 × C3 × C3 ou C9 × C9 × C9 × C3.

De modo que, |Z2(G)3| = |Φ(G) ∩ Z(G)| = 27, o que é uma contradição.

Teorema 3.2.16 (Theorem 1.3 de [2]). i) Um grupo 2-gerado é abeliano se, e somente
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se, é um E-grupo.

ii) Um grupo infinito 3-gerado é abeliano se, e somente se, é um E-grupo.

Demonstração: A demonstração será feita como em [2].

i) Seja G um E-grupo 2-gerado. Suponhamos primeiro que G
G′

é finito. Como G é

nilpotente, G′ ≤ Φ(G) e então, G é finito; além disso, G é produto direto de seus

subgrupos de Sylow. Todo subgrupo de Sylow de G é, também, no máximo 2-

gerado e é um E-grupo, pelo Teorema 3.1.7. Pelo Teorema 3.2.6 e pela Observação

3.2.3, temos que todo subgrupo de Sylow de G é abeliano e assim, G é abeliano.

Suponhamos agora que G
G′

é infinito. Pelo Teorema Fundamental dos Grupos

Abelianos Finitamente Gerados, para alguns a, b ∈ G, tal que 〈aG′〉 é infinito,

temos que
G

G′
= 〈aG′〉 ⊕ 〈bG′〉.

Já que G′ ≤ Φ(G), G = 〈a, b〉, o resultado do item segue pelo Lema 3.2.12.

ii) Seja G um E-grupo infinito 3-gerado. Como G é infinito e nilpotente, segue que G
G′

é um grupo infinito 3-gerado. Assim,

G

G′
= 〈aG′〉 ⊕ 〈bG′〉 ⊕ 〈cG′〉,

para alguns a, b, c ∈ G, tal que 〈aG′〉 é infinito e G = 〈a, b, c〉. Pelo Lema 3.2.12,

a ∈ Z(G). Se ou 〈bG′〉 ou 〈cG′〉 é infinito, então o Lema 3.2.12 garante que G é

abeliano. Suponhamos que 〈bG′〉 e 〈cG′〉 são finitos. Temos que G′ = 〈[b, c]〉 ≤
H = 〈b, c〉 é finito. Portanto, G = 〈a〉×H, já que a ∈ Z(G) possui ordem infinita

e H é um grupo finito. Logo, H é um E-grupo 2-gerado, pelo Teorema 3.1.7 e

uma vez que é fator direto de G. O resultado segue do item i).

3.3 Classificação dos pE-grupos 3-gerados

O principal objetivo desta seção é mostrar que 4 é o número mı́nimo de geradores

necessários para construir um E-grupo não-abeliano, o que pode ser conclúıdo usando

os Teoremas 3.2.16 e 3.3.15. Observe que o exemplo de R. Faudree [10] é 4-gerado.

Classificaremos os 2E-grupos 3-gerados e determinaremos todos os pE-grupos tais que

seus subgrupos derivados são ćıclico. Todos os resultados contidos nesta seção estão

demonstrados em [1], exceto quando dito o contrário.
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Notação 3.3.1. Para um primo p, inteiros 1 ≤ t ≤ r e [mij] ∈ GL(3,Zpt) escrevemos

G(p, r, t, [mij]) para denotar o grupo G com a seguinte apresentação:

〈x, y, z | xp
r+t

= yp
r+t

= zp
r+t

= 1

[xp
t
, y] = [xp

t
, z] = [yp

t
, x] = [yp

t
, z] = [zp

t
, x] = [zp

t
, y] = 1,

[x, y] = xp
rm11yp

rm12zp
rm13 ,

[x, z] = xp
rm21yp

rm22zp
rm23 ,

[y, z] = xp
rm31yp

rm32zp
rm33〉,

em que 1 ≤ t ≤ r e [mij] ∈ GL(3,Zpt).

Teorema 3.3.2 (Theorem 2.2 de [1]). Seja G um pE-grupo não-abeliano 3-gerado tal

que exp(G/G′) = pr, exp(G′) = pt e (p > 2 ou (p = 2 e exp(G′) 6= 2r)). Então,

|G| = p3(r+t) e G = G(p, r, t, [mij]). Além disso, G(p, r, t, [mij]) é pE-grupo.

Demonstração: Pelo Teorema 3.2.10, temos que cl(G) = 2. Como G é 3-gerado,

existem elementos a, b, c ∈ G tais que

G

Z(G)
= 〈aZ(G)〉 × 〈bZ(G)〉 × 〈cZ(G)〉.

Já que exp(G/Z(G)) = exp(G′) = pt, temos que |aZ(G)| = |bZ(G)| = pt e |cZ(G)| =

ps, para algum s tal que 0 ≤ s ≤ t. Então, G′ = 〈[a, b], [a, c], [b, c]〉, pois cl(G) = 2 e

G = 〈a, b, c, Z(G)〉 e ainda, |[a, b]| ≤ pt, |[a, c]| ≤ ps e |[b, c]| ≤ ps, pois |aZ(G)| = pt e

|cZ(G)| = ps. Assim, |G′| ≤ pt+2s.

Como G é regular, temos que |G : Ωr(G)| = |Gpr |, pela Proposição 1.6.6. E, uma

vez que Ωr(G) ≤ Z(G) e Gpr ≤ G′,

|G| = |Ωr(G)||Gpr | ≤ |Z(G)||G′|;

e obtemos que |G : Z(G)| ≤ |G′|. Portanto, p2t+s ≤ pt+2s e t ≤ s, o que implica que

s = t, |G′| =
∣∣∣∣ G

Z(G)

∣∣∣∣ = p3t e G′ = 〈[a, b]〉 × 〈[a, c]〉 × 〈[b, c]〉.

Conclúımos, assim, de
G

GpZ(G)
∼= Cp × Cp × Cp (o que vale pois, já que G não é

abeliano, temos que t ≥ 1) que Z(G) ≤ Φ(G) e G = 〈a, b, c〉.
Agora, como

Gpr ≤ G′ e |G′| = |G : Z(G)| ≤ |G : Ωr(G)| = |Gpr |,
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e já que t ≤ r, segue que G′ = Gpr e Gpr = 〈apr , bpr , cpr〉. Pelo Lema 3.2.4, exp(G) =

pr+t. Mas, já que G′ = Gpr é um grupo abeliano de ordem p3t, segue que

Gpr = 〈apr , bpr , cpr〉 = 〈apr〉 × 〈bpr〉 × 〈cpr〉 e |a| = |b| = |c| = pr+t.

Além disso, como Gpr = 〈apr〉 × 〈bpr〉 × 〈cpr〉 ≤ 〈apt , bpt , cpt〉, temos que 〈apt , bpt , cpt〉 =

〈apt〉 × 〈bpt〉 × 〈cpt〉, e então,

p3r = |〈apt , bpt , cpt〉| ≤ |Gpt | ≤ |Ωr(G)| ≤ |Z(G)| = |G : G′| ≤ p3r.

Dessa forma,

Gpt = Ωr(G) = Z(G) e |G| = p3(r+t).

Já que G′ = Gpr , existe uma matriz 3× 3, M = [mij] ∈ GL(3,Zpt) tal que

[a, b] = ap
rm11bp

rm12cp
rm13 , [a, c] = ap

rm21bp
rm22cp

rm23 , [b, c] = ap
rm31bp

rm32cp
rm33 ,

e todo elemento de G pode ser escrito como aibjck, para i, j, k ∈ Z, e

(aibjck)(ai
′
bj
′
ck
′
) = ai+i

′−i′jprm11−i′kprm21−j′kprm31

bj+j
′−i′jprm12−i′kprm22−j′kprm32ck+k′−i′jprm13−i′kprm23−j′kprm33 .

Consideremos, agora, G̃ = Zpr+t×Zpr+t×Zpr+t e definimos a operação binária sobre

G̃ :
(i, j, k)(i′, j′, k′) = (i+ i′ − i′jprm11 − i′kprm21 − j′kprm31,

j + j′ − i′jprm12 − i′kprm22 − j′kprm32,

k + k′ − i′jprm13 − i′kprm23 − j′kprm33).

Com essa operação binária, G̃ é grupo e G̃ ∼= G. Conclúımos, então, que G possui a

apresentação desejada.

Lema 3.3.3. Seja G um grupo nilpotente finito de classe 2. Se G é 2-gerado, então

|G| = |G′|2|Z(G)|.

Demonstração: Sejam G = 〈a, b〉, H = 〈a〉Z(G) e K = 〈b〉Z(G). Então, H E G e

K EG com G = HK e H ∩K = Z(G). Se |aZ(G)| = n, então [an, b] = 1 e [a, b]n = 1.

Segue, assim, que |G′| divide n pois G′ = 〈[a, b]〉. Logo, G′ divide

∣∣∣∣ H

Z(G)

∣∣∣∣ e, de modo

semelhante, divide

∣∣∣∣ K

Z(G)

∣∣∣∣. Dessa maneira, |G′|2|Z(G)| divide |G|.

Por outro lado, suponhamos que bi não comuta com a, então 1 6= [a, bi] = [a, b]i.

Logo, para cada bi pertencente ao transversal de CG(a) em G temos um elemento não-
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trivial correspondente em G′. Assim, |G : CG(a)| ≤ |G′|. De modo semelhante obtemos

que |G : CG(b)| ≤ |G′|. Consequentemente, segue que

|G : Z(G)| = |G : CG(a) ∩ CG(b)| ≤ |G : CG(a)||G : CG(b)| ≤ |G′|2.

Portanto, |G| = |G′|2|Z(G)|.

Teorema 3.3.4 (Theorem 2.4 de [1]). Seja G um pE-grupo não-abeliano com subgrupo

derivado ćıclico. Então, G ∼= Q8 × Cn
2 , para algum n ∈ Z não-negativo.

Demonstração: Como G é p-grupo e G′ é ćıclico, temos que existem a, b ∈ G tais que

G′ = 〈[a, b]〉. Sejam H = 〈a, b〉, exp(G/G′) = pr e |G′| = pt. Pelo Lema 3.3.3,

|G′|2 ≤ |H ′|2 = |H : Z(H)| ≤ |H : Z(G) ∩H| = |HZ(G) : Z(G)| ≤ |G : Z(G)|.

Logo, |G| ≥ |G′|2|Z(G)|. Se p > 2, então, por regularidade,

|G| = |Gpr ||Ωr(G)| ≤ |G′||Z(G)|,

o que implica que G é abeliano, um absurdo. Então, p = 2.

Como G′ é um 2-grupo ćıclico e a2r , b2r ∈ G′, usando as mesmas ideias da demons-

tração do Lema 3.2.5, podemos assumir que a2r = b2rs, para algum s ∈ Z, de modo

que podemos concluir que (ab−s)2r+1
= 1 , (ab−s)2 ∈ Z(G) e [a, b]2 = 1. Logo, t = 1.

Se r ≥ 2, então (ab−s)2r = 1 (pois |G′| = 2) e ab−s ∈ Z(G), o que implica que

[a, b] = 1, uma contradição. Portanto, r = 1 e G2 = G′, de modo que obtemos a2 =

b2 = [a, b] e então, H ∼= Q8.

Agora, afirmamos que G = HCG(H) e que CG(H) é um 2-grupo abeliano elementar.

De fato, se G < HCG(H), existe um elemento g ∈ G tal que g /∈ HCG(H) e então,

g2 6= 1 (pelo Teorema 3.1.3) e g2 = a2 = b2 (pois G2 = G′), de modo que (ga)2 =

[g, a]. Se [g, a] = 1, então ga ∈ Z(G) ≤ CG(H) e g ∈ HCG(H), um absurdo. Logo,

[g, a] 6= 1 e [g, a] = [a, b]. Analogamente, [g, b] = [a, b]. Assim, gab comuta com a e

b, ou seja, g ∈ HCG(H), absurdo. Portanto, G = HCG(H). Suponhamos, agora, que

existe x ∈ CG(H) tal que x2 6= 1. Logo, x2 = a2 e (xa)2 = 1. Então, xa ∈ Z(G) e

1 = [xa, b] = [a, b], um absurdo.

Portanto, a afirmação é verdadeira e temos, também, que H ∩ CG(H) = Z(H) =

〈a2〉 e assim, CG(H) = 〈a2〉 × E, para algum 2-grupo E abeliano elementar. Como

G ∼= H × E, vale o resultado.

A demonstração de alguns lemas desta seção foram feitas computacionalmente,

usando o GAP [12]. Usamos o śımbolo gap> para denotar o ińıcio de uma linha de

comando usual dentro do programa GAP.
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Lema 3.3.5. Seja G um 2E-grupo não-abeliano 3-gerado tal que exp(G/G′) = exp(G′) =

2 e |G| = 32. Então, G é isomorfo a um dos seguintes grupos:

i) 〈x, y, z |x4 = y4 = [y, z] = 1, x2 = z2 = [x, y], (xz)2 = y2〉.

ii) 〈x, y, z |x4 = z4 = [y, z] = 1, x2 = y2 = [x, y], [x, z] = z2〉.

Demonstração: A demonstração será feita computacionalmente, usando o GAP [12].
Definimos as seguintes funções:

gap> 2Engel:= G -> ForAll(Cartesian(G,G), a -> LeftNormedComm([a[1], a[2], a[2]])

> =One(G));

gap> 3gerado:= G -> Length(MinimalGeneratingSet(G)) = 3;

Definimos agora a seguinte lista de grupos de ordem 32:

gap> C:=AllSmallGroups(32, 2Engel, 3gerado, g->Exponent(DerivedSubgroup(g)) = 2,

g->Exponent(g/DerivedSubgroup(g)) = 2);

Nos comandos a seguir, G é a lista de todos os grupos com as propriedades descritas
no lema.

gap> G:=[];; i:=1;;

gap> while i<=Length(C) do

> j:=1;;Omegar:=[];;

> e:=Elements(C[i]);;

> while j<=32 do

> if e[j]^2 = Identity(C[i]) then Add(Omegar, e[j]); fi;

> j:=j+1;

> od;

> if IsSubset(Centre(C[i]),Omegar)=true then

> Add(G,C[i]); fi;

> i:=i+1;

> od;

gap> G;

[ <pc group of size 32 with 5 generators>, <pc group of size 32 with 5 generators> ]

Agora, comparamos os dois grupos fornecidos anteriormente com os grupos descritos
no lema:

gap> F:=FreeGroup(3);;

gap> R:=[F.1^4, F.2^4, Comm(F.2,F.3), F.1^-2*Comm(F.1,F.2), F.3^-2*Comm(F.1,F.2),

> F.2^-2*(F.1*F.3)^2];;

gap> R2:=[F.1^4, F.3^4, Comm(F.2,F.3), F.1^-2*Comm(F.1,F.2), F.2^-2*Comm(F.1,F.2),

> F.3^-2*Comm(F.1,F.3)];;

gap> J:=F/R;; j:=GeneratorsOfGroup(J);;

gap> J2:=F/R2;; j2:=GeneratorsOfGroup(J2);;

gap> g:=MinimalGeneratingSet(G[1]);;
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gap> iso:=IsomorphismFpGroupByGenerators(G[1],g);;

gap> H:=Image(iso);;

gap> phi:= GroupHomomorphismByImages(H, J, GeneratorsOfGroup(H), j);;

gap> Size(Image(phi)) = 32;

true

gap> g2:=MinimalGeneratingSet(G[2]);;

gap> iso2:=IsomorphismFpGroupByGenerators(G[2],g2);;

gap> H2:=Image(iso2);;

gap> psi:= GroupHomomorphismByImages(H2, J2 , GeneratorsOfGroup(H2), j2);;

gap> Size(Image(psi)) = 32;

true

O que mostra o lema.

Lema 3.3.6. Existem exatamente quatro 2E-grupos G de ordem 26 tais que |G′| = 23

exp(G/G′) = exp(G′) = 2, satisfazendo G2 = G′.

Demonstração: A demonstração será feita computacionalmente, usando o GAP [12].
Defina as seguintes funções:

gap> 2Engel:= G -> ForAll(Cartesian(G,G), a -> LeftNormedComm([a[1], a[2], a[2]])

> =One(G));

gap> G2igualDerivado:= G-> GroupWithGenerators(List(Elements(G),x->x^2))

> = DerivedSubgroup(G);

A funções 2Engel e G2igualDerivado determinam se o grupo é 2-Engel e se G2 =

G′, respectivamente.
Defina agora a seguinte lista de grupos, G de ordem 64, satisfazendo as condições

do teorema:

gap> C:=AllSmallGroups(64, 2Engel,G2igualDerivado, g-> Order(DerivedSubgroup(g))=8,

> g -> Exponent(g/DerivedSubgroup(g))=2, g -> Exponent(DerivedSubgroup(g))=2);;

gap> G:=[];; i:=1;;

gap> while i<=Length(C) do

> j:=1;;Omegar:=[];;

> e:=Elements(C[i]);;

> while j<=64 do

> if e[j]^Exponent(C[i]/DerivedSubgroup(C[i])) = Identity(C[i])

> then Add(Omegar, e[j]); fi;

> j:=j+1;

> od;

> if IsSubset(Centre(C[i]),Omegar)=true then

> Add(G,C[i]); fi;

> i:=i+1;

> od;

gap> G;

[ <pc group of size 64 with 6 generators>, <pc group of size 64 with 6 generators>,

<pc group of size 64 with 6 generators>, <pc group of size 64 with 6 generators> ]
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O GAP retorna exatamente quatro grupos, o que mostra o lema.

Teorema 3.3.7 (Theorem 2.5 de [1]). Seja G um 2E-grupo não-abeliano 3-gerado tal

que exp(G/G′) = exp(G′) = 2r. Então, G é isomorfo a um dos seguintes grupos:

i) Q8 × C2.

ii) 〈x, y, z |x4 = y4 = [y, z] = 1, x2 = z2 = [x, y], (xz)2 = y2〉.

iii) 〈x, y, z |x4 = z4 = [y, z] = 1, x2 = y2 = [x, y], [x, z] = z2〉.

iv) G(2, r, r, [mij]); tal que [mij] ∈ GL(3,Zpr).

Demonstração: Suponhamos que G
Z(G)

= 〈aZ(G)〉 × 〈bZ(G)〉 × 〈cZ(G)〉, para alguns

a, b, c ∈ G tais que |aZ(G)| = |bZ(G)| = 2r, |cZ(G)| = 2s com 0 ≤ s ≤ r.

Se s = 0, então G′ é ćıclico e então, pelo Teorema 3.3.4, G ∼= Q8 × C2.

Suponhamos, então, que s ≥ 1. Temos que G′ = 〈[a, b], [a, c], [b, c]〉. Uma vez que

(G′)2s é um 2-grupo ćıclico, pelo Lema 3.2.5, temos que [a, b]2
s

= 1. Logo, exp(G′) ≤ 2s

e r = s. Dessa maneira,

| G

Z(G)
| = 23r e |a| = |b| = |c| = 22r.

De modo que, como 23r = |G : Z(G)| ≤ |G : Ωr(G)| ≤ |G : G′| ≤ 23r, temos que

G′ = Z(G) = Ωr(G).

Assim, por regularidade, e pelo Teorema 1.6.2 segue que:

|G| = |Ωr+1||G2r+1| ≤ |Ωr+1(G) : Ωr(G)||Ωr(G)||(G′)2| ≤ 8|Z(G)||(G′)2|.

Então, |(G′)2| ≥ 23r−3. Suponhamos que G′ ∼= C2r × C2u × C2v tal que 0 ≤ v ≤ u ≤ r.

Se v = 0, temos que |(G′2)| = 2r+u−2 ≤ 22r−2. Logo, nesse caso, r = 1, |G| = 25 e, pelo

Lema 3.3.5, G possui apresentação como no item ii) ou iii).

Se v ≥ 1 e |(G′)2| = 2r+u+v−3, temos que u = v = r, |G′| = 23r e |G| = 26r.

Portanto, G′ = 〈[a, b]〉 × 〈[a, c]〉 × 〈[b, c]〉.
Agora, afirmamos que G2r = G′. Se r = 1, então |G| = 64 e, pelo Lema 3.3.6,

existem exatamente quatro 2E-grupos G de ordem 26 tais que |G′| = 23 exp(G/G′) =

exp(G′) = 2, satisfazendo G2 = G′. Suponhamos, agora, que r > 1. Provamos que

〈a2r , b2r , c2r〉 = 〈a2r〉×〈b2r〉×〈c2r〉. Se a2rmb2rnc2rl = 1, então (a2mb2nc2l)2r = 1 e, assim,

a2mb2nc2l ∈ Z(G). Isso implica que 2r divide 2m, 2n e 2l, o que implica que, m,n, l são
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pares e ambncl ∈ Ωr(G) = Z(G). Logo, a2rm = b2rn = c2rl = 1. Consequentemente,

〈a2r , b2r , c2r〉 = 〈a2r〉 × 〈b2r〉 × 〈c2r〉 ∼= C2r × C2r × C2r e G2r = G′.

Uma demonstração semelhante ao final da demonstração do Teorema 3.3.2 fornece que

G ∼= G(2, r, r, [mij]); tal que [mij] ∈ GL(3,Zpr).

Observação 3.3.8. Os grupos descritos nos itens i), ii) e iii) do Teorema 3.3.7 não são

E-grupos. De fato, basta considerar o endomorfismo ϕ : G −→ G tal que G = 〈x, y, z〉
é tal como em i), ii) ou iii) e ainda, ϕ(y) = x; ϕ(x) = x e ϕ(z) = z.

Lema 3.3.9. Sejam G um pE-grupo finito 3-gerado e α ∈ End(G).

i) Se α ∈ Aut(G), então α é um automorfismo central.

ii) Se α /∈ Aut(G), então Im(α) ≤ Z(G), em que Im(α) denota a imagem de α.

Demonstração: Suponhamos que G não é abeliano, exp(G′) = pt e exp(G/G′) = pr.

Pelos Teoremas 3.3.2, 3.3.7 e pela Observação 3.3.8, existem elementos a, b, c ∈ G tais

que G = 〈a, b, c〉, |a| = |b| = |c| = pr+t, Gpt = Z(G) = Ωr(G), e

Gpr = G′ = 〈[a, b]〉 × 〈[a, c]〉 × 〈[b, c]〉, |[a, b]| = |[a, c]| = |[b, c]| = pt.

Agora, afirmamos que CG(g) = 〈g〉Z(G), para cada g ∈ {a, b, c}. Por simetria entre

a, b e c, é suficiente mostrar essa afirmação para g = a. Seja x ∈ CG(a). Então, existem

inteiros i, n,m e um elemento w ∈ Z(G) tais que x = aibncmw. Como [x, a] = 1,

obtemos [b, a]n[c, a]m = 1 e então, n ≡ m ≡ 0 (mod pt). Portanto, x = aiwa, para

algum wa ∈ Z(G), como desejado. Logo, aα = aiwa, b
α = bjwb e cα = ckwc, em que

0 ≤ i, j, k ≤ pt − 1 e wa, wb, wc ∈ Z(G).

De [(ab)α, ab] = 1 e [(ac)α, ac] = 1, conclúımos, respectivamente, que i = j e i = k.

Como Gpr = G′, temos ap
r

= [a, b]s[b, c]k[a, c]l em que s, k e l são inteiros. Portanto,

(aα)p
r

= [aα, bα]s[bα, cα]k[aα, cα]l,

de modo que ap
ri = ap

ri2 . Assim, i2 ≡ i (mod pt) e então, i = 1 ou i = 0.

Se i = 1, então α é um automorfismo central de G. Se i = 0, então a imagem de α

está no centro de G.

Notação 3.3.10. Dada a matriz A =

 i1 j1 k1

i2 j2 k2

i3 j3 k3

 denotamos

 k3 −k2 k1

−j3 j2 −j1

i3 −i2 i1


por A. Além disso, denotamos adj(B) a matriz quadrada adjunta de B.
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Lema 3.3.11. Sejam G = G(p, r, t, [mij]) = 〈a, b, c〉, tal que p > 2 ou (p = 2 e t 6= r),

M = [mij] ∈ GL(3,Zpt) e A =

 i1 j1 k1

i2 j2 k2

i3 j3 k3

. Então, a aplicação α, definida por

aα = ai1bj1ck1z1, b
α = ai2bj2ck2z2, c

i3bj3ck3z3,

tal que i1, j1, . . . , k3 ∈ Z e z1, z2, z3 ∈ Z(G), pode ser estendida a um endomorfismo de

G se, e somente se, a igualdade MA = adj(A)M é verdadeira no anel das matrizes

sobre Zpt.

Demonstração: Já que exp(G) = pr+t e exp(G′) = pt, temos xp
r+t

= [xp
t
, y] = 1; para

todo x, y ∈ G, pelo Teorema 3.3.2. Então, α pode ser estendido a um endomorfismo de

G se, e somente se,

[aα, bα] = (aα)p
rm11(bα)p

rm12(cα)p
rm13 , [aα, cα] = (aα)p

rm21(bα)p
rm22(cα)p

rm23 ,

[bα, cα] = (aα)p
rm31(bα)p

rm32(cα)p
rm33 .

Como (xy)p
r

= xp
r
yp

r
[y, x](

pr

2 ) = xp
r
yp

r
(já que t ≤ r), para todo x, y ∈ G e Gpr =

〈apr〉 × 〈bpr〉 × 〈cpr〉 ∼= Cpt × Cpt × Cpt , segue que a seguinte igualdade no anel das

matrizes sobre Zpt vale se, e somente se, α pode ser estendido a um endomorfismo de

G:  i1 j1 k1

i2 j2 k2

i3 j3 k3


 m11 m21 m31

m12 m22 m32

m13 m23 m33

 =

 m11 m21 m31

m12 m22 m32

m13 m23 m33


 i1j2 − j1i2 i1j3 − j1i3 i2j3 − j2i3

i1k2 − k1i2 i1k3 − k1i3 i2k3 − k2i3

j1k2 − k1j2 j1k3 − k1j3 j2k3 − k2j3

 ,

o que completa a demonstração.

O teorema a seguir foi demonstrado, em 1995, por M. Morigi, [27]. A demonstração

foi feita por contradição. Supondo que G é um p-grupo finito 3-gerado tal que Aut(G)

é abeliano, é posśıvel deduzir alguma informação sobre sua estrutura. Então, pode-se

mostrar que todo grupo com tal estrutura não possui nenhum automorfismo central.

O que contradiz a Proposição 1.8.4.

Teorema 3.3.12 (Principal resultado de [27]). Não existe um p-grupo finito não-

abeliano 3-gerado que possua um grupo de automorfismos abeliano, para qualquer primo

p ı́mpar.
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Demonstração: Ver [27].

O Teorema 3.3.12 é falso para p = 2, contudo é verdadeiro para certos 2-grupos,

conforme diz a proposição a seguir.

Proposição 3.3.13 (Proposition 4.2 de [1]). Não existe um 2-grupo finito G não-

abeliano 3-gerado que possua um grupo de automorfismos abeliano tal que exp(G′) =

2t, exp(G) = 22t e t ≥ 1.

Demonstração: A demonstração é semelhante a do Teorema 3.3.12.

Lema 3.3.14. Não existe 2E-grupo não-abeliano de ordem 64 possuindo um grupo de

automorfismos abeliano.

Demonstração: A demonstração será feita computacionalmente. Usando o GAP [12],
definimos as funções:

gap> 2Engel:= G -> ForAll(Cartesian(G,G), a -> LeftNormedComm([a[1], a[2], a[2]])

> =One(G));

gap> AutGAbeliano:= G -> IsAbelian(AutomorphismGroup(G))=true;

gap> naoabeliano:= G -> IsAbelian(G)=false;

Nos comandos que seguem, G é uma lista de 2E-grupos não-abelianos de ordem 64

possuindo um grupo de automorfismos abeliano.

gap> C:=AllSmallGroups(64, 2Engel,naoabeliano,AutGAbeliano);;

gap> i:=1;; G:=[];;

gap> while i<=Length(C) do

> j:=1;;Omegar:=[];;e:=Elements(C[i]);;

> while j<=32 do

> if e[j]^Exponent(C[i]/DerivedSubgroup(C[i])) = Identity(C[i]) then

> Add(Omegar, e[j]); fi;

> j:=j+1; od;

> if IsSubset(Centre(C[i]),Omegar)=true then

> Add(G,C[i]);fi;

> i:=i+1;od;

O GAP retorna que a lista G é vazia. O que completa a demonstração.

Teorema 3.3.15 (Theorem 1.1 de [1]). Todo E-grupo 3-gerado é abeliano.

Demonstração: O Teorema 3.2.14 diz que um E-grupo finito 3-gerado é nilpotente de

classe no máximo 2 e o Teorema 3.2.16 diz que um E-grupo infinito 3-gerado é abeliano.

Assim, para demonstrar o teorema basta mostrar que todo pE-grupo finito 3-gerado é

abeliano, pelo Teorema 3.1.7.
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Suponhamos, por contradição, que G é um pE-grupo não-abeliano 3-gerado. Pelos

Teoremas 3.3.2 e 3.3.7 e Observação 3.3.8, existem a, b, c ∈ G tal queG = G(p, r, t, [mij]);

em que M = [mij] ∈ GL(3,Zpt). Separamos a demonstração em dois casos

Suponhamos, inicialmente, que p > 2 ou p = 2 e t 6= r. Seja H = G(p, t, t, [mij]) =

〈x, y, z〉. Afirmamos que todo automorfismo de H é central. De fato, se β ∈ Aut(H),

então

xβ = xi1yj1zk1z1, y
β = xi2yj2zk2z2, z

β = xi3yj3zk3z3

em que z1, z2, z3 ∈ Z(H) e i1, j1, . . . , k3 ∈ {0, . . . , pt−1}. Se A =

 i1 j1 k1

i2 j2 k2

i3 j3 k3

 , pelo

Lema 3.3.11, segue que MA = (adjA)M. Agora, definimos α uma aplicação sobre G

por

aα = ai1bj1ck1 , bα = ai2bj2ck2 , cα = ai3bj3ck3 .

Pelo Lema 3.3.11, α pode ser estendido a um endomorfismo de G e pelo Lema 3.3.9,

α é um automorfismo central ou Im(α) ≤ Z(G).

Se α ∈ Autc(G), então a−1aα ∈ Z(G) e assim, ai1−1bj1ck1Z(G) = Z(G). Como

G

Z(G)
= 〈aZ(G)〉 × 〈bZ(G)〉 × 〈cZ(G)〉 e |aZ(G)| = |bZ(G)| = |cZ(G)| = pt,

segue que i1 = 1, j1 = 0, k1 = 0. De modo semelhante, b−1bα ∈ Z(G) e c−1cα ∈ Z(G).

Consequentemente, A é a matriz identidade e β ∈ Autc(H).

Se Im(α) ≤ Z(G), de modo análogo, obtemos que A é a matriz nula e então,

Im(β) ≤ Z(G), um absurdo. Portanto, Aut(H) = Autc(H) e todo automorfismo de H

fixa os elementos de H ′ = Z(H).

Se ϕ e ψ ∈ Aut(H) são automorfismos quaisquer, então hϕψ = hψϕ, para todo

h ∈ {x, y, z}, já que Aut(H) = Autc(H). Consequentemente, Aut(H) é abeliano, o que

contradiz o Teorema 3.3.12 ou a Proposição 3.3.13, exceto quando p = 2 e t = 1. Nesse

caso, |H| = 64 e pelo Lema 3.3.14 temos uma contradição.

Suponhamos, agora, que p = 2 e t = r. Pelo Lema 3.3.9, todo automorfismo de G é

central, assim Aut(G) é abeliano (pois G′ = Z(G)). Assim como no primeiro caso, isso

é uma contradição.

Agora, provamos uma generalização do Teorema 3.2.10.

Teorema 3.3.16 (Theorem 4.3 de [1]). Não existe um pE-grupo G de classe 3 tal

que G = 〈x1, . . . , xn〉, para n ≥ 3, e tal que para qualquer i ∈ {1, . . . , n} o conjunto

{[xi, xj, xk] | 1 ≤ j < k ≤ n, j 6= i 6= k} é um subconjunto linearmente independente do

3-grupo abeliano elementar γ3(G).
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Demonstração: Suponhamos por contradição que G é um pE-grupo de classe 3. Sejam

exp(G/G′) = pr e H = (G′)3γ3(G). Pelo Lema 3.2.4, [H,G] = fr(H) = 1. Módulo H

temos que:

x3r

1 = [x1, x2]m2 [x1, x3]m3 . . . [x1, xn]mn
∏

2≤i<j≤n

[xi, xj]
tij ,

para m2, . . . ,mn,mij ∈ {−1, 0, 1}. Como [x1, x
3r

1 ] = 1, temos que∏
2≤i<j≤n

[x1, xi, xj]
tij = 1.

Segue da hipótese que tij = 0, para todo i, j. De modo semelhante, módulo H, temos

que, para m1, k3, . . . , kn ∈ {−1, 0, 1}:

x3r

2 = [x2, x1]m1 [x2, x3]k3 . . . [x2, xn]kn
∏

2≤i<j≤n

[xi, xj]
tij .

Como [x3r

1 , x2] = [x3r

2 , x1]−1, obtemos que k3 = m3, . . . , kn = mn.

Analogamente, módulo H,

x3r

i =
n∏
j=1

[xi, xj]
mj ; ,∀i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Assim, [xi, xj]
3r =

∏n
k=1[xi, xk, xj]

mk ; para todo i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. De modo que:

x32r

i = (x3r

i )3r =
n∏
j=1

[xi, xj]
3rmj =

n∏
j=1

n∏
k=1

[xi, xk, xj]
mjmk = 1 ,∀i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Portanto, f2r(G) = 1, o que contradiz o Lema 3.2.4.



Capítulo
4

Um A-grupo de classe 3

O objetivo principal deste caṕıtulo, e de fato de toda a dissertação, é construir

um p-grupo finito, G, para p = 3, de classe 3 tal que seus elementos comutem com

suas respectivas imagens automorfas. Para isso, usamos o algoritmo de B. Eick, C. R.

Leedham-Green e E. A. O’Brien descrito em [9].

4.1 Construção de um 3E-grupo de classe 3

Pelo Teorema de Levi 1.7.3, todo grupo 2-Engel sem elementos de ordem 3 é nil-

potente de classe no máximo 2. Assim, um pA-grupo finito deve ser 3-grupo para ter

classe 3. A. Caranti [31] questionou sobre a existência de um pE-grupo finito ou de um

pA-grupo finito possuindo classe 3.

No Caṕıtulo 3, vimos que se G é um pE-grupo de classe 3, então G deve possuir ao

menos 4 geradores. Além disso, já foi mostrado que todo 3E-grupo com ordem menor ou

igual a 310 é nilpotente com classe igual a 2. Nesta seção, construiremos um 3E-grupo

de classe 3, já que pelo Teorema 3.1.3 um pA-grupo deve ser um pE-grupo.

De agora em diante, G denotará o grupo tal como descrito a seguir, a menos que

seja explicitado o contrário. Consideraremos o maior grupo 2-Engel, G, de expoente 27

gerado por x1, . . . , x9 tais que satisfaçam as seguintes relações definidoras:

x3
1 = [x2, x3][x4, x5][x6, x7][x8, x9]

x3
2 = [x1, x3][x4, x6][x5, x8][x7, x9]

x3
3 = [x1, x2][x4, x7][x5, x9][x6, x8]

x3
4 = [x1, x5][x2, x6][x3, x9][x7, x8]

x3
5 = [x1, x4][x2, x8][x3, x7][x6, x9]

x3
6 = [x1, x7][x2, x9][x3, x5][x4, x8]

x3
7 = [x1, x8][x4, x9][x3, x6][x2, x5]

x3
8 = [x1, x9][x3, x4][x2, x7][x5, x6]

x3
9 = [x1, x6][x3, x8][x2, x4][x5, x7],

esse grupo foi constrúıdo por A. Abdollahi, A. Faghihi e A. Mohammadi Hassanabadi

em [2].

Nosso propósito é mostrar que o grupo descrito anteriormente é um A-grupo de

classe de nilpotência 3. Usando o ANU Nilpotent Quotient, um pacote de W. Nickel

78
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[30], dispońıvel no GAP [12], podemos construir uma apresentação por potências e

conjugados, conforme descrito em A.1.

Com isso, obtemos:

|G| = 384; |G′| = 375; |Z(G)| = 339; e exp(G/G′) = 3;

tal que G′ = Z2(G) ∼= C39
9 × C3

3 ; Ω1(G′) = γ3(G) = Z(G) ∼= C39
3 .

Como todo comutador [xi, xj] aparece uma única vez nas relações definidoras acima,

segue que:

〈x3
1, . . . , x

3
9〉 = 〈x3

1〉 . . . 〈x3
9〉.

Além disso, segue pelo Lema 1.7.4, que G3 = 〈x3
1, . . . , x

3
9〉(G′)3 e que G é regular,

portanto, |G3| = 345.

Pela regularidade de G, e pela Proposição 1.6.6, temos que

|Ω1(G)| = |G : G3| = 339.

Como Ω1(G) = γ3(G) = Z(G), segue que G é 3E-grupo de classe 3.

Teorema 4.1.1 (Theorem 1.2 de [3]). Aut(G) = Autc(G)Inn(G). Em particular, G é

um A-grupo.

Para demonstrar o Teorema 4.1.1, usamos o algoritmo de B. Eick, C. R. Leedham-

Green e E. A. O’Brien [9], cuja implementação está dispońıvel no GAP [12] e Magma

[4].

O algoritmo descrito em [9] procede por indução sobre os ter-

mos da série p-central inferior de um p-grupo finito G. Definindo

Pi = G/Pi(G), é calculado Aut(Pi(G)). Como P1 = G/P1(G)

é um grupo abeliano elementar, Aut(P1) ∼= GL(d, p) (onde d é

o número de geradores de G). Assumimos, por indução, que já

conhecemos Aut(Pi), para algum i ≥ 1. Desejamos encontrar um

conjunto de geradores de Aut(Pi+1), o que será posśıvel tendo em

vista os resultados do Caṕıtulo 2, em particular o Lema 2.5.16.

G

P1(G)

P2(G)

1

P1

P2

P3





Do Teorema 2.5.5, como M ≤ Φ(P ∗i ), segue que P ∗i = 〈g∗i , . . . , g∗d〉. Se tivermos uma

sequência polićıclica de geradores para P ∗i e Pi+1, podemos determinar U := Ker(ε),

em que ε : P ∗i � Pi+1 é o epimorfismo fornecido pelo Teorema 2.5.5 . Por construção,

U ≤M .

Descrevemos, inicialmente, a ação de Aut(Pi) sobre M . Seja m ∈ M , como M ≤
Φ(G), podemos escrever m = ω(g∗1, . . . , g

∗
d), para alguma palavra ω no conjunto dos
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geradores {g∗1, . . . , g∗d} de P ∗i . Seja ainda hi = α(ψ(g∗i )) ∈ Pi. Escolhemos a pré-imagem

h∗i ∈ P ∗i sob o epimorfismo natural ψ : P ∗i → Pi e definimos αM(m) = ω(h∗1, . . . , h
∗
d).

Pi P ∗iψ
oo ε // Pi+1

Moo // P(Pi+1)

U //

Usando a ação de Aut(Pi) sobre M , já descrita, podemos definir o estabilizador de

U sob Aut(Pi), S := StabAut(Pi)(U). Pelo Lema 2.5.13, as extensões dos automorfismos

internos de G agem trivialmente sobre o p-multiplicador, logo, Inn(Pi) estabiliza U .

Agora, pelo Teorema 2.5.15 precisamos determinar os subgrupos T e S, em que T

é o núcleo do homomorfismo natural ν : Aut(Pi+1) → Aut(Pi). Como o Lema 2.5.16

fornece uma sequência polićıclica de geradores para T, a maior tarefa é construir um

conjunto de geradores para S.

A técnica padrão para construir o estabilizador S de um subespaço U é listar as

órbitas de U e, simultaneamente, calcular os geradores de Schreier para S, tal como é

descrito em [20]. Se o tamanho da órbita é pequeno, então essa técnica é muito eficiente,

o que não é o caso. Em [9] vários refinamentos são descritos para diminuir a dificuldade

do cálculo do estabilizador.

Em resumo, segue o procedimento para que possamos demonstrar o Teorema 4.1.1.

Explore a estrutura do p-multiplicador M de Pi, que é um Aut(Pi)−módulo, pois

M é um grupo abeliano elementar. Use a série de composição de M para diminuir o

comprimento das órbitas constrúıdas.

Observe do Lema 2.5.16 que Aut(Pi) possui um p-subgrupo normal N , o centrali-

zador de V ∼= G/P1(G) em Aut(Pi) e Aut(Pi)/N é isomorfo a um subgrupo de GL(V ),

pelo Teorema 1.8.2. Em particular, a ação de N sobre M é como um subgrupo uni-

potente de GL(M), pelo Lema 2.4.2. E. Costi [8] descreveu um algoritmo chamado

UnipotentStabiliser para descrever um representante canônico U da N -órbita do

subespaço U de M , tal algoritmo foi descrito também em [9] e explicado na Seção 2.4.1.

Simultaneamente, constrói-se um conjunto de geradores para o estabilizador de U em

N e t ∈ N , tal que U t = U . Use o algoritmo para construir o estabilizador de U em N

sem explicitar a construção de suas órbitas.

Se posśıvel, substitua a ação de Aut(Pi) pela ação de um subgrupo próprio de

Aut(Pi) que contém o estabilizador de U .
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Se o grupo que age sobre M é solúvel, então sua série de composição ascendente

determina órbitas sob os sucessivos termos da série. Em cada passo, use a propriedade

que a órbita sob um subgrupo normal é um bloco da ação por permutação (pelo Lema

2.4.11).

4.2 O grupo de automorfismos de G

Lembre que G é um grupo de ordem 384 e classe de nilpotência igual a 3 tal que

os termos de sua série p-central inferior e série inferior coincidem. Além disso, P1 =

G/P1(G) possui ordem 39 e P2 = G/P2(G) tem ordem 345 com centro possuindo

ordem igual a 336. Na Tabela 4.1, descrevemos log3(|Pi|) e os postos dos respectivos

p-multiplicador M de Pi e do núcleo U do epimorfismo de P ∗i a Pi+1, identificando U

como sendo subespaço do correspondente espaço vetorial M .

i Pi M U
1 9 45 9
2 45 204 165
3 84

Tabela 4.1: Informações sobre G

Lema 4.2.1. Sejam G = Zdp e A := Aut(G). O p-multiplicador de G, M , pode ser

visto como um A-módulo de dimensão d+
(
d
2

)
e pode ser escrito como M = M1 ⊕M2.

Em que:

G = 〈x1, . . . , xd|xpi = 1, [xi, xj] = 1; ∀ 1 ≤ i, j ≤ d〉,
M = 〈hj, wkl |hi = xpi , wkl = [xk, xl], [xi, hk] = 1, [xi, wkl] = 1; ∀ 1 ≤ i, j, k, l ≤ d 〉,
M1 = 〈wkl |wkl ∈M ; ∀ 1 ≤ k < l ≤ d 〉 e

M2 = 〈hj |hj ∈M ; ∀ 1 ≤ j ≤ d 〉.
Além disso, M1 e M2 são submódulos invariantes e irredut́ıveis de dimensões

(
d
2

)
e

d, respectivamente.

Demonstração: Temos que M possui dimensão d+
(
d
2

)
, pois é núcleo do epimorfismo

ψ : G∗ → G, em que G∗ é o p-recobrimento de G,.

Os automorfismos de G podem ser estendidos a G∗ e então, podemos restrinǵı-los

a M . Desse modo, podemos definir uma ação de Aut(G) sobre M .

Sabemos que M1 e M2 são invariantes pois, se φ ∈ Aut(G), então, para quaisquer

inteiros j, k, l tais que 1 ≤ k < l ≤ d e 1 ≤ j ≤ d:

φ∗(wkl) = φ([xk, xl]) = [φ(xk), φ(xl)] e φ∗(hj) = φ(xpi ) = (φ(xi))
p.

A demonstração do lema consistirá em mostrar inicialmente que os módulos M1
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e M2 são ćıclicos e, então, mostrar que qualquer elemento de M1 e M2 (diferente do

elemento neutro) gera o módulo todo.

Temos que M1 e M2 são grupos abelianos elementares de expoente p, pois M o é.

Definimos K := w12A um módulo ćıclico, mostraremos que K = M1.

Definimos σi ∈ Sym(d) tal que σi = (12 . . . i − 1 . . . i + 1 . . . d), para qualquer

1 ≤ i ≤ d e ainda, φi : G → G tal que φi(xj) = xσi(j), para todo j com ≤ j ≤ d.

Temos que φi é automorfismo de G; para todo i tal que 1 ≤ i ≤ d.

Como M1 é A-módulo, para todo f ∈ Aut(G) e m ∈ M1 temos que f(m) ∈ M1.

Em particular, para todo σi ∈ Aut(G) e m ∈M1, φ
∗
i (m) ∈M1. Com isso, segue que:

φ∗1(w12) = φ1[x1, x2] = [x1, x3] = w13 ∈ K
φ∗1(w13) = φ1[x1, x3] = [x1, x4] = w14 ∈ K
φ∗1(w14) = φ1[x1, x4] = [x1, x5] = w15 ∈ K

...

φ∗1(w1(d−1)) = φ1[x1, xd−1] = [x1, xd] = w1d ∈ K


temos d− 1 geradores

em comum com M1

como w12 = [x1, x2] ∈ K então, w−1
12 = w21 = [x2, x1] ∈ K:

φ∗1(w21) = φ2[x2, x1] = [x2, x3] = w23 ∈ K
φ∗1(w23) = φ2[x2, x3] = [x2, x4] = w24 ∈ K
φ∗1(w24) = φ2[x2, x4] = [x2, x5] = w25 ∈ K

...

φ∗1(w2(d−1)) = φ2[x2, xd−1] = [x2, xd] = w2d ∈ K


temos mais d− 2 geradores

em comum com M1

... (continuamos o processo recursivamente)

φ∗1(w(d−2)(d−3)) = φd−2[xd−2, xd−3] = [xd−2, xd−1] = w(d−2)(d−1) ∈ K
φ∗1(w(d−2)d) = φd−2[xd−2, xd−1] = [xd−2, xd] = w(d−2)d ∈ K

} temos mais 2

geradores em

comum com M1

temos mais 1 gerador em comum com M1:

φ∗1(w(d−1)(d−2)) = φd−1[xd−1, xd−2] = [xd−1, xd] = w(d−1)d ∈ K

no total, temos (d − 1) + (d − 2) + . . . + . . . + 1 =
(
d
2

)
geradores em comum com os

geradores de M1. Logo, K = M1 pois K é submódulo de M1.

Seja agora, m ∈ K. Mostraremos que mA = M1. Temos, para εij ∈ {0, 1, . . . , p−1} :

m = wε1212 . . . w
ε13
13 w

ε23
23 . . . w

ε2d
2d . . . w

ε(d−1)d

(d−1)d ;

= [x1, x2]ε12 . . . [x1, xd]
ε1d [x2, x3]ε23 . . . [x2, xd]

ε2d . . . [xd−1, xd]
ε(d−1)d .

Sem perda de generalidade, suponhamos ε12 6= 0 e definimos ψi,∈ Aut(G) para
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todo i tal que 1 ≤ i ≤ d por: ψi(xi) = xi e ψi(xj) = x−1
j ; i 6= j.

Desse modo, como m ∈ mA, seque que ψ∗1(m) ∈ K e n := ψ∗1(m).m ∈ K, em que:

n := ψ∗1(m).m = ([x1, x
−1
2 ][x1, x2])ε12 . . . ([x1, x

−1
d ][x1, xd])

ε1d

= [x2, x1]ε12 . . . [xd, x1]ε1d .

Isso pois, pela Proposição 1.1.2 e já que G∗ possui classe de nilpotência 2:

[xi, x
−1
j ][xi, xj] = [xixj, x

−1
j ][xi, xj, x

−1
j ]−1

= [xixj, x
−1
j ]

= x−1
j x−1

i xjxixjx
−1
j

= [xj, xi].

Além disso, ψ∗2(n) ∈ K e ψ∗2(n).n = ([x2, x1][x2, x
−1
1 ])ε12 = [x1, x2]ε12 ∈ mA.

Como ε12 ∈ {1, . . . , p− 1}, segue que w12 = [x1, x2] ∈ mA pois ε12 e p são coprimos.

Portanto, ma = K e M1 é irredut́ıvel.

Definimos, agora, α ∈ Aut(G) com α(xi) = xi+1, para todo i tal que 1 ≤ i ≤ d− 1

e α(xd) = x1. Mostraremos que L := h1A = M2.

Temos:

α∗(h1) = h2 ∈ L;

α∗(h2) = h3 ∈ L;

...

α∗(hd−1) = hd ∈ L.

Logo, todos os geradores de M2 pertencem a L, que é submódulo de M2. Segue que

L := h1A = M2 e M2 é ćıclico.

Agora, seja l ∈ L elemento qualquer. Para mostrar que M2 é irredut́ıvel basta

mostrar que lA = M2. Temos que:

l = hε11 . . . h
εd
d tal que 1 ≤ εi ≤ p; ∀1 ≤ i ≤ d.

Sem perda de generalidade, suponhamos ε1 6= 0 e definimos γ ∈ Aut(G) tal que

γ(x1) = x1 e γ(xi) = xi; para todo i tal que 2 ≤ i ≤ d.

Assim, como l ∈ lA, γ∗(l) ∈ lA temos que, γ∗(l).l = h2ε1
1 ∈ lA. Mas, ε1 ∈ {1, . . . , p−

1}, o que mostra que h1 ∈ lA, pois ε1 e p são coprimos. Portanto, lA = L = M2 e M2

é irredut́ıvel.

Logo, M1 e M2 são submódulos irredut́ıveis de M tal que todo elemento de M pode

ser escrito como um elemento de M1 mais um elemento de M2, ou seja, M = M1 +M2.
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Falta mostrar que M1 ∩M2 = {1}.
Suponhamos que M1 ∩M2 6= {1}, então:

pd+(d
2) = |M | = |M1 +M2| =

|M1||M2|
|M1 ∩M2|

=
p(

d
2).pd

|M1 ∩M2|
< pd+(d

2).

O que é absurdo. Segue assim, que M = M1 ⊕M2.

Lema 4.2.2 (Lemma 3.1 de [3]). Aut(P2) = Autc(P2).

Demonstração: Temos que A = Aut(P1) ∼= GL(9, 3), pois P1 é abeliano elementar,

além disso, M = M1⊕M2, conforme o Lema 4.2.1. Como M1 é gerado por comutadores,

e já que [x, y] = −[y, x], segue que a ação de A sobre M1 é a representação do quadrado

alternado Λ2(V ), em que V = GF (3)9. E ainda, podemos dizer que a ação de A restrita

M2 é como GL(V ).

O GAP fornece que os geradores de U (ver A.2) são u1, . . . , u9 tais que:

u1 := x−3
1 [x2, x3]2[x4, x5]2[x6, x7]2[x8, x9]2

u2 := x−3
2 [x1, x3]2[x4, x6]2[x5, x8]2[x7, x9]2

u3 := x−3
3 [x1, x2]2[x4, x7]2[x5, x9]2[x6, x8]2

u4 := x−3
4 [x1, x5]2[x2, x6]2[x3, x9]2[x7, x8]2

u5 := x−3
5 [x1, x4]2[x2, x8]2[x3, x7]2[x6, x9]2

u6 := x−3
6 [x1, x7]2[x2, x9]2[x3, x5]2[x4, x8]2

u7 := x−3
7 [x1, x8]2[x4, x9]2[x3, x6]2[x2, x5]2

u8 := x−3
8 [x1, x9]2[x3, x4]2[x2, x7]2[x5, x6]2

u9 := x−3
9 [x1, x6]2[x3, x8]2[x2, x4]2[x5, x7]2.

E, sendo:

w1 := [x2, x3]2[x4, x5]2[x6, x7]2[x8, x9]2

w2 := [x1, x3]2[x4, x6]2[x5, x8]2[x7, x9]2

w3 := [x1, x2]2[x4, x7]2[x5, x9]2[x6, x8]2

w4 := [x1, x5]2[x2, x6]2[x3, x9]2[x7, x8]2

w5 := [x1, x4]2[x2, x8]2[x3, x7]2[x6, x9]2

w6 := [x1, x7]2[x2, x9]2[x3, x5]2[x4, x8]2

w7 := [x1, x8]2[x4, x9]2[x3, x6]2[x2, x5]2

w8 := [x1, x9]2[x3, x4]2[x2, x7]2[x5, x6]2

w9 := [x1, x6]2[x3, x8]2[x2, x4]2[x5, x7]2,

sssssss M

U +M2

KKKKKKK

qqqqqq

U
MMMMMM M2

U ∩M2

LLLLLLL

sssssss

0

temos que o estabilizador em A do 18- dimensional A-módulo

U + M2 = 〈u1, . . . , u9, h1, . . . h9〉 = 〈w1, . . . , w9, h1, . . . h9〉
contém o estabilizador de U em A.

Do mesmo modo, W =
U +M2

M2

= 〈w1 +M2, . . . , w9 +M2〉 é

9- dimensional A- módulo e temos que seu estabilizador em

A possui o estabilizador de U em A.

Vamos então determinar o estabilizador de W em A, StabA(W ).

Como a ação de A sobre M1 é a representação do quadrado alternado Λ2(V ), para

cada elemento não-nulo em W , w+M2, podemos determinar uma forma bilinear anti-

simétrica 9×9 da seguinte forma: associamos w+M2 ao vetor de expoentes de w sob os
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geradores de M1, digamos εw := [ε1, . . . , ε36]. A matriz que representa a forma bilinear

mencionada é dada por:

Ew =



0 ε1 ε2 ε3 ε4 ε5 ε6 ε7 ε8

−ε1 0 ε9 ε10 ε11 ε12 ε13 ε14 ε15

−ε2 −ε9 0 ε16 ε17 ε18 ε19 ε20 ε21

−ε3 −ε10 −ε16 0 ε22 ε23 ε24 ε25 ε26

−ε4 −ε11 −ε17 −ε22 0 ε27 ε28 ε29 ε30

−ε5 −ε12 −ε18 −ε23 −ε27 0 ε31 ε32 ε33

−ε6 −ε13 −ε19 −ε24 −ε28 −ε31 0 ε34 ε35

−ε7 −ε14 −ε20 −ε25 −ε29 −ε32 −ε34 0 ε36

−ε8 −ε15 −ε21 −ε26 −ε30 −ε33 −ε35 −ε36 0


∈ Λ2(V ).

Constrúımos, assim, um algoritmo no GAP para determinar os postos dessas formas

como descrito em A.3. Desse modo, podemos ver que precisamente 4 dessas formas

possuem posto 4, 956 dessas formas possuem posto 6 e 18.722 possuem posto 8.

Essas quatro formas de posto 4 ocorrem em pares, {γ,−γ} e {ζ,−ζ}. Além disso,

as matrizes que representam γ e ζ são, respectivamente:

[γ] =



0 1 1 1 1 1 1 1 1

−1 0 0 1 1 1 1 1 1

−1 0 0 1 1 1 1 1 1

−1 −1 −1 0 0 1 1 1 1

−1 −1 −1 0 0 1 1 1 1

−1 −1 −1 −1 −1 0 0 1 1

−1 −1 −1 −1 −1 0 0 1 1

−1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 0 0

−1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 0 0


e

[ζ] =



0 1 1 1 1 1 1 1 0

−1 0 1 1 1 1 0 1 1

−1 −1 0 0 1 1 1 1 1

−1 −1 0 0 1 1 1 1 1

−1 −1 −1 −1 0 0 1 1 1

−1 −1 −1 −1 0 0 1 1 1

−1 0 −1 −1 −1 −1 0 1 1

−1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 0 1

0 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 0


.
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Note que se C = StabA(γ) ∩ StabA(ζ), então StabA(W ) ≤ C e, assim,

StabA(W ) ⊆ StabC(W ).

Mudamos, então, a base dessas formas para que a matriz que representa tais formas

seja da forma

J =

[
J̃ 0

0 0

]
tal que, J̃ =

[
0 I2

−I2 0

]
.

Temos que J é uma forma bilinear anti-simétrica. Como já foi visto, uma matriz A

respeita essa forma anti-simétrica se ATJA = J . Assim, escrevendo

A =

[
B C

D E

]

em que, B ∈ Mat(4×4,3), C ∈ Mat(4×5,3), D ∈ Mat(5×4,3), e E ∈ Mat(5×5,3), temos que

devem valer as igualdades sobre A:

BT J̃B = J̃ , CT J̃B = 0, BT J̃C = 0 e CT J̃C = 0.

Logo, B deve ser uma matriz simplética que, pela Proposição 1.9.18, possui de-

terminante 1 e uma vez que J̃ é não-singular, temos que C = 0. Como a matriz A

procurada é não-singular, precisamos que E também seja não-singular. Dessa maneira,

devemos ter que B ∈ Sp(4, 3), C = 0, E ∈ GL(5, 3) e D ∈ Mat(5×4,3), o que significa

que o estabilizador de J é da forma[
Sp(4, 3) 0

∗ GL(5, 3)

]
,

em que sua ordem é 320|Sp(4, 3)||GL(5, 3)| .

Além disso, o subgrupo das matrizes da forma[
I4 0

∗ I5

]
é normal a esse estabilizador e o quociente é isomorfo ao produto direto Sp(4, 3) ×
GL(5, 3).

Portanto, podemos escrever os estabilizadores de γ e ζ como um subgrupo de GL(V )

da forma 320 · (Sp(4, 3)×GL(5, 3)), voltando essa matriz para a base canônica (inicial)

de γ e de ζ. Essa transformação foi justificada na Seção 1.9 e os cálculos feitos no GAP

estão descritos em A.4.
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Na prática, calculamos esses estabilizadores com a ajuda do GAP, observando que

o grupo simplético Sp(4, 3) contido no GAP não possui os geradores que queremos e,

por isso esse grupo foi constrúıdo a partir dos seguintes geradores:
1 0 1 1

0 1 1 1

0 0 1 0

0 0 0 1

 e


0 1 1 0

−1 −1 1 −1

1 1 1 −1

0 −1 1 0

 .

Para determinar a interseção, C, dos dois estabilizadores, o qual fixa γ e ζ, foi

usado uma representação por permutação desses grupos (ver A.5), já que por a ordem

dos grupos ser muito grande e por se tratarem de grupos de matrizes, o GAP é pouco

eficiente nesse cálculo. Pode-se, também, usar o algoritmo de P. A. Brooksbank e E. A.

O’Brien descrito em [6].

Essa interseção possui ordem 211× 323 e contém o estabilizador de U em A. Assim,

basta mostrar que o estabilizador de U em C é trivial, pois nesse caso temos que, pelo

Teorema 2.5.15, Aut(P2) = T , onde T é definido como no Lema 2.5.16.

Os autores de [3] sugerem o cálculo do estabilizador de U em A a partir do nor-

malizador de C, N (que, consequentemente, contém o estabilizador de U em A). Isso

porque N é normal em A, o que possibilita o uso do algoritmo descrito em [9], o qual

foi explicado na Seção 2.4.2, para mostrar que StabN(U) é trivial, a partir do Lema

2.4.12. Esse normalizador também pode ser calculado via representação permutacional

e possui ordem 214 × 323.

Da mesma forma, usando a representação permutacional e com um pouco mais de

cálculos no GAP (ver A.6), segue que StabN(U) é trivial, e segue o resultado.

Agora, para determinar Aut(P3) = Aut(G) procedemos de maneira análoga a des-

crita para determinamos Aut(P2). Assim, precisamos construir StabA(U), em que

U = Ker ε tal que ε : P ∗2 −→ G é o epimorfismo natural.

Lema 4.2.3. Seja U = Ker ε tal que ε : P ∗2 −→ G é o epimorfismo natural. Então,

StabA(U) = Inn(P2).

Demonstração: Sabemos que Inn(P2) ⊆ StabA(U), pois, pelo Lema 2.5.13, as exten-

sões dos automorfismos internos de G agem trivialmente sobre o p-multiplicador, logo

Inn(P2) estabiliza U .

Seja A = Aut(P2). Temos que P2 é um 3-grupo 9-gerado cujo centro possui ordem

336. Portanto, segue que, pelo Lema 4.2.2, |A| = |Autc(P2)| = 3324 ( pois 324 = 9×36).

A age sobre M , o p-multiplicador de P2, como um subgrupo unipotente de GL(204, 3),

pela Proposição 2.4.2, já que A é um 3-grupo.
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Os autores de [3] sugerem o uso do algoritmo UnipotentStabiliser, tal como foi

descrito na subseção 2.4.1, para construir StabA(U) e dessa maneira, mostraram que

não existe nenhum automorfismo externo em A que estabiliza U .

Devido as ordens elevadas dos grupos em questão, é necessário o uso computacional

(como o GAP [12] ou Magma [4]) para construir o estabilizador de U em A. Contudo,

não conseguimos implementar tal algoritmo computacionalmente.

De qualquer forma, consideramos que este lema é verdadeiro, uma vez que já foi

mostrado em [3].

Demonstração do Teorema 4.1.1:

Pelo Lema 4.2.3, StabA(U) = Inn(P2), em que U = Ker ε tal que ε : P ∗2 −→ G é o

epimorfismo natural.

Agora, observando que P3 = G, pelo Teorema 2.5.15, se ν : Aut(G) → Aut(P2)

é o homomorfismo natural em que T = Ker(ν) e S = im(ν) então, Aut(G) = TR,

tal que R é uma pré-imagem qualquer de S sob ν. Mas, S = StabA(U) = Inn(P2)

e, assim, R = Inn(G). Pelo Lema 2.5.16 e lembrando que P2(G) = Z(G), segue que

T = Autc(G). Assim, Aut(G) = Autc(G)Inn(G).

Em particular, o grupo G, descrito anteriormente, é um exemplo de 3-grupo com

classe 3 que é A-grupo.

Seja x ∈ G. Se α ∈ Aut(G), então existem σ ∈ Autc(G), γg ∈ Inn(G) tais que

α = σγg, logo, α(x) = σγg(x) = σ(γg(x)) = γg(x).z; para algum z ∈ Z(G).

Dessa forma, [x, α(x)] = [x, γg(x).z] = [x, γg(x)] = [x, xg] = [x, x[x, g]] = [x, [x, g]].

Como G é 2-Engel, x comuta com [g, x]. Logo, comuta com [x, g] e, assim, x comuta

com xg. Portanto, [x, α(x)] = 1.

4.3 Sobre o problema de A. Caranti

A questão inicial de A. Caranti foi publicada em seu artigo “Finite p-groups of

exponent p2 in which each element commutes with its endomorphic images” [7] e foi

dividida em três itens:

a) Existe um 3E-grupo finito G com cl(G) = 3?

b) Existe um p-grupo finito G com cl(G) > 2 e Aut(G) = Autc(G)Inn(G)?

c) Existe um grupo 2-Engel G satisfazendo b)?

I. Malinowska respondeu o item b) em seu artigo “On automorphism groups of finite

p-groups” [25] de forma afirmativa mostrando que o p-grupo G de menor ordem tal que

Aut(G) = Autc(G)Inn(G) possui ordem p6 e classe de nilpotência igual a 3. Além

disso, mostrou que para cada primo p > 2 e para todo inteiro n ≥ 7 existe um p-grupo
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G de ordem pn com Aut(G) = Autc(G)Inn(G) e seu grupo de automorfismo é um

p-grupo de classe de nilpotência menor do que a classe de nilpotência de G.

Segue um dos exemplos dados por I. Malinowska nesse artigo [25] que responde

afirmativamente o item b) do problema de A. Caranti:

Exemplo 4.3.1. Considere o grupo G com a seguinte apresentação:

G = 〈a, b, c, d | ap
2

= bp
2

= cp = dp = 1, [a, b] = ap, [a, c] = bp

[b, c] = 1, [a, d] = c, [b, d] = apmbpk, [c, d] = apl〉,

em que p > 3 e k, l,m 6= 0 (mod p) ou p = 3, l = 1 e k,m 6= 0 (mod 3). Então, G possui

ordem p6, classe de nilpotência 3 e satisfaz Aut(G) = Autc(G)Inn(G).

Vamos verificar computacionalmente apenas dois casos desse exemplo:

Caso 1: p=3 Nos comando abaixo, F é um grupo livre gerado pelos 4 elementos

a,b,c,d.

gap> ### CONSTRUINDO O GRUPO G ###

gap> R:=[a^9, b^9, c^3, d^3,

> a^-1*b^-1*a*b*a^-3, a^-1*c^-1*a*c*b^-3, b^-1*c^-1*b*c,

> a^-1*d^-1*a*d*c^-1, b^-1*d^-1*b*d*b^-3*a^-3, c^-1*d^-1*c*d*a^-3];;

gap>

gap> H:=F/R;;

gap> Size(H);;

gap> G:=Image(IsomorphismPcGroup(H));;

gap> g:=GeneratorsOfGroup(G);;

gap> NilpotencyClassOfGroup(G);

3

gap> A:=AutomorphismGroup(G);;

gap> I:=InnerAutomorphismsAutomorphismGroup(A);;

gap>

gap> i:=1;; e:=Elements(A);;

gap> Autc:=[];; #lista de automorfismos centrais de G

gap> for j in [1 .. Length(e)] do

> if ForAll([1..4], i->Inverse(g[i])*Image(e[j],g[i]) in Center(G))

> then Add(Autc, e[j]);

> fi;

> od;

gap>

gap> AutC:= GroupWithGenerators(Autc);;

gap> In:=Intersection(AutC, I);;

gap>

gap> Size(AutC)*Size(I)/Size(In) = Size(A);

true



Caso 2: p=5 Nos comando que seguem, F é um grupo livre gerado pelos 4 elementos

a,b,c,d.

gap> ### CONSTRUINDO O GRUPO G ###

gap> R:=[a^(5^2), b^(5^2), c^5, d^5,

> a^-1*b^-1*a*b*a^-5, a^-1*c^-1*a*c*b^-5, b^-1*c^-1*b*c,

> a^-1*d^-1*a*d*c^-1, b^-1*d^-1*b*d*b^-5*a^-5, c^-1*d^-1*c*d*a^-5];;

gap> H:=F/R;;

gap> Size(H);

15625

gap> G:=Image(IsomorphismPcGroup(H));;

gap> g:=GeneratorsOfGroup(G);;

gap> NilpotencyClassOfGroup(G);

3

gap> A:=AutomorphismGroup(G);;

gap> I:=InnerAutomorphismsAutomorphismGroup(A);;

gap>

gap> i:=1;; e:=Elements(A);;

gap> Autc:=[];; #lista de automorfismos centrais de G

gap> for j in [1 .. Length(e)] do

> if ForAll([1..4], i->Inverse(g[i])*Image(e[j],g[i]) in Center(G))

> then Add(Autc, e[j]);

> fi;

> od;

gap> AutC:= GroupWithGenerators(Autc);;

gap> In:=Intersection(AutC, I);;

gap> Size(AutC)*Size(I)/Size(In) = Size(A);

true

I. Malinowska não exigiu que seus grupos apresentados em [25] fossem 2-Engel.

Assim, ela não respondeu os outros itens do problema de A. Caranti.

A. Abdollahi, A. Faghihi e A. Mohammadi Hassanabadi [2] apresentaram o grupo

descrito no Caṕıtulo 4 e mostraram que é um pE-grupo. A. Abdollahi, A. Faghihi,

S. A. Linton, e E. A. O’Brien foram os primeiros a exibir um exemplo de um pA-

grupo de classe de nilpotência 3 no artigo “Finite 3-groups of class 3 whose elements

commute with their automorphic images” [3], usando para isso o grupo descrito em [2],

respondendo, assim, o item c) do problema de A. Caranti, com o Teorema 4.1.1.

Como explicamos anteriormente, mostrar que um grupo é um pA-grupo não mos-

tra, necessariamente, que tal grupo é pE-grupo. Assim, o primeiro item ainda não foi

respondido. Contudo, com base nas propriedades de E-grupos e nas propriedades do

grupo descrito no Caṕıtulo 4 (estudas por esses autores e descritas nos Caṕıtulos 3 e

4) podemos ver que tal grupo é um “candidato” a ser um pE-grupo.



Apêndice
A

O Grupo G no GAP

A.1 Construção do grupo e suas propriedades

Para a construção do grupo usamos o pacote ANU Nilpotent Quotient, um pacote

de W. Nickel [30], com o comando LoadPackage("anupq"). Segue os comandos usado

para gerar o grupo.

Iniciamos criando um grupo livre F e definindo algumas das relações desejadas R:

gap> F:= FreeGroup(9);; # grupo livre com 9 geradores

gap> R := [

> F.1^(-3)*Comm(F.2,F.3)*Comm(F.4,F.5)*Comm(F.6,F.7)*Comm(F.8,F.9),

> F.2^(-3)*Comm(F.1,F.3)*Comm(F.4,F.6)*Comm(F.5,F.8)*Comm(F.7,F.9),

> F.3^(-3)*Comm(F.1,F.2)*Comm(F.4,F.7)*Comm(F.5,F.9)*Comm(F.6,F.8),

> F.4^(-3)*Comm(F.1,F.5)*Comm(F.2,F.6)*Comm(F.3,F.9)*Comm(F.7,F.8),

> F.5^(-3)*Comm(F.1,F.4)*Comm(F.2,F.8)*Comm(F.3,F.7)*Comm(F.6,F.9),

> F.6^(-3)*Comm(F.1,F.7)*Comm(F.2,F.9)*Comm(F.3,F.5)*Comm(F.4,F.8),

> F.7^(-3)*Comm(F.1,F.8)*Comm(F.4,F.9)*Comm(F.3,F.6)*Comm(F.2,F.5),

> F.8^(-3)*Comm(F.1,F.9)*Comm(F.3,F.4)*Comm(F.2,F.7)*Comm(F.5,F.6),

> F.9^(-3)*Comm(F.1,F.6)*Comm(F.3,F.8)*Comm(F.2,F.4)*Comm(F.5,F.7)];;

gap> H:= F/ R;;

mas, H não é o grupo procurado. Definimos, então, uma função, a qual denominamos
nos comandos que seguem por 2Engel, que é identidade no grupo e geramos o maior
grupo 2-Engel G de expoente 27 com os geradores já descritos.

gap> 2Engel:= function(x,y) return PqLeftNormComm([x,y,y]); end;;

gap>

gap> G:= Pq( H : Prime := 3, Exponent:=27, Identities := [2Engel] );;

#I Class 1 with 9 generators.

#I Class 2 with 45 generators.

#I Class 3 with 84 generators.

#I Class 3 with 84 generators.

91
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O comando Pq( H:Prime:= 3, Exponent:=27, Identities:= [2Engel]) descreve

a propriedades do grupo tais como mencionadas no Caṕıtulo 3, além disso a resposta

do GAP mostra que tal grupo possui ordem 384.

A seguir descrevemos como é posśıvel obter uma apresentação para o grupo G. Para

o GAP, um grupo polićıclico é diferente de um grupo finitamente gerado, assim como é

diferente da sua apresentação. Logo, para obter uma apresentação para G precisamos,

inicialmente, de um grupo finitamente gerado isomorfo a G, GFp, o que pode ser obtido

com os comandos isofp:=IsomorphismFpGroup(G) e GFp:=Image(isosp). O comando

P:=PresentationFpGroup(GFp) retorna um registro de apresentação contendo uma

cópia da apresentação de GFp no mesmo conjunto de geradores. TzGoGo(P) pode ser

usado para, usando transformações de Tietze, simplificar a apresentação P, reduzindo

o número de geradores e relatores sem aumentar muito a soma total dos comprimentos

dos relatores (length). Assim, temos:

gap> P;

<presentation with 9 gens and 1653 rels of total length 60807>

Nos comandos que seguem, notamos as propriedades já afirmadas no Caṕıtulo 3.

gap> NilpotencyClassOfGroup(G);

3

gap> DerivedSubgroup(G); # o subgrupo derivado de G

<pc group of size 608266787713357709119683992618861307 with 75 generators>

gap> Frat:=FrattiniSubgroup(G);; # o subgrupo de Frattini de G

gap> Size(Frat) = 3^75;

true

gap> StructureDescription(Frat);

"C9 x C9 x C9 x C9 x C9 x C9 x C9 x C9 x C9 x C9 x C9 x C9 x C9 x C9 x C9 x C\

9 x C9 x C9 x C9 x C9 x C9 x C9 x C9 x C9 x C9 x C9 x C9 x C9 x C9 x C9 x C9 \

x C9 x C9 x C9 x C9 x C9 x C3 x C3 x C3"

gap>

gap> GFrat:= G/Frat;;

gap> Exponent(GFrat);

3

gap> Size (GFrat) = 3^9;

true

gap> IsElementaryAbelian(GFrat);

true

gap> ZG:= Center(G);;

gap> Size(ZG) = 3^39;

true

gap> IsElementaryAbelian(ZG);

true
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Finalmente, o GAP nos mostra as relações entre as séries centrais inferior, superior
e p-central inferior:

gap> P:= PCentralSeries( G, 3 );; # serie p-central inferior

gap> P1:= G / P[2];;

gap> P2:= G / P[3];;

gap> P3:= G / P[4];;

gap> Size(P1) = 3^9; Size(P2) = 3^45; Size(P3) = 3^84;

true

true

true

gap> gamma := LowerCentralSeries( G );; # serie central inferior

gap>

gap> gamma[1]=P[1;; gamma[2]=P[2]; gamma[3]=P[3]; gamma[4]=P[4];

true

true

true

true

gap> z:=UpperCentralSeriesOfGroup(G);; # serie central superior

gap>

gap> z[1]=P[1]; z[2]=P[2]; z[3]=P[3]; z[4]=P[4];

true

true

true

true

A.2 p-recobrimento de P1

Nos comandos abaixo, PCover1 define o p-recobrimento de P1, ou seja, é o grupo P ∗1 .

Além disso, como P1, P2 e P ∗1 são 9-gerados podemos considerar apenas os 9 primeiros

geradores fornecidos pelo GAP para gerar cada um desses grupos.

gap> PCover1:= PqPCover( P1 : Prime := 3 );;

gap>

gap> allgenP1:= GeneratorsOfGroup(P1);;

gap> allgenPCover1:=GeneratorsOfGroup(PCover1);;

gap> allgenP2:=GeneratorsOfGroup(P2);;

gap>

gap> genP1:=List([1..9], i -> allgenP1[i]);;

gap> genPCover1:=List([1..9], i -> allgenPCover1[i]);;

gap> genP2:=List([1..9], i -> allgenP2[i]);;

Os Teoremas 2.5.3 e 2.5.5 garantem a existência de um epimorfismo entre P ∗1 e

P1, definido a seguir como psi, bem como entre P ∗1 e P2, definido como epsilon.

Além disso, o p-multiplicador M, o núcleo do epimorfismo psi, é decomposto em dois
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submódulos M1 e M2, como descrito no Lema 4.2.1. E ainda, definimos o núcleo do

epimorfismo epsilon como sendo U.

gap> psi:=GroupHomomorphismByImages(PCover1, P1, genPCover1, genP1);;

gap> M:=Kernel(psi);; # p-multiplicador

gap> genM:=GeneratorsOfGroup(M);;

gap> genM1:=List([1..36], i -> genM[i]);;

gap> genM2:=List([37..45], i -> genM[i]);;

gap> M1:= GroupWithGenerators(genM1);;

gap> M2:= GroupWithGenerators(genM2);;

gap>

gap> epsilon:=GroupHomomorphismByImages(PCover1, P2, genPCover1, genP2);;

gap> U:=Kernel(epsilon);;

gap> allgenU:=GeneratorsOfGroup(U);;

Feito isso, podemos descrever os geradores de U em função do conjunto minimal de

geradores de PCover1 (P ∗1 ).

gap> f9:=FreeGroup("a", "b", "c", "d", "e", "f", "g", "h", "i");;

gap> phi:=GroupHomomorphismByImages(f9, PCover1, GeneratorsOfGroup(f9),

> genPCover1);;

gap>

gap> genU:= List( allgenU, u -> PreImagesRepresentative(phi, u));; # geradores de U

Como já sabemos quais são os geradores dos grupos W e M1, apenas definimos

eles para o GAP. Para cálculos futuros, definimos, a partir dos geradores de PCover1,

geradoresdeM1, os geradores de M1 (agora visto como grupo finitamente apresentado).

Para simplificar os comandos usados, definimos TW, o conjunto dos representantes das

classes laterais de U +M2 em M2.

A.3 Algoritmo que associa aos elementos de W uma

forma bilinear

Para contar, agora, as formas descritas na demonstração do Lema 4.2.2 criamos um

algoritmo, como feito a seguir, em que foi preciso usar a propriedade de que W é um

grupo finitamente apresentado, e explicitar isso para o GAP com um isomorfismo.

O algoritmo determina o vetor expoente de cada elemento do grupo W e constrói a

matriz correspondente para assim, calcular o posto dessa matriz e determinar quantas

são as formas de posto 4. Além disso, foi pedido que o GAP “imprimisse” os elementos

cujo as suas matrizes correspondentes possuem posto 4 e adicionasse essas matrizes à

lista mat4.
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gap> MM1:=GroupWithGenerators(geradoresdeM1);;

gap> f36:=FreeGroup(36);;

gap> phim1:=GroupHomomorphismByImages(f36, MM1, GeneratorsOfGroup(f36),

> geradoresdeM1);;

gap> genm1:= List( geradoresdeM1, m -> PreImagesRepresentative(phim1, m));;

gap> w:=List( TW, t -> PreImagesRepresentative(phim1, t));;

gap> genf36:=GeneratorsOfGroup(f36);;

gap>

gap> expoentew:=function(i,x) return ExponentSumWord(x,genf36[i]); end;;

gap>

gap>

gap> posto4:=0;; elementos4:=[];; mat4:=[];;

gap> posto6:=0;; elementos6:=[];; posto8:=0;;

gap>

gap> for e1 in [0..2] do

> for e2 in [0..2] do

> for e3 in [0..2] do

> for e4 in [0..2] do

> for e5 in [0..2] do

> for e6 in [0..2] do

> for e7 in [0..2] do

> for e8 in [0..2] do

> for e9 in [0..2] do

> omega:=w[1]^e1*w[2]^e2*w[3]^e3*w[4]^e4*w[5]^e5*w[6]^e6*w[7]^e7*w[8]^e8*w[9]^e9;

> e:=[];; #vetor expoente

> for i in [1..36] do

> exp:= expoentew(i,omega);

> Add(e, exp);

> od;

> e:=Z(3)*e; ### convertendo o vetor expoente a um vetor sobre GF(3)

> mat:=[

> [Z(3)*0, e[1], e[2], e[3], e[4], e[5], e[6], e[7], e[8]],

> [-e[1], Z(3)*0, e[9], e[10], e[11], e[12], e[13], e[14], e[15]],

> [-e[2], -e[9], Z(3)*0, e[16], e[17], e[18], e[19], e[20], e[21]],

> [-e[3], -e[10], -e[16], Z(3)*0, e[22], e[23], e[24], e[25], e[26]],

> [-e[4], -e[11], -e[17], -e[22], Z(3)*0, e[27], e[28], e[29], e[30]],

> [-e[5], -e[12], -e[18], -e[23], -e[27], Z(3)*0, e[31], e[32], e[33]],

> [-e[6], -e[13], -e[19], -e[24], -e[28], -e[31], Z(3)*0, e[34], e[35]],

> [-e[7], -e[14], -e[20], -e[25], -e[29], -e[32], -e[34], Z(3)*0, e[36]],

> [-e[8], -e[15], -e[21], -e[26], -e[30], -e[33], -e[35], -e[36], Z(3)*0]];

> postomat:= RankMat(mat);

> if postomat = 4 then posto4:= posto4 +1;

> Print("omega = "); Print(omega); Print(" \n");

> Add(elementos4, omega);

> Add(mat4, mat);
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> fi;

> if postomat = 6 then posto6:= posto6 +1; fi;

> if postomat = 8 then posto8:= posto8 +1; fi;

> od;

> od;

> od;

> od;

> od;

> od;

> od;

> od;

> od;

omega = f1*f24*f32*f30*f2*f23*f29*f35*f3*f19*f14*f33*f10*f5*f28*f20*f16*f27*f13*f8\

*f4*f12*f34*f21*f11*f18*f7*f26*f17*f6*f25*f15

omega = f1*f24*f32*f30*f2*f23*f29*f35*f9*f22*f31*f36*f3*f19*f14*f33*f10*f5*f28*f20\

*f4*f12*f34*f21*f11*f18*f7*f26*f17*f6*f25*f15

omega = f1*f24*f32*f30*f1*f24*f32*f30*f2*f23*f29*f35*f2*f23*f29*f35*f3*f19*f14*f33\

*f3*f19*f14*f33*f10*f5*f28*f20*f10*f5*f28*f20*f16*f27*f13*f8*f16*f27*f13*f8*f4*f12\

*f34*f21*f4*f12*f34*f21*f11*f18*f7*f26*f11*f18*f7*f26*f17*f6*f25*f15*f17*f6*f25*f15

omega = f1*f24*f32*f30*f1*f24*f32*f30*f2*f23*f29*f35*f2*f23*f29*f35*f9*f22*f31*f36\

*f9*f22*f31*f36*f3*f19*f14*f33*f3*f19*f14*f33*f10*f5*f28*f20*f10*f5*f28*f20*f4*f12\

*f34*f21*f4*f12*f34*f21*f11*f18*f7*f26*f11*f18*f7*f26*f17*f6*f25*f15*f17*f6*f25*f15

gap> posto4;

4

gap> posto6;

956

gap> posto8;

18722

Veja que essas quatro formas de posto 4 ocorrem em pares, {γ,−γ} e {ζ,−ζ}.

A.4 O estabilizador das formas γ e ζ

Para determinar o estabilizador dessas formas, primeiro constrúımos o grupo sim-
plético com os geradores que desejamos, para em seguida, definir o grupo que estabiliza
tais formas na base anti-simétrica.

gap> gensp1:=[[1,0,1,1],[0,1,1,1],[0,0,1,0],[0,0,0,1]]*Z(3)^0;;

gap> gensp2:=[[0,1,1,0],[2,2,1,2],[1,1,1,2],[0,2,1,0]]*Z(3)^0;;

gap> Symp:=GroupWithGenerators([gensp1,gensp2]);

<matrix group with 2 generators>
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gap> Size(Symp) = Size(Sp(4,3));

true

gap> gengl:=GeneratorsOfGroup(GL(5,3));

[ [ [ Z(3), 0*Z(3), 0*Z(3), 0*Z(3), 0*Z(3) ],

[ 0*Z(3), Z(3)^0, 0*Z(3), 0*Z(3), 0*Z(3) ],

[ 0*Z(3), 0*Z(3), Z(3)^0, 0*Z(3), 0*Z(3) ],

[ 0*Z(3), 0*Z(3), 0*Z(3), Z(3)^0, 0*Z(3) ],

[ 0*Z(3), 0*Z(3), 0*Z(3), 0*Z(3), Z(3)^0 ] ],

[ [ Z(3), 0*Z(3), 0*Z(3), 0*Z(3), Z(3)^0 ],

[ Z(3), 0*Z(3), 0*Z(3), 0*Z(3), 0*Z(3) ],

[ 0*Z(3), Z(3), 0*Z(3), 0*Z(3), 0*Z(3) ],

[ 0*Z(3), 0*Z(3), Z(3), 0*Z(3), 0*Z(3) ],

[ 0*Z(3), 0*Z(3), 0*Z(3), Z(3), 0*Z(3) ] ] ]

gap> gengl1:=gengl[1];;

gap> gengl2:=gengl[2];;

gap> genstab1:=

> [ [ 1, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0 ],

> [ 0, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0 ],

> [ 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0 ],

> [ 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0 ],

> [ 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0 ],

> [ 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0 ],

> [ 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0 ],

> [ 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0 ],

> [ 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1 ] ]*Z(3)^0;;

gap> genstab2:=

> [ [ 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0 ],

> [ 2, 2, 1, 2, 0, 0, 0, 0, 0 ],

> [ 1, 1, 1, 2, 0, 0, 0, 0, 0 ],

> [ 0, 2, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0 ],

> [ 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0 ],

> [ 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0 ],

> [ 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0 ],

> [ 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0 ],

> [ 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1 ] ]*Z(3)^0;;

gap> genstab3:=

> [ [ 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 ],

> [ 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 ],

> [ 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0 ],

> [ 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0 ],

> [ 0, 0, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 0 ],

> [ 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0 ],

> [ 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0 ],

> [ 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0 ],

> [ 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1 ] ]*Z(3)^0;;
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gap> genstab4:=

> [ [ 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 ],

> [ 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 ],

> [ 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0 ],

> [ 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0 ],

> [ 0, 0, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 1 ],

> [ 0, 0, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 0 ],

> [ 0, 0, 0, 0, 0, 2, 0, 0, 0 ],

> [ 0, 0, 0, 0, 0, 0, 2, 0, 0 ],

> [ 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 2, 0 ] ]*Z(3)^0;;

gap> genstab:=[genstab1*genstab3, genstab2*genstab4];;

> #Geradores do "GL(5,4) x Sp(4,3)"

gap>

gap> ###### construindo os outros geradores

gap> for i in [1.. 5] do

> for j in [1..4] do

> k:=[

> [1,0,0,0,0,0,0,0,0],

> [0,1,0,0,0,0,0,0,0],

> [0,0,1,0,0,0,0,0,0],

> [0,0,0,1,0,0,0,0,0],

> [0,0,0,0,1,0,0,0,0],

> [0,0,0,0,0,1,0,0,0],

> [0,0,0,0,0,0,1,0,0],

> [0,0,0,0,0,0,0,1,0],

> [0,0,0,0,0,0,0,0,1]];;

> k[i+4][j]:=1;

> Add(genstab, k*Z(3)^0);

> od;

> od;

gap> Stab:=GroupWithGenerators(genstab);; ##Estabiliza matgamma e matzeta

Agora, fazemos uma mudança de base para achar o estabilizador dessas formas

mencionadas na mesma base.

gap> matgamma:=[

> [ 0, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2],

> [ 1, 0, 0, 2, 2, 2, 2, 2, 2 ],

> [ 1, 0, 0, 2, 2, 2, 2, 2, 2 ],

> [ 1, 1, 1, 0, 0, 2, 2, 2, 2 ],

> [ 1, 1, 1, 0, 0, 2, 2, 2, 2 ],

> [ 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 2, 2 ],

> [ 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 2, 2 ],

> [ 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0 ],

> [ 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0 ]]*Z(3);;
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gap> Mgamma:=[

> [ 2, 1, 2, 0, 1, 0, 0, 0, 0],

> [ 1, 0, 1, 1, 2, 2, 0, 0, 0],

> [ 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0],

> [ 2, 0, 0, 0, 1, 0, 2, 0, 0],

> [ 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0],

> [ 0, 0, 2, 0, 2, 0, 0, 2, 0],

> [ 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0],

> [ 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 2],

> [ 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1]]*Z(3)^0 ;; #####matriz mudança de base para gamma

gap> teste:= TransposedMat(Mgamma)*matgamma*Mgamma;; Display(last);

. . 1 . . . . . .

. . . 1 . . . . .

2 . . . . . . . .

. 2 . . . . . . .

. . . . . . . . .

. . . . . . . . .

. . . . . . . . .

. . . . . . . . .

. . . . . . . . .

Assim, podemos converter os geradores dos estabilizadores calculados para a base
canônica, como segue.

gap> genStabgamma:= Mgamma*genstab*Inverse(Mgamma);;

gap> Stabgamma:=GroupWithGenerators(genStabgamma);

<matrix group with 22 generators>

gap> matzeta:=[

> [0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0],

> [2, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 1, 1],

> [2, 2, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1],

> [2, 2, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1],

> [2, 2, 2, 2, 0, 0, 1, 1, 1],

> [2, 2, 2, 2, 0, 0, 1, 1, 1],

> [2, 0, 2, 2, 2, 2, 0, 1, 1],

> [2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 0, 1],

> [0, 2, 2, 2 ,2, 2, 2, 2, 0]]*Z(3)^0;;

Da mesma maneira fazemos para o estabilizador da forma ζ.

gap> Mzeta:=[

> [2, 0, 2, 1, 0, 1, 1, 0, 0],

> [1, 1, 1, 0, 2, 1, 0, 0, 0],

> [0, 0, 2, 0, 2, 0, 0, 2, 0],

> [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0],

> [2, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 2],



A.5 O ESTABILIZADOR DAS FORMAS γ E ζ 100

> [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1],

> [0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0],

> [0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0],

> [0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0]]*Z(3)^0;;

gap> ####matriz mudança de base para zeta

gap> teste:= TransposedMat(Mzeta)*matzeta*Mzeta;; Display(last);

. . 2 . . . . . .

. . . 2 . . . . .

1 . . . . . . . .

. 1 . . . . . . .

. . . . . . . . .

. . . . . . . . .

. . . . . . . . .

. . . . . . . . .

. . . . . . . . .

De forma que podemos converter os geradores do estabilizador para a base canônica.

gap> genStabzeta:= Mzeta*genstab*Inverse(Mzeta);;

gap> Stabzeta:=GroupWithGenerators(genStabzeta);;

<matrix group with 22 generators>

O GAP é capaz de calcular um grupo permutacional isomorfo a um grupo dado,

usando uma representação permutacional. Nos comandos que seguem, V é um espaço

sob o corpo GF(3) e A é um grupo permutacional isomorfo a a, o grupo das matrizes

invert́ıveis lineares GL(9, 3). Da mesma forma, StabgammaPerm e StabzetaPerm são

grupos de permutação isomorfos a Stabgamma e Stabzeta, respectivamente.

gap> a:=GL(9,3);;

gap> V:=FullRowSpace(GF(3),9);;

gap> L:=Elements(V);;

gap> L:=Difference(L,[Zero(V)]);;

gap> Length(L);

19682

gap> A:=Action(a,L,OnPoints);

<permutation group with 2 generators>

gap>

gap> StabgammaPerm:=Action(Stabgamma,L,OnPoints); ### representacao permutacional

<permutation group with 22 generators>

gap> Collected(Factors(Size(StabgammaPerm)));

[ [ 2, 17 ], [ 3, 34 ], [ 5, 2 ], [ 11, 2 ], [ 13, 1 ] ]

gap> StabzetaPerm:=Action(Stabzeta,L,OnPoints); ### representacao permutacional

<permutation group with 22 generators>

gap> Collected(Factors(Size(StabzetaPerm)));

[ [ 2, 17 ], [ 3, 34 ], [ 5, 2 ], [ 11, 2 ], [ 13, 1 ] ]
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A.5 O cálculo da interseção e do normalizador

A interseção, C, dos estabilizadores e o seu normalizador, N , podem ser calculados

como segue.

gap> C:= Intersection(StabgammaPerm,StabzetaPerm);

<permutation group with 16 generators>

gap> Collected(Factors(Size(C)));

[ [ 2, 11 ], [ 3, 23 ] ]

gap> #### Calculando o Normalizador

gap> N:=Normalizer(A,C);

<permutation group with 19 generators>

gap> Collected(Factors(Size(N)));

[ [ 2, 14 ], [ 3, 23 ] ]

A.6 O cálculo do estabilizador de U em N

Segue os comandos usado para determinar que StabN(U) é trivial. Observe que, na

verdade, apenas determinamos o estabilizador dos geradores de U . Contudo, StabN(U)

deve ser um subgrupo do estabilizador que foi determinado, o que implica que StabN(U)

é trivial. Lembre que N é um grupo permutacional que age sobre L, que é um espaço

vetorial sob o corpo GF (3), portanto isomorfo a U . Nos comandos que seguem determi-

namos as posições dos geradores de U no espaço L e então, calculamos o estabilizador

desejado.

gap> geradoresdeu:=[

> [1,0,0,0,0,0,0,0,0],

> [0,1,0,0,0,0,0,0,0],

> [0,0,1,0,0,0,0,0,0],

> [0,0,0,1,0,0,0,0,0],

> [0,0,0,0,1,0,0,0,0],

> [0,0,0,0,0,1,0,0,0],

> [0,0,0,0,0,0,1,0,0],

> [0,0,0,0,0,0,0,1,0],

> [0,0,0,0,0,0,0,0,1]]*Z(3);;

gap>

gap> u:=[];;

gap> for i in [1..9] do

> Add(u, Position(L, vetoru[i]));

> od;

gap> EstabilizadordeUemN:= Intersection(List( [1..9], i ->

> Stabilizer(N, u[i], OnPoints)));

Group(())
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A.7 p-recobrimento de P2

Nesta seção mostraremos como construir o p-recobrimento de P2, de modo análogo à
construção feita na Seção A.2. Nos comandos abaixo, PCover2 define o p-recobrimento
de P2, ou seja, é o grupo P ∗2 . Além disso, como P2, P3 e P ∗2 são 9-gerados podemos
considerar apenas os 9 primeiros geradores fornecidos pelo GAP para gerar cada um
desses grupos.

gap> PCover2:= PqPCover( P2 : Prime := 3 );;

gap> Size(PCover2)= 3^249;

true

gap> allgenP2:= GeneratorsOfGroup(P2);;

gap> allgenPCover2:=GeneratorsOfGroup(PCover2);;

gap> allgenP3:=GeneratorsOfGroup(P3);;

gap>

gap> genP2:=List([1..9], i -> allgenP2[i]);;

gap> genPCover2:=List([1..9], i -> allgenPCover2[i]);;

gap> genP3:=List([1..9], i -> allgenP3[i]);;

Agora, definimos os epimorfismos psi, entre P ∗2 e P2, e epsilon, entre P ∗1 e P2.

Além disso, definimos o p-multiplicador M como sendo o núcleo do epimorfismo psi e

U como sendo o núcleo do epimorfismo epsilon. Observe que |M | = 3204 e |U | = 3165.

gap> psi:=GroupHomomorphismByImages(PCover2, P2, genPCover2, genP2);;

gap>

gap> M:=Kernel(psi); # p-multiplicador

<pc group with 204 generators>

gap>

gap> epsilon:=GroupHomomorphismByImages(PCover2, P3, genPCover2, genP3);;

gap>

gap> U:=Kernel(epsilon);

<pc group with 165 generators>

De forma semelhante feita para P1 na Seção A.2, podemos, a partir dos coman-

dos anteriores, descrever os geradores de U e de M em função do conjunto minimal de

geradores de PCover2 (P ∗2 ).
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Escola de Álgebra, 20, 2001.

[12] The GAP Group. GAP - Groups, Algorithms and Programming, Version 4.4.12,

2008.

[13] M. HALL. The Theory of groups. New York, 1959.

[14] K. A. HIRSH. On infinite soluble groups (i). Proceedings of the London Mathe-

matical Society, 44(2):53–60, 1938.

[15] K. A. HIRSH. On infinite soluble groups (ii). Proceedings of the London Mathe-

matical Society, 44(2):336–414, 1938.

[16] K. A. HIRSH. On infinite soluble groups (iii). Journal of the London Mathematical

Society, 49(2):184–94, 1946.

[17] K. A. HIRSH. On infinite soluble groups (iv). Journal of the London Mathematical

Society, 27:81–85, 1952.

[18] K. A. HIRSH. On infinite soluble groups (v). Journal of the London Mathematical

Society, 29:250–251, 1954.

[19] K. HOFFMAN and R. KUNZE. Linear Algebra. Prentice-Hall, 1961.

[20] D. F. HOLT, B. EICK, and E. A. O’BRIEN. Handbook of Computational Group

Theory. Chapman and Hall/CRC London, 2005.

[21] B. HUPPERT. Character theory of finite groups. De Gruyter expositions in

mathematics. Walter de Gruyter, 1998.

[22] D. L. JOHNSON. Topics in the Theory of Group Presentations. Cambridge

University Press, 1980.
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