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RESUMO            

 

Palavras chave: inflação, estrutura a termo de taxas de juros e política 
monetária. 
 

 

O objetivo desta tese de doutorado é estudar os movimentos das taxas 

de juros de curto, médio e longo prazo. Em particular, esclarecendo como são 

influenciados pelas variáveis macroeconômicas e como influencia os 

parâmetros estruturais da economia brasileira. 

A tese inicia apresentando a importância da não existência de 

oportunidades de arbitragem livres de risco e como influencia o equilíbrio do 

mercado. Em seguida, discrimina os principais modelos que esclarecem o 

comportamento da estrutura a termo das taxas de juros. 

O importante no primeiro capítulo é perceber os modelos de Cox, 

Ingersoll e Ross (CIR) e de Diebold, Rudebusch e Aruoba (DRA), os quais 

serão utilizados na análise empírica da economia brasileira dos capítulos 2 e 3. 

O capítulo 2 mostra que a relevância de analisar a estrutura a termo de 

juros no Brasil é esclarecer como as mudanças nas expectativas da condução 

da política monetária e da política fiscal podem modificar as taxas de longo 

prazo e, também, verificar se os movimentos verificados de longo prazo estão 

em desacordo com a atuação da autoridade monetária no curto prazo. 

Note que as taxas de juros de longo prazo podem embutir um prêmio 

de risco associado ao vencimento dos títulos, mas se a estrutura a termo 

acompanhar a hipótese das expectativas racionais esse prêmio é nulo ou 

constante no tempo e as taxas de longo prazo são uma média das taxas de 

curto prazo, o que facilita as previsões das variáveis macroeconômicas.  

O capítulo 2 conclui que o spread do vencimento tem um 

comportamento não linear mensurado pelo modelo de regressão de transição 

suave – STR e que essa não linearidade depende do regime de política 

macroeconômica adotado. 



 xv

O capítulo 3 estima um modelo para estrutura a termo dos juros 

praticados no mercado financeiro brasileiro, inserido dentro do modelo dos 

novos keynesiano. Com a inclusão da curva de juros espera-se melhorar os 

parâmetros do modelo DSGE, em virtude da incorporação das variáveis que 

não são observáveis. 

Ao estimar, simultaneamente, os efeitos macroeconômicos sobre a 

estrutura a termo de taxas de juros e o efeito do termo das taxas de juros sobre 

a macroeconomia, contribui com as pesquisas empíricas que avaliam a 

economia brasileira. 

Ao final, o capítulo 3 apresenta o impacto da estrutura a termo de juros 

sobre os coeficientes da inflação, produto e taxa básica de juros do banco 

central, ao mesmo tempo, em que avalia o impacto dos choques 

macroeconômicos no comportamento dos fatores latentes nível, inclinação e 

curvatura, que descrevem a estrutura a termo de taxas de juros. 
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ABSTRACT            

 

Keywords: inflation, term structure of interest rates, monetary policy. 
 

 

This work study the movements of interest rates on short and long 

term. In particular, clarifying how they are influenced by macroeconomic 

variables and how they influence the structural parameters of the Brazilian 

economy. 

The thesis begins by presenting the importance of non-existence of 

arbitrage opportunities free of risk and how they influence the market 

equilibrium. Then discriminates the main models that clarify the behavior of the 

term structure of interest rates. 

The first chapter is important in realizing the models of Cox, Ingersoll 

and Ross (CIR) and Diebold, Rudebusch and Aruoba (DRA), which will be used 

in the empirical analysis of the Brazilian economy of Chapters 2 and 3. 

Chapter 2 shows that is important to answer how changes in 

expectations of monetary policy and fiscal policy can modify the long-term rates 

and also check whether the observed long-term movements are in 

disagreement with the actions of the monetary authority in the short run. Note 

that long-term interest rates can embed a risk premium associated with the 

maturity of the securities, but if the term structure follow the hypothesis of 

rational expectations this premium is null or constant in time and long-term rates 

are an average of short-term rates. However, some studies indicate that the 

spread of the term is not constant and, therefore, the expectations hypothesis is 

no longer valid, for example, Mankiw and Miron (1986), Andrade and Tabak 

(2001) and Issler and Lima (2003). If this occurs, it becomes necessary to 

identify the variables responsible for the premium to improve the predictability of 

the macroeconomic variables.  

Regarding the Brazilian data, we must note two important facts. The 

first fact shows that it is common to observe an "almost" inversion of the term 

structure, ie, times when abrupt increases in the short term interest rates are 
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not always accompanied by increases in long-term rate. The second fact relates 

to the assymetric rate of change in the spread between short and long where is 

common to observe abrupt elevations, while falls are slower. 

The chapter 3 estimates a model for the term structure of interest rates 

at the Brazilian financial market, inserted into the new Keynesian model. It is 

expected that the inclusion of the yield curve will improve the parameters of the 

DSGE model due to the incorporation of variables that are not observable. 

In estimating both the macroeconomic effects on the term structure of 

interest rates and the effect of the term of interest rates on the macroeconomy, 

it contributes to the empirical research that evaluates the Brazilian economy. 

The term structure of interest rates will incoporate the spread between 

long and short term (the term spread), where the rate of short-term interest is 

the rate that represents the monetary policy. The importance of studying the 

spread of the term is the possibility of interpreting their effects like the financial 

market expectations regarding inflation and interest rates contained in the term 

structure of interest rates. 

Then, chapter 3 discriminates the impact of the term structure of 

interest on the coefficients of inflation, output and basic interest rate of the 

central bank and at the same time, evaluate the impact of macroeconomic 

shocks on the behavior of the latent factors level, slope and curvature, which 

describe the term structure of interest rates. 
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INTRODUÇÃO           

 

 

A tese está dividida em três capítulos que são complementares. 

A tese inicia esclarecendo a precificação dos títulos e as principais 

modelagens utilizadas para explicar a estrutura a termo das taxas de juros. 

Do primeiro capítulo percebemos a importância da inexistência das 

oportunidades de arbitragem para atingir o equilíbrio do mercado e destacamos 

os modelos de Diebold, Rudebusch e Aruoba, bem como o modelo de Cox, 

Ingersoll e Ross, para explicar o impacto das variáveis macroeconômicas sobre 

a curva de juros e para derivar um modelo de equilíbrio geral dinâmico 

estocástico contendo a estrutura a termo de juros. 

O capítulo 2 traz uma análise de equilíbrio parcial que utiliza o modelo 

de Diebold, Rudebusch e Aruoba para explicar os movimentos do spread do 

termo dos juros praticados no mercado financeiro do Brasil, por intermédio de 

algumas variáveis macroeconômicas. 

O capítulo 3 fecha a tese com uma análise de equilíbrio geral, 

avaliando a causalidade da estrutura de juros e das variáveis 

macroeconômicas nas duas direções e de forma simultânea. Para atingir esse 

objetivo a modelagem da curva de juros é introduzida dentro do modelo DSGE, 

por intermédio da dedução do modelo de Cox, Ingersoll e Ross dentro do 

modelo novo keynesiano e, com isso, explica de forma explícita como ocorre a 

precificação do termo dos juros e, por definição, do spread do termo. 

 

 

 



 2 



 3 

CAPÍTULO 1 

A ESTRUTURA A TERMO DAS TAXAS DE JUROS      

 

 

1.1 Introdução 

 

Este capítulo fornece uma descrição de alguns modelos de estrutura a 

termo de taxas de juros, considerando os títulos de renda fixa de preços. Esse 

ramo de pesquisa sempre esteve em foco, mas nas últimas décadas tem 

testemunhado um desenvolvimento dos mercados de renda fixa e, com isso, a 

necessidade de entender o comportamento da curva de juros. 

Os mercados financeiros mundiais criaram novos instrumentos de 

renda fixa, dentre os quais podemos citar os vários títulos para financiar a 

dívida pública, títulos comerciais lastreados em hipotecas, diversas 

modalidades de debêntures, dívidas subordinadas, instrumentos nos mercados 

futuros e de opções atrelados às taxas de juros, operações de swaps de 

crédito, taxas de juros dentre outros. 

Além desses novos instrumentos, o mercado de renda fixa também 

apresentou um crescimento expressivo no Brasil, implicando em novas 

análises do ponto de vista de investimento que, por sua vez, levam a novas 

necessidades de entender os movimentos desses títulos. 

Nesse ambiente financeiro dinâmico, a estrutura a termo das taxas de 

juros apresenta uma importância central dada sua relação com os preços dos 

títulos descontados. 

Para apresentar alguns dos modelos utilizados na precificação 

começamos com seis modelos que seguem uma abordagem que pressupõe 

ausência de oportunidade de arbitragem livre de risco e terminamos com um 

modelo que desconsidera essa premissa de forma explícita para avaliar o 

impacto de variáveis macroeconômicas sobre a curva de juros. 

Dos modelos apresentados, destamos o modelo de Diebold, 

Rudebusch e Aruoba que será estimado para economia brasileira no capítulo 2, 

numa análise de equilíbrio parcial, e o modelo de Cox, Ingersoll e Ross porque 

será obtido a partir de um modelo de equilíbrio geral dinâmico estocástico 
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padrão dos novos keynesianos, funcionando como elo entre a estrutura a termo 

e a abordagem de equilíbrio macroeconômico. 

Para atingir o objetivo de esclarecer a precificação dos títulos, a 

formação da estrutura a termo de taxas de juros e apresentar dois modelos que 

serão testados de forma empírica, este capítulo está subdividido nas seguintes 

seções: (1.2) destaca as implicações da existência ou não de oportunidades de 

arbitragem livre de risco e esclarece a precificação dos títulos, (1.3) apresenta 

os títulos de renda fixa que são derivados das taxas de juros e destaca a 

característica central dos modelos de estrutura a termo de taxas de juros 

apresentados, (1.4) descreve sete modelos para explicar a estrutura a termo 

das taxas de juros e (1.5) traz a conclusão da revisão da literatura da curva de 

juros. 
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1.2 Oportunidades de Arbitragem e a Precificação dos Títulos 

 

A explicação da estrutura a termo de taxas de juros começa com a 

definição da existência de oportunidades de arbitragem e com o esclarecimento 

de sua importância para o equilíbrio de uma economia. 

Dada uma economia em que existem duas datas para negociação de 

títulos, a data corrente 0  e a data final T , onde 0≥T . Caso exista incerteza 

nessa economia teremos que definir um espaço de probabilidade ( )P,,ℑΩ , 

onde Ω  é o espaço amostral com um número finito de elementos jω , 

Mj ,,1L= , tem cada elemento interpretado como um estado possível dessa 

economia. 

Nessa economia existem diversas medidas de probabilidade, mas 

existe uma medida P  que pode ser substituída por outra medida equivalente 

( ) 0* >jP ω , esta última indicando que os investidores concordam sobre os 

estados possíveis da economia. 

Note que não é necessário que os investidores concordem no 

momento inicial sobre as probabilidades dos estados possíveis no tempo T . 

Entretanto, existe uma revelação da informação no tempo que é definida pela 

filtragem { }TF ℑℑ= ,0 , sendo que 0ℑ  é igual à { }Ω,θ  e ℑ=ℑT , este último 

representando o conjunto de todos os subconjuntos de Ω . 

O mercado financeiro dessa economia possui N  títulos negociáveis no 

tempo 0 , cujos preços são dados por ( )0S  e possui componentes de preços 

iguais a ( ) ( ) ( )0,,0,0 21 NSSS L , onde cada processo do componente iS  é 

estritamente positivo e adaptado à filtragem F , o que possibilita a adoção da 

premissa de passivo limitado. 

O conjunto dos valores possíveis para os títulos no tempo T  é 

especificado pela matriz ( ) NxMTS ℜ∈ , tal que ( ) ( )( )jiji TSTS ω=, , para 

.,,1 e ,,1 MjNi LL ==  Sem perda de generalidade, podemos representar o 

primeiro ativo como um título livre de risco cujo valor corrente é igual à unidade 

(numerário) e paga uma taxa de juros ( )0r , onde ( ) 00 ≥r , isto é: 
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( ) ( )( ) MjrTS ji ,,1,01, L=∀+=      (1.1) 

Por outro lado, uma carteira de ativos negociáveis é interpretada como 

um conjunto ( )TN , que representa as estratégias de negociação definidas 

como ( ) ( ) ( )TNTNTN N,,, 21 L , onde  ( ) 0ℑ∈TN . 

Os componentes ( )TN i  são interpretados como a quantidade de títulos 

Nji ,,1, L=  mantida na carteira, os quais podem assumir valores positivos 

quando comprados e negativos quando associado às posições vendidas. A 

premissa adotada de que ( )TN  é previsível implica que a carteira pode ser 

definida antes de saber o preço dos títulos negociáveis no tempo T . 

O valor da carteira ( )( )TNV0  no tempo 0  é representado por: 

( )( ) ( ) ( )TNSTNV
T00 =        (1.2) 

Os valores possíveis da carteira no tempo T são: 

( )( ) ( ) ( )TNTSTNV
T

T =        (1.3) 

Munnik (1992) mostrou que uma parte significativa dos modelos que 

tratam da estrutura a termo de taxas de juros apresenta quatro características 

básicas: (1ª) possui data inicial e data final, (2ª) considera um espaço de 

probabilidade filtrado ( )PF ,,,ℑΩ , (3ª) contém um processo que segue o 

movimento browniano padrão m-dimensional ( ){ }TttW ∈;  e (4ª) um processo de 

preços ( )1+n -dimensional ( ){ }TttP ∈; . 

A primeira característica mostra que temos uma data de negociação 

inicial 0  e um horizonte de planejamento fixado e caracterizado pela data final 

T . Note que o conceito de tempo contínuo representa um número ilimitado de 

instantes em que é possível negociar, [ ]T,0⊆Τ , e caracteriza-se como uma 

aproximação do mundo real dos mercados financeiros, que é em tempo 

discreto ou onde existe um número limitado de instantes onde é possível 

negociar os títulos, { } [ ]TTttt k ,0,,,0 21 ⊆== L . Entretanto, se diminuirmos o 

espaço temporal entre os instantes de negociação, a aproximação obtida torna-

se próxima da realidade dos investidores do mercado financeiro. A importância 

de seguirmos uma economia em tempo contínuo é permitir a utilização do 

cálculo estocástico, simplificando as formulações e enriquecendo mais os 

resultados do que em tempo discreto. 
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A segunda característica indica que a incerteza em tempo contínuo é 

especificada pelo espaço de probabilidade filtrado representado pela quádrupla 

( )PF ,,,ℑΩ , onde Ω  define o espaço amostral, P  é uma medida de 

probabilidade, ℑ  é a sigma-álgebra e F  é a filtragem da subsigmas-álgebras 

tℑ  ou família crescente de subsigmas-álgebras com Tt ≤≤0 , onde 

{ }TtF t ∈ℑ= ; . Os termos Ω∈ω  representam os possíveis estados da natureza 

e a estrutura do mercado dos ativos é dada por { }Ttt ∈ℑ ;  e deve satisfazer as 

seguintes condições: (a) ( ){ } Ω∪=Ω⊂=ℑ 0|0 APA ; (b) stst ℑ=ℑ >I , Tt <<0  e 

(c) ℑ=ℑT . Na primeira condição percebemos que 0ℑ  é formado pelo espaço 

amostral acrescido dos conjuntos que possuem uma probabilidade nula, logo 

0ℑ  representa o menor nível de informação possível. A segunda condição 

indica que tℑ  é crescente em Tt ≤≤0 , portanto a quantidade de informação 

disponível sobre o verdadeiro estado da natureza aumenta com o passar do 

tempo. A terceira condição implica que o último estágio da evolução da 

informação é a sigma-álgebra do espaço de probabilidade Tℑ=ℑ , sendo tℑ  

um conjunto que contém todos os conjuntos na data t , que representa a 

informação disponível no tempo t . 

A terceira característica é o processo Wiener padrão definido como um 

processo estocástico [ ) mRW →∞×Ω ,0: , isto é, ( ) ( ) ( )[ ]tWtWtW m,,1 L=  e possui 

as propriedades: (a) ( ) 00 =W , (b) para as datas t  e ts >  temos que 

( ) ( )tWsW −  possui uma distribuição normal multivariada com média zero e 

matriz de variância e covariância diagonal, onde os termos da diagonal são 

iguais a ts − , (c) para as datas ∞≤≤≤≤≤ nttt L1100  os incrementos 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1010 ,,, −−− nn tWtWtWtWtW L  são indepentemente distribuídos, (d) para 

cada Ω∈ω  a trajetória amostra ( )tWt ,ω→  é contínua. Os investidores 

concordam somente no conjunto nulo de medida de probabilidade ao invés de 

concordar sobre a avaliação corrente das probabilidades de certos eventos, os 

quais implicam que P  pode ser substituído por uma medida de probabilidade 

equivalente *P . 
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Na quarta característica, os processos que seguem os preços são 

processos de Itô1. Assim, ( ) ( ) ( ) ( )( )ωωωω ,,,,,,, 10 tPtPtPtP nL=  representa o 

processo de preços da economia e ( )ω,tPi  é o preço do i-ésimo ativo na data t  

e estado da natureza ω . Assim, podemos chamar ( )ω,tP  de mercado. 

Com ( )0iP  sendo um número real. O processo de preço ( )ω,tPi  é 

adaptado e o preço do ativo i , na data t , também faz parte da informação 

disponível em t . Observe, ainda que: 

( ) ( )∫+=
t

dsstP
0

00 ,1, ωµω ( ) ( )∫+=
t

dssrsP
0

0 ,,1 ωω     (1.4) 

Como ( ) 00 =tσ , então, o ativo ( )tP0  é um ativo livre de risco que possui 

valor inicial unitário e taxa de rendimento instantâneo igual a ( ) ( )trtP0 , onde ( )tr  

é a taxa de juros de curtíssimo prazo. 

Depois dessas definições introdutórias, é possível tratar das 

oportunidades de arbitragem, as quais podem ocorre de duas formas, quais 

sejam do primeiro tipo e do segundo tipo. 

Inicialmente vamos tratar das “oportunidades de arbitragem do 

primeiro tipo”, as quais ocorrem quando existe uma estratégia de negociação 

autofinanciável N  e uma carteira ( )TN , onde o investimento inicial (ou valor 

corrente da carteira) é igual a zero e o valor futuro da carteira na data final T  é 

não negativo com probabilidade unitária e estritamente positivo com 

probabilidade positiva: 

( )( ) 00 =TNV         (1.5) 

( )( ) ( )( ) 00 ≠≥ TNVTNV TT       (1.6) 

As “oportunidades de arbitragem do segundo tipo” existem quando 

uma estratégia de negociação autofinanciável N , é tal que o valor corrente da 

carteira é negativo com probabilidade unitária e o valor final não negativo: 

( )( ) 00 <TNV         (1.7) 

( )( ) 0≥TNVT         (1.8) 

                                                           
1 O processo ( )ω,tPi

 é um processo de Itô se ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑∫∫
=

++=
m

j

t

jij

t

iii sdWsdssPtP
1 00

,,,0, ωωσωµω , implica 

que ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ ++=
t

i

t

iii sdWsdssPtP
00

,,,0, ωωσωµω  
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A existência de uma oportunidade de arbitragem do primeiro tipo 

numa economia ocorre se, e somente se, existe uma oportunidade de 

arbitragem do primeiro tipo equivalente nessa economia, onde os preços são 

expressos em termos do valor de um ativo do mercado monetário que é 

localmente livre de risco. 

Adicionalmente, se existe uma oportunidade de arbitragem do segundo 

tipo na economia em tempo contínuo, então existe uma oportunidade de 

arbitragem do primeiro tipo. 

Por outro lado, a inexistência de oportunidade de arbitragem do 

primeiro tipo ocorre se, e somente se, existe uma medida de probabilidade Q , 

equivalente a P , tal que os valores descontados das estratégias de negociação 

autofinanciáveis são martingales com respeito a essa medida. 

Uma diferença entre as economias em tempo discreto com vários 

períodos e a economia em tempo contínuo é que se os preços relativos dos 

títulos são martingales, os valores relativos das estratégias de negociação são 

martingales locais no caso contínuo. 

Note que se os valores relativos das estratégias de negociação 

autofinanciáveis são martingales2 com respeito à medida de probabilidade Q , 

então os preços relativos são martingales com respeito a essa medida de 

probabilidade. Entretanto, se os preços são martingales com respeito à medida 

de probabilidade Q , as estratégias de negociação autofinanciáveis relativas 

são martingales locais com respeito a essa medida. 

Assim, notamos que as estratégias de negociação N  devem cumprir 

certas condições para assegurar que, sob uma medida de probabilidade Q  

onde os preços relativos são martingales, as estratégias de negociação 

relativas também são martingales. Como a classe dos martingales locais é 

muito grande, é necessário impor certas condições para impedir a ocorrência 

de estratégias de arbitragem livre de risco. 

                                                           
2 Um martingale é um processo estocástico onde o valor esperado condicional de uma observação em um tempo t , 
dadas todas as observações até algum tempo anterior s , é igual à observação no tempo anterior s . Um martingale 
em tempo discreto é um processo discreto  L,,, 321 XXX  que satisfaz para qualquer n , ( ) ∞<nXE  e 

( ) nnn XXXXE =+ ,,| 11 L . Um martingale contínuo no tempo é um processo estocástico 
tX  onde para qualquer t , 

( ) ∞<tXE  e { }( ) tsXsXXE sn ≤∀=< ,,| ττ . 
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Algumas condições de negociação exógenas delimitam a classe dos 

martingales local e asseguram que as oportunidades de arbitragem não 

existem. Kreps (1979) impôs uma distribuição uniforme ao invés de um limite 

local sobre o vetor processo previsível N . Embora o número total de títulos 

remanescente seja um candidato natural e não parece restringir as estratégias 

de negociação, posições de venda a descoberto são ignoradas e o limite 

uniforme é inconsistente com as fricções do mercado de títulos nas quais os 

títulos são infinitamente divisíveis. 

Outra condição possível é a especificação da data inicial de um número 

finito de datas nas quais os investidores podem negociar. Isso foi discutido por 

Harrison e Kreps (1979), mas são muito restritivas. Não podemos garantir que 

todos os direitos contingentes são atingíveis a menos que uma estrutura 

adicional sobre as preferências dos investidores seja definida. 

Uma condição sobre o valor da carteira total do investidor serve como 

restrição de negociação onde o valor relativo de uma carteira é martingale se 

os preços relativos são martingales. Essa restrição é investigada como 

restrição de riqueza geral em Dybvig (1980) e nos requisitos de margem em 

Heath e Jarrow (1987). 

Outro conceito importante é o de economia completa, para que isso 

ocorra não devem existir oportunidades de arbitragem e deve haver uma única 

medida de probabilidade equivalente onde as estratégias de negociação 

autofinanciáveis relativas são martingales. 

Com isso, as condições necessárias são definidas e garantimos, sob 

essas condições, que não existem oportunidades de arbitragem na economia 

e, assim, sabemos que existe um único preço ( )sπ  associado a qualquer 

direito contingente atingível que satisfaz essas condições. 
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1.3 Títulos de Renda Fixa derivados das Taxas de Juros 

 

A avaliação dos títulos que derivam das taxas de juros está relacionada 

ao conceito de oportunidades de arbitragem. 

Note que todo direito contingente pode ser replicado por uma carteira 

composta por títulos negociáveis, quando existe uma única medida de 

probabilidade equivalente na qual o valor das estratégias de negociação é 

expresso em termos da conta do mercado monetário, numerário, logo essa 

medida é um martingale e esse resultado permite obter o valor de qualquer 

direito contingente a partir do cálculo do valor descontado esperado desse 

direito no vencimento. 

 

 

1.3.1 Black e Scholes e a Precificação dos Títulos Descontados 

 

O artigo de Black e Scholes (1973) é um dos modelos mais utilizadas 

para avaliar as opções de compra e venda de ações, também sendo adotado 

como exemplo da abordagem de não arbitragem. Esse modelo considera um 

movimento Browniano geométrico para descrever o comportamento estocástico 

das ações num período de tempo e com a taxa de juros sendo constante, onde 

os investidores podem financiar suas posições. 

Ao adotar a abordagem de Black e Scholes para avaliar opções 

emitidas sobre títulos descontados, algumas diferenças entre o comportamento 

estocástico das ações e dos títulos devem ser destacadas. 

A primeira diferença é notar que, no caso dos títulos, a qualquer 

momento antes do vencimento o investidor sabe com certeza que no 

vencimento receberá o pagamento integral do principal. Assim, o processo 

estocástico que descreve o preço do título deve garantir que, no vencimento, o 

valor do título é igual ao seu valor de face – isto é, o título possui um valor fixo 

e conhecido na data de seu vencimento. Nas ações e suas opções isso não 

ocorre. 

A segunda diferença importante é que a incerteza existente no preço 

dos títulos, ou a variância dos retornos dos títulos, vai diminuindo durante o 
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tempo até atingir zero no vencimento do título. Portanto, a modelagem dos 

títulos de renda fixa inviabiliza a utilização do modelo tradicional de Black e 

Scholes, dado que a variância do movimento browniano geométrico aumenta 

proporcionalmente na raiz quadrada do tempo, ao contrário da característica 

dos títulos de renda fixa onde a variância diminui na medida em que se 

aproxima do vencimento. 

A terceira característica mostra que, devido à correspondência quase 

um-para-um entre os preços dos títulos e as taxas de juros, é inconsistente 

assumir que a taxa de curto prazo dos juros é constante como exemplificado no 

trabalho de Black e Scholes. Assim, percebemos que os preços de ativos 

ligados à estrutura a termo de juros dependem do processo estocástico 

seguido pela taxa de juros, ao contrário do processo das ações que adota a 

hipótese de que as taxas de juros são constantes. Note que isso não tem 

relação com os argumentos macroeconômicos de que as taxas de juros 

tendem a apresentar um comportamento de “reversão à média”, isto é, a taxa 

de juros de curto prazo tem um comportamento tal que tende a convergir para 

um valor denominado de estado estacionário (ou “steady state”), pois é 

necessário vincular essa convergência ao comportamento das opções 

referenciadas em títulos descontados3. 

O quarto aspecto relevante na precificação dos títulos o considera 

como um processo estocástico de toda a curva de juros (yield curve), nesse 

sentido, uma carteira de títulos prefixados adota vários prazos de vencimentos 

e alguns deles apresentam o pagamento de cupons que, na ausência de 

arbitragem, assemelham-se a uma carteira de títulos sem cupons com 

diferentes datas de vencimentos. Portanto, essa modelagem deve descrever 

uma evolução simultânea das taxas de juros dos diferentes prazos contidos na 

carteira. 

Por último, citamos a característica de que os títulos de renda fixa 

possuem medidas de correlações entre os diferentes vértices (ou vencimentos) 

dos contratos referenciados nas taxas de juros, que não são perfeitas e que as 

                                                           
3 Diferentes vencimentos de títulos podem apresentar volatilidades diferentes, dado que os títulos 
possuem valor fixo e conhecido no vencimento, quando a volatilidade será nula. Entretanto, antes do 
vencimento, os preços dos títulos (ou yield to maturity) possuem volatilidades diferentes e estritamente 
positivas que, quanto mais distantes, tendem a serem maiores. Entretanto, é possível observar títulos de 
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correlações entre vértices adjacentes (ou mais próximos) tendem a ser menor 

do que os vértices mais distantes. 

Portanto, concluímos que os títulos possuem características próprias 

que a diferem das ações, exigindo que a teoria para sua precificação e para 

modelagem da estrutura a termo das taxas de juros seja diferente do modelo 

de Black e Scholes, para representar a realidade do mercado dos títulos de 

renda fixa. 

 

 

1.3.2 Classificando os modelos de precificação dos títulos e da curva de 

juros 

 

Apesar dos aspectos anteriormente citados, Munnik (1992) iniciou sua 

avaliação dos títulos que derivam das taxas de juros, com a explicação 

explícita dos valores subjacentes e definindo como “abordagem direta” a 

abordagem onde o problema é modelado de forma próxima a Black e Scholes 

(1973). 

Nesses modelos classificados como abordagem direta, partimos da 

especificação do processo estocástico do preço dos títulos, ao invés de utilizar 

a taxa de juros de curto prazo, isto é, não utilizamos a relação de preferência 

existente entre os agentes ou da tecnologia existente na economia. Com isso, 

o preço da opção segue um movimento browniano geométrico, 

antecipadamente definido, e representado por uma análise de equilíbrio parcial 

que fornece resultados práticos e simples. 

Logo, a principal característica da abordagem direta é a formulação 

explícita dos processos estocásticos dos títulos em que o direito contingente é 

dependente. Uma desvantagem dessa abordagem é o fato de que estes 

processos precisam capturar as características específicas do título, como por 

exemplo, o valor de face no seu vencimento. Entretanto, uma vantagem é a 

exigência de especificar somente os processos dos títulos sob os quais o 

direito é dependente, não exigindo premissas adicionais sobre a existência de 

equilíbrio geral do mercado de renda fixa. Outra vantagem é que, depois de 

                                                                                                                                                                          
longo prazo com volatilidade menor do que títulos de médio e curto prazo. Macroeconomicamente 
interpretamos como uma convergência para o estado estacionário. 
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obtido o processo dos títulos, os preços observados daqueles títulos podem ser 

usados para estimar os parâmetros necessários. 

Numa outra classificação, denominada por Munnik de “abordagem 

indireta”, os preços dos títulos derivados das taxas de juros são modelados 

como função da taxa instantânea de curto prazo. Esse tipo de abordagem foi 

subdividido em “classe dos modelos endógenos” e “classe dos modelos 

exógenos”. 

A abordagem indireta, ao invés de supor um processo estocástico para 

o preço dos títulos, supõe um processo estocástico para as taxas de juros de 

curto prazo e para a taxa de juros futura (forward rate). Em virtude dessa 

premissa adotada pela abordagem indireta, muitos dos modelos tradicionais 

que explicam a estrutura a termo de taxas de juros (yield curve ou curva de 

rendimento dos títulos) seguem esse tipo de abordagem. 

Ao caracterizamos o grupo dos modelos da abordagem indireta 

denominados de “modelos endógenos”, estaremos tratando de modelos onde 

o processo estocástico seguido pelo preço dos títulos é derivado do processo 

das taxas de juros de curto prazo e onde a distribuição de probabilidade da 

estrutura a termo futura e a estrutura a termo da data corrente são obtidas de 

forma endógena, ou seja, é uma função dos parâmetros do processo da taxa 

de curto prazo e uma função do valor corrente da taxa de juros de curto prazo. 

Esses modelos nem sempre são consistentes com as curvas de juros 

observadas no mercado financeiro brasileiro e mundial. 

Na mesma linha, os modelos da abordagem indireta denominados de 

“modelos exógenos” apresentam um processo estocástico para o preço dos 

títulos que deriva do processo da taxa de juros de curto prazo, mas a curva de 

juros teórica da data corrente utilizada no modelo deve ser exatamente igual 

àquela observada no mercado financeiro. De certa forma poderiam ser 

considerados como endógenos, mas Munnik (1992) denomina de exógenos 

porque utilizam a estrutura a termo da data inicial observada no mercado 

financeiro como uma informação dada, ao invés de derivar seu valor dentro do 

modelo. Com isso, não explicam a estrutura a termo da data corrente, mas 

essas informações do mercado financeiro são utilizadas para derivar a 

estrutura a termo das datas futuras. Em virtude da utilização da informação 

observada no mercado financeiro para a estrutura a termo da data corrente, 
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essa classe de modelo é utilizada no gerenciamento do risco de mercado, 

estabelecido e definido na regulação do mercado financeiro, denominada de 

“Acordo de Basiléia”. 

A classificação de Munnik (1992) tem como objetivo destacar as 

características marcantes dos modelos que representam a literatura de 

estrutura a termo de taxas de juros. Assim, é possível listar como modelos da 

Abordagem Direta, os modelos desenvolvidos por Ball e Touros (1983), Nelson 

e Siegel (1987) e Munnik (1992). Na abordagem indireta da classe endógena 

podemos incluir os modelos de Merton (1973), Vasicek (1977) e Cox, Ingersoll 

e Ross (1985) e nos modelos da classe exógena os desenvolvidos por Ho e 

Lee (1986), Hull e White (1990) e Heath, Jarrow e Morton (1992). 

Além da classificação de Munnik, existem outros modelos recentes que 

procuram explicar a curva de juros fazendo uma ligação entre as variáveis 

financeiras e as variáveis macroeconômicas, ao invés de partir unicamente do 

processo estocástico do preço dos títulos ou da taxa de juros de curto prazo, 

essa abordagem utiliza, além das taxas de juros, outras variáveis 

macroeconômicas que representam características da economia. Dentre os 

modelos classificados como “modelos macro-financeiros”, podemos citar os 

trabalhos de Ang e Piazzesi (2003), Hördahl et al (2006), Kozicki e Tinsley 

(2001) e Wu (2006), que incorporam explicitamente variáveis 

macroeconômicas em modelos multi-fatores para estrutura a termo das taxas 

de juros. 

Neste capítulo estaremos apresentando os principais modelos dessas 

abordagens para esclarecer a evolução da modelagem da estrutura a termo e, 

também, para destacar a contribuição do modelo Cox, Ingersoll e Ross (1985) 

que será derivado a partir do modelo novo keynesiano no capítulo 3 e a 

contribuição do modelo de Diebold, Rundebusch e Aruoba (2006) que será 

estimado para a economia brasileira no capítulo 2. 
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1.4 Modelos para a Estrutura a Termo de Taxas de Juros 

 

Nesta subseção apresentamos sete modelos, dentre os quais seis são 

classificados como indireto, com um fator, onde a descrição do processo 

estocástico da taxa de curto prazo ocorre em conjunto com a condição de não 

existência de oportunidades de arbitragem e fornece as condições de avaliação 

que todos os títulos devem obedecer. E o último modelo classificado como 

modelo macro-financeiro vai considerar além de preços de títulos ou taxas de 

juros, variáveis que os macroeconomistas consideram fundamentais para 

justificar suas análises econômicas. 

Nesse sentido, os modelos endógenos da estrutura a termo são 

caracterizados por um processo estocástico da taxa de juros de curto prazo 

(taxa spot). Como os parâmetros do processo constantes do modelo não 

variam no tempo, então não temos uma comparação explícita com a estrutura 

a termo observada no mercado financeiro. Aqui eles são representados pelos 

trabalhos de Merton, Vasicek e Cox, Ingersoll e Ross. 

Noutra linha de trabalho, os modelos exógenos assumem como dada a 

taxa de juros de curto prazo, ou seja, assumem a curva observada no mercado 

financeiro. Nessa seção apresentaremos os modelos de Ho e Lee, Hull e White 

e Heath, Jarrow e Morton. 

Por sua vez, o modelo macro-financeiro não assume a condição de 

inexistência de arbitragem livre de risco e não atém a explicar a curva de juros 

com base no preço dos títulos e das taxas de juros, mas também incorpora 

variáveis macroeconômicas centrais para os formuladores de política 

econômica. Para tanto, essa categoria está representada pelo estudo de 

Diebold, Rudebusch e Aruoba. 

 

 

1.4.1 Modelo de Merton 

 

Merton (1973) deduz um conjunto de restrições sobre a precificação de 

opções para torná-la consistente com uma teoria de precificação racional dos 
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títulos, explicitando fórmulas de precificação das opções de compra e de venda 

que permitiram extensões na teoria de precificação dos passivos corporativos. 

Merton explica a estrutura a termo de taxas de juros na nota de rodapé 

da página 163, mostrando um exemplo ilustrativo onde os preços dos títulos 

para todos os vencimentos são uma função das taxas de juros de curto prazo 

corrente e futura. Além disso, assume que a taxa de curto prazo segue um 

processo Wiener gaussiano com drift. Assim, considera que os preços dos 

títulos são função de um processo estocástico que representa a taxa de juros 

de curto prazo. 

No modelo de Merton a incerteza temporal pode ser especificada por 

um espaço de probabilidade filtrado ( )PF ,,,ℑΩ , onde { }tF ℑ= . Os investidores 

concordam sobre o conjunto nulo da medida de probabilidade e não fazem 

afirmação sobre as probabilidades de certos eventos, sendo que a medida de 

probabilidade P  pode ser substituída por uma medida equivalente *P . 

A equação diferencial estocástica da taxa de juros de curto prazo 

instantânea de Merton (1973) é igual a: 

( ) ( )tgdWadttdr +=        (1.9) 

Onde a  e g  são constantes reais e ( ){ }0, ≥= ttWW  é o movimento 

browniano padrão. 

Merton indicou que a premissa de processo estocástico para a taxa de 

juros nominal de curto prazo é irreal, pois admite taxas de juros nominais com 

valores negativos. Situação incoerente com a contribuição de Böhm-Bawerk, 

que, ao considerar o capital como fator intermediário (fator “produzido”), 

esclareceu que a taxa de juros deve assumir valores positivos decorrente dos 

fatores “originais” de produção, em especial o fator “espera” que representa o 

fato de deixar de consumir hoje para consumir amanhã, e do papel do capital 

que implica na adoção de métodos de maior custo de produção e que são mais 

demorados, mas que geram bens de capital fisicamente mais produtivo. 

Note, ainda, que, se 0≠a , a média condicional da taxa de juros de 

curto prazo no tempo s  varia segundo t . Logo, quando 0>a , a taxa de juros 

cresce de forma ilimitada com o passar do tempo. 

Em tss ≤, , considerando ( ) ( )tgdWadttdr −= , temos que: 



 18

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )tWsWgtsasrsgdWadssrtr

t

s

t

s

−−−+=−+= ∫∫   (1.10) 

Como a taxa de curto prazo no tempo t , dado o conjunto de 

informação no tempo ,s é normalmente distribuída, então: 

( ) ( ) ( ) ( )( )stgstasrNtr s −−+ℑ 2,~|  

Com período de maturidade igual a st −=τ , temos: 

( ) ( )( )ττ 2,~| gasrNtr s +ℑ       (1.11) 

Assim percebemos que a média e a variância condicional de ( )tr  

tendem ao infinito quanto t  cresce. 

Como a incerteza da economia esta contida somente no processo 

( )tW , e como ( )tdW  é a única fonte de incerteza capaz de afetar o preço do 

título ( )τP , podemos chegar à dinâmica do retorno do preço dos títulos: 

( ) ( ) ( ) ( )sdWtsdtts
P

tsdP
,,

,
σµ +=       (1.12) 

Onde ( )⋅µ  e ( )⋅σ  são funções que satisfazem às condições de 

integrabilidade necessária. 

Outra forma de obter o preço dos títulos é partir da premissa de que o 

preço é uma função de ( )tr , s  e t , da forma ( ) ( )( )tssrPtsP ,,, = . Considerando 

que essa função é duas vezes continuamente diferenciável em relação a ( )tr  e 

uma vez em relação a t , sabemos que o Lema de Itô pode ser aplicado e 

encontramos que 
( ) ( ) ( ) ( )sdWtsdtts
P

tsdP
,,

,
σµ += . 

Como o mercado de títulos pode ser considerado a partir de 

( ) ( ) ( ) ( ) nisdWtsdtts
P

tsdP
ii

i ,,1,,
,

L=+= σµ  e de ( ) ( )tgdWadttdr −= , é 

possível incluir o investimento livre de risco: 

( ) ( ) ( )dtsPsrsdP 00 =         (1.13) 

Entretanto, não incluímos ( ) ( ) ( )dtsPsrsdP 00 =  no modelo, dado que é 

possível utilizar o numerário, ou conta do mercado monetário, ou 10 =P . 

Como não existe arbitragem no mercado se, e somente se, for 

redutível, então a condição de inexistência de arbitragens equivale à existência 

de um processo ( )sλ , de tal forma que temos: 
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( ) ( ) ( )
( )

( ) nitsss
ts

tsPsrts
i

i

ii ,,1,0
,

,,
L=≤≥∀=

−
  e λ

σ
µ

  (1.14) 

Para simplificar a análise podemos adotar a premissa de que ( )sλ  é 

constante, e definir λ  como o apetite ao risco dos investidores invariante ou 

como o preço de mercado do risco. 

Sob a medida de probabilidade equivalente Q , o valor do título 

descontado ( )( )τ,, ttrP  no tempo t  com período remanescente até o 

vencimento igual a τ  e valor de face unitário, é igual ao seu valor esperado 

descontado. A expectância tem que ser tomada com respeito à medida de 

probabilidade equivalente única tal que os valores das estratégias de 

negociação em termo da quantia do mercado monetário são martingales. No 

caso dos modelos de estrutura a termo endógeno, isso pode ser estabelecido 

pelo cálculo da expectância sob a medida única Q , e temos: 

 

( )( ) ( ) 







+−−= 3

2
2

62
exp,, τττ

ga
trsttrP      (1.15) 

 

Na medida única Q  os investidores são neutros ao risco e o retorno 

esperado instantâneo e a volatilidade do retorno sobre o título são ( )tr  e τg− , 

respectivamente. 

Na medida de probabilidade original P , o retorno esperado instantâneo 

e a volatilidade são iguais a ( ) τλgtr +  e στ . Assim, percebe-se que quando os 

investidores são avessos ao risco e o preço de mercado do risco é positivo, o 

relacionamento entre o retorno esperado instantâneo e a volatilidade dos títulos 

é linear e apresenta coeficiente de inclinação positivo e igual à λ . 

A estrutura a termo de taxas de juros ( )τ,tR  no tempo t , obtida a partir 

do valor dos títulos é: 

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) 2
2

62

,,ln
, ττ

λ
τ

τ
τ

gga
tr

ttrP
tR −

+
+=−=    (1.16) 
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Como a estrutura a termo das taxas de juros é igual ao somatório das 

taxas de juros instantâneas de curto prazo e uma função quadrática em τ , as 

mudanças nos valores da taxa de curto prazo implicam em deslocamentos 

paralelos em toda a estrutura a termo. Além disso, os rendimentos (yield) são 

uma função côncava da volatilidade da taxa de curto prazo. 

Com isso, percebemos que os rendimentos são negativamente 

relacionados com o valor da volatilidade e ao aumentar a volatilidade, a 

curvatura da estrutura a termo também aumenta e, no final, o valor do 

vencimento infinito tem rendimento ( )∞,tR  é igual a: 

 

( ) ( ) −∞==∞ ∞→ ττ ,lim, tRtR       (1.17) 

 

Devido à distribuição normal das taxas spot instantânea, uma maior 

volatilidade aumenta a probabilidade de maiores e menores taxas spot. 

Entretanto, o relacionamento entre os valores dos títulos e as taxas spot é 

convexo, implicando em maior impacto das taxas menores sobre os valores 

dos títulos. Em virtude da volatilidade das taxas spot também aumentar como 

função do vencimento, os relacionamentos acima podem ser verificados. 

O rendimento até o vencimento (yield to maturity) no tempo t , ( )τ,tR , 

dado o conjunto de informação no tempo tss ≤, , é normalmente distribuído: 

 

( ) ( ) ( ) ( )( )22,,~|, stgstasRNtR s −−+ℑ ττ     (1.18) 

 

A volatilidade do rendimento até o vencimento é independente do 

tempo até o vencimento, implicando que as volatilidades endógenas da 

estrutura a termo de taxas de juros é uma função flat. 

Para uma análise gráfica da estrutura a termo das taxas de juros, a 

figura 1.1 considera a taxa de juros instantânea de curto prazo de ( ) =tr  0,04 e 

o termo neutro ao risco =λ 0,01. Adicionalmente, simula o efeito de diferentes 

volatilidades ao adotar os valores de 0,01; 0,03 e 0,06. 
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Figura 1.1 – Modelo de Merton 
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1.4.2 Modelo de Vasicek 

 

Vasicek (1977) derivou uma forma geral da estrutura a termo de taxas 

de juros com as premissas de que a taxa instantânea (ou taxa spot) segue um 

processo difusão, o preço do título descontado depende somente da taxas spot 

sobre seu termo e que o mercado é eficiente. 

Assim, mostrou por meio do argumento de arbitragem que a taxa 

esperada de retorno de qualquer título que excede a taxa spot é proporcional 

ao seu desvio padrão. 

Considere uma economia onde o mercado financeiro possui 

investidores que compram e emitem títulos livres de default (títulos 

descontados) sobre uma quantia de moeda a ser entregue numa data futura. A 

incerteza temporal pode ser especificada por um espaço de probabilidade 

filtrado ( )QF ,,,ℑΩ , com { }tF ℑ= . Sendo ( )tsP ,  o preço no tempo s  de um 

título descontado que vence no tempo t , ts ≤ , cujo valor no vencimento é igual 

a ( ) 1, =ttP . O rendimento do título até o vencimento ( )τ,sR  é a taxa interna de 

retorno no tempo s  sobre um título com data de vencimento τ+= st  é igual a: 

( ) ( )
0,

,log
, >

+
−= τ

τ
τ

τ
ssP

sR       (1.19) 
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A taxa ( )τ,sR  é definida como função de τ  e é denominada de 

estrutura a termo no tempo s . 

A taxa futura ( )tsF , , ou forward rate, será definida segundo a equação: 

( ) ( )∫
+

=
τ

ττ
τ

τ
s

s

dsF
l

sR ,,        (1.20) 

A equação da forma explícita da taxa futura é: 

 ( ) ( ) ( )[ ]stsRst
t

sF −−
∂
∂

= ,,τ       (1.21) 

A taxa futura pode ser interpretada como a taxa marginal do retorno de 

um investimento num título em um instante adicional. 

Definimos a taxa spot como a taxa instantânea de tomar emprestado e 

emprestar: 

 ( ) ( ) ( )ττ ,lim0, 0 sRsRtr →==       (1.22) 

Um empréstimo na quantia W  na taxa spot aumentará no valor do 

incremento ( )dttWrdW = , com certeza. Em qualquer tempo s , o valor corrente 

( )tr  da taxa spot é a taxa instantânea do aumento no valor do empréstimo. Os 

valores subseqüentes da taxa spot são um processo estocástico, sujeitos à: (1) 

( )tr  é uma função contínua do tempo e (2) ( )tr  segue um processo Markov. 

 Logo, a trajetória futura da taxa spot dado seu valor presente é 

independente da trajetória passada que levou ao nível presente. A distribuição 

de probabilidade do segmento ( ){ }sTTr ≥,  é completamente determinada pelo 

valor de ( )tr : 

( ) ( ) ( )dWtrdstrftdr ,, ρ+=       (1.23) 

Onde ( )tW  é um processo de Wiener com variância incremental ( )td . 

As funções ( )trf ,  e ( )tr,2ρ  representam o drift e a variância do processo ( )tr . 

Espera-se que o preço do título descontado seja determinado unicamente pela 

taxa de juros spot sobre seu termo, isto é, pela avaliação corrente da trajetória 

da taxa spot em relação ao termo do título, sem assumir uma forma particular 

de comportamento. 

O preço do título descontado ( )tsP ,  é determinado pela avaliação, no 

tempo s , do segmento ( ){ }tTsTr ≤≤,  do processo da taxa spot sobre o termo 

do título. 
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A premissa que ( )tr  segue um processo Markov, em conjunto com as 

hipóteses das expectativas, da segmentação do mercado e da preferência pela 

liquidez, postula que: 

( ) ( ) ( )( )srsdTTr
l

EsR

s

s

s ,,, τπ
τ

τ
τ

+







= ∫

+

     (1.24)  

Onde a função ( )( )srs ,,τπ  pode apresentar várias especificações. 

Se a premissa de mercado eficiente for mantida, não existe custo de 

transação, a informação está disponível para todos os investidores 

simultaneamente e todo investidor age racionalmente (ou seja, prefere mais 

riqueza a menos e usa toda informação disponível), implicando que os 

investidores possuem expectativas homogêneas e que não existem 

oportunidades de arbitragem livre de risco. 

Como ( )tr  é uma função contínua do tempo, a trajetória do processo 

da taxa spot sobre o intervalo ( )ts, , ts ≤ , dado seu valor prior no tempo s , 

depende somente do valor corrente de ( )tr . Como ( )tr  segue um processo 

Markov, então o preço ( )tsP ,  é uma função de ( )tr : 

( ) ( )( )trtsPtsP ,,, =         (1.25) 

Das equações (1.23) e (1.25), a regra de diferenciação de Itô (1961) 

indica que o preço dos títulos satisfaz a equação diferencial estocástica: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )sdWtstsPdttstsPtsdP ,,,,, σµ +=  

Onde os parâmetros da distribuição ( ) ( )( )srtsts ,,, µµ =  e 

( ) ( )( )srtsts ,,, σσ =  são iguais a: 

( )
( )

( ) ( ) ( )

( )
( )

( )






∂

∂
−=










∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

=

ρσ

ρµ

r

rtsP

rtsP
rts

r

rtsP
f

r

rtsP

s

rtsP

rtsP
rts

,,

,,

1
,,

,,

2

1,,,,

,,

1
,,

2

2
2

  (1.26) 

As funções ( )rts ,,µ  e ( )rts ,,2σ  representam a média e a variância da 

taxa instantânea de retorno no tempo s  sobre um título com vencimento na 

data t , dado que a taxa spot corrente é ( ) rtr = . 

Para ilustrar o caso geral, a estrutura a termo das taxas de juros será 

obtida explicitamente a partir da premissa que o preço de mercado do risco 
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( ) λλ =rs,  independe do tempo e do nível da taxa spot. A segunda premissa é 

que a taxa spot ( )tr  segue o seguinte processo denominado de Ornstein-

Uhlenbeck: 

( ) ( )( ) ( )tgdWdttratdr +−= κ       (1.27) 

Os parâmetros κ , a  e g  são constantes positivas e ( ){ }0, ≥= ttWW  é 

um processo Wiener com variância incremental dt . As funções 

( ) ( )( )tratrf −= κ,  e g  são o termo drift e a variância do processo ( )tr . 

O processo Ornstein-Uhlenbeck com 0>κ  é chamado de caminho 

aleatório elástico. É um processo Markov com incrementos distribuídos 

normalmente. Ao contrário do caminho aleatório (ou processo Wiener), o qual é 

um processo instável e depois de um longo prazo divergirá para valores 

infinitos, o processo Ornstein-Uhlenbeck possui uma distribuição estacionária. 

A incerteza segue o modelo de Merton, mas a taxa de juros não possui 

uma tendência de crescimento ilimitada. O parâmetro “a ” corresponde à taxa 

de juros de curto prazo esperada para vigorar no longo prazo. Quando ( )tr  fica 

acima de “a ”, o termo ( )( )tra −κ  será negativo e ( )( )dttra −κ  faz com que 

aumente a probabilidade de taxas menores no futuro. Quando ( )tr  fica abaixo 

de “a ” temos maior probabilidade de taxas maiores no futuro. O grau dessa 

força depende de κ  que denominado de parâmetro de reversão a média. A 

distribuição da taxa de curto prazo no tempo t , dado o conjunto de informação 

em s , ts ≤ , é: 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) tse
g

eatraNtr stst

s ≤







−−+ℑ −−−− ,1

2
,~| 2

2
κκ

κ
  (1.28) 

O processo da taxa de juros de curto prazo permite a existência de 

taxas de juros negativas, pois a distribuição de ( )tr  é normal. 

A solução da equação da estrutura a termo de taxas de juros é: 

( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( )
ts

e
g

RstrRe

rtsP
st

st

≤



















−−

∞−−−∞−
=

−−

−−

,

1
4

1
1

exp,,
2

3

2
κ

κ

κ

κ
  (1.29) 

Onde: 
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( )
2

2

1







−+=∞
κκ

λ
gg

aR        (1.30) 

A média e o desvio padrão da taxa instantânea de retorno do título que 

vence no tempo t  são: 

 

( ) ( ) ( )( )[ ]

( ) ( )( )[ ]st
g

ts

st
g

srst

−−−=

−−−+=

κ
κ

σ

κ
κ

λµ

exp1,

exp1,
     (1.31) 

 

Logo, a taxa de retorno esperado instantâneo e a volatilidade do 

retorno sobre o título sem cupom (zero coupon bond) sob essa medida são 

( ) ( )[ ]
κ

κτλ −−
+

exp1g
sr  e 

( )[ ]
κ

κτ−− exp1g
, respectivamente. 

Para um título de longo prazo, quando ∞→s , a média e o desvio-

padrão aproximam-se dos limites: 

 

( )( ) ( )

( )( )
κ

κ
λ

g
trVar

g
srtrE

sPs

ss

=ℑ

+=ℑ

∞→

∞→

|lim

|lim

      (1.32) 

 

Portanto, ao contrário do modelo de Merton onde o retorno e 

volatilidade dependiam linearmente do vencimento, o retorno e a volatilidade 

instantâneos em Vasicek (1977) aumentam não linearmente, quando diminui o 

vencimento dos valores limitantes ( )
κ
λg

sr + e 
κ
g
, assumindo que o preço de 

mercado do risco é positivo. 

Quando temos investidores que são avessos ao risco 0>λ , o retorno 

instantâneo esperado dos títulos aumenta linearmente com a volatiliade da taxa 

de juros de curto prazo e não linearmente com o prazo para o vencimento do 

contrato. A volatilidade segue comportamente semelhante, mas no vencimento 

do contrato ( 0=τ ), a volatilidade é nula. 

Com isso, a estrutura a termo de taxas de juros endogenamente obtida 

no tempo t  é: 
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )[ ] 0 ,                     exp1
4

              

exp1
,

2

3

2

≥−−+

−−
∞−+∞=

τκτ
τκ

κτ
κτ

τ

g

RsrRsR

   (1.33) 

 

Logo, a estrutura a termo representa uma combinaçao linear entre a 

taxa de juros instantânea ( )tr  e o retorno de um título com vencimento infinito 

( )∞,tR  que é acrescida de uma função côncava que introduz a curvatura. 

A curva de juros acima, equação (1.35), começa no nível corrente da 

taxa spot ( )sr  para 0=τ  e aproxima da assíntota comum ( )∞R  quando ∞→τ . 

Para valores de ( )sr  pequenos ou iguas a ( )
2

2

4

1

κ
g

R −∞  a curva de juros é 

monotonicamente crescente. Para de ( )sr  maiores do que ( )
2

2

4

1

κ
g

R −∞  e 

abaixo de ( )
2

2

2

1

κ
g

R −∞  é uma curva em forma de corcunda. 

A estrutura a termo representa uma combinaçao linear entre a taxa de 

juros instantânea ( )sr  e o retorno de um título com vencimento infinito ( )∞R  

que é acrescida de uma função côncava que introduz a curvatura. 

Substituindo ( )∞R  na equação acima: 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( )2

2

exp1

exp1exp1
1

2

1
,

κτ

κτ
κτ

κτ
κτ

κκ
λτ

−−+








 −−
+







 −−
−

















−+=

g

sr
gg

asR

              

 (1.34) 

 

A figura 1.2 apresenta a ilustração gráfica da estrutura a termo das 

taxas de juros com diferentes valores do parâmetro de reversão à média κ (0,3 

– 0,5 – 0,7). Nesse exemplo, o valor inicial da taxa spot instantânea é 0,04 e o 

valor da média incondicional neutra ao risco é 
κ

λ
g

a + , enquanto que a 

volatilidade é igual a 0,10. 
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Figura 1.2 – Modelo de Vasicek 
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As estruturas a termo das taxas de juros são explicadas pelo valor do 

retorno do título com vencimento infinito ( )∞,tR  e pelo retorno da taxa de curto 

prazo na expressão da estrutura a termo. Quanto maior o valor de kappa, maior 

o valor do retorno com vencimento infinito, rotacionando a curva de retorno 

(yield curve). 

Um aumento no valor de kappa coloca mais peso no retorno com 

vencimento infinito em comparação com a taxa de juros instantânea de curto 

prazo, aumentando a curvatura da estrutura a termo. O retorno de vencimento 

infinito é sempre menor do que a média incondicional neutra ao risco da taxa 

spot instantânea, devido à relação convexa entre os valores dos títulos e as 

taxas spot. 

 

 

 

1.4.3 Modelo de Cox, Ingersoll e Ross 

 

Cox, Ingersoll e Ross (1985), doravante denominado de modelo CIR, 

apresentou um modelo de precificação de ativo em equilíbrio geral para estudar 

a estrutura a termo das taxas de juros. Assim, desenvolveu modelo onde as 

antecipações, aversão ao risco, alternativas de investimento e preferências 

sobre o momento temporal do consumo tem um papel importante na 

determinação do preço dos títulos. 
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O modelo CIR veio para solucionar o problema de crescimento ilimitado 

da taxa de juros do modelo de Merton e o problema da possibilidade de taxas 

de juros nominais negativas de Merton e Vasicek. Ao mesmo tempo em que o 

modelo CIR aumenta a complexidade analítica e tornam as provas mais 

complexas, suas premissas qualificam esse modelo para ser utilizado no 

modelo de equilíbrio geral estocástico dinâmico dos novos keynesianos, do 

capítulo 3. 

O modelo CIR é um modelo de equilíbrio geral, com uma descrição 

intertemporal completa de uma economia competitiva em tempo contínuo. A 

economia é composta por indivíduos idênticos que maximizam uma função 

objetivo, representada pela função utilidade ( ) ( )( )ssYsCU ,,  do tipo Von 

Neumann-Morgenstern, que é composta por consumo e pelo estado da 

tecnologia. No equilíbrio da sociedade homogênea, a taxa de juros e a taxa de 

retorno esperada sobre os direitos contingentes precisam se ajustar até que 

toda riqueza seja investida num processo de produção. O investimento pode 

ser feito pelos indivíduos ou pelas firmas, o valor de equilíbrio é dado pela 

solução do problema com um único produto físico. A estrutura de preferência é 

especializada para o caso de função de utilidade de aversão ao risco relativo 

constante, e assume a seguinte forma: 

( )( ) ( )







 −
= −

γ

γ
ρ 1

,
sC

essCU s  

No modelo de estrutura a termo de taxas de juros, a mudança nas 

oportunidades de produção no tempo é descrita pela variável estado Y . A 

trajetória da variável estado é dada por uma equação diferencial estocástica do 

tipo: 

( ) [ ] ( )tdWYdtYtdY νςξ ++=  

Logo, a incerteza da economia pode ser especificada pelo espaço de 

probabilidade filtrado ( )QF ,,,ℑΩ  e o processo estocástico da taxa de curto 

prazo instantânea mantém a propriedade de reversão à média (convergência 

ao estado estacionário) e exclui as taxas de juros negativas. A dinâmica das 

taxas de juros pode ser expressa como: 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )tdWtrdttrtdr σθκ +−=      (1.31) 
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Os parâmetros κ , θ  e 2σ  são constantes, com 0≥κθ , 02 >σ  e 

( ){ }0, ≥= ttWW  é um processo Wiener unidimensional. O espaço de 

probabilidade e a medida de probabilidade seguem os modelos anteriores, logo 

as taxas de juros flutuam ao redor de θ , que continua sendo vista como a taxa 

de juros de curto prazo esperada no longo prazo. 

Para κ , 0>θ , temos um processo autoregressivo de primeira ordem 

onde a taxa de juros ( )tr  move-se estocasticamente ao redor do parâmetro θ  

com velocidade de ajustamento ou força de reversão à média igual a κ , que é 

o parâmetro da velocidade de ajustamento. 

Uma análise do critério de estabelecimento dos limites mostra que ( )tr  

pode atingir valor zero se κθσ 22 > . Por outro lado, quando 22 σκθ ≥ , o drift é 

suficientemente grande para não atingir a origem e ( ) 00 >r , então ( )tr  não 

será negativa e a volatilidade da taxa de juros de curto prazo será igual a 

( )trσ . Intuitivamente, sempre que ( )tr  aproximar-se de zero, a raiz quadrada 

de ( )tr  tornar-se-á um número muito pequeno, fazendo com que a volatilidade 

do processo torne-se desprezível. Nesse momento, a magnitude do termo 

( )( )dttr−θκ  será dominante e ( )tr  irá se afastar da origem e sempre 

assumindo valor positivo. 

O comportamento da taxa de juros que está implícito nessa estrutura 

segue as seguintes propriedades: (a) as taxas de juros negativas são 

excluídas, (b) se a taxa de juros atinge o valor zero, em seguida será positiva, 

(c) a variância absoluta da taxa de juros aumenta quando a taxa de juros 

aumenta, e (d) existe uma distribuição no estado estacionário para a taxa de 

juros. 

A densidade de probabilidade da taxa de juros no tempo s , condicional 

ao valor no tempo corrente  t , é dada por: 

( ) ( )( ) ( )( )2/1
2/

2,;, uvI
u

v
cettrssrf q

q

vu 






= −−      (1.32) 

A função distribuição das taxas spot no tempo t , dado o conjunto de 

informação s , st ≤ , é uma distribuição qui-quadrado não centrada 

( )( )uqscr 2,22;22 +χ , com 22 +q  graus de liberdade e parâmetro de não 
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centralidade igual a u2  que é proporcional à taxa de juros de curto prazo spot 

( )sr . As variáveis c , u , v  e q  são definidas como: 

( )( )tse
c

−−−
=

κσ
κ

1

2
2

 

( ) ( )tsetcru −−= κ  

( )tcrv =  

1
2

2
−=

σ
κθ

q  

 A média e a variância da taxa spot ( )sr  no tempo t , dado o conjunto 

de informação em s , ts ≤  é: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )2
2

2
2

1
2

|

1|

tststs

tsts

eeetrtrsrVar

eetrtrsrE
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−
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−+=

κκκ

κκ

κ
σ

θ
κ
σ

θ

 (1.33) 

A expectância condicional de ( )tr  é dada pela média ponderada entre a 

taxa de juros spot de curto prazo ( )sr  e a taxa de juros de curto prazo 

esperada no longo prazo θ , refletindo a propriedade de reversão à média. A 

variância condicional depende positivamente da taxa spot ( )sr  de maneira que 

quando a taxa de curto prazo se aproxima de zero sua variância reduz. 

Quando κ  se aproxima de zero, a média condicional vai para a taxa de 

juros corrente e a variância vai para ( )( )tstr −2σ . Se a taxa de juros mostra uma 

reversão à média ( )0, >θκ , então quando s  torna-se grande sua distribuição 

aproxima de uma distribuição gama. A função densidade do estado 

estacionário é ( ) ( )[ ]
( )

rerttrrf ων
ν

ν
ω −−

Γ
=∞∞ 1,;, , onde 

2

2

σ
κ

ω =  e 
2

2

σ
κθ

ν = . 

Assim, a média e a variância no estado estacionário da taxa spot são: 

( )( )

( )( ) 
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     (1.34) 

O problema de avaliação do título descontado livre de risco 

prometendo pagar uma unidade no tempo T . Os preços desses títulos para 

todo T  serão determinados pela estrutura a termo das taxas de juros. O preço 

de mercado do risco λ  é uma constante real fixa. Ao contrário de Merton e 
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Vasicek, a mudança da medida de probablidade é explicitamente dependente 

do valor da taxa de curto prazo.  

Os preços dos títulos são dados por: 

( )( ) ( ) ( )rTtBeTtATttrP ,,,, −=        (1.38) 

Onde: 

( )
( )( )

( ) ( )( )
2

2
2/
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γγλκ
γ










+−++
=

−

−++

tT

tT

e

e
TtA  

( )
( )( )

( ) ( )( ) γγλκ γ

γ

21
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=
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−
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e

e
TtB  

( )( ) 2/122 2σλκγ ++=  

Os parâmetros do processo da taxa de juros têm os seguintes efeitos. 

O preço dos títulos é uma função convexa decrescente da média do nível da 

taxa de juros θ  e função côncava crescente (convexa decrescente) do 

parâmetro da velocidade de ajustamento κ  se a taxa de juros é maior do que 

θ . Ambos os resultados advém dos efeitos sobre a taxa de juros futura 

esperada. Ambos os preços são um função côncava crescente do parâmetro 

de risco do mercado λ . Isso ocorre porque maiores valores de λ  indicam uma 

maior covariância da taxa de juros com a riqueza. Assim, quanto maior λ  mais 

provável é que o preço dos títulos sejam maiores quando a riqueza é menor e, 

com isso, maior é a utilidade marginal. O preço dos títulos é uma função 

côncava crescente da variância da taxa de juros 2σ . Agora, vários efeitos 

estão envolvidos, o mais importante é que um maior valor de 2σ  indica mais 

incerteza sobre as oportunidades de produção futura e mais incerteza sobre o 

consumo futuro. Num mundo de investidores averssos ao risco será exigida 

uma garantia maior sobre o direito a ser exercido no título. 

Com a aplicação do Lema de Itô encontramos o processo estocástico 

do preço dos títulos: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )sdWtrPTtBdttsPTtBsrtsdP σλσ ,,,1, ++=   (1.40) 

Quanto maior o valor da constante λ  (componente do preço de 

mercado do risco), maior será o retorno instantâneo esperado nos títulos. 

Como ocorreu nos modelos de Merton e Vasicek, esse resultado é intuitivo e 
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reflete o fato de que os investidores mais avessos ao risco exigem maiores 

retornos esperados. 

Outro aspecto mostra que quando a taxa de curto prazo se aproxima 

de zero, a volatilidade instantânea dos títulos tende a zero. Quando ( )tr  se 

aproxima da origem, a própria volatilidade da taxa de curto prazo reduz. Assim, 

o comportamento assemelha-se a um processo determinístico, quando a taxa 

de curto prazo é quase-determinística, os preços dos títulos não podem ser 

voláteis. 

A estrutura a termo pode ser obtida de forma endógena pela equação 

(1.38) da seguinte forma: 

( ) ( ) ( ) ( )
tT

TtATtBtr
tR

−
−

=
.ln,

,τ       (1.41) 

O rendimento do título de renda fixa (yield) é dado pela soma 

ponderada entre a taxa de curto prazo e o rendimento de um título com 

maturidade infinita. 

Quando o vencimento se aproxima, a rendimento até o vencimento 

(yield-to-maturity) aproxima-se da taxa de juros corrente independente de 

qualquer parâmetro. À medida que consideramos vencimentos cada vez mais 

distantes, o rendimento se aproxima de um limite que é independente da taxa 

de juros corrente. Em outras palavras, o retorno com vencimento infinito 

( )∞,, trR  é igual ao valor constante de: 

( ) ( )
γλκ

κθ
++

==∞ ∞→

2
,,lim,, TtrRtrR t      (1.39) 

Quando a taxa spot fica abaixo da taxa de longo prazo, a estrutura a 

termo aumenta uniformemente. Quando a taxa de juros de longo prazo fica 

acima da taxa spot no valor de ( )λκκθ +/ , a estrutura a termo diminui. Quando 

estamos em valores intermediários, a curva de juros é uma corcunda. A partir 

da função de precificação dos títulos percebemos que um aumento na taxa de 

juros corrente aumenta a curva de juros para todos os vencimentos, mas o 

efeito é maior para os vencimentos mais curtos. Um aumento na média do 

estado estacionário θ  aumenta toda a curva de juros, mas o efeito é maior nos 

vencimentos mais distantes. O rendimento até o vencimento (yield to maturity) 

diminui quando 2σ  ou λ  aumenta. Por outro lado, o efeito de uma mudança na 
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velocidade de ajustamento κ  pode ter qualquer sinal, dependendo da taxa de 

juros corrente. 

Sempre houve grande preocupação com as previsões imparciais sobre 

as taxas de juros futuras. Na presente situação, poderíamos trabalhar 

diretamente com a equação da média e variância, que dá valores esperados 

das taxas de juros futuras em termos da taxa corrente e dos parâmetros κ  e θ . 

No entanto, no modelo de expectativas racionais toda a informação corrente 

sobre o movimento futuro das taxas de juro é incorporada no preço dos títulos 

e na estrutura a termo. Se esse modelo está correcto, qualquer parâmetro pode 

ser determinado a partir da estrutura a termo. Essa abordagem é 

particularmente importante quando o modelo é extendido para permitir um 

termo drift dependente do tempo, ( )tθ . Podemos, então, utilizar as informações 

contidas na estrutura a termo para obter ( )tθ  e as taxas futuras esperadas sem 

ter que colocar restrições prévias em sua forma funcional. 

As taxas de juros baseadas no modelo CIR são sempre menores do 

que as taxas do modelo Vasicek. Como a volatilidade instantânea da taxa spot 

é linearmente dependente da raiz quadrada da taxa spot no modelo CIR, um 

valor menor dessa taxa aumenta a probabilidade de uma taxa relativamente 

menor num instante seguinte. Assim como no modelo de Vasicek, as taxas de 

juros de longo prazo são menos voláteis do que as taxas de juros de curto 

prazo. 

 

 

1.4.4 Modelo de Ho e Lee 

 

No modelo de Ho e Lee (1986), a incerteza temporal contínua pode ser 

especificada por um espaço de probabilidade filtrado ( )QF ,,,ℑΩ , satisfazendo 

um intervalo de negociação de [ ]T,0 . A suposição de que o mercado de títulos 

é livre de arbitragem e completo implica que a medida de probabilidade Q  é 

martingal equivalente, existe e é única. Logo, a escolha do processo de taxa de 

juros de curto prazo dado por ( )PF ,,,ℑΩ  ou ( )QF ,,,ℑΩ  ocorre de forma 

arbitrária. 



 34

A estrutura a termo de taxas de juros exógena na data de negociação 

inicial 0  é dada e representada pela estrutura a termo inicial das taxas forward 

( )tf ,0 , [ ]Tt ,0∈ , que não é aleatória, é mensurável, é absolutamente integrável 

e é definida como: 

( )
( )

[ ]TeP
dssf

,0,,0 0

,0

∈∀
∫

=
−

ττ

τ

     (1.45) 

O valor da taxa de juros de curto prazo instantânea no tempo [ ]Tt ,0∈ , 

obedece: 

( ) ( ) ( )tWttr
~σα +=         (1.46) 

Nessa expressão ( )tα  é não aleatório, mensurável e absolutamente 

integrável. Como as oportunidades de arbitragem são excluídas, então existe 

uma única medida de probabilidade equivalente tal que os valores de todos os 

títulos derivados de taxas de juros são martingales relativo a conta do mercado 

monetário (numerário) são martingales. Por definição, essa medida de 

probabilidade é Q  e impondo condições na função ( ) [ ]Ttt ,0, ∈α , podemos 

assegurar que dado a estrutura a termo das taxas futuras na data de 

negociação inicial 0  é obtida. O valor do título descontado ( )τ,0P  no tempo 0  

com maturidade [ ]T,0, ∈ττ , portanto tem que ser igual a seguinte expressão: 

( ) ( ) ( ) 
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Calculando a ( ) ( ) ( )xVarxE
x eeE

~
2

1~
~ +
= , com x~  sendo normalmente distribuído, 

temos que: 

( ) ( ) [ ]Ttttft ,0,
2

1
,0 22 ∈∀+= σα      (1.48) 

Para obter o valor de um título descontado ( )τ,tP  em algum tempo 

[ ]Tt ,0∈  com vencimento em τ , o valor esperado descontado é calculado com 

respeito à medida de probabilidade única Q  é igual a: 
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As estruturas a termo de taxas de juros possíveis no tempo [ ]Tt ,0∈  

podem ser derivadas dos valores desses títulos, como eles estão implícitos na 

estrutura a termo de taxas de juros na data de negociação inicial e o 

modevimento estocástico da taxa de curto prazo sobre o tempo: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

τσ
τ

τσσ
ττ

τ
τ

τ

τ

t

dssf

tft r

tttW
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t

t

t
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2

2
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+−=

+++
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=−=
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   (1.50) 

A expressão na qual os rendimentos futuros estão relacionados com o 

valor da taxa de curto mostra a semelhança entre os modelos de Merton e de 

Ho e Lee. O valor de um rendimento no tempo [ ]Tt ,0∈  com maturidade τ  é o 

somatório da diferença entre o taxa de curto instantânea e taxa futura (taxa 

forward), a taxa futura na data de negociação inicial 0  que abrange o período o 

período [ ]τ+tt, , e um termo refletindo a convexidade entre taxas de juros e os 

preços dos títulos. Da mesma forma que em Merton, mudanças nas taxas de 

curto prazo causam deslocamentos paralelos na estrutura a termo. O modelo 

de Ho e Lee tem limite se o valor das taxas forward for limitado: 

( ) ∞=∞→ ττ ,lim tR  

Como o termo drift da taxa de curto prazo aumenta sem limite quando 

aumenta o vencimento, o efeito convexidade que implica que o fato do 

rendimento no vencimento infinito diminuir sem limite no modelo de Merton é 

desconsiderado. 

Esse modelo de Ho e Lee foi o precursor dos modelos exógenos, mas 

é muito parecido com o modelo de Merton, enquando em Merton ( )TtP ,  refere-

se a preços obtidos endogenamente, em Ho e Lee ( )TP ,0  são preços 

observados no mercado. Dessa forma, percebemos que o modelo de Ho e Lee 

é um modelo de Merton extendido. 
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1.4.5 Modelo de Hull e White 

 

O modelo de Hull e White (1990) está para Vasicek, assim como o 

modelo de Ho e Lee está para Merton, isto é, trata do modelo de Vasicek com 

estrutura a termo inicial exógena. 

O processo estocástico da taxa de juros de curto prazo é: 

( ) ( ) ( )( ) ( )tWgddttrtatdr
~

+−= κ       (1.58) 

Onde ( )ta  é uma função determinística, κ  e g  são constantes 

positivas e ( )tW
~

 é um processo Wiener unidimensional em ( )QF ,,,ℑΩ . 

Note que para a relação exata entre os modelos de Vasicek e Ho e 

Lee, o processo deveria ser ( ) ( ) ( ) ( )tWgddttr
t

ta
tdr

~
+







 −
∂

∂
=κ , mas a notação 

utilizada é de Hull (1997). 

A função ( )ta  é escolhida de tal forma que a estrutura a termo gerada 

pelo modelo na data inicial é exatamente igual à estrutura a termo que é 

observada no mercado financeiro, por intermédio da taxa forward: 

( ) ( ) ( ) 
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Como a taxa de juros de curto prazo possui distribuição normal 

podemos solucionar (1.59) e obter ( )tθ  em função da taxa forward: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]t
g

tftfta t κ
κ

κ 2exp1
2

,0,0
2

−−++=     (1.60) 

Onde o subscrito é a derivada parcial. 

Caso suponhamos que o último termo seja aproximadamente zero, a 

substituição de (1.60) em (1.58) mostra que o drift da taxa de curto prazo é 

igual a ( ) ( ) ( )( )trtftf t −+ ,0,0 κ . Assim, percebemos que a taxa de juros de curto 

prazo acompanha a taxa forward da data inicial, tendendo a retornar a ela caso 

ocorra um desvio momentâneo. 

Isso não significa um resgate da hipótese clássica de expectativas não 

viesadas, onde a taxa forward instantânea seria um previsor não viesado da 

taxa de juros instantânea no futuro, de Fisher (1896). A razão disso é que não 

podemos esquecer que o processo com o qual estamos lidando está no espaço 

de probabilidade da medida martingal equivalente e não no espaço de 
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probabilidade da medida verdadeira. Exceto no caso em que o preço de 

mercado do risco é igual a zero, a transição de um espaço de probabilidades 

para o outro causa uma modificação no drift do processo. 

Como o processo estocástico da taxa de juros de curto prazo foi 

inteiramente especificado, a obtenção da distribuição de probabilidade dos 

preços futuros dos títulos e também da estrutura a termo futura é feita como em 

Ho e Lee. 

 

 

1.4.6 Modelo de Heath, Jarrow e Morton 

 

A relação do modelo de Hull e White para Vasicek e do modelo de Ho e 

Lee para Merton, pode ser observada ainda no modelo de Heath, Jarrow e 

Morton (1992), ou modelo HJM, como extensão do modelo de Cox, Ingersoll e 

Ross. Note que o modelo HJM é um modelo geral, sobre o qual podemos obter 

diversos casos particulares, como o modelo de Ho e Lee, bem como, Hull e 

White. 

A taxa futura instantânea no tempo t  para data ( )TtftT ,,>  é definida 

por: 

( ) ( ) [ ] [ ]TtT
T

TtP
Ttf ,0,,0,

,log
, ∈∀∈∀

∂
∂

−= τ    (1.61) 

A taxa forward é definida implicitamente pela equação: 

( ) ( ) 







−= ∫

T

t

dsstfTtP ,exp,  

A taxa de juros spot no tempo t  é a taxa de juros instantânea no tempo 

t  para a data t , sendo definida como: 

  ( ) ( ) [ ]τ,0,, ∈∀= tttftr  

A equação diferencial estocástica seguida por ( )Ttf ,  é: 

( ) ( ) ( ) ( )tdWTtdtTtTtdf ,,, σα +=  

Como T  arbitrário e fixo, para cada valor de  T  existe um processo 

estocástico que descreve a evolução de ( )Ttf , , impactando toda a curva de 

taxas forward. 
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O modelo HJM indica que a não existência de oportunidades de 

arbitragem leva a uma restrição sobre a taxa futura. O termo ( )Tt,α  em função 

da estrutura a termo da volatilidade da taxa futura: 

( ) ( ) ( )duutTtTt

T

t

∫= ,,, σσα        (1.62) 

 Substituindo a equação acima na equação diferencial, temos que: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )tdWTtdudtutTtTtdf

T

t

,,,, σσσ += ∫  

Considerando a equação acima e a taxa de juros spot ( ) ( )ttftr ,=  

obtemos: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫ ++=
tt

s

t

sdWtsdudsuststftr
00

,,,,0 σσσ    (1.63) 

  Logo, o processo estocástico da taxa de juros de curto prazo pode ser 

escrito substituindo o preço de mercado do risco pela expressão que descreve 

a estrutura a termo da volatilidade da taxa futura (taxa forward). 

Sendo a data inicial 0=t  e ( )tf ,0  uma informação exógena e 

conhecida em [ ]Tt ,0∈ , a equação que define a taxa futura implicitamente 

implica que a estrutura a termo inicial também é exógena no modelo HJM. 

A distribuição de probabilidade da estrutura a termo futura pode ser 

obtida substituindo ( )Ttdf ,  em ( )TtP , : 
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 (1.64) 

 

 

1.4.7 Modelo de Diebold, Rudebusch e Aruoba 

 

Numa abordagem que não exige inexistência de oportunidades de 

arbitragem, Diebold, Rudebusch e Aruoba (2006) modelaram a estrutura a 

termo de taxas de juros utilizando fatores latentes denominados de nível, 

inclinação e curvatura, e, ainda, incluíram algumas variáveis macroeconômicas 
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observáveis que medem a atividade real da economia, a inflação e o 

instrumento de política monetária. 

O modelo de Diebold, Rudebusch e Aruoba (DRA) possibilitou a 

caracterização das interações dinâmicas entre a macroeconômica e a curva de 

juros, mostrando que existe forte evidência de efeitos de variáveis 

macroeconômicas sobre os movimentos futuros da estrutura a termo das taxas 

de juros. 

Para capturar a dinâmica da curva de juros, fizeram uma extensão do 

modelo de Nelson e Siegel (1987), pela sua flexibilidade e parsimônia. 

Entretanto, não impuseram explicitamente a restrição de ausência de 

arbitragem, porque, mesmo podendo perder eficiência em não impor essa 

restrição quando ela é válida, aceitam os movimentos de mercado sem liquidez 

onde essa premissa não se verifica. 

O modelo define a curva de juros como ( )τy , onde τ  representa a 

maturidade. Como em Nelson e Siegel (1987), utilizaram uma representação 

da curva de juros da seguinte forma: 
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Onde 321 , βββ   e   são parâmetros. A representação pode ser 

interpretada numa forma dinâmica como um modelo de fator latente no qual 

321 , βββ   e   são fatores nível, inclinação e curvatura que variam no tempo e os 

termos que multiplicam esses fatores são cargas fatoriais. Reescreveram 

como: 
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Onde ttt SL C  e  ,  são os 321 , βββ   e   que variam no tempo. 

Se os movimentos dinâmicos de ttt SL C  e  ,  seguem um processo 

autoregressivo de primeira ordem, o modelo formará um sistema espaço-

estado. A equação de transição que governará a dinâmica do vetor estado é: 
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Onde Tt ,,1L= . A equação de mensuração que relaciona um conjunto de N  

rendimentos a esses três fatores não observáveis é: 
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  (1.67) 

Em notação matricial, o sistema espaço-estado é: 

( ) ( ) ttt fAf ηµµ +−=− −1        (1.68) 

ttt fy ε+Λ=         (1.69) 

Onde ( )/tttt CSLf = , ( )/CSL µµµµ =  e Tt ,,1L= . 

Para caracterizar os relacionamentos entre ttt CSL ˆ,ˆ,ˆ  com as variáveis 

da macroeconomia, incluíram três variáveis: a utilização capacidade de 

produção, a taxa dos federal funds e a inflação dos preços anualizadas, para 

representar o nível da atividade econômica real em relação ao potencial, o 

instrumento de política monetária e a taxa de inflação. A escolha dessas 

variáveis ocorreu segundo Rudebusch e Svensson (1999), bem como, em 

Kozicki e Tinsley (2001). 

Em seguida, efetuaram uma extensão direta do modelo somente com a 

curva de juros para incorporar as três variáveis macroeconômicas: 

( ) ( ) ttt fAf ηµµ +−=− −1        (1.70) 

ttt fy ε+Λ=         (1.71) 
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Onde ( )t

m

tttttt iUCCSLf π= . Esse novo sistema forma o 

modelo de estrutura a termo de taxas de juros com as variáveis 
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macroeconômicas de utilização da capacidade instalada (UC), taxa de juros de 

curtíssimo prazo ( m

ti ) e taxa de inflação ( tπ ). 
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1.5 Conclusão 

 

Este capítulo teve o objetivo de mostrar que para uma economia ser 

completa, não deve existir oportunidades de arbitragem livres de risco e deve 

haver uma única medida de probabilidade equivalente onde as estratégias de 

negociação autofinanciáveis relativas são martingales. Ao assumir essas 

condições, temos a garantia de existência de um preço único de negociação 

dos títulos que balizam a formação da estrutura a termo das taxas de juros, no 

qual o mercado financeiro estará equilibrado. 

Além de explicitar a precificação dos títulos descontados, também 

contextualiza a pesquisa empírica a ser desenvolvida nos próximos capítulos, 

ao apresentar a modelagem da estrutura a termo das taxas de juros presente 

nos trabalhos de Merton, Vasicek, Ho e Lee, Hull e White e, ainda, Heath, 

Jarrow e Morton. 

Entretanto, a principal contribuição deste capítulo para a tese é 

descrever as premissas e características centrais dos modelos de Cox, 

Ingersoll e Ross, bem como de Diebold, Rudebusch e Aruoba, pois os mesmos 

serão testados de forma empírica para o Brasil, nesta tese. 

Adicionalmente, percebemos que Diebold et al utiliza uma 

representação do modelo estado-espaço conveniente que facilita a estimativa, 

a extração de fatores latentes da curva de juros a partir de interações 

dinâmicas de variáveis da macroeconomia. Portanto, torna possível encontrar 

evidências dos efeitos macroeconômicos sobre a curva de juros. Do ponto de 

vista financeiro, esse modelo não impõe a restrição de ausência de arbitragem 

livre de risco, justificada pelas situações onde essa premissa é violada devido à 

falta de liquidez em mercados financeiros com pouca negociação. 

De forma resumida, pode- se perceber que o modelo CIR veio 

solucionar o problema de crescimento ilimitado da taxa de juros do modelo de 

Merton e a possibilidade de taxas de juros nominais negativas de Merton e 

Vasicek. Ao mesmo tempo, suas premissas permitem derivá-lo dentro da 

abordagem de equilíbrio geral estocástico dinâmico dos novos keynesianos. 
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CAPÍTULO 2 

Impacto das Variáveis Macroeconômicas na Estrutura a Termo de Juros 

 

 

2.1 Introdução 

 

Nos dias atuais, os bancos centrais procuram conduzir a política 

monetária estabelecendo uma comunicação efetiva junto aos participantes do 

mercado financeiro, para reduzir a incerteza de sua atuação nas taxas de juros 

de curto prazo e fornecer informações para que mercado avalie o caminho 

esperado das taxas de juro de longo prazo. Em outras palavras, a autoridade 

monetária utiliza uma taxa de juros de curto prazo como instrumento de política 

monetária, com a esperança de que ao afetar essa taxa estará alterando a taxa 

de juros de longo prazo da economia, que é a taxa que afeta a demanda 

agregada. 

A relevância de analisar a estrutura a termo de juros no Brasil é 

esclarecer como as mudanças nas expectativas da condução da política 

monetária e da política fiscal podem modificar as taxas de longo prazo e, 

também, verificar se os movimentos verificados de longo prazo estão em 

desacordo com a atuação da autoridade monetária no curto prazo. 

Note que as taxas de juros de longo prazo podem embutir um prêmio 

de risco associado ao vencimento dos títulos, mas se a estrutura a termo 

acompanhar a hipótese das expectativas racionais esse prêmio é nulo ou 

constante no tempo e as taxas de longo prazo são uma média das taxas de 

curto prazo, o que facilita as previsões das variáveis macroeconômicas.  

Entretanto, alguns trabalhos indicam que o spread do termo não é 

constante e, com isso, a hipótese das expectativas deixa de ser válida, por 

exemplo, Mankiw e Miron (1986), Tabak e Andrade (2001) e Lima e Issler 

(2003). Caso isso ocorra, torna-se necessário identificar as variáveis 

responsáveis pela variação desse prêmio para melhorar a previsibilidade das 

variáveis macroeconômicas. 

As evidências empíricas, citadas no parágrafo anterior, indicam que a 

não verificação da hipótese das expectativas pode ser decorrente dessa não 
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linearidade da estrutura de juros. Para resolvermos esse problema temos os 

modelos “threshold”, que são uma boa opção para identificar a variável 

econômica responsável pela inclinação e curvatura da estrutura a termo de 

taxas de juros e do spread. 

Adicionalmente, percebe-se na literatura, que a mudança na curva de 

rendimento durante os ciclos econômicos pode estar associada com períodos 

de recessão, conforme Haubrich e Dombrosky (1995), Stock e Watson (2001) e 

Hamilton e Kim (2002). Nesse sentido, a curva de juros pode fornecer 

informações que antecipem as recessões (inclinação passando de positiva 

para negativa), pois o prêmio dos títulos de longo prazo tem comportamento 

anticíclico (investidores não desejam assumir riscos em momentos incertos) e 

os rendimentos dos títulos curtos prazo pró-cíclico (política monetária reduz os 

rendimentos de curto prazo durante a recessão para estimular a atividade 

econômica). Note que a existência da taxa de inflação é que gera o formato de 

inclinação positiva, uma vez que o dinheiro amanhã terá um valor menor do 

que hoje, enquanto que uma possível deflação poderia ter efeito inverso. 

Como ingrediente adicional nesta análise, a crise econômica 

denominada subprime, iniciada em 2007 nos EUA, cujos reflexos na economia 

brasileira ocorreram a partir de 2008, ressaltou os desafios de entender os 

movimentos transitórios para melhorar a condução da política monetária. 

Certos aspectos que chamam nossa atenção dizem respeito ao 

comportamento das taxas de juros de longo prazo dos títulos de 10 anos do 

governo norte-americano (taxa à vista que o mercado espera vigorar no futuro, 

acrescida do prêmio do termo), cuja taxa futura de um ano para os próximos 

três anos, a partir de 2004, subiu 1,5%, enquanto a taxa de um ano para os 

próximos nove anos caiu 1,5% e a taxa para os próximos 10 anos ficou 

inalterada. Os efeitos verificados na economia norte-americana reforçam a 

conclusão de que, nem sempre, uma atuação na taxa de curto prazo pode 

gerar o efeito com a mesma magnitude sobre toda a estrutura a termo de taxas 

de juros, realçando a necessidade de identificar quais variáveis 

macroeconômicas são responsáveis pelos movimentos na estrutura a termo de 

juros. 
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Em relação aos dados brasileiros, cumpre notar dois fatos importantes. 

O primeiro fato mostra que é comum observar uma “quase” inversão da 

estrutura a termo, ou seja, momentos em que elevações abruptas da taxa de 

juros de curto prazo nem sempre são acompanhadas de elevações na taxa de 

longo prazo. O segundo fato diz respeito ao spread entre a taxa curta e longa, 

onde é comum observar elevações abruptas, enquanto as quedas são mais 

lentas. 

Este trabalho conclui que o spread do vencimento tem um 

comportamento não linear mensurado pelo modelo de regressão de transição 

suave – STR e que essa não linearidade depende do regime de política 

macroeconômica adotado. 

Este capítulo é composto de outras seções além desta introdução. A 

seção 2.2 fornece uma revisão da literatura da relação entre macroeconomia e 

estrutura a termo de taxas de juros; a seção 2.3 discute a hipótese das 

expectativas e a não linearidade; a seção 2.4 apresenta o modelo utilizado 

nesta investigação; a seção 2.5 formaliza o estimador econométrico e 

discrimina os resultados empíricos para o caso brasileiro e a seção 2.6 traz a 

conclusão das discussões levantadas. 
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2.2 Variáveis Macroeconômicas e a Estrutura a Termo das Taxas de Juros 

 

O estudo da estrutura a termo de taxas de juros e sua relação com as 

variáveis macroeconômicas tem aumentado nos últimos anos e essa nova linha 

de estudo já não considera mais suficiente avaliar a estrutura a termo num 

contexto de não arbitragem e com fatores não observáveis. A nova linha de 

pesquisa tenta identificar as forças macroeconômicas que afetam os 

movimentos da estrutura de taxas de juros, indicando como a autoridade 

monetária está influenciando as expectativas do mercado sobre a trajetória 

presente e futura dos juros. 

Bernanke (1983) utilizou o spread de risco de crédito obtido pela 

diferença entre a taxa dos commercial papers e a taxa das letras do Tesouro 

norte-americano como instrumento preditivo do nível de produção nos Estados 

Unidos. 

Stock e Watson (1989) explicaram o ciclo econômico por intermédio do 

spread de crédito (diferença entre commercial paper e títulos governamentais) 

e pelo spread do termo (diferença entre as taxas de longo e curto prazo dos 

papéis governamentais), sendo este último representativo da curva de 

rendimento dos títulos (estrutura a termo de taxas de juros ou yield curve). 

A importância do spread de crédito vem do fato que representam o 

risco de crédito (risco de inadimplência ou do atraso no pagamento) que é um 

indicativo para antecipar o processo recessivo (associado ao canal do crédito). 

Por outro lado, a importância do spread do termo está atrelada à informação da 

postura da política monetária, com a crença dos agentes na capacidade da 

autoridade conduzir a política monetária no ambiente econômico a ser 

perseguido.  

Na análise do spread do crédito ou spread short, Bernanke (1990) 

mostrou que uma política monetária restritiva pelo aumento na taxas dos 

fedfunds, tem o efeito de aumentar o custo dos fundos para os bancos. Para 

evitar esse aumento no custo de captação de recursos, os bancos devem 

escolher entre emitir certificados de depósitos (CD nos EUA ou CDB no Brasil), 
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reduzirem sua carteira de crédito, vender títulos públicos de sua carteira de 

ativos e/ou aumentar a taxa de juros cobrada nos empréstimos concedidos. As 

duas primeiras ações aumentam a taxa dos commercial paper em relação aos 

títulos públicos (CDs e commercial papers são substitutos). O aumento da taxa 

dos empréstimos concedidos leva as firmas a optarem por tomar emprestado 

em commercial papers, o que eleva a diferença entre os papéis comerciais e os 

títulos públicos. A opção de vender títulos públicos de sua carteira própria tem 

um impacto oposto, isto é, reduz o spread entre a taxa dos commercial papers 

e a taxa dos títulos públicos, pois aumenta a taxa dos títulos públicos. 

Entretanto, como os bancos não vendem títulos públicos facilmente, por 

representarem um ativo de alta liquidez capaz de proteger contra o risco de 

liquidez, ou risco de faltar de recursos para honrar os compromissos 

contratuais assumidos no vencimento ou o risco de resgates inesperados em 

depósitos. 

Na análise do spread do termo, Campbell (1995) definiu os títulos de 

renda fixa, como papéis que pagam um valor determinado aos investidores. 

Logo, para avaliar um título não precisamos quantificar os pagamentos futuros 

aleatórios (como é o caso das ações), somente é necessário descontar os 

pagamentos futuros e trazer esses fluxos a valor presente. É preciso notar que 

alguns títulos não estão em conformidade com essa concepção, pois os 

emissores podem atrasar os pagamentos. Entretanto, nos títulos públicos 

desconsideramos esse risco de inadimplência. 

Para entender a estrutura a termo de taxas de juros, Campbell utilizou 

um exemplo numérico para explicar a formação das expectativas no mercado 

de títulos. Pense num título de 30 anos cujo rendimento (ou yield) é de 7% ao 

ano e em outro título de 1 ano cujo retorno é 4% ao ano. A princípio, parece 

que o retorno de 7% é melhor do que o retorno de 4%, mas devemos 

considerar que o retorno de 4% é um rendimento certo no prazo de 1 ano, 

enquanto que os 7% serão certos somente após 30 anos. Supondo que o título 

de 1 ano seja reinvestido anualmente nos 29 anos seguintes, então, o retorno 

de 4% após o primeiro ano, só renderia o mesmo que um título de 29 anos se o 

outro título pagasse 7,1%. Nesse ponto surge a teoria da hipótese das 

expectativas, cujo pressuposto é igualar uma estratégica de investimento de 
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longo prazo (ou 30 anos) com a estratégia de investimento de curto prazo que 

implica em trinta aplicações de 1 ano. 

Note que o mercado de títulos indica que a taxa de juros é contratada 

para uma data futura por intermédio de uma taxa spot de juros. Assim, se 

considerarmos uma taxa spot de 10% e 11% para investimentos de um e dois 

anos, então a taxa futura de 1 ano que deveria estar em vigor no segundo ano 

seria 12%. Com isso, uma aplicação de 11% por dois anos teria o mesmo 

rendimento de uma aplicação no ano 1 rendendo 10% e outra no ano 2 

rendendo 12%. 

Portanto, a hipótese das expectativas racionais aplicada sobre a 

estrutura a termo da taxa de juros define o termo do prêmio como a diferença 

esperada entre o rendimento obtido em reter um título de longo prazo e o 

retorno de um título de curto prazo. Esse prêmio representa o rendimento 

adicional para reter um ativo de longo prazo, em detrimento de uma estratégica 

de aplicar num ativo de curto prazo. Quando a inclinação da estrutura a termo é 

positiva temos indícios de que a taxa de longo prazo deve aumentar e quando 

a inclinação for negativa é indicativo de que a taxa de longo prazo deve cair. 

Ao considerarmos somente a importância de trazer todos os 

pagamentos futuros a valor presente, desconsiderando o risco de crédito, é 

possível perceber a importância da estrutura a termo de taxas de juros, pois 

representa as taxas utilizadas para fazer essa mudança temporal no valor dos 

fluxos de caixas. Outro aspecto relevante é que apesar de não considerarmos 

o risco de crédito, oscilações na estrutura a termo de taxas de juros causam 

uma oscilação no valor presente dos fluxos de caixa e afetam a expectativa de 

retorno (logo, a taxa de juro) dos detentores dos ativos financeiros. 

Assim, percebemos que a estrutura a termo causa impactos sobre as 

principais variáveis econômicas, ao mesmo tempo em que sabemos, que a 

autoridade monetária procura formar as expectativas do mercado em relação à 

trajetória futura das taxas de juros. Neste artigo estaremos interessados 

somente em avaliar o impacto da atuação do banco central na formação das 

expectativas sobre as taxas futuras, em outras palavras, o impacto das 

variáveis macroeconômicas sobre a estrutura a termo de taxas de juros. 
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Para esclarecer a inclusão de variáveis macroeconômicas vamos 

acompanhar Diebold, Rudebusch e Aruoba (2006) que forneceram um caminho 

para introduzir variáveis macroeconômicas na especificação financeira da 

estrutura a termo de juros dos modelos afim. 

A representação do modelo, sem variáveis macroeconômicas, 

expressa os rendimentos de vários vencimentos como função dos fatores não 

observáveis. Esse modelo embute a hipótese das expectativas racionais, onde 

a taxa de juros de longo prazo será formada por uma média das taxas de juros 

de curto prazo esperadas para o futuro e por um prêmio do spread do termo 

que é nulo ou constante. 

Uma classe de funções que levam a forma da curva de juros típica está 

associada com soluções de equações por diferença ou diferenciais. Por 

exemplo, se a taxa futura instantânea para o vencimento τ , definido por ( )τy , 

é dada pela solução de uma equação diferencial de segunda ordem com raízes 

reais e diferentes temos, segundo Nelson e Siegel (1987) temos: 
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Onde 1m  e 2m  são raízes diferentes, reais e constantes no tempo e 

321   e  , βββ  são parâmetros determinados pelas equações iniciais. As curvas de 

taxas futuras obtidas podem ser monotônica, em corcova ou na forma de S. 

Com o rendimento linear nos coeficientes, dado τ , e com o limite de ( )τY  

quando τ  assume grandes valores sendo 1β  e quando τ  assume pequenos 

valores sendo ( )21 ββ + , uma interpretação gráfica dos possíveis formatos da 

curva de juros é obtida fazendo 1=τ , 11 =β  e ( ) 021 =+ ββ , onde 
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Nesse caso, a Figura 2.1 mostra que ao variarmos o parâmetro a  

(valores negativos e positivos), em valores iguais, obtemos as curvas 

monotônica, em corcova e na forma de S. 
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Figura 2.1 – Formatos da Curva de Juros de acordo com Vencimento 

 

Em Diebold et ali (2006), λβββ  e ,, 321  são parâmetros,  2β é o fator de 

declividade definido como “rendimento de longo prazo menos curto prazo” 

(inclinação, tS  ou “slope”),  1β é o nível ( tL  ou “level”) e 3β  representa a 

curvatura ( tC  ou “curvature”), onde o movimento dinâmico de ttt CSL  e  ,  segue 

um processo autoregressivo de primeira ordem: 
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Com ( )/tttt CSLf = , ( )/CSL µµµµ =  e Tt ,,1L= , em notação 

matricial: 

( ) ( ) ttt fAf ηµµ +−=− −1        (2.3) 

ttt fy ε+Λ=         (2.4) 

Diebold et ali (2006) avançaram ao relacionar ttt CSL ˆ,ˆ,ˆ  com variáveis 

da macroeconomia, fazendo a extensão do modelo sem variáveis 

macroeconômicas para um sistema do tipo ( )/t

m

tttttt iUCCSLf π= . 

Esse novo sistema forma o modelo de estrutura a termo de taxas de juros com 
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as variáveis macroeconômicas de utilização da capacidade instalada (UC), taxa 

de juros de curtíssimo prazo ( m

ti ) e taxa de inflação ( tπ ). 

Neste artigo, a variável tL  corresponde à constante da regressão e a 

inflação mensurada pelo IPCA e o Superávit Primário (ao invés da utilização da 

capacidade instalada) foram escolhidas pela sua importância para na política 

econômica brasileira. A modelagem econométrica de não-linearidade permitiu 

identificar o Risco Brasil como a variável não observável responsável pelos 

movimentos na estrutura a termo de taxas de juros, ao contrário do usual que é 

utilizar as variáveis não-observáveis ( tS  e tC ). 

Adicionalmente, como este trabalho pretende explicar os efeitos do 

prêmio do spread do termo e não o efeito da estrutura a termo das taxas de 

juros torna-se necessário incluir a taxa de juros de curto prazo dentro da 

variável dependente: 

tt

m

tttttt iUCCSLy επ ++++++=      (2.5) 

tttttt UCRBrasilLSPR επ ++++=      (2.6) 

Onde ttt CSRBrasil +=  substitui as variáveis inclinação e curvatura e 

m

t

n

tt iiSPR −=  representa o spread de vencimento ou diferença entre a taxa de 

juros de longo prazo e a taxa de juros de curto prazo. Logo, o spread do termo 

pode ser representado pelo prêmio do spread do vencimento adicionado de um 

erro aleatório. 
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2.3 Hipótese das Expectativas e a Modelagem Econométrica para Não 

Linearidade 

 

A teoria das expectativas é uma das teorias mais tradicionais, sua 

origem se deve à Fischer (1896) e indica que um investidor ao carregar um 

título por um longo tempo apropria-se de um rendimento que é uma média das 

taxas oscilantes daqueles que especularam nesse período. O argumento 

baseia-se na idéia de arbitragem, porque com oportunidades de arbitragem os 

tomadores teriam incentivos a tomar emprestado no curto prazo e emprestar no 

longo prazo (taxa de curto prazo menor que a taxa de longo prazo). 

Como a hipótese das expectativas estabelece um relacionamento entre 

a taxa de longo prazo e a taxa de curto prazo, a média das taxas à vista futuras 

esperadas, então o spread (ou prêmio de risco do vencimento) pode ser 

considerado como a inclinação da estrutura a termo. 

Dado alguns resultados inconclusivos de modelos de valor presente 

utilizados para testar a abordagem das expectativas, é comum o uso de 

modelos ampliados que incorporam outras variáveis e não somente as taxas de 

juros. Evans (1985 e 1987), por exemplo, estuda o efeito da política fiscal, 

particularmente de déficits, sobre as taxas de juros. No primeiro artigo, o autor 

encontra evidências de que déficits “grandes” afetam a taxa de juros de longo 

prazo e não a de curto prazo, alterando, portanto, a estrutura a termo. No 

segundo artigo, mostra que existem efeitos temporários associados aos 

anúncios de déficits sobre a taxa de juros de curto prazo. 

Nas aplicações da estrutura a termo aos dados brasileiros, 

encontramos esse modelo ampliado. Por exemplo, Rocha, Moreira e 

Magalhães (2002) analisam a importância do endividamento externo no spread 

de títulos soberanos. Na mesma linha, Matsumura e Moreira (2005) estudam a 

importância das variáveis macroeconômicas na determinação dos spreads. 

No caso da estrutura a termo de títulos no mercado interno, uma fonte 

de pesquisa é estudar, assim como Evans, o efeito da política fiscal sobre a 

estrutura a termo. Essa é uma das principais conclusões obtidas por Lima e 

Issler (2003, p.896): 
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“Há um campo aberto de pesquisa para testar teorias 

alternativas sobre a estrutura a termo no Brasil e, …, 

examinar o papel do gerenciamento da dívida pública pode 

ser um dos caminhos a ser trilhado”. 

Mesmo que modelos “aumentados” da estrutura a termo se constituam 

em importantes fontes de pesquisa, a relevância da não linearidade não deve 

ser subestimada. A série de spread apresentada em Lima e Issler (2003) 

mostra que é comum verificar choques abruptos seguidos de reduções 

graduais no spread. 

Esse fato estilizado pode ser estudado a partir de modelos não lineares 

de série temporais, tais como os modelos de “threshold”. Num modelo 

“threshold”, a variável dependente é função das variáveis independentes de 

forma peculiar: a variável dependente é descrita por um processo linear até 

certo limite (ou “threshold”), a partir do qual a relação das variáveis se altera. 

A idéia básica é ajustar os dados por modelos locais e o grande apelo 

é que podemos usar a intuição econômica para fazer esse ajuste. Nesse caso, 

o aspecto crítico do modelo é identificar a região onde temos a mudança na 

dinâmica do modelo, ou seja, identificar o x  e, além disso, quantas regiões ou 

sx '  existem. 

A abordagem “threshold” baseia-se em Hansen (2000), que forneceu a 

possibilidade de dividir a amostra e utilizar uma função indicadora com 

variáveis observáveis para determinar a divisão da amostra em subgrupos. 

Esse modelo de regressão pode ser descrito como: 

γθ ≤+= iiii qexy ,/
1      (2.7) 

γθ >+= iiii qexy ,/
2      (2.8) 

A variável “threshold” é definida por qi e tem sua utilização atrelada a 

divisão da amostra em grupos que podem ser considerados como classes ou 

regimes de política econômica. A variável aleatória ei corresponde ao erro da 

regressão. 
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Assim, temos uma amostra observada { }n

jiii qxy 1,, = , onde iy  e iq  

são valores reais e xi é um vetor de dimensão m. A variável “threshold” iq  

pode ser um elemento de xi e é assumida como apresentando uma distribuição 

contínua. 

Pode-se definir uma variável dummy como sendo ( ) { }γγ ≤= ii qId , 

onde I{⋅} é a função indicadora e fazendo ( ) ( )γγ iii dxx = , as equações são 

resumidas ao modelo: 

( ) iinii exxy ++= γδθ //
2       (2.9) 

Onde 12 θθδ −=n  denota o efeito “threshold”. 

Em seguida, torna-se necessário encontrar o valor de γ̂  que minimiza 

( )γδ n  dentro do conjunto Γ , isto é, ( )γδγ γ nnΓ∈
= minargˆ , onde 

[ ] { }nn qq ,...,, 1∩=Γ γγ  e { }nqq ,...,1  é a amostra de variáveis candidatas a 

“threshold”. 

Conforme Teräsvirta (2007), os modelos não-lineares ganharam 

importância na macroeconomia e na modelagem financeira e podem ser 

divididos em duas grandes categorias. A primeira categoria contém os modelos 

que não possuem o modelo linear como caso especial. A segunda engloba 

vários modelos populares que possuem o modelo linear. Neste artigo, a 

discussão é modelar as séries temporais econômicas pelos modelos de 

regressão com transição suave (Smooth Transition Regression – STR). 

O modelo STR é um modelo de regressão não-linear que pode ser 

visto como uma evolução do modelo de regressão de switching. Note que o 

modelo de regressão switching, com dois regimes e com variável switching 

observável, é um caso especial do modelo STR-padrão. Entretanto, o modelo 

de regressão switching com mais de dois regimes não possui o caso particular 

do modelo linear. 

O modelo STR padrão é definido como: 

( ) ( )[ ] tttttttt uzscGuscGzzy ++=++= /// ,,,, γθφγθφ    (2.10) 
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Onde T,1,t L= , ( )// , ttt xwz =  é um vetor de variáveis explicativas, 

( )/1
/ ,,,1 pttt yyw −−= L  e um vetor de variáveis exógenas ( )/1 ,, kttt xxx L= . Assim, 

( )/10 ,,,, mt φφφφ L=  e ( )/10 ,,,, mθθθθ L=  são vetores de parâmetros ( )( )11 ×+m  e 

( )2,0~ σiidut . 

A função de transição ( )tscG ,,γ  possui um limite ts , é uma função 

contínua no espaço parâmetro para qualquer valor de ts , γ  é o parâmetro de 

inclinação e ( )/1 ,, kccc L=  é um vetor de parâmetros de localização, onde 

kcc ≤≤L1 . 

A última expressão da equação (10) indica que o modelo pode ser 

interpretado como um modelo linear com coeficientes estocásticos que variam 

no tempo ( )tscG ,,γθφ + . A função de transição é uma função logística geral do 

tipo: 

( ) ( ) 0,exp1,,

1

1

>
















−−+=
−

=
∏ γγγ

K

k

ktt csscG     (2.11) 

Onde 0>γ  é uma restrição de identificação. As equações (2.10) e 

(2.11), em conjunto, definem a função Logística STR (LSTR). 

 

Modelo Linear x Não Linear (LSTR1 ou LSTR2) 

 

Quando 0=γ , então a função de transição ( ) 2/1,, ≡tscG γ  e o modelo 

STR da equação (6) é um modelo linear. Neste caso, a escolha para K está 

restrita a K=1 ou K=2. Para K=1, os parâmetros ( )tscG ,,γθφ +  mudam 

monotonicamente como função de ts de φ  até θφ + . Para K=2, eles mudam 

simetricamente ao redor do ponto médio ( ) 2/21 cc + , onde a função logística 

atinge seu valor mínimo. O valor mínimo fica entre zero e ½, atingindo zero 

quando ∞→γ  e ½ quando ∞<= γ e 21 cc .  O parâmetro γ  controla a 

inclinação e 21  e cc  fornecem a localização da função de transição. 
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O modelo LSTR com K=2 (LSTR2) é apropriado em situações nas 

quais o comportamento dinâmico local do processo é similar para grandes e 

pequenos valores de ts  e diferente no meio. Quando ∞→γ , o modelo LSTR2 

apresenta o resultado do modelo de regressão switching com três regimes, 

onde os regimes exteriores são idênticos e o regime do meio é diferente.  

Para a especificação do modelo temos duas fases. Na primeira fase, o 

ponto de partida é o modelo linear, que é submetido a testes de linearidade e, 

em seguida, seleciona-se o tipo de modelo STR (LSTR1 ou LSTR2) por 

intermédio do auxílio da teoria econômica. A linearidade é testada contra um 

modelo com variável de transição predeterminada, o teste pode ser repetido 

para cada variável constante do conjunto de variáveis de transição potenciais, 

subconjunto de tz . O objetivo do teste é avaliar a linearidade contra diferentes 

direções no espaço de parâmetros (se não rejeitar a hipótese nula, aceita o 

modelo linear e não usa o modelo STR) e utilizar seus resultados para escolher 

o modelo (se a hipótese nula é rejeitada para ao menos um dos modelos, o 

modelo rejeitado que é medido pelo valor-p mais forte, é escolhido para ser o 

modelo STR a ser estimado). 

O modelo STR tem a propriedade de ser identificado somente quando 

rejeita a hipótese nula de linearidade, 0=γ  (Estatística-t elevada, isto é, valor-

p menor que 50%). O problema de identificação decorrente do teste de 

linearidade pode ser contornado aproximando a função de transição pela 

expansão de Taylor ao redor da hipótese nula 0=γ . 

Assuma que a variável de transição ts  é um elemento em tz  e com 

( )/~,1 tt zz = , onde /~
tz  é um vetor ( )1×m . A aproximação gera a seguinte 

regressão auxiliar: 

,T,tuszzy t

j

j

ttjtt L1,~ *
3

1

//
0 =++= ∑

=

ββ     (2.12) 

Onde ( ) tttt zscRuu /
3

* ,, θγ+=  com o restante ( )tscR ,,3 γ . A hipótese nula 

é 0: 3210 === βββH  porque cada 3,2,1  , =jjβ , é da forma jβγ
~
, onde 0

~
≠jβ  

é uma função de c e θ . Esta é a hipótese linear num modelo linear nos 
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parâmetros. Como tt uu =*  sob a hipótese nula, a teoria de distribuição 

assintótica não é afetada se o teste LM é usado. 

Quando a linearidade for rejeitada e uma variável de transição for 

selecionada, o próximo passo é escolher o tipo do modelo. A escolha de K = 1 

ou K = 2 na equação (11), implica que o modelo é do tipo LSTR1 cujos 

parâmetros mudam monotonicamente como uma função da variável de 

transição (não necessitam mudar na mesma direção) e LSTR2 cujos 

parâmetros mudam simetricamente ao redor de (c1+c2)/2. A forma K=1 tem dois 

regimes extremos que são diferentes. Por exemplo, se a variável de transição é 

um indicador de ciclo de negócios, um regime será relacionado ao ciclo de 

expansão e o outro ao ciclo de contração. Entretanto, para K=2 o regime do 

meio é o regime diferente. 

A escolha entre os dois modelos pode ser caracterizada na regressão 

(12). Os vetores de coeficientes βj, j = 1, 2, 3, em (2.12) são funções dos 

parâmetros em (11). Para o caso especial de c = 0, pode ser mostrado que β2 = 

0 ocorre quando é um modelo LSTR1, enquanto que β1 = β3 =0 ocorre quando 

o modelo é LSTR2. Quando c ≠ 0, β2 mais próximo do vetor nulo do que β1 ou 

β3 ocorre quando o modelo é um LSTR1 e vice-versa para o modelo LSTR2. A 

seqüência de teste é: 

1. Testa a hipótese nula H04: β3 = 0 na equação (2.12). 

2. Testa H03: β2 = 0 |β3 = 0. 

3. Testa H03: β1 = 0 |β2 =β3 = 0. 

Se o teste de H03 gera a maior rejeição mensurada pelo valor-p, 

escolhe-se o modelo LSTR2. De outra forma, escolhe-se o modelo LSTR1. 

Todas as três hipóteses podem ser simultaneamente rejeitadas num nível de 

significância convencional de 0,05 ou 0,01 – pela contagem da maior rejeição. 

Os parâmetros do modelo STR são estimados usando a máxima 

verossimilhança condicional. A log-verossimilhança é maximizada 

numericamente com derivadas numéricas para esse propósito. Encontrar bons 

valores iniciais para o algoritmo é importante. Assim, quando c e γ  da função 

transição são fixos, o modelo STR é linear nos parâmetros. Isso sugere 
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construir um grid, estimar os parâmetros remanescentes θφ  e  condicionais a 

( )1,cγ  ou ( )21,, ccγ  para K = 2, e calcular a soma dos quadrados dos resíduos. 

O processo é repetido para N combinações desses parâmetros e selecionam-

se os valores dos parâmetros que minimizam a soma dos quadrados dos 

resíduos. 
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2.4 Avaliação Empírica na Economia Brasileira 

 

Este capítulo utiliza uma base de dados com informações mensais 

obtidas para o período de agosto de 1997 até setembro de 2011 (169 

observações). As séries históricas das operações de Futuro Pré x DI foram 

obtidas junto à BM&F para montagem da estrutura a termo das taxas de juros4; 

o resultado primário foi obtido pelo conceito “abaixo da linha” com informações 

do Banco Central do Brasil e os valores são informados como percentual do 

PIB, dados dos últimos doze meses; a taxa de inflação medida pelo Índice 

Nacional de Preços ao Consumidor - Amplo (IPCA) para 12 meses foi obtida 

junto ao IBGE e a taxa Selic foi obtida junto ao Banco Central do Brasil; a taxa 

de câmbio real/dólar foi obtida pela PTAX800 junto ao Banco Central do Brasil. 

A evolução do EMBI+Brasil5 (Emerging Markets Bond Index) foi obtida junto à 

Bloomberg para criar a série de Risco Brasil e permite avaliar o risco de 

dependência do capital internacional da economia brasileira junto aos 

investidores internacionais. Adicionalmente, ressalta-se que as variáveis foram 

dessazonalizadas pela aplicação do filtro X12 e incluímos variáveis explicativas 

defasadas para ajuste de especificação do modelo. 

Na Tabela 2.1 estão discriminadas as estatísticas descritivas da 

amostra utilizada para investigação empírica da economia brasileira. Essa 

tabela mostra uma inclinação positiva da estrutura a termo de juros, pois 

sinaliza um comportamento médio onde o spread para os vencimentos de 3 e 6 

meses e 1, 2, 5 e 10 anos varia de 0,11% a 0,73%. Note que as taxas mínimas 

e máximas nesses vencimentos corresponderam a -7,61% e +8,37% ao ano, 

são verificadas no spread medido pela diferença entre a taxa de 10 anos e a 

taxa de 1 dia. O desvio-padrão da amostra indica significativa variância contida 

na amostra, que cresce para os termos mais longos. A variável SUP apresenta 

                                                           
4  O cálculo utilizado para obter os spreads de vencimento mensais que compõem a amostra, estão 
discriminados no Apêndice IV. 
5 O Embi+Brasil mede a oscilação de preços dos títulos de um dia para o outro, sem avaliar opinião de 
especialistas. Sua unidade é o ponto base, ou seja, 500 pontos base implicam que os títulos brasileiros 
pagam 5% a mais do que os EUA, considerando pagamentos periódicos de juros, preço de compra, valor 
de resgate e tempo que falta até o prazo de vencimento das obrigações, É utilizado por investidores 
domésticos e internacionais. 
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um resultado médio de 1,90% de utilização da capacidade instalada da 

economia brasileira. O IPCA e o Risco Brasil, também, apresentaram 

significativa dispersão nos dados, variando de 1,64% a 17,24% ao ano e 142 a 

2.395 pontos base, respectivamente. 

 

Tabela 2.1 – Estatística Descritiva da Amostra – 1997/08 a 2011/09 

Variável Média Mediana Mínimo Máximo Desvio-padrão C.V. Assimetria Curtose
Rbrasil 580 461 142 2395 418 1,388 1,528 3,097
Selic 16,077 16,578 7,132 40,014 5,917 2,717 1,393 2,710
IPCA 6,303 2,142 1,645 17,236 2,973 2,120 1,800 4,090
II 102,707 102,940 89,420 111,790 4,206 24,419 -0,688 0,836
SUP 1,901 102,940 -0,253 3,059 0,810 2,345 -1,151 0,445
Spread_3 meses 0,110 0,030 -1,865 5,989 0,617 0,178 6,116 54,740
Spread_6meses 0,142 0,060 -3,761 8,370 0,966 0,147 4,384 37,364
Spread_1 ano 0,185 0,108 -5,473 8,330 1,223 0,151 1,928 17,201

Spread_2 anos 0,251 0,331 -6,537 7,517 1,425 0,176 0,632 8,528
Spread_5 anos 0,506 0,499 -7,608 5,489 1,938 0,261 0,047 2,631
Spread_10 anos 0,739 0,594 -7,590 6,820 2,306 0,321 0,331 1,659  
Fonte: Estatísticas apuradas pelos autores. 

 

A Figura 2.2 mostra que as taxas de longo prazo ficaram bem 

superiores as taxas de curto prazo no período de 07/1999 a 09/1999, de 

06/2001 a 03/2003, de 06/2004 a 10/2004, de 05/2008 a 09/2008 e de 11/2009 

a 06/2010, enquanto que no restante da amostra, apesar de algumas 

diferenças, não se verificou diferença tão significativa. 

 

Figura 2.2 – IPCA, ETTJ e Spread do Termo 
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Por outro lado, a Figura 2 mostra ainda que a estrutura a termo das 

taxas de juros brasileiras nem sempre apresenta um comportamento 

positivamente inclinado, indicativo de prosperidade e crescimento econômico 

(spread com valores acima de zero). Um aspecto relevante a ser observado 

indica que, a princípio, existe um relacionamento inverso entre a taxa de 

inflação e o spread do termo. Adicionalmente, o período de 2002 a 2003 

apresenta indícios de um movimento não linear nas variáveis analisadas. 

A não linearidade é o aspecto importante a ser analisado, é indicativo 

de mudanças de regimes de condução econômica decorrentes de crises 

financeiras (ou outros choques) que precisam ser identificadas em seu período 

de início e fim, bem como, explicar durante essas crises como as variáveis 

macroeconômicas afetam o comportamento das taxas de juros do mercado 

financeiro, sinalizando uma maior ou menor força das políticas monetária e 

fiscal.  

Figura 2.3 – Selic versus IPCA (ajuste por mínimos quadrados) 

 
 

A constatação da relação entre a taxa de inflação e a taxa de política 

Selic é reforçada pela Figura 2.3, onde existem indícios de que a inflação 

medida pelo IPCA tem tido um papel relevante na definição na taxa de juros 
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básica da economia, para uma boa parte dos dados, onde os dados que não 

apresentam associação devem ser anteriores à introdução do regime de metas 

de inflação em fev/1999. 

Para fornecer subsídios adicionais do motivo pelo qual o prêmio do 

vencimento diminui quando a inflação aumenta (ou aumenta, quando a inflação 

diminui), a Figura 2.4 mostra o efeito das taxas de juros real em relação ao 

termo de 1 ano. 

 

Figura 2.4 – Taxa de Juros Real vs. Taxa de Juros de Longo Prazo vs. 
Inflação Esperada Focus 
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Fonte: Estrutura a termo da inflação esperada foi construída pelos autores com 
base nas informações divulgadas na pesquisa Focus, obtida junto ao Banco 
Central do Brasil. 

 

As análises das Figuras 2.2 e 2.4 fornecem subsídios de que o 

relacionamento negativo entre taxa de inflação e spread de vencimento, 

possivelmente, está associado com uma redução da taxa de juros real (ou taxa 

de juros natural) da economia brasileira. 

Os modelos de “threshold” podem avaliar essa assimetria (não 

linearidade) mencionada entre elevações repentinas no prêmio de risco do 

termo e reduções graduais no mesmo, mas as aplicações de modelos 

“threshold”, apesar de abundantes em economia, têm o problema de que seu 

acesso é restrito. A importância dessa modelagem não deve ser 

menosprezada. Em modelos lineares, a hipótese de que o termo de erro pode 

ser aproximado pela distribuição gaussiana significa dizer que o gráfico tal 

como o gráfico da esquerda da Figura 2.2 (forward no tempo) deveria ter uma 
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aparência similar ao gráfico da mesma série refletida por um espelho 

(backward no tempo). 

Outra variável macroeconômica relevante para a economia brasileira é 

a taxa de câmbio real/dólar e o risco Brasil. Conforme mostra a Figura 2.5, o 

período de 2002/2003 apresentou elevado crescimento do prêmio de Risco 

Brasil, mesmo período em que as taxas de juros de longo prazo da estrutura a 

termo de taxas de juros e o prêmio de risco do termo (ver Figura 2.2) 

apresentaram elevação significativa. 

 

Figura 2.5 – Risco Brasil, Taxa de Câmbio e Resultado Primário/PIB 
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Fonte: Risco Brasil obtido junto à Bloomberg (EMBI+), Taxa de Câmbio e superávit 

primário pelo conceito “abaixo da linha” obtido junto ao Banco Central do Brasil. 

 

Para avaliar o impacto da política fiscal sobre o nível de taxas de juros 

da economia brasileira, o resultado primário, medido pelo conceito “abaixo da 

linha” 6 do Banco Central do Brasil, mostra um crescente aumento do superávit 

em relação ao Produto Interno Bruto – PIB (nos últimos doze meses) até o final 

de 2008, conforme Figura 2.4. Entretanto, a partir de 2009 o superávit começou 

a diminuir e depois voltou a aumentar a partir de 2010. 

A última variável macroeconômica acompanhada neste artigo 

representa o nível de atividade econômica real em relação ao nível potencial, 

mensurada pela diferença entre o nível de Produção Física Industrial 

                                                           
6 Essa apuração verifica a variação decorrente de juros, quando a dívida ao final de um período menos os 
juros pagos for maior que a existente no começo do período, constata-se déficit primário. No Brasil, esse 
resultado é calculado pelo Banco Central para todo o Setor Público (incluídos estados, municípios e 
estatais). As metodologias “acima” e “abaixo da Linha” são propostas pelo Fundo Monetário 
Internacional por meio dos Manuais de Estatísticas de Finanças Públicas. 
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(considerando a industrial em geral) e a aplicação do filtro Hodrick-Prescott – 

HP, conforme Figura 2.6. Note que a produção industrial brasileira foi afetada 

pela crise financeira internacional (crise subprime iniciada em agosto de 2007). 

 

Figura 2.6 – Produção Física Industrial, Produto Potencial e Hiato 
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Fonte: Tabela 2295 referente à- Produção física industrial por tipo de índice e seções e 
atividades industriais, obtida junto ao IBGE. Produto Potencial obtido por 
intermédio da aplicação do filtro HP na série de produção física industrial. 

 

Assim, percebe-se que a economia brasileira apresenta algumas 

características próprias que podem indicar não linearidades (mudança de 

regime), cujos reflexos podem estar alterando o comportamento da estrutura a 

termo de taxas de juros, bem como, o spread do termo. Além disso, os 

aumentos abruptos e as quedas lentas reforçam a necessidade da adoção de 

instrumental não linear, contemplando algumas variáveis macroeconômicas e 

analisando seus resultados esperados, contidos na literatura de política 

monetária e fiscal. 

 

Spread do Termo e as Variáveis Macroeconômicas no Brasil 

 

Esta seção estabelece o modelo econométrico a ser estimado e avalia 

os aspectos empíricos da macroeconomia, da estrutura a termo de taxas de 

juros e do spread de vencimento (ou do termo) verificados no Brasil. 
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Diebold, Rudebusch e Aruoba (2006) sugeriram que a incorporação 

das variáveis macroeconômicas na estimação da estrutura a termo de taxas de 

juros é importante para explicar os fatores de política econômica que estão 

afetando as oscilações das taxas de juros da economia. Nesse sentido, este 

trabalho pretende avaliar o impacto das variáveis macroeconômicas sobre o 

spread do termo da estrutura das taxas de juros brasileiras, obtidas no 

mercado financeiro. 

Esta seção investiga, empiricamente no Brasil, se existe uma relação 

entre o spread do vencimento e algumas variáveis macroeconômicas que 

refletem a condução da política econômica de um país. As variáveis 

macroeconômicas escolhidas representam o resultado primário da economia, o 

comércio exterior, a aversão ao risco global em relação ao Brasil e a taxa de 

inflação. Por sua vez, os efeitos da estrutura a termo de taxas de juros são 

considerados como a taxa verificada nas operações no mercado futuro PRE x 

DI, sendo que para o primeiro ponto da curva (1 dia) utiliza-se o CDI e para os 

demais são utilizadas as taxas dos contratos de DI futuro (operações de 

compra e venda futura), em diversos prazos obtidos no arquivo de fechamento 

da BM&F-Bovespa. 

Outras variáveis macroeconômicas foram testadas, mas não se 

mostraram significantes nessa modelagem não linear, dentre as quais 

destacamos a taxa de câmbio e a expectativa de inflação futura (pesquisa 

Focus do Banco Central). 

O índice de preços ao consumidor foi obtido junto ao IBGE e apurado 

com valores mensais verificados nos últimos doze meses. O resultado primário 

conceito “abaixo da linha” em percentual do PIB dos últimos doze meses. A 

proxy para dependência do capital internacional é o nível de risco país Brasil 

medido pelo EMBI+ Brasil, quanto maior a cotação implica em maior percepção 

de risco pelo mercado financeiro internacional para aos rumos da economia 

brasileira. 

Portanto, o objetivo deste artigo é explicar o comportamento do spread 

do termo, por intermédio dos impactos oriundos das variáveis 

macroeconômicas, associando os efeitos da condução da política econômica 
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com os movimentos no mercado financeiro, fornecendo subsídios para os 

formuladores de política econômica, em particular, o formulador da política 

monetária. 

Inicialmente, para entender o comportamento da estrutura a termo de 

taxas de juros, é estimar o spread do termo, partindo da equação da taxa 

forward: 

ttttttt

n

t

mn

t CâmbioSUPRBrasilLiiSPR επ +++++=−= 1,            (2.13) 

Após encontrar a série do spread de vencimento, o objetivo é explicá-lo 

em função da variável não-observável denominada das variáveis econômicas 

que representam a política monetária, o equilíbrio das contas públicas, o 

comércio exterior e a inclinação/curvatura dos juros no Brasil: 

ttttt

mn

t RBrasilcCâmbiocSUPcIpcaccSPR ε+++++= 54321
,         (2.14) 

Onde SPR é o spread do termo obtido pela diferença entre taxa de 

juros de longo prazo e taxa DI de um dia. A taxa de juros de longo prazo é 

obtida no mercado futuro Pré x DI negociado na BM&F e a taxa de juros de 

curto prazo é a taxa DI de um dia praticada no mercado financeiro. Ipca é a 

taxa de inflação do Índice de Preços ao Consumidor Amplo,  SUP é o resultado 

primário medido pelo conceito “abaixo da linha” do Banco Central do Brasil, 

Câmbio é a taxa de câmbio real-dólar apurada pela PTAX800 e RBrasil é o 

risco país medido pelo EMBI+Brasil e o último termo é o erro de previsão do 

prêmio do spread do termo. O subscrito t representa o mês de apuração das 

observações e sobrescrito n,m representa o prazo referente ao prêmio de risco 

do termo do spread entre a taxa de longo prazo m e a taxa de curtíssimo prazo 

n observadas no mercado financeiro 

O spread do vencimento pode apresentar comportamento não linear e, 

para isso, adotou-se o modelo STR para identificar a mudança dos regimes 

para, em seguida, estimar a regressão para cada uma das amostras com 

características diferentes. Entretanto, para aplicação do modelo “threshold” é 

necessário definir a variável de transição que explicaria a mudança entre 

regimes. Para escolher a variável de transição foram testadas as variáveis taxa 

de inflação, superávit primário, utilidade da capacidade instalada, nível de 
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produção física, risco Brasil e hiato do produto. A escolha do modelo obedeceu 

à minimização dos critérios de informação de Akaike (AIC), de Schwarz (SC) e 

de Hannah-Quinn (HQ).  

A equação (2.14) foi estimada pelo modelo Smooth Transition 

Regression – STR, conforme Teräsvirta (2007). A escolha desse estimador 

econométrico centrou-se na desconfiança da presença de não linearidade nas 

variáveis da amostra. Em particular, reforçou-se a desconfiança pelo 

comportamento histórico da estrutura a termo de taxas de juros, do spread do 

termo, da inflação e do risco Brasil. 

Nas estimações iniciais, foram encontrados problemas de 

autocorrelação e heterocedasticidade dos resíduos, motivo pelo qual foi 

adotado o procedimento de dessazonalizar as séries por intermédio da 

aplicação do filtro X12 e, também, o procedimento de incluir variáveis 

explicativas defasadas. 

Alguns resultados são esperados na estimação. A variável do nível de 

preços ao consumidor (IPCA) tem como resultado esperado um efeito positivo 

sobre as taxas de juros da estrutura a termo. Entretanto, como estamos 

avaliando o spread do vencimento (taxa longa menos taxa curta), é importante 

verificar se é a taxa de curto prazo ou de longo prazo que apresentará o maior 

efeito positivo. 

O resultado primário (SUP) tem como resultado esperado um efeito 

negativo sobre o spread do termo da estrutura das taxas de juros. Esse 

resultado é esperado porque o Banco Central do Brasil divulga o resultado 

primário conceito “abaixo da linha” para representar o montante de recursos 

obtido pelo governo que será deduzido da dívida líquida do setor público. Logo, 

quanto maior o superávit primário, menor será a dívida interna, implicando em 

menor percepção ao risco, indicativo de menor spread do termo das taxas de 

juros. 

A taxa de câmbio (Câmbio) tem como resultado esperado um efeito 

negativo sobre o spread do termo da estrutura das taxas de juros. Esse 

resultado é esperado porque ao elevar a taxa de câmbio real/dólar espera-se 

um aumento da taxa de juros, sendo o aumento maior nos termos mais curtos. 
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Logo, com a taxa de curto prazo aumentando mais do que a de longo prazo, o 

spread reduz. 

Outra variável de controle reflete a aversão ao risco global em relação 

à economia brasileira (RBrasil) medida pelo EMBI+ Brasil, cujo efeito esperado 

é positivo, isto é, quanto maior o risco país maior será o spread do termo 

exigido pelos investidores externos e domésticos, pois a precificação do risco 

do país é mensurada pela média ponderada dos títulos brasileiros negociados 

no exterior em relação aos títulos de mesma característica do governo dos 

Estados Unidos. Note que esse efeito decorre do fato que os títulos incluídos 

na apuração do risco país são de longo prazo e a precificação a mercado 

desses títulos já embute uma trajetória futura esperada para as duas 

economias e, em especial, do Brasil. 

Após a indicação dos impactos esperados nas variáveis de controle da 

estimação do spread do termo, o próximo passo é estimar a equação (2.14) e 

aplicar os testes econométricos de correta especificação do modelo. O primeiro 

passo é testar existência de linearidade ou não no modelo estimado. A escolha 

do valor de K (K = 1 ou K = 2) sinalizou a utilização do modelo de regressão 

suave logístico LSTR1, conforme pode ser observado na Tabela 2.2. 

 

Tabela 2.2 – Teste de Linearidade contra STR 

Termo F F4 F3 F2 Modelo
3 meses 3,80E-07 3,96E-03 5,47E+00 1,05E+01 LSTR1
6 meses 2,31E-11 4,41E-04 2,96E-01 5,75E-02 LSTR1
1 ano 1,17E-10 7,72E-04 3,92E-01 1,40E-01 LSTR1
2 anos 1,58E-08 7,44E-03 1,08E+00 9,39E-01 LSTR1
5 anos 3,16E-04 1,44E+00 1,85E+01 1,02E+01 LSTR1
10 anos 2,94E-03 1,73E+01 2,43E+01 6,26E+00 LSTR1

Amostra: [1997 M9 2011 M9]  T = 169

Valor-p dos testes F para variável de transição RBRASIL(t):

 

 

Ressalta-se, ainda, que foram avaliadas diversas defasagens no 

spread do termo e nas variáveis macroeconômicas, mas o modelo foi reduzido 

com a eliminação das variáveis redundantes, ficando somente o Spread, Ipca, 

Superávit, Dólar e RBrasil com uma defasagem no tempo. 
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Em seguida, foram feitas várias estimações da equação (2.14), uma 

para cada um dos spreads dos termos referentes da estrutura a termo de taxas 

de juros, quais sejam: 3 meses, 6 meses, 1 ano, 2 anos, 5 anos e 10 anos. Ao 

rodar essa estimação com as variáveis explicativas citadas anteriormente, o 

critério de informação de Akaike (AIC) foi utilizado para escolher o modelo 

dentre os modelos candidatos, sendo o preferido aquele que minimizou o valor 

AIC. Para avaliar a qualidade da especificação do modelo, foram aplicados os 

testes de não autocorrelação de Godfrey e o teste de homocedasticidade 

denominado ARCH-LM, avaliando se os resíduos não rejeitam a hipótese nula 

e chegamos aos resultados da Tabela 2.3. 

Tabela 2.3 – Testes de Especificação do Modelo 

lag / valor-p 3 meses 6 meses 1 ano 2 anos 5 anos 10 anos
1 0,2353 0,1283 0,1122 0,2335 0,0749 0,0281
2 0,5288 0,3084 0,0793 0,0338 0,0948 0,0486
3 0,0462 0,0280 0,0119 0,0092 0,0932 0,0405
8 0,0690 0,0995 0,0678 0,0600 0,2822 0,1195

lag / valor-p 3 meses 6 meses 1 ano 2 anos 5 anos 10 anos

valor-p (χ2) 0,4959 0,0504 0,0033 0,0007 0,0580 0,1672
valor-p (F) 0,4636 0,0351 0,0014 0,0002 0,0412 0,1378

TESTE DE ERROS NÃO AUTOCORRELACIONADOS

TESTE ARCH-LM

 

 

A estimação do spread de vencimento da estrutura a termo de taxas 

de juros corrobora a conclusão que Diebold, Rudebusch e Aruoba (2004) e 

constata-se que as variáveis macroeconômicas apresentam certo poder 

explicativo sobre a volatilidade do spread do termo das taxas de juros 

observadas no mercado financeiro brasileiro. 

Uma das principais variáveis adotadas no regime de metas de inflação 

vigente no Brasil durante o período da amostra é o nível de preços da 

economia medido pelo IPCA. Nesse contexto, a autoridade monetária 

determina a taxa básica Selic em resposta aos choques e para atingir a 

estabilização da economia. O coeficiente do IPCA é positivo na parte linear da 

estimação, mostrando que o efeito da taxa de curtíssimo prazo, ou seja de 1 

dia, é inferior ao efeito na taxa de longo prazo. Ressalta-se o maior efeito 
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positivo (maior impacto na taxa de longo prazo) nos termos de 6 meses, 1 ano, 

2 anos e 5 anos. É importante destacar que os coeficientes apresentaram a 

significância estatística esperada, com exceção do termo de 10 anos onde o 

valor-p ficou em 0,13 – mas próximo do 0,10 que era esperado. Na parte não 

linear da estimação, observamos que os coeficientes apresentam o efeito 

inverso e todos os coeficientes estimados foram significantes, indicando que o 

efeito da inflação ocorre em maior grau nas taxas de curto prazo, isto é 

indicativo de relacionamento positivo entre inflação e spread do vencimento 

durante inversões na condução das condições econômicas. 

 

Tabela 2.4 – Modelo STR Estimado 

Estimativa Valor-p estimate p-value estimate p-value estimate p-value estimate p-value estimate p-value
Parte Linear
Constante -0,3925 0,2947 -0,7370 0,0678 -0,9613 0,0343 -0,9936 0,0475 -0,2323 0,6981 0,1239 0,8470
Spread(t-1) -0,3190 0,0000 -0,2125 0,0026 -0,0681 0,3419 0,0536 0,4675 0,2847 0,0002 0,3850 0,0000
Ipca(t) 0,3765 0,0479 0,4924 0,0154 0,6223 0,0063 0,7063 0,0051 0,5362 0,0851 0,4956 0,1365
Sup(t) -0,1384 0,7590 0,0306 0,9498 0,1588 0,7723 0,2505 0,6804 0,5366 0,4519 0,6191 0,4161
RBrasil(t) 0,0021 0,1744 0,0046 0,0053 0,0069 0,0002 0,0084 0,0000 0,0099 0,0001 0,0103 0,0001
Dolar(t) -1,5016 0,2134 -1,8759 0,1482 -1,8704 0,2005 -1,6193 0,3158 -1,4107 0,4637 -1,0442 0,6100

Ipca(t-1) -0,3752 0,0386 -0,4817 0,0130 -0,6011 0,0058 -0,6816 0,0047 -0,5616 0,0575 -0,5428 0,0865
Sup(t-1) -0,0014 0,9976 -0,0937 0,8496 -0,1727 0,7570 -0,2469 0,6895 -0,4698 0,5169 -0,6066 0,4335
RBrasil(t-1) -0,0023 0,1082 -0,0047 0,0022 -0,0070 0,0001 -0,0084 0,0000 -0,0092 0,0001 -0,0094 0,0002
Dolar(t-1) 1,8255 0,1186 2,2594 0,0728 2,2906 0,1065 2,0335 0,1944 1,4610 0,4311 1,0222 0,6041
Parte Não Linear
Constante 9,2638 0,0000 11,3392 0,0000 10,9398 0,0003 9,7904 0,0030 4,8774 0,1724 3,5311 0,3840
Spread(t-1) 0,5850 0,0004 0,4512 0,0029 0,3101 0,0623 0,1762 0,3614 -0,2584 0,2498 -0,4031 0,1069
Ipca(t) -3,2045 0,0017 -4,3511 0,0012 -5,1269 0,0023 -5,2853 0,0056 -5,5618 0,0000 -5,9455 0,0000
Sup(t) -26,7692 0,0087 -32,9896 0,0222 -38,9276 0,0304 -39,3966 0,0440 -40,3836 0,0002 -43,3575 0,0004
RBrasil(t) -0,0205 0,0000 -0,0284 0,0000 -0,0325 0,0000 -0,0326 0,0000 -0,0313 0,0000 -0,0309 0,0000
Dolar(t) 27,9603 0,0000 35,9496 0,0001 39,5148 0,0009 37,9613 0,0038 35,7477 0,0000 35,4680 0,0000
Ipca(t-1) 1,5779 0,0823 2,2362 0,0579 2,6745 0,0763 2,6970 0,1179 3,2105 0,0056 3,3827 0,0060
Sup(t-1) 4,9465 0,2531 5,0061 0,3341 6,1623 0,3031 6,4718 0,3186 4,7349 0,3502 6,5796 0,2392
RBrasil(t-1) -0,0046 0,0966 -0,0042 0,2069 -0,0041 0,3066 -0,0037 0,4019 -0,0053 0,1347 -0,0071 0,0636
Dolar(t-1) -0,6854 0,8025 -0,4788 0,8803 2,0015 0,5870 4,3873 0,2763 9,9400 0,0103 13,0576 0,0029
Gamma 14,48 0,1087 15,75 0,0794 19,72 0,1780 23,52 0,3319 3819,32 0,9967 1080,18 0,8351
C1 1204,01 0,0000 1213,10 0,0000 1220,02 0,0000 1219,65 0,0000 1164,96 0,0000 1164,91 0,0000

Função Transição LSTR1 LSTR1 LSTR1 LSTR1 LSTR1 LSTR1
AIC 0,2428 0,3936 0,6402 0,8449 1,1619 1,2847
SC 0,6519 0,8027 1,0493 1,2540 1,5710 1,6938
HQ 0,4088 0,5596 0,8062 1,0109 1,3279 1,4507
R2 ajustado 0,4742 0,5403 0,5171 0,4885 0,5121 0,5729
Variância resíduos 1,1289 1,3127 1,6797 2,0614 2,8301 3,1999
Desvio resíduos 1,0625 1,1457 1,2960 1,4357 1,6823 1,7888
Modelo estimado: Spread = Constante + Spread(t-1) + Ipca + Superavit + Dolar + RBrasil + Ipca(t-1) + Superavit(t-1) + Dolar(t-1) + RBrasil(t-1)
Variável de Transição: RBrasil(t)
Amostra: setembro/1997 a setembro/2011

5 anos
Variáveis

10 anos3 meses 6 meses 1 ano 2 anos

 

 

Na parte linear, o resultado primário (SUP) não apresentou o impacto 

negativo esperado na variável em nível, somente na variável defasada, mas 

ambas variáveis não apresentaram a significância estatística esperada. Na 

parte não linear, o efeito negativo foi observado com coeficientes significantes, 

indicativo que durante momentos de turbulência o controle do resultado 

primário é importante para explicar a estrutura a termo de taxas de juros, por 
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gerar credibilidade de que o montante de recursos obtido pelo governo terá o 

impacto benéfico de reduzir a dívida líquida do setor público. Logo, quanto 

maior o superávit primário, menor será a dívida interna, implicando em menor 

percepção ao risco, indicando menor spread do termo das taxas de juros. 

Os coeficientes estimados para a taxa de câmbio (Câmbio) não 

apresentaram significância estatística na parte linear, seja na variável em nível 

como na variável defasada. Na parte não linear, a variável defasada também 

não foi significante e o efeito da variável em nível foi inverso do esperado em 

períodos de normalidade econômica. 

A análise da variável de transição e que representa a aversão ao risco 

global em relação à economia brasileira corrente, RBrasil, apresentou o efeito 

positivo esperado na variável em nível e na parte de linear, indicando que 

maior dependência do capital internacional implica em maior prêmio de risco do 

termo das taxas de juros do mercado financeiro brasileiro. Na parte não linear 

essa relação positiva da variável em nível não foi. Apesar de RBrasil ser 

fundamental para identificar a não linearidade das séries analisadas (períodos 

de choques na economia brasileira), a magnitude dos coeficientes obtidos tanto 

na parte linear e como na parte não linear, foi muito baixa e mostra que essa 

variável não é relevante para explicar as variações no prêmio de risco do termo 

das taxas de juros brasileiras. 

Além dos efeitos observados nas variáveis explicativas defasadas, as 

mesmas e a taxa de câmbio ao serem introduzidas corrigiram problemas de 

autocorrelação e heterocedasticidade identificados anteriormente, além do que 

muitas delas mostraram sua importância com coeficientes estimados sendo 

significantes. 

Portanto, mesmo num modelo de equilíbrio parcial que considera 

somente a direção das variáveis macroeconômicas influenciando o spread dos 

juros, a incorporação das variáveis macroeconômicas é relevante para explicar 

o spread do termo das taxas de juros e, conseqüentemente, a inclinação da 

estrutura a termo das taxas de juros brasileira. 
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2.5 Conclusão 

 

O objetivo deste trabalho foi explicar os movimentos da inclinação da 

estrutura a termo de taxas de juros como função de variáveis 

macroeconômicas observáveis. Para tanto, utiliza um estimador econométrico 

não linear para encontrar a variável inclinação e curvatura das taxas de juros 

brasileiras. 

As conclusões indicam que a política monetária tem um efeito 

significante sobre o diferencial de entre as taxas de juros de curto e longo 

prazo. Em particular, verificou-se que o coeficiente do IPCA é positivo na parte 

linear da estimação, mostrando que o efeito da taxa de curto prazo é superior 

ao efeito na taxa de longo prazo. Logo, ao controlar a inflação via política 

monetária, o Banco Central estará controlando a expectativa do mercado 

financeiro quanto às taxas de juros de curto prazo. 

O resultado primário é relevante nos momentos de instabilidade 

econômica (parte não linear da estimação), pois o efeito negativo com 

coeficientes significantes é indicativo que o superávit primário é importante 

para gerar a credibilidade de que o montante de recursos obtidos pelo governo 

será suficiente para controlar a dívida líquida e, com isso, menor será a 

percepção de risco do mercado financeiro, evidenciado pela redução do spread 

do termo das taxas de juros. 

Adicionalmente, um dos resultados mais relevantes dessa pesquisa é 

encontrar a variável macroeconômica capaz de explicar as alterações na 

estrutura a termo de taxas de juros da economia brasileira (inclinação e 

curvatura), em particular, destaca-se sua relevância para explicar os momentos 

de crise. Na economia brasileira, e na amostra estudada, a variável que 

desempenha essa função é o Risco Brasil, mensurado pelo EMBI+ Brasil. 

Com isso, foi possível observar a relevância do modelo de equilíbrio 

parcial que avalia numa única direção (variáveis macroeconômicas 

influenciando o spread dos juros), em explicar a inclinação da estrutura a termo 

das taxas de juros brasileira. 
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Ao final, destacamos a relevância de trabalhos futuros para avaliar o 

impacto das variáveis macroeconômicas e da percepção do mercado financeiro 

medida pela curva de juros, dentro de um instrumento de equilíbrio geral onde 

a causalidade ocorrerá nas duas direções, possibilitando avaliar as trajetórias 

de equilíbrio da economia e seus efeitos sobre a estrutura a termo de taxas de 

juros. 
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Apêndice 2.I – Evolução da Estrutura a termo e do prêmio do termo das 

taxas de juros do mercado financeiro brasileiro 
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Apêndice 2.III – Formação da Estrutura a Termo de Taxas de Juros 

 

Os vértices que compõe a estrutura a termo de taxas de juros do 

mercado financeiro brasileiro formam um curva de taxas de juros denominada 

de curva prefixada sem caixa. 

Essa curva é apurada diariamente e indica as taxas de juros para 

períodos futuros (vértices ou termos) num regime de capitalização composto, 

na base anual com 252 dias úteis. 

Os vértices escolhidos para forma a curva de juros brasileira são: 1 dia, 

1 mês, 3 meses, 6 meses, 1 ano, 2 anos, 5 anos e 10 anos. 

O primeiro termo, 1 dia, utiliza a taxa CDI que reflete o mercado de 

Depósito Interfeinanceiro. Ao passo que os demais vértices utilizam os 

contratos futuros Pré x DI negociados na BM&F – Bovespa 

A obtenção dos vértices superiores a 1 dia ocorre utilizando a equação 

abaixo: 

1
000.100

252

−

























=

t

t

t
PU

ETTJ  

Onde: 

tETTJ  = curva de juros, denominada prefixada sem caixa, para o prazo 

em dias úteis t, com regime de capitalização composta e para 252 dias úteis. 

tPU  = PU de ajuste da BM&F – Bovespa, para o contrato futuro de Pré 

x DI negociado para t dias úteis. 

t = corresponde ao prazo em dias úteis do contrato futuro de Pré x DI. 

Alguns aspectos adicionais precisam ser esclarecidos para o 

entendimento de como foi formada a curva de juros. Inicialmente, note que 

quando o vencimento do contrato futuro cair um dia úteil à frente, foi 

considerado a taxa diária do CDI. 
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Quando o vértice desejado (1 mês, 3 meses, etc) cair entre o 

vencimento de dois contratos futuros, será feita a interpolação da taxa 

embutida nesse período por intermédio da seguinte equação: 

1

252

−


























=

−

−
i

jk

ji t

tt

tt

j

k
ji

F

F
Fi  

Onde: 

ii  = é a taxa de juros anual obtida por intermédio da interpolação entre 

as duas taxas de juros obtidas para dois vencimentos diferentes de contratos 

futuros na BMF & Bovespa. 

it  = prazo em dias úteis a ser interpolado. 

jF  = fator acumulado para o período de jt . 

kF  = fator acumulado para o período de kt . 

jt  = prazo em dias úteis referente ao vencimento de contrato anterior 

(vértice anterior). 

kt  = prazo em dias úteis referente ao vencimento de contrato posterior 

(vértice posterior). 

Note que o fator acumulado para o prazo em dias úteis t corresponde à 

( )252
1

tj ETTJF = , e a ETTJ em dias úteis t está expressa por capitalização 

composta e considerando 252 dias úteis. 

Quando ocorrer um feriado em São Paulo, sede da BMF & Bovespa, 

será efetuada a atualização das taxas do dia anterior pela taxa CDI de um dia 

útil, ou seja, 
( )

1
1

000.100

252

252

1

1

−

































+×
=

−

t

t

t

CDIPU

ETTJ . 

Após a otenção das taxas para cada um dos termos (1 dia, 1mês, 3 

meses, 6 meses, 1 ano, 2 anos, 5 anos e 10 anos) e para cada dia no período 

da amostra, torna-se necessário apurar a taxa dos termos para os meses que 
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compõe a amostra e que serão utilizadas para fazer a estimação em base 

mensal. 

A obtenção da taxa mensal dos termos é feita trazendo a taxa anual 

para 252 dias úteis para um dia útil e acumulando para cada uma das taxas de 

cada dia útil que compõe o mês e, posteriormente, a taxa mensal é anualizada 

da seguinte forma: 

( ) ( ) 111
mês do úteis dias de nr.

252

252

1
útil dia ésimo-n252

1
útil dia10 −








+××+= tt

mensal

t ETTJETTJETTJ L  

Dessa forma, obtemos uma amostra com as taxas que compõe a 

estrutura a termo de taxas de juros para cada um dos meses que compõe a 

amostra sob a qual será executada a estimação econométrica. 
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CAPÍTULO 3 

ESTRUTURA A TERMO DAS TAXAS DE JUROS NO MODELO DSGE: UMA 

ANÁLISE PARA O BRASIL         

 

 

3.1 Introdução 

 

Este artigo estima um modelo para estrutura a termo dos juros 

praticados no mercado financeiro brasileiro, inserido dentro do modelo dos 

novos keynesiano. Com a inclusão da curva de juros espera-se melhorar os 

parâmetros do modelo DSGE, em virtude da incorporação das variáveis que 

não são observáveis. 

Ao estimar, simultaneamente, os efeitos macroeconômicos sobre a 

estrutura a termo de taxas de juros e o efeito do termo das taxas de juros sobre 

a macroeconomia, contribui com as pesquisas empíricas que avaliam a 

economia brasileira. 

O artigo vai utilizar um modelo estrutural composto pela curva IS que 

representa a demanda agregada, pela curva de Phillips que indica a oferta 

agregada e pela regra de política monetária, segundo Bekaert, Cho e Moreno 

(2010). 

A estrutura a termo de taxas de juros será incoporada pelo diferencial 

entre as taxas de longo e de curto prazo (spread do termo), onde a taxa de 

juros de curto prazo é a taxa que representa a condução da política monetária. 

A importância de estudar o spread do termo é a possibilidade de interpretar 

seus efeitos, pois ao incorporar o spread do termo podemos analisar as 

expectativas do mercado financeiro quanto à taxa de inflação e de juros 

contidas na estrutura a termo das taxas de juros. 

O capítulo está estruturado em cinco seções. Além desta introdução, a 

seção 3.2 traz a revisão da literatura dos novos keynesianos e da estrutura a 

termo de juros; a seção 3.3 apresenta o modelo DSGE incorporando a curva de 

juros; a seção 3.4 faz a avaliação empírica sobre a economia brasileira e a 

seção 3.5 mostra as principais conclusões do trabalho. 
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Ao final espera-se discriminar o impacto da estrutura a termo de juros 

sobre os coeficientes da inflação, produto e taxa básica de juros do banco 

central, ao mesmo tempo, em que avalia o impacto dos choques 

macroeconômicos no comportamento dos fatores latentes nível, inclinação e 

curvatura, que descrevem a estrutura a termo de taxas de juros. 
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3.2 Macroeconomia Novo Keynesiana e Estrutura a Termo das Taxas de 

Juros 

 

A teoria macroeconômica dos novos keynesianos é a teoria que 

fornece fundamentos microeconômicos num ambiente onde prevalesce a 

hipótese de expectativas racionais. 

A principal premissa dos novos keynesianos é que famílias e empresas 

possuem expectativas racionais, cujos preços e salários são "viscosos" e não 

permitem ajustes instantâneos às mudanças nas condições econômicas. Essa 

rigidez nos preços e as falhas de mercado implicam que uma das situações 

possíveis é a economia não atingir o pleno emprego. 

Um aspecto relevante na teoria novo keynesiana é que a taxa natural 

de juros pode ser definida com a taxa encontrada em equilíbrio com 

expectativas racionais e preços flexíveis. Essa taxa natural possui três 

propriedades: (a) é a taxa de juros de um período, (b) é a taxa real de juros no 

equilíbrio período a período e (c) é uma taxa que está sujeita a variações de 

curto e longo prazo. 

Dentro desses conceitos é introduzida a política monetária para manter 

a estabilização dos preços e a expansão monetária no curto prazo atua como 

resposta a choques inesperados que afetam a economia e diminuem o produto 

e tragam instabilidade para a taxa de inflação, conforme Woodford (2003) e 

Galí (2008). 

Eventuais desvios na taxa de juro de curto prazo em relação aos 

movimentos na taxa de juro de longo prazo devem ser considerados como 

desvios da taxa natural de juros e seus reflexos devem ser incorporados ao 

modelo estrutural da economia para avaliar o impacto na magnitude do 

parâmetro estrutural e nas trajetórias das variáveis macroeconômicas. 

Portanto, trata-se de um modelo parcimonioso que não descreve os 

efeitos da estrutura a termo dos juros. Com isso, vamos buscar uma 

interpretação fora da macroeconomia para entender os movimentos da curva 
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de juros, no caso, na literatura microeconômica, para explicar sua formação e 

derivar a curva de juros dentro do modelo novo keynesiano. 

A literatura financeira de estrutura a termo de juros começa com a 

definição da existência de oportunidades de arbitragem e com o esclarecimento 

de sua importância para o equilíbrio de uma economia. Note que as 

oportunidades de arbitragem podem ser de dois tipos. A “arbitragem do 

primeiro tipo” ocorre quando existe uma estratégia de negociação e uma 

carteira de ativos, cujo valor corrente da carteira é igual a zero e o valor futuro 

da carteira na data final é não negativo com probabilidade unitária e 

estritamente positivo com probabilidade positiva. As “oportunidades de 

arbitragem do segundo tipo” existem quando uma estratégia de negociação é 

tal que o valor corrente da carteira é negativo com probabilidade unitária e o 

valor final não negativo. 

A existência de uma oportunidade de arbitragem do primeiro tipo numa 

economia ocorre se, e somente se, existe uma oportunidade de arbitragem do 

primeiro tipo equivalente nessa economia, onde os preços são expressos em 

termos do valor de um ativo do mercado monetário que é localmente livre de 

risco. 

Com as condições necessárias garantimos que não existem 

oportunidades de arbitragem na economia e, assim, sabemos que existe um 

único preço associado a qualquer direito contingente atingível que satisfaz 

essas condições. Com isso, a premissa de não existência de arbitragem 

centra-se na ocorrência de um ajuste perfeito da estrutura a termo num ponto 

do tempo. A opção de modelagem da estrutura de juros pela não arbitragem, 

considerando a abordagem na qual a curva de juros de curto prazo é exógena 

e obtida diretamente do mercado financeiro, foi apresentada por Hull e White 

(1990) e Heath, Jarrow e Morton (1992). 

Por outro lado, a abordagem de equilíbrio com não arbitragem onde a 

taxa de juros de curto prazo é incorporada de forma endógena na modelagem 

da dinâmica da estrutura a termo das taxas de juros, no denominado modelo 

afim, foi apresentada nas contribuições de Merton (1973), Vasicek (1977) e 

Cox, Ingersoll e Ross (1985). 
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Merton (1973) deduz um conjunto de restrições sobre a precificação de 

opções para torná-la consistente com a teoria de precificação racional dos 

títulos, explicitando fórmulas de precificação das opções de compra e de venda 

que permitiram extensões na teoria de precificação dos passivos corporativos. 

A equação diferencial estocástica da taxa de juros de curto prazo instantânea 

de Merton é igual a ( ) ( )tgdWadttdr += , onde a  e g  são constantes reais e 

( ){ }0, ≥= ttWW  é o movimento browniano padrão. Merton indicou que a 

premissa de processo estocástico para a taxa de juros nominal de curto prazo 

é irreal, pois admite taxas de juros nominais com valores negativos. 

Vasicek (1977) derivou uma forma geral da estrutura a termo de taxas 

de juros com as premissas de que a taxa spot segue um processo difusão, 

onde o preço do título descontado depende somente da taxa spot sobre seu 

termo e que o mercado é eficiente. Assim, mostrou por meio do argumento de 

arbitragem que a taxa esperada de retorno de qualquer título que excede a 

taxa spot é proporcional ao seu desvio padrão. A equação diferencial 

estocástica é da forma ( ) ( ) ( )dWtrdstrftdr ,, ρ+= , onde ( )tW  é um processo de 

Wiener com variância incremental ( )td . As funções ( )trf ,  e ( )tr,2ρ  

representam o drift e a variância do processo ( )tr . Espera-se que o preço do 

título descontado seja determinado unicamente pela taxa de juros spot sobre 

seu termo, isto é, pela avaliação corrente da trajetória da taxa spot em relação 

ao termo do título, sem assumir uma forma particular de comportamento. 

Cox, Ingersoll e Ross (1985) apresentaram um modelo de precificação 

de ativo em equilíbrio geral para estudar a estrutura a termo das taxas de juros. 

Assim, as antecipações, aversão ao risco, alternativas de investimento e 

preferências sobre o momento temporal do consumo tem um papel importante 

na determinação do preço dos títulos. Esse modelo veio para solucionar o 

problema de crescimento ilimitado da taxa de juros do modelo de Merton e o 

problema da possibilidade de taxas de juros nominais negativas de Merton e 

Vasicek. 

O modelo CIR é um modelo de equilíbrio geral, com uma descrição 

intertemporal completa de uma economia competitiva em tempo contínuo. A 

economia é composta por indivíduos idênticos que maximizam uma função 



 84

objetivo, representada pela função utilidade do tipo Von Neumann-Morgenstern 

composta por consumo e pelo estado da tecnologia. No equilíbrio da sociedade 

homogênea, a taxa de juros e a taxa de retorno esperada sobre os direitos 

contingentes precisam se ajustar até que toda riqueza seja investida num 

processo de produção. O investimento pode ser feito pelos indivíduos ou pelas 

firmas, o valor de equilíbrio é dado pela solução do problema com um único 

produto físico. A trajetória da variável-estado é dada por uma equação 

diferencial estocástica do tipo ( ) [ ] ( )tdWYdtYtdY νςξ ++=  e a dinâmica das 

taxas de juros pode ser expressa como ( ) ( )( ) ( )( ) ( )tdWtrdttrtdr σθκ +−= . 

O comportamento da taxa de juros que está implícito na estrutura CIR 

segue as seguintes propriedades: (a) as taxas de juros negativas são 

excluídas, (b) se a taxa de juros atinge o valor zero, em seguida será positiva, 

(c) a variância absoluta da taxa de juros aumenta quando a taxa de juros 

aumenta, e (d) existe uma distribuição no estado estacionário para a taxa de 

juros. 

Em Ho e Lee (1986), a incerteza temporal contínua pode ser 

especificada por um espaço de probabilidade filtrado. Com a suposição de que 

o mercado de títulos é livre de arbitragem e completo. A escolha do processo 

de taxa de juros de curto prazo dado ocorre de forma arbitrária. 

O modelo de Hull e White (1990) está para Vasicek, assim como o 

modelo de Ho e Lee está para Merton, isto é, trata do modelo de Vasicek com 

estrutura a termo inicial exógena. O processo estocástico da taxa de juros de 

curto prazo é ( ) ( ) ( )( ) ( )tWgddttrtatdr
~

+−= κ , onde ( )ta  é uma função 

determinística, κ  e g  são constantes positivas e ( )tW
~

 é um processo Wiener 

unidimensional. 

A relação do modelo de Hull e White para Vasicek e do modelo de Ho e 

Lee para Merton, pode ser observada ainda no modelo de Heath, Jarrow e 

Morton (1992), omo extensão do modelo de Cox, Ingersoll e Ross. Note que o 

modelo HJM é um modelo geral, sobre o qual podemos obter diversos casos 

particulares, como o modelo de Ho e Lee, bem como, Hull e White. O modelo 
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HJM indica que a não existência de oportunidades de arbitragem leva a uma 

restrição sobre a taxa futura. 

A inclusão da estrutura a termo no modelo novo keynesiano, 

assumindo a condição de não existência de arbitragem e a introdução de 

heterocedasticidade na forma de raiz quadrada vai permitir derivarmos o 

modelo CIR dentromdo modelo DSGE. 

Um dos trabalhos pioneiros que procurou interpretar os resultados 

macroeconômicos em conjunto com a curva de juros foi Bekaert, Cho e Moreno 

(2010), cujos resultados procuraremos analisar na economia brasileira. 
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3.3 Equilíbrio Geral Dinâmico Estocástico e a Estrutura a Termo 

 

Nesta seção procuramos esclarecer como a estrutura a termo de taxas 

de juros insere-se dentro do modelo de equilíbrio geral dinâmico estocástico, 

seguindo o trabalho desenvolvido por Bekaert, Cho e Moreno (2010). 

Destacamos também a relevância de modelar o produto natural e a meta de 

inflação de forma endógena. 

Note que o modelo macroeconômico novo keynesiano é representado 

por um sistema de equações simultâneas com três equações: a curva IS, a 

curva de Phillips e a regra de política monetária. 

Esse sistema de equações fornece uma representação estrutural da 

economia dentro da visão novo keynesiana, mas não trata de forma explícita 

como a estrutura a termo de juros está inserida no modelo e com os 

movimentos da curva de juros e a atuação da autoridade monetária podem 

estar sincronizadas para responder a movimentos transitórios que podem 

afetar o nível natural de longo prazo da economia e, talvez, criando alguma 

persistência adicional. 

Nessa busca de esclarecer a modelagem que inclui a curva de juros, 

vamos partir do problema do consumidor e utilizar as três equações padrão, em 

seguida incluiremos duas equações adicionais, a primeira equação vai 

determinar uma trajetória do produto natural de forma endógena e, com isso, 

vai afetar o hiato do produto. A segunda equação vai estabelecer a dinâmica da 

meta de inflação com base na estrutura a termo da taxa de inflação. A estrutura 

a termo de juros será obtida de forma indireta a partir do problema do 

consumidor, conforme determina o modelo CIR, donde partimos da 

precificação dos ativos para obter a formação da estrutura a termo de juros do 

mercado financeiro. 

Vamos começar a explicação pelo problema do consumidor 

representativo, que é maximizador de sua utilidade dentro de sua restrição 

orçamentária. Note que a função utilidade representa a importância dada pelo 

consumidor para a aquisição de bens de consumo e para as horas dedicadas 

ao trabalho que serão remuneradas pelas firmas. Por outro lado, a restrição 
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orçamentária retrata a diferença entre os gastos desse consumidor com 

consumo e aquisição de títulos e os ganhos oriundos do rendimento dos títulos 

adquiridos no período anterior, a receita que ele obtém com a venda de seu 

trabalho e, também, com as transferências que pode receber. 

O problema do consumidor é maximizar sua função de utilidade sujeita 

à restrição orçamentária: 

( )

( )
{ } 0lim

:.

11

1
;

1
//

11

≥

++≤+










+
−

−

−
=

∞→

−

∞

=

+−
−

∞

=

− ∑∑

TtT

ttttttttt

ts

sssts

t

ts

xss

ts

t

BE

dQDNWQdCPas

NCF
EFNCUEMax

χσ
ψψ

χσ

  (3.1) 

Onde o fator de mudança ou de deslocamento da demanda agregada 

assume a forma 
ttt GHF = , com 

tH  sendo o nível de hábito externo que é 

exógeno ao agente e depende do consumo passado e 
tG  representando o 

choque exógeno de demanda agregada que pode ser interpretado como 

choque de preferência sobre o consumo. A persistência endógena do produto é 

criada conforme Fuhrer (2000), isto é, η
1−= tt CH  e η  mede o grau de 

dependência do hábito sobre o nível de consumo passado.  Essa persistência 

do hábito tem uma relação linear com a persistência do hábito de Fuhrer 

(2000), que é da forma ( )1−= ση h , onde h é o parâmetro de persistência do 

hábito em Fuhrer. 

Ao resolver o problema acima, a condição de maximização de primeira 

ordem do consumidor termina numa equação que caracteriza seu 

comportamento maximizador. Na interpretação mais simples desse problema, 

segundo Galí (2008), temos: 













=
+

+

1,

1,

t

t

tc

tc

tt
P

P

U

U
EQ β        (3.1) 

Note que essa equação pode se interpretada como uma equação de 

precificação dos títulos mantidos pelas famílias para acumular riqueza. Essa 

equação mais simples possibilita reescrever obter dois componentes. Um pay-

off representado por 1+tx  e um fator de desconto responsável por trazer o valor 
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desse pay-off no tempo futuro para o tempo presente e que é representado por 

1+tm , isto é { }11 ++= tttt xmEQ . 

Adicionalmente, observe que o fator de desconto 

( ){ }tctctt UUEm ,1,1 //1 ++ = β  indica a diferença entre o consumo presente em 

relação ao consumo futuro, em condições normais. Por outro lado, o pay-off 

111 //1 +++ == tttt PPx π  representa a relação entre os preços presentes e futuros. 

Cochrane (2001) mostrou que essa equação representa o princípio 

fundamental da precificação de qualquer ativo contingente e indica que o preço 

de um ativo é formado pela expectativa do seu pay-off descontado por um fator 

de ajuste associado com a aversão ao risco. Em outras palavras, o preço de 

um ativo é formado pelo fator que representa a taxa marginal de substituição 

intertemporal do consumo, também conhecida como fator de desconto 

estocástico ou processo do núcleo de precificação (pricing kernel process). 

Esse fator de desconto estocástico é o elo que permite a incorporação 

da estrutura a termo de taxas de juros no modelo novo keynesiano padrão. 

Agora, vamos começar a discriminar as equações do modelo estrutural 

que será estimado neste capítulo. Essa análise específica adota a formação de 

hábito externo no consumo, inserido dentro da função utilidade do consumidor. 

Essa formação de hábito cria uma persistência no produto, fazendo com que o 

produto precise de um tempo maior para retornar a seu nível natural, após 

sofrer um choque. Vamos considerar a função utilidade do tipo Lucas (1978): 

( ) ( ) ( )[ ] [ ]χσ χσ +−−−= +− 1/1/1;, 11
tttttt NCFFNCU     (3.2) 

Note que σ  é o coeficiente de aversão ao risco ou elasticidade 

intertemporal inversa do consumo, χ  é a elasticidade intertemporal inversa da 

oferta de trabalho, tF  é o fator de mudança da demanda agregada com 

componente de hábito externo e outro de choque exógeno na demanda 

agregada. 

Como premissa, o deslocamento da curva de demanda agregada pode 

assumir a forma de 
ttt GHF = , com 

tH  representando o nível de hábito 

externo exógeno ao consumidor e 
tG  um choque exógeno na demanda 
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agregada que pode representar, por exemplo, um choque de preferência sobre 

o consumo. Definindo η
1−= tt CH  temos que η  representa o grau de 

dependência do hábito em relação ao consumo passado. 

Como discriminado no Apêndice 3.I, a resolução apropriada do 

problema do consumidor mostra ( )( )( )1111 /// ++
−−

++ = ttttttt PPFFYYM σσψ  é o processo 

que representa o núcleo de precificação da forma, obtido a partir da primeira 

equação do sistema estrutural da economia, a curva IS. 

Depois de resolvido o problema do consumidor, devemos entender o 

comportamento das firmas para obtermos a representação entre a inflação e o 

hiato do produto. Os detalhes da análise do problema de maximização do lucro 

das firmas está discriminada no Apêndice 3.II. 

Para maximizar seu lucro diante de um ambiente de competição 

monopolística no mercado de bens intermediários, seguimos Blanchard e 

Kyiotaki (1987) onde uma fração das firmas reajustamo o preço de seu produto 

seguindo Calvo (1983). Ao encontrarmos o ponto de máximo lucro, obtermos a 

segunda equação estrutural, a curva de Phillips (AS). 

A terceira equação é a tradicional regra de política monetária do Banco 

Central de Clarida, Galí e Gertler (1999), onde a autoridade de monetária 

estabelece a taxa de juros de curto prazo suavizando as taxas de juros. Os 

detalhes dessa especificação estão discriminadas no apêndice 3.III. 

Uma diferença em relação ao modelo padrão, dos novos keynesianos, 

é a presença da equação para definir a dinâmica do produto natural, de forma 

endógena. Para esclarecer essa modelagem, o Apêndice 3.II discrimina que a 

obtenção dessa curva a partir da função de produção, ocorre com a adoção do 

custo médio e da presença de markup no mercado do produtor. 

Outra diferença deste modelo é a inclusão da equação que modela a 

postura da autoridade monetária, cujo comportamento é estabelecer a meta de 

inflação ideal da economia com base nas expectativas do setor privado para a 

inflação no longo prazo. Nesse modelo o valor esperado da taxa de inflação é 

obtido pela média ponderada das taxas de inflação futuras e da meta, esta 

última deve ser definida para ficar próxima da inflação futura e para suavizar as 
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mudanças das metas definidas anteriormente. Para esclarecer como isso 

ocorre, pode-se acompanhar a demonstração do apêndice 3.IV. 

Com isso, o modelo estrutural da economia brasileira será composto 

por um sistema com cinco equações simultâneas que contém três variáveis 

observáveis (inflação, produto e taxa nominal de juros) e duas variáveis que 

não são observáveis (produto natural e meta de inflação): 

( ) ( ) tISttttttISt EiyyEy ,111 1 επφµµα +−−−++= +−+  

( ) ( ) tAS

n

tttttt yyE ,11 1 εκπδπδπ +−−−+= −+  

( ) ( ) ( )[ ] tMP

n

tttttttMPt yyEiii ,
*

11 1 εγππβρρα +−+−+−++= +−   (3.3) 

ty

n

ty

n

t nn yy
,1 ελα ++= −  

tttttt E
,3

*
12

*
11

*
*π

επϕπϕπϕπ +++= −+  

 

O sistema de equações acima, que caracteriza o modelo estrutural da 

economia, não permite observar de forma explícita o efeito da estrutura a termo 

das taxas de juros. Entretanto, conforme Cox, Ingersoll e Ross (1985), é 

possível obter a curva de juros a partir do problema de maximização do 

consumidor. 

 

Estrutura a Termo de Taxas de Juros: precificação e spread 

 

Para seguir os passos do modelo CIR, é necessário manter a premissa 

da inexistência de oportunidades de arbitragem livre de risco e saber que os 

agentes comportam-se como se fossem neutros ao risco, existindo ativos com 

diferentes perfis de risco. 

Do problema de maximização do consumidor encontramos a oferta de 

trabalho ao fazer 0=
∂
∂

tN

L  e obter a equação 
st

t

t

t

FC

N

P

W 1
σ

χ

−
= . Entretanto, para 

descrever a curva de juros, é necessário maximizar com respeito ao vetor de 
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pesos que compõe a carteira de ativos das famílias, fazendo 0=
∂
∂

td

L  para 

atingir a equação 
1

11
1
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−

+
−
+

+ =
t

t

tt

tt

t
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P

FY

FY
M

σ

σ

ψ . 

As premissas dos mercados completos e a ausência de oportunidades 

de arbitragem implicam que o preço de qualquer título sem cupom é 

1,11, +−+= tntttn PTMEPT , com ( )( )( )1111 /// ++
−−

++ = ttttttt PPFFYYM σσψ , decorrente da 

condição de primeira ordem do problema de maximização do consumidor. 

Como demonstrado no Apêndice 4.VI, percebemos que o preço no 

período t  de um título com vencimento para nt +  é igual a tnntn xbapt /
, +=  e a 

equação de precificação depende das principais variáveis de condução das 

políticas macroeconômicas, pois [ ]/*
t

n

ttttt yiyx ππ= . 

A condição de não existência de arbitragem é mantida por construção e 

o modelo log-normal mostra que a precificação do título assume a forma de 

[ ] [ ] ttttt imVarmE −=+ ++ 11 2

1
 ou 1

//
1 2

1
++ Λ−ΛΛ−−= tttttt Dim ε , com tt x10 Λ+Λ=Λ  e 

[ ] ( )[ ]00000001 ησσ +−Γ=Λ t . 

Ao introduzir ma heterocedasticidade na forma de raiz quadrada é 

possível associar o modelo DSGE com o modelo da curva de juros 

desenvolvido por Cox, Ingersoll e Ross (1985). 

Note que o vetor tΛ  é formado por dois parâmetros estruturais do 

modelo DSGE, ησ  e  que correspondem aos fatores de aversão ao risco e de 

persistência do hábito externo de consumo, ambos encontramos no 

procedimento de obtenção da curva IS. 

Após encontrar o valor dos títulos de longo prazo, a apuração do 

spread da estrutura a termo de taxas de juros ocorre por definição. Em outras 

palavras, como o spread representa a inclinação da curva, basta obter a 

diferença entre a taxa de retorno de um título de longo prazo com vencimento 

para n períodos à frente e a taxa de juros de curto prazo de 1 dia, isto é, 

( ) ( )ttntn RTRTsp ,1,, loglog −= . 
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Agora, de posse do valor do spread, temos que incluir a informação da 

inclinação da estrutura a termo de taxas de juros dentro do modelo estrutural 

da economia e a dinâmica conjunta da curva de juros e do modelo DSGE pode 

ser representada pelo seguinte sistema de equações simultâneas: 

tzzt

ttt

xBAz

xcx

+=

Γ+Ω+= − ε1         (3.4) 

Onde [ ]*tn

ttttt yiyx ππ=  e [ ]tntntttt spspiyz ,2,1π= . Note 

que n1 e n2 referem-se a dois diferentes vencimentos para os rendimentos dos 

títulos de longo prazo, ou seja, aos dois spreads dos termos de longo prazo. 

Logo, ao resolver o segundo sistema para ( )ztzt AzBx −= −1 , 

encontraremos um modelo de VAR tztzzt zaz εΓ+Ω+= −1 , que deve ser 

estimado. 
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3.4 Avaliação Empírica da Economia Brasileira 

 

A base de dados utilizada na avaliação empírica da economia brasileira 

corresponde aos valores trimestrais, obtidos entre os meses de março de 1996 

e dezembro de 2010. O produto da economia brasileira mensurado pelo 

Produto Interno Bruto a Preços de Mercado, a Produção Física industrial e a 

taxa de inflação medida pelo Índice Nacional de Preços ao Consumidor - Amplo 

(IPCA) para 12 meses, foram obtidos junto ao Instituto Brasileiro de Geografia 

e Estatística – IBGE, a taxa de política monetária e as metas de inflação foram 

consideradas como sendo a taxa média Selic e as metas de inflação 

constantes no relatório de inflação do Banco Central do Brasil. 

A estrutura a termo de taxas de juros da economia brasileira foi 

construída com base nas séries históricas da taxa CDI diária e das operações 

no mercado de futuros Pré x DI, cujas bases estão referendadas pelas 

informações disponibilizadas pela BM&F-Bovespa. A taxa de um dia 

corresponde à taxa CDI e os vencimentos futuros avaliados correspondem aos 

vértices de seis meses e um ano calculados com base no PU dos futuros pré x 

DI. Também analisamos a evolução temporal dos termos de três e seis meses, 

bem como, um, dois, cinco e dez anos. 

As estatísticas descritivas e a correlação, para o período de maio/1996 

a dezembro/2010, estão discriminadas na tabela 3.1. O valor médio da 

estrutura a termo de taxas de juros do mercado financeiro apresenta uma curva 

de juros levemente inclinada de forma positiva, passando de 17,04% para três 

meses a 18,20% para dez anos – diferença entre 10 anos e 6 meses de 1,16% 

que representa 6% da taxa de 10 anos. Em particular, pode-se observar que a 

volatilidade medida pelo desvio padrão pouco aumenta com o aumento no 

termo da estrutura de juros. Adicionalmente, percebe-se que a correlação entre 

a taxa de inflação e os vértices da estrutura a termo de juros praticada no 

mercado financeiro é pouco significativa, entre 0,31 e 0,37. Por outro lado, a 

correlação entre a taxa Selic e as taxas da estrutura a termo de juros são 

expressivas, ficando entre 0,96 e 0,85. Por último, a correlação entre Selic e o 
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IPCA apresenta diferenças dependendo do período da amostra avaliado: de 

mai/1996 a dez/2010 ficou em 0,26; de fev/1999 a dez/2010 ficou em 0,45 e de 

jan/2000 a dez/2010 ficou em 0,81. Esse comportamento entre a inflação e a 

taxa básica de juros mostra a mudança da postura de atuação política 

monetária por parte do Banco Central do Brasil que, a partir de fevereiro de 

1999, adotou o sistema de metas de inflação centrado na taxa de inflação 

medida pelo IPCA. 

 

Tabela 3.1 – Estatística Descritiva e Correlação – 1996 a 2010 

Média Mediana Mínimo Máximo Desvio-pad C.V. Assimetria Curtose

ipca 6.836 6.060 1.645 20.550 3.613 0.529 1.612 2.529

II 102.920 103.430 82.530 120.170 6.472 0.063 -0.377 0.934

Selic 18.549 18.071 8.650 45.902 7.228 0.390 1.291 2.119

ETTJ3m 17.047 16.923 8.266 39.015 5.888 0.345 0.918 1.225

ETTJ6m 17.290 17.013 8.337 39.093 5.916 0.342 0.795 0.834

ETTJ1a 17.585 16.723 8.728 39.132 5.945 0.338 0.749 0.531

ETTJ2a 17.874 16.562 9.906 39.151 5.921 0.331 0.779 0.381
ETTJ5a 18.102 16.574 9.696 39.163 5.998 0.331 0.804 0.224
ETTJ10a 18.208 16.608 9.601 39.167 6.084 0.334 0.821 0.189

Matriz de Correlação
ipca II Selic ETTJ3m ETTJ6m ETTJ1a ETTJ2a ETTJ5a ETTJ10a

ipca 1 -0.0176 0.2648 0.3133 0.3173 0.3191 0.3279 0.3557 0.3742
II 1 -0.2948 -0.2548 -0.2290 -0.2062 -0.2067 -0.2294 -0.2450
Selic 1 0.9636 0.9396 0.9118 0.8895 0.8707 0.8596
ETTJ3m 1 0.9944 0.9794 0.9627 0.9440 0.9313
ETTJ6m 1 0.9947 0.9831 0.9656 0.9522
ETTJ1a 1 0.9959 0.9823 0.9695
ETTJ2a 1 0.9940 0.9846
ETTJ5a 1 0.9977
ETTJ10a 1

Obs: Coeficientes de Correlação utilizando observações de 1996:03 a 2010:12, 5% de valor crítico (bilateral) = 0,1471 para n=178.  
 

 

A tabela 3.2 discrimina as funções de autocorrelação que são 

necessárias para avaliar a persistência temporal das variáveis estudadas. Note 

que os autocorrelogramas da inflação e da taxa de juros caem mais lentamente 

do que os autocorrelogramas do produto e o spread do termo. Adicionalmente, 

percebe-se que o produto apresenta, inclusive, autocorrelação negativa nos 

vencimentos mais longos. 
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Tabela 3.2 – Função de Autocorrelação ACF – Persistência 

Diferença ipca II Selic ETTJ3m ETTJ6m ETTJ1a ETTJ2a ETTJ5a ETTJ10a

1 0.9426 0.7433 0.9060 0.9253 0.9267 0.9257 0.9241 0.9237 0.9231

2 0.8625 0.6792 0.8016 0.8364 0.8413 0.8399 0.8357 0.8344 0.8336

3 0.7904 0.5741 0.7234 0.7708 0.6971 0.7803 0.7754 0.7734 0.7722

5 0.6249 0.2937 0.6194 0.6700 0.6060 0.7044 0.7033 0.7025 0.7007

8 0.3829 -0.0445 0.5078 0.5705 0.5992 0.6178 0.6179 0.6166 0.6132

10 0.2571 -0.2652 0.5390 0.5651 0.5855 0.5898 0.5848 0.5762 0.5676

 

 

Se o spread do termo possuir capacidade de prever as variáveis 

macroeconômicas como mostrado nos capítulos 2 e 3 para o caso brasileiro e 

norte-americano, então ao aumentarmos o conjunto de informação dos agentes 

com a inclusão das informações da estrutura a termo estaremos melhorando a 

precisão dos parâmetros estruturais. Para reforçar as conclusões dos 

capítulcos 2 e 3, Diebold et ali (2006) também mostraram a capacidade do 

poder preditivo de variáveis macro para as variáveis estrutura a termo.  

A evolução do hiato do produto pode ser acompanhada na figura 3.1, 

esta é uma variável importante na condução monetária pelo seu papel crucial 

no mecanismo de transmissão monetária de muitos modelos 

macroeconômicos. 

 

Figura 3.1 – Evolução do Produto e Produto Natural 

80.00

85.00

90.00

95.00

100.00

105.00

110.00

115.00

120.00

125.00

0
3

/1
9

9
6

1
2

/1
9

9
6

0
9

/1
9

9
7

0
6

/1
9

9
8

0
3

/1
9

9
9

1
2

/1
9

9
9

0
9

/2
0

0
0

0
6

/2
0

0
1

0
3

/2
0

0
2

1
2

/2
0

0
2

0
9

/2
0

0
3

0
6

/2
0

0
4

0
3

/2
0

0
5

1
2

/2
0

0
5

0
9

/2
0

0
6

0
6

/2
0

0
7

0
3

/2
0

0
8

1
2

/2
0

0
8

0
9

/2
0

0
9

0
6

/2
0

1
0

II HP_II
 



 96

A figura 3.1 mostra que a evolução do hiato do produto (produto efetivo 

menos produto potencial) fica acima de zero durante boa parte da amostra. Um 

desvio positivo é normalmente interpretado como uma proxy para o excesso de 

demanda. O hiato negativo pode ser uma resposta da política monetária 

agressiva à alta taxa de inflação ou por um aumento na taxa natural de 

produto, que permanece acima da tendência. 

A meta de inflação é uma variável importante na formação das 

expectativas do setor privado brasileiro, pois o conhecimento da meta de 

inflação é útil para tomar decisões de investimento real e financeiro. Mesmo 

que o banco central tenha um compromisso com a meta para inflação, nos 

momentos de ruptura financeira os agentes podem desconfiar da capacidade 

da autoridade monetária perseguir a meta estabelecida e podem acreditar que 

o banco central está perseguindo uma meta diferente da divulgada. Por outro 

lado, ao não divulgar uma meta explícita, a importância de entender e prever 

essa variável torna-se ainda mais relevante para encontrar o equilíbrio no 

modelo estrutural da economia. 

 

Figura 3.2 – Evolução do IPCA e das Metas de Inflação no Brasil 
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A figura 3.2 mostra que o IPCA ficou acima da meta de inflação 

divulgada pelo Banco Central do Brasil durante quase todo o período da 

amostra, entretanto, muitas vezes ficou dentro das faixas aceitáveis para sua 

flutuação, exceção ficou por conta dos anos de 2002 e 2003. 
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Estimação do Modelo Estrutural da Economia Brasileira 

 

Como visto anteriormente, o modelo implica num VAR de primeira 

ordem em ttt zEzz ˆ−= , com restrições não lineares. Logo, o modelo 

macroeconômico e financeiro a ser estimado para a economia brasileira 

corresponde ao sistema de equações simultâneas com tz  e onde 

( )/,2,1 tntntttt spspiyz π= . Os dois termos da curva de juros escolhidos 

para calcular o spread do termo foram de 1 e 5 anos, e o spread é obtido pela 

diferença entre as taxas de juros de 1 e 5 anos e a taxa de juros de 1 dia 

denominada de taxa CDI. 

Com cinco variáveis que são a taxa de inflação, o produto da 

economia, a taxa de juros de curto prazo de condução monetária e dois spread 

para dois termos para médio e longo prazo, vamos obter os quinze parâmetros 

estruturais da economia, que são δ , κ , σ , η , ρ , β , γ , λ , ω , d , ASσ , ISσ , 

MPσ , ny
σ  e *π

σ . 

Para estimar os parâmetros dos modelos Novos Keynesianos é comum 

a utilização do estimador de Máxima Verossimilhança com Informação 

Completa (Full Information Maximum Likelihood – FIML). Um dos pressupostos 

para utilização do estimador FIML é que os erros sejam normalmente 

distribuídos. 

A premissa da homocedasticidade dos resíduos é aceitável quando a 

hipótese das expectativas racionais é verificada e, com isso, temos que o 

spread do termo não varia no tempo. 

Para testar a normalidade dos resíduos, a tabela 3.3 apresenta o teste 

Jarque-Bera, cujo resultado implica na rejeição da hipótese nula de 

normalidade nos resíduos em todas as cinco equações do sistema DSGE. 
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Tabela 3.3 – Teste Jarque-Bera para normalidade dos resíduos FIML 

 

JB p-valor JB p-valor JB p-valor JB p-valor JB p-valor

77650,40 0,0000 61,7626 0,0000 147,9960 0,0000 46,3985 0,0000 1587,14 0,0000

tAS ,ε tIS ,ε
tMP ,ε

t,*π
ε

ty n ,
ε

 

 

O desvio da premissa de normalidade e a possível não 

homocedasticidade, prejudica a adoção do estimador da máxima 

verossimilhança com informação completa e, com isso, optamos em utilizar o 

estimador GMM em dois estágios, conforme Hansen (1982). 

Como nosso artigo não tem o objetivo de avaliar os drifts, é possível 

fazer o procedimento de estimação com os valores da amostra subtraídos de 

sua média ttt zEzz ˆ−= , implicando no modelo do tipo tztzt uzz Γ+Ω= −1  com 

( )5
1 ,0~ Iu tt ε−Σ=  e onde a matriz de covariância é do tipo 

[ ]( )/*π
σσσσσ nyMPISASdiag=Σ . 

Inicialmente, note que o sistema tem 15 parâmetros estruturais que 

precisam ser estimados estão divididos nas cinco equações. Na curva IS temos 

que estimar σ  e η  ou µ  e φ , pois σφµ =  e ( )ησφ += /1 . Na curva de Phillips 

estimaremos δ  e κ  porque indiretamente obtemos ( )δ−1  e χ , pois 

( )δδ −+= 11  e χσκ +=  ou σκχ −= . Na curva de regra de política monetária 

vamos obter ρ , β  e γ . Na equação do produto natural temos que encontrar 

λ , que pode ocorrer via estimação ou de forma indireta, dependendo da 

escolha dos parâmetros a serem estimados na curva IS, pois ( )χσηλ += / . Na 

definição da meta de inflação temos d  e ω , pois obtemos indiretamente 

( )ωωϕ d+= 1/1 , ( )ωϕ dd += 1/2  e 213 1 ϕϕϕ −−= . Note que, a princípio, não faz 

sentido a inclusão da inflação corrente na apuração da meta de inflação, mas, 

como mostrado no apêndice, essa variável vair aparecer com a demonstração 

da quinta equação e esperamos que o coeficiente de varphi assuma o valor 

nulo. Por último temos os cinco desvios padrão que representam os resíduos 

macroeconômicos ASσ , ISσ , MPσ , ny
σ  e *π

σ . 
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Dada a utilização do método GMM é necessário definir as condições de 

momentos que serão utilizadas, as quais são definidas como [ ]/
,2

/
,1 ttt hhh = , 

onde 1,1 −⊗= ttt zuh , ( )5/
,2 Iuuvechh ttt −=  e [ ] 0=thE . 

Note que ( )5
/ Iuuvech tt −  representa um vetor coluna com os 

elementos que estão sob e abaixo da diagonal principal da matriz ( )5/ Iuu tt − , 

empilhados um sobre o outro. Por outro lado, 1−⊗ tt zu  refere-se ao produto de 

Kronecker ou o produto de cada elemento do vetor tu  pela matriz 1−tz . 

Note que th ,1  possui vinte e cinco condições de momentos que 

capturam os parâmetros de feedback, pois 1,1 −⊗= ttt zuh  obtido considerando 

que ( )5
1 ,0~ Iu tt ε−Σ= , [ ]( )/*π

σσσσσ nyMPISASdiag=Σ , lembrando que 

( )/,2,1 tntntttt spspiyz π= . 

Observe ainda que th ,2  possui quinze condições de momentos que 

capturam a estrutura decorrente da matriz de variância e covariância das 

inovações, pois ( )5
/

,2 Iuuvechh ttt −=  

Considerando que [ ]/
,2

/
,1 ttt hhh =  e que [ ]( ) 1/ −

= tt hhW , então a matriz 

de ponderação ótima será: 

 

( ) ( )

1

/
55152515

1525
1

/
11

0

0
1

ˆ

−

×

×
=

−−

















+

⊗
= ∑

IvechIvechI

zz
T

I
W

T

t

tt  

Observe que essa matriz não é dependente dos parâmetros, somente 

depende das variáveis macroeconômicas e dos spreads do termo escolhidos, 

isto é, demonstramos que as cinco variáveis que são inflação, produto, juros de 

curto prazo, spread de médio prazo e spread de longo prazo serão suficientes 

para obtermos todos os parâmetros estruturais da economia. 
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Em seguida, temos que minimizar a função objetivo GMM que é a 

função [ ]( ) [ ]( )tt hEWhEQ ˆˆˆ /
= , onde [ ] ∑

=

=
T

t

tt h
T

hE
1

1ˆ . 

Dessa forma, no primeiro estágio vamos encontrar estimativas 

próximas aquelas que seriam obtidas se fossem utilizado o estimador de 

máxima verossimilhança com informação completa. Em seguida, de posse das 

estimativas iniciais construímos a matriz de ponderação do segundo estágio 

que vai permitir a presença de heterocedasticidade na construção da matriz de 

variância e covariância. 

O esperado é que o estimador econométrico utilizado no primeiro 

estágio do GMM apresente estimativas próximas que não são boas 

estimativas, mas que são úteis para encontrar a matriz de ponderação inicial. 

Posteriormente, estimaremos o segundo estágio que apresenta resultados 

melhores e que serão obtidos pela repetição do processo até a convergência 

do sistema. 

Como vimos anteriormente, temos 40 condições dos momentos e 15 

parâmetros a serem estimados em cinco equações do sistema, pois os demais 

serão obtidos de forma indireta. Dessa forma, percebemos que estamos diante 

de uma distribuição χ2 com 25 graus de liberdade, porque existem 40 

condições momentos e 15 parâmetros. 

As variáveis utilizadas como instrumentos são as variáveis 

dependentes defasadas e incluímos um instrumento adicional que é o spread 

do termo de 10 anos. 

Note que uma variável instrumental precisa satisfazer a duas 

exigências, ser correlacionada com as variáveis endógenas e ser ortogonais 

aos erros. Portanto, a independência dos instrumentos em relação a um erro 

que não é observável pode ser verificada se, e somente se, o número de 

instrumentos excluídos da equação excede o número de variáveis endógenas 

incluídas. Esse teste pode seria realizado como um diagnóstico padrão em 

qualquer estimativa de variáveis instrumentais sobreidentificadas. 

Esse teste apresenta duas hipóteses conjuntas, a especificação do 

modelo correto e as condições de ortogonalidade. A rejeição da hipótese nula 
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pode ser decorrente de uma ou ambas as hipóteses. Para testar a restrição de 

sobreidentificação, podemos utilizar a estatística J de Hansen (1982) e 

discutida por Baum (2003), onde essa estatística é o valor da função objetivo 

GMM, avaliada no estimador eficiente. A hipótese nula representada por: 

( ) [ ]( ) [ ]( ) 2/
~ˆˆˆ

KLttEGMM hEWhEnQJ −= χ  

A estatística J é distribuída 2χ  com o número de graus de liberdade 

sendo igual ao número de restrições sobreidentificadas (L – K) preferentemente 

ao número de condições dos momentos L, pois os K graus de liberdades são 

utilizados na estimação dos coeficientes. Uma rejeição da hipótese nula implica 

que os instrumentos não satisfazem a condição de ortogonalidade exigida, seja 

porque eles não são exógenos ou porque foram incorretamente excluídos da 

regressão. 

O teste aplicado nesta amostra não rejeitou que os instrumentos são 

válidos aos níveis de 5% e 1%, pois a estatística calculada ficou em 10,842 e 

as estatísticas tabeladas correspondem a 14,611 e 11,524, respectivamente. 

A tabela 3.4 discrimina os parâmetros estimados obtidos de forma 

direta pelo estimador GMM de dois estágios e de forma indireta pela relações 

lineares entre alguns parâmetros, conforme discriminado no apêndice. Os 

coeficientes estimados apresentaram muitos sinais esperados e próximos aos 

encontrados no trabalho de Bekaert, Cho e Moreno (2010) para a economia 

norte-americana. Obviamente existem diferenças na magnitude dos parâmetros 

estimados, no erro padrão dos mesmos e alguns resultados diferentes por 

estarmos avaliando a economia brasileira. 

Os parâmetros estruturais que foram estimados apresentam o erro-

padrão ao lado e os demais são obtidos por relação linear com outros 

parâmetros, conforme foi demonstrado nos apêndices 3.I a 3.V e resumido no 

apêndice 3.VI. Para obtermos os resultados estimados devemos escolher as 

opções de simulação, na tabela 3.4 a estimação utilizou a produção industrial 

física do IBGE, os spreads de 1 e 5 anos (médio e longo prazo), estimou sigma 

e eta ao invés de mu e phy e definiu psi em 0.99 ao invés de deixar psi livre. Os 

demais resultados e suas decomposições das variâncias estão discriminados 

nas tabelas e gráficos do apêndice 3.VII. 
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Tabela 3.4 – Estimação pelo Método GMM em dois estágios 

Curva IS

µ 0,456

(1−µ) 0,544

φ 0,141

σ 3,238 0,165

η 3,863 0,080

h 1,726

Curva de Phillips

δ = δ1 0,437 0,010

(1 − δ) = δ2 0,563

κ 0,117 0,013

χ 0,773

τ 1,279

θ 0,777

ϖ 0,029

ζ 0,207

Regra de Política Monetária

ρ 0,813 0,009

β 1,991 0,139

γ 0,002 0,048

Produto Natural Endógeno

λ 0,963 0,017

ϑ 1,771

Meta de Inflação

d 0,412

ω 0,993 0,083
ϕ1 0,497

ϕ2 0,503

ϕ3 0,000

Desvio-padrão dos choques
σAS,t 5,192 0,235

σIS,t 2,556 0,076

σMP,t 5,978 0,153

σy
n
,t 4,110 0,119

σπ
∗
,t 3,393 0,158

Parâmetros Estimativa Erro-padrão

 

 

Dentre os parâmetros estimados na curva IS, o impacto do produto 

esperado µ  ficou em 0,456 e abaixo do impacto do produto passado em ( )µ−1  

em 0,544 que mostra a relevância do produto passado na formação do produto 
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corrente. Por outro lado, o parâmetro da taxa de juros real φ  ficou em 0,141 e 

superior ao observado nos EUA de 0,134. O desvio-padrão dos resíduos ISσ  

foi elevado, ficando em 2,556 com o erro padrão de 0,076. 

A análise da elasticidade intertemporal inversa de substituição σ mostra 

que se ela for elevada, então temos um indicativo de que a curva IS é um canal 

de pouca eficácia na transmissão da política monetária. Na literatura 

macroeconômica esse parâmetro de curvatura da função utilidade do 

consumidor representativo σ deve ficar entre 1 e 4, conforme Lucas. Nossa 

estimação encontrou um parâmetro σ igual a 3,238 que é pouco superior ao 

3,156 obtido por Bekaert, Cho e Moreno para os Estados Unidos da América 

do Norte. 

Por outro lado, o grau de dependência do hábito do modelo estimado 

sobre o nível de consumo passado η  ficou em 3,863 indicativo de uma 

persistência do hábito do consumo passado que é significativa e superior ao 

observado na economia norte-americana. A título ilustrativo, o parâmetro de 

Fuhrer (2000) ficou em h = 1,726, pois sabemos que existe uma relação linear 

do parâmetro daquel autor com o parâmetro deste modelo que é do tipo 

η = h / (σ − 1). 

Dentre os parâmetros estimados na curva de Phillips, o componente 

forward-looking δ  ficou em 0,437 e o componente backward-looking ( )δδ −= 12  

foi igual a 0,563. Esse resultado é oposto ao verificado por Bekaert, Cho e 

Moreno nos EUA. Além disso, a elasticidade intertemporal inversa da oferta de 

trabalho χ  ficou em 0,773.  

O impacto do hiato do produto κ ficou em 0,117, com erro padrão de 

0,013. O desvio-padrão dos resíduos da curva de Phillips ASσ  foi elevado e 

igual a 5,192 com erro padrão de 0,235. 

Na estimação da regra de política monetária, o parâmetro que avalia o 

impacto da taxa de juros passada ρ  ficou em 0,813 e erro-padrão de 0,009. 

Por outro lado, a diferença entre a inflação esperada e a meta de inflação 

medida pelo parâmetro β  ficou em 1,991 e esse resultado foi superior ao 

parâmetro de 1,525 da economia norte-americana. 
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Ainda na regra de política monetária temos o impacto do hiato do 

produto γ  de 0,002 e erro-padrão de 0,048. O desvio-padrão dos resíduos da 

equação da regra de política monetária MPσ  ficou em 5,978 e erro-padrão de 

0,153. 

Uma das inovações desse modelo é a determinação do produto 

natural, onde o coeficiente estimado indica que o impacto do produto natural 

passado λ  ficou em 0,963 e erro-padrão de 0,017. O desvio-padrão dos 

resíduos ny
σ  ficou em 4,110 com erro-padrão de 0,119. A relação entre 

persistência endógena do produto natural sobre resposta produto real corrente 

às mudanças no produto real passado ϑ  foi de 1,771. 

Outra contribuição inovadora desse modelo é a determinação da meta 

de inflação de forma endógena, onde percebemos que o parâmetro do peso 

das taxas de inflação futura na definição da taxa de inflação de longo prazo d  

ficou em 0,412 e o parâmetro de suavização da inflação passada na 

determinação da meta de inflação ω  ficou em 0,993. 

A resposta da meta inflação futura às mudanças na meta corrente 1ϕ  

ficou em 0,497 e a resposta da meta inflação passada às mudanças na meta 

corrente 2ϕ  ficou em 0,503. Como esperado, a resposta da inflação corrente às 

mudanças na meta corrente 3ϕ  é nula. O desvio-padrão dos resíduos da 

trajetória da meta de inflação *π
σ  ficou em 3,393 com erro-padrão de 0,158. 

Adicionalmente, a decomposição da variância descrita na figura 3.3 

mostra a contribuição de cada choque macroeconômico para a variação da 

variável macroeconômica em diferentes horizontes temporais. Note que 

variância da inflação no curto prazo é explicada pelo choque da curva de 

Phillips (AS), mas a partir do terceiro trimestre é explicada pelos choques da 

meta de inflação e, em menor grau, da política monetária e da curva de Phillips. 

A variância do produto, no curto prazo, é explicada pelos choques da curva IS, 

da meta de inflação e da política monetária e no médio e longo prazo passa a 

sofre a influência do choque no produto natural e da curva de Phillips. A 

variação da taxa de juros de curto prazo é explicada, no horizonte de curto 

prazo, pelo choque de política monetária, mas nos horizontes temporais 
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posteriores ao terceiro trimestre essa variação é explicada pelo choque da 

meta de inflação. 

 

Figura 3.3 – Decomposição da Variância – Inflação, Produto e Juros 
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Como o Banco Central do Brasil é responsável pelos choques de 

política monetária e da meta de inflação, percebe-se a importância da política 

monetária na definição da inflação e das taxas de juros, principalmente. Para o 

nível de produção da economia notamos que, além política monetária, os 

choques de produtividade e da curva IS também são relevantes. 

Uma pergunta que surge é saber se o modelo macroeconômico e 

financeiro que estima as variáveis macroeconômicas e a curva de juros se 

ajusta bem em toda a estrutura a termo. Para responder a essa pergunta, 

podemos avaliar a diferença entre os valores observados na estrutura a termo 

de juros e os valores previstos pelo modelo, ou seja, observar o erro de 

medição. 

Apesar de o modelo manter a Hipótese das Expectativas, a figura 3.4 

mostra que ele se encaixa melhor na estrutura a termo observada do que o 
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modelo de vetor autoregressivo tradicional, que nesse comparativo utilizamos 

um VAR(3).  

 

Figura 3.4 – Ajuste da ETTJ do Modelo DSGE-Financeiro 
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Na figura 3.4, os gráficos à direita representam os valores dos termos 

de 1 ano e 10 anos, obtidos por um VAR(3) e os gráficos à esquerda mostram 

os valores para os mesmo termos obtidos pelo modelo macroeconômico 

estrutural adotado. Os gráficos mostram que o erro de medição é menor para o 

termo de 1 ano do que para o termo de 10 anos. Por outro lado, para o termo 

de 10 anos temos que o modelo macro não é muito diferente do VAR(3), mas 

notamos que o modelo macro acompanha melhor as mudanças na taxa de 

juros, enquanto que o VAR(3) apresenta valores aproximadamente constantes. 

Após observar o ajuste do modelo, é importante avaliar como se 

propagam e quais são os efeitos dos choques na curva IS, na curva de Phillips, 

na política monetária, no produto natural e na meta de inflação. Para tanto, 

utilizaremos as funções de impulso e resposta, em relação ao equilíbrio no 

estado estacionáio. 



 107

A idéia da função impulso resposta é mostrar, graficamente, o que 

acontece com a variável de interesse em resposta a um choque exógeno da 

economia, condicionado a economia estar em equilíbrio antes do choque. Em 

outras palavras, observar a resposta de uma determinada variável a um 

choque específico, como resultado de efeitos transitórios sobre o estado 

estacionário da economia que são avaliados para a curva de juros praticada no 

mercado financeiro brasileiro. 

Note que quando duas variáveis estão correlacionadas no tempo, de tal 

forma que exista uma relação estável entre ambas, espera-se que um choque 

sobre uma das variáveis se propague para a outra variável, sendo esse choque 

conhecido como inovação ou impulso. Para verificar esse efeito, as figuras a 

seguir apresentam o efeito dos juros no mercado inanceiro diante de impulsos 

nas demais variáveis, entre 1 e 50 trimestres, considerando um impulso na 

magnitude de 1 ponto percentual. 

Como visto nos capítulos anteriores desta tese, é comum a literatura 

financeira utilizar os três fatores latentes obtidos com informações da própria 

estrutura a termo de juros para avaliar sua dinâmica, sem a preocupação de 

considerar os impactos decorrentes de choques macroeconômicos. Nesta 

seção vamos avaliar esse aspecto e, para tanto, o nível é considerado como a 

média ponderada das taxas de 1 dia, 1 ano e 5 anos, a inclinação como sendo 

o spread de 10 anos e a curvatura é representada pela soma da taxa de 1 dia e 

de 5 anos menos duas vezes a taxa de 1 ano, seguindo, quando for 

conveniente, Bekaert, Cho e Moreno (2010). 

Assim, a figura 3.5 mostra a resposta dos fatores latentes da curva de 

juros do mercado financeiro brasileiro aos impulsos decorrentes de choques 

estruturais da economia (AS, IS, i, yn, π*). Inicialmente, vamos analisar o 

choque da curva de Phillips (AS) sobre os fatores latentes, de imediato o 

choque aumenta o fator nível, mas, logo depois, reduz o nível para abaixo do 

estado estacionário até o décimo trimestre. Esse undershooting na taxa de 

juros pode estar relacionado com uma resposta endógena da autoridade 

monetária para conter a inflação, que diminui a inflação abaixo do estado 

estacionário por certo tempo, conforme observado também em Bekaert, Cho e 

Morento (2010). Na avaliação do impacto sobre o fator inclinação, note que de 
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imediato cai abaixo do estado estacionário, cai um pouco mais em seguida, e 

posteriormente quando o nível fica negativo faz com que a inclinação aumente 

acima do estado estacionário. O efeito sobre o fator curvatura é uma queda 

seguida de aumento para acima do estado estacionário e vai oscilando até se 

acomodar no estado estacionário. 

Figura 3.5 – Impulso Resposta dos Fatores Latentes da ETTJ frente aos 
choques macroeconômicos (AS, IS, i, yn e ππππ*) 
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O segundo choque macroeconômico é o impulso na curva IS, cuja 

resposta do fator nível é o aumento, seguido de outro aumento suave, ficando 

acima do nível do estado estacionário até o décimo trimestre. No fator 
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inclinação e curvatura o efeito é inverso, reduzindo esses fatores, o que pode 

estar associado à curva em forma de corcunda da figura 2.3 (do capítulo 2) e 

com a hipótese das expectativas racionais cujo efeito dever indicar uma 

reposta maior nos prazos mais curtos. 

O terceiro choque macroeconômico é o choque macroeconômico na 

taxa de curto prazo, ou taxa Selic. O impulso desse choque provoca como 

resposta um aumento inicial do fator nível, seguido por uma queda abrupta que 

mantém o nível abaixo do estado estacionário até o sétimo trimestre, que pode 

estar associado ao undershooting da taxa de juros de curto prazo após um 

choque de política monetária. A resposta do fator inclinação é uma queda de 

imediato que manté o fator abaixo do nível estacionário até o quinto trimestre, 

quando começa a oscilar em torno do referido nível até convergir. O resultado 

de queda imediata pode indicar que o choque de política monetária aumenta a 

taxa de curto prazo e reduz a taxa de longo prazo pelos reflexos sobre as 

expectativas de inflação futura. O fator curvatura fica acima do estado 

estacionário por seis trimestres e depois vai oscilando até convergir. 

O impulso no choque de produtividade representado pelo choque no 

produto natural obtido de forma endógena mostra uma resposta que aumenta o 

fator nível de imediato, diferentemente do que foi observado na economia 

norte-americana, segundo o trabalho de Bekaert, Cho e Moreno (2010). 

Entretanto, no longo prazo os resultados são semelhantes. 

Por último temos o impulso sobre o choque nas metas de inflação que 

são obtidas de forma endógena, cuja resposta aumentou o fator nível e, 

surpreendetemente, a convergência ocorre num nível superior ao estado 

estacionário. Esse efeito também foi observado na economia americana, mas o 

nível nos EUA volta a ficar próximo ao estado estacionário, indicativo de uma 

forte persistência das taxas de juros ao choque. Os impulsos sobre os fatores 

inclinação e curvatura voltam para o estado estacionário. 

 A figura 3.6 mostra a decomposição da variância do nível, onde o 

choque da meta de inflação explica mais de 70% da variação do nível no curto 

prazo e quase 100% da variação no longo prazo, os demais choques não têm 

um poder de explicação significativo sobre o fator nível. 
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No fator inclinação observamos que o choque de meta de inflação 

explica um pouco mais de 50% e o choque de política monetária um pouco 

menos, no médio e longo prazo esses dois choques explicam, 

aproximadamente, 40% da variação no fator inclinação. Outro choque 

importante para explicar as variações no fator inclinação é o choque da curva 

de Phillips (AS), que  fica pouco abaixo de 10% no curto prazo, mas no médio e 

longo prazo fica em, aproximadamente, 20%. Os choques da curva IS e de 

produtividade (produto natural endógeno) representam entre 5% e 10% das 

variações na inclinação da curva de juros do mercado financeiro brasileiro. 

Figura 3.6 – Decomposição da Variância – Fatores Latentes da ETTJ 
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A decomposição da variância do último fator latente, a curvatura,  

indica que o choque de política monetária explica entre 40% e 50% em todo 

horizonte temporal avaliado. O choque de meta de inflação no curto prazo é 

pouco signiticativo para explicar as variações no fator curvatura, mas no médio 

e longo prazo é tão significativo quanto o choque de política monetária. A 

exemplo do fator inclinação, a importância do choque da curva de Phillips é 

seguida dos choques da curva IS e do produto natural, na explicação da 

variação do fator curvatura. 
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Para complementar a análise das funções impulso e da decomposição 

da variância sobre os fatores latentes, a figura 3.7 mostra o efeito do impulso 

sobre os cinco choques macroeconômicos que implica em determinadas 

respostas das taxas de juros de 1 dia, de 1 ano, de 5 anos e de 10 anos. 

 

Figura 3.7 – Impulso Resposta da Estrutura a Termo de Taxas de juros 

frente aos choques macroeconômicos (AS, IS, i, yn e ππππ*) 
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O choque da curva de Phillips (ou demanda agregada, AS) sobre as 

taxas de juros aumenta de imediato as taxas e vai oscilando em torno do 

estado estacionário até convergir após quarentra trimestres. Outro aspecto 

relevante é o impacto é maior nas taxas dos termos de curto prazo e vai 

reduzindo o impacto conforme vai aumentando o termo, até a taxa de 10 anos. 
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O choque na curva IS tem como resposta um aumento nas taxas de 

juros de todos os termos, com efeito semelhante na taxa para 1 dia e para 1 

ano (4 trimestres). Nos termos de 5 anos (20 trimestres) e 10 anos (40 

trimestres) o efeito do aumento vai reduzindo. 

O choque de política monetária mostra um aumento relevante na taxa 

de juros de 1 dia e vai oscilando até convergir no estado estacionário. A 

resposta da taxa de 1 ano é um suave aumento e posterior oscilação até a 

convergência. Nas taxas para 5 e 10 anos o efeito é uma redução nas taxas 

com impacto maior de queda na taxa de 20 trimestres. 

O choque de produtividade tem como resposta um aumento no curto 

prazo de todos os termos das taxas de juros. Os efeitos de curto nas taxas de 1 

dia e 1 ano são semelhantes e nas taxas de 5 e 10 anos vão reduzindo, todos 

vão oscilando até convergir no estado estacionário. 

Os choques nas metas de inflação aumentam todos os termos das 

taxas de juros no horizonte de curto prazo, mas os efeitos são maiores sobre 

os termos de prazos mais curtos (1 dia e 1 ano), quando comparado aos 

termos de longo prazo (5 e 10 anos). 

Assim, percebemos que existem indícios de que a transmissão 

monetária no Brasil não é muito elevada, quando estimamos o período de 

março/1996 a dezembro/2010, pelo método GMM em dois estágios. 

O grau de dependência do consumo passado na economia brasileira é 

alto e o coeficiente que avalia a diferença entre a inflação esperada e a meta 

de inflação é uma variável importante na condução da política monetária. 

A novidade estimar o produto natural de forma endógena mostra que o 

produto natural do período passado é relevante para definir o produto natural 

corrente. 

A análise da decomposição da variância mostra a importância da meta 

de inflação para explicar os choques na inflação corrente e na taxa de juros. 

Por outro lado, os choques no produto corrente são explicados pelo produto 

natural, pela política monetária, pela curva de Phillips e pela meta de inflação, 

de forma aproximadamente igual. 
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Por fim, e com a mesma conclusão obtida nos outros capítulos 

anteriores, percebemos que as variáveis macroeconômicas são importantes 

para explicar o comportamento da estrutura a termo de taxas de juros. O fator 

nível da curva de juros foi explicado pela meta de inflação, o fator curvatura foi 

explicado pela meta de inflação e pela regra de política monetária e o fator 

inclinação da curva de juros foi explicado pela curva de Phillips, pela meta de 

inflação e pela regra de política. 
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3.5 Conclusão 

 

Os modelos dos novos keynesianos são parcimoniosos e, devido a 

essa característica, possuem informação limitada. Ao incorporarmos a 

informação contida na estrutura a termo de taxas de juros estamos ajudando a 

recuperar importantes parâmetros estruturais. Além disso, ao incluir um 

componente de hábito externo do consumo passado e incluindo duas equações 

para definir a trajetória do produto natural e da meta de inflação, estamos 

gerando persistências endógenas adicionais. 

Os resultados obtidos mostram boas e grandes estimativas para a 

curva de Phillips, para o parâmetro da taxa de juros real e o modelo exibe uma 

relevante resposta contemporânea da estrutura a termo aos cinco choques 

macroeconômicos estruturais do modelo.  

Dentre os parâmetros estimados na curva IS, o impacto do produto 

esperado foi menor que o impacto do produto passado, que mostra a 

relevância do produto passado na formação do produto corrente. Por outro 

lado, o parâmetro da taxa de juros real foi ligeiramente superior ao observado 

nos EUA. A elasticidade intertemporal inversa de substituição mostrou que a 

curva IS é um canal de pouca eficácia na transmissão da política monetária. 

Na curva de Phillips, o componente forward-looking foi inferior ao 

componente backward-looking, resultado oposto ao verificado por Bekaert, Cho 

e Moreno nos EUA. 

Na estimação da regra de política monetária, a diferença entre a 

inflação esperada e a meta de inflação medida pelo parâmetro foi 20% superior 

ao verificado na economia norte-americana. 

Uma contribuição importante desse modelo é perceber que o 

parâmetro do peso das taxas de inflação futura na definição da taxa de inflação 

de longo prazo é menor do que o parâmetro de suavização da inflação passada 

na determinação da meta de inflação. 
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A variância da inflação no curto prazo é explicada, principalmente, pelo 

choque da curva de Phillips. A variância do produto, no curto prazo, é explicada 

pelos choques da curva IS, da meta de inflação e da política monetária e no 

médio e longo prazo passa a sofre a influência do choque no produto natural e 

da curva de Phillips. A variação da taxa de juros de curto prazo é explicada, no 

horizonte de curto prazo, pelo choque de política monetária, mas nos 

horizontes temporais posteriores ao terceiro trimestre essa variação é 

explicada pelo choque da meta de inflação. 

Assim, percebemos a importância da política monetária na definição da 

inflação e das taxas de juros. Quanto ao nível de produção, notamos que, além 

política monetária, os choques de produtividade e da curva IS também são 

relevantes. 

Adicionalmente, concluímos que esse modelo macroeconômico e 

financeiro se ajusta melhor à estrutura a termo de juros da economia brasileira 

do que os modelos de vetor autoregressivo tradicional no DSGE, quando 

comparamos os erros de medição. 

O impulso da curva de Phillips sobre os fatores latentes, de imediato o 

choque aumenta o fator nível, esse undershooting na taxa de juros pode estar 

relacionado com uma resposta endógena da autoridade monetária para conter 

a inflação, que diminui a inflação abaixo do estado estacionário por certo 

tempo. O impulso na curva IS tem como resposta o aumento do fator nível e o 

impulso do choque de política monetária provoca uma resposta de aumento 

inicial do fator nível, seguido por uma queda abrupta, que pode estar associado 

ao undershooting da taxa de juros de curto prazo após um choque de política 

monetária. Os impulsos no choque de produtividade e no choque nas metas de 

inflação aumentam o fator nível. 

O choque de política monetária mostra um aumento relevante na taxa 

de juros de 1 dia e vai oscilando até convergir no estado estacionário. A 

resposta da taxa de 1 ano é um suave aumento e posterior oscilação até a 

convergência. Nas taxas para 5 e 10 anos o efeito é uma redução nas taxas 

com impacto maior de queda na taxa de 20 trimestres. 
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O choque de produtividade tem como resposta um aumento no curto 

prazo de todos os termos das taxas de juros. Os efeitos de curto nas taxas de 1 

dia e 1 ano são semelhantes e nas taxas de 5 e 10 anos vão reduzindo, todos 

vão oscilando até convergir no estado estacionário. 

Os choques nas metas de inflação aumentam todos os termos das 

taxas de juros no horizonte de curto prazo, mas os efeitos são maiores sobre 

os termos de prazos mais curtos (1 dia e 1 ano), quando comparado aos 

termos de longo prazo (5 e 10 anos). 

Logo, existem indícios de que a transmissão monetária no Brasil não é 

muito elevada e que o grau de dependência do consumo passado na economia 

brasileira é alto. A novidade estimar o produto natural de forma endógena 

mostra que o produto natural do período passado é relevante para definir o 

produto natural corrente. 

Por fim, e com a mesma conclusão obtida nos outros capítulos 

anteriores, percebemos que as variáveis macroeconômicas são importantes 

para explicar o comportamento da estrutura a termo de taxas de juros. O fator 

nível da curva de juros foi explicado pela meta de inflação, o fator curvatura foi 

explicado pela meta de inflação e pela regra de política monetária e o fator 

inclinação da curva de juros foi explicado pela curva de Phillips, pela meta de 

inflação e pela regra de política. 
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Apêndice 3.I – A Curva IS e a curva de demanda agregada 

 

Para a obtenção da curva IS, o problema de maximização do 

consumidor considera uma função utilidade com formação de hábito e oferta de 

trabalho aditiva (separada do consumo). A adoção de hábito procura criar uma 

persistência no produto (choque implica em tempo maior para retornar a seu 

nível natural). 

A curva dinâmica IS será obtida pelas condições de primeira ordem de 

um consumidor representativo que maximiza a função utilidade, segundo Lucas 

(1978): 
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Onde tC  é o índice composto do nível de consumo, σ  é o coeficiente de 

aversão ao risco (ou inverso da elasticidade intertemporal do consumo), 
tN  é a 

oferta de trabalho em horas dedicadas ao trabalho, χ  é o inverso da 

elasticidade intertemporal da oferta de trabalho, tF  é um fator de mudança na 

demanda agregada com hábito externo e choque exógeno de demanda 

agregada e ψ  é o fator de desconto temporal. 

O fator de mudança ou de deslocamento da demanda agregada 

assume a seguinte forma: 

ttt GHF =           

Onde 
tH  é o nível de hábito externo que é exógeno ao agente e 

depende do consumo passado e 
tG  é o choque exógeno de demanda 

agregada que pode ser interpretado como choque de preferência sobre o 

consumo. A persistência endógena do produto é criada conforme Fuhrer 

(2000), isto é, η
1−= tt CH  e η  mede o grau de dependência do hábito sobre o 

nível de consumo passado.  Essa persistência do hábito tem uma relação linear 
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com a persistência do hábito de Fuhrer (2000), que é da forma ( )1−= ση h , 

onde h é o parâmetro de persistência do hábito em Fuhrer. 

O problema do consumidor contempla, ainda, uma restrição 

orçamentária da seguinte forma: 

( ) 1
//

−++≤+ ttttttttt dQDNWQdCP      (3.6) 

Onde 
tP  é o nível de preços, 

td  é o vetor de pesos que compõe a 

carteira de ativos, 
tQ  é o vetor de preços dos ativos e 

tD  é o vetor de 

dividendos. Nesta análise o governo não é considerado de forma explícita. 

Portanto, o problema do agente representativo é maximizar sua função 

de utilidade sujeita à restrição orçamentária: 
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  (3.7) 

Reescrevendo o problema do consumidor para: 
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O primeiro passo no processo de solução do problema do consumidor 

é encontrar a oferta de trabalho, obtendo a condição de primeira ordem em 

relação ao trabalho: 
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σ
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−

−
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W 1
σ

χ

−
=         (3.8) 

Log-linearizando a oferta de trabalho temos: 

stttt fncpw −+=−   χσ        (3.9) 

O segundo passo para solucionar o problema do consumidor é 

encontrar a curva IS, isto é, maximizar a função objetivo considerando a 

restrição orçamentária, com respeito ao vetor de pesos que compõe a carteira 

de ativos das famílias: 

0
1

11
1,1

1
, =







 +
−








=

∂
∂

+

++
++

−+−

t

tt

tCt

tt

t

t

tCt

tt

t P

QD
UF

P

Q
UF

d

L
ψψ  








 +
=









+

++
++

1

11
1,1,

t

tt

tCt

t

t

tCt
P

QD
UF

P

Q
UF ψ  

1,

1,1

11 +
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Pelas equações (3.2) e (3.3), obtemos: 

1

11
1

+
−

+
−
+

+ =
t

t

tt

tt

t
P

P

FC

FC
M

σ

σ

ψ        (3.10) 

A condição de equilíbrio de mercado, 
tt YC = : 

1

11
1

+
−

+
−
+

+ =
t

t

tt

tt

t
P

P

FY

FY
M

σ

σ

ψ  

Log-linearizando a equação: 

( ) 1111 log ++++ −+−++−= ttttttt ppffyym σσψ  

Considerando que 
ttttt gyghf +=+= −1η  e log-linearizando, temos: 

( ) 11111 log +−+++ −+−−+++−= ttttttttt ppgygyyym ηησσψ  
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( ) ( ) ( ) ( )tttttttt ppggyyym −−−+−++−= ++−++ 11111 log ηησσψ  

( ) ( ) ( ) 11111 log ++−++ −−+−++−= ttttttt ggyyym πησησψ   (3.11) 

Em particular, a taxa nominal de juros satisfaz: 

( )[ ] 111 =++ ttt iME  

Sob log-normalidade: 

( ) ttttt imVmE −=+ ++ 11 5,0        (3.12) 

Substituindo a equação (3.11) em (3.12): 

( ) ( )( ) ( ) tttttttttt imVggyyyE −=+−−+−++− +++−+ 11111 5,0log πησησψ  

( ) ( ) ( ) ( ) ttttttttttt imVEggyyyE −=+−−+−++− +++−+ 11111 5,0log πησησψ  

( ) ( ) ( ) ( ) ttttttttttt imVEggyyEy −−+−−++−=+ +++−+ 11111 5,0log πησψση  

( )
( )[ ]

( )
( )

( )

( )
( )[ ]

( )
( )ttttt

tttttt

ggiE

yyEmVy

−
+

+−
+
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+
+

+
++

+
−=
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−++

11

111

11

5,0log
1

ση
π

ση

ση
η

ση
σ

ψ
ση  

( ) ( ) tISttttttISt EiyyEy ,111 1 επφµµα +−−−++= +−+    (3.13) 

Onde ty  é o hiato do produto dessazonalizado, ti  é a taxa de juros de 

curto prazo, 
ησ

φ
+

=
1

 e σφµ = , com φ  representando a resposta do produto 

dessazonalizado às mudanças na taxa de juros real. Além disso, 

( )( )15,0log ++−= ttIS mVψφα  e o choque da curva IS é igual a ( )tttIS gg −= +1, φε  

e é independente e identicamente distribuído, com variância homocedástica 

2
ISσ . Note que ( )1+tt mV  depende da dinâmica da variável estado do modelo, se 

as inovações do modelo forem homocedástica, então a variância do núcleo de 

precificação é constante. 
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Apêndice 3.II – Curva de Phillips, persistência endógena do produto 
natural e o hiato do produto 

 

Curva de Phillips e a curva de oferta agregada 

 

A curva de Phillips (PC), também conhecida como equação de oferta 

agregada (AS), pode ser obtida pela relação entre a inflação corrente com a 

inflação esperada no futuro e com o custo marginal real, conforme Woodford 

(2003), e implica num relacionamento positivo entre o custo marginal real e a 

inflação e, sob certas condições, o hiato do produto é proporcional ao custo 

marginal. 

A curva de Phillips é obtida resolvendo o problema de maximização 

das firmas. Este artigo assume a presença de competição monopolística no 

mercado de bens intermediários, num contínuo de produtos ( )iYt  com 

elasticidade de substituição entre eles igual a 1>ε  e cujo índice de produto 

agregado é: 

( )
11

0

1
1

−
−









≡ ∫

ε
ε

ε diiYY tt        (3.14) 

A demanda pelo produto i produzido pela firma i com preços ( )iPt  é 

obtida pela expressão de Blanchard e Kyiotaki (1987): 

( ) ( )
t

t

t
t Y

P

iP
iY

ε−









=         (3.15) 

Onde ( )iPt  é o preço do produto da firma i e tP  é o índice de preços 

agregado definido como: 

( )
ε

ε
−

−









≡ ∫

1

1
1

0

1
diiPP tt        (3.16) 
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Seguindo Calvo (1983), as firmas maximizam seu lucro, mas somente 

uma fração ( )θ−1  maximiza o lucro no período t reajustando o preço do seu 

produto, ou seja, ajustam preço com a probabilidade ( )θ−1  num dado período 

qualquer e independente do tempo decorrido desde o último ajustamento. 

Assim, uma fração θ  não reajusta seu preço no período t e corrige seus preços 

pela inflação do período anterior. Essa fração que mantém seus preços 

inalterados gera uma persistência endógena [ ]1,0∈τ . Logo, temos que: 

( ) ( )
τ









=

−

−
−

2

1
1

t

t
tt

P

P
iPiP        (3.17) 

Onde τ  é o grau de indexação da inflação anterior situado entre 0 e 1. 

Para obter a dinâmica de preços agregado utilizamos a definição de 

nível de preços: 
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1
diiPP tt  

Incluindo a precificação da firma i e considerando o fato de que todas 

as firmas que ajustam seus preços escolhem um preço idêntico ( )iPt  com 

probabilidade ( )θ−1 , temos: 
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Log-linearizando a equação (3.18): 
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( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )111ˆ1111 −−−−+−+−≅ ttt ip τππεθεθ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )11ˆ1ˆ111 −−−−+−−−−+≅ tttt ipip τππεθθεθθε  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )11ˆ1ˆ10 −−−−−−−≅ tttt ipip τππεθεθε  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]1ˆˆ10 −−−−−≅ tttt ipip τππθθε  

( ) ( ) ( )1ˆ10 −−−−≅ ttt ip τππθθ  

( ) ( ) ( )ipttt
ˆ11 θτππθ −≅− −  

No estado estacionário com inflação zero, uma aproximação log-linear 

para o índice de preços agregado gera: 

( )ipttt
ˆ

1
1 θ

θ
τππ

−
=− −        (3.19) 

Onde ( ) ( )








=

t

t

t
P

iP
ip logˆ  

 

E problema da firma é escolher ( )iPt  no seguinte problema: 

( ) ( )∑
∞

=

− Π
0

,max
k

TTt

tT

tiP iME
t

θ       (3.20) 

Onde TtM ,  é o fator de desconto nominal (núcleo de precificação com 

direitos contingentes, o fator é estocástico), ( )iTΠ  é o lucro nominal da firma i 

no tempo T, que vai de t até ∞. Alterando o índice temporal do fator de 

desconto estocástico temos que: 

( )
( ) TtttC

tTTTCtT

Tt
PFNCU

PFNCU
M

;,

;,
,

−=ψ       (3.21) 

Por outro lado, o lucro é igual à receita total deduzida dos custos totais: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )iCTiYiPiCTiRTi TTT −=−=Π      (3.22) 

Note que a firma i escolhe hoje (período t) o preço de seu produto ( )iPt  

e, a partir daí, seu preço somente sofre atualização da inflação agregada da 

mesma forma que as firmas que não otimizam. Como o tempo t é o tempo hoje 
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e o período de maximização vai até ∞, note que o subscrito maiúsculo T no 

índice agregado de preço e de produto é o indicativo de que eles podem mudar 

nos períodos futuros. 

( ) ( ) ( ) [ ]CVCFiYiPi TTT +−=Π  

Com custo fixo igual a zero: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )iYPiSiYiPi TTTTTT −=Π  

Utilizando as equações (3.15) e (3.17), com ( ) ( )iYiY Tt = , e sabendo que 

o custo marginal é definido por ( ) ( )
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TT

T
NiY

PW
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/ , temos que: 
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Utilizando as equações (3.17), (3.21) e (3.23), o problema da firma fica: 
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As firmas maximizam sua função lucro em relação aos preços para 

obter a condição de primeira ordem: 
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∞

= −

−

−

−

−−− =












−
−





























tT

T

t

T

T

t

t

T

TtTttC

tT

t iS
P

P

P

iP

P

P
PiPYFCUE 0
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ε
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θψ
ττε

εε  (3.24) 

Log-linearizando a condição de primeira ordem em torno do estado 

estacionário e resolvendo para ( )ipt
ˆ : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]∑∑
∞

+=
−

−
∞

=

− −+−=
1

1ˆ1ˆ
tT

TTt

tT

tT

Tt

tT

t EisEip τππθψθψθψ   (3.25) 

Onde ( )isT
ˆ  é o desvio percentual do estado estacionário do logaritmo 

do custo marginal real de produzir ( )iYt . Assim, vamos retirar a indexação do 

custo marginal real. 
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Reescrevendo: 

( ) ( ) [ ]
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Como { } { }kttkttt xExEE +++ =1  para qualquer variável aleatória ktx + , 

podemos reescrever a equação para: 

( ) ( ) [ ] ( ) ( )

( ) [ ]]

ˆ1[ˆ1ˆ
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( ) ( ) [ ] 11 ˆˆ1ˆ ++ +−+−= ttttttt pEEsip θψτππθψθψ  

Como ( )ipttt
ˆ

1
1 θ

θ
τππ

−
=− −

 implica que ( ) [ ]11
ˆ −−

−
= ttt ip τππ

θ
θ , temos: 
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[ ] ( )( ) ( ) [ ] [ ]ttttttttt EEs τππθψτππψθ
θ

θψθ
τππ −+−−+

−−
=− ++− 111 1ˆ

11  

( )( ) [ ]tttttt Es τππψ
θ

θψθ
τππ −+

−−
=− +− 11 ˆ

11    (3.26) 

( )( ) [ ] 11ˆ
11

−+ ++
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=+ tttttt Es τππψ
θ

θψθ
τψππ  
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Assim, temos: 

[ ] ( )( )
( ) ttttt sE ˆ
1

11

11 11 ψτθ
θψθ

π
ψτ
τ

π
ψτ
ψ

π
+
−−

+
+

+
+

= −+
 

Logo, a equação de oferta agregada ou da curva de Phillips 

corresponde a: 

[ ] ttttt sE ˆ 1211 ϖπδπδπ ++= −+  

Onde 
ψτ
ψ

δ
+

=
11

,
ψτ
τ

δ
+

=
12

 e ( )( )
( )ψτθ

θψθ
ϖ

+
−−

=
1

11 . Logo, para o parâmetro 

ψ  próximo a unidade, temos que a soma 21 δδ +  é aproximadamente igual a 

unidade e podemos fazer δδ =1  e ( )δδ −= 12 . Note que ϖ  captura a relação 

de curto prazo entre a inflação e o custo marginal real e que ( )δ−1  caracteriza 

a persistência endógena da inflação. 

[ ] ( ) ttttt sE ˆ1 11  ϖπδπδπ +−+= −+       (3.27) 

 

 

Persistência endógena do produto natural e o hiato do produto 

 

Para mostrar que o modelo produz uma dinâmica endógena para o 

produto natural n

tY  e, conseqüentemente, para o hiato do produto, partimos da 

função de produção: 

ttt NY ξ=          (3.28) 

Onde tξ  é o choque tecnológico independente da produção. 

O custo médio é obtido pela razão entre o custo da mão-de-obra e a 

função de produção tY : 
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Se o custo médio de produção for constante, então o custo marginal 

real tS  será constante e igual ao custo médio, e a demanda por trabalho pode 

ser simplificada para: 

t

t

tt
P

W
S 1−= ξ          (3.29) 

A condição de primeira ordem do problema de maximização das 

famílias fornece a oferta de trabalho: 

( )
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FCU
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−=         (3.30) 
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W 1
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=  

Substituindo ttt GCF η
1−= , obtemos: 

ttt
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st
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W
ησ

χ

σ

χ

1−
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==  

1
1

−−
−= tttt

t

t GCCN
P

W ησχ         (3.31) 

Da equação (3.29) obtemos tt

t

t S
P

W
ξ=  e igualando com a demanda por 

trabalho descrita pela equação (3.31): 

1
1

−−
−= tttttt GCCNS ησχξ  

1
1

1 −−
−

−= tttttt GCCNS ησχξ        (3.32) 

Substituindo a condição de equilíbrio no mercado tt CY = : 

1
1

1 −−
−

−= tttttt GYYNS ησχξ  

Podemos reescrever a equação (3.28) para 1−= ttt YN ξ  e substituir: 

( ) 1
1

11 −−
−

−−= ttttttt GYYYS ησχ
ξξ  
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χησχ ξ −−−−
−

+= 11
1 ttttt GYYS        (3.33) 

Como estamos num mercado de competição monopolística, se 

normalizarmos a inovação, 1== ttG ξ ,então n

tY  será o nível do produto que 

satisfaz ao custo marginal do tipo: 

( )1;1; ===≡ tt

n

ttt

n

t GYYSS ξ  

( ) ( ) ( ) ( ) χησχ −−−−+
= 11 11n

t

n

t

n

t YYS  

( ) ( ) ησχ −

−

+
= n

t

n

t

n

t YYS 1        (3.34) 

Dado que estamos em competição monopolística, o nível de produto 

natural satisfaz o fato de que o custo marginal no estado estacionário é igual ao 

markup sobre o preço: 

1
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=

ε
ε

n

tS  

Substituindo a equação (3.34): 

( ) ( )
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1
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=
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ησχ n
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n

t YY        (3.35) 

Log-linearizando: 
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Fazendo 
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σχ
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 e 
( )σχ
η
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+

= : 

n
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t yy n 1−+= λα         (3.36) 
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O nível de produto natural pode estar sujeito a ocorrência inovações, 

isto é, um choque de markup 
tyn ,

ε  com desvio padrão ny
σ  e que altera o nível 

natural para: 

ty

n

ty

n

t nn yy
,1 ελα ++= −        (3.37) 

Para chegar à curva de Phillips, torna-se necessário construir o desvio 

do custo marginal em relação ao custo marginal com preços flexíveis e 

competição perfeita. Com isso, o custo marginal real é dado por: 

( ) ( ) ησχχησχ ξ
−

−

+−−−−
−

+ −=− n

t

n

ttttt

n

tt YYGYYSS 1
11

1  

Fazendo n

ttt SSS −=ˆ  e log-linearizando: 

( ) ( ) ( ) n

t

n

tttttt yygyys 11 ln1ˆ −− −+−+−−−+= ησχξχησχ  

( )[ ] [ ] ( ) tt

n

tt

n

ttt gyyyys ξχησχ ln1ˆ 11 +−−−−−+= −−  

( ) ( )
( )

( ) ( ) tt

n

tt

n

ttt gyyyys ξχ
σχ

η
σχ ln1ˆ 11 +−−








−

+
−−+= −−  

Fazendo 
( )σχ
η

λ
+

= : 

( ) ( )[ ] ( ) tt

n

tt

n

ttt gyyyys ξχλσχ ln1ˆ 11 +−−−−−+= −−    (3.38) 

Para obter a equação de oferta agregada ou curva de Phillips é 

necessário de substituir a equação (3.38) na equação de custo marginal real 

dentro da equação (3.27) que descreve a curva de Phillips: 

[ ] ( ) ( )[ ] ( )[ ]tt

n

tt

n

tttttt gyyyyE ξχλσχϖπδπδπ ln1111211 +−−−−−+++= −−−+  

Fazendo ( )χσϖκ += , ttIS g=,ε  e ( ) ttAS ξχϖε ln1, +−= , temos: 

[ ] ( ) ( )[ ] tAStIS

n

tt

n

tttttt yyyyE ,,111211 εζελκπδπδπ +−−−−−+= −−−+  

[ ] ( ) ( ) tAStIS

n

ttcp

n

tttttt yyyyE ,,111211 εζελκπδπδπ +−−−−−+= −−−+  
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Note que os choques entram na curva de Phillips e que ( )ησϖζ +=  

porque ( )
( )χσ

κ
ϖχσϖκ

+
=∴+= . O choque tecnológico da curva IS entra na 

equação AS (ou curva de Phillips) devido ao custo marginal depender dos 

choques de demanda agregada que são exógenos 
tG . O parâmetro cpλ  

captura o impacto do hiato entre o produto real e o produto natural sobre a 

inflação, que está em termos de parâmetros estruturais e corresponde à 

κλλ =cp . Isso ocorre porque a estrutura adota considera uma defasagem na 

especificação dos hábitos externos e, por isso, temos esse resultado. 

Entretanto, dependendo da especificação que adotamos para tŝ  

podemos estimar o modelo desconsiderando o impacto  do choque tecnológico 

da curva IS e o hiato entre o produto real e o produto natural, obtendo a 

seguinte curva de Phillips: 

[ ] ( ) tAS

n

tttttt yyE ,1211 εκπδπδπ +−−+= −+      (3.39) 
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Apêndice 3.III – Regra de política monetária 

 

A regra considerada é a tradicional de Clarida, Galí e Gertler (1999), 

logo, a autoridade monetária especifica uma meta de taxa de juros nominal que 

é sua meta de política monetária *
ti , essa decisão é tomada com base numa 

regra de Taylor do tipo forward-looking: 

( ) ( )n

ttttttt yyEii −+−+= + γππβ *
1

*      (3.40) 

Onde *
tπ  é a meta de inflação que varia no tempo e ti  é o nível da taxa 

de juros nominal do estado estacionário, que ocorre quando *
1 tttE ππ =+  e 

n

tt yy = . Note que β  mede a resposta de longo prazo da taxa de juros quanto à 

inflação esperada, isto é, mede a postura da autoridade monetária em relação 

à inflação. 

Podemos assumir que ti  é constante iit = , mas existem algumas 

especificações alternativas, onde ti  varia no tempo. Por exemplo, pode-se 

escolher a hipótese alternativa 1++= ttt Eri π , onde a taxa nominal é consistente 

com a hipótese de Fisher de que a taxa juros real da curva IS é constante se a 

inflação atinge a meta e se o produto atinge o nível potencial. Outra 

especificação 1++= tttt Eri π , onde a taxa de juros real varia no tempo e 

especificada segundo Woodford (2003), ( )[ ]n

t

n

t

n

ttt yyyEr −−+= −+ 11 1
1

µµ
φ

. 

A equação 1++= tttt Eri π  é equivalente a equação 1++= ttt Eri π , exceto 

pela taxa desejada de juros tr  variar no tempo. Bekaert, Cho e Moreno (2010) 

indicam que essas especificações alternativas podem ser desconsideradas, 

dado que geram resultados similares. 

Conforme Woodford (2003), temos que: 

( )[ ]n

t

n

t

n

ttt yyyEr −−+= −+ 11 1
1

µµ
φ

      (3.41) 
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A taxa de juros real coincide com a taxa natural de Wicksell, ou seja, 

com a taxa real que não exerce pressão monetária sobre o hiato do produto, e 

também sobre a inflação. 

Clarida, Galí e Gertler (1999) mostraram que a autoridade monetária 

procura estabelecer a taxa de juros de curto prazo como média ponderada 

entre a taxa de juros defasada em um período e a meta da taxa de juros, com 

intuito de suavizar as taxas de juros: 

( ) tMPttt iii ,
*

1 1 ερρ +−+= −  

Onde ρ  é o parâmetro de suavização e tMP,ε  é o choque exógeno de 

política monetária, que é i.i.d. com desvio-padrão MPσ . 

A regra de política monetária é obtida substituindo a equação (3.40): 

( ) ( ) ( )[ ]
tMP

n

tttttttt yyEiii ,
*

11 1 εγππβρρ +−+−+−+= +−   

Fazendo ( )
tMP iρα −= 1 , encontramos: 

( ) ( ) ( )[ ]
tMP

n

ttttttMPt yyEii ,
*

11 1 εγππβρρα +−+−−++= +−    (3.42) 
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Apêndice 3.IV – Meta de inflação, a estrutura a termo no modelo novo 
keynesiano e a solução de expectativas racionais 

 

O processo estocástico para a meta de inflação ocorre com base nas 

expectativas de inflação de longo prazo do setor privado e de algumas 

informações exógenas. 

 

Meta de Inflação 

 

Inicialmente, acreditamos que a autoridade monetária estabelece a 

meta de inflação seguindo as expectativas de inflação de longo prazo do setor 

privado. Com isso, o valor esperado de longo prazo da inflação LR

tπ  é definido 

como a média ponderada de todas as taxas de inflação futuras: 

( )∑
∞

=
+−=

0

1
j

jtt

jLR

t Edd ππ   

Com 10 << d . 

Note que a equação acima é a solução da equação: 

( ) tjtt

LR

t ddE πππ −+= + 1  

Onde 10 ≤≤ d . 

Portanto, quando 0=d  temos uma igualdade entre a inflação de longo 

prazo e a inflação corrente t

LR

t ππ =  e quando 1=d  temos a inflação de longo 

prazo aproximando-se da inflação esperada LR

tt

LR

t E 1+→ ππ  e indica que a 

inflação esperada não está condicionada a inflação corrente. 

Como adotamos a premissa de que a autoridade monetária determina 

sua meta de inflação ao redor da inflação futura LR

tπ , procurando suavizar as 

mudanças na meta, temos que: 

( )
t

LR

ttt ,

*
1

*
*1

π
επωωππ +−+= −       (3.43) 
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Onde 
t,*π

ε  é um erro aleatório que caracteriza uma mudança exógena 

na postura da política monetária em relação à taxa de inflação de longo prazo 

ou em relação à meta de inflação. Essa mudança de postura tem um 

comportamento independente e identicamente distribuído, com desvio-padrão 

igual a *π
σ . 

Substituindo a equação da inflação de longo prazo na equação de 

determinação da meta de inflação *
tπ  e adiantando o período, temos: 

( ) ( )[ ]
tt

LR

tttt ddE
,1

*
1

*
*11

π
εππωωππ +−+−+= +−  

( ) ( )( )
tt

LR

tttt ddE
,1

*
1

*
*111

π
επωπωωππ +−−+−+= +−  

( ) ( )[ ] ( )( )
ttt

LR

tttt dddEd
,12

*
1

*
*1111

π
επωππωωππ +−−+−+−+= ++−  

( ) ( )( ) ( )( )
ttt

LR

tttt dddEd
,12

2*
1

*
*11111

π
επωπωπωωππ +−−+−−+−+= ++−  

( ) ( )( ) ( )( )
( )( )

tt

tt

LR

tttt

d

ddddEd

,

12
2

3
3*

1
*

*11

11111

π
επω

πωπωπωωππ

+−−+

−−+−−+−+= +++−  

( ) ( )( )

( )( )
tt

n

nt

nLR

ntt

n

tt

d

ddEd

,

1
1

1*
1

*

*11

111

π
επω

πωπωωππ

+−−+









−−+−+= ∑

∞

=
+++

+
−

 

Quando ∞→n , temos que ( ) 01 1
1 →− ++
+ LR

ntt

n Ed πω , logo: 

( )( ) ( )( )
tt

n

nt

n

tt ddd
,

1

*
1

*
*1111

π
επωπωωππ +−−+








−−+= ∑

∞

=
+−  

( )( ) ( )( )
ttt

n

nt

n

t ddd
,

*
1

1

*
*1111

π
επωωππωπ +−−++








−−= −

∞

=
+∑  

( )( )
tttttt

d

d

d
E

d

d
,

*
1

*
1

*
*

1

11

11 π
επ

ω
ω

π
ω

ω
π

ω
π +





+

−−
+

+
+

+
= −+   

tttttt
d

dd

d
E

d

d
,

*
1

*
1

*
*

1

1

11 π
επ

ω
ωω

π
ω

ω
π

ω
π +





+

−−+
+

+
+

+
= −+  

tttttt
dd

d

d
E

d

d
,

*
1

*
1

*
*

11
1

11 π
επ

ω
ω

ω
π

ω
ω

π
ω

π +





+

−
+

−+
+

+
+

= −+  
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tttttt E
,3

*
12

*
11

*
*π

επϕπϕπϕπ +++= −+      (3.44) 

Onde 21321 1 e 
1

,
1

ϕϕϕ
ω

ω
ϕ

ω
ϕ −−=

+
=

+
=

dd

d
. 

 

Modelo Novo Keynesiano incluindo a estrutura a termo da inflação 

 

O sistema de equações simultâneas que descreve o modelo novo 

keynesiano é formado pela equação (3.13) da curva IS, da equação (3.37) do 

produto natural com persistência endógena, da equação (3.39) da curva de 

Phillips, da equação (3.42) da regra de política monetária e da equação (3.44) 

que representa a meta de inflação. 

Com as três equações padrão utilizadas no modelo novo keynesiano e 

a inclusão da equação da persistência do produto natural e do processo 

estocástico da estrutura a termo da taxa de inflação, nosso modelo passa a ser 

composto por cinco equações, sendo três variáveis observáveis (inflação, 

produto e taxa nominal de juros) e duas variáveis não observáveis (produto 

natural e meta de inflação desejada): 

( ) tAS

n

tttttt yyE ,1211 εκπδπδπ +−++= −+  

( ) ( ) tISttttttISt EiyyEy ,111 1 επφµµα +−−−++= +−+  

( ) ( ) ( )[ ] tMP

n

ttttttMPt yyEii ,
*

11 1 εγππβρρα +−+−−++= +−   (3.45) 

ty

n

ty

n

t nn yy
,1 ελα ++= −  

tttttt E
,3

*
12

*
11

*
*π

επϕπϕπϕπ +++= −+  

Colocando as variáveis endógenas correntes no lado esquerdo e as 

variáveis adiantadas e defasadas ao lado direito, temos: 

tASttt

n

ttt Eyy ,1211 επδπδκλκπ ++=+− −+  

( ) tIStttttIStt yyEEiy ,111 1 εµµπφαφ +−+++=+ −++  
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( ) ( ) ( ) ( ) tMPttttMPt

n

ttt iEyiy ,11
* 1111 ερπρβαπρβργργ ++−+=−+−++−− −+  

ty

n

ty

n

t nn yy
,1 ελα ++= −  

tttttt E
,

*
12

*
11

*
3 *π

επϕπϕππϕ ++=+ −+  

Esse sistema pode ser descrito na forma matricial como: 

ttttt CJxxAEBx εα +++= −+ 11    

( ) ( ) ( )
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−

=
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01000

11110

0010

001
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ρβργργ
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=

0

0

ny
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α
α

α , ( )























−=

1

1
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00001
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0000

ϕ

ρβ
µφ

δ

A , 

( )






















−

=

2

2

0000

0000

0000

00010

0000

ϕ
λ

ρ
µ

δ

J , 























=

10000

01000

00100

00010

00001

C  

Onde ( )/*
t

n

ttttt yiyx ππ= , B , A  e J  são as matrizes com os 

coeficientes dos parâmetros da forma estrutural, α  é um vetor de constantes e 

( )/
,,,,, * ttytMPtIStASt n π

εεεεεε =  é um vetor de termos distúrbios na forma 

estrutural. O vetor de distúrbios adota a premissa de que ( )Dt ,0~ε , onde o 

vetor 15×  com zeros com as médias dos erros e D  corresponde à matriz 

diagonal contendo as variâncias dos erros. 

No caso desse sistema de equações simultâneas possuírem todas as 

suas equações identificadas, seja com restrições no coeficiente dos parâmetros 

e/ou a matriz de variância ou covariância, então será possível estimar os 

coeficientes do sistema na forma reduzida e, posteriormente, encontrar os 

coeficientes da forma estrutural. 
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Encontrando a forma reduzida por expectativas racionais 

 

Note que assumindo a premissa de expectativas racionais e sem 

informação assimétrica entre os agentes econômicos e a autoridade de política 

monetária: 

111 +++ += tttt vxEx         (3.46) 

Onde 1+tv  é o vetor de erros com expectativas racionais. 

Além do problema de identificação do sistema, a abordagem de 

coeficientes indeterminados mostra que uma solução estável do sistema (3.45) 

pode ser escrito na forma reduzida. 

11 ++ Γ+Ω+= ttt xcx ε         (3.47) 

Onde c  é um vetor de constantes, Ω e Γ  são matrizes 55× . Para 

mostrarmos que a equação (3.47) é uma solução na forma reduzida, vamos 

substituir a equação (3.47) na equação (3.45) e aplicar expectativas racionais 

( 01 =+ttvE ), temos: 

ttttt CJxxAEBx εα +++= −+ 11  

[ ] tttttt CJxxcAEBx εεα ++Γ+Ω++= −+ 11  

( ) ttt CJxAcxAB εα +++=Ω− −1  

Se existir independência linear entre as cinco equações, então a matriz 

( )Ω− AB  é não singular. Pré-multiplicando a equação acima por ( ) 1−Ω− AB  em 

ambos os lados: 

( ) ( ) ( ) ( )ttt CJxAcABxABAB εα +++Ω−=Ω−Ω− −
−−

1
11  

( ) ( ) ( ) ( ) ttt CABJxABAcABABx εα 1
1

111 −
−

−−− Ω−+Ω−+Ω−+Ω−=  (3.48) 

Definindo: 

( ) JAB
1−Ω−=Ω         (3.49) 

( ) CAB
1−Ω−=Γ         (3.50) 
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E, ainda: 

( ) ( ) AcABABc
11 −− Ω−+Ω−= α  

( ) ( ) α11 −− Ω−=Ω−− ABAcABc  

( )[ ] ( ) α11 −− Ω−=Ω−− ABAABIc  

( ) ( )[ ] 111 −−− Ω−−Ω−= AABIABc α  

[ ] α1−−Ω−= AABc         (3.51) 

Assim, chegamos à equação: 

ttt xcx εΓ+Ω+= −1  

E encontramos a equação (3.52) como sendo a equação matricial que 

representa a forma reduzida do sistema de equações simultâneas do modelo 

novo keynesiano: 

ttt vxcx +Ω+= −1         (3.52) 

Portanto, a equação (3.47) com Ω , Γ  e c  que satisfaz as equações 

(3.49), (3.50) e (3.51), é uma das possíveis soluções da equação (3.45). 

Note que essa forma reduzida corresponde a um simples modelo de 

VAR de primeira ordem com restrições não lineares nos parâmetros, 

Pelas equações (3.49) e (3.50), existe uma relação linear entre Ω  e Γ  

dada por intermédio de J  e C , pois igualando ( ) JAB 1−Ω=Ω− e 

( ) CAB 1−Γ=Ω− , encontramos: 

JC 1−Γ=Ω   

Temos, ainda, uma relação entre os erros estruturais tε  e os erros na 

forma reduzida com expectativas racionais tv , por intermédio de Γ : 

11 ++ Γ= ttv ε  
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Encontrando a solução com expectativas racionais 

 

Para obtermos a solução do sistema de equações do modelo novo 

keynesiano torna-se necessário encontrar a matriz Ω . Inicialmente, vamos pré-

multiplicar a equação (3.49) por ( )Ω− AB : 

( ) ( )( ) JABABAB
1−Ω−Ω−=ΩΩ−  

Obtemos a seguinte equação matricial: 

02 =+Ω−Ω JBA         (3.53) 

Se encontrarmos Ω , então Γ , J  e C  são obtidos diretamente pelas 

equações (3.49), (3.50) e (3.51). 

Para encontrar Ω  temos que resolver a equação (3.53) com 

expectativas racionais, encontrando uma solução com valores reais e 

estacionária. 

Como Ω  é uma função não linear dos parâmetros estruturais B , A  e 

J , existe a possibilidade de não encontrarmos uma solução estacionária ou 

múltiplas soluções estacionárias. Além disso, existe a possibilidade de 

encontrarmos valores complexos. Outro problema para solucionarmos a 

equação (3.53) deve-se à matriz A  ser uma matriz singular (determinante da 

matriz A  é igual a zero). 

Dentre os métodos a serem escolhidos para solucionarmos o 

problema, dois podem ser adotados de forma conjunta. O primeiro é a 

decomposição generalizada Schur (método QZ) para solução de modelos de 

expectativas racionais, conforme Uhlig (1997), Cho e Moreno (2003) e Bekaert, 

Cho e Moreno (2010). Esse método é útil para ser aplicado numa solução sem 

bolha, com valor real e estacionário, e quando a matriz A  é singular. 

Defina duas matrizes de dimensão nn 22 × : 









=

I

A
AER 0

0
 e  







 −
=

0I

JB
BER  
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Onde n  é o número de variáveis endógenas. O conjunto de todas as 

matrizes da forma ERER AB λ− , com λ  igual ao autovalor da matriz. Defina Λ  

como a matriz diagonal cujos elementos diagonais são autovalores e S  é a 

matriz cujas colunas correspondem aos autovalores, tais que, Λ= SAS ERERB . 

Assim, temos uma ou várias submatrizes nn× , denominadas ijS  e ijΛ , 

das matrizes S  e Λ  que podem satisfazer a equação (3.53): 

1
211121
−Λ=Ω SS  

A caracterização da estacionariedade, unicidade e valores reais ocorre 

da seguinte forma: 

(a) Estacionariedade: se todos os autovalores de 11Λ  são menores 

do que a unidade em valor absoluto, então Ω  é estacionária. 

(b) Unicidade: se o número de autovalores for o mesmo número de 

variáveis predeterminadas (variáveis endógenas defasadas que 

são cinco) existe uma única solução, se existem mais do que 

cinco autovalores generalizados estáveis teremos múltiplas 

soluções e se existir menos do que cinco autovalores estáveis 

não teremos uma solução estável. 

(c) Valores reais: Ω  será real se todo autovalor em 11Λ  for um 

número real ou se para todo autovalor complexo em 11Λ  seu 

conjugado complexo também for um autovalor em 11Λ . 

Logo, percebe-se que o método QZ possibilita determinar se existe 

uma solução real e estacionária dentro das classes das soluções livres de 

bolhas, mas não esclarece qual deve ser a solução escolhida se estivermos no 

caso com múltiplas soluções. 

Portanto, é necessário utilizarmos o segundo método para 

encontrarmos a solução estacionária no caso de múltiplas soluções. Nesse 

contexto, a função do método recursivo é fornecer a solução estacionária se 

ela existir, mas não diz se a solução é ou não é única. 
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Resolvendo o modelo recursivamente podemos usar um critério de 

seleção que é livre de bolha e com valores reais por construção. O objetivo é 

construir seqüência de matrizes convergentes { }L,3,2,1,,, =ΓΩ kc kkk  tal que: 

tktkkttkt xxEcx εΓ+Ω+= −++ 11       (3.54) 

Onde ttt Exxx −= . Para encontrarmos a solução recursiva, primeiro, 

checamos se kk Ω≡Ω ∞→lim*  e kk Γ≡Γ ∞→lim*  existem e se *Ω  é a mesma 

solução dentre as soluções obtidas pelo método QZ. Para o limite da equação 

(3.54) ser uma solução livre de bolhas, torna-se necessário que o 

1lim ++∞→ kttkk xEc  seja um vetor de zeros e a solução tenha a seguinte forma: 

ttt xx ε*1
* Γ+Ω= −         (3.55) 

Em seguida, temos que checar se 0limlim *
1 =Ω= ∞→++∞→ kkkttkk xEc , 

utilizando a equação (3.55). 

Portanto, percebemos que o método QZ e o método recursivo são 

métodos complementares a ser utilizado conjuntamente como um critério de 

escolha da solução economicamente relevante. 
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Apêndice 3.V – Estrutura a termo das taxas de juros e a formação do 
spread do termo 

 

Esta seção tem o intuito de procurar esclarecer como é feita a 

precificação dos títulos e a definição do spread de vencimento (ou do termo) da 

estrutura a termo das taxas de juros. 

 

Precificação dos títulos e a estrutura a termo afim das taxas de juros 

 

No modelo de estrutura a termo decorrente do modelo 

macroeconômico, a derivação a partir da curva IS assume uma estrutura de 

preferências em particular, onde o núcleo de precificação é dado pela taxa 

marginal de substituição do consumo intertemporal descrita na equação (3.11), 

isto é: 

( ) ( ) 11111 ln ++−++ −−+−++−= ttttttt ggyyym πηησσψ  

Para estabelecer a dinâmica da variável-estado, que está implícita no 

modelo novo keynesiano da equação (3.52), é necessário representá-la pela 

classe das funções afim e assumir que o choque é normalmente distribuído 

( )1,0~ −tt DNε : 

1
/
0

/
1 ++ ++= ttmmt vAxAcm        (3.56) 

Onde mc  são elementos em c  correspondendo a log-linearização de 

1+tm  ao redor do estado estacionário determinístico. mA  e /
0Λ  são os vetores 

coluna correspondente de Ω  e Γ  e são funções dos parâmetros estruturais do 

modelo DSGE. 

Então, sabemos que o processo do núcleo de precificação, 1+tM , 

determina os preços de todos os títulos de tal forma que: 

[ ] 111 =++ ttt RTME  
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Na hipótese de mercados completos e de ausência de oportunidades 

de arbitragem que corresponde a 01 >+tM  (conforme Harrison e Kreps, 1979). 

Em particular, o preço e o retorno de um título sem cupom com 

vencimento em n: 

1,11, +−+= tntttn PTMEPT        (3.57) 

tn

tn

t
PT

PT
RT

,

1,1
1

+−
+ =         (3.58) 

Agora, tomando o logaritmo na equação (3.57), obtemos: 

( ) 1,11, log +−+ += tntttn ptMEpt  

[ ] [ ] 1,111, var
2

1
+−++ ++= tntttttn ptmmEpt      (3.59) 

Onde essa relação ocorre se a distribuição condicional dos preços do 

título 1,1 +− tnpt  e o fator de desconto 1+tm  são variáveis log-normais conjuntas. 

Substituindo a equação (3.56) na equação (3.59) para 1=n  e definindo 

11,0 =+tPT , o preço do título com vencimento no período 1 será dado por7: 

0
/
0

/
,1 2

1
qAAxAcpti tmmtt ++==−       (3.60) 

O último termo é quadrático e estaria ausente num modelo log-linear 

estrito, sendo sua função capturar a compensação ao risco para os agentes. 

Se o fator de desconto estocástico for do tipo afim como descrito na 

equação (3.56), então a equação de precificação do logaritmo dos títulos 

também ser uma função afim. 

Para provar que a equação de precificação do logaritmo dos títulos é 

uma função afim e, conseqüentemente, o fator de desconto estocástico 

também assume a forma afim, vamos começar com o caso 1=n  e 

considerando a premissa de 11,0 =+tPT , temos: 

1,01,1 ++ += tttt PTMEPT  
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11,1 += +ttt MEPT  

Aplicando o logaritmo em tPT ,1 : 

( )1,1 log += ttt MEpt  

( ) ( )11,1 2

1
++ += ttttt mVarmEpt  

Substituindo a equação (3.56) e considerando que a média do termo 

erro e a variância de uma constante são iguais a zero: 

( ) ( )1/
0

/
1

/
0

/
,1 2

1
++ Λ+Λ++Λ+Λ+= ttmmtttmmtt vxcVarvxcEpt  

( )1/
0

/
,1 2

1
+Λ+Λ+= tttmmt vVarxcpt  

Como a variância de uma variável aleatória é igual ao quadrado da 

mesma: 

0
/
11

/
0

/
,1 2

1
ΛΛ+Λ+= ++ tttmmt vvxcpt  

0
/
0

/
,1 2

1
ΛΛ+Λ+= qxcpt tmmt  

Onde ( )/
11 ++= tt vvEq  e o termo 0

/
0 ΛΛ q  é um termo quadrático que 

representa a compensação por tomar risco que é exigida pelos agentes. Note 

que o preço de mercado do risco é dado pelos elementos de 0Λ . Assim, 

percebe-se que o modelo introduz uma heterocedasticidade na forma de raiz 

quadrada, segundo Cox, Ingersoll e Ross (1985). 

tmmt xAqAAcpt /
0

/
0,1 2

1
++=        (3.61) 

Fazendo 0
/
01 2

1
qAAca m +=  e //

1 mAb = , temos: 

tt xbapt /
11,1 +=  

                                                                                                                                                                          
7 A prova de detalhada da precificação dos títulos e o formato de função afim esta discriminada no final 
desta seção. 
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Assim, percebemos que de ( )1,1 log += ttt MEpt  temos 

( )21,1 log ++ = ttt MEpt . 

Para 2=n , a equação (3.57) corresponde a: 

1,11,2 ++= tttt PTMEPT  

Substituindo ( )21,1 log ++ = ttt MEpt  do caso em que 1=n : 

( )21,2 log ++= ttttt MEMEpt  

Calculando o logaritmo: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )211212111,2 ,cov
2

1

2

1
+++++++++ ++++= tttttttttttttt mEmmEVarmEEmVarmEpt  

Substituindo a equação (3.56): 

mmmtmmmtmmt qBABqBAAxAAcqxAcpt ΛΛ+++++ΛΛ++= −
/
0

//
1

//
0

/
0

/
,2 2

1

2

1
µ  

Podemos identificar 2a  e 2b  como sendo: 

mmmmmm qBABqBAAcqca ΛΛ++++ΛΛ+= /
0

///
0

/
02 2

1

2

1
µ  

AAAb mm

//
2 +=  

Logo, a equação de precificação para 2=n  é: 

tt xbapt /
22,2 +=  

E podemos, ainda, expressar 2a  e 2b  em termos de 1a  e 1b  como: 

1
/
01

//
1112 2

1
qBbbBqBbbcaa m Λ++++= µ  

Abbb /
1

/
12 +=  

Portanto, a equação de precificação de títulos com vencimento n  é 

uma função afim que possui o formato de função afim que se pretendia provar: 

tnntn xbapt /
, +=         (3.62) 
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Além disso, percebe-se que a equação de precificação depende das 

principais variáveis de condução das políticas macroeconômicas: 
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i
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π
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Onde tnpt ,  é o preço no período t  de um título cujo vencimento 

ocorrerá em nt + . 

Portanto, a condição de não arbitragem é mantida por construção e o 

modelo log-normal implica que a precificação do título de um período é: 

[ ] [ ] ttttt imVarmE −=+ ++ 11 2

1
 

O núcleo de precificação pode ser escrito como: 

1
//

1 2

1
++ Λ−ΛΛ−−= tttttt Dim ε  

tt x10 Λ+Λ=Λ , 0Λ  é um vetor 15×  e 1Λ  uma matriz 55× . 

Onde o vetor tΛ  é formado pelos parâmetros estruturais do modelo 

DSGE obtidos na taxa marginal de substituição intertemporal das famílias. 

Como ησ  e  são os fatores de aversão ao risco e de suavização do consumo 

constantes da curva IS, onde
ησ

σ
µ

+
= , tem-se que: 

[ ] ( )[ ]00000001 ησσ +−Γ=Λ t  

Como provado anteriormente, a equação de precificação dos títulos é 

uma função afim do tipo: 

tnntn xbapt /
, +=  

Onde, por log-normalidade: 

( ) ( )1,111,11, 2

1
+−++−+ +++= tntttntttn ptmVarptmEpt  
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E pela indução verificada nos argumentos anteriores: 

1
//

1
//

1
/

11 2

1
−−−−− ΓΛ−ΓΓ++= nnnnnn bDbDbcbaa  

Ω+−= −
/

1
/
3

/
nn beb  

Dai e Singleton (2002) mostraram que DDt =  é um vetor 51×  que 

representa o preço gaussiano do modelo de risco que não varia no tempo. 

Um modelo alternativo assume que Λ=Λ t  e ( )1,0~ −tt DNε  com 

( )tt xdiagDDD 10 += , onde a ( )txdiag  é a matriz diagonal com vetor tx  na sua 

diagonal. A introdução da heterocedasticidade na forma de raiz quadrada é 

muito utilizada na literatura financeira, conforme Cox, Ingersoll e Ross (1985). 

Adicionalmente, ainda temos outro modelo que assume 0Λ=Λ t  e 

DDt = , trata-se do modelo denominado homocedástico. 

 

 

Spread da estrutura a termo de taxas de juros 

 

O logaritmo do preço do título é conhecido e corresponde ao logaritmo 

de seu valor de face (zero coupom bond tem preço conhecido com certeza), 

considerando o retorno desse título para n períodos à frente é possível fazer 

uma relação entre a precificação do títulos e a curva de rendimento (yield curve 

ou estrutura a termo de taxas de juros) mensurada pelo spread do termo: 

( )
n

PT
RT

tn

t

,
1

log
)log(

−
=+  

Substituindo a equação (3.62) temos o logaritmo do retorno do título 

(yield curve): 

n

xba
RT tnn

t

/

1)log(
−−

=+  

t
nn

t x
n

b

n

a
RT

/

1)log( −−=+  
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O spread da estrutura a termo corresponde a diferença entre a taxa de 

juros (ou retorno) de um título com vencimento para n períodos à frente (longo 

prazo) e a taxa de juros de curto prazo: 

( ) ( )ttntn RTRTsp ,1,, loglog −=  

t

nn

tn x
n

b

n

a
sp

/

3, 







+−−= ε        (3.62) 

Onde o spread ( ) tttn iRTsp −≡ +1, log  é o spread entre o rendimento com n 

períodos e a taxa de juros de curto prazo. 

Portanto, o modelo fornece uma dinâmica conjunta das variáveis 

macroeconômicas e dos spreads dos termos, representada pelo sistema: 

ttt xcx εΓ+Ω+= −1         (3.63) 

tzzt xBAz +=         (3.64) 

Onde n1 e n2 referem-se a dois diferentes vencimentos para os 

rendimentos para spread dos títulos de longo prazo e: 
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Note que da equação (3.64) temos ( )ztzt AzBx −= −1  e podemos escrever 

a equação (3.63) como: 

( ) ( ) tztzztz AzBcAzB εΓ+−Ω+=− −
−−

1
11  

( ) tztzzzzt AzBBAcBz εΓ+−Ω++= −
−

1
1  

Encontramos que: 

tztzzt zaz εΓ+Ω+= −1        (3.65) 

Onde: 



 150

1−Ω=Ω zzz BB  

Γ=Γ zz B  

zzzzzz ABBAcBa 1−Ω−+=  
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Apêndice 3.VI – Relação entre os parâmetros estruturais do modelo DSGE 
com ETTJ 

 

A relação existente entre os parâmetros estruturais do modelo DSGE 

permite estimar alguns parâmetros e deixar que os demais parâmetros 

estruturais sejam obtidos de forma implícita. 

 

Para facilitar o entendimento das relações existentes, resumimos 

abaixo a relação entre todos os parâmetros, destacando a escolha na curva IS 

entre estimar os parâmetros mu e phy ou estimar os parâmetros sigma e eta. 

 

Na Curva IS: 

\mu µ = resposta do produto corrente às mudanças no produto futuro µ = σ / (σ + η)

1 - \mu (1−µ) = resposta do produto corrente às mudanças no produto passado (1 − µ) = η / (σ + η)

\phi φ = resposta do produto às mudanças na taxa real de juros φ = 1 / (σ + η)

\sigma σ = coeficiente de aversão ao risco (inverso da elasticidade intertemporal do consumo) σ = µ / φ 

\eta η = dependência do hábito externo sobre consumo passado η = h / (σ − 1) = (1 − µ) / φ 

\hb h = persistência do hábito em Fuhrer (2000) h = (1 − µ) / (µ − φ)  

 

 

Na Curva de Phillips: 

\delta δ = resposta da inflação corrente às mudanças na inflação futura δ = δ1 = ψ / (1 + ψτ)

1 - \delta (1 − δ) = resposta da inflação corrente às mudanças na inflação passada (1 − δ) = τ / (1 + ψτ)

\kappa κ = resposta da inflação corrente às mudanças no hiato do produto κ = ϖ (σ + χ)

\chi χ = inverso da elasticidade intertemporal da oferta de trabalho χ = [1 − µ(1 + λ)] / λφ 

\tau τ = grau de indexação da inflação anterior, situado entre 0 e 1, conforme Calvo (1983) τ = (1 / δ) − (1 / 0.99)

\theta θ = fração que não reajusta seu preço em t e corrige pela inflação em t-1, em Calvo (1983)

\varpi ϖ = captura a relação de curto prazo entre a inflação e o custo marginal real ϖ = κ / (σ + χ)

\zeta ζ = impacto do erro da curva IS que afeta a curva de Phillps ζ = ϖ (σ + η) = λκ / (1 − µ)

λcp = captura a relação entre a inflação e o hiato do produto λcp = λ κ  

 

 

Na Regra de Política Monetária: 

\rho ρ = parâmetro de suavização da taxa nominal de juros passada

\beta βπ = 1 + β = resposta da meta de inflação às mudanças no desvio da inflação futura

\gamma   γ = resposta da meta de inflação às mudanças no hiato do produto
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Na Trajetória do Produto Natural: 

\rho_n λ = persistência endógena, impacto no produto natural corrente do produto natural passado λ = η / (χ + σ)

\vartheta ϑ = relação entre persistência endógena do produto natural sobre resposta produto real ϑ = λ / (1 − µ)
        corrente às mudanças no produto real passado

 

 

 

Na Meta de Inflação: 

\psi_p ou ps5 d = pesos dos termos futuros de inflação na apuração da inflação de longo prazo

\rho_{\pi^{*}} ω = peso da inflação passada na suavização que define a meta de inflação

varphi_1 ϕ1 = resposta da meta inflação futura às mudanças na meta corrente ϕ2 = ω / (1 + dω)

varphi_2  ϕ2 = resposta da meta inflação passada às mudanças na meta corrente ϕ1 = d  / (1 + dω)

varphi_3 ϕ3 = resposta da inflação corrente às mudanças na meta corrente ϕ3 = 1 - ϕ1 - ϕ2  
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Apêndice 3.VII – Outros resultados alterando as opções de seleção 

 

4.VII.1 – Estimações e decomposição da variância, considerando o PIB do 

IBGE: 

 

PIB PIB PIB PIB

yn yn yn yn

mu e phy mu e phy sigma e eta sigma e eta

1 e 5 anos 1 e 5 anos 1 e 5 anos 1 e 5 anos

psi em 0.99 psi livre psi em 0.99 psi livre

1-0-15-0 1-0-15-1 1-1-15-0 1-1-15-1

Curva IS

µ 0,143 0,080 0,147 0,082 0,361 0,361

(1−µ) 0,857 0,853 0,639 0,639

φ 0,036 0,007 0,038 0,008 0,021 0,021

σ 3,943 2,310 0,091 16,980 11,143 17,063 11,729

η 23,726 22,309 30,079 0,628 30,267 0,658

h 8,061 7,810 1,882 1,884

Curva de Phillips

δ = δ1 0,409 0,035 0,399 0,039 0,046 0,722 0,011 1,141

(1 − δ) = δ2 0,591 0,601 0,954 0,989

κ 0,097 0,033 0,097 0,034 0,083 0,137 0,099 0,218

χ 20,455 19,092 13,574 13,633

τ 1,436 1,499 20,525 88,585

θ 0,911 0,907 0,790 0,592

ϖ 0,004 0,004 0,003 0,003

ζ 0,110 0,111 0,128 0,152

Regra de Política Monetária

ρ 0,694 0,011 0,694 0,012 0,245 0,016 0,239 0,016

β 2,154 0,063 2,167 0,067 1,816 0,077 1,615 0,073

γ 0,002 0,107 0,002 0,107 0,002 0,053 0,002 0,081

Produto Natural Endógeno

λ 0,972 0,005 0,972 0,006 0,984 0,013 0,986 0,018

ϑ 1,134 1,140 1,540 1,542

Meta de Inflação

d 0,438 0,444 0,029 0,329 0,436 0,845

ω 0,982 0,011 0,981 0,041 0,996 0,081 0,994 0,167

ϕ1 0,499 0,499 0,496 0,492

ϕ2 0,500 0,501 0,504 0,508

ϕ3 0,000 0,000 0,000 0,000

Desvio-padrão dos choques
σAS,t 2,112 0,150 2,220 0,179 2,774 2,111 2,500 2,880

σIS,t 1,303 0,111 1,283 0,116 0,919 0,111 0,923 0,118

σMP,t 4,535 0,122 4,474 0,119 2,815 0,043 2,813 0,047

σy
n
,t 3,085 0,091 3,031 0,100 4,883 0,703 4,941 1,065

σπ
∗
,t 2,300 0,084 2,310 0,091 3,479 0,225 4,085 2,030

Parâmetros Erro-padrão Estimativa Erro-padrãoErro-padrãoEstimativaEstimativa Erro-padrão Estimativa
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Opção de seleção dos dados: 
opt.yn=1  y^n 
opt.sigeta=0  mu e phy  
opt.yield=15  yields de 1 e 5 anos 
opt.psip=0  Se psi fixada em 0.99 com opt.ITI=1 ou em 0 com opt.ITI=2. 
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Opção de seleção dos dados: 

opt.yn=1  y^n 
opt.sigeta=0  mu e phy  
opt.yield=15  yields de 1 e 5 anos 
opt.psip=1  Se psi está livre 
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Opção de seleção dos dados: 

opt.yn=1  y^n  
opt.sigeta=1  sigma e eta  
opt.yield=15  yields de 1 e 5 anos 
opt.psip=0  Se psi fixada em 0.99 com opt.ITI=1 ou em 0 com opt.ITI=2. 
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Opção de seleção dos dados: 
opt.yn=1  y^n  
opt.sigeta=1  sigma e eta  
opt.yield=15  yields de 1 e 5 anos 
opt.psip=1  Se psi está livre 
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3.VII.2 – Estimações e decomposição da variância, considerando o 

Produção física industrial do IBGE: 

 

 

II II II II

yn yn yn yn

sigma e eta sigma e eta mu e phy mu e phy

1 e 5 anos 1 e 5 anos 1 e 5 anos 1 e 5 anos

psi em 0.99 psi livre psi em 0.99 psi livre

1-1-15-0 1-1-15-1 1-0-15-0 1-0-15-1

Curva IS

µ 0,456 0,400 0,148 0,354 0,159 0,444

(1−µ) 0,544 0,600 0,852 0,841

φ 0,141 0,065 0,028 0,027 0,031 0,039

σ 3,238 0,165 6,200 0,613 5,349 5,163

η 3,863 0,080 9,300 0,109 30,733 27,349

h 1,726 1,789 7,067 6,570

Curva de Phillips

δ = δ1 0,437 0,010 0,743 0,020 0,284 0,189 0,298 0,186

(1 − δ) = δ2 0,563 0,257 0,716 0,702

κ 0,117 0,013 0,220 0,018 0,137 0,121 0,126 0,118

χ 0,773 3,404 25,869 22,654

τ 1,279 0,336 2,514 2,350

θ 0,777 0,844 0,888 0,888

ϖ 0,029 0,023 0,004 0,005

ζ 0,207 0,356 0,158 0,148

Regra de Política Monetária

ρ 0,813 0,009 0,757 0,027 0,625 0,022 0,613 0,027

β 1,991 0,139 1,843 0,464 2,153 0,105 2,202 0,127

γ 0,002 0,048 0,002 0,382 0,002 0,123 0,002 0,131

Produto Natural Endógeno

λ 0,963 0,017 0,968 0,015 0,984 0,005 0,983 0,006

ϑ 1,771 1,614 1,156 1,169

Meta de Inflação 0,919 5,320 0,977 0,160

d 0,412 0,305 0,257 0,438

ω 0,993 0,083 0,997 0,112 0,997 0,168 0,990 0,113

ϕ1 0,497 0,479 0,496 0,497

ϕ2 0,503 0,520 0,504 0,503

ϕ3 0,000 0,000 0,000 0,000

Desvio-padrão dos choques
σAS,t 5,192 0,235 6,947 0,411 1,480 0,413 1,483 0,421

σIS,t 2,556 0,076 8,134 0,228 9,068 3,747 8,494 4,404

σMP,t 5,978 0,153 7,701 0,341 6,379 0,141 5,885 0,150

σy
n
,t 4,110 0,119 4,482 0,183 4,903 0,294 4,833 0,321

σπ
∗
,t 3,393 0,158 4,138 3,168 0,258 3,069 0,271

Parâmetros Estimativa Erro-padrão Estimativa Erro-padrão Estimativa Erro-padrão Estimativa Erro-padrão
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Opção de seleção dos dados: 

opt.yn=1  y^n 
 opt.sigeta=0  mu e phy  
opt.yield=15  yields de 1 e 5 anos 
opt.psip=0  Se psi fixada em 0.99 com opt.ITI=1 ou em 0 com opt.ITI=2. 

0 5 10 15 20 25 30 35 40
0

0.5

1

π

0 5 10 15 20 25 30 35 40
0

0.5

1

y

0 5 10 15 20 25 30 35 40
0

0.5

1

i

Trimestres

 

 
AS

IS

MP

yn

π*

 

0 5 10 15 20 25 30 35 40
0

0.5

1

N
ív
el

0 5 10 15 20 25 30 35 40
0

0.5

1

In
c
lin
aç
ã
o

0 5 10 15 20 25 30 35 40
0

0.5

1

C
ur
v
at
ur
a

Trimestres

 

 
AS

IS

MP

yn

π*

 



 161

 

Opção de seleção dos dados: 
opt.yn=1  y^n 
opt.sigeta=0  mu e phy  
opt.yield=15  yields de 1 e 5 anos 
opt.psip=1  Se psi está livre 
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Opção de seleção dos dados: 

opt.yn=1  y^n  
opt.sigeta=1  sigma e eta  
opt.yield=15  yields de 1 e 5 anos 
opt.psip=0  Se psi fixada em 0.99 com opt.ITI=1 ou em 0 com opt.ITI=2. 
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Opção de seleção dos dados: 

opt.yn=1  y^n  
opt.sigeta=1  sigma e eta  
opt.yield=15  yields de 1 e 5 anos 
opt.psip=1  Se psi está livre 
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Apêndice 3.VIII – Os códigos utilizados no MatLab 

 

O codigo principal é o arquivo bcmnpf.m desenvolvido por Seonghoon Cho, sobre o qual 

fizemos algumas pequenas alterações. 

 

Principais códigos: 

(a) bcmnpf.m � código central do modelo 

bcmnpfQ.m � código com a função objetivo do GMM 

bcmnpfEval.m � código para emissão dos relatórios com os resultados de estimação 

 

 

Para fazer a especificação do modelo no código bcmnpf.m: 

• Se for estimar com y^n fazer opt.yn=1 e se estimar com ytil fazer opt.yn=0 

• Se for estimar o modelo com sigma and eta fazer opt.sigeta=1 e se for estimar com um e 

phy fazer opt.sigeta=0 

• Se estimar com as yields de 1 e 5 anos fazer opt.yield=15 e ser for usar yields de 3 e 5 anos 

usar opt.yield=35 

• Se psi está livre fazer opt.psip=1 e se fazer psi fixado em 0.99 com opt.ITI=1, or 0 if opt.ITI=2 

fazer opt.psip=0 

• Se S não for estimada conjuntamente fazer opt.se=0 e de outro modo fazer opt.se=1 

 

 

Para fazer os cálculos ajustar os controles de estimação no código bcmnpf.m: 

• Registrar os valores abaixo para fazer a calibração nos valores iniciais: 

 Cal=1  Initialsearch=1  opt.gmmiter=1  opt.Eval=0 

• Registrar os valores abaixo para fazer a estimação do primeiro estágio: 

Cal=0  Initialsearch=1  opt.gmmiter=1  opt.Eval=0 

• Registrar os valores abaixo para fazer a estimação do segundo estágio:  

Cal=0  Initialsearch=0  opt.gmmiter=0  opt.Eval=0 

• Registrar os valores abaixo para fazer a avaliação da primeira estimativa: 

Cal=1  Initialsearch=0  opt.gmmiter=1  opt.Eval=1 

• Registrar os valores abaixo para fazer a avaliação da estimativa final: 

Cal=1  Initialsearch=0  opt.gmmiter=0  opt.Eval=1 

 

Se fizer a estimação com fminsearch para valor inicial usar a unidade e para fazer a estimação 

central usar zero: Initial=0 

 

Se for calibração é unidade e se for estimação é zero:  Cal=1 

 

Se for sem restrição não linear usar zero e se for com restrição não linear usar: 

 nlcon=1 – Cal 

 opt.nlcon=nlcon 
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Se for usar bI com valor inicial usar unidade e se for usar fminsearch para valor inicial usar 

zero:  Initialsearch=1 

 

Se for usar matriz de ponderação inicial manter unidade e se for usar matriz de ponderação 

NW manter zero: opt.gmmiter=1 

 

Se recuperar toda a informação definir unidade e se for fazer estimação ou calibração usar 

zero:  opt.Eval=0 

 

Para gerar os relatórios com os resultados é necessário rodar o arquivo bcmnpfEval.m 

 

Funções programadas para serem utilizadas nos códigos bcmnpf.m e bcmnpfQ e bcmnpfEval: 

1. autoc.m  � função de autocorrelação da matriz X 
2. bcmnpfQ.m  � função objetivo do GMM 
3. bdiag.m  � modela a matriz diagonal de matrizes quadradas A,B,...,K 
4. ei.m  �  vetor indicador de zero com o i-ésimo componente sendo 1 
5. hp.m  � não está sendo usado, mas gera o resíduo filtro HP 
6. hpfilter  � não está sendo usado, mas calcula o filtro HP, oriundo de 

Hodrick e Prescott 
7. IRFC.m  � Geração do coeficiente da função impulso resposta 
8. KF   � não está sendo usado, mas calcula o filtro de Kalman. 
1. lp.m  � filtro linear 
2. Lplot.m  � formatos para desenhar o relatório 
3. mdv.m  � calcula o desvio médio da matriz X 
4. mprint1.m  � deve estar errada a sintaxe no código bcmnpf.m e acredito 

que o correto seria mymprint1.m 
5. mymprint1.m � definições para impressão 
6. mystrvcat.m � concatenar strings verticalmente 
7. qp.m  � não está sendo usado, mas é um filtro linear parecido com 

lp.m e que usa o código ols.m 
8. qzc.m  � usa método de McCallum (nargin =3) ou Uhlig (nargin=4) e 

que usa o código qzij.m 
9. repmat.m  � replica e cobre uma disposição 
10. rows.m  � calcula o número de linhas numa matriz X 
11. RS.m  � cálculo recursivo para frente (Forward Recursive) de ômega, 

gamma e das condições de estabilidade 
12. selif.m  � seleciona valores de x para os quais a condição é verdadeira 
13. seqa.m  � produz uma sequência de valores 
14. tug.m  � function p=tug(Parameter Vector,Lower Bound,Upper 

Bound,(Transform=1,Untransform=2, Gradient=3) 
15. UVARIR  � Estimação do VAR padrão e da função impulso resposta, 

com o erro padrão 
16. vec.m  � cria um matriz empilhada de colunas de Y. 
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Apêndice 3.IX – A Estimação pelo Método Generalizado dos Momentos 

 

O Método dos Momentos Generalizados (Generalized Method of 

Moments – GMM) é um método de estimação geral e poderoso, que engloba 

quase todas as técnicas de estimação utilizadas na econometria. Inicialmente, 

introduzido por Hansen (1982) e Hansen e Singleton (1982). 

O princípio básico da construção do GMM supõe que desejamos 

estimar um parâmetro escalar θ  baseado numa amostra Txxx ,,, 21 L . Seja 0θ  o 

“verdadeiro” valor de θ . Considerações teóricas da estatística e economia 

sugerem um relacionamento da seguinte: 

( )[ ] 00 θθθ =⇔=− gxE t  

Onde ( )θg  é função contínua e inversível. Logo, existe uma função dos 

parâmetros e dos dados, cuja propriedade é ter média zero se, e somente se, é 

avaliada no verdadeiro valor do parâmetro. 

Se o modelo de amostragem para os sxt ´  é uma versão da Lei dos 

Grandes Números, então: 

( )0
1

1
θgx

T
X P

T

t

t →= ∑
=

 

Como ( )θg  é inversível, temos a estatística: 

( ) 0
1ˆ θθ →= − P

Xg  

Com isso, θ̂  é um estimador consistente de θ . Um caminho diferente 

para encontrar o mesmo resultado é escolher, como estimador de θ , o valor 

que minimiza a função objetivo: 

( ) ( )( ) ( )[ ]2
2

1

1
θθθ gXgx

T
F

T

t

t −=







−= ∑

=

 

O mínimo é trivialmente atingido em ( )Xg 1ˆ −=θ , quando a expressão 

entre colchetes torna-se igual a zero. Para generalizar esse raciocínio, suponha 

que θ  é um n-vetor  e que temos m relações do tipo: 



 168

( )[ ] mixfE ti ,,1 para    0, L==θ  

Onde [ ]⋅E  é a expectância condicional ao conjunto de p  variáveis tz , 

chamadas de instrumentos. Num exemplo de 1=m  e ( ) ( )θθ gxxf tt −=, , o 

único instrumento usado é 1=tz . 

( )[ ] ( )[ ] pjmifEzxfE tjitjti ,,1 e ,,1  todopara  , ,,, LL ===⋅ θθ  

Essa equação é conhecida como condição de ortogonalidade ou 

condição dos momentos. O estimador é definido como o mínimo da forma 

quadrática [ ] fWfWF /, =θ , onde f  é um ( )pm ⋅×1  vetor mantendo a média 

das condições de normalidade e W  é alguma matriz simétrica e positiva 

definida, conhecida como matriz de pesos. Uma condição necessária para o 

mínimo existir é a condição de ordem pmn ⋅≤ . 

A estatística ( )WFArg ,minˆ θθ θ=  é um estimador consistente de θ  

qualquer que seja W . Entretanto, para atingir a máxima eficiência assintótica, 

W  precisa ser proporcional a inversa da matriz de covariância de longo prazo 

das condições de ortogonalidade. Se W  não é conhecida, um estimador 

consistente é suficiente. 

Essas condições levam a: 

1. Escolha uma matriz W  positiva definida e calcule o estimador GMM 

1̂θ   de um estágio. Escolhas usuais de W  são pmI ⋅  ou ( ) 1/ −
⊗ ZZIm . 

2. Use o estimador 1̂θ  para estimar ( )( )θtjifV ,,  e use sua inversa como 

matriz de pesos. O estimador 2θ̂  resultante é chamado de 

estimador de dois estágios. 

3. Estime, agora, ( )( )θtjifV ,,  por meio de 2θ̂  e obtenha 3̂θ ;  repetir até 

convergir. Assintoticamente, esses passos extras são 

desnecessários, dado que o estimador de dois estágios é 

consistente e eficiente. Entretanto, o estimador iterado tem 

melhores propriedades para pequenas amostras e não dependente 

da escolha da matriz W  feita no 1º passo. 



 169

No caso especial do número de n  parâmetros  serem igual ao número 

de condições de ortogonalidade pm ⋅ , o segundo estágio (ou iterações 

sucessivas) é necessário para atingir a eficiência e o estimador obtido pode ser 

muito diferente, em amostras finitas, do estimador de um estágio. Além disso, o 

valor da função objetivo no mínimo, devidamente dimensionada pelo número 

de observações, rende uma estatística J de Hansen. Essa estatística pode ser 

interpretada como estatística de teste que tem uma distribuição qui-quadrado 

com npm −⋅  graus de liberdade sob a hipótese nula de especificação correta. 

 

Generalizando o método dos momentos 

 

Num exemplo onde existem tantas equações dos momentos quantos 

forem os parâmetros a serem estimados, é o caso denominado de exatamente 

identificado e quando existe uma única solução para as equações dos 

momentos. Nessa solução, as equações são exatamente satisfeitas. 

Entretanto, existem casos nos quais existem mais equações dos momentos do 

que parâmetros, que são definidos como sistemas sobre determinados e 

quando existirão mais de uma solução. 

É necessário, num sistema com L equações e K parâmetros 

desconhecidos, encontrar os 







K

L
 diferentes conjuntos de estimativas que 

podem ser produzidas. Uma possibilidade é minimizar uma função pela soma 

dos quadrados: 

( ) ( )θθ mmmq
L

l

l

/

1

2 ==∑
=

 

Hansen (1982) mostrou que, sob certas condições, em particular  

( ) ( )[ ] 0lim == θθ mEmp , minimizando q produzimos um estimador consistente 

de θ . De fato, usando o critério de soma ponderada dos quadrados: 

( ) ( )θθ mWmq n

/=  
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Onde nW  é uma matriz definida positiva que pode depender dos dados, 

mas não é uma função de θ , tal como a matriz identidade, produz um 

estimador consistente de θ . 

Por exemplo, podemos usar a matriz diagonal de pesos quando 

possuímos informação sobre a relevância dos diferentes momentos. Uma 

premissa adicional é assumir Wp lim  é uma matriz definida positiva W . 

Seguindo a mesma lógica de preferir os mínimos quadrados 

generalizados ao invés dos mínimos quadrados ordinários, pode ser benéfico 

utilizar um critério de ponderação no qual os pesos são inversamente 

proporcionais as variâncias dos momentos. Seja W  uma matriz diagonal cujos 

elementos da diagonal são recíprocos das variâncias dos momentos individuais 

[ ] ll

ll
mnVarAsy

w
φ
1

.

1

1

==  

Note que o lado direito envolve a variância da média amostral que é da 

ordem (1/n). Assim, os mínimos quadrados ponderados procederão à 

minimização ( ) ( )θθ mmq 1/ −Φ=  

Em geral, os L elementos de m  são livremente correlacionados. Nessa 

equação acima, usamos uma diagonal W  que ignora essa correlação. Para 

usar os mínimos quadrados generalizados temos que definir a matriz completa 

[ ]{ } 11

1. −−
Φ== mnVarAsyW . E os estimadores são definidos escolhendo θ  que 

minimiza ( ) ( )θθ mWmq n

/= , que são estimadores de distância mínima. O 

resultado geral é que se nW  é uma matriz definida positiva e se 

( ) 0lim =θmp  

Então o estimador de distância mínima (método dos momentos 

generalizados ou GMM) de θ  é consistente. Logo, temos que decidir qual é a 

melhor matriz W  a ser utilizada. A intuição pode sugerir corretamente que uma 

definida em [ ]{ } 11

1. −−
Φ== mnVarAsyW  seria ótima, como encontrado por 

Hansen (1982). 
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A matriz de covariância assintótica do estimador do método 

generalizado dos momentos é: 

[ ] [ ] 11/1/ 11 −−−
ΓΦΓ=ΓΓ=

n
W

n
VGMM

 

Onde Γ  é uma matriz de derivadas com a j-ésima linha igual a: 

( )
/

lim
θ

θ

∂

∂
=Γ jj

m
p  

E [ ]mnVarAsy.=Φ . Finalmente, devido ao Teorema do Limite Central 

aplicado nos momentos amostrais e ao Teorema de Slutsky aplicado para essa 

manipulação, podemos esperar que o estimador seja assintoticamente 

distribuído normalmente. 

 

Propriedades do Estimador GMM 

 

Como o estimador GMM inclui outras famílias de estimadores, incluindo 

os mínimos quadrados (lineares e não lineares), variável instrumental e 

máxima verossimilhança, esses resultados serão expandidos para todos os 

casos. 

O estimador GMM está baseado no conjunto das condições de 

ortogonalidade da população: 

( )[ ] 00 =θimE  

Onde o vetor do verdadeiro parâmetro é 0θ  e o subscrito i do termo do 

lado direito indica dependência sobre os dados observados, iii zxy ,, . A média 

das observações amostrais produz uma equação de momento amostral: 

( )[ ] 00 =θnmE  

Onde 

( ) ( )∑
=

=
N

i

in m
n

m
1

00

1
θθ  
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Esse momento é um conjunto de L equações envolvendo os K 

parâmetros. Assumiremos que essa expectância existe e que a amostra 

relativa converge para ela. As definições são elencadas em termos de 

parâmetros populacionais e são indexadas pelo tamanho da amostra. Para 

fixar essa idéia, considere as equações de momento empírico que definem o 

estimador de variável instrumental para um modelo de regressão linear ou não 

linear. 

Por exemplo, a equação para o momento empírico de variável 

instrumental num modelo de regressão linear ou não linear assume: 

( )[ ] ( )[ ]







−= ∑

=

N

i

iiin xhyz
n

EmE
1

,
1

ββ  

Onde existem L variáveis instrumentais em iz  e K parâmetros em β . 

Essa afirmação define L equações de momento, uma para cada variável 

instrumental. 

Logo, temos que seguir premissas para o modelo e para os momentos 

empíricos. 

 

Premissa 1: Convergência dos momentos empíricos – O processo gerador dos 

dados é assumido encontrar as condições pela Lei dos Grandes Números para 

aplicar, tal que os momentos empíricos convergem em probabilidade para sua 

expectância: 

( ) ( ) 0
1

1
00 →= ∑

=

p
n

i

in m
n

m θθ  

A Lei dos Grandes Números acomoda os casos onde as observações 

são independentes. Para os casos onde as observações são correlacionadas 

ou dependentes são obtidas sobre o Teorema Ergótico. Para esse caso mais 

geral assumiremos que a seqüência de observações ( )θm  constante num 

processo ergótico e estacionário (L x 1) conjuntamente 

Os momentos empíricos são assumidos serem contínuos e funções 

diferenciáveis continuamente dos parâmetros. Por exemplo, significaria que a 



 173

função média condicional ( )β,ixh  é uma função contínua de β , embora não 

necessariamente de ix . 

 

Teorema Ergótico: Se { } ∞=
−∞=

t

ttz  é um processo de uma série temporal que é 

estacionária e ergótica e [ ]tzE  é uma constante finita e [ ]tzE , e se 

∑
=








=
T

t

tT z
T

z
1

1
, então µ→ ..sa

Tz . Note que a convergência é quase-

certamente, não é em probabilidade (que está implícita) ou em quadrado médio 

(que também está implícita). 

 

Com continuidade e diferenciabilidade, estaremos preparados também 

para assumir que as derivadas dos momentos: 

( ) ( ) ( )
∑
= ∂

∂
=

∂

∂
=

n

i

nin
n

m

n

m
G

1
/
0

0,

/
0

0
0

1

θ

θ

θ
θ

θ  

 

convergem para um limite de probabilidade, digamos ( ) ( )00 θθ GGn = . Para o 

conjunto de observações independentes, a continuidade das funções e as 

derivadas invocarão o Teorema de Slutsky para obter esse resultado. Para o 

caso mais geral das seqüências de observações dependentes, o Teorema da 

Ergodicidade das Funções fornecerá uma contrapartida do Teorema de Slutsky 

para dados em séries temporais. Em resumo, se os momentos obedecem a Lei 

dos Grandes Números, então é razoável assumir que as derivadas deles 

também obedecem. 

 

Premissa 2: Identificação – Para qualquer ,Kn ≥  se 1θ  e 2θ  são dois vetores 

de parâmetros diferentes, então existe conjuntos de dados que [ ] [ ]21 θθ nn mm ≠ . 

A identificação é definida para implicar que o limite de probabilidade da função 

critério GMM é unicamente minimizado nos verdadeiros parâmetros 0θ . 
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A condição de identificação tem três implicações importantes: 

− Condição da ordem: O número de condições de momentos é no 

mínimo tão grande quanto o número de parâmetros KL ≥ . Isso é 

necessário, mas não é suficiente para a identificação. 

− Condição do posto (ou rank): A matriz KL×  de derivadas ( )0θnG  

terá posto da linha igual a K. Note que o número de linhas deve ser 

igual ou maior do que o número de colunas. 

− Unicidade: Com a premissa de continuidade, a premissa de 

identificação implica que o vetor de parâmetros que satisfaz a 

condição de momento da população é único. Sabemos que o 

verdadeiro vetor parâmetro ( ) 0lim 0 =θjmp . Se 1θ  é qualquer vetor 

parâmetro que satisfaz essa condição, então temos que 1θ  é igual a 

0θ . 

As premissas de Convergência dos Momentos Empíricos e de 

Identificação caracterizam a parametrização do modelo. Juntas elas 

estabelecem que o vetor parâmetro será estimado. 

 

1. Opções de matriz de covariância  

 

A matriz de covariâncias dos parâmetros estimados depende da 

escolha de W , através: 

( ) ( ) 1//1/ −−
Ω=Σ WJJWJWJWJJ  

Onde J é um termo jacobiano: 

j

i

ij

f
J

θ∂
∂

=  

E Ω  é a matriz de covariância de longo prazo das condições de 

ortogonalidade. 

Assim como para Ω , uma estimativa consistente é necessária. A 

escolha mais simples é uma matriz de covariância amostral dos ijf : 
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( ) ( ) ( )∑
=

=Ω
T

t

tt ff
T 1

/
0

1ˆ θθθ  

Esse estimador é robusto com respeito à heterocedasticidade, mas não 

com respeito à autocorrelação. Uma variante consistente a heterocedasticidade 

e autocorrelação (HAC) pode ser obtida usando Bartlett Kernel ou similar. Uma 

versão univariada disso é usada no contexto da função Lrvar(). A versão 

multivariada é definida abaixo: 

( ) ( ) ( )∑ ∑
−

= −=
− 








=Ω

kT

kt

k

ki

ittiK ffw
T

/1ˆ θθθ  

O Gretl calcula a matriz de covariância HAC como padrão para o 

modelo GMM estimado em séries temporais. É possível controlar o kernel e o 

bandwidth (isto é, o valor de k na equação acima) usando o comando “set”. 

Também é possível fazer o Gretl não usar a versão HAC fazendo: 

 

Matriz de covariância para restrições não lineares e heterocedasticidade 

 

O modelo macroeconômico e financeiro estudado neste capítulo 

implica num VAR de primeira ordem sobre tz  com equações cruzadas e com 

restrições não-lineares, por isso, adotou-se o critério BIC para selecionar um 

VAR de primeira ordem entre os diversos VAR irrestritos com defasagens até 

5. A estimação ocorreu sobre dados subtraídos da média, ttt zEzz ˆ−= , onde 

tzÊ corresponde à média da amostra de tz . Os parâmetros estruturais a serem 

estimados são δ , κ , σ , η , ρ , β , γ , λ , ω , d , ASσ , ISσ , MPσ , ny
σ  e *π

σ . 

Com a premissa de que os erros são normais, simplificamos o problema 

adotando a função de verossimilhança e o estimador de máxima 

verossimilhança com informação completa (FIML). Entretanto, a possibilidade 

de desvio das premissas de normalidade e de homocedasticidade, levou a 

utilização do estimador GMM em dois estágios, conforme adotado por Hansen 

(1982). Para fazer isso, reescrevemos o modelo da forma seguinte: 

tztztztzt uzzz Γ+Ω=Γ+Ω= −− 11 ε  
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Onde ( )5
1 ,0~ Iu tt ε−Σ=  e [ ]( )/*π

σσσσσ nyMPISASdiag=Σ , isto é, 

D=Σ2 . 

Para construir as condições de momentos considere os seguinte 

processos: 

1,1 −⊗= ttt zuh  

( )5
/

,2 Iuuvechh ttt −=  

[ ]/
,1

/
,1 ttt hhh =  

Onde vech  representa um operador de empilhamento dos elementos 

acima ou abaixo da diagonal principal da matriz. O modelo impõe que [ ] 0=thE . 

A vigésima quinta condição dos momentos th ,1  captura os parâmetros de 

feedback, as décima quinta condição dos momentos th ,2  captura a estrutura 

imposta pelo modelo sobre a matriz de variância e covariância das inovações. 

Ao invés de utilizar uma matriz identidade inicial como matriz de ponderação 

que poderia fornecer estimativas do primeiro estágio pobres utilizou-se uma 

matriz de ponderação implícita no modelo sob normalidade. Sob a hipótese 

nula do modelo, a matriz de ponderação deve ser: 

[ ]( ) 1/ −
= tt hhW  

Com normalidade e erro estrutural implícitos pelo modelo, encontramos 

de forma direta que a matriz de ponderação ótima é dada por: 

( ) ( )

1

/
55152515

1525
1

/
11

0

0
1

ˆ

−

×

×
=

−−

















+

⊗
= ∑

IvechIvechI

zz
T

I
W

T

t

tt  

A matriz de ponderação não depende dos parâmetros. Assim, 

minimizamos a função objetivo GMM: 

[ ]( ) [ ]( )tt hEWhEQ ˆˆˆ /
=  

Onde [ ] ∑
=

=
T

t

tt h
T

hE
1

1ˆ . Com isso, temos estimativas muito próximas do 

que seria obtido com a máxima verossimilhança. Dadas essas estimativas, 
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podemos encontrar a matriz de ponderação do segundo estágio que permite 

heterocedasticidade e cinco defasagens Newey-West (Newey e West 1987) na 

construção da matriz de variância e covariância das condições de 

ortogonalidade. Além disso, temos que repetir o sistema até convergir. Essa 

estimação se mostrou global e robusta com as estimativas dos parâmetros 

variando pouco depois da primeira rodada. 
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CONCLUSÕES           

 

 

Inicialmente, a tese conclui que para uma economia ser completa, não 

devem existir oportunidades de arbitragem livres de risco e deve haver uma 

única medida de probabilidade equivalente cujas estratégias de negociação 

autofinanciáveis relativas são martingales. Ao assumir essas condições, temos 

a garantia de existência de um preço único de negociação dos títulos que 

balizam a formação da estrutura a termo das taxas de juros, no qual o mercado 

financeiro estará equilibrado. 

Posteriormente, mostra a importância do modelo de Cox, Ingersoll e 

Ross para estimar o modelo de equilíbrio geral e do modelo de Diebold, 

Rudebusch e Aruoba para uma representação do modelo estado-espaço 

conveniente que facilita a extração de fatores latentes da curva de juros a partir 

de interações dinâmicas de variáveis da macroeconomia, ambos para a 

economia brasileira. 

Assim, este trabalho explica os movimentos da inclinação da estrutura 

a termo de taxas de juros brasileiras como função de variáveis 

macroeconômicas observáveis, por intermédio de um estimador econométrico 

não linear para encontrar a variável inclinação e curvatura das taxas de juros 

brasileiras. 

As conclusões do modelo de Diebold, Rudebusch e Aruoba indicam 

que a política monetária tem um efeito significante sobre o diferencial de entre 

as taxas de juros de curto e longo prazo. Em particular, verificou-se que o 

coeficiente do IPCA é positivo na parte linear da estimação, mostrando que o 

efeito da taxa de curto prazo é superior ao efeito na taxa de longo prazo. Logo, 

ao controlar a inflação via política monetária, o Banco Central estará 

controlando a expectativa do mercado financeiro quanto às taxas de juros de 

curto prazo. 

O resultado primário é relevante nos momentos de instabilidade 

econômica (parte não linear da estimação), pois o efeito negativo com 

coeficientes significantes é indicativo que o superávit primário é importante 
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para gerar a credibilidade de que o montante de recursos obtidos pelo governo 

será suficiente para controlar a dívida líquida e, com isso, menor será a 

percepção de risco do mercado financeiro, evidenciado pela redução do spread 

do termo das taxas de juros. 

Adicionalmente, um dos resultados mais relevantes dessa pesquisa é 

encontrar a variável macroeconômica capaz de explicar as alterações na 

estrutura a termo de taxas de juros da economia brasileira (inclinação e 

curvatura), em particular, destaca-se sua relevância para explicar os momentos 

de crise. Na economia brasileira, e na amostra estudada, a variável que 

desempenha essa função é o Risco Brasil, mensurado pelo EMBI+ Brasil. 

Com isso, foi possível observar a relevância do modelo de equilíbrio 

parcial que avalia numa única direção (variáveis macroeconômicas 

influenciando o spread dos juros), em explicar a inclinação da estrutura a termo 

das taxas de juros brasileira. 

Com isso, destacamos a relevância de trabalhos futuros para avaliar o 

impacto das variáveis macroeconômicas e da percepção do mercado financeiro 

medida pela curva de juros, dentro de um instrumento de equilíbrio geral onde 

a causalidade ocorrerá nas duas direções, possibilitando avaliar as trajetórias 

de equilíbrio da economia e seus efeitos sobre a estrutura a termo de taxas de 

juros. 

Ao final, ao derivar o modelo de Cox, Ingersoll e Ross é possível 

estimar o modelo novo keynesiano de equilíbrio geral, cujos resultados 

mostram boas e grandes estimativas para a curva de Phillips, para o parâmetro 

da taxa de juros real e o modelo exibe uma relevante resposta contemporânea 

da estrutura a termo aos cinco choques macroeconômicos estruturais do 

modelo.  

Dentre os parâmetros estimados na curva IS, o impacto do produto 

esperado foi menor que o impacto do produto passado, que mostra a 

relevância do produto passado na formação do produto corrente. Por outro 

lado, o parâmetro da taxa de juros real foi ligeiramente superior ao observado 

nos EUA. A elasticidade intertemporal inversa de substituição mostrou que a 

curva IS é um canal de pouca eficácia na transmissão da política monetária. 
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Na curva de Phillips, o componente forward-looking foi inferior ao 

componente backward-looking, resultado oposto ao verificado por Bekaert, Cho 

e Moreno nos EUA. 

Na estimação da regra de política monetária, a diferença entre a 

inflação esperada e a meta de inflação medida pelo parâmetro foi 20% superior 

ao verificado na economia norte-americana. 

Uma contribuição importante desse modelo é perceber que o 

parâmetro do peso das taxas de inflação futura na definição da taxa de inflação 

de longo prazo é menor do que o parâmetro de suavização da inflação passada 

na determinação da meta de inflação. 

Assim, percebemos a importância da política monetária na definição da 

inflação e das taxas de juros. Quanto ao nível de produção, notamos que, além 

da política monetária, os choques de produtividade e da curva IS também são 

relevantes. 

Adicionalmente, concluímos que esse modelo macroeconômico e 

financeiro se ajusta melhor à estrutura a termo de juros da economia brasileira 

do que os modelos de vetor autoregressivo tradicional no DSGE, quando 

comparamos os erros de medição. 

O impulso da curva de Phillips sobre os fatores latentes, de imediato o 

choque aumenta o fator nível, esse undershooting na taxa de juros pode estar 

relacionado com uma resposta endógena da autoridade monetária para conter 

a inflação, que diminui a inflação abaixo do estado estacionário por certo 

tempo. O impulso na curva IS tem como resposta o aumento do fator nível e o 

impulso do choque de política monetária provoca uma resposta de aumento 

inicial do fator nível, seguido por uma queda abrupta, que pode estar associado 

ao undershooting da taxa de juros de curto prazo após um choque de política 

monetária. Os impulsos no choque de produtividade e no choque nas metas de 

inflação aumentam o fator nível. 

O choque de política monetária mostra um aumento relevante na taxa 

de juros de 1 dia e vai oscilando até convergir no estado estacionário. A 

resposta da taxa de 1 ano é um suave aumento e posterior oscilação até a 

convergência. Nas taxas para 5 e 10 anos o efeito é uma redução nas taxas 

com impacto maior de queda na taxa de 20 trimestres. 
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O choque de produtividade tem como resposta um aumento no curto 

prazo de todos os termos das taxas de juros. Os efeitos de curto nas taxas de 1 

dia e 1 ano são semelhantes e nas taxas de 5 e 10 anos vão reduzindo, todos 

vão oscilando até convergir no estado estacionário. 

Os choques nas metas de inflação aumentam todos os termos das 

taxas de juros no horizonte de curto prazo, mas os efeitos são maiores sobre 

os termos de prazos mais curtos (1 dia e 1 ano), quando comparado aos 

termos de longo prazo (5 e 10 anos). 

Logo, existem indícios de que a transmissão monetária no Brasil não é 

muito elevada e que o grau de dependência do consumo passado na economia 

brasileira é alto. A novidade estimar o produto natural de forma endógena 

mostra que o produto natural do período passado é relevante para definir o 

produto natural corrente. 

Por fim, e com a mesma conclusão obtida nos outros capítulos 

anteriores, percebemos que as variáveis macroeconômicas são importantes 

para explicar o comportamento da estrutura a termo de taxas de juros. O fator 

nível da curva de juros foi explicado pela meta de inflação, o fator curvatura foi 

explicado pela meta de inflação e pela regra de política monetária e o fator 

inclinação da curva de juros foi explicado pela curva de Phillips, pela meta de 

inflação e pela regra de política. 
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