Universidade de Brasilia
Instituto de Ciéncias Exatas
Departamento de Matematica

DISSERTACAO

Automorfismos coprimos de 2-grupos
finitos

Aluna: Maria de Sousa Leite Filha
Orientador: Pavel Shumyatsky

Brasilia - DF
setembro /2012






Sumario

Agradecimentos
Dedicatoria
Pensamentos
Resumo
Abstract
Introducao

Capitulo 1. Conceitos Preliminares
1.1. Fatos Bésicos de Teoria de Grupos
1.2.  Comutadores
1.3.  Grupos Soluveis e Grupos Nilpotentes
1.4. O Conceito de Ac¢ao de Grupos

Capitulo 2. Agoes de Grupos
2.1. Complemento e Ac¢ao Por Automorfismos

2.2.  Agoes Coprimas e Pontos Invariantes

Capitulo 3. p/-automorfismos em p-grupos
3.1. Casop>2
3.2. Casop=2

Capitulo 4. Critérios de p-nilpoténcia
4.1. Critérios Cléssicos de p-nilpoténcia

4.2.  Outros Critérios de p-nilpoténcia

Referéncias Bibliograficas

iii

vii

ix

blel

10
14
22

27
27
31

41
41
45

51
51
53

o7



Agradecimentos

A DEUS, pela minha vida, por todo o seu amor e auxilio em todos os
momentos da minha existéncia. Aos amigos espirituais (Abelardo, Joao,
André, etc) que tém continuamente iluminado meus passos e inspirado em
dias tao decisivos.

Aos meus pais, por toda confianga que depositaram em mim, pelo amor e
carinho, pelas ligoes de vida que jamais esquecerei. Por tudo que enfrentaram
e superaram para dar a mim e a meus irmaos uma vida digna.

Aos meus irmaos, sobrinhos e familiares que sempre confiaram em mim.

Aos meus professores e colegas da Universidade Federal de Campina
Grande, onde passei cincos importantes anos de minha vida, em especial
aos professores Francisco A. M. de Souza (Chico) e Anténio Branddo. As
minhas amigas Raquel Aline, Débora, Aline, Ana Claudia, Adricia, Livia
Maria e amigas da Residéncia Universitaria Feminina de Campina Grande,
aos meus amigos e colegas da UFCG.

Agradeco de coracdo aos amigos que aqui conquistei e muito devo pela
forca em todos os momentos: Keidna, Ilana, Ménica, Kaliana, Thaynara,
Renata, Luiz, Junior (Z¢), Otto, Eudes, Joaby, Linniker, Elon, Fabio, Lauro,
Verena, Luciana, Rafael, Leticia, Arnoud, Dadico, André, Rafael Gauche,
etc. Jamais esquecerei vocés.

Aos professores do Mat-UnB que sempre se dispuseram a me ajudar.

Aos funcionérios do mat de um modo geral, em especial a Claidia (por-
taria) e Marta (secretaria).

Em especial agradego aos meus orientadores Pavel Shumyatsky e Cristina
Acciarri, matematicos inspiradores e talentosos, que pacientemente me apoiaram
e auxiliaram nesta caminhada.

A pessoa que me fez redescobrir o quanto é gratificante e prazeroso es-
tudar matemaética: Cristina Acciarri. Obrigada por tudo minha querida.

Agradego aos amigos do Grupo de estudo Espirita na UnB, meus queridos
Ricardo, Landoaldo, Sérgio e Iris. Sem palavras para expressar minha imensa
gratidao ao Grupo Espirita Casa do Caminho finalizo esta pagina de coragao

leve e confiante no futuro, na caridade e amor ao préximo. O que no GECAM

i



ii AGRADECIMENTOS

2

comecei a aprender é para toda vida, para todas as vidas. Meus irmao

obrigada. Que DEUS continue a iluminar a todos.



Dedicatoria

A minha familia, amigos, vd Sebastido e & Cristina.

iii






Pensamentos

“Embora ninguem possa voltar no
tempo e fazer um novo comego, qual-
quer um pode comegar agora e fazer

um novo final.”

Chico Xavier






Resumo

A presente dissertacdo tem por base os trabalhos de M. Isaacs e G.
Navarro [5| e de Z. Marciniak [7]. Suponhamos que um p’-grupo finito K
age por autormorfismos sobre um p-grupo finito P e vamos discutir sobre
hipoteses que garantem que K age trivialmente sobre P. Em [4]| é apre-
sentado um resultado que assegura que, se P é abeliano e K fixa todos os
elementos de ordem p em P, entao K age trivialmente sobre P e que, se,
além disso, o primo p é diferente de 2, entao a hipotese de P ser abeliano nao
é necesséaria. Mas se p = 2 e temos apenas que K fixa todos os elementos de
ordem 2 em P, nao podemos concluir que a agao de K sobre P é trivial.

No caso de p = 2, por [2|, é conhecido que se K fixa todos os ele-
mentos de ordem 2 e todos os elementos de ordem 4 em P, entao K age
trivialmente sobre P e por [8|, sabemos que se K fixa todos os elementos
racionais de P, entdao a agao de K sobre P é trivial. Em 2010, M. Isaacs e
G. Navarro, demonstram que se K fixa, além de todos os elementos de or-
dem 2, todos os elementos reais de ordem 4 em P, entao K age trivialmente
sobre P. A demonstracao por eles apresentada usa recursos de teoria de
caracteres e, além disso, os autores ressaltam que até aquele momento nao
viam como mostrar a veracidade do resultado sem utilizar caracteres. No
entanto, Marciniak, em |7], consegue demonstrar este resultado sem recorrer

a caracteres.
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Abstract

This dissertation is based on the works of M. Isaacs and G. Navarro
[5] and Z. Marciniak [7]. Suppose that a finite p’-group K acts by auto-
morphisms on a finite p-group P and go to debate above hypothesis that
guaranteeb that K acts trivially on P. In [4] is presented a result that af-
firm that if P is an abelian group and K fixes all elements of order p in P,
then K acts trivially on P e that, if, moreover, the prime p is other than 2,
then it is not necessary to assume that P is abelian. However if p = 2 and
we only suppose that K fixes all elements of order 2 in P, then we cannot
conclude that the action of K on P is trivial.

In the case when p = 2, by [2], it is known that if K fixes all elements
of order 2 and all elements of order 4 in P, then K acts trivially on P and
by [8], known that K fixes all rational elements in P, then the action of
K on P is trivial. In 2010, M. Isaacs and G. Navarro showed that if K
fixes all elements of order 2 and all real elements of order 4 in P, then K
acts trivially on P. They proved the result using arguments from character
theory. Moreover they observed that until that moment they did not see how
to show the correctness of the result without using characters. However, later

Marciniak, in |7], gave an alternative proof without using characters.






Introducao

Consideremos uma a¢ao por automorfismos de um p’-grupo finito K sobre
um p-grupo finito P e vamos discorrer sobre condi¢des que assegurem que
K age trivialmente sobre P.

Em [4] Isaacs apresenta o seguinte resultado devido a Fitting: Se um
grupo K age por automorfismos sobre um grupo abeliano P, onde K e P
sao finitos e tém ordens relativamente primas, entdo P = Cp(K) x [P, K].
Como consequéncia deste resultado temos que se um p’-grupo finito K age
por automorfismos sobre um p-grupo finito abeliano P e K fixa todos os
elementos de ordem p em P, entao K age trivialmente sobre P. Isto, natu-
ralmente, nos incita o interesse de saber o que ocorre no caso em que P nao
¢é abeliano. Surpreendentemente, se supormos que o primo p é diferente de
2, entao a hipotese de ser P abeliano nao é necesséria. O resultado para o
caso p > 2 também ¢ apresentado em [4].

Entretanto, se p = 2 nao podemos conlcuir que K age trivialmente sobre
P, se considerarmos apenas que K fixa todos os elementos de ordem 2 em
P. Para ver isto vamos considerar o grupo dos quatérnios Qg = (i, j, k | 2 =
j% = k% = ijk;i* = j* = k* = 1) e definir uma acdo por automorfismos de

um grupo K = (a) ciclico de ordem 3 sobre Qg pondo: i*

=34, =ke
k® = 1. Assim, podemos observar que K fixa todos os elementos de ordem 2
em (g, a saber ijk, mas K nao age trivialmente sobre Qg.

Agora, nosso interesse é saber o que acontece quando p é igual a 2. O
primeiro resultado neste sentido é uma consequéncia do seguinte resultado
de [2]: Sejam P um p-grupo finito e @ um automorfismo de P cuja ordem é
coprima com p. Se p = 2 suponha que « fixa todos os elementos de ordem
2e4em P, entao o = 1. Ou seja, como consequéncia disso obtemos que
se um grupo de ordem impar K age por automorfismos sobre um 2-grupo
finito P e fixa todos os elementos de ordem 2 e 4 em P, entao a acao de K
sobre P ¢ trivial. Um outro resultado neste sentido foi apresentado por G.

Navarro e L. Sanus em [8] e assevera o seguinte: Se um 2'-grupo finito K

age por automorfismos sobre um 2-grupo finito P e fixa todos os elementos

xi



xii INTRODUGAO

racionais em P, entdo K age trivialmente sobre P. (Um elemento x € P é
dito racional se sempre que (x) = ("), entdao = e " sado conjugados em P.)

Sabendo que todo elemento de ordem 2 é racional e um elemento de or-
dem 4 é racional se, e somente se, é real, em 2010, M. Isaacs e G. Navarro
observaram uma interessante relagcdo entre as hipoteses dos resultado ante-
riores e demonstraram que se um grupo de ordem fmpar K age por auto-
morfismos sobre um 2-grupo finito P e fixa todos os elementos de ordem
2 e todos os elementos reais de ordem 4 em P, entao K age trivialmente
sobre P. (Um elemento x € P ¢ dito real se é conjugado com seu inverso,
ou seja, se existe g € P tal que 29 = x~!.) Na demonstracio do resultado
os autores utilizam recursos de teoria de caracteres e além disso, os autores
comentam que até aquele momento nao viam como demonstrar o resultado
sem o auxilio de caracteres. Porém, Marciniak, em [7], consegue apresen-
tar uma demonstracao deste fato sem teoria de caracteres. Neste trabalho
optamos por expor a demonstragao dada por Marciniak.

A organizacao deste trabalho visa fornecer ao leitor, uma sequéncia 16-
gica de informagoes, conceitos e resultados, que serao importantes na
apresentacao da demonstracao do principal teorema desta dissertacao, que
¢é exatamente o resultado provado por M. Isaacs e G. Navarro e Marciniak.
Assim, dedicamos o Capitulo 1 ao tratamento de conceitos bésicos da teoria
de grupos, deste modo, os resultados desta se¢ao sao amplamente conhecidos
e, portanto optamos por omitir a demonstracao de alguns deles.

No Capitulo 2 nos atemos ao estudo de agoes por automorfismos, desta-
cando, em especial, o caso em que estas acoes sdo coprimas. Além disso,
apresentamos propriedades e resultados acerca de elementos fixos e subgru-
pos invariantes por automorfismos.

E no Capitulo 3, que apresentamos o principal resultado tratado neste
trabalho, ou seja, que se um grupo de ordem impar K age por automorfismos
sobre um 2-grupo P, e K fixa todos os elementos de ordem 2 e todos os
elementos reais de ordem 4 em P, entao K age trivialmente sobre P.

No Capitulo 4 apresentamos alguns critérios classicos de p-nilpoténcia,
como por exemplo, os critérios de Burnside e de Frobenius. Além disso,
vemos como, aplicando os resultados do terceiro capitulo, é possivel deduzir
o seguinte critério de 2-nilpoténcia: se P é um 2-subgrupo de Sylow de um
grupo finito G e todos os elementos de ordem 2 em P sao centrais em G
e todos os elementos de ordem 4 em P sao centrais em P, entao G é 2-

nilpotente. Outra consequéncia dos resultados do Capitulo 3 é o critério de
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2-nilpoténcia & seguir: se P é um 2-subgrupo de Sylow de um grupo finito
G e 29N P =z, para qualquer z € P de ordem < 4, entdo G possui um

2-complemento normal.



CAPITULO 1

Conceitos Preliminares

Este capitulo tem o obejetivo de apresentar os conceitos da teoria de
grupos envolvidos na elaboracao deste trabalho. Primeiramente tratamos as
nogoes basicas e em seguida abordamos conceitos e resultados relacionados
a comutadores. Finalmente, definimos o conceito agao de grupos e apresen-

tamos alguns exemplos.

1.1. Fatos Basicos de Teoria de Grupos

Relembremos que um grupo G é dito ciclico quando pode ser gerado por
um tnico elemento, ou seja, quando existe g € G tal que G = (g); e que G
é dito um grupo abeliano quando gh = hg, para quaisquer g, h € GG. Claro
que, se GG é ciclico, entdo G é abeliano. Seja G um grupo, entdo para cada

g € G, podemos considerar o seguinte subconjunto de G,
Calg) ={z € G| xg = gz},

constituido de todos os elementos de G que comutam com g. Este conjunto

¢é chamado o centralizador de g em G.
LEMA 1.1.1. Seja g € G, entao Cg(g) € um subgrupo de G.

De modo similar & definigao de centralizador de um elemento g € GG, podemos

definir o centralizador de um subconjunto arbitrario X de G.

DEFINIGAO 1.1.2. Seja X C G um subconjunto qualquer de G. Defini-

mos o centralizador de X em G, como sendo o conjunto
Ca(X)={y € G| vy =yx, para todox € X}.

Observe que, Cq(X) = (\,ex Ca(z). De fato, se y € Cg(X), entdo, por
defini¢do, yr = zy para todo = € X, logo, y € Cg(x), para qualquer x €
X. Assim, y € (,ex Ca(x). Reciprocamente, se y € [\,cx Ca(x), entao
y € Cg(z), para todo = € X, logo, yx = xy, para qualquer x € X e entao
y € Ca(X).

Como a intersegao de subgrupos é ainda um subgrupo, segue que C(X)
é um subgrupo de G. Em particular, quando X = G, o centralizador de G

1



2 1. CONCEITOS PRELIMINARES

em G, serd um subgrupo de G. Este subgrupo sera denotado por Z(G) e

chamado de centro de G. Assim,
Z(GQ) =Cq(GQ) ={y € G | yx = zy, para todox € G}.

Claro que o centro Z(G) de G é um grupo abeliano e G é abeliano se, e
somente se, Z(G) = G. Pode ocorrer, ainda, que o centro de um grupo seja

trivial. Por exemplo, considere o grupo diedral Ds,,. Temos:

1, se n é impar

’Z(DQn)’ = {

2, se n é par.

O lema a seguir mostra como podemos aplicar o fato de o centralizador de um

subconjunto X de G ser um subgrupo de G e ndo apenas um subconjunto.

LEMA 1.1.3. [3]| Seja X um subconjunto de G tal que xy = yzx, para
quaisquer x,y € X. Entao, (X) € abeliano.

OBSERVACAO 1.1.4. Se 0 : G; — G5 é um isomorfismo do grupo G1 no
grupo G, observe que 0(Z(G1)) = Z(G3). Efetivamente, queremos verificar
que 0(Z(G1)) C Z(G2) e que Z(G2) C 0(Z(G1)). Primeiramente vejamos
que, se z € 0(Z(G1)), entao z € Z(Gy), isto é, zs = sz, para qualquer
s € Go. Seja entdao z € 0(Z(G1)) e s € Gy arbitrarios. Assim, existem
a€ Z(Gy)ebe G tais que z = 60(a) e s = 0(b). Logo,

zs = 6(a)0(b) = 0(ab) = O(ba) = 0(b)0(a) = sz.

Onde a segunda e a quarta igualdades seguem do fato de 6 ser isomorfismo
e a terceira igualdade segue do fato de a € Z(G1). Portanto, z € Z(G2).
Verifiquemos agora que, Z(G2) C 0(Z(G1)). Seja, z € Z(G2). Como 6 é um
isomorfismo, temos que 6(G1) = Ga, e assim, existe a € G tal que z = 6(a).
Queremos provar que z € §(Z(Gy)), ou seja, que, como z = #(a), entdo
a € Z(Gy). Sabemos que, dado arbitrariamente s € Gg, extiste b € G tal
que s = 0(b) e como z € Z(Gs9), segue que zs = sz. Logo, por um lado,
0(a)0(b) = O(ab) e, por outro lado, 8(b)0(a) = 6(ba) e como € ¢é injetiva,
temos ab = ba. Pela arbitrariedade de s € G2, concluimos que ab = ba para
todo b € G;1. Logo, a € Z(G1) e, consequentemente, z € §(Z(G1)), como

queriamos provar.

DEFINIGAO 1.1.5. Um automorfismo é um isomorfismo 6 : G — G de

um grupo G nele mesmo.
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Um exemplo elementar de automorfismo de um grupo G é a aplicagao
identidade. Disto segue que o conjunto dos automorfismos de um grupo G,
Aut(G) é sempre nado-vazio. Além disso, munido da composigao de apli-
cagoes, o conjunto Aut(G) é um grupo, chamado grupo dos automorfismos
de G. Pela Observagao 1.1.4, temos que, para qualquer automorfismo de um
grupo G, o centro Z(G) de G é levado nele mesmo, ou seja, o centro de G
é invariante em relagao a qualquer automorfismo de G. Além do centro, um
grupo pode possuir outros objetos que permanecem invariantes por qualquer
de seus automorfismos. Esta propriedade é definida formalmente na proxima

definicao.

DEFINIGAO 1.1.6. Um subgrupo H < G é chamado subgrupo caracteris-
tico de G quando #(H) = H, para qualquer automorfismo 6 de G. Neste

caso, escrevemos: H char G.

Dados um grupo G e  um elemento arbitrario de G, se g € G, o elemento
29 = g~ lzg é chamado o elemento conjugado de x por g. O conjunto C, =
{z9 | g € G} é chamado classe de conjugagio de x em G. Ou seja, se x,y € G
e existe g € G tal que y = 29, entdo o elemento y é conjugado do elemento x.
E possivel observar que esta relacdo é uma relacao de equivaléncia. Assim,
cada elemento de G pertence a uma tnica classe de conjugacao, e duas classes
de conjugacao U, e Uy coincidem se, e somente se, x e y sao conjugados. De
outra forma, sdo disjuntas.

Se G é um grupo finito e existem n classes de conjugagao (em G) com

representantes xi,xo,...,T,, entao
G=C; UCy, U---UCy,,
onde esta unido é disjunta. Obtemos assim, a equacao

(1.1.1) |G| = |Cy| + -+ |Ce

A identidade (1.1.1) é chamada FEquacgao de Classe. Observe que = € Z(G)

se, e somente se, C,, = {z}. E entdo a equagao de classe torna-se:
(112 Gl=12@)+ Y Il
2,7 (G)
Vamos agora usar o conceito de elemento conjugado para apresentar im-

portantes exemplos de automorfismos de um grupo G, eles sao os chamados

automorfismos internos. Para cada g € G, definimos: ¢, : G — G, pondo

99(35) = 9_1339-
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Observe que, quando x e g comutam, entdo 9 = x. Assim, em um grupo
abeliano, automorfismos internos sao triviais. Denotamos por Inn(G) o con-
junto dos automorfismos internos de G. Claro que Inn(G) é um subgrupo de
Aut(G).

Notemos que dado um isomorfismo 6 : G; — Ga, entdo 6(H) é um
subgrupo de G3, para todo H < GG;. Em particular, automorfismos de um

grupo G levam subgrupo em subgrupo.
DEFINIGAO 1.1.7. Seja H um subgrupo de G. O subgrupo
HY={W | he H}

de G é chamado subgrupo conjugado de H. Claramente, HY é a imagem de

H pelo automorfismo interno 6.

Como subgrupos caracteristicos sdo invariantes por automorfismos, em
particular, sao invariantes por automorfismos internos. Assim, se C' char G,
entdao C9 = C, para todo g € G. Note que, em geral, a equagao C9 = C
nao implica que z9 = x, para qualquer = € C. A observagao precedente é o

ponto de partida para a definicao a seguir.

DEFINIGAO 1.1.8. Seja N < G um subgrupo de G. Ele é dito um sub-
grupo normal de G quando N9 = N, para todo g € GG. Neste caso, usamos

a notacao N < G.

Em outras palavras, os subgrupos normais de um grupo sao exatamente
aqueles que sdo invariantes por todos os automorfismos internos. Em particu-
lar, os subgrupos caracteristicos sao normais. Além disso, todos os subgrupos
de um grupo abeliano sdo normais e os subgrupos 1 e G sdo sempre normais,

para qualquer grupo G.

LEMA 1.1.9. Seja H < G um subgrupo de G. Se H9 < H, para todo

g € G, entao H é um subgrupo normal de G.

DEMONSTRACAO. Como HY < H, para todo g € G, obtemos:

1

H=(H9"<H .

Como este resultado é valido para qualquer g € G, colocando ¢g~! ao invés

de g, obtemos:
H< g O — e
Portanto, H = HY. O
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E importante observar que o Lema 1.1.9 ndo afirma que H9 = H, quando
HY < H, para algum g € G. Como o automorfismo interno induzido pelo
elemento g é uma bijegdo, segue que |HY| = |H|. Se, além disso, H ¢
finito, entao, juntamente com a hipétese de HY < H, podemos concluir que
HY = H. Para grupos infinitos, no entanto, a implicagao, geralmente, nao é

verdadeira. Vamos ver um exemplo disto.

ExXEMPLO 1.1.10. Seja G o grupo das fungoes afins da reta. Ou seja, todo
elemento g € G é uma aplicagdo g : R — R, definida por: g(x) = ax + b,
onde a,b € R e a # 0. Afirmamos que o subgrupo H de G, formado pelas
aplicacOes tais que a = 1 e b € Z, é tal que HY estd contido propriamente
em H, para algum g € G. Efetivamente, tome g € G como a aplicagdao
que associa cada z € R ao elemento g(z) = %m Agora, seja k € HY.
Assim, para todo z € R, temos k(z) = (¢ 'hg)(z), para algum h € H.
Dai, k(z) = g7 'h(%) = g7 (£ +b) = . +2b, com b € Z. Logo, k € H.
Finalmente observe que HY < H esta contido propriamente em H, uma vez
que, por exemplo, a aplicacao que leva x € R em x + 3 pertence a H, mas

nao a HY.

LEMA 1.1.11. [3] Seja N wum subgrupo normal de G e suponha que C

char N. Entao C € normal em G.

Em contraste com o Lema 1.1.11, se temos apenas que C' é normal em N
e N é normal em G, ndo podemos concluir que C' é normal em G ou ainda
que se C' é normal em N e N é caracteristico em G, também nao podemos
afirmar que C' é normal em G,

nao segue que C' é normal em G se tudo o que sabemos é que C' é normal
em N e N é normal em G ou N caracteristico em G.

Sejam X C G e Y C G subconjuntos de G. Definimos:

XY ={ay|lzeX, yeY}.

Note que o fato X e Y serem subgrupos de G, nao garante que XY seja
subgrupo de G. Porém, com uma hipdtese a mais sobre estes subgrupos,

obtemos que o produto XY é um subgrupo de G.

LEMA 1.1.12. [3] Sejam H,K < G subgrupos de G. Entio HK € sub-
grupo de G se, e somente se, HK = KH.

Do Lema 1.1.12, obtemos o resultado a seguir.
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PRrROPOSIGAO 1.1.13. Sejam H e K subgrupos de G. Se pelo menos um
deles € normal em G, entao HK = KH e, portanto, temos que HK ¢é
subgrupo de G. Além disso, se ambos H e K sdo normais em G, entao HK

é normal em G.

DEMONSTRAGAO. Sem perda de generalidade suponha H normal em G.
Vamos mostrar que HK = KH. Seja x € HK, dai, + = hk = kk~'hkk =
kh*, para algum h € H e algum k € K. Como H é normal em G, temos que
h¥ e H. Dai, z € KH. Donde HK < KH. Agora seja y = kh € KH, onde
k€ Kehec H. Temos y = khk™'k = h* 'k e novamente como H é normal
em G, temos que R e H, logo, y € HK e dai segue que KH < HK.
Desta dupla inclusao concluimos que HK = KH. Suponhamos agora que
H e K sao normais em GG. Pelo Lema 1.1.9, para provar que H K é subgrupo
normal de G, basta verificar que (HK)Y < HK, para todo g € G. Sejam
g € G um elemento qualquer e x € (HK)Y, dai z = (hk)9, onde h € H ¢
k € K. Temos que x = (hk)y = h9k9. Como H e K sao normais em G,
entao h9 € H e k9 € K e segue que z € HK. O

DEFINICAO 1.1.14. Seja H < G um subgrupo de G. Para cada g € G,

os conjuntos definidos por:
Hg={hg|heH},
gH ={gh | heH}

sao chamados, respectivamente, a classe lateral & direita e a classe lateral &

esquerda de H, determinadas por g.

Observe que, se H < G, entdao duas classes laterais a direita (e a es-
querda) de H sao iguais ou disjuntas. De fato, sejam z,y € G, e suponha
que Hx N Hy # (). Vejamos, primeiramente que, Hh = H para todo h € H,
assim, H(hz) = (Hh)x = Hz. Logo, se z € Hx N Hy, temos Hz = Hx e
Hz = Hy. Portanto, Hxr = Hy. Um resultado analogo vale para as classes
laterais & esquerda. Note também que se g € G, entdao g € Hg e g € gH.
Segue portanto que, se H é um subgrupo de G, entdao G pode ser decomposto
na uniao disjunta das distintas classes laterias a direita (ou a esquerda) de
H.

LEMA 1.1.15. [3]| Seja H < G um subgrupo de G. Entao, para qualquer
g € G, temos

|Hg| = |H| = [gH]|.
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Se H é um subgrupo de G, o indice de H em G, denotado por |G : H|, é
definido como o namero de classes laterais distintas a direita (ou a esquerda)
de H em G.

O teorema seguinte é devido a Lagrange e estabelece uma relagao entre

a ordem de um grupo G e a ordem de um subgrupo H de G.

TEOREMA 1.1.16 (Lagrange). Seja H um subgrupo de G. FEntao |G| =
|H||G : H|. Em particular, se G € finito, entao |H| divide |G| e |G|/|H| =
|G : H].

DEMONSTRAGAO. Basta relembrar que G pode ser decomposto na unido
disjunta das distintas classes laterias a direita (ou a esquerda) de H e que

estas classes tém a mesma ordem, & saber |H]|. O

Um elemento g € G de um grupo G é dito ter ordem finita n se o subgrupo
ciclico (g) gerado por g tem ordem n. Vamos denotar a ordem de g por o(g).
Uma consequéncia imediata do Teorema 1.1.16 é que, se G é um grupo finito
e g € G, entdo a ordem de g divide |G|.

O lema a seguir trata de propriedades de ntimeros inteiros positivos e é

conhecido como Lema de Euclides.

LEMA 1.1.17. |9] Seja ¢ um nimero inteiro positivo que divide o produto
ab de dois nimeros inteiros positivos, a e b. Se c € relativamente primo com
um destes dois nimeros (por exemplo ¢ € coprimo com a), entdo ¢ € divisor

do outro (por exemplo, ¢ divide b).

Vamos denotar o maximo divisor comum entre dois niimeros inteiros n e m

por (n,m).

LEMA 1.1.18. Sejam G um grupo e g um elemento arbitrdrio de G. Entao

valem as sequintes afirmacgoes.

(i) O elemento g tem ordem infinita se, e somente se, todas as poténcias
de g sao distintas.

(ii) Se g tem ordem finita n, entao g™ = 1 se, e somente se, n divide m.

n—1

Além disso, {g) consiste dos elementos distintos 1,g,g%,...,g

(iii) Se g tem ordem finita n, entdo a ordem de g* ¢ igual a n/(n, k).

DEMONSTRAGAO. Se todas as poténcias de g sao distintas, temos que (g)
é infinito. Reciprocamente, suponhamos que duas poténcias de g sao iguais,
digamos ¢! = ¢™, com | < m. Logo, ¢! = 1. Entdo podemos escolher o

menor inteiro positivo n tal que g" = 1. Pelo algoritmo da divisao, podemos
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escrever um inteiro arbitrario m na forma, m = ng + r, com ¢, r inteiros e
0 < r < n. Segue dai que, g™ = (g")9g" = g". Logo, (g) = {1,g,...,9g" '}.
Portanto g tem ordem finita. Além disso, g"* = 1 se, e somente se, r =0, e
neste caso, pela minimalidade de n, segue que n divide m. Agora suponha
que ¢/ = g%, para alguns 0 < i < j < n. Entdo, ¢/~% = 1, e assim, n
divide 7 — 7. Mas isto ocorre somente quando j = i. Portanto, os elementos
1,g,...,9" "
para provar (i) observe que (g#)™/ (k) = (gm)k/(mk) = 1. Logo, se o(g*) =

sao distintos e o(g) = n. Logo, (i) e (ii) valem. Finalmente,

m, entdo m divide n/(n, k). Além disso, como (g*)™ =1 e o(g) = n, entdo
por (ii), n divide km e entdao n/(n, k) divide (k/(n, k))m. Assim, pelo Lema
1.1.17, n/(n, k) divide m. Portanto, m = n/(n, k). O

O proximo resultado apresenta uma relagao entre a normalidade de um

subgrupo e propriedades de suas classes laterais.

TEOREMA 1.1.19. Seja N < G um subgrupo de G. Entdo sao equiva-

lentes:

(i) N € um subgrupo normal de G.
(il) Ng = gN para todo g € G.
(iii) Toda classe lateral a esquerda de N em G é uma classe lateral a
direita.
(iv) O conjunto das classes laterais a direita de H em G € fechado com

relacao a multiplicacdo.

DEMONSTRAGAO. Se (i) vale, entdao temos que N9 = N, para todo g €
G, ou seja, g~ 'Ng = N, para todo g € G. Donde, multiplicando & esquerda
por g, obtemos, Ng = gN, para todo g € G e (ii) esta provado.

A implicacao de (ii) em (iii) é imediata. Vejamos agora que (iii) implica
(iv). Queremos provar que dados z,y € G, entdo NxNy é uma classe lat-
eral a direita. Por (iii), obtemos que N = Ng para algum g € G. Dai,
NxNy = N(Ng)y = Ngy, que é uma classe lateral a direita de N em G,
como afirmamos. Por fim, suponhamos (iv) e vamos obter a afirmagao de (i).
Para todo g € G, segue de (iv), que Ng~!Ng ¢ uma classe lateral & direita
de N em G, que contém g~ 'g = 1. Assim, g"'Ng < N¢g~'Ng = N1 = N.

Portanto, do Lema 1.1.9, concluimos que N é subgrupo normal de G. (]

COROLARIO 1.1.20. Seja N um subgrupo de G. Entdo, sio equivalentes:

(i) N € subgrupo normal de G.
(ii) Toda classe lateral a direita de N em G € uma classe lateral a

esquerda de N em G.



1.1. FATOS BASICOS DE TEORIA DE GRUPOS 9

(iii) O congunto das classes laterais & esquerda de N em G € fechado em

relacao a multiplicacdo.

Agora considere N um subgrupo normal de G. Denotamos por G/N o
conjunto {Ng | g € G}. Pelo Teorema 1.1.19, sabemos que G/N ¢ fechado

em relacdo a multiplicagao.

TEOREMA 1.1.21. [3] Sejam G um grupo e N um subgrupo normal de G.
Entao G/N é um grupo. O elemento identidade de G/N € a classe lateral

N e o elemento inverso de cada classe Nz em G/N é Nax—t. Além disso,
(Nz)(Ny) = N(zy),
para quaisquer x,y € G.

O grupo G/N ¢é chamado grupo quociente de G por N. Observe que se
G é um grupo finito e N é um subgrupo normal de GG, entdo pelo Teorema
1.1.16, temos que |G/N| = |G : N| = |G|/|N]|.

Agora vamos apresentar uma proposi¢ao que estabelece uma relacao en-
tre a classe de conjugagao C, de um elemento x € G e o centralizador Cg(z)

deste elemento.

PROPOSICAO 1.1.22. Sejam G um grupo finito e x € G. Entao o indice
|G : Cq(x)| €igual a ordem da classe de conjugagao Cy de x. Em particular,

|Cx| € um divisor de |G|, para todo x € G.

Quando um subgrupo H de GG nao é normal em G, é interessante obter
algum subgrupo K de G tal que H é normal em K. Partindo desta ideia,

vamos definir o normalizador de um subconjunto de um dado grupo.

DEFINIGAO 1.1.23. Seja X um subconjunto do grupo G. Definimos o

normalizador de X em G como sendo o conjunto
Ne(X) = {ge G | X7 = X}.

LEMA 1.1.24. Seja X um subconjunto de um grupo G. Entao Ng(X) €
subgrupo de G. Se X é um subgrupo de G, entao X € subgrupo de Ng(X).

DEMONSTRAGAO. Observemos primeiramente que Ng(X) é ndo-vazio,
pois X! = X e assim 1 € Ng(X). Agora sejam g,h € Ng(X), assim,
X9 = X e X" = X. Queremos provar que gh € Ng(X). Com efeito,
X9h = (X9 = X" = X. Agora, suponhamos que g € Ng(X) e vamos

-1 1

provar que g~! € Ng(X). De fato, X9 ' = (X9)9 ' = X9 ' = X,
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Se X é um subgrupo de G, entao a conjugacao por qualquer elemento x €
X define um automorfismo de X e, em particular a conjugacao é sobrejetiva.
Logo, X* = X, e segue que, X < Ng(X). O

COROLARIO 1.1.25. Seja H < G um subgrupo qualquer de G e escreva
N = Ng(H). Entao H € subgrupo normal de N e se K < G tal que H < K,

entdo H € subgrupo normal de K se, e somente se, K < N.

Sabemos da Proposi¢ao 1.1.13 que se N é normal em G, entao NH = HN
e assim N H ¢é subgrupo de G. Uma generalizagao deste fato é o corolario a

seguir.

COROLARIO 1.1.26. Sejam H, K subgrupos de G. Se K < Ng(H), entao
HK = KH e HK ¢ subgrupo de G.

1.2. Comutadores

DEFINIGAO 1.2.1. Sejam G um grupo e g,h € G dois elementos arbi-

trarios de G. Definimos o comutador de g e h como o elemento de G
lg,h] = g~ 'h™ gh.

O lema a seguir, apresenta identidades satisfeitas pelos comutadores de

elementos em G.

LEMA 1.2.2. Sejam G um grupo e x,y,z € G elementos arbitrdrios de
G. Entao valem:

(i) [.%x] = ['%y]il'

(ii) [zy, 2] = [z, z]"[y, 2].
(iii) [z, y2] = [z, 2][z, y]*.

DEMONSTRAGAO. Vejamos que a afirmagao (i) é valida. Para isto basta

' oy = 1,

verificar que [y, z][z,y] = 1. Temos [y, z][z,y] = y o~ lyze—ly~
como queriamos provar.
Agora vamos verificar a validade da afirmagao (ii). Observe que, por um

lado:

(1.2.1) [zy, 2] = (zy) Lz ayz = y e e ey,
Por outro lado,
(1.2.2) [z, 2 [y, 2] =y~ Yz, 2lyly, 2] =y La e ey,

Assim, por (1.2.1) e (1.2.2), obtemos a igualdade em (ii).
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Finalmente vamos provar (iii). Com efeito, pelo item (i), temos que,

[x,yz] = [yz,z]~!. Assim, por (ii) temos:

(1.2.3)  [z,y2] = ([y,2)*[z,2]) 7 = (z7ly a7 yza) T = a7 2Ty T ey,
Mas, temos também:

(1.2.4) [z, ][z, y]* = 2 e ez ey T ey = 2 ey Tty
Assim, por (1.2.3) e (1.2.4), obtemos a igualdade em (iii). O

Se o grupo G é abeliano, entdo zy = yx, para todo x,y € G. Assim,

[z,y] = a7y}
quaisquer x,y € G, entao z e y comutam, donde G ¢é abeliano.

vy = xy 'yx = 1. Reciprocamente, se [z,y] = 1, para

Na defini¢ao do comutador de z por y, podemos escrever: [z,y] = x~12¥,
Y.

Partindo da defini¢ao de comutadores entre dois elementos de um grupo

ou de modo similar, podemos escrever [z,y] = (y~1)*

G, vamos definir o comutador de dois subgrupos de G.

DEFINIGAO 1.2.3. Sejam H, K subgrupos de G, escrevemos [H, K| para
denotar o subgrupo de G gerado pelo conjunto {[h, k| | h € H,k € K} de
todos os comutadores de elementos de H com elementos de K. O subgrupo
[H, K] é chamado o comutador de H e K.

Em geral [H, K] nao é igual ao conjunto dos comutadores dos elementos de
H com elementos de K, mas ele é o subgrupo gerado por este conjunto, ou
equivalentemente, [H, K| ¢ o menor subgrupo de G' que contém todos esses

comutadores.

PRrROPOSIGAO 1.2.4. Sejam H, K subgrupos de G. O subgrupo comutador
[H,K| de H e K € trivial se, e somente, se H < Cq(K) e K < Cq(H),ou

seja quando H e K centralizam um ao outro.

DEMONSTRAGAO. Se H < Cg(K) e K < Cg(H), entao [h,k] = 1 para

quaisquer h € H e k € K. Logo, o subgrupo gerado por estes comutadores

é trivial, ou seja [H, K] = 1. A reciproca é imediata, pois se [H, K| = 1,
logo [h,k] = 1 para todo h € H e todo k € K e assim, H < Cg(K) e
K < Cq(H). 0

A proposicao seguinte é util em diversas situagoes onde os conceitos

relacionados a comutadores sao usados.

ProOPOSIGAO 1.2.5. Sejam H, K subgrupos de um grupo G. Entdo
[H, K] = [K, H].
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DEMONSTRAGAO. Sabemos que [H, K] = (S1), onde S1 = {[h, k] | h €
H,k € K} e [K,H] = (S2), onde Sy = {[k,h] k € K,h € H}. Mas, pelo
Lema 1.2.2(i), temos que [h, k] = [k, h]~!. Entdo os comutadores geradores
de [H, K] sdo exatamente os inversos dos comutadores geradores de [K, H].

Assim, [H, K| = [K, H]. O

Um caso particular da Definigao 1.2.3 é quando tomamos H e K ambos
iguais a G. O subgrupo gerado por todos os comutadores em G é chamado o
subgrupo derivado ou subgrupo comutador de G e é denotado por G’. Assim,
G' = [G,G] = (S), onde S ={[g,h] | g,h € G}. Note que o grupo [G,G] é
gerado por todos os comutadores em G, mas néo consiste, necessariamente,
apenas de comutadores. Além disso, segue da Proposigao 1.2.4, que [G,G] é

trivial se, e somente se, G < Cg(G), ou seja, se, e somente se, G é abeliano.

LEMA 1.2.6. Sejam G um grupo e G' o subgrupo derivado de G. Entao

as afirmagoes a sequir sao verdadeiras:

(i) O subgrupo derivado G' é caracteristico em G. Em particular, este
subgrupo € normal em G.
(ii) O grupo quociente G/G' é abeliano.
(iii) Se N é um subgrupo normal de G e o grupo quociente G/N é
abeliano, entao G' € subgrupo de N. Ou seja, G' € o menor subgrupo

normal de G tal que o grupo quociente € abeliano.

LEMA 1.2.7. Sejam H e K subgrupos de um grupo G. Entio H e K nor-
malizam [H, K], ou equivalentemente, [H, K| € subgrupo normal de (H, K),
o subgrupo gerado por H e K.

DEMONSTRAGAO. Como, pela Proposicao 1.2.5, [H, K| = [K, H], por
simetria, é suficiente verificar que H < Ng([H, K]), ou seja, que para todo
x € H, temos [H, K|* = [H, K]. Sejam h,z € H e k € K tomados arbitrari-
amente. Entao, pelo Lema 1.2.2(ii), temos que, [hz, k| = [h, k]*[z, k], donde
obtemos, [h, k]* = [hx, k][z,k]~t. Como [hx, k] € [H,K] e [z, k]~! € [H, K],
segue que, [h,k|* € [H, K]. Em outras palavras, conjugagao por = € H leva
cada gerador [h, k| de [H, K| em [H, K] e, entdo, [H, K|* C [H, K]. Como
[h, k]* € [H, K], para qualquer = € H, em particular [H, K]*~' < [H, K], daf
segue que [H, K] = ([H, K]*')* < [H, K]*. Portanto, [H, K|* = [H,K]. O

Pela Proposigao 1.2.4, sabemos que K centraliza H se, e somente se,
[H,K] = 1. Este resultado pode ser “generalizado” como ¢ apresentado no

lema seguinte.
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LEMA 1.2.8. Sejam N um subgrupo normal de um grupo G e H, K sub-

grupos arbitrdrios de G. Escreva G = G/N. Denotamos por M a imagem

de um subgrupo qualquer M de G em G/N. FEntao, [H,K| = [H,K]|. E,
em particular, H e K centralizam um ao outro em G se, e somente se,
[H,K] < N.

A relagao “K normaliza H” também pode ser expressa em linguagem de

comutadores.

LEMA 1.2.9. Sejam H e K subgrupos de um grupo G. FEntdo,
K < Ng(H) se, e somente se, [H,K] < H. Em particular, H é normal
em G se, e somente se, [H,G] < H.

DEMONSTRAGAO. Sejam h € H e k € K elementos arbitrarios. Como
[h, k] = h~1h* segue dai que h* = h[h,k]. Assim, h¥ € H se, e somente se,
[h,k] € H. O resultado agora é imediato. O

Observe que, se H e K normalizam um ao outro, entdao, pelo Lema 1.2.9,
[H,K] < HN K. Se, além disso, HN K =1, entdao [H, K] =1 e assim, H e
K centralizam um ao outro.

Podemos generalizar a definicdo de comutador de dois elementos e de

comutador de dois subgrupos do seguinte modo.

DEFINICAO 1.2.10. Definimos o comutador de trés elementos arbitrarios
x,y, z de GG, pondo:
[z,y, 2] = [[z, 9], 2].
Similarmente, definimos o comutador de trés subgrupos arbitrarios X,Y, Z
de G, pondo:
X,Y, 2] = [[X,Y), Z).

Mais geralmente, para n > 2, definimos o comutador de n elementos z; € G
de G, pondo:

[xla Xy« 7xn] - [[xla XLy 7xn—1]7wn]7
e o comutador de n subgrupos X; < G de G, pondo:

[X17X27' o 7X'rL] = [[X17X27"' 7Xn—1]7Xn]-

Vamos apresentar agora a igualdade conhecida como identidade de Hall-
Witt. A mesma afirma que, dados x,y e z € G, onde G é um grupo qualquer,

temos que:

(125) [Sc,y_l,z]y[% Z—17$]Z[Z’x—17y]$ =1L
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A verificagao deste resultado consiste em expandir os comutadores e cancelar
os termos obtidos. Esta igualdade é usada para provar o proximo lema, que

é conhecido como Lema dos Trés Subgrupos.

LEMA 1.2.11 (Lema dos Trés Subgrupos). Sejam X,Y e Z subgrupos
arbitrarios de um grupo G e suponha que [X,Y,Z] =1 e [Y,Z,X] = 1.
Entao, [Z,X,Y] = 1.

DEMONSTRAGAO. Queremos provar que [Z, X, Y] = [[Z,X],Y] =1, ou
seja que todo elemento do subgrupo [Z, X| comuta com todo elemento do
subgrupo Y. Para isto, é suficiente verificar que, para y € Y, o centralizador
de y em G, Cg(y), contém todos os comutadores [z, 2], para qualquer z € Z e
x € X. Pois, sendo C¢(y) subgrupo de G, se ele contém todos estes comuta-
dores, contém também o subgrupo [Z, X| gerado por estes comutadores. Por-
tanto, é suficiente provar que [[z,z],y] = 1, para todo z € Z,x € X,y € Y,
ou equivalentemente, que [z, z1, y] = 1, para quaisquer z € Z,x € X,y € Y.

Como [z,y~!] € [X,Y], temos que, [z,y7!, 2] € [X,Y, Z]. Mas sabemos,

1

por hipotese, que [X,Y, Z] = 1, portanto, [z,y ", 2] = 1. Analogamente,

1733] = 1. Assim obtemos, [x,y&’z]y =1

de [Y, Z, X] = 1, segue que [y, z~
ely,z7!

Donde, [z, 27!, y] = 1, como desejado. O

,z]* = 1. Dai, pela identidade (1.2.5), segue que [z, 271, y]* = 1.

Combinando o Lema 1.2.8 com o Lema 1.2.11, temos o seguinte resultado.

COROLARIO 1.2.12. Seja N um subgrupo normal de um grupo G e sejam
X,Y, Z subgrupos arbitrarios de G. Se [X,Y,Z] < N e[Y,Z, X] < N, entao
[Z, X, Y] <N.

1.3. Grupos Soluveis e Grupos Nilpotentes

Os grupos finitos simples sao como “blocos”; a partir dos quais, em certo
sentido, todos os grupos finitos sdo construidos. Estes grupos simples sao
essencialmente de duas variedades: os grupos ciclicos de ordem prima e os
grupos simples finitos nao-abelianos. Nesta se¢do vamos tratar dos grupos
cujos “blocos” simples sao todos abelianos, e, portanto, de ordem prima.
Estes grupos s@o os grupos finitos “soliveis”.

A palavra “soluvel” associada a grupos é devida a FEwvariste Galois no
inicio do século XIX. Galois mostrou que dado algum polindémio com coefi-
cientes racionais, é possivel associar um grupo a este polindmio, que hoje é
chamado o “grupo de Galois” do polinémio. Ele ainda estabeleceu precisa-

mente o que significa um polinémio ser “solivel” por radicais. Nao é grande
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surpresa que o critério de solubilidade polinomial seja precisamente que o
grupo de Galois do polinémio seja solivel. Nao vamos nos deter em solu-
bilidade de polinémios, mas vale a pena destacar o seguinte exemplo: um
polinémio de grau 5, geralmente, nao é soluvel e isto é devido ao fato de o
grupo simétrico S5 nédo ser soluvel, pois As é simples. A seguir daremos uma

definicao de grupo soluvel.

DEFINIGAO 1.3.1. Um grupo G é dito solhivel quando existe uma cole¢do
finita de subgrupos normais Gy, G1,... G, de G, tais que

1=Gp< G1 < - < Gp=G
e Giy1/G; é abeliano, para 0 < i < n.

Observe que se G é abeliano, entao os subgrupos 1 e G cumprem as
condigoes da Definigdo 1.3.1, logo G é soluvel.

Relembremos que dado um conjunto nao-vazio €2, o conjunto, denotado
por Sym(f2), das aplicagoes bijetivas de 2 em 2, munido da composi¢ao
usual de fungoes, é um grupo, chamado grupo de permutacoes de 2. Quando
o conjunto 2 é finito e || = n, comumente denotamos Sym(§2) por S,. O
primeiro exemplo de grupo nao abeliano solivel é o grupo Ss.

Uma caracterizagao equivalente de solubilidade de um grupo, porém mais
simples de ser aplicada, é dada em termos da série derivada. Sabemos que
o subgrupo derivado G’ de G é o subgrupo gerado por todos os comutadores
[x,y], para x,y € G e pelo Lema 1.2.6(iii), que G’ é o menor subgrupo normal
de G tal que o grupo quociente G/G’ é abeliano.

Seja G um grupo e G’ seu subgrupo derivado. O subgrupo derivado
de G’ é o subgrupo (G') = G" = [G',G']. O subgrupo derivado de G”
é o subgrupo (G”) = G" = [G",G"] e assim sucessivamente. Para estes

subgrupos derivados, usaremos a notagao:
¢V =gcV=¢6"=¢".., 6" =@G"Ny,
para n > 0. Assim, temos
(1.3.1) G=GO> gl >...>q0 > ...
e esta série é chamada a série derivada de G.

LEMA 1.3.2. Seja ¢ : G1 — Go um homomorfismo sobrejetivo entre os
grupos G1 e Go. Entao @(ng)) = G;n), para todo n > 0. Além disso, ng)

€ caracteristico em G1, para todo n > 0.
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DEMONSTRAGAO. Dados x,y € G arbitrarios, temos que p([z,y]) =
[p(x),p(y)], e como ¢ & sobrejetiva, temos que ¢(G1) = Ga2. Assim, ¢
leva o conjunto dos comutadores de (G1 no conjunto dos comutadores de G.
Segue dai que, ¢p(G}) = G%. Repetindo este argumento, concluimos que
@(ng)) = ng), para n > 0.

A afirmacao de que ng) é caracteristico em (G1, para todo n > 0, segue da

parte ja provada do lema, no caso particular que G1 = Go e p € Aut(Gy). O

Agora podemos substituir a série normal nao especificada da Defini¢ao

1.3.1, por uma série particular candnica.

TEOREMA 1.3.3. Um grupo G € solivel se, e somente se, G™ =1 para
algum inteiro n. Além disso, subgrupos e quocientes de grupos soliveis sao

soluvesis.

DEMONSTRAGAO. Suponha G um grupo solavel, entdo por defini¢ao ex-

iste uma colecao finita de subgrupos normais G; <« G com
1=Gp< G <--- <Gy, =G,

e tais que G;y1/G; é abeliano, para todo 0 < ¢ < n. Assim, pelo Lema
1.2.6(iii), segue que (Giy1) < G;, para todo 0 < i < n. Em particular

) g q + , P p )
como G, /Gp-1 = G/Gp—1 & abeliano, entdao G’ < G,,—1. Dai, G" = (G')' <
(Gn-1)' < Gp—2, e continuando com este argumento, obtemos GM < G,k
para 0 < k < n. Assim, concluimos que G < Gy = 1, como queriamos

demonstrar. Reciprocamente, se G = 1, entao a série

1=GW < g V<... <M< g0 =¢g

satisfaz as condicoes da Definicio 1.3.1, uma vez que G¥) & subgrupo normal
de G, para todo k.

Agora, considere H < G um subgrupo arbitrario de G. Dai, H < G’ e
mais geralmente, temos que H*®) < G*). Assim, se G ¢ soltuvel, pela parte
ja demonstrada do teorema, sabemos que existe algum n tal que G =1, e
como H™ < G =1, concluimos que H™ = 1, donde H ¢ solivel. Além
disso, se N é um subgrupo normal de G, entao, aplicando o Lema 1.3.2 ao
homomorfismo canénico ¢ : G — G/N, obtemos que o(G*)) = (G/N)®),
assim, se G = 1, entdo (G/N)™ =1, isto &, G/N é solavel. O

Se um grupo G é solavel, o comprimento derivado dl(G) de G é definido
como o menor inteiro nao-negativo n tal que G™ = 1. Observe que os

grupos com comprimento derivado 1, sao exatamente os grupos abelianos
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nao triviais. Geralmente, grupos obtidos a partir de grupos soliveis sao

também soliveis, como nos afirma o lema a seguir.

LEMA 1.3.4. Seja N um subgrupo normal do grupo G. Se N e G/N sao,

ambos, soliveis, entdo G € soluvel e, além disso,
dl(G) < dI(N)+ dI(G/N).

DEMONSTRAGAO. Sejam dI(N) = n e dI(G/N) = m. Como o homo-
morfismo canénico ¢ : G — G/N leva G em (G/N)(™ = 1, obtemos
que G™ < N. Assim, Gt = (G(™)(") < N = 1. Donde seguem as

afirmacoes. O

TEOREMA 1.3.5. Seja G um grupo e sejam N e M subgrupos soliveis

normais de G. Entao o produto MN € solivel.

DEMONSTRACAO. Como N é subgrupo normal de G, entdao segue da
Proposigao 1.1.13 que, M N é subgrupo de G. Agora, pelo Segundo Teorema
de Isomorfismo, temos que MN/N = M/M N N. Como M é solavel, pelo
Teorema 1.3.3, temos que M/M N N é solavel. Logo, MN/N é solavel. E

como N é solivel, pelo Lema 1.3.4, concluimos que M N é solivel. (]

Relembremos, sem demonstrar, alguns resultados que fornecem exemplos

de grupos soliveis.
TEOREMA 1.3.6. 3| Todo p-grupo finito, é solivel.

TEOREMA 1.3.7 (Burnside). Todo grupo de ordem p®q®, onde p e q sdo

primos distintos e a e b sao inteiros nao negativos € soluvel.

TEOREMA 1.3.8 (Feit-Thompson). Todo grupo finito de ordem impar é

solivel.

Finalizando esta se¢ao vamos abordar os grupos nilpotentes, que sao uma

subclasse da classe dos grupos soliveis.

DEFINIGAO 1.3.9. Um grupo G é dito nilpotente se existe uma colegao

finita de subgrupos normais Gy, G1, ..., G, com
1=Go<G1 <...<G, =G
e tais que Gi+1/G; < Z(G/G;), para 0 < i < n.

Pela Definigao 1.3.1, segue que se G é nilpotente, entdo G é soluvel.
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LEMA 1.3.10. Seja G um grupo finito e assuma que Z(G/N) > 1 para
todo subgrupo normal préprio N de G. Entao G € nilpotente.

DEMONSTRAGAO. Defina os subgrupos Z;, para ¢ > 0 como segue. Ponha
Zy=1e Z; = Z(G). O subgrupo Zs é definido como o subgrupo de G tal
que Zy/Zy = Z(G/Z1). Segue do Teorema da Correspondéncia, encontrado
em [3], que tal subgrupo existe e é inico. Observe Z, é normal em G. Con-
tinuando com este processo, definimos Z; como o tinico subgrupo de G tal
que Z;/Z;—1 = Z(G/Z;—1), para i > 0. Por hipotese, se Z; < G é um sub-
grupo proprio de G, entao Z; < Z; 1 e como G é finito, entdo Z, = G, para
algum n. Logo, G é nilpotente. O

COROLARIO 1.3.11. Todo p-grupo finito € nilpotente.

DEMONSTRAGAO. Observe que se P é um p-grupo néo trivial, entdo P
tem centro ndo trivial. Efetivamente, se |P| = p™, entao pela equagao de
classe (1.1.1), temos que p™ = nj +ng + - - - +ng, onde cada n; = |Cy, |, para
todoi=1,2,---, k. Pela Proposi¢ao 1.1.22, temos que cada n; divide p" e,
entdo ¢ uma poténcia de p. Se o centro Z(P) fosse trivial, apenas um n; seria
igual a 1 e assim, p™ = 1 mod p, o que é impossivel, pois p” > 1. Portanto,
Z(P) # 1. Agora o resultado segue imediatamente do Lema 1.3.10. (]

Um conjunto de subgrupos normais N; em G tais que
No< N1 <--- <N,

é chamada uma série central em G se N;1/N; < Z(G/N;), para 0 < i < n.
Portanto, um grupo G é nilpotente se, e somente se, tem uma série central
finita contendo 1 e G. Usando a ideia da demonstracao do Lema 1.3.10,
podemos construir uma série central em qualquer grupo. Para isto, defina

Zy(G) =1 e indutivamente, defina Z;(G) pela equacao
Zi(G)/Zi1(G) = Z(G/Zi1(G)),

para ¢ > 0. A colecao {Z;(G) | ¢ > 0} é chamada série central superior ou
ascendente de G. Claro que se Z,(G) = G, para algum inteiro n, entao G ¢é
nilpotente e ja vimos também que a reciproca deste fato é verdadeira.

Outra série central relevante é a série central inferior. Seja G um grupo.
Escrevemos 11 (G) = G,72(G) = [11(G),G] = [G,G] = G'. Indutivamente,
se temos 7;—1(G) definimos v;(G) pondo v;(G) = [vi—1(G), G|, para todo
1> 0.
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Se H < K < G, entao [H,G] < [K,G]. Assim, como 72(G) < 7 (G),

obtemos 73(G) < 72(G) e, mais geralmente, temos:
(1.3.2) G =m(G) > 72(G) > 13(G) - -

A série central inferior de G é a cole¢ao dos subgrupos ~;(G). Para
verificar que {7;(G)} é realmente um série central, precisamos mostrar que
cada v;(G) é normal em G e que v;—1(G)/v(G) < Z(G/~i(G)), para todo
i > 2. Como os subgrupos v;(G) sdo caracteristicos em G, logo sdo normais

em G.

LEMA 1.3.12. Sejam H e N subgrupos de G e suponha que N € normal
em G. Entao [H,G] < N se, e somente se, HN/N < Z(G/N).

DEMONSTRAGAO. Seja ¢ : G — G/N o homomorfismo canénico. Temos
que p(H) é central em ¢(G) se, e somente se, 1 = [p(H), ¢(G)] = ¢([H, G])
e isto ocorre se, e somente se, [H,G| < Ker(p) = N. Como ¢(G) = G/N e
w(H) = HN/N, entao segue o resultado. O

COROLARIO 1.3.13. A série central inferior de G é uma série central

para G.

TEOREMA 1.3.14. Sejam G um grupo qualquer e n > 1 um inteiro. Entdo

as afirmagoes sao equivalentes:

(1) Yn1(G) = 1.
(i) Z,(G) =G.
Além disso, G € nilpotente se, e somente se, (i) e (ii) valem para algum

mntetro n.

DEMONSTRAGAO. Se (i) ou (ii) vale, entdo G é nilpotente. Podemos
entdo supor que G ¢é nilpotente e provar que (i) e (ii) valem para o mesmo
inteiro n. Agora seja 1 = Ny < N7 < --- < N = G uma série central para
G. Como N;+1/N; < Z(G/N;), segue do Lema 1.3.12 que [N;1+1,G] < N,.
Temos 71(G) = Ni e 12(G) = [G,G] < [Nk, G| < Nj_1 e, similarmente,
temos v3(G) = Ng_o. Mais geralmente, temos v;(G) < Ni_;41 e, entdo
Y+1(G) =1 e (i) vale para algum inteiro n. Agora vejamos que (ii) implica
(i). De fato, se Z,,(G) = G, para algum inteiro n, podemos fazer N; = Z;(G)
e k = n e concluimos que v,4+1(G) = 1.

Agora escreva Z; = Z;(G) e vamos mostrar que N; < Z;, para todo i.

Claro, que para i = 0, Ny < Zp. Trabalhando por inducao, assumimos que
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i>0e N1 < Zj_y. Agora, [N;,G] < N;_1 < Z;_1 e entao pelo Lema
1.3.12, temos

NiZi1/Zi1 < Z2(GZi1) = Zi) Zi,
e temos N; < Z;, como queriamos. Segue dai que Z;(G) = G e (ii) vale para
algum inteiro k. Agora finalmente vejamos que (i) implica (ii). Com efeito,

se Yn+1(G) = 1, fazendo N; = v,—i(G) e k = n, concluimos que Z,, = G. O

DEFINIGAO 1.3.15. O menor inteiro n tal que Z,(G) = G é chamado a

classe de nilpoténcia de G.

Assim, pelo Teorema 1.3.14, a classe de nilpoténcia de G pode ser definida,
de modo equivalente, como o menor inteiro n tal que v,+1(G) = 1. Os gru-
pos abelianos tém classe de nilpoténcia 1 e os grupos nao abelianos tais que

G’ < Z(G) sdo exatamente os grupos com classe de nilpoténcia 2.

COROLARIO 1.3.16. Subgrupos e grupos quocientes de grupos nilpotentes

sao também nilpotentes.

DEMONSTRAGAO. Seja H subgrupo arbitrario de G, dai v, (H) < v,(G),
logo, se v,(G) = 1, entao v,(H) = 1 e H é nilpotente. Considere agora N
um subgrupo normal de G. Note que se ¢ : G — G/N é o homomor-
fismo canoénico, entdo ¢(v,(G)) = Y (G/N). Assim, se y,(G) = 1, temos
m(G/N) =1e G/N & nilpotente. O

LEMA 1.3.17. [3]| Se G1, ..., G, sdo grupos nilpotentes,entao G1x- - -x Gy,

€ nilpotente.

LEMA 1.3.18 (Argumento de Frattini). Sejam G um grupo e N um sub-

grupo finito normal de G. Seja P um p-subgrupo de Sylow de N. FEntao
G = Ng(P)N.

DEMONSTRAGAO. Seja g € G e note que P9 < N9 = N. Como |PY| =
|P|, concluimos que PY também é um p-subgrupo de Sylow de N, logo
P9 = P, para algum n € N. Assim, gn € Ng(P) e entdo g € Ng(P)n™! <

Ng(P)N. Como g foi tomado arbitrariamente em G, segue o resultado. [

Para grupos finitos certas condigoes sdo equivalentes a nilpoténcia como

é enunciado no seguinte teorema.

TEOREMA 1.3.19. Seja G um grupo finito. As afirmacdes a sequir sao

equivalentes:

(i) G € nilpotente.
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(ii) Quando H < G, entao H < Ng(H).

(iii) Todo subgrupo mazimal de G € normal em G.

(iv) Todo subgrupo de Sylow de G € normal em G.
)

(v) G € o produto direto de seus p-subgrupos de Sylow, com p primo.

DEMONSTRAGAO. Assuma (i) e seja 1 = Ny < N; < --- < N, = G uma
série central para G. Dado H um subgrupo proprio qualquer de G, seja k
o maior inteiro tal que Ny < H e note que k < n. Vamos justificar (ii),
mostrando que Niy1 < Ng(H). Pelo Lema 1.2.9, ¢é suficiente demonstar que
[H, Nyy1] < H. Como {N;} é uma série central, e entdo, pelo Lema 1.3.12,
temos [H, Niy1] < Ng. Assim, vale (ii), ja que Ny < H.

Agora se M < G é subgrupo maximal de G, entao, por (ii) Ng(M) > M.
Como M é maximal, temos Ng(M) = G e assim, M é normal em G. E,
portanto, (ii) implica (iii).

Assuma (iii) verdadeiro e seja P € Syl,(G) um p-subgrupo de Sylow de
G, para algum p primo. Se Ng(P) < G, escolha M um subgrupo maximal de
G tal que Ng(P) < M. Como por (iii) M é normal em G, podemos aplicar
o Lema 1.3.18 para concluir que G = Ng(P)M. Como, Ng(P) < M < G,
chegamos a uma contradi¢ao. Entao, devemos ter Ng(P) = G, isto é, P
normal em G e (iv) esta demonstrado.

Agora considere a hipotese de (iv). Pela normalidade de cada subgrupo
de Sylow de GG, entao existe exatamente um p-subgrupo de Sylow de G para
cada p primo. O produto de todos os subgrupos de Sylow é, claramente,
direto e, tem que ser igual a G. Finalmente, observe que para verificar que (v)
implica (i) é suficiente demonstrar que o produto direto de grupos nilpotentes

¢é nilpotente. Assim, esta implicacao é imediata do Lema 1.3.17. O
O resultado a seguir é devido a Fitting.

TEOREMA 1.3.20 (Teorema de Fitting). Sejam M e N subrupos normais
nilpotentes de um grupo G. Se ¢ e d sao a classe de nilpoténcia de M e N,

respectivamente, entdo L = M N € nilpotente de classe no mdximo ¢+ d.

DEMONSTRACAO. Vamos calcular os termos da série central inferior de
L mostrando, por indugao sobre i, que 7;(L) é o produto de todos os co-
mutadores [X1,---,X;], onde X; = M ou X; = N. Claramente, se i = 1,
temos que v1(L) = L = MN e o resultado é valido.

Observemos que, se U,V e W s@o subgrupos normais de G, entao segue
dos itens (ii) e (iii) do Lema 1.2.2, que [UV,W| = [U,W][V,W] e [U, VW] =
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[U, V][U, W]. Segue disto que

Yit1(L) = [vi(L), L] = [vi(L), M][vi(L), N]

e entdo, usando a hipdtese intutiva, concluimos que ~;4+1(L) é o produto de
todos [ X1, -, X, Xi41], com Xj =M ou X; = N.

Para completar a demonstracao consideremos i = ¢+ d + 1. Entao no
comutador [Xi,---,X;] ou M ocorre no minimo ¢ + 1 vezes ou N ocorre
no minimo d + 1 vezes. Além disso, sabemos pelo Lema 1.2.9, que se A é
subgrupo normal de G, entao [A, G] é subgrupo de A. Portanto, [X1, -+ , X;]
esta contido ou em .41 (M) ou em ~y441(NV), onde ambas as quais sao iguais
a 1. Consequentemente, [Xi,---,X;] =1 e (L) = 1. Logo, L ¢é nilpotente

de classe de nilpoténcia no méximo i — 1 = ¢+ d. U

Observemos que, pelo Teorema 1.3.20, todo grupo finito G possui um
tinico maior subgrupo normal nilpotente que é conhecido como subgrupo de
Fitting de G e denotado por F(G).

1.4. O Conceito de Agao de Grupos

Embora existam vantagens em trabalhar com a moderna definigdo ax-
iomatica de grupos ao invés da definigdo antiga de grupo, como grupo de
permutagoes, existe também desvantagens neste tipo de abordagem. Com
um grupo de permutagdo, temos um conjunto sendo permutado e isto pro-
porciona ferramentas para o estudo do grupo. Por exemplo, se o conjunto
possui exatamente n elementos, entao pelo Teorema 1.1.16 a ordem do grupo
de permutagoes divide |S,| = n!l. A ideia por tras da teoria de agdes de
grupos é ganhar novamente as vantagens de trabalhar com permutagoes de

grupos enquanto lida com grupos abstratos.

DEFINICAO 1.4.1. Sejam G um grupo e {2 um conjunto nao-vazio. As-
suma que para cada g € G e cada a € (), esta definido um tnico elemento

em ), denotado por «-g. Suponha que as seguintes condigoes sao satisfeitas:

(i) -1 =a, paratodo a € Q e
(ii) (a-g)-h =« (gh), para quaisquer g, h € G e todo « € .

W

Entao dizemos que G age sobre €2, ou que é uma acao de G sobre (2, ou

ainda que 2 é um G-conjunto.

ExXEMPLO 1.4.2. Os exemplos mais comuns de agao de grupo sao os
grupos de permutagao. Seja Q # () um conjunto nao-vazio e considere G' <

S um subgrupo do grupo de permutagoes de ). Assim, paraa € Qeg € G
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defina « - g pondo « - g = g(«). Na Defini¢ao 1.4.1, a condigao (i) segue da
definigao do elemento identidade de S e a condigao (ii) segue da defini¢ao

de multiplicagdo em Sq. Portanto, todo subgrupo de S age sobre 2.

DEFINIGAO 1.4.3. Se G é um grupo e {2 um conjunto nao-vazio, dizemos

que uma acao de G sobre § é:

(a) trivial se a- g = « para todo g € G e todo « € Q.
(b) fiel quando a - g = «, para todo o € €, apenas quando g é o
elemento identidade de G. Em outras palavras, uma agao ¢é fiel se a

identidade de G ¢é o 1nico elemento que fixa todos os pontos de 2.
Assim, acao trivial é o exemplo mais elementar de acao que nao é fiel.

DEFINICAO 1.4.4.

(i) Sejam G um grupo e Q # (. Dizemos que um elemento g € G fiza
um elemento a € 2 quando, a- g = a. Um elemento a € €2 é dito
G-invariante, se todo g € G fixa «, ou seja, se a - g = «, para todo
g € G. Mais geralmente, se G age sobre um subconjunto X de 2,
este é dito G-invariante, se x - g = x, para todox € X e g € G.

(ii) Um elemento a € 2 é dito ser um ponto fixo de 2, quando a-g = «
para todo g € G.

(iii) O macleo de uma ac¢ao de um grupo G sobre um conjunto nao vazio
Q é o conjunto B={g € G| a-g=a, paratodo a € 2} dos
elementos g € G que agem como a identidade e fixam todos os

elementos « € (.

Se o grupo G age sobre o conjunto {2 e B é o niicleo desta agao, temos que
B é um subgrupo normal de G e como os elementos de B agem trivialmente
sobre €2, temos que, dado a € G arbitrario, entao todos os elementos da classe
lateral Ba de B em G induzem a mesma agao sobre ). De fato, dados b1a e
boa elementos arbitrarios em Ba, temos que a-bja =«a-ae a-bya =« - a,
para todo a € §2. Portanto, resulta bem definida uma aciao de G = G/B
sobre §2, dada por a- @ = « - a e claramente, esta agao é fiel.

Vejamos agora alguns exemplo de agdo de um grupo G sobre um conjunto
nao vazio, no caso em que este conjunto é o proprio G. Vejamos dois modos
nos quais um grupo G pode agir sobre si mesmo (em outras palavras, estamos
tomando 2 = G). Primeiro, para z,g € G defina x - g = xg. Observe que as
condigoes (i) e (ii) da Definigao 1.4.1 s@o satisfeitas. Sendo que a segunda

condigao segue diretamente da associatividade do grupo G. Neste caso, a
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acdo de G sobre si memso é chamada acdo reqular. E facil observar que a
acdo regular é uma acdo fiel. Agora, para x,g € G defina z-g = 29 = g~ 'zg.

1

Afirmamos que esta aplicagdo é uma acdo. De fato, -1 = z* = x, para todo

x € G, logo a condigao (i) da Definigao 1.4.1 ¢é satisfeita. Além disso,

(x-g)-h = (29)-h= ("= (g zg)"

= (gh) 'wgh == - (gh),

para todo x,g e h € G. Logo a condigao (ii) da Defini¢ao 1.4.1 também
é satisfeita. Neste caso, a agdo de G sobre si memso, é chamada a¢do por
conjugagao e o centro Z(G) de G é o ntucleo desta agao.

Se X C G é um subconjunto qualquer de G e g € GG, entdao definimos o
produto Xg = {xzg | x € X}. Este produto pode ser usado para definir uma
acao de G sobre o conjunto {2 de todos os subconjuntos de G. De fato, se
X € Qege G, definimos X-g = Xg. Esta também é uma agdo. Com efeito,
se X € Q,entdo X -1 = X1 = X e, além disso, para g, h € G, arbitrarios,
temos, (X -g)-h=Xg-h=(Xg)h=X(gh)=X-(gh).

Agora se X é ainda um subconjunto de G, entao definimos o conjunto
X9 = {29 = g-lzg | ¢ € G}. Continuemos considerando 2 o conjunto
dos subconjuntos de G e estabelega a seguinte relagdo X - g = X9, para
X € Qege . Observe que aqui temos também uma agao por conjugagao.
Efetivamente, temos que X' = X, para todo X € Q e a condicdo (i) da
Definicio 1.4.1 & satisfeita. Além disso, (X - g)-h = X9 -h = (X9)h =
X(9h) — X . (gh) e, entdo também vale a condicdo (ii) da Definicdo 1.4.1.
Agora, seja G um grupo e H um subgrupo de G. Vamos definir uma relagao
entre um elemento de G' e um elemento do conjunto Q@ = {Hz | z € G} das
classes laterais & direita de H em G. Para cada Hx € QY e g € G, defina
Hzx - g= H(xzg). Vejamos que esta relacao define uma agao de G sobre ().

Se G é um grupo que age sobre algum conjunto 2 e a € €2 é um elemento
arbitrario de 2, escrevemos G = {g € G | a-g = a}. Observe que, para cada
a € Q, G, é um subgrupo de G. O subgrupo G, é chamado o estabilizador
do elemento o em G. Na agado regular de G sobre si mesmo, por exemplo,
o estabilizador G, de um ponto z € G é o subgrupo trivial. Na acdo por
conjugacao de G, o estabilizador de x € G ¢é o centralizador C(x) e na acdo
por conjugacao de G sobre todos os seus subconjuntos, o estabilizador de
um subconjunto X é o normalizador Ng(X).

Agora considere a agdo de G sobre o conjunto das classes laterias a direita

de H em G, quando H é um subgrupo de G. O estabilizador de uma classe
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lateral Hx é o conjunto de todos os elementos g € G tal que Hxg = Hzx,
logo, g pertence ao estabilizador de Hzx se, e somente se, zg € Hx. Segue
dai que, ¢ estabiliza Hx se, e somente se, g € ' Hx = H?®. Portanto, o
estabilizador de Hx é exatamente o subgrupo H*. Assim, o nucleo da agao
de G sobre o conjunto das classes laterais & direita de H em G, é exatamente
Moce H'.

Observemos que, quando se tem uma acao de um grupo G sobre um
conjunto nao vazio (), se o - g = 3, entao os estabilizadores G, e Gg sao
conjugados em G e vale (G,)9 = Gg.

Para finalizar esta secao sobre conceitos basicos de agao de grupos vamos
abordar a nocao de drbita de uma acao e o conceito de acao transitiva.

Suponha que um grupo G age sobre um conjunto nao vazio €. Se a € €}
é um elemento arbitrario de €2, definimos o conjunto O, = {a - g| g € G}
como a orbita de o em relacao a acio dada. E facil verificar que se 5 € Oy,
entao Og = O, donde segue que orbitas distintas sao disjuntas. Além disso,
como todo ponto de €2 estd em apenas uma orbita, temos que 6rbitas de uma
acao de G sobre ) formam uma partigdao de €2. Em particular, se €2 € finito,
obtemos que Q2] = )" |O|, onde nesta soma O percorre o conjunto de todas
as Orbitas em Q.

Por exemplo, se H é um subgrupo de G, temos que H age em G por
multiplicacao a direita. Observe também que as orbitas desta acdo sdo as

classes laterais 4 esquerda de H em G.

DEFINIGAO 1.4.5. Seja G um grupo que age sobre um conjunto néo vazio
Q. Dizemos que G age transitivamente sobre ), se para quaisquer «, 3 € {2,
existe g € G tal que a- g = #. Em outras palavras, quando em ) existe

apenas uma oOrbita.

Por exemplo a agao regular de G e a ag@o usual de G sobre o conjunto das
classes laterais a direita de um subgrupo sao agoes transitivas. Em geral, a
acao conjugacao de G sobre si mesmo nao é transitiva, pois se z,y € G sao
elementos de ordens difirentes, entdo pode nao existir um elemento g € GG
tal que 29 = y. De fato, a conjugacgao por g € GG define um automorfismo e

entao preserva as ordens dos elementos.






CAPiTULO 2

Acoes de Grupos

Neste capitulo continuamos falando de agoes de grupos, s6 que de modo
mais profundo, nos concentramos no conceito de a¢ao por automorfismos.
Trataremos primeiramente os conceitos de produto semi-direto e comple-
mento de um subgrupo normal N de um grupo G dado. Em seguida abor-
damos as nogoes de agdao coprima e pontos fizos e apresentamos resultados
que serao uteis na demonstracao dos resultados do Capitulo 3.

Todos os resultados apresentados neste capitulo podem ser encontrados,

pelo leitor, em [4].

2.1. Complemento e Agao Por Automorfismos

Suponha que um grupo G pode ser escrito como um produto G = NH
de um subgrupo normal N e um subgrupo H, onde a intersecaio H NN = 1.
Entao G é chamado o Produto Semi-direto de N e H. Neste caso, usamos
a notagdo G = N x H. Por exemplo, o grupo diedral Ds, é um produto
semi-direto de um grupo ciclico de ordem n e um grupo de ordem 2.

Se G é o produto semi-direto de N e H, entao todo elemento g € G
pode ser escrito de modo tnico na forma g = nh, comn € N e h € H. De
fato, suponha que possamos escrever ¢ = nih; e também g = nohg, com

lnleNe

ni,no € N e hi,hg € H. Assim, nglnl = hghl_l. Como ny
hghl_l € H, pela igualdade verificada, concluimos que ny ny € HN N, mas

HN N =1, portanto, n; = no e, analogamente, h; = ho.

DEFINICAO 2.1.1. Dados G um grupo e N um subgrupo normal de G,
dizemos que um subgrupo H de G é um complemento para N em GG quando,
NH=GeNNH=1.

Neste caso, observe que G é um produto semi-direto de N e H. Assim,
se H complementa N em G, entao cada elemento g € G é da forma g = nh,
comn € N e h € H e esta forma de escrever cada elemento g € G é tnica.
Observe que também podemos escrever cada g € G de modo tnico, na forma
g=hn,com h € Henée N. Com efeito, seja g =nh,comn € Nehe H
e suponhamos que podemos escrever g = Eﬁ, com7i € Nehe H. Como N

27
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é normal em G, temos g € Nh = hN, donde teria que ser h = h. Agora da
equacao hin = nh, obtemos 1 = n'.

Observe que se H complementa N em G, entdao H = H/N N H, uma vez
que NN H =1 e, além disso, NH/N = G/N. Dai, pelo Segundo Teorema
de Isomorfismo, H/H NN = NH/N e, portanto temos que H = G/N.
Assim, todos os complementos de N em G s@o isomorfos a G/N e, entao,
sao isomorfos entre si. O que pode acontecer, no entanto, é que um subgrupo

normal de um grupo nao possua complemento neste grupo.

ExeEmpPLO 2.1.2. Considere o grupo ciclico C4 de ordem 4 e N o dnico
subgrupo de ordem 2 de Cy. Se N tivesse um complemento em Cy, digamos
um subgrupo H, entdao H seria isomorfo a C4/N, que tem ordem 2. Pela
unicidade de N deveriamos ter N = H, mas um subgrupo normal nao pode

ser seu proprio complemento.

Se H complementa N em G, entao, todo subgrupo conjugado de H em
G também complementa N. Em geral, no entanto, um subgrupo normal N
de G pode ter complementos nao-conjugados, embora, como ja vimos, todos

os complementos sejam isomorfos. O préoximo exemplo ilustra este caso.

ExeEmMpPLO 2.1.3. Considere o grupo de Klein G = Cs x Cy. Se N ¢é
um dos trés subgrupos de G de ordem 2, entao os outros dois subgrupos de
ordem 2 sdo, ambos, complementos de N em G, mas estes subgrupos nao

sao conjugados em G, ja que G é abeliano.

No estudo de complemento de um subgrupo normal de um dado grupo, o
principal objetivo é construir, a menos de isomorfismo, todos os grupos G,
a partir de dois grupos N e H dados, que possui um subgrupo normal Ny
complementado por um subgrupo Hy, onde N = Ny e H = Hy. Neste caso,
o grupo G é chamado uma extensao split de N por H. Em outras palavras,
se G é uma extensao split de N por H, entdao G é o produto direto de N e
H.

O conceito de extensdo é mais amplo que o de extensao split. Dados dois
grupos arbitrarios NV e H. Um grupo G é dito uma extensdo de N por H se
existe um subgrupo Ny normal de G tal que Ny =2 N e G/Ny = H. Quando
G é um extensao de N por H, entao o subgrupo normal Ny de G tal que
No 2 N e G/Ny = H nao ¢é unicamente determinado. Pode ocorrer, por
exemplo, que com uma dada escolha de Ny a extensao é split, mas com uma
outra escolha, tal extensao nao o seja. Assim, sabendo que um grupo G é

uma extensao de N por H, é natural perguntar se esta extensao é split ou
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nao. Por exemplo, o grupo G = {1,a,b,ab} de Klein é uma extensao split
de N = {(a) por H = (b), mas o grupo Cy = (a) = {1,a,a? a3} ciclico de
ordem 4 possui apenas um subgrupo de ordem 2, logo nao é extensao split
desse subgrupo.

Suponha que G é uma extensao split de um subgrupo normal N e que
H é um complemento de N em G. Como N é normal, temos que H age por
conjugacao sobre N e de fato, a conjugagdo por h € H induz um automor-
fismo de N. Se H também é normal em GG, como H NN = 1, vemos que H
centraliza N e entao, a acdo por conjugacao de H sobre N é trivial. Assim,
para construir extensoes split, que nao sao simplesmente produtos diretos,
é necessario considerar acoes por conjugacio de H sobre N nao-triviais. E
importante notar que os subgrupos N e H e a agao por conjugacao de H
sobre N determinam completamente G (a menos de isomorfismo). Antes
de apresentar esse resultado de unicidade, vamos introduzir uma notagao.
Considere N e Ny grupos isomorfos, onde algum isomorfismo é dado. Para
n € N, escreveremos ng € Ny para denotar a imagem de n pelo isomor-
fismo dado de N em Ny. Portanto, podemos denotar com () o isomorfismo
entre N e Ng. A notacdo, ()o, serd usada também para denotar um dado

isomorfismo entre H e Hy.

LEMA 2.1.4. [4] Sejam G e Gy grupos e suponha que N € um subgrupo
normal de G, que é complementado por H e que Ny € um subgrupo normal
de G, que é complementado por Hy. Assuma que N = Ng e H =2 Hy, onde

cada um desses isomorfismos € denotado por ()o e suponha que
(n")o = (no)™,

para quaisquer n € N e h € H. Entao, existe um inico isomorfismo de G

em Go que estende os isomorfismos dados N — Ny e H — Hy.

Relembremos que se um grupo H age sobre um conjunto {2, entao cada
h € H induz uma aplicacao 7, : 2 —  definida por o — « - h, que é uma
permutacao de €. Além disso a aplicacao dada por h +— 7, ¢ um homomor-
fismo de H em Sym(Q). Assim, uma agao de H sobre  é completamente
determinada por este homomorfismo de H em Sym/(€2).

Suponha agora que H age sobre o conjunto K, onde K é também um
grupo. Pelas observacoes do paragrafo anterior 7, : K — K é uma per-
mutacao. Sendo K um grupo, é natural requerer que 7, também seja um
automorfismo de K. Para isto, como 75, é uma bijecao, é suficiente verificar

que é um homomorfismo, ou equivalentemente, que (xy)-h = (z - h)(y - h),
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para todos z,y € K. E, portanto, natural intoduzir um novo tipo de acéo

de grupos.

DEFINIGAO 2.1.5. Dados os grupos H e K, dizemos que H age por
automorfismos sobre K, se H age sobre K, como um conjunto, e, além
disso, (zy) - h = (x - h)(y - h), para quaisquer =,y € K e h € H. Em outras
palavras, quando, para cada h € H, a aplicacao 7, : K — K, dada por
x + mp(x) = x-h € um automorfismo. Note que uma agao por automorfismos
de H sobre K determina e é determinado por um homomorfismo H —
Aut(K).

Os exemplos mais naturais de agao por automorfismos sao dados quando
H é um subgrupo de Aut(K) e k- h é simplesmente o automorfismos h
aplicado ao elemento k, h(k). Outros exemplos de agao por automorfis-
mos ocorrem quando H e K sdo ambos subgrupos de algum grupo G com
H < Ng(K) e a agao é dada por conjugagao em G. Em particular, a agdo
por conjugacgao de um grupo arbitrario G sobre si mesmo é uma agao por
automorfismos. Note que é comum usar a notacao exponencial para ac¢ao
por automorfismos, ou seja, ao invés de usar k - h usar k", para k € K e
h € H. Esta notagao, claro, é natural quando a acao é por conjugacdo, mas
nao quando se trata de uma agdo por automorfismos, que nao for definida
por conjugacao em um dado grupo. O resultado a seguir afirma que toda
acdo por automorfismos é essencialmente uma acao por conjugacdo em um
grupo adequado e, portanto, isto justifica a notagao exponencial para acao

por automorfismos.

TEOREMA 2.1.6. [4] Sejam H e N grupos e suponha que H age por
automorfismos sobre N. FEntdo existe um grupo G contendo um subgrupo
normal Ng = N que é complementado por um subgrupo Hy = H, e tal que,

para quaisquer n € N e h € H, tem-se:
(n")o = (no)™.

Aqui, n" € N € o resultado da ag¢io de h sobre n e (ng)" € o resultado da

conjugagao de ng por hg em G.

Observe que do Lema 2.1.4, segue que o grupo G do Teorema 2.1.6 é
unicamente determinado por N e H e pela acdo por automorfismos de H
sobre N. O grupo G é o produto semi-direto de N e H com respeito & agao
dada. Além disso, ainda pelo Lema 2.1.4, todo grupo G com um subgrupo

normal N, que é complementado por um subgrupo H, é isomorfo ao produto
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semi-direto de N por H. Assim, sendo valido o Teorema 2.1.6, podemos
dizer que todAs (a menos de isomorfismo) as possiveis extensoes split foram

construidas.

2.2. Acgoes Coprimas e Pontos Invariantes

Seja A um grupo que age por automorfismos sobre algum grupo G. Por
definigdo A permuta os elementos de G, mas por se tratar de uma agdo
por automorfismos, A pode permutar outros “objetos teodricos” associados
com o grupo G. Por exemplo, A age sobre o conjunto de todas as classes
de conjugacdo de G. E interessante descrever, ou, pelo menos, mostrar a
existéncia de objetos A-invariantes em (. Pois uma vez encontrado um
objeto A-invariante, outras agoes podem ser estudadas. Por exemplo, se H
é um subgrupo A-invariante de G, entdo A age sobre o conjunto das classes
laterais & direita de H em G e sobre o conjunto das classes de conjugagao de
H.

Claramente, o tipo mais elementar de objeto A-invariante em G é um
elemento A-invariante. Estes pontos de GG invariantes por todos os elementos
de A, formam um subgrupo, denotado por C(A). Para ver que esta notacao
é realmente natural, olhamos A e G em seu produto semi-direto I' = G x A.
Sabemos que a agao original de A sobre G é realizada por conjugacao em I,
e entdao g* = g se, e somente se, g e a comutam em I'. Portanto o subgrupo
de G dos pontos invariantes por A é exatamente o centralizador de A em
G. Isto justifica a notagdo Cg(A) que é usada para denotar o subgrupo dos
pontos fixos, mesmo quando o produto semi-direto nao é mencionado. De
forma similar, trabalhando no produto semi-direto I', vemos que C4(G) é o
conjunto dos elementos de A que agem trivialmente sobre GG, ou, em outras

palavras, ele é o nucleo da agao de A sobre G.

DEFINIGAO 2.2.1. Sejam A e G grupos finitos e suponha que A age sobre
G. Dizemos que a acdo de A sobre G é coprima quando as ordens de A e G

sao relativamente primas, ou seja, se (|A4[,|G]) = 1.

Note que é mais simples encontrar objetos A-invariantes em G, quando

a agdo de A sobre G é coprima, como mostra o resultado a seguir.

LEMA 2.2.2 (Glauberman). Seja A um grupo que age por automorfismos
sobre um grupo G, onde A e G sao grupos finitos e suponha que (|Al, |G|) = 1.
Assuma também que pelo menos um desses grupos, ou A ou G, € solivel.

Suponha ainda que A e G agem sobre um conjunto nao vazio 2 e que a
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ag¢do de G sobre ) € transitiva. Finalmente assuma a sequinte condi¢do de

compatibilidade:

(2.2.1) (a-g)-a=(a-a)-g°,
para todo a € ), todo a € A e todo g € G. Entdao valem:

(a) Existe um elemento A-invariante o € §Q.

(b) Se a, 8 € Q sao A-invariantes, entao existe ¢ € Cg(A) tal que

a-c=0.

A solubilidade assumida no Lema 2.2.2 e em outros resultados sobre acao
coprima desta secao, nao é realmente necessaria. De fato, pelo menos um dos
dois grupos, ou A ou G tem ordem impar, e, portanto, aplicando o Teorema
1.3.8 (Feit-Thompson), temos que ou A ou G é solavel.

Vamos agora considerar classes de conjugagao. Note que, em geral, se
K é uma classe de conjugacao de G e H é um subgrupo de G, entao K N H
pode ser vazio e se for diferente de vazio, a tnica coisa que podemos dizer
sobre K N H & que é a uniao de classes de H. De fato,se z € KNH ey
pertence a uma classe de conjugacao de H que contém z, entdo y € K N H.
Geralmente, K N H néo é uma unica classe de H. A situagdo torna-se mais
simples quando o subgrupo em questao é o conjunto dos pontos fixos de uma

acao coprima.

TEOREMA 2.2.3. Seja A um grupo que age por automorfismos sobre um
grupo G, onde A e G sao grupos finitos e escreva C = Cg(A). Suponha
que (|A|,|G|) = 1 e que pelo menos um deles, ou A ou G € solivel. Entao
a aplicacao K — K NC define uma bijecao entre o conjunto das classes de

conjugagao A-invariantes de G e o congjunto de todas as classes de conjugagao

de C.

DEMONSTRAGAO. Seja K uma classe A-invariante de G. Entao A age
sobre K e G age transitivamente sobre K por conjugacao. Neste caso, a
condigdo de compatibilidade do Lema 2.2.2 & que (29)% = (z)9", para quais-
quer z € K, a € Ae g € G e ela é trivialmente verdadeira. Pelo Lema
2.2.2(a), K possui um elemento A-invariante, e entdao K N C & ndo vazio.
Agora, a afirmacao (b) do mesmo lema, assegura que, todos os elementos de
K N C sao conjugados em C e assim, K N C' é uma classe de conjugagao de
C.

Portanto a aplicagao K — K N C do conjunto das classes de conjugagao

A-invariantes de G no conjunto de todas as classes de conjugacao de C.
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Vamos mostrar agora que esta aplicacao é uma bijecdo. Se K e L sao duas
classes A-invariantes de G, com KNC = LNC, entdao como K NC' é ndo vazio
e esta contido em K e em L, segue dai que K N L é nao vazio e, portanto
K = L. Assim, vemos que a aplicacao € injetiva. Para a sobrejetividade é
suficiente mostrar que todo elemento de C pertence a K N C' para alguma
classe A-invariante K de G. Temos que cada elemento ¢ € C' estd em uma
dnica classe K de (G, e entdo basta demonstrar que K é A-invariante. Se
a € A, entao K é uma classe de GG, e como ¢* = ¢, temos que c € K N K%,
Logo, as classes K e K nao sao disjuntas e assim, concluimos que K = K.

Isto é, que K é A-invariante, como queriamos. O

Agora consideremos classes laterais. Se A age sobre G ¢ H é um subgrupo
A-invariante de G, entdo A permuta as classes laterias a direita de H em G
e também as classes laterais & esquerda de H em G. No caso de uma agao
coprima, podemos determinar quais classes laterias & direita e quais classes

laterais & esquerda de H em GG sdo A-invariantes.

TEOREMA 2.2.4. Seja A um grupo que age por automorfismos sobre G,
onde A e G sao grupos finitos e escreva C' = Cg(A). Seja H um subgrupo A-
invariante de G e suponha que (|A|,|H|) =1 e que pelo menos um deles, ou
A ou H, € solivel. Entao as classes laterais a esquerda e as classes laterais
a direita A-invariantes de H em G, sao exatamente as classes laterais de H

que contem elementos de C.

DEMONSTRAGAO. Se a € A e ¢ € C, entdao (He)* = H%* = Hc e,
analogamente, (cH)* = ¢*H® = cH. Logo, as classes laterias de H que
contém elementos de C sdo A-invariantes. Suponha agora que X é uma classe
lateral & esquerda A-invariante de H em G. Entao H age transitivamente
por multiplicacao a direita sobre X e, claro, A age sobre X e A age por
automorfismos sobre H. A condi¢ao de compatibilidade do Lema 2.2.2 neste
caso é (xh)® = z°h*, para quaisquer z € X, h € H e a € A. Note que isto
vale porque a agdo de A sobre G é uma ag@o por automorfismos. Portanto,
pelo item (a) do Lema 2.2.2, concluimos que X contém um elemento de C,
como queriamos mostrar.

Para mostrar o resultado no caso das classes laterais a direita, é sufuciente
observar o seguinte. Toda classe lateral a direita de H em G tem a forma
X1 ={27!| 2 € X} para alguma classe lateral & esquerda X de H em G.

Como X é A-invariante se, e somente se, X ! 0 &, o resultado para classes
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laterais & direita é uma consequéncia do resultado para as classes laterais a

esquerda. O

Agoes sobre classes laterais sao especialmente interessantes para subgru-
pos normais. Seja A um grupo que age por automorfismos sobre G e suponha
que N é um subgrupo normal A-invariante de G . Como as classes laterais
de N em G sao os elementos do grupo quociente G/N e como estes elementos
sao permutados por A, vemos que A age sobre G/N e, além disso, esta a¢ao

¢é por automorfismos. De fato, temos que
(NzNy)* = (Nay)® = Nz%y® = Nz Ny® = (Nz)*(Ny)“.

As classes laterias A-invariantes de N em G, sdo, protanto, os elementos do
subgrupo dos pontos fixos Cg/n(A). Vamos usar a notagio G = G/N no

grupo quociente e reformulamos o Teorema 2.2.4 neste caso particular.

COROLARIO 2.2.5. Seja A um grupo que age por automorfismos sobre
um grupo G, onde A e G sdo grupos finitos. Seja N um subgrupo normal
A-invariante de G. Assuma, que (|A],|N|) =1 e que pelo menos um deles,

ou A ou N € solivel. Escrevendo G = G/N, temos que

CalA) = ColA).

DEMONSTRACAO. Os elementos de G invariantes por A sdo exatamente
as classes laterais A-invariantes de N. Pelo Teorema 2.2.4, essas classes s&o
justamente as classes laterais de N que contém elementos de Ci(A). Por
outro lado, as classes laterais de N que possuem elementos de C;(A) formam

a imagem de Cg(A) em G, isto é, Ci(A). O

Notemos que o resultado do coroldrio anterior pode ser resumido dizendo
que, em agoes coprimas “pontos fixos provém de pontos fixos”. O exemplo
seguinte mostra a importancia de ser a agdo coprima, ou seja, podemos
mostrar que se a acdo nao é coprima, pontos fixos em G podem nio ser

provenientes de pontos fixos de G.

EXEMPLO 2.2.6 (Example 2.10 [6]). Consideremos o grupo dos quatérnios

2 u¥ = u?) e a aplicacdo ¢ definida levando

Qs = (u,v |ut =vt = 1,0 =0
u +— v e v — u. Claro que esta aplicagao se estende a um automorfismo de
Qs. Observemos que o subgrupo de Qg gerado por u?, (u?), é um subgrupo
p-invariante normal de Qs. Usando a notagao referida acima para grupo
quociente, temos que Qg = Qg/{u?) é o produto direto (@) x (¥) de dois

grupos ciclicos de ordem 2. Notemos que, o automorfismo induzido por ¢,
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ou seja, o automorfismo @ definido por uw +— T e T — u, fixa o elemento u v,
mas este ponto ndo é a imagem de nenhum ponto fixo de ¢, uma vez que
Cos(p) = (u?). E, claro, neste caso niio temos uma agao coprima, uma vez

que (g tem ordem 8 e ¢ tem ordem poténcia de 2.

Se um grupo A age por automorfismos sobre um grupo G, entdo A e
G podem ser vistos como subgrupos do produto semi-direto I' = G x A e
assim podemos calcular o comutador [G, A] como subgrupo de I'. Mas G ¢
um subgrupo normal de T', e, entao [G, A] é um subgrupo de G. Portanto, é
possivel, e 4s vezes conveniente, pensar [G, A] como sendo calculado inteira-
mente dentro de GG e por isso conhecer o produto semi-direto I' é irrelevante.

la=lga = g7 1¢®. As-

Observemos que, dados g € Gea € A, entdo [g,a] = g~
sim, podemos ver g* como o resultado da conjugagao de g por ¢ em I' ou ainda
como o resultado que obtemos aplicando a ao elemento g na acao original de
A sobre G. Portanto, o comutador [G, A] é o subgrupo (g7 1g% | g € G,a € A)

e podemos célcula-lo sem necessariamente conhecer o produto semi-direto I'.

OBSERVAGAO 2.2.7. Geralmente, se H é um subgrupo arbitrario A-
invariante de GG, temos uma acao natural de A sobre H. Neste caso, dizemos
que H admite agdo de A. Observe também que [G, A] é um subgrupo A-
invariante de G. De fato, seja y € [G, A]. Assim, y é da forma:

y = [g1,a1]"" g2, a2]*? .. . [gn, an]®",

onde a; € Z,V1<i<neg; € Goa; € A,V 1<i<n. Dai, dado a € A,

obtemos

y* = (lgr,a1]"[g2,a2]™ - -+ [gn, an]™")"
= g1, af]""[95, a3]** - -+ [gn, ap ™"
= [g1, @] [g92, a2]™ - -~ [gn, an] ",
para alguns g; em G, paratodoi=1,...,nea; em A, paratodoi =1,...,n.

Segue dai que, y* € [G,A]. Como y € [G,A] e a € A foram tomados

arbitrariamente, concluimos que [G, A] é A-invariante.

Assim, pela observacdo anterior, temos que [G, A] admite a¢do de A,
e dai podemos calcular [G, A, A]. Note que [G, A, A] é subgrupo normal
de [G, A], mas nao necessariamente de G. Com ideia similiar, vemos que
[G, A, A] também admite agao de A, e assim, podemos calcular [G, A, A, A],

e podemos continuar com este processo.
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Relembremos que se A age por automorfismos sobre GG e H é um subgrupo
A-invariante de G, entdo A permuta o conjunto das classes laterais & esquerda
(e a direita) de H em GG. Em particular, se H é subgrupo normal de G, entao

A age por automorfismos sobre o grupo quociente G/H. Esta a¢ao é chamada

acao induzida de A sobre G/H.

LEMA 2.2.8. Suponha que A age por automorfismos sobre G, onde A e
G sao grupos finitos. Seja N um subgrupo A-invariante normal de G. Se

g € G ea€ A sio elementos arbitrdrios, entio |G, A] =[G, A].

DEMONSTRAGAO. Dados g € G e a € A, temos (gN)* = g*N. Se
escrevemos G = G/N, entdo temos que (§)* = g%. Dai,

[g.a] =g71g" = (g7 V)" = (9)""(9)" = [g,ql-

Portanto, [G, A] = [G, A], como queriamos demonstrar. O

O proximo resultado é uma caracterizagao do grupo [G, A.

LEMA 2.2.9. Suponha que A age por automorfismos sobre G, onde A e
G sao grupos finitos. Entao |G, A] € o dnico menor subgrupo normal A-
invariante de G tal que a ag¢do induzida de A sobre o grupo quociente é

trivial.

DEMONSTRAGAO. Suponha que N é um subgrupo A-invariante normal

de G e escreva G = G/N. Entdo, A age trivialmente sobre G//N se, e somente

se, [G, A] = 1. Logo, pelo Lema 2.2.8, isto é equivalente a [G, A] = 1, ou em
outras palavras que [G, A] < N. O resultado segue. O

COROLARIO 2.2.10. Suponha que A age por automorfismos sobre G, onde
A e G sdo grupos finitos. Considere H < G um subgrupo arbitrdrio de G.

Sao equivalentes:

(i) Toda classe lateral a direita de H em G € um congunto A-invariante.
(ii) Toda classe lateral & esquerda de H em G € um conjunto A-invariante.
(iii) O comutador [G, A] € subgrupo de H.
Em particular, [G, A] é o unico menor subgrupo de G tal que todas as suas

classes laterais a direita (e a esquerda) sao A-invariantes.

DEMONSTRACAO. Primeiramente observe que se X é um subconjunto
de G e escrevemos X! = {27! | x € X}, entdo a aplicacio X — X! leva
as classes laterais & direita de H em G nas classes laterais a esquerda de

H em G e vice versa. Segue dai que um automorfismo de G fixa todas as
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classes laterais a direita de H em G se, e somente se, ele fixa todas as classes
laterais a esquerda de H em G. Portanto (i) e (ii) sdo equivalentes.

Agora suponha (ii), assim, toda classe lateral a esquerda de H em G é
A-invariante. Entao para cada g € G e todo a € A, temos que g% € (gH)* =
gH. Portanto, [g,a] = g~ '¢g® € H e (iii) é verdadeiro.

Finalmente, assuma (iii) e entao [G, A] é um subgrupo de H. Cada classe
lateral & direita de H em G ¢ a unido das classes laterais & direita de [G, A]
em GG. Mas todas as classes de [G, A] em G sado A-invariantes, pelo Lema
2.2.9 e, entdo a unido dessas classes é também A-invariante e assim (i)

é
verdadeiro. O
G

Suponha que um grupo A age por automorfismos sobre um grupo
e relembremos que o nicleo desta acdo é o subgrupo normal de A, B =
{a € A| g* = g,paratodog € G}. Este é o maior subgrupo de A tal
que [G,B] = 1. Além disso, como B ¢ normal em A, vemos que a agao
natural de A = A/B sobre G é dada por ¢® = g%, para qualquer g € G
e todo a € A. Disto segue que se H é um subgrupo de G, entao H é A-
invariante se, e somente se, é A-invariante. Portanto, em outras palavras,
podemos dizer que H admite acdo de A se, e somente se, admite acdo de A.
Além disso, temos que [g,a] = g~ (a)"'ga = g7 '¢% = g '¢* = |g,a], para
quaisquer g € G e a € A. Assim se H admite acdo de A e de A, segue que
[H, A] = [H, A].

Continuamos nosso estudo de comutadores que surgem quando A age
por automorfismos sobre GG, porém agora vamos considerar especificamente
acOes coprimas, ou seja, quando (|4|,|G|) = 1.

O resutado seguinte depende fundamentalmente do Lema 2.2.2 e, por isso
em seu enunciado tem a hipdtese de solubilidade. Na verdade essa hipotese

nao é realmente necessaria se aplicarmos o Teorema 1.3.8 (Feit-Thompson).

LEMA 2.2.11. Seja A um grupo que age por automorfismos sobre um
grupo G, onde A e G sao grupos finitos e (|A|,|G|) = 1. Assuma que pelo
menos um destes grupos, ou A ou G, € solivel. Entio G = Cq(A)[G, A].

DEMONSTRAGAO. Escreva G = G/[G, A]. Pelo Corolario 2.2.5 temos

que Cz(A) = Cg(A). Como A age trivialmente sobre G/[G, A], entao o lado

esquerdo desta equacio ¢ todo o grupo G. Assim,

Ca(A)G. A = Ca(A) = G.

Pelo teorema da correspondéncia (|3]), segue que [G, A]Cc(A) = G. O
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Observamos que cada classe de [G, A] em G é A-invariante e, entao pelo
Lema 2.2.2, temos que cada classe lateral contém um elemento invariante

por A. O resultado a seguir serd bastante usado.

LEMA 2.2.12. Seja A um grupo que age por automorfismos sobre um
grupo G, onde A e G sdo grupos finitos e assuma que (|A|,|G|) = 1. Entdo
(G, A, Al =[G, A

DEMONSTRAGAO. Claro que [G, A, A] < [G, A], logo, é suficiente demon-
strar a inclusao contraria. Para isto vamos mostrar que [g, a] € [G, A, A] para
todo g € G e todo a € A. Assim, como [G, A] é gerado por comutadores
deste tipo, entao concluimos que [G, A] < [G, A, A].

Suponha primeiramente que A é soluvel. Pelo lema 2.2.11 obtemos que G =
Ca(A)[G, A] e, entao se g € G, podemos escrever g = cz, onde ¢ € Ci(A)
ex € [G,A]. Agora seja a € A um elemento arbitrario e observemos que

—1

[c,a] = 1. De fato, [c,a] = ¢ 'c® = ¢~ lc = 1. Dai, segue que

lg,a] = [cx,a] = [c,a]"[x,a] = [x,a] € [G, A, A].

Logo, [g,a] € [G, A, A], como queriamos demonstrar. Isto mostra que o
resultado é verdadeiro quando A é soluvel. Consideremos agora o caso geral.

Sejam g € G e a € A elementos arbitrarios. Temos
9,a] € [G,(a)] =[G, {a), (a)] < [G, A, A],

pois o grupo ciclico (a) é solavel. E isto completa a demonstragao do teorema.
O

Retornemos a situagdo considerada no Lema 2.2.11 onde A age por au-
tomorfismos sobre G e a ordem de A e GG s&o coprimas, entao sabemos que
G = Cg(A)[G, A]. No caso de ser G um grupo abeliano, temos ainda as

informagoes & seguir.

TEOREMA 2.2.13. Seja A um grupo que age por automorfismos sobre um
grupo abeliano G, assuma que A e G sao finitos e que (|A|,|G|) = 1. Entdo
G =Cg(A) x [G, A].

DEMONSTRAGAO. Como G é abeliano, temos que todos os seus sub-
grupos sao normais. Em particular, Cg(A) e [G, A] sdo normais e assim,
para demonstrar que G é o produto direto de C(A4) e [G, A] é suficiente
demonstrar que G = Cg(A)[G, A] e Cq(A) N[G, A] = 1. Sendo G abeliano,

entdo G é soluvel, assim, podemos aplicar o Lema 2.2.11 para concluir que
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G = Cg(A)[G, A]. Agora, resta-nos mostrar a segunda afirmagao. Considere
a aplicacdo 0 : G — G definida por
09)=1] o
beA

Note que, como G é abeliano, a ordem dos fatores neste produto é irrelevante
e, entdo 6 estd bem definida. Além disso, se z,y € G, entdo (zy)’ = 2Py°,
para todo b € A. Assim, usando, novamente, o fato de ser G um grupo
abeliano, é facil ver que 0(xy) = 6(z)0(y), logo, 6 é um homomorfismo.

Agora se g € Cg(A), entdo g® = g, para todo b € A e dai 0(g) =
[Tpea ¢° = g4l Além disso, como |A| e |G| sdo coprimas, temos que se
g # 1, entdo gl # 1, e assim, C5(A) N Ker(f) = 1. Portanto, ¢ suficiente
mostrar que [G, A] < Ker(#). Como [G, A] é gerado pelos comutadores da
forma [g,a], onde g € G e a € A, para demonstrar que [G, A] < Ker(0), é
suficiente demonstrar que cada um destes comutadores pertence a Ker(6).
Sejam g € G e a € A, elementos tomados arbitrariamente, entdo temos que

0(g*) = [ (9" =[] 9" =6(9),
beA beA

onde a terceira igualdade segue porque ab percorre A quando b percorre A.

Segue dai que

0(lg,a]) = 0(g~"9") = 0(g~")0(g") = 6(9)~'0(9) = 1.
Logo, [g,a] € Ker(#) e isto conclui a demonstragao. O

O conceito de p-grupo é amplamente utilizado neste trabalho, relembre-

mos agora um outro conceito, também relacionado a um primo p dado.

DEFINICAO 2.2.14. Sejam p um primo e G um grupo finito. Dizemos
que um elemento z € G é um p’-elemento quando p nao divide a ordem de

z e dizemos que G é um p’-grupo quando p nao divide a ordem de G.

Observemos que se G' ¢ um p’-grupo, entao, pelo Teorema 1.1.16, todo
elemento x em G é um p’-elemento.

Como aplicagao do Teorema 2.2.13 obtemos o corolario a seguir.

COROLARIO 2.2.15. Seja K um grupo que age por automorfismos sobre
um p-grupo abeliano P e assuma que K é um p'-grupo. Se K fiza todos os

elementos de ordem p em P, entdo K age trivialmente sobre P.

DEMONSTRAGAO. Pelo Teorema 2.2.13, temos que P = Cp(K) x [P, K].

Temos também, por hipotese, que K fixa todos os elemenots de ordem p
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em P, o que é equivalente a dizer que C'p(K) contém todos os elementos de
ordem p em P. Como Cp(K)N[P,K] = 1, segue que [P, K] ndo contém
elementos de ordem p em P. Mas, pelo Teorema 1.1.16, [P, K] é um p-grupo
e como todo p-grupo nao trivial contém elementos de ordem p, concluimos

que [P, K] = 1. Portanto, K age trivialmente sobre P. O



CAPITULO 3

p'-automorfismos em p-grupos

No final do Capitulo 2 mostramos que se um p’-grupo finito K age por
automorfismos sobre um p-grupo abeliano P e fixa todos os elementos de
ordem p em P, entao K age trivialmente sobre P. Surpreendentemente, se
supormos que o primo p é maior que 2, veremos que a hipotese de que P é
abeliano nao é necesséria. Se p = 2 nao podemos concLuir, nestas condigoes,
que a agao ¢é trivial, como veremos no Exemplo 3.1.3, porém se adicional-
mente supormos outras condigoes, como K fixando todos os elementos de
ordem 4 ou mesmo, fixando apenas todos os elementos reais de ordem 4,

podemos afirmar que a acao de K sobre P é trivial.

3.1. Casop>2

No primeiro resultado deste capitulo vemos como a hipotese de ser P um
grupo abeliano do Corolario 2.2.15 pode ser suspensa caso consideremos o

primo p maior que 2.

TEOREMA 3.1.1. [4] Seja K um grupo que age por automorfismos sobre
um p-grupo finito P, com p > 2, e K é um p’'-grupo finito. Se K fiza todos

0s elementos de ordem p em P, entao K age trivialmente sobre P.

Note que a ideia da demonstragdo do Teorema 3.1.1 é bastante simples.
Vamos mostrar que se P é um grupo de ordem minimal para o qual o teorema
nao vale, entao podemos encontrar um grupo abeliano de mesma ordem para
o qual o teorema também néo vale, e isto contradiz o Corolario 2.2.15. E pos-
sivel demonstrar que um contra-exemplo minimal teria classe de nilpoténcia
no maximo 2 (e isto nao exige que p > 2), mas passar de um contra-exemplo
de classe de nilpoténcia no méximo 2 a um abeliano exige uma nova ideia.

Esta ideia é conhecida como “truco de Baer”, e é descrito no lema a seguir.

LEMA 3.1.2 (Truco de Baer). Seja G um grupo finito nilpotente de or-
dem impar e classe de nilpoténcia no mdzrimo 2. Entdo existe uma opera¢ao
adi¢ao x + y definida para elementos x,y € G tal que (G,+) € um grupo
abeliano com respeito a esta operacao. Além disso, valem as sequintes afir-
magoes.

41
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(1) Se xy = yx, para quaisquer x,y € G, entio x +y = xy.
(ii) Para cada x € G, sua ordem aditiva € igual & sua ordem multiplica-
tiva.
(iii) Todo automorfismo de G € também um automorfismo do grupo adi-
tiwo (G,+).

Antes de apresentarmos a demonstragao do Lema 3.1.2, precisamos in-
troduzir algumas notagoes. Se m é um inteiro e G é um grupo de ordem
relativamente prima com m, entao a aplicacao = — x"*, tem uma inversa, a
saber, a aplicacao x — z™, onde n é escolhido de modo que mn = 1 mod|G/.
Assim, dado x € G, existe um unico elemento y € G tal que y™ = x e, de
fato, y é uma poténcia de x.

No caso em que |G| é impar e m = 2, escrevemos y = /x para denotar
o tnico elemento y € G, tal que y? = z. Obeserve que se H é um subgrupo
de G, entdao dado h € H existe um tnico y € G tal que y> = h, ou seja,
y = vh. Agora como y é uma poténcia de h, em particular vh € H, para
todo h € H. Além disso, observemos também que vz—1 = (Vz)~!, para
qualquer z € G. Agora se = e y comutam, segue também que /Ty = /2,/y.

DEMOSNTRAGAO DO LEMA 3.1.2. Dados quaisquer z,y € G, defina
+:G x G — G, pondo
r+y=zy\/[y, z].
Observemos, primeiramente, que a operagao “+” é comutativa. Para
isto, precisamos verificar que x + y = y + x, para quaisquer z,y € G, ou

equivalentemente que,

yzy/ [z, y] = 2y\/[y, x].

Mas, isto é equivalente a:

1

vl e = Ve (VEew)
Como sabemos que (\/[m,y])_l = /[z,y]7t = /|y, x|, entdo temos que

mostrar que,
[y, 2] = (V]y, 2])*.

Agora a ultima identidade é trivial e, portanto, a comutatividade de “+” esta
verificada. Note que, se e y comutam, entdo, [y, z] = 1 e como V1 = 1, vé-
se facilmente que = 4+ y = zy+/[y, z] = xy. E isto mostra (i). Em particular,
como 1 e x comutam, segue que 1 4+ x = 1z = x para todo x € G. Portanto

1 é o elemento neutro da adigdo. Por outro lado, dado = € G, sabemos que

x e 7! comutam, e assim z + 27" = z2~! = 1, ou seja, 27! é o inverso
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aditivo de x em G. Vamos demonstrar agora que a adigdo é associativa.

Dados z,y, z € GG, arbitrarios, temos

BL1) x4 (y+2)=a+yzv[zyl = 2y ol eV 9l 2.

Por hipétese sabemos que G tem classe de nilpoténcia no méaximo 2 e, por-
tanto G’ < Z(G), ou seja, todos os comutadores em G sdo centrais. Disto
segue que a aplicagao [-, x] ¢ um homomorfismo. De fato, dados a,b,xz € G,
temos [ab, 2] = [a, z]°[b, 2] = [a, 2][b, 2], pois G’ < Z(G). Assim, obtemos:

[yz\/ [373/]7'%'] = [y7x][zv'x”\/ [z,y],x],

mas como [z,y] € Z(G), temos também que /[z,y] € Z(G), logo o fator
[/ [z, 9], x] é trivial. Dai, a equacao (3.1.1) fica:

(312)  z+(y+2) =zyzv/[z 9V Iy, 2]z, 2] = zyz/[2,9]ly, ][z, 2,

onde a segunda igualdade segue do fato de [z,y] comutar com [y, z][z, z].

Por outro lado,

(3.1.3) (z+y) +2=zyVy, 2] + 2 = zy\/[y, z]z\/ [z, 2y /[y, 7]).

Assim como vimos que [-, z] ¢ um homomorfismo e de modo anélogo, é pos-
sivel ver que [z, -] € um homomorfismo. Assim a expressao em (3.1.3), torna-

se

(3.1.4) (x 4+ y) + 2z = zyz\/[y, z][2, 2][2, y].

Como os comutadores comutam, de (3.1.2) e (3.1.4), segue que
r+y+2)=(z+y) + =2

Portanto, (G, +), € um grupo abeliano.

Agora, para o grupo abeliano (G, +) escrevemos nx para denotar a soma
de n copias de x, quando n é um inteiro positivo e z € G. Vamos demonstrar,
por inducao sobre n, que nx = ™. Obvio que, para n = 1, o resultado é

valido. Para n > 1, temos

n—1 _ n—1 n

nt=z+n—-lzx=z+x zz" T =2,

onde a segunda igualdade segue da hipétese de inducao e a terceira, do item

=1 comutam em G. Segue portanto que nz = 1 se, e somente

(i),jAquezex
se, " = 1. Mas, ja vimos que 1 é o elemento neutro aditivo (além de ser o
elemento identidade da multiplicagao), portanto, para cada x € G sua ordem

aditiva ¢ igual & sua ordem multiplicativa. E isto demonstra (ii).
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Finalmente, a adicdo em G é unicamente determinada pela multiplicacao,
e entdo qualquer permutacao de elementos de G que preserva multiplicagao
também ird preservar adi¢do. Assim temos que (iii) vale e isto completa a

demosntragao. O

Agora podemos demonstrar o Teorema 3.1.1, ou seja, mostrar que se um
p’-grupo finito K age por automorfismos sobre um p-grupo finito P e se K

fixa todos os elementos de ordem p em P, entao K age trivialmente sobre P.

DEMOSNTRAGAO DO TEOREMA 3.1.1. Suponha P néo trivial, uma vez
que neste caso nao ha nada a fazer. Vamos demonstrar o resultado por
contradi¢do. Tome P como o grupo de menor ordem possivel dentre os quais
o teorema nao é valido. Assim, se H é um subgrupo préprio de P que admite
acao de K, como os elementos de ordem p em H sao invariantes por K, segue
da minimalidade de P, que K age trivialmente sobre H, isto é, [H, K] = 1,
isto é, Cy(K) = H.

Em particular, notamos que se [P, K| < P, como pela Observagao 2.2.7,
o subgrupo [P, K] ¢ K-invariante, entao [P, K] admite agao de K. Logo,
[P, K],K] = 1. Além disso do Lema 2.2.12, segue que [P, K, K| = [P, K],
donde [P, K] = 1, o que contradiz a hipotese de que Cp(K) # P, logo temos
que [P, K] = P.

Consideremos agora o subgrupo derivado P’ de P. Sabemos que P’ =
[P, P], logo ele é K-invariante, pois P o é. Assim, P’ admite agao de K.
Além disso, P é um p-grupo finito, logo, por 1.3.6, temos que P é soluvel
nao abeliano, dai, P’ é subgrupo proprio de P, logo segue que [P, K] =1,
donde obtemos [P’, K, P| = 1. Por outro lado, como P’ é normal em P, entao
pelo Lema 1.2.9, obtemos que [P, P'] < P’ logo, [P, P, K| < [P',K]=1. E,
portanto, [P, P', K] = 1. Assim, pelo Lema 1.2.11, segue que [K, P, P'] = 1.
Pela Proposicao 1.2.5 sabemos que [K, P| = [P, K], logo [K, P] = P. Dali,
[P,P'] =1 e P’ é central em P, logo, a classe de nilpoténcia de P é no
maximo 2. Portanto podemos aplicar o Lema 3.1.2 para construir o grupo
aditivo abeliano (P, +).

Tome agora, a € K arbitrariamente. Como K age por automorfismos
sobre P, vimos no Capitulo 2 que K pode ser visto como um subgrupo de
Aut(P). Assim, a induz um automorfismo de P. Logo, pelo Lema 3.1.2(iii),
obtemos que a também ¢é um automorfismo do grupo aditivo abeliano (P, +).
Segue entao que K age por automorfismos sobre (P, +). Ainda Pelo Lema
3.1.2(ii), sabemos que os elementos de ordem p em (P,+) sdo exatamente

os elementos de ordem p em P, e, por hipétese, estes sao invariantes por K.
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Portanto, pelo Corolério 2.2.15, segue que K age trivialmente sobre (P, +),
logo, a ag@o de K sobre P também é trivial. Chegamos a uma contradig¢ao

e isto completa a demonstracao. O

O exemplo a seguir mostra que se p = 2, a conclusao do Teorema 3.1.1

pode nao ser verdadeira.
ExXEMPLO 3.1.3. Consideremos o grupo dos quatérnios
Qs = (i, 4.k | i =2 = k* = ijk;i* = j* = k* = 1).
Lembramos algumas regras de multiplicacao titeis que valem neste grupo:
i) =k,ji=—k, jk=i,kj=—i,ki=j e tk=—j.

O tnico elemento de ordem 2 em Qg é ijk. Agora, consideremos o grupo
ciclico K = (a | a® = 1) gerado por a e vamos estabelecer uma acdo por

automorfismos de K sobre (Jg do seguinte modo:
i =74, 7%=k, k* =1i.

Observemos que K fixa todos os elementos de ordem 2 em @Qg. De fato,
temos que (ijk)* = %% = jki = j2 = ijk, por outro lado, (ijk:)“2 =
ia2ja2k‘“2 = kij = k? = ijk e claramente, (ijk)' = ijk. Mas, como ¢é facil de

verificar esta agao nao é trivial, ja que, por exemplo, i* = j.

Assim, temos um grupo de ordem impar agindo por automorfismos sobre
um 2-grupo finito ndo abeliano e fixando todos os elementos de ordem 2 neste

grupo, mas a a¢ao nao é trivial.

3.2. Casop=2

Agora a questao gira em torno de saber o que ocorre quando o primo p
é igual a 2. O primeiro resultado neste sentido nos diz que se K fixa todos
os elementos de ordem 2 e todos os elementos de ordem 4 em um 2-grupo P
e K é um grupo de ordem impar que age por automorfismos sobre P, entao

K age trivialmente sobre P. Este resultado é consequéncia do lema a seguir.

LEMA 3.2.1 (Satz IV.5.12 [2]). Sejam P um p-grupo e o um automor-
fismo de P cuja ordem € coprima com p. Sep = 2 e « fiza todos os elementos

de ordem 2 e 4 em P, entdo o = 1.

Neste ponto precisamos estabelecer dois conceitos que serao necessarios

nas proximas consideragoes.
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DEFINIGAO 3.2.2. Sejam G um grupo e x um elemento de G. Dizemos
que:

(a) O elemento z é real se existe um elemento g € G tal que 79 =z~

(b) O elemento z é racional se sempre que (z) = (z"), entdo = e z" sdo

conjugados em G.

Em 2010, M. Isaacs e G. Navarro mostraram em |5, que nao é necessério
assumir que todos os elementos de ordem 4 em P sejam invariantes por K,
basta apenas que os elementos reais de ordem 4 o sejam. Neste artigo os
autores demonstram o resultado usando recursos da teoria de caracteres.
Porém no ano seguinte, Z. Marciniak em |7], apresenta uma demonstragao
do mesmo resultado sem utilizar caracteres. Optamos por apresentar aqui a

demonstracao devida a Marciniak.

TEOREMA 3.2.3. Seja K um grupo de ordem impar que age por auto-
morfismos sobre um 2-grupo finito P. Suponha ainda que K fiza todos os
elementos de ordem 2 em P e todos os elementos reais de ordem 4 em P.

Entao K age trivialmente sobre P.
O Teorema 3.2.3 é também uma generalizacdo do seguinte resultado.

TEOREMA 3.2.4 (Theorem 2.1 [8]). Suponha que um grupo de ordem
impar K age por automorfismos sobre um 2-grupo P. Se K fixa todos os

elementos racionais de P, entao K age trivialmente sobre P.

Notemos que um elemento de ordem 2 é automaticamente racional e um
elemento de ordem 4 é racional se, e somente se, ele é um elemento real. De
fato, se x € G tem ordem 2, logo (z) = {1,2}. Assim temos somente que
(x) = (x~') e portanto, x é racional, ja que z = 2~!. Agora seja o(x) = 4.
Se z é real, entdo existe g € G tal que 29 = 2!, Como z possui ordem 4,

segue que () = (2% = (z71) e notamos que z® = x~!. Disto e do fato de

x ser real obtemos que z e z°

sao conjugados em (. Concluimos, portanto,
que x é racional. Finalmente, se = é racional, temos que se (x) = (z°), entao
x e x° sdo conjugados em G, ou seja, existe g € G tal que 29 = z°. Como

o(z) =4, entdo s = 3 ou s = —1. Sendo 3 = 27!

, em particular temos que
x é conjugado com seu inverso e portanto, x é real.

Observemos que a hipdtese no Teorema 3.2.3 de que K fixa todos os
elementos de ordem 2 e todos os elementos reais de ordem 4 pode entao
ser vista como a “intersecao” de duas condig¢bes suficientes ja vistas para

que a agado de K sobre P seja trivial: a primeira destas condigoes é aquela
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apresentada no Lema 3.2.1, ou seja, que K fixa todos os elementos de ordem
no maximo 4 em P; a segunda condigao é justamente aquela do Teorema
3.2.4.

DEMOSNTRAGAO DO TEOREMA 3.2.3. Queremos demonstrar que K age
trivialmente sobre P, ou equivalentemente que [P, K] = 1.

Como | K| é finita, podemos decompor a ordem de K em:

_ a1 a2 «
m=qy qy ---q "
onde ¢; sao primos distintos, para ¢ =1,...,7 e «; sao inteiros. Além disso,

como | K| é impar, todos os primos ¢; sdo primos impares. Sabemos que dado
um primo ¢; que divide |K|, existe k € K tal que o(k) = ¢;. Observamos
que podemos supor que a acdo de K sobre P é fiel, e entdo, sem perda
de generalidade, podemos reduzir nosso problema a um caso mais simples,
assumindo que o grupo K é ciclio de ordem prima. Seja, portanto, |K| = g,
onde ¢ é um primo impar e considere K = (x).

A demonstragao sera feita por contradi¢do. Suponha, por absurdo, que
K nao age trivialmente sobre P e tome, entao, P como o grupo de ordem
minimal dentre os grupos para os quais o teorema nao é valido, ou seja,
temos que [P, K] > 1.

Se () é um subgrupo proprio de P, entao observamos que o conjunto dos
elementos de ordem 2 e dos elementos reais de ordem 4 de @) esté contido no
conjunto dos elementos de ordem 2 e dos elementos reais de ordem 4 de P.
Se, além disso, ) é K-invariante, entdo pela minimalidade de P segue que
Q,K]=1.

Vamos, primeiramente, considerar o subgrupo ) = [P, K| de P. Ja vimos
na Observagao 2.2.7 que [P, K| é K-invariante. Agora, se [P, K], é subgrupo
proprio de P, entao pela minimalidade de P, segue que [[P, K], K] = 1. Por
outro lado, K age por automorfismos sobre P, os grupos K e P sao finitos
e tais que (|K|,|P|) = 1, entdo, pelo Lema 2.2.12, temos que [P, K, K| =
[P,K]. Donde segue que, [P,K] = 1, o que é uma contradi¢do. Logo,
devemos ter [P, K] = P.

Apliquemos, agora, nossa primeira observacao no caso em que Q = P’.
Sabemos que, P’ = [P, P] < P e que P’ é K-invariante, pois P o é. Assim,
também, pela minimalidade de P, temos que [P’, K] = 1. Além disso, sendo
P’ subgrupo normal de P, entdo, pelo Lema 1.2.9, [P', P] < P’ e assim,
[P, P,K] < [P', K] = 1. Por outro lado, [K, P’, P] = [[P/, K], P]. Como ja
vimos que, [P, K] = 1, segue dai [K, P’, P] = 1. Assim, pelo Lema 1.2.11,
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temos que [P,K,P'] = 1. Agora como [P, K| = P, segue que [P, P'] = 1.
Portanto P’ é central em P. Sabemos que a série central inferior de P &

dada por :
Y1(P) = P> %(P) = [P,P] > v3(P) = [P, P] = 1.

Segue dai que a classe de nilpoténcia de P é no maximo 2.

Agora note que, como P’ é subgrupo normal de P e P’ ¢ K-invariante,
vimos no Capitulo 2, que K age por automorfismos sobre P/P’. Entao pelo
Lema 2.2.8, segue que [P/P', K] = [P,K|P'/P’', mas como [P,K] = P,
obtemos que [P/P’, K] = P/P’. Por outro lado, P/P’ é abeliano e é um
2-grupo finito, e assim, (| K|, |P/P’|) = 1. Entao pelo Teorema 2.2.13, temos

que
P/P' = Cpp(K) x [P/P', K].

E como [P/P', K] = P/P’, obtemos Cp/p/(K) = 1. Segue de Cp/p/(K) =1
e da minimalidade de P, que P/P’ nao possui subgrupo proprio K-invariante.
De fato, suponha que P/P’ possui um subgrupo proprio K-invariante, dig-
amos H = H/P'. Note que também H seria um subgrupo préprio K-
invariante de P e, entdo pela minimalidade de P, terfamos que [H, K| = 1.
Assim, dados h € H e k € K, terfamos que, h* = h. Assim segue-
ria que H/P' estd contido em Cp/p/(K), o que é uma contradi¢ao, pois
Cp/p(K) = 1. Portanto, P/P' nao possui subgrupo préprio K-invariante
e disto segue que P/P’ é abeliano elementar. Efetivamente, suponha, por
absurdo, que P/P’ nao é abeliano elementar, assim, existe g € P/P’ tal que
g? # 1. Portanto, o subgrupo H = (g? | g € P/P’) ¢ nao trivial. Como
P/P' & K-invariante, segue que, (¢%)* = (g*)? = g12 para todo k € K, donde,
FK < H. E assim, P/ P’ possuiria um subgrupo proprio K-invariante, o que
é um absurdo. E, portanto, P/P’ deve ser abeliano elementar.

Observe agora que, P nao é abeliano, ou seja, que existem a,b € P tais
que [a,b] # 1. Com efeito, se P’ = 1, terfamos P = P/P’. Como P/P’ é
abeliano elementar, segueria que P também é abeliano elementar. Sendo P
um 2-grupo, entao todo elemento de P teria ordem 2. Mas, por hipotese, K
fixa todos os elementos de ordem 2 de P, e portanto teriamos que [P, K| =1,

o que é um absurdo. Portanto, P nao pode ser abeliano.

Mas, por outro lado, dados a,b € P, temos que [a,b?] = [a,b]? = 1.
Efetivamente, sabemos pelo Lema 1.2.2(iii) que [a,b?] = [a,b][a,b]’, mas
como P’ & central em P, obtemos, [a,b?] = [a,b]?. Além disso, como P/P’

é abeliano elementar, temos b2 = b= 1, dai, b¥*> € P’, para todo b € P.
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Portanto, realmente vale [a, b?] = [a,b]?> = 1, para quaisquer a,b € P, pois
b» € P e P' < Z(P). Segue dai, que todo gerador de P’ tem ordem 2 e
como P’ & abeliano, logo, todo elemento de P’ tem ordem 2, ou seja, P’ é
abeliano elementar. Portanto P tem expoente no méaximo 4.

Os argumentos apresentados até o presente momento sao devidos a Isaacs
e Navarro [5]. A partir deste ponto da demonstra¢do seguimos as consider-
agoes de Marciniak, feitas em [7]. Tome a € P arbitrariamente e relembre-
mos que K = (z). Defina a; = axi, para 0 < ¢ < ¢g. A partir de a;, defina
b; = aia;rll. Observe que, a priori, b; esta definido para todo i, mas como
seu valor depende de a; e este estd definido apenas para 0 < i < ¢, entao na
definicao de b;, tomamos os indices sendo congruentes modulo q.

Um primeiro fato que pode ser observado com relagao a b; é o seguinte:
(3.2.1) b7, = (b7)* = b2
Com efeito, desenvolvendo a expressao de b? ', 1, obtemos
(3.2.2) bz?+1 = ai+la;_|_12@i+la;_:2 — g (axi+2)—1ami+l (a/xi+2)—1‘
Por outro lado, desenvolvendo a expressio de (b?)%, temos que

(3'2‘3) (b?)x — (aia;_llaia;_ll)x _ axz‘-s-l (axi+2)—1axi+1 (azz’-s-z)fl.

Mas como visto anteriormente, b? € P' e [P/, K] = 1, portanto segue disto
que (b7)* = b? e das igualdades (3.2.2) e (3.2.3) que, b?,; = b?, como
haviamos afirmado.

Observemos agora o seguinte:
(324) b0b1 ce bq,1 == aoaflalagl e aq,1a61 =1.

Chame ¢ = bgby - - - bg—3. Temos

(3'25) cbq72 = b(;EZqu—2 = b;32(bobl T bq—qu—2bq—1)bq_*11’

Segue de (3.2.4) que cli—2 = bq__12b;_11. Além disso, segue de (3.2.1) que, em
particular,

(3.2.6) e =0b. .

Como P’ é um 2-grupo elementar abeliano, entdo todo elemento de P’ é

. . .2z 2 /
igual a seu inverso, e ja sabemos que b;_, € P', logo

(3.2.7) by o =0b2.
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De (3.2.6) e (3.2.7), obtemos que b;_22 = b2_,. Agora, multiplicando
ambos os membros desta igualdade, a esquerda por b,_2 e a direita por bq__ll,

concluimos que
(3.2.8) by toboty = by_abg1.

Portanto, como cba—2 = b;_IQb;_ll e vale (3.2.8), temos que
(3.2.9) P12 = by by 1.

Observemos ainda que, como ¢ = bgb; - - - by—3, entao usando a identidade
(3.2.4), obtemos cby—2bq—1 = 1, logo

(3.2.10) ¢t =by_oby_1.
Assim de (3.2.9) e (3.2.10) temos que
(3.2.11) ¢t =chaz,

Portanto, temos duas possibilidades: ou by_2 = 1 ou by_2 # 1. No primeiro

1

caso, temos que ¢ = ¢! e isto implica ¢ = 1. No caso em que bg—2 # 1,

entdo ¢ é conjugado com seu inverso ¢!, logo ¢ é um elemento real de ordem
4.
Por hipotese K fixa todos os elementos de ordem 2 e todos os elementos

reais de ordem 4 em P, assim, em ambos 0s casos acima, temos
(3212) aoa;_12 = boby - - - bq,3 =cc CP(K)

Finalmente, temos que

(3.2.13) 2972 a7 = (273 lax? %0 = a* ol = ag—2ay’.

Assim, por, (3.2.12) e (3.2.13), concluimos que
(3.2.14) (2972 a7 = ¢! € Cp(K).

Como K = (x) e a ordem de x é um primo impar ¢, pelo Lema 1.1.18,
segue que todo elemento néo trivial de K gera K. Em particular, 92 gera
K. Além disso, a € P foi tomado de modo inteiramente arbitrario e entao por
(3.2.14), obtemos que [K, P] < Cp(K). Concluimos que [K, P] = [P, K| =
[P, K, K] =1, mas isto ¢ uma contradigao. E isto conclui a demonstragao.

O



CAPIiTULO 4
Critérios de p-nilpoténcia

Neste capitulo vamos apresentar alguns critérios classicos de p-nilpoténcia
de um dado grupo finito G. Vamos também expor dois novos critérios de

p-nilpoténcia que sao consequéncias dos Teoremas 3.1.1 e 3.2.3.

4.1. Critérios Classicos de p-nilpoténcia

Primeiramente vamos estabelecer o conceito de p-nilpoténcia. Seja N
um subgrupo normal de G e p um ntmero primo. Dizemos que H é um
p-complemento de N em G se o indice de H em G, |G : H|, é uma poténcia
de p e a ordem de H, |H|, ndo é divisivel por p. Em outras palavras, H é
um subgrupo cujo indice é a ordem de um p-subgrupo de Sylow de G.

Se na definicao de p-complemento, o grupo H é normal em G, diremos que

H é um p-complemento normal.

DEFINICAO 4.1.1. Um grupo finito G é dito p-nilpotente, para algum

primo p, se G possui um p-complemento normal.

Nesta secao temos unicamente o objetivos de apresentar critérios de p-

nilpoténcia geralmente encontrados na literatura.

DEFINICAO 4.1.2. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. O subgrupo

focal de H em G é definido como o subgrupo
Focg(H) = (™ 'y | x,y € H e x,y sejam conjugados em G).

h sdo certamente elementos de H

Note que se x,h € H, entao z e x
conjugados em (G, uma vez que eles sao conjugados em H. Segue dai que
[x,h] = x7 1tz € Focg(H) . Portanto, vemos que o subgrupo derivado de
H, H', ¢ um subgrupo de Focg(H). Sejam agora x,y elementos de H que
sdo conjugados em G, ou seja, existe g € G tal que 9 = y, mas ndo sao
conjugados em H. Neste caso, temos que 2~ 'y = [z,g9] € G’ e, portanto
segue que Focg(H) < G'. Como ja vimos no Capitulo 2, se X é uma classe
de conjugagao de G e H é um subgrupo de G, entao X N H pode ser ou nao
vazia. No segundo caso, tudo o que podemos afirmar é que X N H é uma
uniao de classes de conjugagao de H.

51
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Dizemos que as classes Y7 e Yo de H estao fundidas em G se Y] e Ys estao
contidas na mesma classe de conjugacao de G.

Se H < K < G, dizemos que K controla G-fusao em H se quaisquer duas
classes de conjugacao de H que estao fundidas em G também estao fundidas
em K. Ou equivalentemente, K controla G-fusao em H se, e somente se, todo
par de elementos de H que sdao conjugados em (, sdo também conjugados
em K. Disto segue, em particular, que Focg(H) e Focg(H) possuem os
mesmos geradores e, portanto, Fockx(H) = Focg(H). Assim, G sempre
controla G-fusao em H e H controla G-fusao em si mesmo precisamente

quando nao existem duas classes distintas de H que estao fundidas em G.

LEMA 4.1.3 (Lemma 5.12 [4]). Seja P um p-subgrupo de Sylow de um
grupo finito G. Entao Ng(P) controla G-fusao em Cg(P).

O Lema 4.1.3 é utilizado para demonstrar o critério de p-nilpoténcia
devido a Burnside, que apresentamos no teorema a seguir. Os leitores inte-

ressados podem ver a demonstragao dos resultados desta segdo em [4].

TEOREMA 4.1.4 (Theorem 5.13 [4]). Seja P um p-subgrupo de Sylow
de um grupo finito G e suponha que P < Z(Ng(P)). Entao G possui um

p-complemento normal.

O Teorema 4.1.4 garante a existéncia de p-complemento normal se P <
Z(Ng(P)), quando P é um p-subgrupo de Sylow de G. Note que a hipotese
deste teorema vale somente quando P é abeliano. Portanto, o critério de
Burnside nao nos diz nada quando o subgrupo P n&o é abeliano. A seguir

apresentamos o bem conhecido Teorema do Subgrupo Focal.

TEOREMA 4.1.5 (Theorem 5.21 [4]). Suponha que P é um p-subgrupo de
Sylow de um grupo finito G. FEntdo

Focg(P)=PnNG'.

O teorema do Subgrupo Focal pode ser usado para demonstrar uma
condi¢ao necessaria e suficiente para que um grupo finito G possua um
p-complemento normal sem a hipdtese de que o subgrupo de Sylow seja

abeliano. Este critério é apresentado no teorema a seguir.

TEOREMA 4.1.6 (Theorem 5.25 [4]). Um grupo finito G possui um p-
complemento normal se, e somente se, existe um p-subgrupo de Sylow de G

que controla G-fusdo em si mesmo.
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Embora o Teorema 4.1.6, apresente uma condigdo necesséria e suficiente
para determinar se um dado grupo finito é ou nao p-nilpotente, ele apresenta
desvantagens no sentido que sua aplicabilidade é limitada, ja que em geral
¢é dificil determinar se um p-subgrupo de Sylow de G controla ou nao sua
propria G-fusdo. Um critério mais profundo e muito mais util para ver se
um grupo G possui um p-complemento normal é um resultado devido a
Frobenius, mostra que a existéncia de um p-complemento normal em G é
determinada pelos p-subgrupos locais de G.

Relembremos que um subgrupo N de G é dito p-local em G se N =
Ng(X), onde X é algum p-subgrupo de G nao trivial.

TEOREMA 4.1.7 (Theorem 5.26 [4]). Sejam G um grupo finito e p um

primo. Entao as sequintes sentencas sao equivalentes:

(i) O grupo G possui um p-complemento normal.
(ii) O subgrupo Ng(X) possui um p-complemento normal para todo p-
subgrupo nao trivial X de G.
(iii) O quociente Ng(X)/Cq(X) é um p-grupo para todo p-subgrupo X
de G.

Observe que se na afirmagao (ii) o conjunto X nao precisa ser necessaria-
mente nao trivial, para que o Teorema 4.1.7 continue valendo, mas isto nao é
tao interessante. De fato, se X = 1, entdo Ng(X) = G e a implicagao (ii) em
(i) seria trivial. Além disso, a afirmagao (iii) é automaticamente verdadeira
quando X = 1 e, portanto é irrelevante se restringirmos ou nao em (iii) X
a um subgrupo nao trivial. Vale destacar ainda que, em geral, nao é ver-
dade que se X é um p-subgrupo de G e Ng(X)/Cqg(X) é um p-grupo, entao
Ng(X) possui um p-complemento normal. O Teorema 4.1.7 diz-nos que se
para todo p-subgrupo X de G ¢ verdade que Ng(X)/Cq(X) é um p-grupo,
entao é também verdade que Ng(X) possui um p-complemento normal para

todo p-subgrupo X de G.

4.2. Outros Critérios de p-nilpoténcia

Resultados como os Teoremas 3.1.1 e 3.2.3 nos fornecem outros recursos
quando precisamos decidir se um dado grupo finito é ou nao p-nilpotente.
Vejamos o primeiro critério de p-nilpoténcia que pode ser deduzido destes

teoremas

TEOREMA 4.2.1. Sejam P um p-subgrupo de Sylow de um dado grupo G

e suponha que todos os elementos de ordem p em P sao centrais em G. Se
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p = 2 suponha ainda que todos os elementos de ordem 4 em P sdo centrais

em P. Entao G possui um p-complemento normal.

DEMONSTRACAO. Primeiramente observemos que se p = 2, entao G nao
possui elemento real de ordem 4. De fato, suponha por absurdo, que existe
x € G um elemento real de ordem 4. Segue dai que existe y € G tal que
z¥ =271, Como z e z¥ tém mesma ordem, ou seja, tém ordem 4, temos que
y ¢ um 2-elemento de G. Logo, o subgrupo (x,y) ¢ um 2-subgrupo de G.
Note que (z,y) esta contido em algum p-subgrupo de Sylow de G e, portanto
segue que (x,y)9 esta contido em P, para algum g € G. Agora observemos
que x9 tem ordem 4, pois é conjugado com x, e, além disso, 9 nao central
em P. Efetivamente, suponha que x9 é central em P, dai, em particular x9

leyg = g7 'yxg, donde segue que zy = yx, em

comuta com y9, ou seja, g~
outras palavras, que x e y comutam, mas isto é uma contradi¢ao, uma vez
que z¥ = z~!. Além disso, como todos os elementos de ordem p em P sao
centrais em G, segue que todos os elementos de ordem p em G sao centrais
em G.

Sabemos pelo Teorema 4.1.7 que uma condi¢do necesséria e suficiente
para que um grupo finito G seja p-nilpotente é que o grupo quociente
Ng(U)/Cq(U) é um p-grupo para todo p-subgrupo U de G. Vejamos agora
que se para todo p-subgrupo U de G e todo K p’-subgrupo de Ng(U) tem-
se [U,K] = 1, entao Ng(U)/Cq(U) é um p-grupo. De fato, chamemos
Ng(U) = N e Cg(U) = C e suponhamos, por absurdo, que N/C nao é um
p-grupo. Segue dai que N/C possui um p’-subgrupo 7/C. Assim, T nao é
um p-grupo e entdo podemos escolher em T um p’-elemento nao trivial ¢.
Como t € N, por hipotese, segue que [U,t] = 1, ou seja, t € C, entdo a ima-
gem, pelo homomorfismo canonico, de t em T'/C ¢ trivial. Logo, T'/C nao é
um p’-subgrupo, o que é uma contradi¢ao. Portanto N/C é um p-grupo e G
é p-nilpotente, como queriamos demonstrar.

Agora para ver que G possui um p-complemento normal aplicamos o
Teorema 4.1.7 e, pelo argumento anterior, basta mostrar que para todo p-
subgrupo U de G e todo p/-subgrupo K de Ng(U), temos [U, K] = 1. Sabe-
mos que K fixa todos os elementos de ordem p em U e U nao possui elementos
reais de ordem 4, entao pelos Teorema 3.1.1 e 3.2.3 concluimos que K age

trivialmente sobre U ou seja, [U, K| = 1. Isto conclui a demonstragao. [

Vamos apresentar agora um outro critério de p-nilpoténcia, um pouco
mais sutil, que também segue dos Teoremas 3.1.1 e 3.2.3. J& vimos no

Teorema 4.1.6, que se P é um p-subgrupo de Sylow de G e P controla sua



4.2. OUTROS CRITERIOS DE P-NILPOTENCIA 55

propria G-fusdo, entdo G possui um p-complemento normal. Dizer que P
controla sua propria G-fusdo significa, em outras palavras, que para cada

P G e 2P para

elemento z € P, temos que 2¢ N P = z¥, onde escrevemos x
denotar, respectivamente, as classes de conjugagao de x em G e em P.

De fato, ndo é necessario assumir que z¢ N P = 2% para todo = € P.
Um resultado de J. Gonzalez-Sanchez [Main Theorem [1]] mostra que se
z¢ N P = 2P para todos os elementos z € P de ordem p ou 4, entdo G ¢é
p-nilpotente. Usando o Teorema 3.2.3 esse resultado pode ser ligeiramente

melhorado, como mostra o teorema a seguir.

TEOREMA 4.2.2. Seja P um p-subgrupo de Sylow de um grupo G e
suponha que x N P = zF para todos os elementos © € P de ordem p e,
se p =2, assuma ainda que isto € vdlido para todo x € P de ordem 4. Entdo

G ¢é p-nilpotente.

DEMONSTRAGAO. Como ja vimos no Teorema 4.2.1, para garantir que
G possui um p-complemento normal é suficiente mostrar que [U, K] = 1,
para quaisquer p-subgrupo U de P e todo p’-subgrupo K de Ng(U). Vamos
demonstrar este resultado por indugao sobre |U|. Podemos assumir U > 1.
Se [U, K] é subgrupo proprio de U, por hipotese de indugdo, temos que
[U,K,K] = 1. Logo, pelo Lema 2.2.12 temos [U, K| = [U, K, K], logo,
[U, K] =1, como desejamos mostrar.

Podemos assumir [U, K| = U e trabalhamos para obter uma contradi¢ao.
Seja .S o subconjunto de U formado por todos os elementos de U que ou tém
ordem p ou sao reais e tém ordem 4. Claro que nao existirao elementos do
segundo tipo a menos que seja p = 2. Agora, seja V = (S). Pela forma como
é definido o conjunto S, segue que V' é caracteristico em U e, entdao V' admite
acao de K. Se V é subgrupo proprio de U, entao, por hipdtese de indugao,
temos que [V, K] = 1 e dos Teoremas 3.1.1 e 3.2.3, segue que [U, K| = 1,
como querfamos. Entao podemos assumir V' = U, assim U é gerado por S e
podemos escrever todo elemento u € U da forma u = s189--- S, onde s; € S
er>0.

Vamos mostrar agora que [U, K] < [U, P]. Para isto, vamos demonstrar
que [u, k| € [U, P], para quaisquer u € U e k € K. Vamos proceder por
inducao sobre r, onde u = s182---s,, com s; € S. Se r = 0, entdao u = 1,
e portanto [u,k] = 1 € [U, P]. Podemos entao assumir r > 1 e escrever
u = vs, onde v é um produto de um ntmero menor que r de termos de S
e s € S. Entao, pelo Lema 1.2.2(ii), [u, k] = [vs, k] = [v, k]*[s, k]. Assim ¢

suficiente verificar que ambos os fatores, [v,k]® e [s, k] pertencem a [U, P].
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Por hipotese de indugao, sabemos que [v, k] € [U, P] e como s € S, temos
que [v,k]* € [U, P]* = [U, P]. Para demonstrar que o fator [s, k] € [U, P],
observemos que como s € S, temos que NP =st e, portanto sk = st
para algum t € P. Logo, [s, k] = s7!s¥ = s71st = [s,] € [U, P).

Agora temos que U = [U, K| < [U, P], assim, aplicando um numero
arbitrario de vezes esta propriedade, concluimos que U < [U, P, -- - , P] para
um nimero arbitrario de comutacoes por P. Mas U < P e P é nilpotente,
logo pelo Teorema 1.3.14 existe m inteiro tal que v, +1(P) = [P,--- ,P] =1,

e, entao U = 1, o que é uma contradigao. O
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