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Resumo 
 
 

O objetivo principal deste trabalho foi o cálculo das energias e constantes 

espectroscópicas rovibracionais do sistema molecular Cl2 incluindo correções 

relativísticas no cálculo das energias eletrônicas ab initio obtidas em um trabalho de 

Luiz G. de Macedo e Wibe A. de Jong. Neste trabalho além do estado fundamental, 

foram realizados cálculos de 20 estados excitados deste sistema diatômico. As 

funções de Rydberg e Bond Order generalizadas de grau 10 foram utilizadas como 

formas analíticas para ajustar as curvas de energia potencial geradas a partir das 

energias eletrônicas. Com estas formas analíticas as energias rovibracionais e as 

constantes espectroscópicas foram obtidas através de duas abordagens distintas. A 

primeira combina as energias obtidas via solução da Equação de Schrödinger 

Nuclear com uma equação espectroscópica. Na segunda aplica-se o método de 

Dunham.  As constantes espectroscópicas obtidas estão em excelente acordo com 

os dados experimentais e teóricos disponíveis para alguns estados eletrônicos.  
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Abstract 

 

The main goal of this work was the calculation of the rovibrational energies and 

spectroscopic constants of the Cl2 molecular system including relativistic corrections 

within the calculation of the ab initio electronic energies performed in a previous work 

by Luiz G. de Macedo and Wibe A. de Jong. In this work, besides the ground state, 

20 excited states of this diatomic system were also included. Rydberg as well as 

generalized Bond Order functions were used as analytical forms to fit the potential 

energy curves generated from the electronic energies. With the analytical forms in 

hand, rovibrational energies and spectroscopic constants were obtained using two 

different approaches. The first one combines the solutions of the Nuclear 

Schrödinger Equation with a spectroscopic equation. The second applies the 

Dunham method. The calculated spectroscopic constants are in excellent agreement 

with available experimental and theoretical data for some electronic states.  
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Capítulo 1 

 

1 Introdução  

 

O campo da espectroscopia de moléculas diatômicas é bem antigo e 

amadurecido, porém ainda muito ativo, pois este tipo de estudo é um dos principais 

responsáveis pelo detalhado conhecimento que temos sobre a estrutura atômica e 

molecular. O estudo espectral dos sistemas químicos fornecem a “impressão digital” 

de átomos e moléculas, pois os efeitos da interação entre radiações 

eletromagnéticas com a matéria expõem o comportamento microscópico particular 

para cada sistema.   

As propriedades espectroscópicas garantem informações valiosíssimas como 

geometria molecular, energias e dinâmica. Isto automaticamente demonstra a 

inestimável importância que o estudo espectroscópico tem tanto no campo teórico 

quanto experimental para diversos ramos da ciência como química analítica, 

ciências ambientais, astrofísica, biofísica e bioquímica [1]. Estas observações levam-

nos a construir modelos que proporcionam a compreensão e a predição das 

propriedades do sistema atômico ou molecular de interesse que usualmente estão 

associados a conceitos e princípios da mecânica quântica. Todos estes aspectos 

importantes servem como um ensejo para o estudo detalhado destas propriedades 

no sistema molecular Cl2.  O cloro molecular é um dos produtos químicos mais 

explorados pelas indústrias, já que é uma das poucas moléculas diatômicas que 

existem sob condições naturais. A molécula de Cl2 é uma das principais moléculas 

diatômicas em que cálculos ab initio de estrutura eletrônica foram reportados na 

literatura [2, 3]. Devido a sua viabilidade de estudo computacional, sua importância 

nos processos atmosféricos e fotoquímicos, existem muitos estudos de estrutura 

eletrônica e dinâmica do Cl2 tanto teóricos [4] quanto experimentais [5, 6].  Tudo isto, 

deve-se ao interesse atmosférico e ao meio ambiente [7], por ser um gás de 

processamento de plasma [8], e por ter aplicações de laser de gás ultravioleta [8, 9] 

o estudo da molécula Cl2 é de grande interesse de químicos e físicos teóricos. Esta 

molécula tem ampla gama de aplicações, como agente de branqueamento de papel, 
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solventes clorados, purificação de água, e outros processos químicos, incluindo 

produtos farmacêuticos.  

Para estudar as propriedades espectroscópicas e reativas é necessário alta 

precisão teórica no cálculo da curva de energia potencial, pois é uma condição 

indispensável para entender espectros e análise dos processos adiabáticos deste 

sistema molecular. Além disso, energias de dissociação precisas para os estados 

fundamental e excitados são importantes para a sua descrição termoquímica. 

Do ponto de vista teórico, estudar estas propriedades espectroscópicas assim 

como qualquer outro objeto de estudo a nível atômico e molecular, exige resolver a 

Equação de Schrödinger do sistema molecular, ou melhor, estudar o comportamento 

dos núcleos e dos elétrons em uma molécula simultaneamente.  Encontrar as 

soluções da equação de Schrödinger do sistema molecular é impraticável quando se 

tenta resolvê-la para o sistema completo (elétrons e núcleos) sendo inevitáveis as 

aproximações.   

A solução da Equação de Schrödinger eletrônica para diversas configurações 

nucleares da molécula de Cl2 foi realizada por Macedo e de Jong [10], que 

determinaram um conjunto de 46 energias eletrônicas em diferentes distâncias 

internucleares para o estado fundamental e 22 estados excitados do sistema 

molecular Cl2 usando cálculos relativísticos de quatro componentes. As curvas de 

energia potencial (CEP) ab initio de todos os estados covalentes possíveis foram 

calculadas utilizando a aproximação RCOS-CI (relativistic complete open shell 

configuration interaction). Os autores também calcularam algumas constantes 

espectroscópicas ( Be , ωe  e ωexe ), utilizando ajuste polinomial de ordem 15 

(aproximação harmônica), mas não determinaram as energias rovibracionais do 

sistema relacionados. Desta forma, o objetivo deste trabalho foi calcular as energias 

rovibracionais usando as CEPs ab initio obtidas por Macedo e de Jong e calcular 

outras constantes espectroscópicas não determinadas por eles (como ωe𝑦e, γe e αe). 

Cabe destacar que o estado fundamental e os quatro primeiros estados excitados da 

molécula de Cl2 foram extensivamente estudados tanto experimental quanto 

teoricamente. Contudo, os demais estados excitados carecem de resultados 

experimentais para as suas constantes espectroscópicas e energias rovibracionais.  
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As curvas de energias potencial geradas a partir das energias eletrônicas foram 

ajustadas utilizando duas funções analíticas “Bond Order” generalizada e Rydberg 

de grau 10. Os parâmetros de ajuste foram otimizados utilizando métodos híbridos 

como GSA (Generalized Simulated Annealing) [11, 12], Gradiente Simplex [13], 

Levenberg-Marquardt [14, 15] e Powell [16]. Através destas formas analíticas as 

constantes espectroscópicas rovibracionais foram calculadas através de duas 

metodologias. A primeira, combina as soluções da equação de Schrödinger Nuclear 

obtidas via método da Representação da Variável Discreta com uma equação 

espectroscópica que relaciona estas soluções com as constantes espectroscópicas 

relacionadas à contribuição harmônica (𝜔𝑒), contribuição anarmônica (𝜔𝑒𝑥𝑒 e 𝜔𝑒𝑦𝑒), 

constante rotacional (rotor rígido 𝐵𝑒) e constante de acoplamento roto-vibracional (𝛼𝑒 

e 𝛾𝑒). A segunda metodologia utiliza o método de Dunham que consiste basicamente 

na expansão da função analítica em uma série de Taylor e então relaciona-se as 

derivadas segunda, terceira e quarta em torno da distância internuclear de menor 

energia (𝑅𝑒) com as constantes espectroscópicas 𝜔𝑒, 𝜔𝑒𝑥𝑒 e 𝛼𝑒.  

O capítulo 2 desta dissertação é dedicado a um levantamento de 

fundamentação teórica utilizada no desenvolvimento deste trabalho.  No capítulo 3 

são apresentados as constantes espectroscópicas, os níveis de energia 

rovibracional e espectro rovibracional de cada estado eletrônico do sistema Cl2, e por 

fim, no capítulo 4 são apresentadas as conclusões sobre os resultados da 

dissertação e suas perspectivas. No apêndice B se faz um levantamento sobre 

alguns trabalhos originados do trabalho desta dissertação apresentados em alguns 

eventos de química teórica como o Simpósio Brasileiro de Química Teórica (SBQT), 

Simpósio de Estrutura Eletrônica e Dinâmica Molecular (SEEDMOL) e Congresso de 

Químicos Teóricos de Expressão Latina (QUITEL). No apêndice C está disponível 

uma parte dos resultados obtidos nesta dissertação que foram publicados no 

periódico Journal of Molecular Modeling. 
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Capítulo 2 

 

2 Fundamentação Teórica 

 

2.1 O Problema Molecular 

 

Como o objeto de investigação é a molécula diatômica Cl2 podemos considerar 

um sistema formado por dois núcleos de uma molécula diatômica qualquer como 

sendo representado através de coordenadas moleculares mostrado na Figura1. 

 

 

 Os índices A e B se referem aos núcleos, enquanto i e j se referem aos 

elétrons, RAB = |R⃗⃗ A − R⃗⃗ B|  é a distância entre os núcleos A e B, AiiA Rrr


 é a 

distância entre o elétron i e o núcleo A e jiij rrr


  é a distância entre os elétrons i e 

j.  

Figura 1: Representação do sistema de coordenadas molecular do sistema 
diatômico. 
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O Hamiltoniano molecular não-relativístico e independente do tempo para esse 

sistema molecular é dado por: 

 

�̂� = −
ℏ2

2𝑚𝑒
∑∇𝑖

2

𝑁

𝑖=1

− ∑
ℏ2

2𝑀𝐴
∇𝐴

2

𝑀

𝐴=1

− ∑ ∑
𝑍𝐴𝑒2

𝑟𝐴𝑖
+ ∑ ∑

𝑍𝐴𝑍𝐵

𝑅𝐴𝐵

𝑀

𝐵>𝐴

+ ∑ ∑
𝑒2

𝑟𝑖𝑗

𝑁

𝑗>𝑖

𝑁−1

𝑖=1

𝑀−1

𝐴=1

𝑁

𝑖=1

𝑀

𝐴=1

. 
(2.1) 

�̂� é um operador diferencial que depende do sistema estudado e fornece a energia 

total, 𝐸. Neste operador, 𝑚𝑒 é a massa do elétron, 𝑀𝐴 é a massa do núcleo, 𝑒 é a 

carga elementar do elétron, 𝑍𝐴 𝑒 𝑍𝐵  são as cargas dos núcleos A e B e ℏ  é a 

constante de Planck reduzida (ℏ = ℎ 2𝜋⁄ ). 

Os termos do Hamiltoniano molecular são respectivamente: operador energia 

cinética dos elétrons, operador energia cinética dos núcleos, interação coulombiana 

entre os núcleos e os elétrons, interação coulombiana entre os núcleos e interação 

coulombiana entre os elétrons. Escrevendo em unidades atômicas (ℏ = 𝑚𝑒 =  𝑒 =

1), o operador Hamiltoniano, Eq.(2.1), pode ser escrito de maneira mais simples: 

 

Ĥ = −
1

2
∑∇i

2

N

i=1

− ∑
1

2MA
∇A

2

M

A=1

− ∑ ∑
ZA

rAi
+ ∑ ∑

ZAZB

RAB

M

B>𝐴

+ ∑ ∑
1

rij

N

j>𝑖

N−1

i=1

M−1

A=1

N

i=1

M

A=1

. 
(2.2) 

 

Esta equação pode ser escrita de maneira mais compacta através da notação 

de Born e Oppenheimer: 

 

�̂� = �̂�𝑒(𝒓) + �̂�𝑁(𝑹) + �̂�𝑒𝑁(𝒓,𝑹) + �̂�𝑁𝑁(𝑹) + �̂�𝑒𝑒(𝒓). (2.3) 

 

Naturalmente, a equação de Schrödinger independente do tempo para um 

sistema diatômico qualquer é: 

 

�̂�Ψ(𝒓,𝑹) = 𝐸 Ψ(𝒓, 𝑹). (2.4) 
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 Nesta equação Ψ(𝐫,𝐑) representa a função de onda completa, que descreve as 

propriedades do sistema molecular como um todo. A equação de Schrödinger só 

possui soluções analíticas e exatas para alguns sistemas ideais como partícula na 

caixa, oscilador harmônico, rotor rígido e também o átomo de hidrogênio [18]. 

Sistemas mais complexos que os supracitados apresentam impraticabilidade na 

obtenção de soluções analíticas.  

Consideraremos um teorema importante da mecânica quântica que pode tornar 

mais simples a resolução da Eq.(2.4). Se um hamiltoniano for separável sua 

autofunção total é um produto de autofunções dos termos individuais do 

hamiltoniano separado, e seu autovalor é a soma dos autovalores dos termos 

individuais do hamiltoniano separado. Para ilustrar este teorema vamos analisar a 

equação de Schrödinger para uma partícula confinada em uma caixa bidimensional 

(a partícula experimenta um potencial nulo no interior desta caixa e infinito nas 

extremidades) [19]. A equação de Schrödinger para uma partícula confinada em 

uma caixa bidimensional é dada por: 

−
ℏ2

2𝑚
(
𝜕2𝜓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝜓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦2
) = 𝐸𝜓(𝑥, 𝑦). 

(2.5) 

 

 Claramente o hamiltoniano está dividido em duas partes: uma que depende de 

𝑥 e outra que depende de 𝑦. Assim, é possível separar a função de onda total do 

sistema como um produto de duas funções de onda com dependência distinta, isto 

é, 

 

𝜓(𝑥, 𝑦) = 𝑋(𝑥)𝑌(𝑦), (2.6) 

 

e pode-se aplicar uma separação de variáveis para resolver esta equação 

diferencial: 

 

−
ℏ2

2𝑚
(𝑌(𝑦)

𝜕2𝑋(𝑥)

𝜕𝑥2
+ 𝑋(𝑥)

𝜕2𝑌(𝑦)

𝜕𝑦2
) = 𝐸𝑋(𝑥)𝑌(𝑦). 

(2.7) 

 

Dividindo a Eq.(2.7) por X(x)Y(y)  obteremos duas equações diferenciais 

ordinárias tornando sua solução muito mais simples: 
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−
ℏ2

2𝑚

𝑑2𝑋(𝑥)

𝑑𝑥2
= 𝐸𝑥𝑋(𝑥) 

(2.8) 

e  

−
ℏ2

2𝑚

𝑑2𝑌(𝑦)

𝑑𝑦2
= 𝐸𝑦𝑌(𝑦). 

(2.9) 

 

Assim, a autofunção de Ĥ(x, y) é o produto das autofunções de Ĥ(x) e Ĥ(y) e o 

seu autovalor é a soma dos autovalores destes hamiltonianos, ou seja, E = Ex + Ey. 

Podemos concluir que se o hamiltoniano não-relativístico, Eq.(2.2), for separável 

sua solução poderá ser simplificada da mesma forma como a partícula em uma 

caixa bidimensional. Entretanto, ao analisar a Eq.(2.2), aparece um termo que 

impede a separação das coordenadas eletrônicas e nucleares, 

 

�̂�𝑒𝑁(𝒓,𝑹) = −∑ ∑
𝑍𝐴

𝑟𝑖𝐴

𝑁
𝑖=1

𝑖
𝐴=1  , (2.10) 

e, consequentemente a autofunção total não pode ser escrita como  Ψ(𝒓,𝑹) =

𝜙(𝒓)𝜒(𝑹) . Devido à impossibilidade do desacoplamento na descrição dos 

movimentos eletrônicos e nucleares, devem-se utilizar aproximações para contornar 

este problema, dentre estas se destaca a aproximação de Born-Oppenheimer 

(ABO). 

 

2.1.1 A Aproximação de Born-Oppenheimer 

 

Explicitando o operador hamiltoniano Eq. (2.1) na equação de Schrödinger para 

o sistema diatômico, Eq. (2.4), temos: 

 

[−
1

2
∑ ∇i

2

N

i=1

− ∑
1

2MA

∇A
2

M

A=1

− ∑ ∑
ZA

rAi

+ ∑ ∑
ZAZB

RAB

M

B>𝐴

+ ∑ ∑
1

rij

N

j>𝑖

N−1

i=1

M−1

A=1

N

i=1

M

A=1

]  Ψ(𝒓, 𝑹) = 𝐸Ψ(𝒓, 𝑹). 
(2.11) 

 

Esta equação é praticamente impossível de ser solucionada, contudo, a chave 

para este problema reside na aproximação de Born-Oppenheimer. A ABO baseia-se 

no fato de que os núcleos são muito mais massivos que os elétrons (𝑚𝑝 𝑚𝑒⁄ ~1840). 

Portanto, os elétrons se movem muito mais rápido que os núcleos, e como uma boa 
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estimativa, considera-se os núcleos como estando fixos enquanto os elétrons 

executam seus movimentos. Classicamente, durante um período de movimento dos 

elétrons, a mudança na configuração nuclear é negligenciável [20]. 

A ABO é aplicada considerando o teorema adiabático, o qual afirma que se uma 

perturbação aplicada ao sistema for suficientemente lenta de modo que o sistema se 

adapte à sua nova condição, o seu autoestado é mantido. Assim, se a molécula 

movimenta-se lentamente pode-se considerar que os elétrons movem-se em um 

campo de núcleos fixos (assim, o movimento nuclear não acopla diferentes estados 

eletrônicos) [21].  

 Utilizando a aproximação adiabática podemos expandir a função de onda do 

sistema molecular levando em consideração que os núcleos atuam como 

parâmetros geométricos para o movimento eletrônico: 

 

Ψ(𝒓, 𝑹) = 𝜙(𝒓;𝑹)𝜒(𝑹), (2.12) 

onde ϕ(𝐫;𝐑) representa a função de onda eletrônica que depende explicitamente 

das coordenadas eletrônicas, mas parametricamente das coordenadas nucleares. E 

𝜒(𝑹) representa a função de onda nuclear, que descreve o movimento molecular. 

Substituindo essa expansão na função de onda completa na Eq.(2.11), temos: 

 

[−
1

2
∑∇i

2

N

i=1

− ∑
1

2MA
∇A

2

M

A=1

− ∑ ∑
ZA

rAi
+ ∑ ∑

ZAZB

RAB

M

B>𝐴

+ ∑ ∑
1

rij

N

j>𝑖

N−1

i=1

M−1

A=1

N

i=1

M

A=1

]  𝜙(𝒓; 𝑹)𝜒(𝑹)

= 𝐸𝜙(𝒓;𝑹)𝜒(𝑹). 

(2.13) 

 

Distribuindo, obtêm-se: 

 

−
1

2
∑∇i

2

𝑁

𝑖=1

[𝜙(𝒓;𝑹)𝜒(𝑹)] − − ∑
1

2MA
∇A

2

M

A=1

[𝜙(𝒓;𝑹)𝜒(𝑹)] − ∑ ∑
ZA

rAi
𝜙(𝒓; 𝑹)𝜒(𝑹)

N

i=1

M

A=1

+ 

+ ∑ ∑
ZAZB

RAB

M

B>𝐴

𝜙(𝒓; 𝑹)𝜒(𝑹) + ∑ ∑
1

rij
𝜙(𝒓;𝑹)𝜒(𝑹)

N

j>𝑖

= 𝐸𝜙(𝒓;𝑹)𝜒(𝑹)

N−1

i=1

M−1

A=1

. 

 

 

(2.14) 

 

Desenvolvendo o termo: 
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∇A
2[𝜙(𝒓;𝑹)𝜒(𝑹)] = [∇A

2𝜙(𝒓;𝑹)]𝜒(𝑹) + 2∇A𝜙(𝒓;𝑹). ∇A 𝜒(𝑹) + 𝜙(𝒓; 𝑹)[∇A
2 𝜒(𝑹)] (2.15) 

 

e de acordo com a aproximação adiabática ∇A
2ϕ(r; R)  e ∇Aϕ(r; R)  são muito 

pequenos, pois a função de onda eletrônica não sofre variação considerável para 

uma determinada configuração nuclear. Assim: 

 

∇A
2[𝜙(𝒓;𝑹)𝜒(𝑹)] ≈ 𝜙(𝒓; 𝑹)[∇A

2 𝜒(𝑹)]. (2.16) 

 

Esta passagem representa, matematicamente, de maneira simplificada a 

aproximação de Born-Oppenheimer.   

Substituindo (2.16) em (2.14), temos: 

 

−
1

2
𝜒(𝑹)∑𝛻𝑖

2

𝑁

𝑖=1

𝜙(𝒓; 𝑹) − 𝜙(𝒓;𝑹) ∑
1

2𝑀𝐴
𝛻𝐴

2𝜒(𝑹)

𝑀

𝐴=1

− ∑ ∑
𝑍𝐴

𝑟𝐴𝑖
𝜙(𝒓; 𝑹)𝜒(𝑹) +

𝑁

𝑖=1

𝑀

𝐴=1

 

+ ∑ ∑
𝑍𝐴𝑍𝐵

𝑅𝐴𝐵

𝑀

𝐵>𝐴

𝜙(𝒓; 𝑹)𝜒(𝑹) + ∑ ∑
1

𝑟𝑖𝑗
𝜙(𝒓;𝑹)𝜒(𝑹)

𝑁

𝑗>𝑖

= 𝐸𝜙(𝒓; 𝑹)𝜒(𝑹).

𝑁−1

𝑖=1

𝑀−1

𝐴=1

 

 

 

(2.17) 

 

Podemos reescrever a Eq. (2.17) como: 

 

− 𝜙(𝒓;𝑹) ∑
1

2𝑀𝐴
𝛻𝐴

2𝜒(𝑹)

𝑀

𝐴=1

+ ∑ ∑
𝑍𝐴𝑍𝐵

𝑅𝐴𝐵

𝑀

𝐵>𝐴

𝜙(𝒓; 𝑹)𝜒(𝑹) −

𝑀−1

𝐴=1

𝐸𝜙(𝒓;𝑹)𝜒(𝑹) = 

1

2
𝜒(𝑹)∑𝛻𝑖

2

𝑁

𝑖=1

𝜙(𝒓;𝑹) + ∑ ∑
𝑍𝐴

𝑟𝐴𝑖
𝜙(𝒓;𝑹)𝜒(𝑹)

𝑁

𝑖=1

𝑀

𝐴=1

− ∑ ∑
1

𝑟𝑖𝑗
𝜙(𝒓;𝑹)𝜒(𝑹)

𝑁

𝑗>𝑖

𝑁−1

𝑖=1

. 

 

 

(2.18) 

 

Dividindo a Eq. (2.18) por 𝜙(𝒓; 𝑹)𝜒(𝑹), obtemos: 

 

− 
1

𝜒(𝑹)
∑

1

2𝑀𝐴
𝛻𝐴

2𝜒(𝑹)

𝑀

𝐴=1

+ ∑ ∑
𝑍𝐴𝑍𝐵

𝑅𝐴𝐵

𝑀

𝐵>𝐴

−

𝑀−1

𝐴=1

𝐸 = 

=
1

2𝜙(𝒓;𝑹)
∑𝛻𝑖

2

𝑁

𝑖=1

𝜙(𝒓; 𝑹) + ∑ ∑
𝑍𝐴

𝑟𝐴𝑖

𝑁

𝑖=1

𝑀

𝐴=1

− ∑ ∑
1

𝑟𝑖𝑗

𝑁

𝑗>𝑖

𝑁−1

𝑖=1

. 

 

 

(2.19) 
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Para que esta igualdade seja satisfeita, os dois lados devem ser iguais a uma 

constante que dependa de R, digamos −∈ (𝑹): 

 

1

2𝜙(𝒓; 𝑹)
∑ 𝛻𝑖

2

𝑁

𝑖=1

𝜙(𝒓; 𝑹) + ∑ ∑
𝑍𝐴

𝑟𝐴𝑖

𝑁

𝑖=1

𝑀

𝐴=1

− ∑ ∑
1

𝑟𝑖𝑗

𝑁

𝑗>𝑖

𝑁−1

𝑖=1

= −∈ (𝑹) 
 

(2.20) 

e 

− 
1

𝜒(𝑹)
∑

1

2𝑀𝐴
𝛻𝐴

2𝜒(𝑹)

𝑀

𝐴=1

+ ∑ ∑
𝑍𝐴𝑍𝐵

𝑅𝐴𝐵

𝑀

𝐵>𝐴

−

𝑀−1

𝐴=1

𝐸 = −∈ (𝑹). 
 

(2.21) 

 

Multiplicando a equação (2.20) por −𝜙(𝒓;𝑹) , e a equação (2.21) por 𝜒(𝑹) , 

temos: 

 

[−
1

2
∑𝛻𝑖

2

𝑁

𝑖=1

𝜙(𝒓;𝑹) − ∑ ∑
𝑍𝐴

𝑟𝐴𝑖

𝑁

𝑖=1

𝑀

𝐴=1

+ ∑ ∑
1

𝑟𝑖𝑗

𝑁

𝑗>𝑖

𝑁−1

𝑖=1

]𝜙(𝒓;𝑹) = ∈ (𝑹)𝜙(𝒓;𝑹) 

 

(2.22) 

e 

[− ∑
1

2𝑀𝐴
𝛻𝐴

2𝜒(𝑹)

𝑀

𝐴=1

+ ∑ ∑
𝑍𝐴𝑍𝐵

𝑅𝐴𝐵

𝑀

𝐵>𝐴

−

𝑀−1

𝐴=1

𝐸] 𝜒(𝑹) = −∈ (𝑹)𝜒(𝑹). 
 

(2.23) 

 

Considerando que a localização dos núcleos seja constante, como se 

estivessem fixos em uma configuração 𝑹𝑎 qualquer, obtemos: 

 

[−
1

2
∑𝛻𝑖

2

𝑁

𝑖=1

− ∑ ∑
𝑍𝐴

𝑟𝐴𝑖

𝑁

𝑖=1

𝑀

𝐴=1

+ ∑ ∑
1

𝑟𝑖𝑗

𝑁

𝑗>𝑖

𝑁−1

𝑖=1

] 𝜙(𝒓;𝑹𝑎) = ∈ (𝑹𝑎)𝜙(𝒓; 𝑹𝑎). 

(2.24) 

 

O termo entre colchetes corresponde ao operador Hamiltoniano eletrônico, e a 

Eq.(2.24) representa a Equação de Schrödinger eletrônica, sendo ∈ (𝑹𝑎) a energia 

eletrônica e 𝜙(𝒓;𝑹𝑎)  a função de onda eletrônica para uma molécula de 

configuração fixa (𝑹𝑎). 

A energia eletrônica é calculada para diversas configurações nucleares e então 

este conjunto de energias pode ser substituído na equação (2.23), resultando em: 
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[− ∑
1

2𝑀𝐴
𝛻𝐴

2

𝑀

𝐴=1

+ ∑ ∑
𝑍𝐴𝑍𝐵

𝑅𝐴𝐵

𝑀

𝐵>𝐴

+

𝑀−1

𝐴=1

∈ (𝑹)] 𝜒(𝑹) = 𝐸(𝑹)𝜒(𝑹). 
 

(2.25) 

 

Para cada configuração nuclear têm-se diferentes valores do termo 

∑ ∑
𝑍𝐴𝑍𝐵

𝑅𝐴𝐵

𝑀

𝐵>𝐴

+

𝑀−1

𝐴=1

∈ (𝑹), 

o que representa a curva de energia potencial para o movimento nuclear. Isto 

significa que os núcleos se movem sob a ação de um campo médio produzido pelos 

elétrons da molécula.   

A equação (2.25) é a Equação de Schrödinger Nuclear, cujas soluções 

descrevem aspectos da dinâmica molecular (translação, vibração e rotação), e pode 

ser escrita sucintamente como: 

 

[− ∑
1

2MA
∇A

2

M

A=1

+ 𝑉(𝐑)] χ(𝐑) = E(R)χ(𝐑). 
 

(2.26) 

 

onde 

𝑉(𝑹) = ∑ ∑
𝑍𝐴𝑍𝐵

𝑅𝐴𝐵

𝑀

𝐵>𝐴

+

𝑀−1

𝐴=1

∈ (𝑹) 
(2.27) 

 

é denominado como potencial efetivo que os núcleos estão sujeitos. 

A principal característica da equação (2.26) é a sua dependência quanto aos 

autovalores do Hamiltoniano eletrônico (∈ (𝑹)) junto às coordenadas nucleares que 

asseguram informações sobre o potencial de interação entre os núcleos e sobre a 

energia eletrônica. 

Considerando que o objetivo central desta dissertação seja a obtenção das 

energias e constantes espectroscópicas rovibracionais do sistema molecular Cl2 e, 

portanto, como dito anteriormente resolver a equação de Schrödinger nuclear para 

descrever estas propriedades, não será dedicado uma apresentação sobre o 

problema eletrônico, pois esta fatia do problema global e que fornece o potencial 

efetivo 𝑉(𝑹) sobre o qual os núcleos se movimentam foram obtidos por Macedo e de 

Jong [10].  
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2.2 Superfície de Energia Potencial 

 

Uma superfície de energia potencial (SEP), ou no caso diatômico (Figura 2), 

curva de energia potencial (CEP) é uma função que representa o potencial efetivo 

para o movimento vibracional molecular ou colisões moleculares que depende das 

coordenadas internucleares [28].  

 
Figura 2: Típica curva de energia potencial de moléculas diatômicas 

 

O conceito de superfície de energia potencial é a base para a descrição 

quântica e semiclássica de processos dinâmicos e tem como fundamentação teórica 

a diferença de massa entre o elétron e o núcleo, o que afeta velocidade com que 

estas entidades se deslocam no espaço. Esta diferença serve como justificativa para 

a representação adiabática do sistema molecular, ou seja, a função de onda 

eletrônica é calculada para núcleos fixos através da Aproximação de Born-

Oppenheimer. 

 

2.2.1 Construção das Superfícies de Energia Potencial 
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No Capítulo 2, seção 2.1, foi discutido que a escala temporal no qual elétrons e 

núcleos se movimentam e a consequente introdução de um potencial efetivo na 

descrição dos núcleos foi considerada primeiramente por M. Born e J. R. 

Oppenheimer.  

Com a aproximação de Born-Oppenheimer é possível desacoplar os 

movimentos eletrônico e nuclear, e obtêm-se as equações de Schrödinger eletrônica 

(2.24) e nuclear (2.26). Podemos escrever a equação (2.26) como: 

 

�̂�𝑛𝜒(𝑹) = 𝐸𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙𝜒(𝑹) (2.28) 

 

em que 

 

�̂�𝑛 = − ∑
1

2MA
∇A

2

M

A=1

+ 𝑉(𝐑). 
 

(2.29) 

 

é o operador Hamiltoniano nuclear. O termo 𝑉(𝐑) representa a energia potencial 

efetiva, para o movimento nuclear e é obtida a partir da solução da equação de 

Schrödinger eletrônica. Para descrever precisamente os fenômenos de interesse, é 

preciso obter energias eletrônicas para todas as configurações nucleares possíveis, 

estas energias são conhecidas como curvas de energia potencial, no caso de 

moléculas de dois núcleos.  

Resolver a equação de Schrödinger eletrônica para todas as configurações é 

praticamente impossível, o que se faz rotineiramente é encontrar as energias 

eletrônicas para um conjunto menor de configurações nucleares, e então se ajusta 

uma forma analítica sobre estes pontos. Não foi objetivo deste trabalho a obtenção 

das energias eletrônicas da molécula de Cl2 de forma que utilizamos as energias 

calculadas anteriormente por Macedo e de Jong [10]. 

Após a obtenção das energias, deve-se descrever a curva de energia potencial 

como uma função analítica. Como a curva de energia potencial (CEP) apresenta 

comportamento bem distinto em diferentes regiões, as funções analíticas devem ser 

altamente flexíveis. Para atender esta exigência, a função deve conter uma grande 

quantidade de parâmetros ajustáveis, pois a CEP possui diferentes características 

no espaço de configurações nucleares. A qualidade das propriedades dinâmicas 
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calculadas para a molécula de Cl2 via equação de Schrödinger nuclear é altamente 

atrelada à qualidade da CEP obtida para este e qualquer outro sistema estudado. 

Uma CEP aceitável deve possuir entre outras características: 

 reproduzir com exatidão, os estados rovibracionais do sistema diatômico, 

tanto na região de contato como de dissociação; 

 

 representar o potencial com exatidão nas regiões de forte interação onde se 

dispõe de informações teóricas e experimentais; 

 

 comportamento fisicamente aceitável, nas interações onde não se dispõe de 

dados experimentais; 

 

 conectar de modo suave as zonas assintóticas com as regiões de forte 

interação (mínimo e repulsão).  

 

Existem diversas funções que são empregadas no ajuste de curvas de energia 

potencial de moléculas diatômicas, dentre elas pode-se destacar duas que foram 

utilizadas nesta dissertação: polinômios em coordenadas de ordem de ligação (Bond 

Order) [29] e Rydberg generalizada [30]. 

 

2.2.2 Funções Analíticas 

 

A escolha do tipo de função analítica empregada no ajuste da curva ab initio 

para cada estudo é feita através de testes, ou seja, realizam-se testes ajustando as 

funções à curva de energia potencial do sistema diatômico e verifica-se qual fornece 

os menores erros globais (𝜒2) e menores erros ponto a ponto no ajuste, objetivando 

a obtenção de propriedades dinâmicas acuradas. De posse da CEP que melhor se 

ajustou a todos os pontos, é necessário verificar sua qualidade através da precisão 

dos resultados de suas propriedades físico-químicas, que podem ser testadas 

através da resolução da parte nuclear da equação de Schrödinger. 
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2.2.2.1 Polinômios em coordenadas Bond Order 

Generalizada 

 

Linus Pauling introduziu o conceito de ordem de ligação (BO) como um 

parâmetro para classificar a força de ligação de uma molécula diatômica [31]. A 

ordem de ligação entre dois átomos é definida por: 

 

𝜂𝐴𝐵 = 𝑒−𝛽𝐴𝐵𝜌 (2.30) 

 

onde  

 

𝜌 = (𝑅𝐴𝐵 − 𝑅𝑒). (2.31) 

 

em que 𝑅𝐴𝐵 é a distância entre o átomo A e B, 𝑅𝑒 é a distância de equilíbrio e 𝛽𝐴𝐵 é 

um parâmetro relacionado com a força de interação entre os átomos. Nesta 

definição, quando a separação entre os átomos é igual a distância de equilíbrio 

(𝑅𝐴𝐵 = 𝑅𝑒), a ordem de ligação é igual a unidade (𝜂𝐴𝐵 = 1). Ao afastar os átomos, a 

ordem de ligação vai tender a zero no limite de uma separação infinita. Se os 

átomos se aproximarem, a ordem de ligação irá aumentar até o valor limite de 

𝑒𝛽𝐴𝐵𝑅𝑒 . Isto nos mostra que as interações internucleares no espaço Bond Order 

estão confinadas no intervalo de zero a 𝑒𝛽𝐴𝐵𝑅𝑒. 

A função em coordenadas Bond Order é um polinômio de ordem N escrito como 

uma combinação de exponenciais e é dado por: 

 

𝑉(𝑅𝐴𝐵) = −𝐷𝑒 ∑ 𝑐𝑗𝜂𝑗

𝑁

𝑗=1

 
 

(2.32) 

onde 𝐷𝑒 é a energia de dissociação da molécula diatômica e 𝑐𝑗 são coeficientes do 

polinômio a serem ajustados.  

Neste trabalho foi utilizada no ajuste de algumas curvas a função analítica em 

coordenadas BO generalizada (qBO) de grau 10, que é dada por: 
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𝑉(|𝑐𝑗|, 𝑞, 𝜌, 𝛽) = ∑𝑐𝑖(exp𝑞(−𝛽𝜌))𝑖

10

𝑖=1

 
 

(2.33) 

onde  

 

exp𝑞(−𝛽𝜌) = [1 − (1 − 𝑞)𝛽𝜌]
1

1−𝑞 
(2.34) 

  

é chamada de função q-exponencial [32], que é uma generalização da função 

exponencial convencional de acordo com a definição de Euler baseada na estatística 

de Tsallis [33]. No caso particular em que 𝑞 se aproxima de 1 a função exponencial 

de Euler é recuperada. O polinômio Bond Order é de grau 10, 𝑐𝑖 , 𝛽  e 𝑞  são 

parâmetros ajustáveis.  

 

2.2.2.2 Polinômios em coordenadas físicas de Rydberg  

 

Outra forma funcional utilizada para representar as CEPs do sistema diatômico 

Cl2 é a função de Rydberg de grau 10. Esta forma é dada por: 

 

𝑉𝑅 = −𝐷𝑒 [1 + ∑𝑐𝑖(𝑅 − 𝑅𝑒)
𝑖

10

𝑖=1

] 𝑒−𝑐1(𝑅−𝑅𝑒) 
(2.35) 

 

Nesta função 𝐷𝑒  é a energia de dissociação do sistema diatômico, 𝑐𝑖  são 

coeficientes ajustáveis, 𝑅 é separação internuclear e 𝑅𝑒 é a separação de equilíbrio 

(comprimento de ligação). 

Neste trabalho estes coeficientes foram otimizados utilizando o método de 

Powell [12].       

 

2.3 Equação de Schrödinger Nuclear 

 

Como já discutido a curva de energia potencial é obtida através da resolução da 

equação de Schrödinger eletrônica para várias configurações nucleares. Estas 
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soluções podem ser ajustadas por uma forma analítica (qBO, Rydberg, Morse, entre 

outras).  

Superada esta etapa, é possível resolver a equação de Schrödinger nuclear 

para estudar a dinâmica e obter as propriedades de interesse. Para isto podemos 

representar o sistema diatômico através de um sistema de coordenas mais 

conveniente. Devido sua simplicidade, usaremos coordenadas relativas ao centro de 

massa de moléculas diatômicas.   

 

2.3.1 Problema de Dois Corpos 

 

O estudo rovibracional de moléculas diatômicas em um estado eletrônico ligado 

pode ser largamente simplificado, pois podemos tratar o problema 

unidimensionalmente. A Figura 3 representa um sistema de dois corpos formado 

pelos núcleos de uma molécula diatômica: 

 

 
Figura 3: Representação de dois núcleos (M1 e M2) em coordenadas cartesianas. 
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Na representação exposta na Figura 3: 𝑀1 e 𝑀2, 𝑹1 e 𝑹2, e 𝑹12 são as massas dos 

núcleos 1 e 2, nas posições 1 e 2 em relação à origem, e a posição do núcleo 1 em 

relação ao núcleo 2, respectivamente. 

 

O Hamiltoniano clássico para este sistema é e a soma das energias cinéticas 

dos dois núcleos e o potencial de interação entre as partículas, isto é, 

 

Η =
1

2𝑀1
𝑷1. 𝑷1 +

1

2𝑀2
𝑷2. 𝑷2 + 𝑉(𝑹1, 𝑹2) 

(2.36) 

 

onde 𝑷1 = 𝑀1�̇�1  e 𝑷2 = 𝑀2�̇�2  são respectivamente, os momentos lineares dos 

núcleos 1 e 2. A posição do centro de massa 𝑅𝐶𝑀 do sistema diatômico e a posição 

relativa aos núcleos são dadas por: 

 

𝑹𝐶𝑀 =
𝑀1𝑹1 + 𝑀2𝑹2

𝑀1 + 𝑀2
 

e 

𝑹12 = 𝑹2 − 𝑹1. 

(2.37) 

 

 

(2.38) 

 

Reescrevendo as posições dos núcleos 1 e 2 (𝐑12) em termos da posição do 

centro de massa (𝐑CM), temos: 

 

𝑹1 = 𝑹𝐶𝑀 −
𝑀2

𝑀1 + 𝑀2
𝑹12 

𝑹2 = 𝑹𝐶𝑀 +
𝑀1

𝑀1 + 𝑀2
𝑹12 

(2.39) 

 

(2.40) 

  

Escrevendo a energia cinética 𝐾 dos núcleos no sistema de coordenadas fixas 

no laboratório, temos: 

 

𝐾 =
1

2
𝑀1�̇�1. �̇�1 +

1

2
𝑀2�̇�2. �̇�2. 

(2.41) 

 

Substituindo (2.39) e (2.40) em (2.41), obtemos: 
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𝐾 =
1

2𝑀
𝑷𝐶𝑀. 𝑷𝐶𝑀 +

1

2𝜇
𝑷12. 𝑷12 

(2.42) 

 

onde surge naturalmente a definição de massa reduzida 𝜇 = 𝑀1𝑀2 𝑀1 + 𝑀2⁄  do 

sistema e 𝑀 = 𝑀1 + 𝑀2 é a massa total. Na Eq. (2.42) fizemos 𝑷𝐶𝑀 = 𝑀�̇�𝐶𝑀 e 𝑷12 =

𝜇�̇�12. 

Podemos escrever o hamiltoniano clássico do sistema diatômico levando em 

consideração que neste tipo de sistema o potencial depende apenas da distância 

entre os núcleos, obtendo: 

 

Η =
1

2𝑀
𝑷𝐶𝑀. 𝑷𝐶𝑀 +

1

2𝜇
𝑷12. 𝑷12 + 𝑉(𝑹1, 𝑹2). 

(2.43) 

 

Podemos escrever a Eq.(2.43) modificando as variáveis dinâmicas da mecânica 

clássica com o seus correspondentes na mecânica quântica não-relativística [35], 

temos, em unidades atômicas: 

 

�̂� = −
1

2𝑀
∇𝐶𝑀

2 −
1

2𝜇
∇12

2 + 𝑉(𝑹12) 
(2.44) 

 

Podemos escrever a Eq. (2.44) de forma sucinta, como: 

 

�̂� = �̂�𝐶𝑀 + �̂�𝑖𝑛𝑡 (2.45) 

 

onde  

 

�̂�𝐶𝑀 = −
1

2𝑀
∇𝐶𝑀

2  
(2.46) 

 

 representa o operador hamiltoniano do centro de massa que descreve o movimento 

da molécula como um todo (translação). E a outra parte do hamiltoniano é dado por: 
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�̂�𝑖𝑛𝑡 = −
1

2𝜇
∇12

2 + 𝑉(𝑹12). 
(2.47) 

 

A Eq.(2.47) representa o operador hamiltoniano da posição relativa entre os núcleos, 

ou seja, representa os movimentos internos (rotação e vibração). 

  A equação de Schrödinger nuclear independente do tempo para o problema 

diatômico é dado por: 

 

[�̂�𝐶𝑀 + �̂�𝑖𝑛𝑡]𝜒(𝑹𝐶𝑀, 𝑹12) = 𝐸𝜒(𝑹𝐶𝑀, 𝑹12). (2.48) 

 

O Hamiltoniano nuclear é separado, logo a função de onda nuclear pode ser 

escrita como: 

 

𝜒(𝑹𝐶𝑀, 𝑹12) = 𝜎𝑖𝑛𝑡(𝑹12)𝜑(𝑹𝐶𝑀). (2.49) 

 

Substituindo (2.49) em (2.48), temos: 

 

[�̂�𝐶𝑀 + �̂�𝑖𝑛𝑡]𝜎𝑖𝑛𝑡(𝑹12)𝜑(𝑹𝐶𝑀) = 𝐸𝜎𝑖𝑛𝑡(𝑹12)𝜑(𝑹𝐶𝑀) (2.50) 

 

Distribuindo, temos: 

 

𝜎𝑖𝑛𝑡(𝑹12)�̂�𝐶𝑀𝜑(𝑹𝐶𝑀) + 𝜑(𝑹𝐶𝑀)�̂�𝑖𝑛𝑡𝜎(𝑹12) = 𝐸𝜎𝑖𝑛𝑡(𝑹12)𝜑(𝑹𝐶𝑀). (2.51) 

 

Dividindo a Eq. (2.51) por 𝜎𝑖𝑛𝑡 (𝑹12)𝜑(𝑹𝐶𝑀), temos: 

 

1

𝜑(𝑹𝐶𝑀)
�̂�𝐶𝑀𝜑(𝑹𝐶𝑀) +

1

𝜎𝑖𝑛𝑡(𝑹12)
�̂�𝑖𝑛𝑡𝜎(𝑹12) = 𝐸. 

(2.52) 

 

Para que esta igualdade seja satisfeita cada termo do primeiro membro deve ser 

igual a uma constante e quando somadas forneçam a energia, ou seja, 𝐸 = 𝐸𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠 +

𝐸𝑖𝑛𝑡. 
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O termo 𝐸𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠 representa a energia do movimento de translação da molécula, e 

𝐸𝑖𝑛𝑡 representa a energia devido ao movimento de um núcleo em relação ao outro 

(movimentos internos). 

A partir da Eq. (2.52) pode-se chegar a duas outras equações desacopladas.  

Levando em consideração a partição da energia total, obtêm-se: 

 

�̂�𝐶𝑀𝜑(𝑹𝐶𝑀) = 𝐸𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝜑(𝑹𝐶𝑀) 

 

�̂�𝑖𝑛𝑡𝜎(𝑹12) = 𝐸𝑖𝑛𝑡𝜎𝑖𝑛𝑡(𝑹12). 

(2.53) 

 

(2.54) 

 

Para resolver a equação de Schrödinger nuclear (2.50) deve-se 

alternativamente resolver as Eqs.(2.53) e (2.54). A Eq.(2.53) é semelhante à 

equação de Schrödinger de uma partícula livre, que para resolver deve-se confinar 

esta partícula em uma caixa de tamanho L, com potencial nulo exceto nas 

extremidades. Suas soluções são conhecidas e são dadas (caixa unidimensional) 

por [22]: 

 

𝜑(𝑅𝐶𝑀) = √
2

𝐿
𝑠𝑒𝑛 (

𝑛𝜋𝑥

𝐿
)     

𝐸𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠 =
𝑛2𝜋2

8𝑀𝐿2
       

(2.55a) 

 

 

(2.55b) 

 

onde 𝑛 = 1, 2, 3, …  

Considerando que a molécula diatômica não experimenta nenhuma força 

externa, a energia de translação é constante e podemos por simplicidade adotar 

𝐸𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠 = 0. Desta forma a energia total dependerá apenas dos movimentos internos, 

ou seja, 𝐸 = 𝐸𝑖𝑛𝑡.  

Resta descrever os movimentos internos do sistema diatômico (Eq.(2.54)), pois 

são estes que descrevem a vibração e a rotação que é a parte mais importante, pois 

o interesse do trabalho são as energias e as constantes espectroscópicas 

rovibracionais.  
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2.3.2 Problema de Força Central 
 

Como o problema do movimento de translação já está resolvido, podemos 

considerar que a molécula não translada no espaço e fixar o centro de massa do 

diátomo na origem de um novo sistema de coordenadas (Figura 4). 

 

 
Figura 4: O sistema de coordenadas se move com o centro de massa da 

molécula. 𝑂′ é a origem do sistema, onde está fixado o centro de massa, 𝜇 é a 

massa reduzida, 𝜃  e 𝜙  representam a orientação em relação à 𝑂′𝑋𝑌𝑍 , do 
vetor𝑅12. 
 

 

Explicitando o hamiltoniano �̂�𝑖𝑛𝑡, na Eq. (2.54), temos: 

 

−
1

2𝜇
∇12

2 𝜎𝑖𝑛𝑡(𝑹12) + 𝑉(𝑹12)𝜎𝑖𝑛𝑡(𝑹12) = 𝐸𝑖𝑛𝑡𝜎𝑖𝑛𝑡(𝑹12). 
(2.56) 

 

Como o potencial de interação entre os núcleos depende apenas da distância 

entre eles, temos um problema de força central, que é caracterizada por uma 

magnitude que depende somente da distância 𝑹12 e que é dirigida ao longo do vetor 

que caracteriza esta distância [36]. Assim o potencial 𝑉(𝑹12)  apresenta simetria 
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esférica, o que mostra que é mais frutífero tratarmos o problema através de 

coordenadas esféricas [20, 22]. Assim, a Eq. (2.56) se torna: 

 

−
1

2𝜇
[

𝜕2

𝜕𝑹12
2 +

2

𝑹12

𝜕

𝜕𝑹12
−

�̂�2

𝑹12
2 − 2𝜇𝑉(𝑹12)] 𝜎𝑖𝑛𝑡(𝑹12) = 𝐸𝑖𝑛𝑡𝜎𝑖𝑛𝑡(𝑹12) 

(2.57) 

 

onde 

 

�̂�2 = −
1

𝑠𝑒𝑛𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(𝑠𝑒𝑛𝜃

𝜕

𝜕𝜃
) −

1

𝑠𝑒𝑛2𝜃

𝜕2

𝜕𝜙2
. 

(2.58) 

  

Nota-se que o potencial 𝑉(𝑹12)  não depende das variáveis angulares, e, 

portanto, o hamiltoniano pode ser separado em uma parte com dependência radial 

(𝑹12) e outra com dependência angular (𝜃 e 𝜙). A função de onda 𝜎𝑖𝑛𝑡 (𝑹12) pode ser 

escrita como: 

 

𝜎𝑖𝑛𝑡(𝑹12) = 𝜓(𝑹12)𝑌𝑙
𝑚(𝜃, 𝜙) (2.59) 

 

onde 𝑌𝑙
𝑚(𝜃, 𝜙) são os harmônicos esféricos, autofunções do operador  �̂�2. 

Substituindo (2.59) em (2.57), temos: 

  

−
1

2𝜇
[

𝜕2

𝜕𝑹12
2 +

2

𝑹12

𝜕

𝜕𝑹12
−

�̂�2

𝑹12
2 − 2𝜇𝑉(𝑹12)]𝜓(𝑹12)𝑌𝑙

𝑚(𝜃, 𝜙)

= 𝐸𝑖𝑛𝑡𝜓(𝑹12)𝑌𝑙
𝑚(𝜃, 𝜙) 

 

(2.60) 

 

Distribuindo no operador, temos: 

 

−
1

2𝜇
[𝑌𝑙

𝑚(𝜃, 𝜙)
𝑑2𝜓(𝑹12)

𝑑𝑹12
2 +

2𝑌𝑙
𝑚(𝜃, 𝜙)

𝑹12

𝑑𝜓(𝑹12)

𝑑𝑹12
− 𝜓(𝑹12)

�̂�2𝑌𝑙
𝑚(𝜃, 𝜙)

𝑹12
2

− 2𝜇𝑌𝑙
𝑚(𝜃, 𝜙)𝑉(𝑹12)𝜓(𝑹12)] = 𝐸𝑖𝑛𝑡𝜓(𝑹12)𝑌𝑙

𝑚(𝜃, 𝜙) 

 

(2.61) 

 

onde as derivadas parciais foram substituídas por derivadas ordinárias, devido à 

separação da função de onda interna (Eq. (2.59)). 
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Como L̂2Yl
m(θ, ϕ) = J(J + 1)Yl

m(θ,ϕ) , onde J(J + 1)  são os autovalores dos 

esféricos harmônicos  [18], temos:  

 

−
1

2𝜇
[𝑌𝑙

𝑚(𝜃, 𝜙)
𝑑2𝜓(𝑹12)

𝑑𝑹12
2 +

2𝑌𝑙
𝑚(𝜃, 𝜙)

𝑹12

𝑑𝜓(𝑹12)

𝑑𝑹12
− 𝜓(𝑹12)

𝐽(𝐽 + 1)𝑌𝑙
𝑚(𝜃, 𝜙)

𝑹12
2

− 2𝜇𝑌𝑙
𝑚(𝜃, 𝜙)𝑉(𝑹12)𝜓(𝑹12)] = 𝐸𝑖𝑛𝑡𝜓(𝑹12)𝑌𝑙

𝑚(𝜃, 𝜙) 

 

(2.62) 

 

Dividindo a Eq. (2.62) por 𝑌𝑙
𝑚(𝜃, 𝜙), temos: 

 

−
1

2𝜇
[
𝑑2𝜓(𝑹12)

𝑑𝑹12
2 +

2

𝑹12

𝑑𝜓(𝑹𝟏𝟐)

𝑑𝑹12
−

𝐽(𝐽 + 1)𝜓(𝑹12)

𝑹12
2 − 2𝜇𝑉(𝑹12)𝜓(𝑹12)]

= 𝐸𝑖𝑛𝑡𝜓(𝑹12) 

 

(2.63) 

 

Notadamente, a equação de Schrödinger nuclear se restringiu a um problema 

unidimensional, que depende apenas da separação internuclear R12. Em algumas 

situações como teoria do espalhamento e espectroscopia esta situação é comum, e 

se a função de onda depende somente da parte radial, ψ = ψ(𝐑12), propõe-se a 

seguinte substituição: 

 

F(𝑹12) = 𝑹12ψ(𝐑12). (2.64) 

 

Fazendo esta substituição na Eq.(2.63), temos: 

 

−
1

2𝜇

𝑑2𝐹(𝑹12)

𝑑𝑹12
2 + [

𝐽(𝐽 + 1)

2𝜇𝑹12
2 + 𝑉(𝑹12)] 𝐹(𝑹12) = 𝐸𝑖𝑛𝑡𝐹(𝑹12) 

(2.65) 

 

ou 

 

−
1

2𝜇

𝑑2𝐹(𝑹12)

𝑑𝑹12
2 + 𝑉𝑒𝑓(𝑹12)𝐹(𝑹12) = 𝐸𝑖𝑛𝑡𝐹(𝑹12) 

(2.66) 

 

onde 

 



25 |  
 

𝑉𝑒𝑓(𝑹12) =
𝐽(𝐽 + 1)

2𝜇𝑹12
2 + 𝑉(𝑹12) 

(2.67) 

 

é denominado de potencial efetivo, e é composto pela curva de energia potencial 

(unidimensional) e do potencial determinado pelo estado rotacional, e para cada 

molécula diatômica a expressão é a mesma sendo caracterizado pelo número 

quântico rotacional 𝐽, e sua massa reduzida 𝜇. 

A Eq.(2.66) é o problema unidimensional ao qual o sistema de dois núcleos se 

reduziu, e é a equação de Schrödinger nuclear que deve ser solucionada para 

determinarmos completamente a função de onda nuclear χ(𝐑CM, 𝐑12) da Eq.(2.49). 

Como esta equação não possui solução analítica é necessário utilizar métodos de 

aproximação desta solução e para isso, será utilizado o método variacional. 

 

2.3.3 Método Variacional 

 

O método variacional de Rayleigh-Ritz é uma aplicação do princípio 

variacional e é aplicável ao espectro de um operador hermitiano e é equivalente à 

formulação matricial 𝚮𝐜 = 𝐄𝐜 [21]. 

Para aplicar o método variacional multiplica-se a Eq.(2.66) por 𝐹∗(𝑹12)  e 

integrando em relação a 𝑅12, encontra-se: 

 

−
1

2𝜇
∫ 𝐹∗(𝑹12)

∞

0

𝑑2𝐹(𝑹12)

𝑑𝑹12
2 𝑑𝑹12 + ∫ 𝐹∗(𝑹12)𝑉𝑒𝑓(𝑹12)𝐹(𝑹12) =

∞

0

 

                 = ∫ 𝐹∗(𝑹12)𝐸𝑖𝑛𝑡𝐹(𝑹12)
∞

0
. 

 

 

(2.68) 

 

Se integrarmos por partes o primeiro termo do primeiro membro da Eq.(2.68), e 

admitindo que a função de onda 𝐹(𝑹12) está normalizada, obtêm-se: 

 

1

2𝜇
∫

𝑑𝐹∗(𝑹12)

𝑑𝑹12

∞

0

𝑑𝐹(𝑹12)

𝑑𝑹12
𝑑𝑹12 + ∫ 𝐹∗(𝑹12)𝑉𝑒𝑓(𝑹12)𝐹(𝑹12) =

∞

0

𝐸𝑖𝑛𝑡, 
 

(2.69) 
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onde na integração por partes do primeiro membro foram consideradas as condições 

de contorno das funções de onda, isto é, 𝐹(𝑹12) vai a zero quando os núcleos estão 

separados por 𝑹12 = ∞ e 𝑹12 = 0. Nesta consideração a função de onda radial é 

𝐹(∞) = 𝐹(0) = 0. 

No método variacional a solução 𝐹(𝑹12)  pode ser representada como uma 

combinação de n funções 𝑓𝑗(𝑹12) , linearmente independentes e de quadrado 

integrável [37]. Assim, a solução 𝐹(𝑅12) pode ser escrita como: 

 

𝐹(𝑹12) ≈ ∑𝑐𝑗𝑓𝑗(𝑹12)

𝑛

𝑗=1

, 
(2.70) 

onde 𝑐𝑗  são os coeficientes da expansão a serem determinados, e 𝑓𝑗(𝑹12)  são 

funções de base conhecidas. 

Substituindo (2.70) em (2.69), temos: 

 

1

2𝜇
∫ ∑∑𝑐𝑖

∗𝑐𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

𝑑𝑓𝑖
∗(𝑹𝟏𝟐)

𝑑𝑹12

∞

0

𝑑𝑓𝑗(𝑹12)

𝑑𝑹12
𝑑𝑹12

+ ∫ ∑∑𝑐𝑖
∗𝑐𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

𝑓𝑖
∗(𝑹12)𝑉𝑒𝑓(𝑹12)𝑓𝑗(𝑹12) =

∞

0

𝐸𝑖𝑛𝑡 

 

 

(2.71) 

 

Considerando que as séries das integrais de (2.71) sejam convergentes, 

podemos reescrever a Eq.(2.71) como a soma das integrais: 

 

1

2𝜇
∑∑𝑐𝑖

∗𝑐𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

∫
𝑑𝑓𝑖

∗(𝑹12)

𝑑𝑹12

∞

0

𝑑𝑓𝑗(𝑹12)

𝑑𝑹12
𝑑𝑹12

+ ∑∑𝑐𝑖
∗𝑐𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

∫ 𝑓𝑖
∗(𝑹12)𝑉𝑒𝑓(𝑹12)𝑓𝑗(𝑹12) = 𝐸𝑖𝑛𝑡

∞

0

 

 

 

(2.72) 

  

A Eq. (2.72) pode ser escrita na forma matricial da seguinte forma: 
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[𝑐1
∗   𝑐2

∗    …   𝑐𝑛
∗]𝐊 [

𝑐1

𝑐2

⋮
𝑐𝑛

] + [𝑐1
∗   𝑐2

∗    …   𝑐𝑛
∗]𝐕 [

𝑐1

𝑐2

⋮
𝑐𝑛

] = 𝐸𝑖𝑛𝑡. 

(2.73) 

 

Escrevendo a Eq.(2.73) de forma condensada, obtêm-se: 

 

[𝑐1
∗   𝑐2

∗    …   𝑐𝑛
∗]𝐇 [

𝑐1

𝑐2

⋮
𝑐𝑛

] = 𝐸𝑖𝑛𝑡 

 

(2.74) 

 

onde 𝐇 = 𝐊 + 𝐕 é a matriz hamiltoniana, com 𝐊 e 𝐕 representando a matriz energia 

cinética e potencial, respectivamente. 

As matrizes energia cinética e potencial são dadas por: 

 

𝐊 =

[
 
 
 
 
 
 1

2𝜇
∫

𝑑𝑓1
∗(𝑹12)

𝑑𝑹12

∞

0

𝑑𝑓1(𝑹12)

𝑑𝑹12
𝑑𝑹12 ⋯

1

2𝜇
∫

𝑑𝑓1
∗(𝑹12)

𝑑𝑹12

∞

0

𝑑𝑓𝑛(𝑹12)

𝑑𝑹12
𝑑𝑹12

⋮ ⋱ ⋮

1

2𝜇
∫

𝑑𝑓𝑛
∗(𝑹12)

𝑑𝑹12

∞

0

𝑑𝑓1(𝑹12)

𝑑𝑹12
𝑑𝑹12 ⋯

1

2𝜇
∫

𝑑𝑓𝑛
∗(𝑹12)

𝑑𝑹12

∞

0

𝑑𝑓𝑛(𝑹12)

𝑑𝑹12
𝑑𝑹12

]
 
 
 
 
 
 

 

e 

𝐕 =

[
 
 
 
 
 
 
∫ 𝑓1

∗(𝑹12)𝑉𝑒𝑓(𝑹12)𝑓1(𝑹12)𝑑𝑹12

∞

0

⋯ ∫ 𝑓1
∗(𝑹12)𝑉𝑒𝑓(𝑹12)𝑓𝑛(𝑹12)𝑑𝑹12

∞

0

⋮ ⋱ ⋮

∫ 𝑓𝑛
∗(𝑹12)𝑉𝑒𝑓(𝑹12)𝑓1(𝑹12)

∞

0

𝑑𝑹12 ⋯ ∫ 𝑓𝑛
∗(𝑹12)𝑉𝑒𝑓(𝑹12)𝑓𝑛(𝑹12)

∞

0

𝑑𝑹12

]
 
 
 
 
 
 

. 

 

 

(2.75a) 

 

 

 

 

 

(2.75b) 

 

Através do método variacional, o problema de encontrar a função de onda 

𝐹(𝑹12) da parte radial da equação de Schrödinger nuclear foi transformado em um 

problema de encontrar um conjunto otimizado de coeficientes 𝑐𝑗 [37]. E na Eq.(2.75) 

temos um problema de diagonalização de matriz. A Eq. (2.74) pode ser escrita 

como: 

 

𝐜†𝐇𝐜 = 𝐸𝑖𝑛𝑡 (2.76) 
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onde 𝐜† representa a matriz transposta conjugada da matriz dos coeficientes 𝐜: 

 

𝐜 = [

𝑐1

𝑐2

⋮
𝑐𝑛

]. 

 

(2.77) 

  

Multiplicando a Eq.(2.76) por 𝐜, pela esquerda, temos: 

 

𝐜𝐜†𝐇𝐜 = 𝐸𝑖𝑛𝑡𝐜. (2.78) 

 

Como 𝐜𝐜† = 𝐈, onde 𝐈 é a matriz identidade, a Eq.(2.78) pode ser escrita como: 

 

𝐇𝐜 = 𝐸𝑖𝑛𝑡𝐜. (2.79) 

  

Representando por 𝐜𝛼  o autovetor correspondente ao autovalor 𝐸𝑖𝑛𝑡
𝛼 , que é o 

valor esperado do hamiltoniano do estado 𝐹𝛼  (𝑹12), e introduzindo a matriz C dos 

autovetores, definida como 𝐶𝑖𝛼 = 𝑐𝑖
𝛼 (𝑖, 𝛼 = 1,2, … , 𝑛), e a matriz E dos autovalores, 

definida como 𝐸𝛼𝛽 = 𝐸𝑖𝑛𝑡
𝛼 𝛿𝛼𝛽 (𝛼, 𝛽 = 1,2, … , 𝑛), pode-se reescrever a Eq. (2.79) como: 

 

𝐇𝐂 = 𝐄𝐂. (2.80) 

 

A Eq.(2.79) fornece uma única solução 𝐹(𝑹12), e a Eq.(2.80) fornece n soluções 

𝐹𝛼(𝑹12) ≈ ∑ 𝑐𝑗
𝛼𝑓𝑗(𝑹12)

𝑛
𝑗=1 . 

 

 

2.4 Método da Representação da Variável Discreta 

 

A equação de Schrödinger não pode ser resolvida exatamente para sistemas 

com mais de uma partícula, o que torna necessário introduzir aproximações e 

técnicas numéricas que busquem estas soluções de forma precisa. Uma destas 

técnicas é o método da representação da variável discreta (DVR, do inglês: Discrete 

Variable Representation) que teve como um dos pioneiros o pesquisador Light e 

colaboradores [38] e se apresenta como uma ferramenta para resolver problemas 
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quânticos tanto para estados estacionários como para sistemas com dependência 

temporal. Nesta dissertação este método é aplicado na obtenção dos autovalores e 

autofunções da equação de Schrödinger do movimento dos núcleos unidimensional.  

 

 

2.4.1 Expansão da Solução 𝐅(𝐑𝟏𝟐) em Funções de Base 

 

O método DVR é baseado na expansão da função de onda em um conjunto 

de base ortonormal Φ𝑖(𝑹𝑖); 𝑖 = 1, … ,𝑁 e a utilização de regras de quadratura para 

computar as integrais envolvidas [39]. Estas funções de base tem a seguinte 

propriedade: 

 

Φ𝑗(𝑅𝑘) = 𝛿𝑗𝑘  (𝑗, 𝑘 = 1, 2, … , 𝑛). (2.81) 

  

As funções de base contínuas são indexadas em valores discretos das 

variáveis numa grade de pontos no espaço das coordenas 𝑅𝑘  (quadratura 

gaussiana). 𝑅𝑘  representam os pontos da quadratura gaussiana onde as funções de 

base serão avaliadas. 

Expandindo a solução 𝐹(𝑹12) como uma combinação de funções de base 

Φ𝑗(𝑹), omitindo a indexação 𝑹12 para não carregar a notação, temos: 

 

𝐹(𝑹12) ≈ ∑𝑐𝑗Φ𝑗(𝑹)

𝑁

𝑗=1

 
(2.82) 

 

onde  𝑐𝑗  são os coeficientes da expansão a serem determinados, e as funções 

representam a discretização da variável 𝑹. 

Essas funções discretizadas são obtidas a partir de um conjunto de funções 

primitivas contínuas, que são conhecidas, associando a estas uma quadratura 

gaussiana. 

Podemos escrever Φ𝑗(𝑹)  como a projeção de Φ𝑗  sobre 𝑹  com a seguinte 

notação: 
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Φ𝑗(𝑹) = ⟨𝑹|Φ𝑗⟩. (2.83) 

 

Inserindo na Eq.(2.83) o projetor das funções de base 𝑓𝑗(𝑅) definido como: 

  

�̂�𝑓𝑖
= |𝑓𝑖⟩⟨𝑓𝑖|, (2.84) 

 

este projetor tem como propriedade a relação de completeza: 

 

∑�̂�𝑓𝑖

𝑖

= ∑|𝑓𝑖⟩⟨𝑓𝑖|

𝑖

= 𝐈 (2.85) 

  

onde 𝐈 é o operador identidade. A Eq.(2.83) pode ser escrita da seguinte forma: 

 

Φ𝑗(𝑹) = ∑⟨𝑹|𝑓𝑖⟩⟨𝑓𝑖|Φ𝑗⟩

𝑛

𝑖=1

. 
 

(2.86) 

 

Podemos reescrever a Eq. (2.86) utilizando a mesma lógica seguida na Eq. 

(2.83). Assim, obtêm-se: 

 

Φ𝑗(𝑹) = ∑𝑓𝑖(𝑹)⟨𝑓𝑖|Φ𝑗⟩

𝑛

𝑖=1

. 
(2.87) 

 

As integrais dos elementos da matriz ⟨𝑓𝑖|Φ𝑗⟩ podem ser calculados através de 

quadraturas gaussianas, da seguinte maneira: 

 

⟨𝑓𝑖|Φ𝑗⟩ ≈ ∑ 𝜔𝑘𝑓𝑖
∗(𝑅𝑘)

𝑛

𝑘=1

Φ𝑗 . 
(2.88) 

Substituindo a Eq. (2.88) na Eq. (2.87), temos: 

 

Φ𝑗(𝑹) = ∑ ∑ 𝑓𝑖(𝑹)𝜔𝑘𝑓𝑖
∗(𝑹𝑘)

𝑛

𝑘=1

𝑛

𝑖=1

Φ𝑗(𝑹𝑘) 

. 

(2.89) 
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Como as funções de base Φ𝑗(𝑅𝑘) são ortogonais (Eq.(2.81), obtêm-se: 

 

Φ𝑗(𝑹) = 𝜔𝑗 ∑𝑓𝑖(𝑹)𝑓𝑖
∗(𝑹𝑘)

𝑛

𝑖=1

. 
(2.90) 

 

Escolhendo um dado ponto 𝑅𝑗  da quadratura gaussiana, temos: 

 

Φ𝑗(𝑹𝑗) = 𝜔𝑗 ∑𝑓𝑖(𝑹𝑗)𝑓𝑖
∗(𝑹𝑗)

𝑛

𝑖=1

. 
(2.91) 

 

Se as funções de base estiverem normalizadas, teremos: 

 

1 = 𝜔𝑗 ∑𝑓𝑖(𝑹𝑗)𝑓𝑖
∗(𝑹𝑗)

𝑛

𝑖=1

. 
(2.92) 

 

O peso associado a cada ponto da quadratura é dado por: 

 

𝜔𝑗 =
1

∑ 𝑓𝑖(𝑹𝑗)𝑓𝑖
∗(𝑹𝑗)

𝑛
𝑖=1

 
(2.93) 

 

As funções de base Φ𝑗(𝑹)  para qualquer ponto na quadratura não estão 

normalizadas, e para isto, podemos utilizar a substituição: 

 

Φ̅𝑗(𝑹) = 𝜆𝑗Φ𝑗(𝑹) (2.94) 

 

onde  𝜆𝑗 são as constantes de normalização [40]. 

As funções de base normalizadas Φ̅j(R)  devem satisfazer a seguinte 

condição: 

 

⟨Φ̅𝑗|Φ̅𝑗⟩ = 1. (2.95) 
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Assim, substituindo a Eq.(2.94) na Eq.(2.95), temos: 

 

𝜆𝑗
2⟨Φ𝑗|Φ𝑗⟩ = 1. (2.96) 

 

Utilizando a regra de quadratura na Eq.(2.96), temos: 

 

𝜆𝑗
2 ∑ 𝜔𝑘

𝑛

𝑘=1

Φ𝑗
∗(𝑅𝑘)Φ𝑗(𝑅𝑘) = 1. 

(2.97) 

 

Pela Eq.(2.81), novamente utiliza-se a ortogonalidade das funções primitivas 

Φj(Rk), temos: 

 

𝜆𝑗
2𝜔𝑗 = 1. (2.98) 

  

Obtém-se, desta forma, a constante de normalização das funções de base: 

 

𝜆𝑗 =
1

√𝜔𝑗

. 
(2.99) 

 

Substituindo a Eq.(2.90) e (2.99) na Eq. (2.94), obtemos a função de base 

discretizada e normalizada Φ̅𝑗(𝑹): 

 

Φ̅𝑗 = √𝜔𝑗 ∑𝑓𝑖(𝑹)

𝑛

𝑖=1

𝑓𝑖
∗(𝑹𝑗). 

(2.100) 

 

Utilizando a função de base normalizada, podemos reescrever a expansão da 

solução 𝐹(𝑹12) (Eq. (2.82)), temos: 

 

𝐹(𝑹12) ≈ ∑𝑐𝑗Φ̅𝑗(𝑹)

𝑛

𝑗=1

. 
(2.101) 
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Substituindo a Eq. (2.101) na Eq. (2.69), e repetindo o procedimento utilizado 

na Eq. (2.69), obtemos a matriz energia potencial em termos das representações da 

variável discreta: 

 

𝐕 =

[
 
 
 
 
 
 
∫ Φ̅1

∗(𝑹)𝑉𝑒𝑓(𝑹12)Φ̅1(𝑹)𝑑(𝑹)

∞

0

⋯ ∫ Φ̅1
∗(𝑹)𝑉𝑒𝑓(𝑹12)Φ̅𝑛(𝑹)𝑑(𝑹)

∞

0

⋮ ⋱ ⋮

∫ Φ̅𝑛
∗ (𝑹)𝑉𝑒𝑓(𝑹12)Φ̅1(𝑹)𝑑(𝑹)

∞

0

⋯ ∫ Φ̅𝑛
∗ (𝑹)𝑉𝑒𝑓(𝑹12)Φ̅𝑛(𝑹)𝑑(𝑹)

∞

0 ]
 
 
 
 
 
 

 

 

 

(2.102) 

 

 

Para calcular s elementos da matriz energia potencial utiliza-se quadraturas 

gaussianas na Eq. (2.102), obtêm-se: 

 

𝐕 =

[
 
 
 
 
 
 ∑ Φ̅1

∗(𝑅𝑘)𝑉𝑒𝑓(𝑅𝑘)Φ̅1(𝑅𝑘)𝜔𝑘

𝑛

𝑘=1

⋯ ∑ Φ̅1
∗(𝑅𝑘)𝑉𝑒𝑓(𝑅𝑘)Φ̅𝑛(𝑅𝑘)𝜔𝑘

𝑛

𝑘=1

⋮ ⋱ ⋮

∑ Φ̅𝑛
∗ (𝑅𝑘)𝑉𝑒𝑓(𝑅𝑘)Φ̅1(𝑅𝑘)𝜔𝑘

𝑛

𝑘=1

⋯ ∑ Φ̅𝑛
∗ (𝑅𝑘)𝑉𝑒𝑓(𝑅𝑘)Φ̅𝑛(𝑅𝑘)𝜔𝑘

𝑛

𝑘=1 ]
 
 
 
 
 
 

 

 

 

(2.103) 

 

Levando em consideração que as funções de base são ortogonais, isto é, 

Φ̅𝑗(𝑅𝑘) = 𝛿𝑗𝑘, na Eq. (2.103), obtêm-se: 

 

𝐕 =

[
 
 
 
 
 
 ∑ Φ̅1

∗(𝑅𝑘)𝑉𝑒𝑓(𝑅𝑘)Φ̅1(𝑅𝑘)𝜔𝑘

𝑛

𝑘=1

⋯ 0

⋮ ⋱ ⋮

0 ⋯ ∑ Φ̅𝑛
∗ (𝑅𝑘)𝑉𝑒𝑓(𝑅𝑘)Φ̅𝑛(𝑅𝑘)𝜔𝑘

𝑛

𝑘=1 ]
 
 
 
 
 
 

 

 

 

(2.104) 

 

 

A matriz energia potencial 𝐕 é diagonal, uma das principais características do 

método DVR. A escolha de boas funções de base é fundamental na solução 

numérica da equação de Schrödinger, pois o método é baseado na diagonalização 
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da matriz hamiltoniana, que tem sua dimensão determinada pelo número de funções 

de base utilizadas. 

 

 

2.4.2 Representação da Variável Discreta com Pontos 

Igualmente Espaçados 

 

A matriz do operador energia cinética pode ser obtida através de quadratura 

gaussiana com pontos igualmente espaçados [41]. Como o sistema quântico que 

estamos lidando é apenas a parte radial da equação de Schrödinger nuclear, o 

problema é de natureza unidimensional pode-se, então, considerar o sistema restrito 

em um intervalo [𝑎, 𝑏], de modo que cada ponto da quadratura gaussiana é dado por: 

 

𝑅𝑖 = 𝑎 +
(𝑏−𝑎)

𝑁
𝑖, (2.105) 

 

onde 𝑖 = 1, 2, … ,𝑁 − 1 , e considerando que a função de base seja nula nas 

extremidades, sugere fortemente que podemos utilizar a funções de onda de uma 

partícula em uma caixa como funções de base [42]: 

 

𝑓𝑛(𝑅) = √
2

𝑏 − 𝑎
𝑠𝑒𝑛 [

𝑛𝜋(𝑅 − 𝑎)

𝑏 − 𝑎
] 

(2.106) 

 

onde 𝑛 = 1, 2, … ,𝑁 − 1. Podemos obter os elementos de matriz do operador energia 

cinética fazendo: 

 

𝑇𝑖𝑗 = ⟨𝑅𝑖|�̂�|𝑅𝑗⟩ (2.107) 

 

onde �̂� é o operador diferencial energia cinética, dado por: 

�̂� = −
1

2𝜇

𝑑2

𝑑𝑅2
 

(2.108) 
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Inserindo a relação de completeza entre as autofunções de uma partícula em 

uma caixa na Eq.(2.107), temos: 

 

𝑇𝑖𝑗 = ∑⟨𝑅𝑖|�̂�|𝑓𝑛⟩⟨𝑓𝑛|𝑅𝑗⟩

𝑁−1

𝑛=1

 
(2.109) 

 

A representação da variável discreta do operador 𝑇𝑖𝑗  pode ser escrita 

explicitando o operador energia cinética �̂�, na Eq. (2.109), temos: 

 

𝑇𝑖𝑗 = −
1

2𝜇

(𝑏 − 𝑎)

𝑁
∑

𝑑2𝑓𝑛(𝑅𝑖)

𝑑𝑅2
𝑓𝑛(𝑅𝑗)

𝑁−1

𝑛=1

. 
(2.110) 

 

Utilizando a Eq.(2.106) em (2.110), temos: 

 

𝑇𝑖𝑗 = −
1

2𝜇

(𝑏 − 𝑎)

𝑁

2

(𝑏 − 𝑎)
∑ {

𝑑2

𝑑𝑅2
(𝑠𝑒𝑛 [

𝑛𝜋(𝑅𝑗 − 𝑎)

𝑏 − 𝑎
])}

𝑁−1

𝑛=1

𝑠𝑒𝑛 [
𝑛𝜋(𝑅𝑖 − 𝑎)

𝑏 − 𝑎
]. 

(2.111) 

 

A derivada segunda da função 𝑓𝑛(𝑅𝑖) é dada por: 

 

𝑑2

𝑑𝑅2
(𝑠𝑒𝑛 [

𝑛𝜋(𝑅𝑗 − 𝑎)

𝑏 − 𝑎
]) = −(

𝑛𝜋

(𝑏 − 𝑎)
)
2

𝑠𝑒𝑛 [
𝑛𝜋(𝑅𝑗 − 𝑎)

𝑏 − 𝑎
]. 

(2.112) 

 

Substituindo Eq.(2.112) na Eq.(2.111), temos: 

 

𝑇𝑖𝑗 =
1

2𝜇
(

𝜋

(𝑏 − 𝑎)
)
2 2

𝑁
∑ 𝑛2𝑠𝑒𝑛 [

𝑛𝜋(𝑅𝑗 − 𝑎)

𝑏 − 𝑎
]

𝑁−1

𝑛=1

𝑠𝑒𝑛 [
𝑛𝜋(𝑅𝑖 − 𝑎)

𝑏 − 𝑎
] 

(2.113) 

 

Pela Eq.(2.105) (𝑅𝑖 − 𝑎) =
(𝑏−𝑎)

𝑁
𝑖  e analogamente para (𝑅𝑗 − 𝑎) , podemos 

substitui-los na Eq. (2.113), temos: 

𝑇𝑖𝑗 =
1

2𝜇
(

𝜋

(𝑏 − 𝑎)
)
2 2

𝑁
∑ 𝑛2𝑠𝑒𝑛 (

𝑛𝜋𝑗

𝑁
)

𝑁−1

𝑛=1

𝑠𝑒𝑛 (
𝑛𝜋𝑖

𝑁
) 

(2.114) 
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que é a representação da variável discreta da matriz energia cinética. 

A soma em 𝑛 da Eq.(2.114) pode ser feita analiticamente. Primeiro considera-se 

o caso em que 𝑗 ≠ 1. O produto dos senos dentro da soma pode ser reescrito como: 

 

𝑠𝑒𝑛 (
𝑛𝜋𝑗

𝑁
) 𝑠𝑒𝑛 (

𝑛𝜋𝑖

𝑁
) =

1

2
[cos(𝑛𝐴) − cos (𝑛𝐵)] 

(2.115) 

 

onde 

 

𝐴 =
𝜋(𝑗 − 𝑖)

𝑁
 

 

𝐵 =
𝜋(𝑗 + 𝑖)

𝑁
 

(2.116a) 

 

 

(2.117b) 

 

Podemos reescrever a soma dos cossenos como: 

 

∑ 𝑛2

𝑁−1

𝑛=1

cos(𝑛𝐴) = −
𝜕2

𝜕𝐴2
𝑅𝑒 ∑ 𝑒𝑖𝑛𝐴

𝑁−1

𝑛=1

 
(2.118) 

 

onde consideramos apenas a parte real da soma e 𝑖  representa o número 

imaginário. 

A soma ∑ 𝑒𝑖𝑛𝐴𝑁−1
𝑛=1  representa uma progressão geométrica, que somando de 𝑛 =

1 à 𝑁 − 1  nos leva à 𝑒𝑖𝑁𝐴 − 𝑒𝑖𝐴 𝑒𝑖𝐴 − 1⁄ . O cálculo não é demonstrado mas com 

algumas relações trigonométricas, obtêm-se: 

 

𝑅𝑒 ∑ 𝑒𝑖𝑛𝐴

𝑁−1

𝑛=1

= −
1

2
+

1

2

𝑠𝑒𝑛(𝑁𝐴 − 𝐴 2⁄ )

𝑠𝑒𝑛(𝐴 2⁄ )
 

(2.119) 

 

Utilizando as Eqs. (2.115), (2.118) e (2.119), obtêm-se: 

𝑇𝑖𝑗 =
1

2𝜇

1

(𝑏 − 𝑎)2

𝜋2

2
(

1

𝑠𝑒𝑛2 [
𝜋(𝑗 − 𝑖)

2𝑁 ]
−

1

𝑠𝑒𝑛2 [
𝜋(𝑗 + 𝑖)

2𝑁 ]
) 

 

(2.120) 
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No caso em que 𝑖 = 𝑗, obtêm-se: 

 

𝑇𝑖𝑗 =
1

2𝜇

1

(𝑏 − 𝑎)2

𝜋2

2
(
(2𝑁2 + 1)

3
−

1

𝑠𝑒𝑛2 [
𝜋𝑖
𝑁]

) 

 

(2.121) 

 

Além de diagonalizar o potencial da matriz hamiltoniana, o método DVR possui 

esta outra grande vantagem: os elementos da matriz energia cinética podem ser 

obtido analiticamente, com expressões simples dadas pelas Eqs.(2.120) e (2.121).  

 

 

2.5 Cálculo das Constantes Espectroscópicas 

 

Para determinar as constantes espectroscópicas rovibracionais, utilizamos 

duas diferentes metodologias. Os dois métodos requerem um conjunto de energias 

em função da distância e uma função analítica para representar o potencial. O 

primeiro método utiliza as soluções da equação de Schrödinger nuclear (2.90) e uma 

equação espectroscópica para as energias rovibracionais. A segunda metodologia 

compara a equação espectroscópica com a forma analítica da curva de energia 

potencial escrita como uma série de Taylor próximo à posição de equilíbrio 𝑅𝑒. 

 

 

2.5.1 Solução da Equação de Schrödinger Nuclear  

 

Vimos anteriormente que na Aproximação de Born-Oppenheimer a energia 

interna 𝐸𝑖𝑛𝑡 é particionada em: 

 

𝐸𝑖𝑛𝑡 = 𝐸𝑒𝑙𝑒 + 𝐸𝑣𝑖𝑏 + 𝐸𝑟𝑜𝑡 (2.122) 

 

que é a soma das contribuições eletrônicas, vibracionais e rotacionais. 

A energia eletrônica não possui uma forma definida, sendo necessária a 

utilização de uma função analítica para descrevê-la para cada caso particular: 
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𝐸𝑒𝑙𝑒 =∈ (𝑅) (2.123) 

 

A energia vibracional e rotacional possuem expressões bem definidas como: 

 

𝐸𝑣𝑖𝑏 = ℏ√𝑘 𝜇⁄ (𝜐 +
1

2
), 𝑘 = (𝑑2𝑉(𝑅) 𝑑𝑅2⁄ )𝑅=𝑅𝑒

, 𝜐 = 0, 1, 2, … (2.1424) 

 

e 

 

𝐸𝑟𝑜𝑡 =
ℏ2𝐽(𝐽+1)

2𝜇𝑅𝑒
2 , 𝐽 = 0, 1, 2, … (2.125) 

 

Estas equações são uma descrição aproximada dos aspectos quânticos de 

moléculas diatômicas. Vejamos como estas expressões descrevem o espectro deste 

tipo de sistema molecular.  

 

2.5.1.1 Espectro Rotacional 

 

A rotação de moléculas diatômicas pode ser aproximada por um sistema ideal 

denominado rotor rígido, a qual assume que a revolução de uma molécula de massa 

𝜇  ocorre com uma separação internuclear fixa igual à distância de equilíbrio 𝑅𝑒 . 

Embora a molécula vibre e rotacione simultaneamente, a amplitude vibracional é 

pequena se comparado com a distância de equilíbrio (comprimento de ligação), de 

forma que considerar a separação internuclear como fixa é uma boa aproximação. 

 Quando se obtém a solução da equação de Schrödinger para um rotor rígido, 

as energia permitidas são:  

 

𝐸𝐽 =
ℏ2𝐽(𝐽 + 1)

2𝐼
 

(2.126) 

 

onde , 𝐽 = 0, 1, 2, … e 𝐼 = 𝜇𝑅𝑒
2  é o momento de inércia do sistema molecular. 

As regras de seleção para transições induzidas por dipolo elétrico para o rotor 

rígido diz que as transições permitidas são apenas para os estados rotacionais 

adjacentes, ou seja, ∆J = ±1 . Se a molécula diatômica possuir momento dipolo 
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elétrico permanente (moléculas heteronucleares), pode-se observar espectros de 

emissão e absorção [43]. A emissão de radiação é devido à rotação do dipolo 

elétrico e a absorção da radiação é produzida pela interação desse dipolo com o 

campo elétrico da radiação incidente. Estas características é que dão origem ao 

chamado espectro puramente rotacional, logo a molécula de Cl2 não possui um 

espectro puramente rotacional. 

A diferença de energia entre dois níveis rotacionais é dada por: 

 

∆𝐸 = 𝐸𝐽+1 − 𝐸𝐽 =
ℎ2

4𝜋2𝐼
(𝐽 + 1) 

(2.127) 

 

Em termos de frequência, através da condição de frequência de Bohr Δ𝐸 = ℎ𝜈 , 

temos: 

 

𝜈 = 2𝐵(𝐽 + 1) (2.128) 

 

onde 𝐵 = ℎ 8𝜋2𝐼⁄  é a constante rotacional. 

De acordo com a Eq.(2.128) nota-se que o modelo de um rotor rígido para 

moléculas diatômicas prevê que o espectro rotacional consiste em uma série de 

linhas igualmente espaçadas com separação 2𝐵. Contudo, uma molécula diatômica 

não é verdadeiramente um rotor rígido, devido às vibrações simultâneas ainda que 

de pequena amplitude. Consequentemente, o espaçamento das linhas espectrais de 

rotação não são exatamente constantes.  

Esta discrepância pode ser atenuada, considerando que se a molécula rotaciona 

com maior energia (𝐽 aumentando), as forças centrífugas fazem com que a ligação 

sofra pequenos estiramentos. Se este efeito for considerado, a energia é dada por: 

 

𝐸𝐽 = 𝐵𝐽(𝐽 + 1) − 𝐷𝐽2(𝐽 + 1)2 (2.129) 

  

onde 𝐷 = 4𝐵3 𝜔𝑒
2⁄  é chamado de constante de distorção centrífuga e é muito menor 

do que 𝐵. 
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2.5.1.2 Espectro Vibracional 

 

O movimento vibracional de uma molécula diatômica pode ser modelado por um 

oscilador harmônico. As soluções fisicamente bem comportadas da equação de 

Schrödinger para o oscilador harmônico podem ser obtidas somente se a energia é 

restrita a valores discretos, dados por: 

 

𝐸𝜐 = ℎ𝑐𝜔𝑒 (𝜐 +
1

2
) 

(2.130) 

 

onde  𝜐 = 0, 1, 2, …, e 𝜔𝑒 é a frequência vibracional fundamental. 

Uma molécula diatômica pode sofrer transições de um estado vibracional para 

outro cuja frequência observada satisfaz a condição de frequência de Bohr. As 

regras de seleção para transições induzidas por dipolo elétrico para o oscilador 

harmônico permite transições somente entre estados adjacentes, ou seja, ∆υ = ±1. 

Essa regra de seleção é aplicável a todos os modos normais de vibração. Moléculas 

reais não se comportam como osciladores harmônicos ideais, assim, em alguns 

casos, pode ser detectado também transições ∆υ = ±2, ±3,±4,… 

Essas transições fazem parte da chamada espectroscopia harmônica, de difícil 

detecção por que essas transições são mais fracas do que para os modos normais 

de vibração. 

A diferença de energia entre dois níveis adjacentes é dado por: 

 

∆𝐸 = 𝐸𝜐+1 − 𝐸𝜐 = ℎ𝑐𝜔𝑒 . (2.131) 

 

Como sucessivos estados de energia do oscilador harmônico são separados 

pela mesma energia, este modelo prediz que o espectro vibracional consiste em 

apenas uma linha espectral cuja frequência é dada por 𝜔𝑒  que para moléculas 

diatômicas está na região do infravermelho [44]. Esta aproximação só é eficaz para 

os estados vibracionais mais baixos, pois para distâncias internucleares fora da 

separação de equilíbrio o espaçamento entre os níveis se aproxima cada vez mais 

devido à anarmonicidade da curva de energia potencial (Figura 2). 
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O potencial de Morse que não possui base teórica é formulado empiricamente 

para ser aplicado na descrição tanto da parte harmônica quanto da anarmônica da 

CEP. Este potencial é dado por: 

 

𝑉(𝑅) = 𝐷𝑒(1 − 𝑒𝛽(𝑅−𝑅𝑒))
2
 (2.132) 

  

onde  𝐷𝑒 é a energia de dissociação, 𝛽 determina se o potencial é de curto ou longo 

alcance. 

Expandindo em série de Taylor o termo exponencial da Eq. (2.132) em torno de 

R = Re e utilizando uma aproximação em primeira ordem, temos: 

 

𝑉(𝑅) = 𝐷𝑒𝛽
2(𝑅 − 𝑅𝑒)

2 (2.133) 

 

Utilizando este potencial na equação de Schrödinger para o oscilador 

harmônico, obtêm-se os seguintes autovalores: 

 

𝐸𝜐 = (𝜐 +
1

2
) ℎ𝑐𝜔𝑒 − ℎ𝑐𝜔𝑒𝑥𝑒 (𝜐 +

1

2
)

2

+ (𝜐 +
1

2
)

3

ℎ𝑐𝜔𝑒𝑦𝑒 + ⋯ 
(2.134) 

 

onde 𝜔𝑒𝑥𝑒 e 𝜔𝑒𝑦𝑒 são constantes anarmônicas de vibração do sistema diatômico. 

Escrevendo em unidades (cm−1) a Eq. (2.134), temos: 

 

𝐸𝜐 = (𝜐 +
1

2
)𝜔𝑒 − (𝜐 +

1

2
)
2

𝜔𝑒𝑥𝑒 + (𝜐 +
1

2
)
3

𝜔𝑒𝑦𝑒 + ⋯ 
(2.135) 

 

Com esta correção o espaçamento entre os níveis diminui quando os estados 

vibracionais estão mais elevados. Para estados vibracionais próximo da distância de 

equilíbrio o espaçamento entre os níveis é muito próximo aos dados pela Eq.(2.131), 

pois as correções anarmônicas são pequenas se comparadas à ωe. 

 

2.5.1.3 Espectro Rovibracional 
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Sabe-se que os movimentos vibracionais e rotacionais não ocorrem 

separadamente (Figura 5), dando origem a uma estrutura fina nas bandas 

vibracionais, de modo que os formalismos utilizados nas duas últimas subseções 

não descrevem este acoplamento entre rotação e vibração. O espectro rovibracional 

pode dar mais informações do que o de rotação pura, pois se pode determinar não 

só as distâncias interatômicas no estado vibracional fundamental (𝜐 = 0 ) como 

também estas distâncias para os estados vibracionais excitados (𝜐 = 1, 2, …). 

Se estes movimentos estão acoplados o modelo mais simples para estudar o 

espectro rovibracional seria utilizar o modelo do oscilador harmônico com o modelo 

de um rotor rígido, considerando o hamiltoniano do sistema diatômico é composto 

pelas duas contribuições, ou seja, �̂�𝑟𝑜𝑣 = �̂�𝑣𝑖𝑏 + �̂�𝑟𝑜𝑡. Desta forma seus autovalores 

é a soma dos autovalores individuais do hamiltoniano separado. Temos então: 

 

𝐸𝑟𝑜𝑣(𝜐, 𝐽) = 𝜔𝑒 (𝜐 +
1

2
) + 𝐵𝑒𝐽(𝐽 + 1) 

(2.136) 

 

onde  𝐵𝑒 = ℏ2 2𝐼ℎ𝑐⁄ , é a constante rotacional de equilíbrio. 

 

Figura 5: Molécula diatômica vibrando e girando em torno de seu eixo que passa 

pelo centro de massa CM. �⃗⃗� = |�⃗⃗� 𝟏 − �⃗⃗� 𝟐| é a distância entre os dois núcleos de 

massa 𝑴𝟏 e 𝑴𝟐 e 𝑱  é o momento angular associado à rotação perpendicular ao eixo 
internuclear. 
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O acoplamento rovibracional surge quando a molécula está em rotação, mas a 

distância internuclear R − Re  sofre oscilações e essas oscilações dependem da 

função de onda vibracional e do número quântico υ. A constante rotacional leva em 

conta essas oscilações na definição de momento de inércia. Portanto, Be possui uma 

dependência de υ, que pode ser representada como uma perturbação, e expandindo 

em torno de (υ + 1 2⁄ ), temos: 

 

𝐵𝜐 = 𝐵𝑒 − 𝛼𝑒 (𝜐 +
1

2
) + 𝛾𝑒 (𝜐 +

1

2
)
2

+ ⋯ 
(2.137) 

 

em que 𝐵𝜐  é a correção vibracional da constante rotacional, 𝛼𝑒  e 𝛾𝑒  são 

denominadas constantes de acoplamento rovibracionais. 

A energia rovibracional de um determinado nível (υ, J) deve considerar todas as 

contribuições vibracionais (harmônicas e anarmônicas) e rotacionais (rígida e não 

rígida). Obtêm-se: 

 

𝐸𝜐,𝐽 = (𝜐 +
1

2
)𝜔𝑒 − (𝜐 +

1

2
)
2

𝜔𝑒𝜒𝑒 + (𝜐 +
1

2
)

3

𝜔𝑒𝛾𝑒 + ⋯+ 

+ [𝐵𝑒 − 𝛼𝑒 (𝜐 +
1

2
) + 𝛾𝑒 (𝜐 +

1

2
)
2

+ ⋯] 𝐽(𝐽 + 1) + ⋯ 

 

(2.138) 

 

Numa primeira aproximação, as constantes espectroscópicas foram calculadas 

combinando as energias rovibracionais E𝜐,𝐽 obtidas a partir da solução da equação 

de Schrödinger nuclear (Eq.(2.66)) e a Eq.(2.138). Nesta dissertação, as soluções 

da equação de Schrödinger nuclear foram obtidas utilizando o método DVR. Desta 

combinação, podem-se obter equações fechadas para as constantes 

espectroscópicas, como segue: 
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𝜔𝑒 =
1

24
[14(𝐸1,0 − 𝐸0,0) − 93(𝐸2,0 − 𝐸0,0) + 23(𝐸3,0 − 𝐸1,0)]

𝜔𝑒𝑥𝑒 =
1

4
[13(𝐸1,0 − 𝐸0,0) − 11(𝐸2,0 − 𝐸0,0) + 3(𝐸3,0 − 𝐸1,0)]

𝜔𝑒𝑦𝑒 =
1

6
[3(𝐸1,0 − 𝐸0,0) − 3(𝐸2,0 − 𝐸0,0) + 3(𝐸3,0 − 𝐸1,0)]

𝛼𝑒 =
1

8
[−12(𝐸1,1 − 𝐸0,1) + 4(𝐸2,1 − 𝐸0,1) + 4𝜔𝑒 − 23𝑦𝑒]

𝛾𝑒 =
1

8
[−2(𝐸1,1 − 𝐸0,1) + (𝐸2,1 − 𝐸0,1) + 2𝜔𝑒𝑥𝑒 − 9𝜔𝑒𝑦𝑒]

 

 

 

 

(2.139) 

 

As constantes espectroscópicas também podem ser obtidas através do método 

de Dunham, como será apresentado na próxima subseção.  

 

2.5.2 Método de Dunham  

 

A segunda metodologia adotada na obtenção das constantes espectroscópicas 

é o método de Dunham que é baseado em fórmulas derivadas da teoria da 

perturbação [45], no qual o potencial (forma analítica) é expandido em uma série de 

Taylor, em torno da distância de equilíbrio 𝑅𝑒: 

 

𝑉(𝑅) = 𝑉(𝑅𝑒) +
1

2!
(
𝑑2𝑉

𝑑𝑅2
) (𝑅 − 𝑅𝑒)

2 +
1

3!
(
𝑑3𝑉

𝑑𝑅3
) (𝑅 − 𝑅𝑒)

3 + 

+
1

4!
(
𝑑4𝑉

𝑑𝑅4
) (𝑅 − 𝑅𝑒)

4 + 𝐶 

 

(2.140) 

 

Podemos reescrever a Eq. (2.140) de forma mais simples: 

 

𝑉(𝜌) = 𝑉(0) +
1

2
𝑑2𝜌

2 +
1

6
𝑑3𝜌

3 +
1

24
𝑑4𝜌

4 + 𝐶 
(2.141) 

 

onde  𝜌 = 𝑅 − 𝑅𝑒  e 𝑑2 , 𝑑3  e 𝑑4  são as derivadas segunda, terceira e quarta do 

potencial, respectivamente em 𝑅 = 𝑅𝑒. 

 

Dunham demonstrou que as constantes espectroscópicas que multiplicam (𝜐 +
1

2
) na 

Eq. (2.138) podem ser escritas em termos das derivadas do potencial, a partir de 



45 |  
 

uma comparação entre as Eqs. (2.138) e (2.141). A segunda derivada é identificada 

como a mesma expressão para o oscilador harmônico: 

 

𝜈 =
1

2𝜋
√

𝑑2

𝜇
 

(2.142) 

 

Identificando 𝜈  como 𝑐𝜔𝑒  obtêm-se a relação entre a derivada segunda e 

constante espectroscópica: 

 

𝑑2 = 4𝜋2𝜇𝜔𝑒
2𝑐2 (2.143) 

 

A constante 𝛼𝑒 pode ser determinada a partir da derivada terceira do potencial, 

dada por: 

 

𝑑3 = −
3𝑑2

𝑅𝑒
(1 +

𝛼𝑒𝜔𝑒

6𝐵𝑒
2
) 

(2.144) 

 

Sendo que 

 

𝐵𝑒 =
1

4𝜋𝑐𝜇𝑅𝑒
2
 

(2.145) 

 

A constante 𝜔𝑒𝑥𝑒 é obtida a partir da derivada de quarta ordem do potencial, 

dada por: 

 

𝑑4 =
𝑑2

𝑅𝑒
2
[15 (1 +

𝛼𝑒𝜔𝑒

6𝐵𝑒
2
)
2

−
8𝜔𝑒𝜒𝑒

𝐵𝑒
] 

(2.146) 

 

Em termos práticos as derivadas até a quarta ordem são suficientes para a 

obtenção destas constantes. 
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Capítulo 3 

 

3 Resultados e Discussões 

 

Nesta seção apresentaremos os resultados das propriedades dinâmicas do 

sistema molecular Cl2 nos 21 estados eletrônicos estudados. As energias eletrônicas 

calculadas com correções relativísticas foram obtidas em um trabalho publicado por 

L. G. Macedo e W. A. de Jong [10], onde os autores determinaram 46 energias 

eletrônicas em função da configuração nuclear com espaçamento de ~0,19𝑎0
*. A 

partir destas energias testamos duas formas analíticas que melhor descrevessem 

cada estado eletrônico, que foram a funções qBO (Eq.(2.33)) e Rydberg (Eq.(2.35)). 

Com estas formas analíticas, as mesmas foram inseridas na equação de 

Schrödinger nuclear (Eq.(2.66)) e as soluções foram obtidas através do método 

DVR, utilizando como funções primitivas as autofunções de uma partícula em uma 

caixa, dadas pela Eq.(2.106), aplicando quadraturas gaussianas igualmente 

espaçadas. Depois disso, esta discretização das variáveis de coordenada foi 

utilizada para construção da matriz energia potencial. Os elementos da matriz 

energia cinética foram obtidos analiticamente através das Eqs.(2.120) e (2.121).  

Através deste tratamento as soluções da equação de Schrödinger nuclear foram 

inseridas na Eq.(2.139) e as constantes espectroscópicas rovibracionais foram 

determinadas bem como o espectro rovibracional. 

Alternativamente, foi possível determinar estas constantes espectroscópicas 

rovibracionais tomando as derivadas segunda, terceira e quarta das funções qBO e 

Rydberg nas posições de equilíbrio e aplicando-as nas Eqs (2.143), (2.144) e 

(2.146).    

 Os resultados serão apresentados em subseções diferentes em grupos de 

estados eletrônicos onde estão dispostos os parâmetros ajustados, suas CEPs, as 

constantes espectroscópicas rovibracionais obtidas pelas duas metodologias 

adotadas e finalmente o espectro puramente vibracional (𝐽 = 0) e rovibracional (𝐽 ≠

0).  

                                                           
*𝑎0 = 0,53 × 10−10𝑚  (raio de Bohr) 
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3.1 Estados Eletrônicos 𝐗: (𝟏)𝟎𝐠
+ , 𝐀′: (𝟏)𝟐𝐮 , 𝐀: (𝟏)𝟏𝐮 , 

𝐁′: (𝟏)𝟎𝐮
− e 𝐁: (𝟏)𝟎𝐮

+ 

 

Os ajustes das CEPs do estado fundamental (X: (1)0g
+) e dos quatro primeiros 

estados excitados ( A′: (1)2u , A: (1)1u , B′: (1)0u
−  e B: (1)0u

+ ) foram executados 

utilizando a forma analítica qBO de grau 10 mantendo a distância de equilíbrio Re 

fixa para cada uma das curvas ab initio.  Estes ajustes são importantes, pois estes 

estados eletrônicos relativísticos foram amplamente estudados tanto no âmbito 

experimental quanto teórico com vários resultados disponíveis na literatura. Desta 

forma, o estudo destes estados eletrônicos serve para avaliarmos a qualidade dos 

nossos resultados. 

Os parâmetros otimizados da função qBO que geram as melhores constantes 

espectroscópicas rovibracionais para cada um destes estados eletrônicos são 

mostrados na Tabela 1: 

 

Tabela 1: Parâmetros otimizados da CEP qBO para o sistema Cl2 nos estados 

eletrônicos 𝑿: (𝟏)𝟎𝒈
+, 𝑨′: (𝟏)𝟐𝒖, 𝑩′: (𝟏)𝟎𝒖

− e 𝑩: (𝟏)𝟎𝒖
+. 

[𝑐𝑗] (hartree) X: (1)0𝑔
+ A′: (1)2𝑢 𝐴: (1)1𝑢 𝐵′: (1)0𝑢

− 𝐵: (1)0𝑢
+ 

𝑐1 0,00552 0,01473 0,02484 0,01938 0,02754 

𝑐2 -0,33159 -0,11016 -0,11325 -0,10496 -0,13303 

𝑐3 0,26640 0,25978 0,19732 0,20517 0,24099 

𝑐4 -0,01584 -0,08206 -0,03015 -0,03154 -0,03415 

𝑐5 -0,00948 -0,43750 -0,36394 -0,38544 -0,44695 

𝑐6 -0,01311 0,34131 0,28472 0,29745 0,34156 

𝑐7 -0,00207 0,15918 0,12939 0,13695 0,15590 

𝑐8 0,00634 -0,24486 -0,22581 -0,23890 -0,26725 

𝑐9 0,00448 0,11278 0,10990 0,11706 0,13205 

𝑐10 -0,00288 -0,02753 -0,02441 -0,02573 -0,03026 

𝛽 (bohr−1) 0,65289 0,31148 0,35815 0,35096 0,31109 

𝑅𝑒 (bohr) 3,73800 4,63821 4,64919 4,66978 4,65965 

𝑞 0,80933 2,07271 1,36456 1,40784 1,58657 

 

 

 Os ajustes destes parâmetros foram realizados usando um procedimento 

híbrido entre um método de otimização global conhecido como Generalized 

Simulated Annealing (GSA) e os métodos gradiente simplex e Levenberg-Marquardt. 
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Os resultados relacionados ao desvio máximo (mínimo) e o erro 𝜒2  entre as 

energias ab initio e as energias ajustadas foram: 1,21 × 10−3 (1,30 × 10−5) e 1,19 ×

10−5 , 8,28 × 10−4 (2,52 × 10−5)  e 1,12 × 10−5 , 5,47 × 10−4 (7,88 × 10−5)  e 3,31 ×

10−6 , 2,48 × 10−4 (1,31 × 10−6)  e 2,44 × 10−7 e 1,46 × 10−4 (4,16 × 10−7)  e 6,86 ×

10−8  hartree para os estados eletrônicos X: (1)0g
+ , A′: (1)2u , A: (1)1u , B′: (1)0u

−  e 

B: (1)0u
+, respectivamente.  

A função qBO obteve êxito na descrição da curva de energia potencial para 

estes estados eletrônicos inferiores, pois os desvios estão abaixo do erro químico 

aceitável (abaixo de 1 kcal/mol ~ 0,0016 hartree) e podemos atribuir parte deste 

êxito à flexibilidade da função q-exponencial com a inserção do parâmetro q nos 

ajustes. Esta função é mais deslocalizada do que a função exponencial 

convencional, se q>1, o decaimento da função q-exponencial é mais lento do que 

para a função exponencial convencional. Se q<1, o decaimento é mais rápido, indo à 

zero em 1/1-q. No limite q→1, a função Bond Order generalizada é equivalente à 

função BO usual. 

Nas Figuras 5, 6, 7, 8 e 9 podem ser constatados visualmente a boa reprodução 

das CEPs ab initio e a função qBO de grau 10 descrevendo com excelente 

qualidade todas as zonas harmônicas e anarmônicas (assintótica, atrativa e 

repulsiva). 

 

 

Figura 6: CEP do estado eletrônico fundamental 𝑿: (𝟏)𝟎𝒈
+ e Erro ponto a ponto entre 

CEPs  ab initio e qBO de grau 10. 
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Figura 7: CEP do estado eletrônico excitado 𝐴′: (1)2𝑢 e Erro ponto a ponto entre 
CEPs ab initio e qBO de grau 10. 
 

 

 

Figura 8: CEP do estado eletrônico excitado 𝑨: (𝟏)𝟏𝒖 e Erro ponto a ponto entre 
CEPs  ab initio e qBO de grau 10. 
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Figura 9: CEP do estado eletrônico excitado 𝑩′: (𝟏)𝟎𝒖
− e Erro ponto a ponto entre 

CEPs  ab initio e qBO de grau 10. 

 

 

Figura 10: CEP do estado eletrônico excitado 𝑩: (𝟏)𝟎𝒖
+ e Erro ponto a ponto entre 

CEPs  ab initio e qBO de grau 10. 

 

As constantes espectroscópicas rovibracionais obtidas através das soluções 

da Equação de Schrödinger nuclear via Eq.(2.139) e através do método de Dunham 

são apresentadas nas Tabelas 2 e 3, respectivamente. Para calcular estas 

constantes utilizou-se dois valores distintos da massa reduzida 𝜇 do Cl2, que são 

17,73u (35Cl2) [46] e 17,48942u (37Cl2) [44]. 
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Nas Tabelas 2 e 3 observa-se que os valores obtidos de ωe, ωexe e Be para 

cada estado eletrônico concordam bem com os valores experimentais [44-54]. Esta 

excelente concordância é particularmente notável para o estado eletrônico 

fundamental X: (1)0g
+, onde o desvio entre as constantes ωe[ωexe] calculadas neste 

trabalho e os apresentados na ref. [48] é nulo (0,00[0,00] cm-1) quando calculados 

via método de Dunham e abaixo de 0,48(0,00) cm-1 quando calculados através do 

método DVR, ambos utilizando a massa reduzida de 𝜇 = 17,74u. Para o mesmo 

estado utilizando a massa reduzida de 𝜇 = 17,48922u , o desvio nas constantes 

ωe(ωexe)[𝛼𝑒] entre os calculados neste trabalho e os obtidos na ref. [44] é abaixo de 

1,35(0,02)[0,054] cm-1, utilizando o método de Dunham, e 0,87(0,01)[0,06] cm-1 

utilizando o método DVR.  

Tabela 2: Constantes espectroscópicas rovibracionais (em cm-1) nos estados 

eletrônicos 𝑿: (𝟏)𝟎𝒈
+, 𝑨′: (𝟏)𝟐𝒖, 𝑨: (𝟏)𝟏𝒖, 𝑩′: (𝟏)𝟎𝒖

− e 𝑩: (𝟏)𝟎𝒖
+ calculados via método 

DVR. Valores obtidos utilizando a massa reduzida da ref. [46] e em colchetes foram 
obtidos utilizando a massa reduzida da ref. [44]. 

Estado  𝜔𝑒 𝜔𝑒𝑥𝑒 𝜔𝑒𝑦𝑒 𝛼𝑒 × 10−3 −𝑦𝑒 × 10−6 

X: (1)0𝑔
+ Este trab. 560,19 

[564,03] 
2,70 
[2,73] 

-1,20 [-1,10] 1,61 [1,64] 1,91 [2,02] 

Exp. [44] 564,9 2,72  1,7  

Exp. [47] 559,72 2,72    

Exp. [48] 559,71 2,70    

Exp. [49] 563 2,86    

Teór. [10] 549,7 2,78    

Teór. [50] 549 2.98    

A′: (1)2𝑢 Este trab. 254,99 
[256,74] 

5,53 
[5,61] 

1,21 [1,24] 2,69 [2,74] 3,77 [3,87] 

Exp. [51] 258 5,46    

Teór. [10] 244 4.21    

𝐴: (1)1𝑢 Este trab. 255,97 
[257,73] 

5,39 
[5,47] 

-1,65 [-1,68] 2,44 [2,49] 54,62 
[56,19] 

Exp. [52] 265 5,14    

Exp. [53] 256 5,10    

Teór. [10] 241 4,35    

Teór. [50] 237,5 5,76    

Teór. [47] 265 5,86    

𝐵′: (1)0𝑢
− Este trab. 251,10 

[252,82] 
5,68 
[5,75] 

-2,53 [-2,58] 2,59 [2,64] 65,55 
[67,39] 

Exp. [54] 253 5.76    

Teór. [10] 238 4,55    

𝐵: (1)0𝑢
+ Este trab. 249,91 

[261,69] 
4,72 
[4,78] 

-0,24 [-0,25] 2,39 [2,45] 36,31 
[37,35] 

Exp. [47] 255,38 4.59    

Teór. [10] 243 4,14    

Teór. [50] 240 5,26    

Teór. [47] 259 4,60    
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Tabela 3: Constantes espectroscópicas rovibracionais (em cm-1) nos estados 

eletrônicos 𝑿: (𝟏)𝟎𝒈
+, 𝑨′: (𝟏)𝟐𝒖, 𝑨: (𝟏)𝟏𝒖, 𝑩′: (𝟏)𝟎𝒖

− e 𝑩: (𝟏)𝟎𝒖
+ calculados via método 

de Dunham. Valores obtidos utilizando a massa reduzida da ref. [46] e em colchetes 
foram obtidos utilizando a massa reduzida da ref. [44]. 

Estado  𝜔𝑒 𝜔𝑒𝑥𝑒 𝐵𝑒 𝛼𝑒 × 10−3 

X: (1)0𝑔
+ Este trab. 559,71 

[563,55] 
2,70 [2,74] 0,243 [0,246] 1,613 [1,646] 

Exp. [44] 564,9 2,72 0,244 1,7 

Exp. [47] 559,72 2,72   

Exp. [48] 559,71 2,70 0,243  

Exp. [49]   0,244  

Teór. [10] 563 2,86 0,244  

Teór. [50] 549,7 2.78   

Teór. [47] 549 2,98   

A′: (1)2𝑢 Este trab. 258,00 
[259,77] 

5,46 [5,53] 0,158 [0,160] 2,647 [2,702] 

Exp. [51] 258 5,46 0,163  

Teór. [10] 244 4.21 0,158  

𝐴: (1)1𝑢 Este trab. 264,00 
[266,81] 

5,14 [5,21] 0,157 [0,159] 2,314 [2,362] 

Exp. [52] 265 5,14   

Exp. [53] 256 5,10   

Teór. [10] 241 4,35 0,157  

Teór. [50] 237,5 5,76   

Teór. [47] 265 5,86   

𝐵′: (1)0𝑢
− Este trab. 251,28 

[253,00] 
5,68 [5,76] 0,156 [0,158] 2,602 [2,656] 

Exp. [54] 253 5.76 0,163  

Teór. [10] 238 4,55 0,157  

𝐵: (1)0𝑢
+ Este trab. 253,64 

[255,38] 
4,53 [4,59] 0,156 [0,158] 2,317 [2,365] 

Exp. [47] 255,38 4.59   

Exp. [49]   0,162  

Teór. [10] 243 4,14 0,157  

Teór. [50] 240 5,26   

Teór. [47] 259 4,60   

 

Para estes estados eletrônicos o método de Dunham apresentou resultados 

próximos aos obtidos pelo método DVR para as constantes espectroscópicas ωe, 

ωexe e αe. Contudo, o método de Dunham apresentou resultados mais próximos aos 

resultados experimentais, quando comparados aos resultados obtidos pelo método 

DVR. Deve-se ressaltar que embora tenham sido utilizadas as mesmas energias ab 

initio determinadas por Macedo e de Jong [10] os resultados apresentados nas 

Tabelas 2 e 3 estão em melhor concordância com os resultados apresentados na 

literatura.  
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Na Tabela 4 está listado um conjunto de energias rovibracionais obtidas 

através das soluções da equação de Schrödinger nuclear Eq.(2.139) com o número 

quântico vibracional  (𝜐) variando de 0 a 5, e 𝐽 entre 0 e 1. Estas energias também 

foram determinadas utilizando dois valores distintos de massa reduzida do Cl2 

obtidas das refs. [46] e [44], respectivamente. 

Observa-se na Tabela 4 que a diferença entre as energias rovibracionais (𝐽 =

1) e vibracionais (𝐽 = 0) é pequena, da ordem de 1 cm-1, e deve-se à contribuição 

rotacional ao movimento da molécula. Esta pequena diferença é esperada, pois os 

movimentos de rotação estão na faixa de micro-ondas e as vibrações no 

infravermelho de tal forma que para cada rotação a ligação química oscila cerca de 

100 vezes. O espaçamento entre os níveis vibracionais vai diminuindo com o 

aumento de 𝜐 até que se torna desprezível (contínuo) para valores muito altos de 𝜐, 

como é esperado já que as energias aproximam-se cada vez mais da dissociação do 

Cl2. 

 Para os estados eletrônicos mais baixos discutidos nesta subseção a 

diferença entre as energias rovibracionais obtidas utilizando a massa reduzida das 

refs. [46] e [44] são relativamente grandes. Por exemplo, a diferença de energia no 

estado 𝐸0,0 é aproximadamente 1,91cm-1, enquanto que para o estado 𝐸5,0 é cerca 

de 19,96cm-1. 

Os resultados apresentados e discutidos nesta seção para o estado 

fundamental (X: (1)0g
+) e os quatro primeiros estados excitados (A′: (1)2u , A: (1)1u, 

B′: (1)0u
−  e B: (1)0u

+ )  foram publicados no periódico de circulação internacional  

Journal of Molecular Modeling (JMM) e uma cópia encontra-se no apêndice B. 
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Tabela 4: Energias rovibracionais da molécula Cl2 (em cm-1) nos estados eletrônicos  

𝑿: (𝟏)𝟎𝒈
+, 𝑨′: (𝟏)𝟐𝒖, 𝑨: (𝟏)𝟏𝒖,𝑩′: (𝟏)𝟎𝒖

−, e𝑩: (𝟏)𝟎𝒖
+. Valores obtidos utilizando a massa 

reduzida da ref. [46] e em colchetes foram obtidos utilizando a massa reduzida da 
ref. [44]. 

𝜐 𝐽 X: (1)0𝑔
+ A′: (1)2u A: (1)1u B′: (1)0u

− B: (1)0u
+ 

0  

 

 

 

 

0 

279,50 

[281,41] 

125,77 

[126,62] 

124,29 

[124,12] 

123,88 

[124,72] 

122,85 

[123,68] 

1 834,26 

[839,94] 

369,73 

[372,18] 

369,42 

[371,88] 

363,54 

[365,94] 

363,37 

[365,79] 

2 1383,53 

[1392,89] 

602,72 

[606,62] 

603,62 

[607,53] 

591,62 

[595,43] 

594,44 

[598,31] 

3 1927,23 

[1940,21] 

824,83 

[830,02] 

826,78 

[831,99] 

807,97 

[813,02] 

816,03 

[821,03] 

4 2465,31 

[2481,81] 

1036,12 

[1042,47] 

1038,79 

[1045,15] 

1012,42 

[1018,54] 

1028,13 

[1034,52] 

5 2997,68 

[3017,64] 

1236,67 

[1244,02] 

1239,56 

[1246,90] 

1204,80 

[1211,80] 

1230,72 

[1238,17] 

0  

 

 

 

 

1 

279,99 

[281,91] 

126,08 

[126,94] 

124,60 

[125,46] 

124,19 

[125,03] 

123,15 

[124,00] 

1 834,74 

[840,43] 

370,03 

[372,49] 

369,73 

[372,19] 

363,85 

[366,25] 

363,68 

[366,10] 

2 1384,01 

[1393,38] 

603,02 

[606,92] 

603,92 

[607,84] 

591,92 

[595,73] 

594,74 

[598,62] 

3 1927,71 

[1940,69] 

825,15 

[830,32] 

827,07 

[832,29] 

808,27 

[813,31] 

816,32 

[821,52] 

4 2465,78 

[2482,29] 

1036,41 

[1042,76] 

1039,08 

[1045,44] 

1012,71 

[1018,83] 

1028,42 

[1034,81] 

5 2998,15 

[3018,12] 

1236,96 

[1244,31] 

1239,84 

[1247,19] 

1205,07 

[1212,09] 

1231,01 

[1238,46] 

 

3.2 Estados Eletrônicos 𝑩′′: (𝟐)𝟏𝒖 , (𝟏)𝟐𝒈 , 𝒂: (𝟏)𝟏𝒈  e 

𝒂′: (𝟐)𝟎𝒈
+  
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Os demais estados eletrônicos excitados estudados, diferentemente dos cinco 

primeiros estados, não possuem dados experimentais que forneçam uma base de 

comparação com os resultados calculados neste trabalho. Assim, para os estados 

eletrônicos 𝐵′′: (2)1𝑢 , (1)2𝑔 , 𝑎: (1)1𝑔  e 𝑎′: (2)0𝑔
+ , as constantes espectroscópicas 

rovibracionais só podem ser confrontadas com as mesmas constantes determinadas 

por Macedo e de Jong [10]. 

A função analítica qBO obteve resultados satisfatórios para os cinco primeiros 

estados eletrônicos. Contudo, para os estados eletrônicos superiores aos 

apresentados na Tabela 1, a qBO não descreveu de maneira tão precisa as 

propriedades dinâmicas do sistema Cl2 como  para os estados inferiores. Uma das 

razões para esta dificuldade encontrada pela função qBO deve-se ao fato de que, a 

partir do sexto estado excitado, a energia de dissociação 𝐷𝑒  diminui 

demasiadamente quando comparados com os estados apresentados na Tabela 1. A 

profundidade do poço de potencial torna-se muito “raso” e isto faz com que o método 

DVR não obtenha soluções precisas, não conseguindo encontrar os níveis 

vibracionais e rotacionais, o que acaba refletindo em constantes espectroscópicas 

diferentes das apresentadas na ref. [10]. Embora não existam na literatura dados 

experimentais fornecendo uma referência de comparação para os resultados 

obtidos, ainda assim, baseado no sucesso da metodologia utilizada neste trabalho 

para os estados eletrônicos estudados experimentalmente, conclui-se que para os 

estados eletrônicos superiores esta qualidade também seja alcançada, mesmo sem 

nenhuma informação experimental disponível na literatura.  

Por estas razões, foi testada outra função analítica para ajustar a CEP ab 

initio para os estados eletrônicos superiores que foi a função Rydberg. A função 

Rydberg trouxe melhores resultados do quinto estado eletrônico excitado em diante, 

pois com esta função a energia de dissociação pôde ser inserida “ad hoc” para 

descrever o poço de potencial. Com a função Rydberg as constantes 

espectroscópicas obtidas concordavam melhor com as obtidas por Macedo e de 

Jong.  Os parâmetros otimizados da função Rydberg foram obtidos através do 

método de Powell e são apresentados na Tabela 5. 

A função analítica de Rydberg obteve êxito na descrição das CEPs para estes 

estados eletrônicos inferiores, pois os desvios estão abaixo do erro químico 

aceitável (abaixo de 1 kcal/mol ~ 0,0016 hartree). 
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Os resultados relacionados ao desvio máximo (mínimo) e o erro 𝜒2  entre as 

energias ab initio e as energias ajustadas foram: 1,34 × 10−5 (1,82 × 10−5) e 1,32 ×

10−9 , 4,38 × 10−6 (1,72 × 10−5)  e 3,23 × 10−8 , 5,47 × 10−4 (7,88 × 10−5)  e 7,21 ×

10−9 , 9,58 × 10−6 (1,16 × 10−6) e 2,12 × 10−10  hartree para os estados eletrônicos 

𝐵′′: (2)1𝑢, (1)2𝑔, 𝑎: (1)1𝑔 e 𝑎′: (2)0𝑔
+, respectivamente.  

 

Tabela 5: Parâmetros otimizados da CEP Rydberg para o sistema Cl2 nos estados 

eletrônicos 𝑩′′: (𝟐)𝟏𝒖, (𝟏)𝟐𝒈, 𝒂: (𝟏)𝟏𝒈 e 𝒂′: (𝟐)𝟎𝒈
+.    

[𝑐𝑗] (hartree) 𝐵′′: (2)1𝑢 (1)2𝑔 𝑎: (1)1𝑔 𝑎′: (2)0𝑔
+ 

𝑐1 1,77174 0,97897 1,15757 1,09542 

𝑐2 -0,15153 0,11141 0,77253 0,09144 

𝑐3 0,96879 -0,02376 0,34234 0,15623 

𝑐4 0,28181 -0,08695 -0,07263 0,04583 

𝑐5 -0,32572 0,07458 -0,00713 -0,02639 

𝑐6 0,19313 -0,00884 0,04613 0,00966 

𝑐7 -0,00204 -0,00351 -0,01098 -0,00051 

𝑐8 -0,00209 0,00065 -0,00003 0,00022 

𝑐9 0,006788 0,00006 0,00028 -0,00002 

𝑐10 -0,00063 -0,00001 -0,00001 -0,000007 

𝑅𝑒 (bohr) 5,44430 6,80301 6,57058 7,74788 

𝐷𝑒(hartree) 0,00110 0,00073 0,00110 0,00037 
 

Nas Figuras 10, 11, 12, e 13 podem ser constatados visualmente a boa 

reprodução das CEPs ab initio e a função Rydberg de grau 10 descrevendo com 

excelente qualidade todas as zonas harmônicas e anarmônicas (assintótica, atrativa 

e repulsiva). 
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Figura 11: CEP do estado eletrônico excitado 𝑩′′: (𝟐)𝟏𝒖,e Erro ponto a ponto entre 
as CEPs  ab initio e Rydberg de grau 10. 

 

 

 
 

 
Figura 12: CEP do estado eletrônico excitado (𝟏)𝟐𝒈 e Erro ponto a ponto entre as 

CEPs  ab initio e Rydberg de grau 10. 
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Figura 13: CEP do estado eletrônico excitado 𝒂: (𝟏)𝟏𝒈 e Erro ponto a ponto entre as 

CEPs ab initio e Rydberg de grau 10. 

 
Figura 14: CEP do estado eletrônico excitado 𝒂′: (𝟐)𝟎𝒈

+ e Erro ponto a ponto entre as 

CEPs ab initio e Rydberg de grau 10. 

 

As constantes espectroscópicas rovibracionais obtidas através das soluções da 

Equação de Schrödinger nuclear, via Eq.(2.139), e através do método de Dunham 

são apresentadas nas Tabelas 6 e 7, respectivamente. Assim como para todos os 

estados eletrônicos estas constantes foram determinadas utilizando dois valores 

distintos da massa reduzida 𝜇 do Cl2, que são 17,73u (35Cl2) [46] e 17,48942u (37Cl2) 

[44]. 
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Tabela 6: Constantes espectroscópicas rovibracionais (em cm-1) nos estados 

eletrônicos 𝑩′′: (𝟐)𝟏𝒖 , (𝟏)𝟐𝒈 , 𝒂: (𝟏)𝟏𝒈  e 𝒂′: (𝟐)𝟎𝒈
+  calculados via método DVR. 

Valores obtidos utilizando a massa reduzida da ref. [46] e em colchetes foram 
obtidos utilizando a massa reduzida da ref. [44]. 

Estado  𝜔𝑒 𝜔𝑒𝑥𝑒 𝜔𝑒𝑦𝑒 𝛼𝑒 × 10−3 −𝑦𝑒 × 10−6 

𝐵′′: (2)1𝑢 Este trab. 78,97  
[79,46] 

14,50 
[14,87] 

1,46  
[1,48] 

13,16 
[13,27] 

49,61 
[53,16] 

Teór. [10] 84 9,06    

(1)2𝑔 Este trab. 28,63  
[28,84] 

-0,016  
[-0,015] 

-0,25  
[-0,26] 

2,82  
[2.88] 

540,98 
[542,38] 

Teór. [10] 31 -0,17    

𝑎: (1)1𝑔 Este trab. 38,98  
[39,25] 

0,58 
[0,59] 

-0,15  
[-0,15] 

4,02 
 [4,10] 

46,30 
[49,39] 

Teór. [10] 42 2,23    

𝑎′: (2)0𝑔
+ Este trab. 26,37  

[26,61] 
5,64 
[5,75] 

0,70 
 [0,72] 

6,94  
[7,16] 

335,30 
[378,64] 

Teór. [10] 48 7,20    

 

Tabela 7: Constantes espectroscópicas rovibracionais (em cm-1) nos estados 

eletrônicos 𝑩′′: (𝟐)𝟏𝒖, (𝟏)𝟐𝒈, 𝒂: (𝟏)𝟏𝒈 e 𝒂′: (𝟐)𝟎𝒈
+ calculados via método de Dunham. 

Valores obtidos utilizando a massa reduzida da ref. [46] e em colchetes foram 
obtidos utilizando a massa reduzida da ref. [44]. 

Estado  𝜔𝑒 𝜔𝑒𝑥𝑒 𝐵𝑒 𝛼𝑒 × 10−3 

𝐵′′: (2)1𝑢 Este trab. 75,20 [75,71] 11,94 
[12,11] 

0,114 [0,116] 9,19  
[11,45] 

Teór. [10] 84 9,06 0,116  

(1)2𝑔 Este trab. 28,38 [28,59] -0,21 [-0,21] 0,073 [0,074] 2,65 [9,38] 

Teór. [10] 31 -0,17 0,073  

𝑎: (1)1𝑔 Este trab. 39,25 [39,52] 0,73 [0,74] 0,079 [0,080] 4,74 [4,84] 

Teór. [10] 42 2,23 0,080  

𝑎′: (2)0𝑔
+ Este trab. 23,60 [23,76] 3,50 [3,55] 0,056 [0,057] 5,31 [5,42] 

Teór. [10] 48 7,20 0,062  

 

As constantes espectroscópicas apresentadas nas Tabelas 6 e 7, como já 

mencionado, não foram estudadas experimentalmente como nos estados eletrônicos 

inferiores, ainda assim podemos observar boa concordância com os resultados 

obtidos na ref. [10] para quase todos os estados eletrônicos. As maiores [menores] 

diferenças da constante vibracional ωe  são de 21,39[2,16] cm-1 com a massa 

reduzida de μ = 17,48942u através do método DVR e 24,94[2,41] cm-1 com a massa 

reduzida de  μ = 17,48942u através do método de Dunham. Para a constante ωe𝑥𝑒 a 

diferença máxima [mínima] entre os resultados obtidos nestes e trabalho e os da ref. 

[11] são de 5,81[0,155] com a massa reduzida de μ = 17,48942u através do método 
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DVR e 3,65[0,04]cm-1 com a massa reduzida de  μ = 17,48942u através do método 

de Dunham.  

Chama-se a atenção para o estado eletrônico relativístico 𝑎′: (2)0𝑔
+  onde os 

resultados obtidos apresentaram as maiores diferenças para 𝜔𝑒  e 𝜔𝑒𝑥𝑒 . Esta 

diferença pode ser atribuída às diferentes distâncias de equilíbrio 𝑅𝑒  utilizadas na 

determinação destas constantes espectroscópicas, onde os resultados deste 

trabalho utilizaram 𝑅𝑒 = 7,74788𝑎0 , enquanto que os resultados obtidos por [10] 

utilizaram 𝑅𝑒 = 7,43040𝑎0. As energias ab initio determinadas por Macedo e de Jong 

não condiziam com este valor de 𝑅𝑒  e sim com o utilizado no método DVR e 

Dunham. 

Os níveis de energia rovibracionais calculados através do método DVR para os 

estados eletrônicos 𝐵′′: (2)1𝑢, (1)2𝑔, 𝑎: (1)1𝑔 e 𝑎′: (2)0𝑔
+ encontram-se na Tabela 8. 

Tabela 8: Energias rovibracionais da molécula Cl2 (em cm-1) nos estados eletrônicos 

𝑩′′: (𝟐)𝟏𝒖, (𝟏)𝟐𝒈, 𝒂: (𝟏)𝟏𝒈 e 𝒂′: (𝟐)𝟎𝒈
+. Valores obtidos utilizando a massa reduzida 

da ref. [46] e em colchetes foram obtidos utilizando a massa reduzida da ref. [44]. 

𝜐 𝐽 𝐵′′: (2)1𝑢 (1)2𝑔 𝑎: (1)1𝑔 𝑎′: (2)0𝑔
+ 

0  

 

 

 

0 

35,38 [36,61] 14,48 [14,58] 19,83 [19,97] 10,97 [11,05] 

1 89,69 [90,17] 42,33 [42,62] 57,16 [57,54] 28,37 [28,52] 

2 127,73 [128,32] 67,95 [68,37] 91,96 [92,54] 40,81 [41,01] 

3 158,27 [158,97] 89,81 [90,29] 123,32 

[124,04] 

52,49 [52,84] 

4 185,44 [186,25] 107,26 

[107,75] 

150,62 

[151,41] 

67,51 [68,07] 

5 209,97 [210,87] 121,53 

[122,07] 

173,68 

[174,48] 

86,00 [86,82] 

0  

 

 

 

1 

35,59 [35,83] 14,62 [14,73] 19,98 [20,12] 11,08 [11,16] 

1 89,87 [90,36] 42,47 [42,76] 57,31 [57,69] 28,46 [28,62] 

2 127,91 [128,90] 68,07 [68,50] 92,10 [92,68] 40,89 [41,09] 

3 158,42 [159,13] 89,93 [90,41] 123,45 

[124,17] 

52,58 [52,92] 

4 185,58 [186,40] 107,36 

[107,85] 

150,74 

[151,53] 

67,59 [68,16] 

5 210,11 [211,00] 121,62 

[122,16] 

173,78 

[174,59] 

86,09 [86,91] 
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Observa-se que as energias rovibracionais, se comparados aos valores obtidos 

no estado fundamental, são da ordem de 102 a 103 cm-1 menores. Como o poço de 

potencial (𝐷𝑒 ) é menos profundo da ordem de 102 a 103 hartree menor, estes 

resultados já eram esperados. Mais uma vez, espaçamento entre os níveis 

vibracionais vão diminuindo com o aumento de 𝜐 até o contínuo para valores muito 

altos de 𝜐, como é esperado já que as energias aproximam-se cada vez mais da 

dissociação do Cl2. 

 

3.3 Estados Eletrônicos (𝟏)𝟎𝒈
−, (𝟐)𝟏𝒈, (𝟑)𝟏𝒖 e (𝟑)𝟎𝒈

+ 

 

Macedo e de Jong determinaram as energias eletrônicas ab initio para o estado 

eletrônico fundamental e 22 estados eletrônicos excitados. Porém nesta dissertação 

foram estudados 21 estados eletrônicos do sistema molecular Cl2. Dois estados 

eletrônicos estudados por Macedo e de Jong, sendo um deles o estado eletrônico 

(2)0u
− apresentavam um poço de profundidade nula (De = 0,00ℎ𝑎𝑟𝑡𝑟𝑒𝑒) o que indica 

que a molécula não se encontra em um estado ligado, impossibilitando todo o 

tratamento aplicado aos demais estados eletrônicos. Por esta razão o estado (2)0u
− 

não será discutido. 

Como discutido anteriormente para os estados eletrônicos (1)0𝑔
−, (2)1𝑔, (3)1𝑢 e 

(3)0𝑔
+  as curvas de energia potencial foram ajustadas através do polinômio em 

coordenadas física Rydberg de grau 10 e seus parâmetros otimizados através do 

método de Powell. Os parâmetros otimizados da função de Rydberg são 

apresentados na Tabela 9. 

Os resultados relacionados ao desvio máximo (mínimo) e o erro 𝜒2  entre as 

energias ab initio e as energias ajustadas foram: 2,39 × 10−5 (1,64 × 10−6) e 1,76 ×

10−9 , 8,28 × 10−4 (2,52 × 10−5)  e 1,12 × 10−5 , 5,47 × 10−4 (7,88 × 10−5)  e 3,31 ×

10−6, 2,48 × 10−4 (1,31 × 10−6) e 2,44 × 10−7  hartree para os estados relativísticos 

(1)0𝑔
−, (2)1𝑔, (3)1𝑢 e (3)0𝑔

+, respectivamente.  

A função analítica de Rydberg obteve êxito na descrição da curva de energia 

potencial para estes estados eletrônicos inferiores, pois os desvios estão abaixo do 

erro químico aceitável (abaixo de 1 kcal/mol ~ 0,0016 hartree). 
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Tabela 9: Parâmetros otimizados da CEP Rydberg para o sistema Cl2 nos estados 

eletrônicos (𝟏)𝟎𝒈
−, (𝟐)𝟏𝒈, (𝟑)𝟏𝒖 e (𝟑)𝟎𝒈

+ 

[𝑐𝑗] (hartree) (1)0𝑔
− (2)1𝑔 (3)1𝑢 (3)0𝑔

+ 

𝑐1 1,19255 1,04954 1,09218 2,38241 

𝑐2 -0,07513 -0,11961 0,07656 -0,04132 

𝑐3 0,24484 0,28688 0,56283 -1,11994 

𝑐4 -0,08032 -0,08366 0,03297 1,81403 

𝑐5 0,00919 -0,02451 -0,28141 2,54105 

𝑐6 0,00065 0,00947 0,08633 -3,22246 

𝑐7 0,00042 0,00322 0,01330 0,93997 

𝑐8 -0,00011 -0,00137 0,00134 0,16509 

𝑐9 -0,000008 0,00011 -0,00423 -0,11420 

𝑐10 0,000002 0,00002 0,00061 0,01455 

𝑅𝑒 (bohr) 6,30601 6,32113 7,24521 6,23609 

𝐷𝑒(hartree) 0,00110 0,00147 0,00037 0,00110 
 

Nas Figuras 14, 15, 16, e 17 podem ser constatados visualmente a boa 

reprodução das CEPs ab initio e a função Rydberg de grau 10 descrevendo com 

excelente qualidade todas as zonas harmônicas e anarmônicas (assintótica, atrativa 

e repulsiva). 

 

 

 
Figura 15: CEP do estado eletrônico excitado (𝟏)𝟎𝒈

− e Erro ponto a ponto entre as 

CEPs  ab initio e Rydberg de grau 10. 
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Figura 16: CEP do estado eletrônico excitado (𝟐)𝟏𝒈 e Erro ponto a ponto entre as 

CEPs  ab initio e Rydberg de grau 10. 

 

 
Figura 17: CEP do estado eletrônico excitado (𝟑)𝟏𝒖  e Erro ponto a ponto entre as 
CEPs ab initio e Rydberg de grau 10. 
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Figura 18: CEP do estado eletrônico excitado (𝟑)𝟎𝒈

+ e Erro ponto a ponto entre as 

CEPs  ab initio e Rydberg de grau 10. 

 

As constantes espectroscópicas rovibracionais obtidas através das soluções da 

Equação de Schrödinger nuclear via Eq.(2.139) e através do método de Dunham 

são apresentadas nas Tabelas 10 e 11, respectivamente. Estas constantes foram 

determinadas utilizando dois valores distintos da massa reduzida 𝜇 do Cl2, que são 

17,73u (35Cl2) [46] e 17,48942u (37Cl2) [44]. 

 

Tabela 10: Constantes espectroscópicas rovibracionais (em cm-1) nos estados 

eletrônicos (𝟏)𝟎𝒈
−, (𝟐)𝟏𝒈, (𝟑)𝟏𝒖 e (𝟑)𝟎𝒈

+ calculados via método DVR. Valores obtidos 

utilizando a massa reduzida da ref. [46] e em colchetes foram obtidos utilizando a 
massa reduzida da ref. [44]. 

Estado  𝜔𝑒 𝜔𝑒𝑥𝑒 𝜔𝑒𝑦𝑒 𝛼𝑒 × 10−3 −𝑦𝑒 × 10−6 

(1)0𝑔
− Este trab. 50,46 [50,80] 3,55 

[3,59] 
0,13 [0,13] 5.44 [5.55] 57,86 

[59,27] 

Teór. [10] 47 5,67    

(2)1𝑔 Este trab. 53,38 [53,72] 3,64 
[3,68] 

0,22 [0,23] 5,43 [5,55] 271,25 
[273,66] 

Teór. [10] 55 4,16    

(3)1𝑢 Este trab. 19,08 [19,33] 2,07 
[2,19] 

0,23 [0,26] 6,19 [6,34] 291,18 
[314,78] 

Teór. [10] 52 10,14    

(3)0𝑔
+ Este trab. 112,81 

[113,74] 
16,19 
[16,49] 

0,53 [0,55] -23,93  
[-24,34] 

6,93E+4 
[3,23E+4] 

Teór. [10] 98 5,65    
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Tabela 11: Constantes espectroscópicas rovibracionais (em cm-1) nos estados 

eletrônicos (𝟏)𝟎𝒈
−, (𝟐)𝟏𝒈, (𝟑)𝟏𝒖 e (𝟑)𝟎𝒈

+ calculados via método de Dunham. Valores 

obtidos utilizando a massa reduzida da ref. [46] e em colchetes foram obtidos 
utilizando a massa reduzida da ref. [44]. 

Estado  𝜔𝑒 𝜔𝑒𝑥𝑒 𝐵𝑒 𝛼𝑒 × 10−3 

(1)0𝑔
− Este trab. 50,82 [51,17] 3,94 [3,99] 0,085 [0,086] 5,35 [5,46] 

Teór. [10] 47 5,67 0,087  

(2)1𝑔 Este trab. 54,19 [54,56] 4,44 [4,50] 0,085 [0,086] 5,21 [5,32] 

Teór. [10] 55 4,16 0,064  

(3)1𝑢 Este trab. 23,86 [24,02] 12,66 
[12,83] 

0,056 [0,057] 10,12[10,32] 

Teór. [10] 52 10,14 0,064  

(3)0𝑔
+ Este trab. 103,36 

[104,06] 
9,70 [9,83] 0,087 [0,085] 2,78 [2,83] 

Teór. [10] 98 5,65 0,087  

 

As constantes espectroscópicas apresentadas nas Tabelas 10 e 11 também não 

possuem dados obtidos experimentalmente como nos cinco primeiros estados 

eletrônicos, mas ainda assim podemos observar boa concordância com os 

resultados obtidos na ref. [10] para quase todos os estados eletrônicos. As maiores 

[menores] diferenças da constante vibracional ωe  são de 32,67[1,28] cm-1 com a 

massa reduzida de μ = 17,48942u através do método DVR e 27,98(0,44) cm-1 com a 

massa reduzida de  μ = 17,48942u através do método de Dunham. Para a constante 

𝜔𝑒𝑥𝑒 a diferença máxima [mínima] entre os resultados obtidos nestes e trabalho e os 

da ref. [10] são de 10,84(0,48) com a massa reduzida de μ = 17,48942u através do 

método DVR e 4,18[0,34] cm-1 com a massa reduzida de  μ = 17,48942u através do 

método de Dunham.  

Chama-se a atenção para o estados eletrônicos (3)1𝑢 e (3)0𝑔
+ onde os resultados 

obtidos apresentaram as maiores diferenças para 𝜔𝑒 e 𝜔𝑒𝑥𝑒. Esta diferença pode ser 

atribuída às diferentes distâncias de equilíbrio 𝑅𝑒 utilizadas na determinação destas 

constantes espectroscópicas, onde os resultados deste trabalho utilizaram 𝑅𝑒 =

7,24521𝑎0  para (3)1𝑢  e 𝑅𝑒 = 6,23609𝑎0  para (3)0𝑔
+ , enquanto que os resultados 

obtidos por [10] utilizaram 𝑅𝑒 = 7,32071𝑎0  para (3)1𝑢  e 𝑅𝑒 = 6,29657𝑎0  para (3)0𝑔
+ . 

As energias ab initio determinadas por Macedo e de Jong não condiziam com este 

valor de 𝑅𝑒 e sim com o utilizado no método DVR e Dunham. Estas diferenças da 

distância de equilíbrio refletem resultados bem diferentes dos obtidos na ref. [10] 
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principalmente para o método de Dunham que obtém estas constantes exatamente 

na região de equilíbrio. 

Os níveis de energia rovibracionais calculados através do método DVR para os 

estados eletrônicos (1)0𝑔
− , (2)1𝑔 , (3)1𝑢  e (3)0𝑔

+  encontram-se na Tabela 12. 

Observa-se que a contribuição do movimento rotacional para as energias 

rovibracionais é pequena. 

 

Tabela 12: Energias rovibracionais da molécula Cl2 (em cm-1) nos estados 

eletrônicos (𝟏)𝟎𝒈
−, (𝟐)𝟏𝒈, (𝟑)𝟏𝒖 e (𝟑)𝟎𝒈

+. Valores obtidos utilizando a massa reduzida 

da ref. [46] e em colchetes foram obtidos utilizando a massa reduzida da ref. [44]. 

𝜐 𝐽 (1)0𝑔
− (2)1𝑔 (3)1𝑢 (3)0𝑔

+ 

0  

 

 

 

 

0 

24,63 [24,79] 26,19 [26,37] 10,35 [10,42] 48,02 [48,39] 

1 68,42 [68,85] 73,02 [73,48] 26,06 [26,22] 130,89 

[131,23] 

2 106,29 [106,90] 114,59 

[115,28] 

39,73 [39,96] 185,12 

[185,56] 

3 138,99 [139,73] 152,26 

[153,13] 

52,79 [53,18] 215,03 

[215,42] 

4 166,91 [167,71] 186,39 

[187,40] 

69,69 [70,33] 222,87 

[223,39] 

5 190,12 [190,92] 216,82 

[217,91] 

90,54 [91,94] 231,92 

[232,36] 

0  

 

 

 

 

1 

24,79 [24,96] 26,36 [26,53] 10,45 [10,52] 48,24 [48,87] 

1 68,58 [69,00] 73,18 [73,64] 26,15 [26,32] 131,12 

[131,42] 

2 106,43 [107,04] 114,74 

[115,42] 

39,82 [40,05] 185,31 

[185,93] 

3 139,13 [139,87] 152,39 

[153,27] 

52,87 [53,26] 215,18 

[215,69] 

4 167,04 [167,84] 186,52 

[187,53] 

69,77 [70,41] 223,07 

[223,41] 

5 190,24 [191,03] 216,94 

[218,03] 

90,62 [91,55] 232,14 

[232,83] 
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3.4 Estados Eletrônicos (𝟑)𝟏𝒈, (𝟐)𝟐𝒈, (𝟒)𝟎𝒈
+ e (𝟑)𝟎𝒖

−. 

 

As curvas de energia potencial dos estados eletrônicos (3)1𝑔 , (2)2𝑔 , (4)0𝑔
+  e 

(3)0𝑢
−  foram ajustadas através do polinômio em coordenadas físicas Rydberg de 

grau 10 e seus parâmetros otimizados através do método de Powell. Os parâmetros 

são apresentados na Tabela 13. 

 

Tabela 13: Parâmetros otimizados da CEP Rydberg para o sistema Cl2 nos estados 

eletrônicos (𝟑)𝟏𝒈, (𝟐)𝟐𝒈, (𝟒)𝟎𝒈
+ e (𝟑)𝟎𝒖

−. 

𝑐𝑗 (hartree) (3)1𝑔 (2)2𝑔 (4)0𝑔
+ (3)0𝑢

− 

𝑐1 1,98581 1,12151 1,26309 0,92255 

𝑐2 1,33606 -0,22146 0,04713 0,18790 

𝑐3 0,74501 0,32719 0,02805 0,13401 

𝑐4 0,58099 0,24081 0,04767 0,05322 

𝑐5 0,06614 -0,27295 0,03435 -0,01983 

𝑐6 -0,08454 -0,03542 -0,02047 -0,01078 

𝑐7 0,06263 0,08409 0,00203 0,00905 

𝑐8 -0,00915 -0,01988 0,00041 -0,00089 

𝑐9 0,00161 -0,00031 0,00004 0,00032 

𝑐10 0,00013 0,00034 -0,00002 0,00005 

𝑅𝑒 (bohr) 7,21119 7,44741 7,06757 7,19608 

𝐷𝑒(hartree) 0,00073 0,00037 0,00073 0,00147 

 

Os resultados relacionados ao desvio máximo (mínimo) e o erro 𝜒2  entre as 

energias ab initio e as energias ajustadas foram: 1,74 × 10−5 (1,81 × 10−7) e 1,16 ×

10−9 , 2,15 × 10−5 (1,33 × 10−6)  e 7,59 × 10−10 , 1,47 × 10−5 (1,91 × 10−6)  e 4,27 ×

10−10 , 2,43 × 10−6 (1,53 × 10−7) e 2,09 × 10−9  hartree para os estados eletrônicos 

(3)1𝑔, (2)2𝑔, (4)0𝑔
+ e (3)0𝑢

−, respectivamente.  

A função analítica de Rydberg descreveu satisfatoriamente a curva de energia 

potencial para estes estados eletrônicos inferiores, pois os desvios estão abaixo do 

erro químico aceitável (abaixo de 1 kcal/mol ~ 0,0016 hartree). 

Nas Figuras 18, 19, 20, e 21 são apresentadas as CEPs ab initio e a função 

Rydberg de grau 10 descrevendo com excelente qualidade todas as zonas 

harmônicas e anarmônicas (assintótica, atrativa e repulsiva). 
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Figura 19: CEP do estado eletrônico excitado (𝟑)𝟏𝒈 e Erro ponto a ponto entre as 

CEP ab initio e Rydberg de grau 10. 

 

 
Figura 20: CEP do estado eletrônico excitado (𝟐)𝟐𝒈 e Erro ponto a ponto entre as 

CEPs  ab initio e Rydberg de grau 10. 
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Figura 21: CEP  do estado eletrônico excitado (𝟒)𝟎𝒈
+ e Erro ponto a ponto entre as 

CEP ab initio e Rydberg de grau 10. 

 

 

Figura 22: CEP do estado eletrônico excitado (𝟑)𝟎𝒖
− e Erro ponto a ponto entre as 

CEPs ab initio e Rydberg de grau 10. 

 

As constantes espectroscópicas rovibracionais obtidas através das soluções da 

Equação de Schrödinger nuclear via Eq.(2.139) e através do método de Dunham 

são apresentadas nas Tabelas 14 e 15, respectivamente. Estas constantes foram 

determinadas utilizando dois valores distintos da massa reduzida 𝜇 do Cl2, que são 

17,73u (35Cl2) [46] e 17,48942u (37Cl2) [44]. 
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Tabela 14: Constantes espectroscópicas rovibracionais (em cm-1) nos estados 

eletrônicos (𝟑)𝟏𝒈, (𝟐)𝟐𝒈, (𝟒)𝟎𝒈
+ e (𝟑)𝟎𝒖

− calculados via método DVR. Valores obtidos 

utilizando a massa reduzida da ref. [46] e em colchetes foram obtidos utilizando a 
massa reduzida da ref. [44]. 

Estado  𝜔𝑒 𝜔𝑒𝑥𝑒 𝜔𝑒𝑦𝑒 𝛼𝑒 × 10−3 −𝑦𝑒 × 10−6 

(3)1𝑔 Este trab. 34,62 [34,80] 3,57 
[3,58] 

0,21 [0,21] 5,19 [9,40] 325,31 
[326.65] 

Teór. [10] 49 3,08    

(2)2𝑔 Este trab. 25,44 [25,63] 1,99 
[2,04] 

0,017 
[0,022] 

6,57 [6,68] 400,42 
[399,85] 

Teór. [10] 33 4,44    

(4)0𝑔
+ Este trab. 41,31 [41,62] 3,29 

[3,35] 
0,0043 
[0,0046] 

3,59 [3,68] 377,19 
[385,49] 

Teór. [10] 44 2,39    

(3)0𝑢
− Este trab. 31,07 [31,25] 3,41 

[3,92] 
0,16 [0,16] 5,65 [5,76] 266,88 

[272,48] 

Teór. [10] 126 4,53    

 

 

Tabela 15: Constantes espectroscópicas rovibracionais (em cm-1) nos estados 

eletrônicos (𝟑)𝟏𝒈, (𝟐)𝟐𝒈, (𝟒)𝟎𝒈
+ e (𝟑)𝟎𝒖

− calculados via método de Dunham. Valores 

obtidos utilizando a massa reduzida da ref. [46] e em colchetes foram obtidos 
utilizando a massa reduzida da ref. [44]. 

Estado  𝜔𝑒 𝜔𝑒𝑥𝑒 𝐵𝑒 𝛼𝑒 × 10−3 

(3)1𝑔 Este trab. 37,32 [37,57] 6,10 [6,18] 0,065 [0,066] 4,77 [4,87] 

Teór. [10] 49 3,08 0,066  

(2)2𝑔 Este trab. 30,52 [30,73] 6,85 [6,95] 0,061 [0,062] 6,01 [6,13] 

Teór. [10] 33 4,44 0,062  

(4)0𝑔
+ Este trab. 40,55 [40,83] 2,81 [2,85] 0,068 [0,069] 3,43 [3,50] 

Teór. [10] 44 2,39 0,069  

(3)0𝑢
− Este trab. 32,27 [32,49] 3,84 [3,89] 0,065 [0,066] 4,58 [4,68] 

Teór. [10] 126 4,53 0,066  

 

 

As constantes espectroscópicas apresentadas nas Tabelas 14 e 15 também não 

possuem dados obtidos experimentalmente como nos cinco primeiros estados 

eletrônicos, ainda assim podemos observar boa concordância com os resultados 

obtidos na ref. [10] para quase todos os estados eletrônicos. As maiores [menores] 

diferenças da constante vibracional ωe  são de 94,75[2,38] cm-1 com a massa 

reduzida de μ = 17,48942u através do método DVR e 93,15[2,27] cm-1 com a massa 

reduzida de  μ = 17,48942u através do método de Dunham. Para a constante ωexe a 

diferença máxima (mínima) entre os resultados obtidos nestes e trabalho e os da ref. 

[11] são de 2,40[0,50] cm-1 com a massa reduzida de μ = 17,48942u através do 
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método DVR e 3,10[0,46] cm-1 com a massa reduzida de  μ = 17,48942u através do 

método de Dunham. Como a contribuição rotacional para a vibração é muito 

pequena as constantes espectroscópicas 𝛼𝑒  apresentam valores muito ínfimos da 

ordem de 10-3 cm-1, e isto foi observado para todos os estados eletrônicos 

estudados. 

O estado eletrônico (3)0𝑢
− apresentou valores bem diferentes dos apresentados 

por Macedo e de Jong, onde a constante vibracional determinadas em seu trabalho 

foi de 𝜔𝑒 = 126𝑐𝑚−1, e o obtido tanto pelo método de Dunham como pelo DVR estão 

muito abaixo deste valor. Uma das razões para esta diferença está no fato de que a 

descrição da CEP na ref. [10] foi realizada através de uma aproximação harmônica 

onde se estuda apenas a região de equilíbrio perdendo todas as informações sobre 

as outras regiões. Em contramão a este método, nossa CEP é totalmente bem 

descrita pela função de Rydberg de grau 10. Vale lembrar que a constante 

espectroscópica 𝜔𝑒  está relacionada concavidade da CEP, isto é, da derivada de 

segunda ordem em torno de 𝑅𝑒, Eq. (2.166). 𝜔𝑒 = 126𝑐𝑚−1 é um valor relativamente 

alto, indicando que a CEP apresentaria uma curvatura relativamente acentuada em 

comparação aos estados eletrônicos mais elevados. 

Os níveis de energia rovibracionais calculados através do método DVR para os 

estados eletrônicos (1)0𝑔
− , (2)1𝑔 , (3)1𝑢  e (3)0𝑔

+  encontram-se na Tabela 12. 

Observa-se que a contribuição do movimento rotacional para as energias 

rovibracionais é pequena. 
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Tabela 16: Energias rovibracionais da molécula Cl2 (em cm-1) nos estados 

eletrônicos  (𝟑)𝟏𝒈, (𝟐)𝟐𝒈, (𝟒)𝟎𝒈
+ e (𝟑)𝟎𝒖

− Valores obtidos utilizando a massa reduzida 

da ref. [46] e em colchetes foram obtidos utilizando a massa reduzida da ref. [44]. 

𝜐 𝐽 (3)1𝑔 (2)2𝑔 (4)0𝑔
+ (3)0𝑢

− 

0  

 

 

 

 

0 

17,04 

[17,21] 

13,65 [13,74] 19,58 [19,71] 15,14 [15,23] 

1 42,20 

[41,31] 

35,17 [35,37] 54,45 [54,79] 40,93 [41,17] 

2 68,11 

[68,22] 

52,85 [53,12] 83,14 [83,59] 62,36 [62,71] 

3 87,03 

[87,18] 

66,79 [67,12] 105,85 

[106,38] 

80,38 [80,77] 

4 101,67 

[101,96] 

81,19 [81,73] 123,58 

[124,07] 

94,48 [94,89] 

5 115,57 

[116,19] 

99,25 [100,05] 137,86 

[138,41] 

108,48 

[108,64] 

0  

 

 

 

 

1 

17,16 

[17,27] 

13,76 [13,85] 19,71 [19,84] 15,26 [15,36] 

1 45,32 

[45,58] 

35,27 [35,48] 54,58 [54,91] 41,05 [41,29] 

2 68,21 

[68,59] 

52,94 [53,22] 83,25 [83,70] 62,47 [62,81] 

3 87,11 

[87,52] 

66,87 [67,21] 105,99 

[106,48] 

80,48 [80,87] 

4 101,76 

[102,19] 

81,28 [81,82] 123,67 

[124,16] 

94,56 [94,98] 

5 115,65 

[116,27] 

99,33 [100,14] 137,94 

[138,50] 

108,13 

[108,73] 
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3.5 Estados Eletrônicos (𝟏)𝟑𝒖 , 𝒃′: (𝟐)𝟐𝒖 , 𝑪: (𝟓)𝟏𝒖 e (𝟒)𝟎𝒖
− 

 
Semelhantemente ao estado eletrônico (2)0u

−  o estado eletrônico (4)1𝑢 

estudado por Macedo e de Jong não apresentava um poço (De = 0,00ℎ𝑎𝑟𝑡𝑟𝑒𝑒) . 

Portanto, os mesmos argumentos para o estado (2)0u
− são válidos para o estado 

(4)1𝑢 e este também não será discutido. 

As curvas de energia potencial dos estados eletrônicos (1)3𝑢, 𝑏′: (2)2𝑢, 𝐶: (5)1𝑢 

e (4)0𝑢
− foram ajustadas através do polinômio em coordenadas física Rydberg de 

grau 10 e seus parâmetros otimizados através do método de Powell. Os parâmetros 

otimizados são apresentados na Tabela 13. 

 

Tabela 17: Parâmetros otimizados da CEP Rydberg para o sistema Cl2 nos estados 

eletrônicos (𝟏)𝟑𝒖, 𝒃′: (𝟐)𝟐𝒖, 𝑪: (𝟓)𝟏𝒖 e (𝟒)𝟎𝒖
−. 

[𝑐𝑗] (hartree) (1)3𝑢 𝑏′: (2)2𝑢 𝐶: (5)1𝑢 (4)0𝑢
− 

𝑐1 1,79047 1,25941 1,20450 1,54319 

𝑐2 0,64798 0,13367 0,16275 0,05081 

𝑐3 -0,18246 0,10237 0,26446 -0,08361 

𝑐4 0,09368 0,23759 0,00009 0,08675 

𝑐5 0,17291 -0,01557 -0,03874 -0,02569 

𝑐6 -0,07689 -0,09258 0,01627 -0,05996 

𝑐7 -0,04171 0,03044 0,00012 0,01518 

𝑐8 0,01604 0,00771 -0,00031 -0,00192 

𝑐9 -0,00066 -0,00441 -0,00001 0,00024 

𝑐10 -0,00035 0,00049 -0,00001 -0,00009 

𝑅𝑒 (bohr) 9,52991 7,35292 7,07891 7,23765 

𝐷𝑒(hartree) 0,00037 0,00073 0,00073 0,00037 

 
 

Os resultados relacionados ao desvio máximo (mínimo) e o erro 𝜒2  entre as 

energias ab initio e as energias ajustadas foram: 8,25 × 10−7 (1,62 × 10−7) e 1,78 ×

10−10 , 1,07 × 10−6 (1,41 × 10−7)  e 3,08 × 10−10 , 2,87 × 10−6 (1,09 × 10−7)  e 3,52 ×

10−9 , 1,28 × 10−6 (1,76 × 10−7) e 6,40 × 10−10  hartree para os estados eletrônicos 

(1)3𝑢, 𝑏′: (2)2𝑢, 𝐶: (5)1𝑢 e (4)0𝑢
−, respectivamente.  

A função analítica de Rydberg descreveu satisfatoriamente a curva de energia 

potencial para estes estados eletrônicos inferiores, pois os desvios estão abaixo do 

erro químico aceitável (abaixo de 1 kcal/mol ~ 0,0016 hartree). 
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Nas Figuras 22, 23, 24, e 25 são apresentadas as CEPs ab initio e a função 

Rydberg de grau 10 descrevendo com excelente qualidade todas as zonas 

harmônicas e anarmônicas (assintótica, atrativa e repulsiva). 

 

Figura 23: CEP do estado eletrônico excitado (𝟏)𝟑𝒖 e Erro ponto a ponto entre as 
CEPs ab initio e Rydberg de grau 10. 

 

 

Figura 24: CEP do estado eletrônico excitado 𝒃′: (𝟐)𝟐𝒖 e Erro ponto a ponto entre as  
CEPs  ab initio e Rydberg de grau 10. 
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Figura 25: CEP do estado eletrônico excitado 𝑪: (𝟓)𝟏𝒖 e Erro ponto a ponto entre as 
CEPs ab initio e  Rydberg de grau 10. 

 

 

Figura 26: CEP do estado eletrônico excitado (𝟒)𝟎𝒖
− e Erro ponto a ponto entre as 

CEP ab initio e Rydberg de grau 10. 

 

As constantes espectroscópicas rovibracionais obtidas através das soluções da 

Equação de Schrödinger nuclear via Eq.(2.139) e através do método de Dunham 

são apresentadas nas Tabelas 18 e 19, respectivamente. Estas constantes foram 

determinadas utilizando dois valores distintos da massa reduzida 𝜇 do Cl2, que são 

17,73u (35Cl2) [46] e 17,48942u (37Cl2) [44]. 
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Tabela 18: Constantes espectroscópicas rovibracionais (em cm-1) nos estados 

eletrônicos (𝟏)𝟑𝒖 , 𝒃′: (𝟐)𝟐𝒖 , 𝑪: (𝟓)𝟏𝒖  e (𝟒)𝟎𝒖
−  calculados via método DVR. Valores 

obtidos utilizando a massa reduzida da ref. [46] e em colchetes foram obtidos 
utilizando a massa reduzida da ref. [44]. 

Estado  𝜔𝑒 𝜔𝑒𝑥𝑒 𝜔𝑒𝑦𝑒 𝛼𝑒 −𝑦𝑒 × 10−6 

(1)3𝑢 Este trab. 33,22 [33,56] 3,91 
[3,98] 

0,25 [0,26] 3,19E-3 
[3,27E-3] 

388,04 
[393,24] 

Teór. [10] 37 10,25    

𝑏′: (2)2𝑢 Este trab. 37,96 [38,18] 4,76 
[4,79] 

0,36 [0,37] 4,88E-3 
[4,99E-3] 

137,61 
[143,64] 

Teór. [10] 37 2,84    

𝐶: (5)1𝑢 Este trab. 33,55 [33,75] 2,71 
[2,73] 

0,093 
[0,092] 

5,78E-3 
[5,90E-3] 

223,47 
[227,00] 

Teór. [10] 35 4,52    

(4)0𝑢
− Este trab. 35,42 [35,66] 3,71 

[3,75] 
0,18 [0,19] 4,611E-3 

[4,71E-3] 
88,32 
[89,36] 

Teór. [10] 34 2,34    

 

 

Tabela 19: Constantes espectroscópicas rovibracionais (em cm-1) nos estados 

eletrônicos (𝟏)𝟑𝒖, 𝒃′: (𝟐)𝟐𝒖, 𝑪: (𝟓)𝟏𝒖 e (𝟒)𝟎𝒖
− calculados via método de Dunham. Os 

valores em colchetes foram obtidos utilizando a massa reduzida da referência [44]. 

Estado  𝜔𝑒 𝜔𝑒𝑥𝑒 𝐵𝑒 𝛼𝑒 

(1)3𝑢 Este trab. 32,34 [32,56] 3,20 [3,25] 0,062 [0,063] 2,47E-3 [2,52E-3] 

Teór. [10] 37 10,25 0,038  

𝑏′: (2)2𝑢 Este trab. 38,00 [38,27] 4,50 [4,56] 0,063 [0,064] 3,54E-3 [3,61E-3] 

Teór. [10] 37 2,84 0,064  

𝐶: (5)1𝑢 Este trab. 35,11 [35,34] 4,32 [4,38] 0,068 [0,069] 5,64E-3 [5,76E-3] 

Teór. [10] 35 4,52 0,069  

(4)0𝑢
− Este trab. 35,33 [35,58] 3,60 [3,65] 0,065 [0,066] 4,10E-3 [4,19E-3] 

Teór. [10] 34 2,34 0,066  

 

As constantes espectroscópicas apresentadas nas Tabelas 18 e 19 também não 

possuem dados obtidos experimentalmente como nos cinco primeiros estados 

eletrônicos, ainda assim podemos observar boa concordância com os resultados 

obtidos na ref. [10] para quase todos os estados eletrônicos. As maiores [menores] 

diferenças da constante vibracional ωe são de 3,44[1,18] cm-1 com a massa reduzida 

de μ = 17,48942u através do método DVR e 4,44[0,34] cm-1 com a massa reduzida 

de  μ = 17,48942u  através do método de Dunham. Para a constante ωexe  a 

diferença máxima [mínima] entre os resultados obtidos nestes e trabalho e os da ref. 

[10] são de 7,00[0,14] cm-1 com a massa reduzida de μ = 17,48942u através do 

método DVR e 3,10[0,46] cm-1 com a massa reduzida de  μ = 17,48942u através do 

método de Dunham. Estes resultados foram mais próximos dos obtidos por Macedo 
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e de Jong do os obtidos utilizando a massa reduzida de μ = 17,73u, e isto foi uma 

regra geral para todos os estados eletrônicos. Os resultados obtidos para 𝐵𝑒 para 

quase todos os estados estão em excelente concordância com os obtidos neste 

trabalho, com uma diferença de 0,00cm-1 com a massa reduzida da ref. [46] 

comparados aos obtidos por Macedo e de Jong. Como a contribuição rotacional para 

a vibração é muito pequena as constantes espectroscópicas 𝛼𝑒 apresentam valores 

muito ínfimos da ordem de 10-3 cm-1, e isto foi observado para a maioria dos estados 

eletrônicos estudados. 

Os níveis de energia rovibracionais calculados através do método DVR para os 

estados eletrônicos (1)3𝑢 , 𝑏′: (2)2𝑢 , 𝐶: (5)1𝑢  e (4)0𝑢
−  encontram-se na Tabela 20. 

Observa-se que a contribuição do movimento rotacional para as energias 

rovibracionais é pequena. 

 

Tabela 20: Energias rovibracionais da molécula Cl2 (em cm-1) nos estados 

eletrônicos (𝟏)𝟑𝒖 , 𝒃′: (𝟐)𝟐𝒖 , 𝑪: (𝟓)𝟏𝒖  e (𝟒)𝟎𝒖
− . Valores obtidos utilizando a massa 

reduzida da ref. [46] e em colchetes foram obtidos utilizando a massa reduzida da 
ref. [44]. 

𝜐 𝐽 (1)3𝑢 𝑏′: (2)2𝑢 𝐶: (5)1𝑢 (4)0𝑢
− 

0  

 

 

0 

15,02 [15,12] 17,59 [17,71] 16,72 [16,84] 16,69 [16,80] 

1 41,36 [41,60] 47,24 [47,50] 45,16 [45,43] 45,32 [45,59] 

2 62,17 [62,50] 70,65 [71,02] 69,01 [69,39] 68,25 [68,60] 

3 79,00 [79,37] 90,03 [90,45] 88,82 [89,26] 86,60 [86,99] 

4 93,31 [93,76] 105,80 

[106,27] 

104,59 

[105,05] 

101,46 

[101,91] 

5 108,50 

[109,18] 

121,64 

[122,33] 

119,31 

[119,95] 

116,67 

[117,93] 

0  

 

 

 

1 

15,14 [15,24] 17,72 [17,83] 16,85 [16,97] 16,82 [16,93] 

1 41,47 [41,72] 47,35 [47,62] 45,28 [45,55] 45,44 [45,71] 

2 62,28 [62,60] 70,74 [71,12] 69,12 [69,50] 68,69 [68,71] 

3 79,10 [79,47] 90,13 [90,55] 88,92 [89,36] 86,69 [87,09] 

4 93,39 [93,85] 105,88 

[106,36] 

104,68 

[105,14] 

101,55 

[102,00] 

5 108,59 

[109,27] 

121,73 

[122,42] 

119,40 

[120,04] 

116,76 

[117,43] 
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Capítulo 4 

 

Conclusões e Perspectivas 

 

 

Neste trabalho calculamos as propriedades dinâmicas do sistema diatômico Cl2 

no estado fundamental e em 20 estados eletrônicos excitados a partir das energias 

ab initio obtidas por Macedo e de Jong [10]. Dos 23 estados eletrônicos estudados 

na ref. [10] o cálculo destas propriedades para dois estados eletrônicos (2)0𝑢
−  e 

(4)1𝑢 não foi realizado. As energias ab initio obtidas através de cálculos relativísticos 

de quatro componentes no trabalho de Macedo e de Jong [10] para estes estados 

não correspondiam a estados ligados (𝐷𝑒 = 0). Assim, as propriedades dinâmicas de 

somente 21 estados eletrônicos foram calculadas.  As frequências vibracionais 

fundamentais (𝜔𝑒), constante anarmônica (𝜔𝑒𝑥𝑒) e constante rotacional (𝐵𝑒) estão 

em excelente acordo com os dados experimentais disponíveis na literatura para 

estado fundamental ( X: (1)0g
+ ) e para os quatro primeiros estados excitados 

(A′: (1)2u , A: (1)1u , B′: (1)0u
−  e B: (1)0u

+ ). Isto sugere que as outras constantes 

espectroscópicas 𝜔𝑒𝑦𝑒, 𝛼𝑒 e 𝛾𝑒 também apresentam acurácia semelhante.  

Para os 16 estados eletrônicos excitados restantes dados experimentais não 

estão disponíveis, mas novamente, o sucesso da metodologia adotada para os 

estados eletrônicos vastamente estudados tanto teórica quanto experimentalmente 

deve apresentar a mesma precisão para as constantes espectroscópicas e as 

energias rovibracionais. Para estes últimos 16 estados eletrônicos houve, em geral, 

uma boa concordância entre o método DVR e o de Dunham. Além disto, algumas 

constantes espectroscópicas como a constante anarmônica 𝜔𝑒𝑦𝑒, e as constantes de 

acoplamento rotação-vibração 𝛼𝑒  e 𝛾𝑒estão sendo apresentadas pela primeira vez 

para todos os estados eletrônicos da molécula de Cl2 estudados nesta dissertação. 

As CEPs ajustadas pelas funções analíticas qBO e Rydberg no presente 

trabalho reproduzem com ótima precisão os potenciais para cada estado eletrônico 

estudado. Isto pode ser notado, quando se observa que muitas constantes 

espectroscópicas calculadas, seja pelo método DVR solucionando o conjunto de 

equações espectroscópicas Eq. (2.139), seja pelo método de Dunham, são próximas 
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entre si. Estas CEPs bem precisas são de fundamental importância para diversos 

estudos, incluindo colisões atômicas, predição de estruturas de clusters e 

reatividade química. 

 A forma analítica dos polinômios em coordenadas Bond Order generalizada não 

apresentou a mesma flexibilidade para todos os estados eletrônicos, sendo 

necessária a busca por outras formas analíticas que concordassem bem com as 

CEPs e as constantes espectroscópicas. Desta forma a função analítica de Rydberg 

foi empregada, pois foi a função que melhor validou a metodologia utilizada nos 

cálculos das propriedades dinâmicas apresentadas, pois esta função permite a 

descrição da profundidade do poço a partir das energias eletrônicas ab initio 

podendo assim ser fixadas durante o ajuste.  Dentre todos os estados eletrônicos 

estudados destacam-se quatro que apresentaram valores mais distantes dos obtidos 

por Macedo e de Jong, que são os estados a′: (2)0g
+, (3)1u, (3)0g

+ e (3)0u
− onde os 

resultados obtidos no presente trabalho e os publicados no trabalho da ref. [10] 

apresentaram valores bem distantes, especialmente para a constante de vibração 

fundamental ωe . Esta diferença pode ser atribuída especialmente aos diferentes 

valores para distância de equilíbrio 𝑅𝑒 utilizadas neste trabalho e os apresentados 

por Macedo e de Jong. 

A perspectiva de novos trabalhos está especialmente voltada para o 

aperfeiçoamento da qualidade das CEPs em busca de resultados cada vez mais 

precisos através de outras formas analíticas como a função Rydberg generalizada, 

estudo detalhado sobre possíveis cruzamentos entre as CEPs pois nesta situação a 

ABO perde sua validade, especialmente para os estados eletrônicos mais elevados 

e estudos sobre as energias de excitações vibrônicas verticais e relaxamento.  
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Apêndice A - Fatores de Conversão 

 

Massa 

 u.a u.m.a kg 

u.a 1 5,487261 × 10-4 9,114341 × 10-31 

u.m.a 1822,402954 1 1,661 × 10-27 

Kg 1,097451 × 1030 6,022 × 1026 1 

u.a = unidade atômica 

u.m.a = unidade de massa atômica 

kg = quilograma 

 

 

Comprimento 

 a0 Å M 

a0 1 0,529167 5,29167 × 10-11 

Å 1,889763 1 10-10 

M 1,889763 × 1010 1010 1 

a0 = raio de Bohr 

Å = angstrom 

m = metro 
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Energia 

 Eh cm-1 eV Kcal/mol J 

Eh 1 219474,63 27,2107 627,510 4,359×10-18 

cm-1 4,5563 ×10-

8 

1 1,2398×10-4 2,8591×10-3 1,986×10-23 

eV 3,6750×10-2 8065,6927 1 23,061 1,602×10-19 

kcal/mol 1,5936×10-3 349,755 4,3364×10-2 1 6,947×10-21 

J 2,2940×1017 5,0348×1022 6,2422×1018 1,4395×1020 1 

Eh = hartree 

cm-1 = centímetro recíproco 

eV = elétron-volt 

kcal/mol = quilocaloria por mol 

J = Joule 
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−. 
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Autores Daniel F. S. Machado, Valter H. C. Silva, Ricardo Gargano, Kleber C. 
Mundim e Heibbe C. B. de Oliveira. 
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