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RESUMO

Nesta dissertacao, desenvolvemos um modelo de fluido em rede com intuito de estudar
as anomalias termodinamicas e dinamicas da agua. O modelo foi proposto com vista a
simplificacao de modelos ja existentes, portanto, nosso trabalho principal foi demonstrar
que um modelo com potencial que apresenta somente uma interacao repulsiva entre
primeiros vinhos pode reproduzir as anomalias conhecidas da agua.

Realizamos simulagoes computacionais, utilizando o Método de Monte Carlo,
com codigo do programa escrito em linguagem C, para estudarmos a dinamica do mo-
delo. Com isso fomos capazes de ver o comportamento anémolo na difusao, onde temos
um aumento da difusao quando aumentamos a densidade do sistema. Esse tipo de
comportamento é semelhante ao encontrado nos outros modelos com outras formas de
interacao mais complexas.

A termodinamica foi estudada através de calculos analiticos e, para tal, fizemos
uso da técnica da matriz de transferéncia, a qual nos possibilitou encontrarmos as solu-
coes exatas das fungoes de resposta, da densidade e da entropia do sistema. As funcoes
respostas estudadas foram: a compressibilidade isotérmica e o coeficiente de expansao
térmica, pois elas sao as de maior interesse no estudo de fluidos. Todas as proprieda-
des termodinamicas apresentaram comportamento tipico de agua, tal comportamento é

considerado anémolo quando comparado a de outros fluidos considerados normais.
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ABSTRACT

In this dissertation, we developed a lattice fluid model with intention to study the ther-
modynamic and dynamic anomalies of water. The model was proposed to simplify the
existing models, so our main job was demonstrate that a model with the potential to
produce only a repulsive interaction between first neighbours can reproduce the known
anomalies of water.

We performed computer simulations using the Monte Carlo Method, with pro-
gram code written in C language, to study the dynamics of the model. With that we
were able to see the behavior anomalous dissemination, where we have increased the
spread when we increase the density of the system. This type of behaviour is similar to
that found in other models with other forms of interaction more complex.

Thermodynamics was studied using analytical calculations, and for that we use
of the transfer matrix technique, which allowed us to find exact solutions of the response
functions, density and entropy of the system. The functions responses were studied: the
isothermal compressibility and coefficient of thermal expansion as they are of major in-
terest in the study of fluid. All thermodynamic properties of water had typical behavior,

such behavior is considered anomalous compared to other fluids considered normal.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

Desde os primeiros anos escolares aprendemos sobre a agua e sua importancia para todo
o meio ambiente. Também aprendemos que esta substancia é um liquido incolor, inodora
e insipida, ou seja, uma substancia sem cor, cheiro e sem gosto. Sua importancia é reco-
nhecida desde a antiguidade, sendo um dos quatro elementos aristotélicos, juntamente
com fogo, terra e ar, a Agua é um elemento essencial para sobrevivéncia de todas as for-
mas conhecidas de vida. Sua distribuicao pelo planeta terra, que tem aproximadamente
70% da superficie coberta por agua [3], nos faz entender uma preocupagao constante
sobre uma possivel falta para o consumo, pois a grande maioria esta localizada nos
oceanos, que concentram aproximadamente 97% da agua, as calotas polares e glaciais
armazenam 1,74% na forma de gelo, restando entdo apenas 1% de agua doce e liquida,
sendo que estima-se somente 0,02% do total, de facil acesso para consumo. Ela pode ser
encontrada no meio ambiente em trés fases, quais sejam, na forma liquida (rios, lagos),
solida (calotas polares, lagos congelados) e gasosa (nuves, atmosfera terrestre). Na sua
fase solida, a dgua apresenta diversas estruturas diferentes para o gelo [I], marcadas
com algarismos romanos, como pode ser visto no diagrama de fases P vs T figura [[.2
e também duas fases marcadas com Ic (ice cubic) gelo cibico e Th (ice hexagonal) gelo
hexagonal. A existéncia destas configuracdes para o gelo é uma pista que indica haver
alguma competicao entre formas de interacao molecular.

A dgua também é uma das menores moléculas, formada por somente um oxigénio
e dois hidrogénios, figura [} resultando na féormula molecular H>O. O angulo HOH da
molécula de dgua é de 104.5°, (figura[LL])) e a distancia entre o oxigénio e o hidrogénio é de
0,957 A [1]. Na formacao da molécula o &tomo de hidrogénio compartilha seu elétron com
um elétron do atomo de oxigénio afim de torna-se mais estivel, entao os eletrons ficam
numa regiao proxima a ambos os niicleos, caracterizando uma ligacao covalente. Como

o oxigénio é mais eletronegativo que o hidrogénio temos uma distribuicao eletronica nao



homogénea na molécula, sendo formada uma densidade de carga positiva sobre o 4tomo
de hidrogénio e negativa no atomo de oxigénio. Devido a essa distribuicao assimétrica
das cargas e o tamanho do angulo de ligacao HOH, a molécula de 4gua torna-se uma

molécula polar, ou seja ela pode ser orientada com a aplica¢ao de um campo elétrico [4].

Oxigénio

Hidrogénio Hidrogénio

i

Figura 1.1: Molécula de agua.

Porém, apesar da simplicidade aparente a agua é uma substancia que apresenta
uma gama de propriedades que desperta o interesse de varios cientistas pelo mundo,
sendo catalogadas mais de 60 anomalias [2] em suas propriedades fisico-quimica. Sao
consideradas propriedades anomolas da 4gua aqueles que apresentam um comportamento
bem diferente dos outros liquidos considerados normais.

Na estrutura da molécula de dgua o atomo de oxigénio possui com dois orbitais
eletronicos fora do plano de ligacaio HOH na direcao oposta aos atomos de hidrogénio,
como a densidade de carga do hidrogénio é positiva e no oxigénio negativa, temos a
formacao de um dipolo. Com isso uma forte ligacao direcional é formada entre o &tomo
de oxigénio e o atomo de hidrogénio, a qual chamamos de ligacoes de hidrogénio essa
configuracao forma uma distribuicao tetraédrica nas moléculas de dgua, como mostrado
na figura

Entre as anomalias da dgua, a mais facil de se perceber é a andémalia na densi-
dade. Enquanto usualmente a densidade aumenta, nos liquidos considerados “simples”,
quando diminuimos a temperatura, a 4gua apresenta um maximo de densidade na tem-
peratura em torno de 4 °C, na pressao ambiente, passando entao a diminuir com a
temperatura [6]. O ponto onde a adgua apresenta seu maximo de densidade em fungao
da temperatura, para uma dada pressao, é conhecido como a temperatura de méaximo
de densidade (TMD). Em um gréfico de temperatura vs. pressao a TMD apresenta uma
inclinagao negativa, e entra numa regiao de liquido metaestavel em altas pressoes [7].
Um gréfico da densidade em funcao da temperatura é mostrado na figura [[L4. Podemos
perceber na figura que a variacao na densidade é muito pequena, o que nao deixa de ser

importante. Como consequéncia desse comportamento anémolo, eventualmente encon-



i g o -¥iC i 1060 2000C 00C 4000 SO0 BOO™C FiFH
BB LR R ARV SR AR AR AN
LI'I'I' L ey O i _-__:__ 0
=2 [
1GPa =il Vi e ——— i0der
=E=EEEN 6 a
o XE - i | B Ll._. = i
o = \ QL i
= : _| q ! 1 1 ""FA 0l
n = |
g MP. £ /
a { i | 1 10w
- = -
o = E // i
X1 Ic Th -
//
‘f 100 ke
1 kPa 1} i ! 10mier
/ Yapor
- Ll L} | Tmier
| e
Soiid  /
— — L il
|l.|IJ =
1Pal l {f BRI
s iilll=llll | L I I IIII|II['|II|!IIII:TiIIIIIIIIIII Lyigralng lIIr-IIIIiIlIillll.- b
0 100 200 300 400 500 800 700 800 900 1000

(Ee

Temperature (K)

Figura 1.2: Diagrama de fases P vs T da dgua. Retirado da referéncia [2]

tramos em nosso refrigerador uma garrafa de dgua estourada, isso pode ser explicado
pelo aumento do volume causado pela diminuicao da densidade, visto que a densidade é
inversamente proporcional ao volume. Outra consequéncia importante é o congelamento
da superficie dos lagos, rios e mares. Como o gelo é menos denso que a agua liquida,
ele fica flutuando por cima desta, entao o congelamento acontece primeiro na superficie,
garantido a existéncia de vida na camada abaixo, formada por dgua com temperatura
entre 0 e 4 °C.

A agua também apresenta um comportamento andémolo na difusao [8HI1]. Es-
tranhamente o coeficiente de difusao, quando em baixas temperaturas, aumenta com o
aumento da densidade, apresentando um méximo D,,,,, como podemos ver na figura [[.5]
(dados de Angell [12]). Diversos modelos em rede [13[14], apresentam essa propriedade
caracteristica da 4dgua. Na figura alétm de um maximo também podemos ver um
minimo D,,;, de difusao, esse minimo é encontrado somente em simulacoes.

Outra caracteristica importante da agua é seu elevado calor especifico, que tem
o segundo maior valor dentre os compostos quimicos conhecidos, ficando atras apenas
da amonia [5]. Esta propriedade faz com que a dgua possa absorver grandes quanti-
dades de calor, gracas a essa capacidade o clima da terra se torna mais estavel, pois a

absorcao de calor pela a agua diminui as flutuacoes de temperatura. O calor especifico



Figura 1.3: Estrutura tetraédrica da molécula de 4gua. Formacao de pontes de hidrogénio
com as moléculas vizinhas. Retirado de [5]

da 4gua apresenta um crescimento elevado para temperaturas abaixo de 4 °C, que tem
influéncia direta na anomalia na densidade [I6]. Na figura [[L7 Debenedetti compara
algumas propriedades da d4gua com as mesmas propriedades de um liquido comum. Po-
demos observar que enquanto para um liquido simples a compressibilidade isotérmica,
o coeficiente de expansao térmica e o calor especifico a pressao constante apresentam
um comportamento monotomico, a Agua apresenta, na mesma regiao; pontos de minimo
para a compressibilidade isotérmica e o calor especifico e uma inversao de sinal para o
coeficiente de expansao térmica.

Quando se diminui a temperatura da &dgua abaixo do ponto de congelamento,
adentrando no estado de liquido super resfriado, as anomalias desse liquido metaestavél
tem seu comportamento mais acentuado. Nessa regiao a compressibilidade isotérmica,
o coeficiente de expansao térmica e o calor especifico a pressao constante aumentam
quando a temperatura diminui, indicando que pode existir uma relagao entre alguma
criticalidade na regiao metaestavel e as anomolias apresentadas na agua.

Devido a sua importancia fundamental, entender todas as propriedades da agua
tem sido um grande desafio para a ciéncia. Diversos trabalhos, tanto experimentais
[I7-H19] como teoricos [7,[10,[12,20], foram publicados, fazendo o entendimento dessa
substancia tao singular ser cada vez melhor. Algumas teorias foram propostas para tentar
explicar as estranhas propriedades desse fluido, como por exemplo o rapido aumento da
compressibilidade isotérmica e do calor especifico, com a diminuigao da temperatura [20].

No entanto, ainda que o nimero de trabalhos publicados seja grande, nenhum deles foram
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Figura 1.4: Dependéncia da densidade em funcao da temperatura a pressao ambiente.
Figura retirada da referéncia [I]

confirmados definitivamente, devido, principalmente, & dificuldade de acessar regides de
baixa temperatura sem que ocorra o congelamento da dgua. Dessas hipoteses destaca-se,
o cenario da singularidade livre [I7,21],e a hipotese do segundo ponto critico [22-25].

No cenario da singularidade livre as funcoes respostas nao divergem na regiao
anomola, porém, aumentam quando a temperatura diminui, até um valor maximo. Este
comportamento pode ser associado a linha de temperatura de méxima densidade (TMD),
que aparece no plano pressao vs temperatura.

Na hipoétese do segundo ponto critico, além da transicao liquido-gés, um novo
ponto critico aparece no final de uma linha que separa duas estruturas liquidas diferen-
tes, uma de alta densidade e outra de baixa densidade. Este ponto aparece na regiao de
liquido super resfriado, que é de dificil acesso experimental pois estd abaixo da tempera-
tura de nucleacao expontanea. Contudo varias simulacoes computacionais foram feitas,
tanto em modelos com detalhe atomico (TIP4P e TIP5P) [26,27] como em rede [142829],
obtendo o segundo ponto critico. Este cenério é ilustrado na figura [I.§], onde podemos
ver o ponto critico liquido-gas marcado com C’, no final da linha de transicao liquido-
gés, e C” que marca o segundo ponto critico no final da linha de transicao entre um

liquido de baixa densidade (LDL), estrutura mais aberta em que prevalece as pontes de
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Figura 1.5: Coeficiente de difusao pela pressao obtido de dados experimentais por Angell
at al. [12]

hidrogénio, e outro de alta densidade (HDL), nesse caso as pontes de hidrogénio sao que-
bradas prevalecendo as liga¢oes de Van der Waals [30]. Esta hipotese é a que possui mais
evidéncias, dentre as apresentadas aqui, porém ainda existem duavidas sobre o comporta-
mento metaestavel da agua na sua fase liquida. Nessa dissertacao trabalhamos com esse
cenario, e as simulagoes feitas com o modelo proposto apresentam tanto a anomalia na
densidade, quanto a criticalidade, o que corrobora a hipotese do segundo ponto critico.

Defendeu-se ainda em uma terceira hipotese conhecida como conjectura do limite
de estabilidade [32]. Nessa conjectura as anomolias termodinamicas da adgua estao relaci-
onadas a linha de estabilidade do liquido. Esta linha tem inicio no ponto de coexisténcia
gas-liquido e envolve as regices de liquido super aquecido, esticado e super-resfriado (fig.
[O). Nessa conjectura ha um aumento das funcoes respostas na regido anéomola, isso
deve acontecer devido a proximidade com uma linha espinodal, onde a compressibilidade
diverge como consequéncia do fim da estabilidade termodinamica do fluido. A pressao da

linha espinodal diminui quando a temperatura abaixa, até alcancar um ponto de minimo,
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Figura 1.6: Dependéncia do coeficiente difusao com a densidade, oito isotérmicas sao
mostradas. De cima para baixo as temperaturas T (K) sao, 400, 350, 320, 300, 280, 260,
240 and 220. Retirado de [15]

que esta na regiao negativa, aumentando em seguida. Quando ela entra novamente na
regiao de pressao positiva no diagrama de fases P-T causaria uma linha de singularidades
nessa regiao.

Como visto anteriormente, a agua liquida apresenta anomalia na termodinamica,
a densidade aumenta quando a temperatura aumenta; anomolia dinamica, aumento da
difusdo com aumento da pressao. Além dessas anomalias a agua apresenta também
anomalia estrutural. A estrutura da agua é quantificada utilizando dois parametros, um
orientacional q e um translacional t, [35,36]. Tanto o parametro de ordem orientacional
quanto o translacional decrescem com a densidade para agua liquida [15], como podemos
ver na figura [[L10L

As anomalias termodinamica, dinamica e estrutural da agua aparecem relaci-
onadas no diagrama de fases de temperatura pela densidade, essa relacao é conhecida

como hierarquia de anomalias. A regiao onde ocorre o maximo da difusdo engloba a
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da compressibilidade isotérmica, e da capacidade térmica a pressao constante, de um
fluido simples com a agua. Extraido de [1].

regiao onde acontece 0 méximo na densidade. Errington e Debenedetti [15], mostraram
utilizando dinamica molecular e simulagoes no modelo SPC/E que as anomalias dinamica
e termodindmica aparecem na forma de uma cascata, em um diagrama de temperatura
pela densidadade, como mostrado na figura [L1Il Podemos observar também uma regiao
de anomalia estrutural que envolve externamente as regioes de anomolia termodinamica
e dinamica. Yan e outros, usando simulac¢oes no modelo de dgua TIP5P [35], também
observaram o mesmo comportamento de hierarquia entre as anomalias (figura [[.12]). Mo-
delos computacionais usando potenciais efetivos de duas escalas, também apresentaram
esse tipo de hierarquia [37,38]. A 4gua ndo é a inica a apresentar este tipo de hierarquia,
sendo observado comportamento semelhante para SiOq [39,40],BeF, [40] e silicio [41].
Nesta dissertacao vamos investigar a relacao existente entre as anomolias dina-
micas e termodinanicas da agua, olhando para modelos em rede unidimensional. Modelos

desse tipo foram propostos em 1969 por Bell [42] e mais recente por Ben-Naim [43][44] e

outros [29,45].
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Figura 1.8: Diagrama de fase P-T (unidades reduzidas). Hipotese do segundo ponto
critico. Retirado da referéncia [31]

Propomos um modelo de agua em rede unidimensional com um potencial de
interacao bastante simples, visto que, apresenta somente uma interagao repulsiva entre
sitios vizinhos, devido a essa simplicidade pudemos obter solugoes analiticas do sistema.
Para resolvermos a termodinamica utilizamos a técnica conhecida como técnica da ma-
triz de transferéncia, que possibilitou o céalculo das funcoes de particao. Calculamos
entao a densidade, que apresentou um aumento com a temperatura, de acordo com o
comportamento anoémalo apresentado na dgua [I]. Utilizando simulag¢oes de Monte Carlo
investigamos a dinamica dos modelos, que apresentaram o comportamento anémolo na
difusdo, que tem um ponto de maximo e um ponto de mimimo no diagrama de fases da
difusdo pela densidade, como esperado para esse fluido [22]46].

Esta dissertacao esta organizada da seguinte forma: No segundo capitulo faremos
uma breve revisao dos conceitos termodinamicos mais relevantes para nosso trabalho,
mostramos algumas relagoes termodinamicas e fungoes resposta de maior interesse no
estudo de fluidos. Nesse capitulo vamos também mostrar como fazer a ligacao entre
a mecanica estatistica e a termodinamica, através do ensemble grande canonico. Por
fim mostramos a técnica da matriz de transferéncia, que sera utilizada para encotrar a

solucao analitica do modelo proposto.

No terceiro capitulo descrevemos os modelos de fluido em rede, apresentando
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o cenario atual dos modelos de agua. Comecando com uma revisao do géas de rede,
mostramos como esse modelo pode ser aplicado para representar as anomalias apresen-
tada pela dgua. Em seguida mostramos nosso modelo de agua em rede unidimensional,
descrevemos como é feita a interacao entre vizinhos a partir de um potencial simples.
Encerramos este capitulo mostrando as anomalias termodinamicas do modelo com todas
a solucoes de forma analitica.

Comecamos o quarto capitulo descrevendo o método de Monte Carlo e o algo-
ritmo de Metropolis, técnica de simulagao que foi empregada para resolvermos a dinamica
do nosso modelo. Em seguida mostramos como foi realizada toda parte de simulacao
computacional do trabalho, entao mostramos que para um modelo simples como pro-
posto nesta dissertacao é possivel simular a anomalia da difusao, mostrando um grafico
do coeficiente de difusao pela densidade.

No quinto capitulo apresentamos nossas principais conclusoes deste trabalho.

10
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Capitulo 2

TERMODINAMICA

Neste capitulo vamos relembrar algumas das propriedades termodinamicas de interesse,
com intuito de fixar os principais conceitos no tocante ao estudo dos fluidos. Mostraremos
a equacoes de estado para sistemas em equilibrio, relacionadas as variaveis de estado
independentes. Em seguida descrevemos o ensemble grande canonico, que sera de grande
importancia na descricao do nosso modelo. No outro topico apresentamos a técnica da
Matriz de Transférencia, a qual é muito utilizada para solucoes de problemas que envolve
o gas de rede. Essa é ultilizada para resolvemos nosso modelo, achando a solucao exata

para funcao de grande particao.

2.1 Relacoes Termodinamicas

Para descrevermos o estado macroscopico de um sistema, devemos especificar algumas
variaveis de estado, como por exemplo seu volume,V, nimero de particulas, N, e entropia,
S, que sao variaveis extensivas, ou seja, seu valor depende do tamanho do sistema. Outras
variaveis como temperatura, T, e o poténcial quimico, y, sao variaveis intensivas, as quais
o valor nao dependem do tamanho do sistema.

As variaveis de estado de um sistema em equilibrio nao dependem da forma
como esse estado foi alcangado, portanto, o processo termodinamico que foi seguido pelo
sistema fechado nao é importante para sua descri¢ao no equilibrio. Isso pode ser expresso

matematicamente por diferenciais exatas como: dF(z,y) = (a—f)y dz + (%—5) dy. Entao
x

0
a equagao de um fluido puro na representacao da energia U(S,V, N) e dado por,
dU = ou s + ou dav + ou dN. (2.1)
95 )y x OV ) sn ON ) gy

Algumas vezes podemos achar mais conveniente ultilizarmos a representacao da
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entropia, S(U,V,N), de tal forma que ficamos com:
S
ds = @ dU + 8_ dv + @ dN. (2.2)
oU )y n oV )un ON ) v
A primeira lei da termodinamica para sistemas fechados é expressa da forma,
dU = dQ — Pdv + pdN, (2.3)

onde d() é a variacao de calor e Pdv é o trabalho realizado pelo sistema. Para um

processo reversivel temos d@ = T'dS, entao podemos reescrever (2.3))
dU = TdS — Pdv + pdN, (2.4)

A partir desta equacao podemos ver imediatamente que

oU
T—(%)m’
oU
P=—(%2 2.
(8V)Sw, (2.5)
(o
=\ N o

Que sao as relacoes de estado na representacao da energia. Comparando as equacoes
(Z4) com a equagao (2.2), obtemos as seguintes equagoes de estado na representacio da

entropia;:

(s

\oU V,N’
08

= — 2.
(aV)UW’ (26)

ﬁ__(@) .
T ON ) v’

Temos entao um conjunto de variaveis independentes que na representacao da

Nl 8=

energia sao S, V, N; e na representacao da entropia sao U, V, N. No entanto,as vezes se
torna mais 1util trabalhar com varidveis independentes que podem ser medidas experi-

mentalmente de forma mais facil, como a temperatura e a pressao. Esse processo pode
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ser feito usando as transformadas de Legendre da energia [47]. Essas transformadas dao

origem aos potenciais termodinamicos.

2.1.1 Potenciais Termodinamicos

Potenciais termodinamicos sao de grande importancia na fisica estatistica, uma vez que
através deles podemos montar as equacoes de estado e consequentemente obtermos toda
a descricao do sistema em estudo. Além disso ele também serve como uma ligaciao entre
a fisica estatistica e a termodinamica.

Para se estudar um sistema com temperatura, volume e nimero de particu-
las fixos é conveniente realizar uma transformada de Legendre na equacao da energia
U(S,V,N), com relagdo a entropia S. Entao usando a expressao para temperatura dada

em (25), encontra-se:

F(T,V,N)=U —TS§, (2.7)

Conhecido como energia livre de Helmhotz.

Para sistemas com pressao, temperatura e potencial quimico fixos, realiza-se
duas transformadas de Legendre em relagao as variaveis S e V. Obtendo a energia livre
de Gibbs,

G(T,p,N)=U—-TS +pV. (2.8)

Para sistemas com temperatura, potencial quimico e volume fixos, a tranformada

de Legendre é feita com relagao as variaveis S e N, entao:
O(T,V,u)=U—-TS — uN. (2.9)

Conhecido como potencial grande canonico. Podemos diferenciar essa equacao que re-

sulta em,

d® = dU — TdS — SdT — pdN — Nd. (2.10)

Comparando essa expressao com a equacao 2.3 obtem-se:

0P 0P 0P
dd = — av + (—) dl + (—) du. 2.11
(av ) T,p 8T Vi au TV a ( )

A partir desta expressao pode-se forma as seguintes equacoes de estado:
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0P
P=—[— 2.12
<aV)T#’ (2.12)

oP
- (= 2.1
s (W)W, (2.13)

N = (g_f) (214)

Portanto temos a pressao, a entropia e o niumero de particulas, expressos por meio do

potencial grande canonico.

2.1.2 Funcoes Resposta

As func¢oes resposta sao derivadas termodindmicas que estao relacionadas com um pro-
cedimento experimental, sendo obtidas de maneira simples. Para um fluido puro, as
fungoes que despertam maior interesse sao: o calor especifico, a compressibilidade iso-
térmica e o coeficiente de expansao térmica.

O calor especifico mede o quanto a temperatura varia quando uma quantidade
de calor é fornecida ao sistema, e pode ser medido mantendo a pressao ou o volume fixo,
por essa razao tem-se duas defini¢oes a saber.

(a) Calor especifico a volume constante cy .

1 [d T (dS
o= = (42 T (45 (2.15)
N\dar ),y " N\dT ),
(b) Calor especifico a pressdo constante c,
1 [d T (d
o — L (4Q) T (d5) (2.16)
N\ar ),y N\dT),,

A compressibilidade isotérmica indica quanto o sistema varia seu volume quando

é submetido a um pressao, mantendo a temperatura fixa. Ele é definido por:

1 (dV
Kr=—(55) 2.17
= (@), @

O coeficiente de expansao térmica mede quanto varia o volume do sistema

quando variamos a temperatura, mantendo a pressao constante. Sua definicao é,
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1 (dV)
a=—(=—] . (2.18)
v \dT ),

2.2 Ensemble Grande Canoénico

O ensemble Grande Canonico é definido na mecéanica estatistica para modelar sistemas
em que a temperatura e poténcial quimico sao mantidos fixos. Define-se uma funcao
conhecida como: funcao de grande particao, cuja demostracao pode ser encontrada em
livros de fisica estatistica, o resultado para um sistema de N particulas serd a soma

ponderada de todas as funcoes de particao, logo temos:

=, V,T) = Z PNQ (T, V,N) (2.19)

o fator de ponderacio e’ = z & conhecido como fugacidade. A conexdo com a termodi-

namica é feita através do poténcial Grande Canonico, dado por:

@ (T,V, 1) = —%ln[zm,vm, (2.20)

lembrando a equagao (29) para o potencial grande canonico.

&=U—-TS5—uN.

Comparando essa expressao com a equacao fundamental da Termodinamica ou equacao
de Euler.

U=TS— PV + uN. (2.21)

Podemos entao facilmente identificar o poténcial Grande Cano6nico com a pressao vezes

o volume, ou seja:

®=_PV (2.22)

Mutiplicando por 3 e tirando a exponencial em ambos os lados na equagcao 2.20

entao substituindo ® dado pela equagao (2.22), ficamos com:

=(u,V,T) =PV, (2.23)
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2.3 Técnica da Matriz de Transferéncia.

Essa técnica, muita utilizada para obter solucoes exatas de problemas na fisica estatistica,
consiste em obter os autovalores de uma matriz montada a partir de uma funcao de

particao. Para ilustrar, suponha uma funcao de particao dada por:

_ BE(s182+s283+...+sNS +BJ(s1+s2+...+s
7 — E ePE(s182+s283 NSN+1)+BJ(s1+s2 N+1)’ (2_24)
{s}
onde {s} indica todos os estados possiveis do sistema, com s, assumindo apenas os valores

0 ou 1, ou seja

1
SE = . Impomos também uma condi¢ao de contorno periodica com, syy1 = s;

para que possamos reescrever a eq. (2.24) como:

7 — Z eﬁEslsg-f—BJ(sl+82)/26ﬁE8283ﬁJ(82+83)/2.“eﬁESNslﬁJ(SN-f—Sl)/Q' (225)
{s}

Agora, vamos definir uma matriz P como:
P = eBEsisi+1ﬁJ(si+si+1)/2. (2.26)

Para ficar mais claro o entendimento vamos escrever P como sendo um operador atuando

no seu autoestado |s >, assim a equacao ([2.25) assume a forma:

7 = Z < 81|P|82 >< 82| P|83 > < SN|P|81 >, (227)
{s}

usando entao a relagao de completeza ou completude

s ><s| =1, (2.28)

ficamos com :

Z =Y <s|PN|s; > (2.29)
{s}

Agora fica facil ver que a fungao de particao Z é o traco de uma matriz P definida em

(2.26). Portanto:
Z =Tr (PY). (2.30)
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Como a matriz é simétrica, por construcao, ela pode ser diagonalizada por uma transfor-
macao unitaria na forma, UTU ! = D, onde D é uma matriz diagonal. Entdo reduzimos
o problema de encontrar a solugao da soma em (2.23]), a um problema de autovalor que,
para sistemas simples, pode ser resolvido mais facilmente, bastando para isso encontrar

os autovalores );. Logo temos de (Z30) que,

Z=> AV. (2.31)

Quando N é grande o suficiente, no limite termodinamico, a equagio (Z31)) se reduz
ao maior autovalor. Para vermos isso, vamos escrever a funcao de particao colocando o

maior autovalor em evidéncia,

Z = (maz)™ 1+( A )N+( A )N+... , (2.32)

)\max )\max

entao, quando tomamos o limite para N muito grande, os termos da divisao torna-se

despreziveis restando somente o maior autovalor.
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Capitulo 3

MODELOS DE FLUIDO EM REDE

Neste capitulo vamos descrever o modelo de Gas de Rede simples, suas propriedades e
aplicacoes no estudo de fenomenos fisicos. Na proxima secao faremos uma introducao
aos modelos de fluido em rede e, por fim, apresentamos nosso modelo de dgua em rede,
mostramos o seu Hamiltoniano e calculamos a funcao de particao grande canonica a
qual nos permite obter a solucao analitica do sistema. No que se segue a pressao e a
temperatura serao definidas como variaveis reduzidas adimensionais como:

KgT

t= ,
€

p=—
€

Onde Kp é a constante de Boltzmann, € é a energia de interacao entre as parti-

culas e [ é o tamanho do sitio.

3.1 Motivacgao

Atualmente existem na literatura diversos modelos de agua que apresentam tanto as
anomalias dinamicas quanto as termodinamicas. Porém a maioria desses modelos sao
muito complexos implicando na falta de solugoes analiticas. Entao resolvemos procurar
por um modelo que seja ao mesmo tempo simples e apresente caracteristicas similares a
agua. Acredita-se que essas anomalias estejam associadas a ligacoes de hidrogénio, que
geram uma competicao entre duas estruturas, uma de alta densidade e outra de baixa
densidade. Com esta visao em mente passamos a investigar um potencial de interacao

entre as moléculas que fosse simples e que apresentasse uma transicao de fase, gerado
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por essa competicao, mesmo em um modelo unidimensionalﬂ

Em um trabalho anterior estudamos, através de simulagao computacional e cél-
culos analiticos, as anomalias dinamica e termodinamica da 4gua em um modelo de gas
de rede unidimensional [48]. Esse modelo ¢ formado por uma rede linear cujo os sitios
podem estar vazios ou ocupados por moléculas. Definimos um potencial com duas inte-
racoes atrativas entre as particulas, além do “carogo duro”, uma interacao entre primeiros
vizinhos €,4,, a qual associamos com a atracao de Van der Waals, e outra entre segundos
vizinhos, com sitio intermediério vazio, €, que associamos com a ligacao de hidrogénio.
Sendo ambos positivos e €,4, < €pp.

Nesse modelo simples, foram encotradas anomalias na densidade e na difu-
sao, também foi possivel identificar duas estruturas liquidas as quais chamamos de
bonded fluid (BF), onde temos maioria de liga¢oes de hidrogénio (segundos vizinhos)
e um dense fluid(DF), onde a atragdo de Van der Waals (primeiros vizinhos) é domi-
nante. Investigando a compressibilidade isotérmica e o coeficiente de expansao térmica,
identificamos a regiao onde ocorrem as anomalias termodinamicas e verificamos que esta
se encontra na vizinhanca de transicao DF-BF. Nessa regiao, com temperatura baixa, o
coeficiente de expansao térmica apresenta um comportamento divergente quando apro-
ximamos do ponto P = P, (figura B]), onde P. é a pressdo critica. A temperatura
nula, identificamos o ponto onde ocorre a transicao DF-BF como sendo o segundo ponto
critico.

Através desse modelo investigamos a relacao existente entre as anomolias ter-
modinamicas e dinamicas da agua, que foram encontradas na regiao de transicao entre
as duas estruturas liquidas, contudo, ele nao apresentou uma hierarquia de anomalias
bem definida, pois a regiao de anomalia dinAmica penetra a regiao de anomalia termo-
dinamica em baixa temperatura, como pode ser visto na figura Mais detalhes sobre
esse modelo pode ser visto no anexo 1.

Com sucesso obtido utilizando um modelo simples, fizemos a seguinte pergunta:
é possivel simplificar ainda mais a forma do potencial e ainda assim obter propriedades

similares a agua 7

3.2 0O Gas de Rede

O modelo de gas de rede é muito utilizado na fisica da matéria condensada, tendo uma
gama de aplicagoes em simulagoes de processos fisicos e biologicos [49H51], como por

exemplo no estudo de absor¢ao e supercondutividade. Em sua forma mais simples é

INote que a transicdo de fase ocorre em T=0.
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Figura 3.1: Coeficiente de expansao térmica em funcao da pressao com temperatura fixa.
t=0.02(linha cheia), t=0.05(linha tracejada), t=0.1(linha ponto-tracejada)

composto por uma rede com V sitios, cada sitio podendo ter somente uma particula, ou
estar vazio. Uma variavel de ocupacao 7 é definida para cada sitio assumindo os valores
0 caso o sitio esteja vazio e 1 se estiver ocupado. Para completar a descricao da rede é

preciso descrever um potencial de interacao entre as particulas.

3.2.1 Gas de Rede com “Caroco Duro”

Para o gas de rede com interacao entre as particulas dada somente por uma barreira
infinita em uma distancia igual ao tamanho do sitio, o potencial tem uma forma co-
nhecida como “caroco duro”, ou seja, duas particulas nao podem ocupar o mesmo sitio
na rede. Este tipo de interacao tem sido usado como base para modelar diversos tipos
sistemas, como fluidos e magnetos. Em modelos que ultilizam poténciais como esse,
onde a interacao é somente da forma de caroco duro a temperatura nao é importante na
descricao termodinamica do sistema, que é conhecido como atérmico. Para esse modelo

simples podemos calcular analiticamente sua funcao de particao e a partir dela todas
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Figura 3.2: hierarquia de anomalias no diagrama de fase t vs p.
fungoes termodinamicas de interesse. Assumindo uma condic¢ao periddica de contorno,
o Hamiltoniano é dado por

V+1

HZ—MZ% (3.1)
i=1

e entao temos o peso de Boltzmann de uma configuracao:
Q=c "1 = H ePrni (3.2)
i
a partir deste peso podemos calcular a funcao de particao grande canonica, obtendo:

==Y [l =a+emy, (3.3)
{mi} @

L
kpT’

de Boltzmann. Vamos calcular o potencial grande-canonico , que é dado por:

onde p é o potencial quimico, § = V é o niimero de sitios na rede e kg é a constante

® = —kpTInE,
logo, usando (33)

d = —kpTV In(1 4 ).

considerando a identidade dada por,
®=U-TS5— uN,
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calculamos a entropia S e o niumero de particulas N, atravé das relagoes,

Por fim, Calculamos a densidade e a entropia por sitio do sistema:

N 1 0P efr
- = = 4
PEV T T Voy T 1remn (34)
109
s——va—T——plnp—(l—p)ln(l—p). (3.5)

De acordo com estes célculos, vemos que a densidade apresenta o comporta-
mento esperado para fluidos simples, diminuindo a densidade quando ha um aumento de
temperatura. Obviamente, este modelo simples nao apresenta transicao de fase. Um mo-
delo, em uma dimensao, onde podemos encontrar transicao de fase se apresenta quando
os primeiros vizinhos da rede podem interagir de maneira repulsiva ou atrativa. Com

isso podemos encontrar uma transicao do tipo liquido-gas como acontece na agua.

3.2.2 Gas de Rede Atrativo

Modelos de gas de rede com interacao atrativa estabelecem uma correspondéncia direta
com as variaveis termodinamicas de um sistema magnético de spin na rede, podendo
entao utilizarmos os resultados conhecidos de um sistema para outro. Nesse caso onde
temos um gas de rede atrativo podemos mapear o modelo de Ising ferromagnético, que
tem solugoes analiticas para uma e duas dimensoes [47].

No modelo de Ising, tem-se uma rede formada por N sitios, cada sitio é ocupado
apenas por um spin que pode ser up ou down, a representacao desses estados na rede é
feito pela variavel o; que pode assumir os valore 0 = 1 e 0 = —1, para spin up e spin

down respectivamente. O hamiltoniano para esse sistema é dado por:

H = —JZO'iO'k — HZUZ', (3.6)

onde a soma é feita sobre todos sitios vizinhos (i, k) da rede, J e H representam a in-
tensidade de interagao entre os primeiros vizinhos e entre um sitio e o campo magnético
externo, repectivamente. Sendo o volume e o niimero de particulas bem definidos, pode-
mos trabalhar com ensemble canonico, que melhor se encaixa na solucao deste tipo de

problema. Portanto, podemos escrever a probabilidade de equilibrio como
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1
o BH@)

Peg(0) = Z07) ; (3.7)

onde Z(T') é a fungao de particao.

A solucao para esse modelo em uma dimensao foi apresentada por Ising em 1924,
e duas dimensoes por Onsager em 1944.

Para fazermos a ligacao entre o modelo de Ising e 0 modelo de gas em rede, basta

que se faca uma troca da variavel de spin o por uma variavel de ocupacgao 7, definida

COmao:
ag; —+ 1

2 9

entao 7 assume os valores 0 caso o sitio esteja vazio e 1 caso esteja ocupado. Com isso

i = (3.8)

a equagao (B.6) pode ser reescrita como,
Ho=—4J> nine+8J > mi—2HY 1, — NH, (3.9)

Podemos fazer ¢ = 4J, entao podemos reescrever a equacao (3.9), a menos de uma

constante, como:

H=—e> nime—20H=e)> n (3.10)
i,k A

Podemos entao mapear a solucao do modelo de Ising em um gas de rede, defi-
nindo as variaveis

w=2(H-J),

onde p é o potencial quimico e € é a interagao entre os primeiros vizinhos.

No proximo topico apresentamos as solugoes para um gas de rede com interagao
repulsiva entre primeiros vizinhos, bastando uma troca do sinal na equacao do potencial
para termos entao a solucao para esse modelo com gés rede com potencial atrativo, com
o hamiltoniano dado por (3.9).

3.3 Modelos de agua em rede

Com intuito de simular o comportamento da agua e sua estrutura diversos modelos
computacionais foram implementados, dentre eles temos modelos com detales atdémicos,
como com exemplo, TIP5P (Five Point Transferable Intermolecular Potential) [52], SPC
(Simple Point Change) [27] e SPC/E ( Extended Simple Point Change) [35]. Estes
modelos sao capazes de reproduzir a maioria das propriedades anomalas da agua liquida

a temperatura e pressao ambiente, contudo, eles sao bastante complicados o que dificulta
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a compreensao fisica das anomalias apresentadas, outra grande dificuldade enfrentada
por esses modelos é a falta de solucoes exatas. Neste sentido, modelos em rede surgem
como alternativa para estudar algumas das anomalias presentes na &gua liquida, no
entanto, mesmo os modelos em rede em duas e trés dimensoes nao possuem solucgoes
exatas.

Um modelo em rede unidimensional que apresentou anomalia na densidade foi
proposto por Bell [42]. Nesse modelo as liga¢oes de hidrogénio podem ou nao ocorrer
entre segundos vizinhos, quando o sitio entre eles estiver vazio. Em baixa temperatura
e pressao esse modelo apresentava uma competicao entre duas estruturas, uma confi-
guracao local aberta e outra mais fechada de alta energia. Cho et al. propuseram um
modelo [53]que pode ser considerado uma generalizacao do modelo de Bell. Foram estu-
dados a relacao entre as anomolias termodinamicas e o segundo ponto critico que aparece
no final da linha de transicao liquido-liquido. Nesse modelo as pontes de hidrogénio tem
sua energia reduzida com a aproximacao de uma terceira molecula na ligacao, e um
conjunto ¢ de estados foram adicionados as moléculas.

Em um trabalho pioneiro, Stell e Hemmer introduzem um potencial para o gés
de rede formado por um “caroco duro” mais uma parte negativa, a qual suavisa seu ca-
rogo duro [54,[55]. Este potencial, que ficou conhecido como core-softened, é capaz de
reproduzir duas transicoes de fase de primeira ordem, uma transicao liquido-géas e outra
liquido-liquido. Frank Stillinger e Teresa Head-Gordon mostraram que o core-softened
pode ser considerado uma aproximacao realistica de primeira ordem da interacao real
entre as moléculas de dgua [56,57]. Debenedetti e colaboradores usando argumentos ter-
modinamicos, demostraram que potenciais core-softened podem apresentar uma regiao
onde hé instabilidade do fluido e confimaram a existéncia de um coeficiente de expansao

térmica negativo ar < 0 [58].

3.3.1 Modelo unidimensional com interacao repulsiva entre pri-

meiros vizinho

Nosso modelo é formado por uma rede linear de comprimento L. dividida em N sitios
idénticos, cada um podendo estar ocupado por uma particula ou vazio (Figura B.3).
Como o niimero de moléculas distribuidas na rede ¢ igual a n, a densidade é p = 7.
Definimos entao uma variavel de ocupacgao 7, que assume os valores 0 se o sitio
estiver vazio ou 1 se ele estiver ocupado. A simplicidade do modelo, além do fato de
ser em uma dimensao, esta no seu potencial de interagao (figura 3.4) que, ao contrario
da maioria dos modelos em rede encontrados na literatura [42,59], possui somente um

“ntcleo duro” e uma interacao repulsiva entre primeiros vizinhos.
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Figura 3.3: rede linear. As particulas sao representadas por circulos pretos
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Figura 3.4: Representacao do potencial de interacao entre as moléculas da rede no modelo
aqui investigado.

A grande vantagem do nosso modelo é que podemos utilizar calculos simples
para obtermos as solugoes exatas de todas as funcoes termodinamicas e além disso, o
desenvolvimento de codigos de Monte Carlo, para investigar a cinética, é bastante simples
e barato computacional, que nos permite acessar regioes com temperaturas mais baixas.

Para investigarmos o caso com interacao atrativa basta uma troca de sinal na equagao

BI).

O Hamiltoniano

O Hamiltoniano representa a energia total do sistema, no caso do modelo proposto para
calcularmos seu valor basta fazer uma contagem sobre todos o sitios da rede, contando
as particulas e os contatos entre primeiros vizinhos, com o potencial de interacao entre

as moléculas dado por:
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oo, RSTl
U(R) =< ¢ rn<R<ry . (3.11)
0, R >y

Onde r; e ry sao as distancias entre o primeiro e o segundo vizinho do sitio, respectiva-
mente, com € > 0 a energia de ligacao entre vizinhos.

Entao, uma particula que tem ositio subsequente, ou seja, seu primeiro vizi-
nho, ocupado por outra particula, ird contribuir para energia total do sistema com uma
energia de interacao €, e seu potencial quimico u. Se o vizinho estiver desocupado, a
contribuicao sera somente do seu poténcial quimico. A fim de obtermos a solucao ana-
litica do sistema, nos ultilizaremos o ensemble grade candnico que é o mais apropriado
para esse tipo de modelo, entao, usando a variavel de ocupacao definida anteriormente

obtemos o Hamiltoniano efetivo:

N+1 N+1

H=e) Millisa— 1) M (3.12)
i=1 i=1

Nesse caso assumimos a condicao periodica de contorno, ou seja 7y, = 7;. @ é o
poténcial quimico.
Agora calculamos o peso de Boltzmann utilizando o hamiltoniano dado e a

equagao ([3.12), assim temos:

—BH _ He—ﬂ(emnm— pn;) (3.13)
i
entao com isso calculamos a funcao de grande particao como:

=)= 3 Q. (3.14)
{n}

Substituindo (B.13) em (B.14) temos:

= (u,n,T) ZH —B(eminipa— pni) (3.15)
{n} 7

Para calcularmos a solugao exata desta funcao vamos usar a Técnica da Matriz
de Transferéncia (TMT), apresentada anteriormente na se¢do (2.3). Em nosso modelo
temos a fungdo de Grande Partigao dada pela equacao (B.I3]), onde assumimos uma

condigao periodica de contorno. Definimos uma matriz P(n;n,,,), tal que,
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P ('fh’fh'+1) = 6_6(5772'772'+1_ Wh‘).

(3.16)

Como visto anteriormente, podemos escrever a equacao (B3I5) como o trago da matriz

PN logo:

E(u,n,T)="Tr (PN),

(3.17)

lembrando que a variavel de ocupacao n assume os valores 0 ou 1, assim podemos ter as
seguintes combinacoes: P(0,0) ; P(0,1) ; P(1,0) e P(1,1). Fazendo a = e P e 2z = ¥

temos a partir da eq. B.16.

P(l,1)=az; P(0,1)=1

P(1,0)=z ; P(0,0)=1.

Entao podemos montar nossa matriz na forma:

PZ(CLZ 1)
z 1

Para encontrarmos uma solugao nao trivial é necessario que:

Det (P — 1)) = 0,

que nos d& o polinomio caracteristico, logo temos:

_ 1
Det [ @77 — 0.
z 11—

Resolvendo esse determinante ficamos com

(az—A)(1—=X)—2z=0.
Colocando z em funcao de A\ temos:

RSN
Tua—N-1

(3.18)

(3.19)

(3.20)

Como no limite termodindmico somente o maior autovalor tem uma contribuicao

significativa para a fun¢ao de grande parti¢ao, a equagao (3.15) é resulta em
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Z(u,n, T) =\ = Ph (3.21)

Portanto, obtemos A = ¢?”. Com isso podemos encontrar a solucdo exata de todas as

funcoes termodinamicas indicadas na secao anterior.

3.3.2 Pressao critica e Densidade

Seguindo a referéncia [29], calculamos a pressao critica a partir da minimizacao da energia
livre de Gibbs (eq. 2.8)). Tomando o valor T' = 0, temos
Ua - Ud)

(
P.=- (ra—ra) (3.22)
onde U, e Uy sao os valores da energia para uma estrutura aberta (baixa densidade)
e outra fechada (alta densidade), respectivamente. Fazendo as substituigoes U, = 0,
Us =€ r, =1er, =2l, de acordo com a representacao do potencial na figura [3.4]

ficamos com

P = % (3.23)

que é a pressao critica.
A densidade do modelo pode ser calculada em funcao de A, partindo da equacao

(2.14)) e realizando alguns calculos chegamos a seguinte expressao:

=1 (55) =5[]

entao substituindo o valor de z dado pela equacao ([B.20), temos:

(1= Na(1-A) - 1]
P =N —142n (3.25)

Um grafico da densidade pela temperatura, com pressao constante, &€ mostrado

na figura B.5 Podemos observar um aumento na densidade com a temperatura, com
P < P., até que seja alcancado um ponto de maximo, reproduzindo um comportamento
anomolo da agua, nessa regiao temos a < 0, indicando um aumento da densidade. Apos
o ponto maximo da densidade, esta comeca a diminuir quando temperatura aumenta,
como esperado para fluidos “normais”. Para esse caso temos, portanto, uma inversao no
sinal do coeficiente de expansao termica a.

Quando P > P. nao observamos a anomalia na densidade, assim independente

da temperatura « é sempre positivo, visto que a pressao esta fora da regiao onde ocorre
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o comportamento nao usual das propriedades termodinamicas da agua.
Quando P = P, a curva de densidade é praticamente constante para uma faixa
de baixa temperatura, nessa regiao temos a ~ (0. Para temperaturas mais elevadas, a

densidade se comporta como esperado em sistemas normais.

1 T T T T T T T T T
N Plle=09 ——
\ Plle =1.0
" Ple=11 - - - -
09 8
0.8 | ]
Q T S~ -~
0.7 e :
0.6 i
05 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
K,T/e

Figura 3.5: Densidade em funcao da temperatura para trés pressoes distintas. Para
P=1.1, observamos um comportamento de um fluido normal, com a densidade dimi-
nuindo com aumento da temperatura.

Este tipo de comportamento da densidade é geralmente relacionado as quebras
das ligacoes de hidrogénio, que provoca a contragao do volume molecular do sistema, visto
que a distancia entre a moléculas é maior nas ligacoes de hidrogénio que nas ligagoes de
Van der Waals.

No caso do modelo em estudo, esse comportamento tem origem na variacao do
nimero de primeiros vizinhos. Quando aumentamos a temperatura ocorre um aumento
da entropia, assim mantendo a pressao constante e abaixo da pressao critica, pode ocor-
rer a penetragao das particulas na regiao repulsiva do potencial, aumentando o nimero
de primeiros vizinhos, ou seja, elas se ligam com outras particulas vizinhas formando
uma estrutura fechada, mais densa. Ao continuarmos aumentando a temperatura, au-
mentamos a energia do sistema, que favorece o afastamento das particulas, diminuindo

o nimero de primeiros vizinhos e portanto diminuindo a densidade.
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3.3.3 Calculo da Entropia

Nesta secao vamos encontrar, analiticamente, a entropia para modelo proposto, e apre-
sentamos o seu grafico em funcao da pressao para duas temperaturas diferentes, uma
dentro da regiao onde ocorre as anomalias (T baixo) e outra fora dessa regiao (T ele-
vado).

Podemos relacionar este aumento ao comportamento andmolo da densidade, que
diminue com a temperatura (o < 0), causando entdo um aumento de volume e conse-
quentemente um aumento na entropia. Isto pode ser visto, sabendo que (0V/9T), =
— (0S/0P), . Portanto se o = (0V/OT') p for negativo, entao

(S—JSD)T >0, (3.26)

portanto, temos uma regiao onde acontece um aumento da entropia com a pressao,

mantendo-se a temperatura fixa. Sabemos que a entropia pode ser expressa como

5= _(g—;)P , (3.27)

sendo,

In(z)=pp —  p=KTin(z), (3.28)
portanto temos:
0 [KpTin(z)]
=—| ——= . 3.29
s (HEE) (3.29)
Usando z dado pela equagao (B:20), encontramos:

1 P\ a(l—=X\)+ PA
— K1 — |ppo .
§ ”n(ZHTz[ SR G R Ry s g

(3.30)

Um gréafico da entropia pela pressao é mostrado na figura [3.6] plotamos duas
isotermas, com 7' = 0.2 (linha cheia) e T" = 0.4 (linha tracejada), podemos ver que
a entropia apresenta um ponto de maximo e minimo local, para 7' = 0.2. Com T =
0.4 a entropia comporta-se como um fluido normal, pois para essa temperatura ja nao
observamos anomalias termodinamicas, como pode ser visto no grafico da densidade
(fig. B.3), onde o aumento da densidade com a temperatura vai até aproximadamente

T = 0.25, passando a se comportar como esperado. O ponto de méximo da entropia
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Figura 3.6: Entropia pela pressao com temperatura fixa. Duas isotérmas sao mostradas
T=0.2(linha cheia) e T=0.4 (linha tracejada). Para T=0.2 ¢ ¢ = 1. Podemos notar um
maximo na entropia no ponto onde P = P,, sendo P, = ¢

ocorre onde P = P..
Este comportamento para entropia é considerado anémolo, pois é natural que
a0 comprimirmos o sistema, mantendo sua temperatura constante, a entropia diminua.

Comportamento que nao acontece na agua na regiao onde P < P..

3.3.4 Coeficiente de Expansao Térmica e Compressibidade Iso-
térmica

Nesta sub-secao iremos analisar o comportamento do nosso modelo em rede para duas
importantes funcoes resposta do sistema; o coeficiente de expansao térmica «a e a com-
pressibidade isotérmica Kp. Mostraremos como esse comportamento pode ser relacio-

nado com as anomalias dessas fungoes na agua liquida.

Coeficiente de Expansao Térmica

O coeficiente de expansao térmica («) a pressao constante, pode ser expresso em termos

da densidade por

o= _% (3—;)]3. (3.31)
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Ele mede a capacidade de um corpo aumentar o diminuir suas dimensoes com
a variacao da temperatura, por isso tambem é conhecido como coeficiente de dilatacao
térmica. A sua unidade é o inverso da temperatura, no sistema internacional (K~1).
Quanto maior for a maior serd a variacao do tamanho do sistema com a flutuacao na
temperatura. Para a maioria dos materiais, que sao considerados ‘“normais”, o volume
aumenta com aumento da temperatura, isso ocorre pois, ao ser aquecido os materiais
absorvem energia na forma de calor, que resulta em um aumento da energia cinética dos
atomos e consequentemente um maior afastamento entre eles.

No caso da agua essa propriedade apresenta um corportamento diferente do
usual, pois na regiao de 0 a 4 °C o volume da agua diminui com aumento da temperatura,

0 que caracteriza um coeficiente de expansao negativo.

10 T T T T T
;-: T=01 —
s | T=10.05 ]
T=0.02 weeveeeee
6 - -
4t J
'_
o

0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6

Figura 3.7: Coeficiente de expansao térmica em funcao da pressao com temperatura fixa.

A divergéncia no comportamento do coeficiente de expansiao térmica pode ser
melhor entendido quando visto em func¢ao da pressao com temperatura fixa, figura B.7
Pode-se notar que o apresenta uma variagao abrupta na regiao de transi¢ao entre LDL-
HDL que depende de como nos aproximamos do segundo ponto critico (T'=0, P = P,).

Quando tomamos o limite T'— 0, com P — P, pela direita (altas pressoes), temos

1
~ —. 3.32
an (3:32)
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Figura 3.8: Compressibilidade isotérmica em funcao da temperatura
Quando o limite é tomado com P — P, pela esquerda (baixa pressoes), temos
o~ ——. (3.33)

Compressibilidade Isotérmica

A compressibilidade isotérmica (K7r), é a medida da variagdo do volume em resposta a
uma variacao na pressao, mantendo a temperatura constante. Em termos da densidade

podemos espressar K como,

1/ 0p
Kr=2-[=X1] . .34
! ﬂ(aP)T (3.54)

O comportamento esperado para a compressibilidade é a diminuicao do volume com o
aumento da pressao. Em todos os sistemas termodinamicos estaveis temos (0K7/9T) p >
0. Visto que, Kr < (AV)? >, entdo, para esses sistemas temos uma diminui¢ao da
flutuacao volumetrica quando abaixamos a temperatura. No caso da agua, existe uma
regiao onde a compressibilidade dinimue com o aumento da temperatura, apresentando
um ponto de minimo. Para P = latm o minimo acontece em torno de 7' = 46°C [60).
Na figura 3.8 a compressibilidade isotérmica do nosso modelo é mostrada em fun-
¢ao da temperatura para quatro valores de pressao distintos. Na vizinhanc¢a da regiao

de transicao entre as duas estruturas liquidas observa-se um aumento da compressi-
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bilidade quando a temperatura diminui, comportamento atipico, como encontrado em

outros modelos em rede para agua [29,[48]. Pode-se notar ainda, que ao se aproximar

da pressao critica, a baixa temperatura, a compressibilidade apresenta uma divergéncia

caracteristica de um ponto critico. Podemos abservar que, quando 7" — 0 com P = P,,
temos

Ky~ = (3.35)

T

Tanto K7 quanto «, apresentam um comportamento anémalo, similar ao apre-

sentado pela dgua liquida. Também esta presente uma linha de transigao liquido-liquido,

a qual termina em um ponto critico, estando de acordo com a hipotese do segundo ponto

critico. Esse tipo de comportamento é bem conhecido na literatura, ja sendo encontrado

em outros modelos tipo agua.

3.3.5 Estrutura liquida

As anomalias na compressibilidade isotérmica e na expansio térmica podem ser relaciona-
das a uma existéncia de duas estruturas liquidas, HDL e LDL, como visto anteriormente.
Na figura apresentamos o diagrama de fase de pressao pela temperatura, onde é visto
a linha de méximo de densidade (TMD). Essa linha tem inicio em 7"= 0 e P = P., ponto

onde ocorre a transicao entre os dois fluidos, HDL-LDL, marcada com um triangulo.

| Tmp
12 9000 -

a>0

Figura 3.9: Temperatura de maximo de densidade TMD
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Seguindo a referéncia [61], vamos relacionar as anomalias termodinamicas da
agua a competicao entre duas estruturas local, uma de baixa densidade LDL(segundos
vizinhos) e outra de alta densidade(primeiros vizinhos) HDL. No ensemble de Gibbs as
configuragoes sdo determinadas pela minimizagao do potencial de Gibbs (2.8)). Na figura
B.I10 ¢ mostrado G em funcao da distancia entre as moléculas [, em uma dimensao e
T = 0, para dois valores de P, um valor acima e outro abaixo da pressao critica. Note
que assumimos que o sistema (no limite termodinamico) sera caracterizado pela repetigao
de uma célula unitaria contendo uma unica molécula posicionada no mesmo sitio. No
equilibrio a distancia [(P) é determinada pelo mimimo absoluto de G, quando a pressao
estd abaixo da pressao critica, P < P,., esse mimimo é localizado no segundo vizinho
[ =2 e para P > P. o minimo se encontra no primeiro vizinho [ = 1.

Na figura podemos notar também, as regioes onde o coeficiente de expansao
termica é positivo ou negativo, sendo separados por uma linha onde temos o = 0. Essa
linha comega exatamente no ponto (T = 0, P = P.) que &, também o inicio da linha
TMD e marca a transisao HDL-LDL.

A regiao onde temos a < 0, cercada pela linha TMD, ¢é a regiao onde o modelo
apresenta a anomalia na densidade. Fora dessa linha, onde o« > 0, o comportamento da

densidade do fluido é normal.

4.5

35+

u(l)-PI

25 r §

N
T

\
\

15

0.5 1 15 2 2.5 3

Figura 3.10: Potencial de Gibs em uma dimensao em func¢ao da distancia entre as mo-
léculas da rede com T=0, com potencial de interacao discreto dado por (B.I1). (P=1.5
Linha cheia , P=0.7 linha tracejada)
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Capitulo 4

DINAMICA

Neste capitulo estudamos a dinamica do nosso modelo e descrevemos o procedimento
adotado para a obtencao dos dados, apresentando os resultados das simulagoes. An-
tes de descrevermos o modelo em si, iremos explicar o Método de Monte Carlo(MMC)
que, juntamente com a dinadmica molecular, ¢ uma das principais ferramentas para o es-
tudo de sistemas fisicos. Mostraremos também o Algoritimo de Metropolis, ferramenta
muito importante para o MMC, no contexto das simulacoes desenvolvidas neste trabalho.
As simulagoes computacionais nos permitem fazer uma conexao entre as propriedades
macroscopicas e microscopicas do sistema e podem servir para calcular quantidades de
sistemas fisicos em regioes onde a obtencao experimental se torna muito complicada,
como no caso da adgua super resfriada abaixo da temperatura de nucleagao expontanea,

onde o tempo de vida do liquido metastavel vai a zero.

4.1 Meétodo de Monte Carlo

O Método de Monte Carlo(MMC) é um método estocéstico, que permite a simulagio
de problemas envolvendo um niimero muito grande de variaveis aleatorias. Esse método
foi batizado por Ulam e Von Neumann [62], durante o Projeto Manhattan na Segunda
Guerra Mundial, por ser muito similar a jogos de azar: eles fizeram uma referéncia a
Monte Carlo, distrito de Monaco, que é famoso por ter grandes cassinos.

O MMC é alimentado por um gerador de nameros aleatorios (algoritmo mate-
mético que gera um nimero randomico) e, junto com uma fungao densidade de probabi-
lidade que caracteriza o processo, fornece uma maneira direta de simular processos fisicos
sem a necessidade de explicitar todas as equacoes matematicas envolvidas para descrever
o comportamento do sistema em estudo. Portanto, podemos dizer que o MMC utiliza

uma simulacao estocéstica para escolher os estados que participam na distribuicao de
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probabilidade do sistema.

A probabilidade que caracteriza um sistema fisico em equilibrio é definida de
acordo com o ensemble adotado, por exemplo o micro-canonico, canénico ou grande-
canbdnico. Obviamente essa técnica pode ser usada em outros sistemas, nao somente
sistemas fisicos, bastando que as quantidades de interesse sejam ponderadas por uma
distribuicao de probabilidade bem definida.

Na mecanica estatistica,a média de uma determinada grandeza é calculada
definindo-se incialmente o ensemble apropriado para melhor descrever o sistema no es-
tado de equilibrio. Entao, se f(x) for uma fungao de estado no ensemble canonico sua

média sera dada por

x)e PHE) g
ey - e

(4.1)

onde o termo e #* ¢ o peso de Boltzmann.
O método de Monte Carlo consiste em resolver a integral acima transformando-a
em uma soma discreta, o que pode ser feito levando em consideracao a probabilidade

P(z) de cada estado do sistema. Assim podemos escrever a média de f(z) como

2)e—BH®@)
(f (@) = 2=l (4.2

onde

Z =Y e P, (4.3)

é funcao de particao do sistema.
A probabilidade P(x) do sistema ser encontrado em um estado microscopico x

é, portanto,

P(z) = Lo, (4.4)
Z
Essa expressao, conhecida como distribuicao de Boltzmann, estabelece uma relacao entre
a termodinamica e a estatistica de um sistema termodinamico em equilibrio.
Para calcular a média da funcdo f(x) devemos imaginar um certo nimero N de

estados que seja gerado de acordo com a probabilidade P(x). Assim, a média aritmética

de f(x), .
Fyv= I (4.5)

serd uma estimativa para o valor da grandeza fisica em questao. Quanto maior for N
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melhor seré essa estimativa para essa funcao.

Para encontramos o valor de f(x) no equilibrio termodinamico, podemos simular
computacionalmente um sistema, fisico que tenha N particulas distribuidas em um volume
V com temperatura fixa T e um conjunto de estados x usando o MMC, que pode ser

resumido nos seguintes passos:

1. Distribua aleatoriamente as N particulas no volume V.

2. Escolha aleatoriamente uma particula, que pode assumir uma nova posi¢ao no

sistema.
3. Usando uma taxa de transicao definida testar se o novo estado é aceito.

4. Repetir os passos 2 e 3 N vezes, isso corresponde a 1 passo de Monte Carlo (PMC).

No fim de cada passo calcular a quantidade fisica desejada.

5. Depois de um numero de PMC t escolhido inicialmente, essa escolha deve ser
suficientemente grande para o sistema entre em equilibrio termodinadmico, obtemos

todos os dados de interesse fisico.

Em seguida apresentamos o algoritmo de Metropolis, o qual usamos para definir

a taxa transicao do nosso modelo.

4.2 Algoritmo de Metropolis

O algoritmo de Metropolis ¢ um dos métodos muito utilizado dentro do Método de Monte
Carlo. Ele define como o sistema evolui no tempo através das mudancas de energia
causadas por uma nova configuracao que define um novo estado, e assim definindo se o
estado permanece inalterado ou passa para o novo (passo 3 do esquema de monte carlo
apresentado acima). Para realizar esse procedimento, o algoritmo de Metropolis gera
varidveis aleatorias seguindo uma taxa de transicao W (z; — x;), que segue um processo
de Markov [63]. A probabilidade de mudanca de estado pode ser definida escolhendo-se
uma variavel para de distribuigao P(x), que no caso é a distribui¢do de Boltzmann, dada
em [£.4l Além disso, temos que garantir que o processo para gerar nimeros aleatorios
seja descorrelacionado, ou seja, que as variaveis aleatorias geradas nao tenha memoria.

Essa condicao é satisfeita desde que
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Essa condicao é conhecida como balanceamento detalhado, a taxa de transicao
W (z; — z;)é pode ser definida da seguinte forma: se a variacdo de energia AE =
E(z;) — E (z;) for menor que 0, o novo estado é aceito automaticamente, é a energia
da nova configuracao e é a energia da configuracao antiga. Caso contrario para que
o novo estado seja aceito faz-se o seguinte, sortea-se aleatoriamente um numero entre
0 e 1, caso esse numero seja menor que , conhecido como peso de Boltzmann, a nova
configuragao é aceita, se nao o sistema volta para configuracao original. Esta taxa de
transicao garante que uma cadeia de Markov iré gerar um distribuicao de probabilidades
tnica, para tempos suficientemente longos, que corresponde a condicao de equilibrio
estacionaria.

Podemos dizer que o Algoritmo de Metropolis leva o sistema para um estado de
menor energia livre, permitindo que os estados mais provaveis tenham maior chance de
ocorrer. O funcionamento do algoritmo de Metropolis pode ser representado no seguinte

esquema:

1. Dada uma nova configuragdo do sistema(passo 2 do equema de Monte Carlo),

calcular a variagao de energia. AE = E(x;) — E (z;)
2. Se AE< 0, entao a nova configuracao é aceita automaticamente.

3. Se AE> 0, sorteia-se um nimero A aleatoriamente no intervalo [0,1], caso seja A <
e PAE o sistema permace na nova configuracdo, caso contrario o sistema retorna

a configuracao anterior.

Esse esquema para o algoritmo de Metropolis é substituido no passo 3 no es-
quema de Monte Carlo. Para mais detalhes sobre o MMC e o Algoritmo de Metropolis,

é recomendado a leitura de livros textos na area de simulagao computacional.

4.3 Resultados da simulacao

Utilizando o Método de Monte Carlo obtemos a dinamica do nosso modelo, descrito
na secao 3.3.1. Todas as simulacoes foram feitas no ensemble canonico, para tal, uma
configuragao inicial é gerada distribuindo-se N particulas aleatoriamente nos V sitios da
rede, que nesta dissertacao ¢ composta por V. — 1000 sitios e condigoes de contorno
periodicas.

A cinética das particulas do fluido é definida da seguinte maneira: uma particula
é escolhida aleatoriamente e em seguida ela realiza um salto que pode ser de um ou dois

sitios a direita ou & esquerda em relacao a posicao atualmente ocupada. Quando o salto
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for de dois sitios ela nao olha para o sitio intermedirio, que pode estar ocupado ou
vazio. Esta condicao foi aplicada para que pudessemos obter a difusao, visto que, para
uma rede unidimensional as particulas ficariam sempre na mesma ordem inicialmente
arranjadas se nao houvesse a possibilidade de saltos através de outra particula.

Apo6s a montagem da rede com uma configuragao inicial, atribuimos a um vetor
Y(O) a posigao de cada uma das particulas. Em seguida escolhemos aleatoriamente uma
delas para realizar um salto, entao olhamos para posicao para qual a particula ir& ser
deslocada, caso esse sitio esteja ocupado ela nao pode realizar o salto permanecendo na
posicao que ocupava originalmente, em seguida escolhemos outra particula e testamos
novamente a possibilidade de que seja realizado o salto. Quando uma particula salta para
um sitio vazio, usamos o algoritimo de Metropolis para testarmos se a nova configuracao
é aceita, de acordo com a secao anterior. Ao repetirmos esse prossedimento N vezes
obtemos um passo de Monte Carlo (PMC) [64] e ao final de cada PMC calculamos o
deslocamento médio das particulas.

Quando ¢ atingido um tempo de equilibrio 7., estipulado inicialmente, passa-
mos a calcular o deslocamento quadrado médio, que é salvo em um arquivo a cada 103
PMC. Terminada a simulagao, obtemos a constante de difusao interpolando a relagao de

Einstein, dado por:

N
D(t,p) = <% S () - Xj<o>12> . (4.7)
j=1
onde t é a temperatura reduzida, p é a densidade, N é o nimero de particulas e 7 é o
tempo de simulacao.

Com o intuito de descobrir se nosso modelo apresentava, também anomalia na
difusao D, analizamos o comportamento da variacao de D em funcao da densidade p,
com temperatura fixa. Para cada temperatura realizamos cinco simulacoes, partindo de
configuragoes iniciais diferentes, sobre as quais tomamos a média. Com isso obtemos
a média expressa na equagao (L7). Foram obtidos dados para temperaturas reduzidas
entre 0.2 a 0.7 e densidades reduzidas de 0.15 até 0.85. Em todos os casos o tempo para
cada simulacao, dado em passos de Monte Carlo, foi de 10¢ PMC.

Na figura apresentamos dois graficos do deslocamento quadrado médio em
funcao do tempo com a temperatura fixa. No lado esquerdo exibimos os valores para
T = 0.8. Nessa temperatura, que pode ser considerada elevada, observamos uma maior
mobilidade das particulas quando reduzimos a densidade. Assim, o coeficiente de difusao,
que ¢é calculado usando a equagao (7)), onde < Ar? > é obtido via simulagdo, ¢ reduzido
com o aumento da densidade, como pode ser visto da figura[d.2l Esse é o comportamento

esperado para fluidos simples. Para T' = 0.3 (figura lado direito) podemos observar
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Figura 4.1: Deslocamento quadrado médio em fungao do tempo (passos de monte carlo)
na escala logaritmica. Do lado direito a temperatura é igual 0.3, do lado esquerdo a
temperatura é igual a 0.8

um coportamento diferente do deslocamento quadrado com a densidade. Para p = 0.7 a
mobilidade é maior que para p = 0.2, indicando um aumento peculiar da difusao quando
aumentamos a densidade.

Na figura mostramos um grafico da difusao em funcao da densidade para
diversas temperaturas. Podemos ver que para temperaturas acima de 0.55 a difusao
apresenta um comportamento esperado para liquidos normais, decrescendo quando ha
um aumento da densidade. Para T < (.46 observamos uma regiao onde ocorre um
méximo e um minimo para difusao, caracterizando um comportamento anémalo, como
apresentado em outros modelos de fluidos com propriedades similares a dgua [14,[1565].

Essa anomolia na difusao, assim como a anomalia na densidade, pode ser ex-
plicada através da quebra de ligacoes de hidrogénio, causada pelo aumento de pressao.
Como as ligacoes de hidrogénio apresentam uma interagao de maior intensidade entre
as particulas, quando elas sao destruidas ocorre um aumento da mobilidade molécular,
ocasionando entao um aumento da difusao.

Outra interpretagao dada por Scala e colaboradores [66], relaciona a difusao com

o volume livre por particula, e o volume livre é definido como:
UV =V — Veg, (4.8)

onde v.,; ¢ o volume excluido por particula, que resulta do potencial de carogo duro.
Quando aumentamos a pressao, podemos reduzir ou aumentar o valor de v, isso vai
depender de qual termo serd dominante, Av,, ou AV, visto que ambos decrescem com o

aumento de P. Essa dominancia pode ser relacionada a duas estrutura liquidads HDL e
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Figura 4.2: Difusao pela densidade, para modelo unidimensional com interacao repulsiva
entre primeiros vizinhos

LDL e, quando ocorre a transicao HDL-LDL ocorre também a troca do termo dominante.

Para investigarmos qual a relacao existente entre as anomalias termodinamica
e dindmica do nosso modelo construimos a figura [£.3], onde comparamos os pontos de
méximo e minimo de difusao com a linha TMD, no diagrama de fases temperatura vs
densidade. Os pontos de méximo D,,,, e minimo D,,;, de difusao foram obtidos fazendo
um ajuste na regiao de maximo e minimo, respectivamente, usando a equacao:

D(t, p) = ap* + bp® + cp? + dp + e,
onde a, b, ¢, d e e sao parametros de ajuste da curva, entao, derivando esta equacao
obtemos os pontos D,im € Dyae, que delimitam a regiao com anomalia na difusao.

A &area cercada pela linha TMD é onde ocorrem a anomalia termodinamica
na densidade, que também é caracterizada por apresentar um coeficiente de expansao
térmica negativo, a < 0. Ao longo da TMD « se anula, passando a ter um valor positivo,
a > 0, fora da regiao envolvida pela TMD.

Podemos ver na figura que regiao onde ocorre a anomalia na difusao, entre
D, € minimo D,,;,, cerca externamente a regiao de anomalia na densidade, linha TMD.

Nosso modelo apresenta a regiao de anomalias dinamicas envolvendo a regiao de
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Figura 4.3: Hierarquia de anomalias no diagrama temperatura vs densidade. Méximo
(circulos) e minimo (quadrados) de difusao comparado com a TMD (linha continua)

anomalias termodinamica, um fenomeno usualmente conhecido como hierarquia de ano-
malias. Tal hierarquia foi encontrada também em outros modelos de 4gua com detalhes
atomicos, discutidos na introducao, os quais apresentaram a mesma orden encontrada
nesse modelo para as anomalias. Contudo, modelos de rede bidimensional apresentaram
uma inversao nesse comportamento, sendo que a TMD envolvia a regiao de anomalia na
difusdo [10,13]. Além disso em nosso modelo anterior [48](anexo I) ndo observamos uma
hierarquia de anomalias bem definida, pois naquele caso, a linha de extremos de difusao
cruza a TMD entrando na regiao de anomalia na densidade,(se¢ao 3.1).

Comparando o modelo aqui estudado com os outros apresentados nessa disser-
tacao podemos concluir que a hierarquia de anomalias depende da forma do potencial
de interacao entre as particulas. Para modelos em rede além da depedéncia na forma do

potencial, também existe uma dependéncia com a dimensionalidade do sistema.

45



Capitulo 5

CONCLUSOES

Estudamos, por meio de simulacao computacional, as anomalias apresentadas pela agua
onde procuramos por uma forma de simplificar ao maximo o potencial de interacao
molecular e, com essa forma de interacao, reproduzir o comportamento andémalo da
agua.

Com isso em mente, proposemos um modelo simplificado de dgua em rede uni-
dimensional com interacao repulsiva entre primeiros vizinhos da rede. Com esse modelo
reproduzimos as anomalias dindmica e termodinamica presentes na agua. Assim como
outros modelos [43,[52] que utilizam formas de intera¢ao mais complexas, nosso modelo
apresenta uma transicao do tipo liquido-liquido em T—=0. Esse resultado esta de acordo
com a hipotese do segundo ponto critico [24].

Em razao da simplicidade do modelo, calculamos todas as funcgoes termodi-
namicas analiticamente, utizando a técnica da matriz de transferéncia. Mostramos o
comportamento da densidade, que apresenta um aumento com a temperatura (figura
B.5)) assim como acontece na dgua em temperaturas abaixo de 4 °C e em outros modelos
que simulam o comportamento desse liquido.

Estudamos também, o comportamento da entropia do modelo proposto, que
apresentou um comportamento atipico, se comparado com fluidos normais, onde pode-
mos observar, no diagrama S vs P (figura B.6]), uma regidao onde ocorre um aumento
da entropia com a pressao. Tal comportamento foi observado por outros modelos com
interacao tipo “core-softened” e é conhecido como anomalia na entropia. Termodinami-
camente, a anomalia na entropia estd relacionada & anomalia na densidade atraves de
uma transformagao de Maxwell (segdo 2.1).

Para discutirmos a transicao de fase entre duas estruturas liquidas, estudamos
o comportamento da fungoes resposta ar e K7, notamos que ambas apresentaram uma

divergencia, tipica de uma transicao. Quando tomamos o limite com 7"=0e P — P,,
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observamos que tanto a compressibilidade, quanto o coeficiente de expansao termica,
divergem, indicando a presenca de um ponto critico. Tal ponto ¢ previsto na hipotese
do segundo ponto critico, sendo localizado no final de uma linha de transicao entre um
liquido de baixa densidade e outro de alta densidade em sistemas com a dimensao maior
que um.

Finalmente, usando o método de Monte Carlo, obtemos a dinamica do modelo.
Estudamos o comportamento da difusao e notamos que essa propriedade também apre-
senta um comportamento anémalo, como observado em outros modelos. Diferentemente
do modelo investigado no anexo I, o modelo aqui estudado apresentou uma hierarquia
de anomalias similar & de dgua, com a regiao anomala na difusao encobrindo a regiao
anomala na densidade.

Podemos concluir que apesar do nosso modelo ter somente uma interacao re-
pulsiva entre primeiros vizinhos (o que representa uma simplificacdo dos modelos tipo
“core-softened”) ele pode ser usado para representar fluidos com caracteristicas anomalas,
com énfase na dgua. Com ele conseguimos reproduzir as anomolias nas propriedades ter-
modinamicas e na dinamica, que também estd presente em outros modelos desenvolvidos

para investigar as propriedades anémalas de agua.
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We investigate the occurrence of waterlike thermodynamic and dynamic anomalous behavior in a
one dimensional lattice gas model. The system thermodynamics is obtained using the transfer matrix
technique and anomalies on density and thermodynamic response functions are found. When the
hydrogen bond (molecules separated by holes) is more attractive than the van der Waals interaction
(molecules in contact) a transition between two fluid structures is found at null temperature and high
pressure. This transition is analogous to a ‘critical point’ and intimately connects the anomalies in
density and in thermodynamic response functions. Monte Carlo simulations were performed in the
neighborhood of this transition and used to calculate the self diffusion constant, which increases with
density as in liquid water. © 2011 American Institute of Physics. [doi:10.1063/1.3522772]

I. INTRODUCTION

Liquid water has many properties which are recognized
as being anomalous when compared to other, nonbonded
liquids, with similar molecular size. As an example, the
isothermal compressibility and the constant pressure heat ca-
pacity present minimum as a function of temperature at ambi-
ent pressure. In addition, the thermal expansion coefficient is
negative below 4 °C, indicating that density increases anoma-
lously with temperature."> Besides thermodynamic anoma-
lies, water present dynamic anomalies. For temperatures
below 283 °C there is a region where the self-diffusion con-
stant increases as a function of pressure.'3

The thermodynamic anomalies seems to be inter-related
and different thermodynamic scenarios were proposed to de-
scribe these relations.! Here we will focus our discussion on
the second critical point scenario,* that is supported by the
model studied here (as will be shown latter). According to
this scenario, the diverging thermodynamic behavior of the
response functions is associated with the critical point aris-
ing from metastable liquid-liquid phase transition that occurs
in the supercooled regime, in an experimentally unaccessible
temperature below the homogeneous nucleation temperature.
This scenario was originally observed and proposed by means
of computer simulations of atomistic models for liquid water,*
but there are indirect experimental evidences for the existence
of a liquid-liquid phase transition in supercooled water on
amorphous™ ¢ and confined water.”

The relation between thermodynamic and dynamic
anomalies have been subject of discussion in the literature.”'°
Using atomistic models of water, Errington and Debenedetti
found that the anomalously diffusive region surrounds the re-
gion of density anomaly in the temperature versus density

) Author to whom correspondence should be addressed. Electronic mail:
aureliobarbosa@unb.br.
b)Electronic mail: fao@fis.unb.br.

0021-9606/2011/134(2)/024511/7/$30.00

134, 0245111

plane.8 In addition, measures of translational and rotational
structure also reveals unexpected behavior, that could be
connected to the anomalies on density and diffusion.® These
relations, usually called hierarchy of anomalies, are not re-
stricted to water models and where observed in computer sim-
ulations of SiO, (Refs. 11 and 12), BeF, (Ref. 12), and core-
softened models of fluids.!% 1314

With the aim of investigating the relation between ther-
modynamic and dynamic anomalies of water we propose a
one-dimensional lattice model of water. Lattice and off-lattice
one-dimensional models of water were proposed by Ben-
Naim,'>~!7 Bell,'® and others,'>?" to investigate the so-called
thermodynamic anomalies and even the unusual solvation be-
havior presented by water. Nevertheless, and as far as we
know, the behavior of the equilibrium diffusion constant of
these models were not investigated.

The thermodynamics of our model is obtained exactly us-
ing transfer matrix technique and its dynamics is investigated
through Monte Carlo simulations. A waterlike anomalous be-
havior is found both on density and self-diffusion constant, as
observed in water! and atomistic models of water.>?!

This paper is organized as follows. In Sec. II we build
the model’s Hamiltonian and investigate its ground state. In
Sec. III the thermodynamics of the model is analyzed and
discussed. Monte Carlo simulations are used to calculate the
self-diffusion constant on Sec. IV and the relation between
thermodynamics and kynetics is explored on Sec. IV A. Final
remarks are made on the last section.

Il. THE MODEL

The model consists of a linear lattice whose sites can
be either occupied by molecules or empty. Two interactions
are defined: A short-range van der Waals attraction between
nearest neighbors and a hydrogen bond between second
nearest neighbors separated by holes. An occupation variable

© 2011 American Institute of Physics
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N is assigned to each site k to indicate the presence (n; = 1)
or the absence (1, = 0) of a molecule. With these definitions
the effective Hamiltonian in the grand canonical ensemble is
written as:

H=- Z [€vawnimiv1 + €mpni(1 — Ny )Ni42]

-y (1)

where €,4, > 0 defines the strength of the van der Waals
attraction, €;;, > 0 the strength of the hydrogen bond, and u
is the chemical potential.

In order to obtain a preliminary insight about the model
we investigate the ground state by looking at three states puta-
tive states at null temperature: a gas (G), a bonded fluid (BF),
and a dense fluid (DF). The gas phase is an empty lattice
which “coexists” with the fluid phase of lower free energy
at null pressure. The bonded fluid is a half filled and fully
bonded lattice, while the dense fluid is a filled lattice without
bonds. For a lattice with size L and periodic boundary condi-
tions, the grand canonical free energies of the fluid phases are
®pp = —(€pp + 1)L /2 and Ppg = —(€ygy + n)L. We will
only consider parameters that correspond to the hydrogen
bond being more attractive than the van der Waals interac-
tion, i.e., €5, < €,4w, IN consistence with real water. In fact,
this condition also ensures the predominance of a bonded fluid
at low temperatures and pressures in the range 0 < P < P,
with P, = €, — €,4,. At null temperature, a transition be-
tween the BF and the DF happens at P, as observed by Sadr-
Lahijany et al. in a similar continous model.?’ Here we follow
Ref. 20 on calling this null temperature transition as the “sec-
ond critical point,” in addition to the “critical point” found
at T =0 and P = 0. Further discussions about the “second
critical point” of this system will be made on Sec. III A.

lll. THERMODYNAMICS

We use the transfer matrix technique to exactly calculate
the grand canonical partition function (more details can be
found on Appedix A) of Hamiltonian Eq. (1) as

B(T, L, u) =1l =ePPL, 2

where T, L, u, and P are, respectively, the thermodynamic
variables temperature, system’s length, chemical potential and
pressure, and 8 = 1/kT, with k the Boltzmann constant.
From E(T, L, 1) the density p becomes:

_ (=Dlar+b)(r -1 +1] 3

P S DXar+ 20134 —2 3)
where a = P and b = efm.

In addition to the density p, the densities (per site) of hy-
drogen bonds (o) and nearest neighbors (p,,) are also im-
portant to relate the liquid structure to the anomalous behavior
and are calculated in Appendix A. The mean number of hy-
drogen bonds (n;;) and nearest neighbors (n,,) per particle
can be calculated from those expressions as n,, = ppp/p and
Npp = pnn/ P

The thermodynamic response functions are important to
characterize waterlike behavior, particularly because they in-
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dicate the possibility of a critical behavior on the supercooled
regime (as is expected to occur in liquid water). Here we in-
vestigate the thermal expansion coefficient (o) and isothermal
compressibility («), defined as:

__L(o
~(3),

(s
K_/O<3P)T. @0

Expressions for these functions are lengthy and they will not
be presented here.

A. Low temperature limit

Let us note that for P = 0 expression (3) results in a
null density p = 0. Nevertheless, at null temperature the lim-
iting value of the density depends on how “first critical point”
(T =0, P =0) is approached. While approached from pos-
itive pressures, the density on the point (T =0, P =0) is
compatible with the BF ground state. In addition, both « and
kr diverge while approaching the “first critical point” (not
shown). An equivalent behavior was previously obtained by
Sadr-Lahijany ef al. in a similar continous model.?’

Even more interesting is the low-temperature behavior of
the system in the neighborhood of the “second critical point”
(T =0,P = P.). In what follows, we analyze this behavior
focusing on density p and its derivative «. From now on we
assume P > 0. Using this one obtains the low temperature
limit of Eq. (3) as

N ar+b
Pt an

where it was assumed that A >> 1 at small temperatures. Now,
we note that A, = e#fc = b/a in the neighborhood of the
fluid—fluid transition at

&)

T=T.=0, P=P. . =¢€p— €w
and define
P=P.+A, r=1rsd, &s=e,

in order to simplify Eq. (5). While approaching this transi-
tion it can be found that § — O for A < 0,8 =1 for A =0,
and 6! — 0 when A > 0. Using these definitions, Eq. (5) is
written as
146
P=o%s
The low-temperature limits of the density and the deriva-
tives of Eq. (6) are obtained in a straightforward manner (see
Table I). It is particularly interesting to note that the values
expected from Sec. II are reobtained when the critical pres-
sure is approached from below or from above, see Table 1.
Nevertheless, when the null temperature limit is approached
with P = P, one finds p — 2/3, which is different from both
BF and DF. This is an indication of a new liquid structure,
which can be represented through a series of two neighboring
water molecules surrounded by empty sites, as shown in
Fig. 1. By comparing the expected grand canonical free en-
ergies, it was verified a posteriori that this state coexists with

(6)
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TABLE 1. Value of various quantities while approaching the transition at
(T, =0, P. = €pp — €y4y) through different limits. Only the temperature
dependence is presented for « and k7.

P— P~ P=P P— Pf
P 12 2/3 1
Ohb 12 13 0
Oun 0 12 |
@~ 1T 0 /T
ky ~ T T T

both BF and DF exactly at P.. The existence of such a hid-
den state make the analysis of the ground state limit more
complex. Nevertheless, a simple derivation similar to the one
presented above, was used for obtaining the low-temperature
limiting values of the densities of hydrogen bonds Eq. (A9)
and nearest neighbors Eq. (A10) presented in Table .

We finish this analysis noting that the behavior of the
thermal expansion coefficient in the neighborhood of the
fluid—fluid phase transition changes qualitatively depending
on how the second critical point is approached. For a linear
approach A = kT tan 6 we find o o tan /T, which is rea-
sonable since the density anomalous increase with tempera-
ture in region dominated by BF fluid structure, for A < 0 or
equivalently P < P..

B. Liquid structure

In what follows we analyze the thermodynamic liquid
structure in the pressure versus temperature phase diagram
for the parameter €;;/€,4,, = 3/2. Similar features are found
for other parameter values, provided that €, 4, < €pp.

Figure 1 shows that the line of temperature of maximum
density (TMD) starts at 7 = 0 exactly at the BF-DF transi-
tion, which has the peculiar property that

«(0, P.) = Tﬁloil}}—p.a(T’ P)— 0.

0.7 T

Twp
sl OOO®

o>0

05w

'Y Yol
04 |
03 r
0.2 r

0.1 f

0.4 0.5

t

FIG. 1. Temperature of maximum density (TMD) in the p = Pl/€, 4 VS
t = kT /€yqy phase diagram, for €p/€yq, = 3/2. Note that the TMD starts
in the low pressure critical point at (0,0) and ends in the high temperature
second critical point at (0,0.5).
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This line reaches its maximum temperature at t = k7T /€,4,, =
0.388(1) and then its temperature decreases with pressure un-
til reaching the G-BF transition located at (7, = 0, P. = 0).
As discussed previously by Sadr-Lahijany et al.,”’ the G-BF
transition is a remanent of a gas—liquid phase transition of a
system with higher dimensionality, and can be found in sim-
ple 1D fluids with attractive short-range interactions. The very
fact that the TMD connects two transitions (G-BF and BF-
DF) seems to be a peculiar property of some 1D models, since
a similar feature also occurs in the 1D lattice model proposed
by Bell'® and for some parameters in Ref. 20, but not the con-
tinuous models studied in Refs. 15 and 18.

In Fig. 2 the behavior of density, number of hydrogen
bonds and number of nearest neighbors per particle is com-
pared as a function of temperature and pressure. Figure 2(a),
2(c), and 2(e) show that the anomalous increase in density
with temperature (for P < P.) is followed by a decrease
on the number of hydrogen bonds and by an increase on
the number of first nearest neighbors. For P = P,, not only
a ~ 0 is persistent for a wide range of temperatures, but
@npp/0T)p = (0n,,/0T)p =~ 0 is also found in the same re-
gion. Figure 2(b), 2(d), and 2(f) show that the continuous tran-
sition between BF and DF progressively becomes more abrupt
as the temperature is lowered. From these figures, it is also
evident that p, nyp, and n,, are essentialy not changing with
temperature at P = P,, since different isotherms cross at this
point. These results indicate that the intermediate fluid struc-
ture discussed in the previous section is well populated in a
borderline separating a BF-like region from a DF-like region.
It is possible that this population occurs because the interme-
diate structure is an unavoidable intermediate step for chang-
ing between the BF and DF liquid structures. A last comment
about Fig. 2(b), 2(d), and 2(f) is approapriate at this point: It is
evident from the high temperature curves that a fast transition
between the G and BF structures takes place at low pressures.
This is associated with the low-T and low- P part of the TMD,
which happens with a fast but small increase in density with
temperature, as also observed in Figs. 5 and 6 from Ref. 18.

The isothermal compressibility « is presented in Fig. 3 as
a function of temperature, at the same pressures as Fig. 2(a),
2(c), and 2(e). Note that « increases with decreasing temper-
ature in the neighborhood of the BF-DF transition, and that it
diverges when approaching this transition with P = P.. The
diverging behavior of o can be more easily understood as a
function of pressure with fixed temperature, as in Fig. 4. Note
that, while approaching the BF-DF transition through a pres-
sure decrease, « is diverging to —oo in the BF side and to +o00
on the DF side, as discussed in the previous section.

In the next section we turn our attention to Monte Carlo
simulations used to study the anomalous behavior of the dif-
fusion constant of this model.

IV. MONTE CARLO SIMULATIONS

Monte Carlo simulations were performed in the canoni-
cal ensemble using jumps to nearest and next-nearest neigh-
bor sites. Next-nearest neighbor jumps are necessary to ob-
serve diffusion in one dimensional lattice fluids since it is im-
possible for the particles to turn around their neighbors.
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FIG. 2. The temperature dependence of p (a), ny, and ny, is shown on the left side for p = 0.45 (dashdot), 0.50 (dash), and 0.55 (solid). The pressure
dependence of the same quantities is shown on right side for # = 0.05 (solid), 0.1 (dash), and 0.3 (dashdot). Units are the same used in Fig. 1.
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6

FIG. 3. Isothermal compressibility « as a function of temperature at same
pressures as in Fig. 2: p = 0.45 (solid), 0.50 (dashed), and 0.55 (dashdot).

Each simulation starts with N particles placed randomly
along V sites of a linear lattice with periodic boundary con-
tourn, at temperature 7. The initial configuration is recorded
in a vector X (0) with the position of each molecule. On each
MC timestep N particles are randomly selected to jump and,
in the absence of a collision, the Metropolis algorithm is
applied to test the acceptance of the movement.”> After an
equilibration time 7, the mean square displacements in rela-
tion to the initial configuration is calculated and recorded at

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1,0

p

FIG. 4. Thermal expansion coefficient « as a function of pressure at temper-
atures t = 0.02 (solid), 0.05 (dashed), and 0.1 (dashdot).
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every T, timesteps until the simulation time 7. A number R
of different simulations is performed to avoid dependences on
initial conditions. The diffusion constant is then obtained by
interpolating the Einstein equation:
N
1 2
— Y [Xi(T) — Xx(0)]

=2D(t 7
N (, p)t, 7
k=1 R

where the average is performed over the R initial conditions.

This protocol was used to simulate a system of size
V = 1000, with the temperature ¢ ranging from 0.30 to 0.90
and the density in the interval 0.18 < p < 0.9. The simula-
tion times used for this system was 7, = 107, g = 1.2 x 10°
and 7, =5 x 10%; and a number R = 10 of different ini-
tial configurations were performed on each point. The er-
ror on the diffusion constant was smaller than 0.5% in all
cases.

A. Anomalous diffusion and hierarchy of anomalies

The self-diffusion is shown in Fig. 5 as a function of den-
sity for five different temperatures. At high temperatures, and
particularly for # = 0.7 in Fig. 5, the diffusion decreases with
density, as expected in a system with simple hard core par-
ticles. For temperatures below ¢ =~ (.55 it is possible to ob-
serve points of minimum (Dy,n) and maximum (Dyax) dif-
fusion, as a function of density. Between Dpi, and D,
the self-diffusion constant anomalously increase with den-
sity, as happens for water in a region of the phase diagram.'
The presence of a minimum in diffusion was observed in
atomistic® models of liquid water, as well as continuous'?3
and lattice?*2° models with waterlike behavior but, as far as
we know, this is the first time that this behavior is observed in
a one-dimensional lattice model.

In order to locate Dy, and Dy, points on the neighbor-
hood of minimum and maximum diffusion were fitted with
the function:

D(t, p) = (ap> + bp* +cp + d)exp(ep® + fp+g),  (8)

witha, b, c,d, e, f, and g as numerically adjustable parame-
ters. At low temperatures (¢ < 0.43), two parameter sets were

0.4 T T T : :

035 |
025 | N ]
045 |

0.05

FIG. 5. Self-diffusion constant as a function of density at fixed temperature.
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FIG. 6. The location of the maximum (filled circles) and minimum (empty
circles) values of the self-diffusion constant are compared to the line of tem-
perature of maximum density (line) in the # vs p phase diagram.

used to fit D(¢, p), with at least 10 points around each extrem.
For temperatures higher than ¢+ = 0.43 a single function was
used to fit at least 17 points covering both extrems. Maximum
and minimum values of diffusion were calculated through the
derivative of Eq. (8). Points of extremum diffusion are com-
pared to the exact TMD line in the density versus temperature
phase diagram on Fig. 6. Even though not reaching the typi-
cally lower temperatures of the region anomalous in density,
the simulations indicate that for less dense states (p < 0.6)
the line of minimum diffusion occurs at temperatures higher
than the TMD line. For higher densities, the line of maximum
diffusion presents a reentrance and it crosses the TMD line,
indicating that an strict hierarchy of anomalies is absent on
this simplified model (at least for €,4,, /€, = 2/3).

By comparing Fig. 6 and similar results from other lat-
tice models®*2® one observes an overall tendency of overlap
between regions of anomalous diffusion and density. Nev-
ertheless, the so-called hierarchy of anomalies does not al-
ways occur in simple hierarchical structure, as found in atom-
istic models of water.?! In two-dimensional lattice mod-
els with waterlike behavior a hierarchy of anomalies was
found in a reversed order, i.e., with the TMD line covering
the anomalously diffusive region.”>?® On the other side, a
three-dimensional lattice model also presents a line of ex-
tremum diffusion crossing the TMD, as in this work, but
with the region of diffusion anomaly covering the TMD at
low densities.”* Considering these models and the results pre-
sented on this paper it is possible to conclude that there is an
overall tendency for the concomitant ocurrence of density and
diffusion anomalies but the existence of an hierarchical order
between these anomalies depends on dimentionality and even
on possibily on the detailed nature of the interactions between
molecules.

V. CONCLUSION

We introduced a simple one dimentional lattice-gas
model that reproduces waterlike anomalies on its thermody-
namics and dynamics through transfer matrix technique and
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Monte Carlo simulations. Although other models were used
to investigate water’s peculiar properties,'> 1820 (as far as we
know) this is the first time this type of model is used to investi-
gate the inter-relations between thermodynamic and dynamic
waterlike anomalies.

Our results show that the region of thermodynamic
anomalies is located in the neighborhood of the transition be-
tween two structured fluids: a bonded fluid (BF) and a dense
fluid (DF). The null temperature second critical point is linked
to this transition and the relation between the criticality and
the temperature of maximum density can be understood from
the behavior of the thermal expansion coefficient in the vicin-
ity of the critical point.

An increase on the diffusion coefficient with density (at
fixed temperature) was also found in the neighborhood of
BF-DF transition. Even though existing an overall tendency
for the concomitant ocurrence of the regions of anomalous
diffusion and density, a strict hierarchy of anomalies is absent
on this model.

As final remark we mention that the simplicity of the
current model makes it an ideal prototype for more detailed
investigations on the inter-relations between waterlike ther-
modynamic and dynamic anomalies. We are now working on
analytical approaches to the diffusion constant of this model
using techniques from nonequilibrium statistical mechanical.
Another approach that is currently under investigation in-
volves the calculation of the diffusion constant through the
Kubo relation to understand the connection between memory
and diffusion in more complex topologies.”’
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APPENDIX: TRANSFER MATRIX
TECHNIQUE

Here we use the transfer matrix technique to calculate the
grand canonical partition function of linear chain with Hamil-
tonian Eq. (1). More detailed survey of the technique can be
found on textbooks of statistical mechanical.'”-?® Since our
model does present interactions up to three neighboring lat-
tice sites, we will rewrite the Hamiltonian as

H=> hOni1, i, mis1), (A1)

where periodic boundary conditions are assumed implicitly.
The three-site interaction Hamiltonian h(n;_1, n;, ;1) is de-
fined as

1
— 5 Evaw Mi—1mi + NiMit1)

— €11 —nmipr — uni. (A2)

h(Mi—1, 0i\ Nig1) =
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A simple procedure to represent the transfer matrix of
in a one-dimensional system with first and second nearest-
neighbor interactions is described by Ben-Naim.!” Following
this procedure, the grand canonical partition function can be
written as

E(T,L,p) = Z 1_[ OMi—1, iy Miv1),

n

(A3)

where the sum is made over all lattice states 7 =

{no. ... nz—1} and Q(ni—1. ni, Mis1) = e PHO=1 I, Let
us now define an auxiliar occupation variable n; and a new
Boltzmann weight as

OMi—1, Mis Mix1), M =1,
0, ni # 1.

It is not difficult to use P(n;_1, ni, 1}, Ni+1) to write Eq. (A3)
as trace of a matrix:

E(T, L, p) =Tr [P},

PMi—1,mis ;s Nig1) = (A4)

(AS5)

where the elements of matrix P are ordered through binary
numbers whose bits are occupation variables, and are given
by:

(Pl e = P, n'n",n").

In the thermodynamic limit, only the largest eigenvalue
(1) of P contributes to the right-hand side of Eq. (AS5), and
this equation becomes

E =AF = exp (BPL), (A6)
where the characteristic polynomial of P is
M =4z +za —br+z(b—1)=0. (A7)

By solving together Eqs. (A6) and (A7) one can obtain
either P = P(T, u) or u = u(T, P). Here we follow Bell
in Ref. 18, who noted that z = e#* can be rearranged from
Eq. (A7) as a function of A, a, and b; leaving the possibility
of calculating the density as

z (0InE
P= AL ( 0z )a,b
z 0z -
-5,

_ =Dlar+b -1 +1]
(A= 1D2ar+2b)+31 =2

(A8)
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Finally, the same procedure can be used to calculate the
densities of hydrogen bonds and nearest neighbors (per site)
as

~ bh — 1) A9)
P = 3 Br =201 + za)h + 2(a — b)]’
d (A10)

P = T+ b2/32 2@k — DIk — DI 2]

P, G. Debenedetti, J. Phys.: Cond. Matter 15, 1669 (2003).
2F. Franks, Water: A Matrix for Life, 2nd ed. (Royal Society of Chemistry,
Cambridge, 2000).
3P. A. Netz, F. W. Starr, H. E. Stanley, and M. C. Barbosa, J. Chem. Phys.
115, 344 (2001).
4P, H. Poole, F. Sciortino, U. Essmann, and H. E. Stanley, Nature 360, 324
(1992).
50. Mishima and H. E. Stanley, Nature 396, 329 (1998).
60. Mishima and H. E. Stanley, Nature 392, 164 (1998).
7F. Mallamace, C. Branca, M. Broccio, C. Corsaro, N. Gonzalez-Segredo, J.
Spooren, H. E. Stanley, and S.-H. Chen, Eur. Phys. J. Special Topics 161,
19 (2008).
8J.R. Errington and P. G. Debenedetti, Nature 409, 318 (2001).
9T.R. Errington, T. M. Truskett, and J. Mittal, J. Chem. Phys. 127, 244502
(2007).
103, Mittal, J. R. Errington, and T. M. Truskett, J. Phys. Chem. B 111, 10054
(2007).
IR, Sharma, S. N. Chakraborty, and C. Chakravarty, J. Chem. Phys. 125,
204501 (2006).
12M. Agarwal and C. Chakravarty, Phys. Rev. E 79, 030202(R) (2009).
13A. B. Oliveira, G. Franzese, P. A. Netz, and M. C. Barbosa, J. Chem. Phys.
128, 064901 (2008).
147 Mittal, J. R. Errington, and T. M. Truskett, J. Chem. Phys. 125, 076102
(2006).
I5A. Ben-Naim, J. Chem. Phys. 128, 024505 (2008).
16 A, Ben-Naim, J. Chem. Phys. 128, 024506 (2008).
17A. Ben-Naim, Statistical Mechanics for Chemists and Biochemists
(Plenum, New York, 1992).
18G. M. Bell, J. Math. Phys. 10, 1753 (1969).
19C. H. Cho, S. Singh, and G. W. Robinson, Phys. Rev. Lett. 76, 1651 (1996).
20M. R. Sadr-Lahijany, A. Scala, S. V. Buldyrev, and H. E. Stanley, Phys.
Rev. E 60, 6714 (1999).
21y, Yan, S. V. Buldyrev, P. Kumar, N. Giovambattista, P. G. Debenedetti,
and H. E. Stanley, Phys. Rev. E 76, 051201 (2007).
22K . Binder and D. W. Heermann, Monte Carlo Simulation in Statistical
Physics (Springer, Berlin, 1988).
23], N. M. Barraz, E. Salcedo, and M. C. Barbosa, J. Chem. Phys. 131,
094504 (2009).
%M. Girardi, M. Szortyka, and M. C. Barbosa, Physica A 386, 692 (2007).
25M. Szortyka and M. C. Barbosa, Physica A 380, 27 (2007).
20M. M. Szortyka, C. E. Fiore, V. B. Henriques, and M. C. Barbosa, J. Chem.
Phys. 133, 104904 (2010).
27R. Morgado, F. A. Oliveira, G. G. Batrouni, and A. Hansen, Phys. Rev. Lett.
89, 100601 (2002).
28S. R. A. Salinas, Introduction to Statistical Physics (Springer-Verlag,
New York, 2001), Chap. 13.

Author complimentary copy. Redistribution subject to AIP license or copyright, see http://jcp.aip.org/jcp/copyright.jsp


http://dx.doi.org/10.1088/0953-8984/15/45/R01
http://dx.doi.org/10.1063/1.1376424
http://dx.doi.org/10.1038/360324a0
http://dx.doi.org/10.1038/24540
http://dx.doi.org/10.1038/32386
http://dx.doi.org/10.1140/epjst/e2008-00747-2
http://dx.doi.org/10.1038/35053024
http://dx.doi.org/10.1063/1.2795698
http://dx.doi.org/10.1021/jp071369e
http://dx.doi.org/10.1063/1.2390710
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.79.030202
http://dx.doi.org/10.1063/1.2830706
http://dx.doi.org/10.1063/1.2336197
http://dx.doi.org/10.1063/1.2818051
http://dx.doi.org/10.1063/1.2818067
http://dx.doi.org/10.1063/1.1665023
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.76.1651
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.60.6714
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.60.6714
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.76.051201
http://dx.doi.org/10.1063/1.3213615
http://dx.doi.org/10.1016/j.physa.2007.07.008
http://dx.doi.org/10.1016/j.physa.2007.02.069
http://dx.doi.org/10.1063/1.3479001
http://dx.doi.org/10.1063/1.3479001
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.89.100601

