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Resumo

Os modelos de gravitagao em duas dimensoes com adi¢ao de maté-
ria possuem duas caracteristicas interessantes: sao passiveis de quan-
tizacdo exata via integrais de trajetoria trajetéria em seu setor geo-
métrico, o que nao gera problemas com a separacdao da geometria em
um pano de fundo ao qual se adiciona flutuagoes, e produzem uma
teoria efetiva nao-local para o campo de matéria, o que permite fazer
comparagoes com teorias ndo-comutativas . Desta forma, estes mode-
los bidimensionais se tornam laboratérios teéricos interessantes para o
estudo da gravitacdo quéntica. Apo6s uma apresentacdo do modelo, é
feito todo o seu tratamento cldssico e sua anélise Hamiltoniana. Em
seguida, a teoria é quantizada com o uso de métodos perturbativos
apenas em sua secdo de matéria. Finalmente, é analisada a possibili-
dade de se obter resultados semelhantes usando nao-comutatividade.



Agradecimentos

Gostaria de agradecer primeiramente a minha familia pelo suporte e ao meu
orientador, Professor Aleksandr Pinzul, pela paciéncia e disponibilidade para
resolver todas as questoes que apareceram nestes dois anos. Também devo
agradecimentos aos amigos do Saloon, por ajudarem a manter minha sani-
dade, e aos colegas do Instituto de Fisica pelas discussoes e companhia nas
aulas, seminarios e congressos. Finalmente, agradeco a CAPES pelo apoio
financeiro.



Sumario

(1 Introducao|

2.1 Convencoes| . . ... ... .. ..

2.2 Formas Diferenciaisl . . . . . . ..

[2.3  Equacoes de Estrutura de Cartan|

B Teorias Dilaionicas G Tizadas

4 Solucoes Classicas|

7 Quantizacao|

7.1 O procedimento BRS'T| . . . . ..

[7.2 A quantizacao via integrais de trajetoria) . . . . . . . . . . ..

Ii.;i (;lgl Hs:lll lllzll{lli!l .........

[7.5 Acoplamento minimo sem autointeracao local| . . . . . . . ..

[7.6 SRG com acoplamento nao-minimo| . . . . . . ... ... ...

[(6.1 Vértices] . . ... ... ..

[7.6.3 O Buraco Negro Virtual| .

B NGo-C ~vidadd

(8.1 Quantizacao de Weyl| . . . . . . .
8.2 O Produto Estrela de Moyall . . .
8.3 Teoria de Campo Escalar ¢ . . .

IS‘E,A lﬂQlH! lgll;!!lell!;;! &s I{“]:i ls:!zl 'li! IJﬁ“—g:!)“l“!ii!i&i!l ........

9 Conclusao

AP d

[A A nilpoténcia da carga ()

(B Os Termos Ambiguos|

12

15

21
24
25

28

34
34
37
42
43
44
48
48
o1
93

54
95
57
29
60

61

64

64

66



1 Introducao

Sem duvida, as duas teorias fisicas mais importantes do século XX sao a
relatividade geral de Einstein, que descreve a relagao entre gravitacao e a ge-
ometria do espaco-tempo, e a teoria quantica de campos, que trata das outras
interagoes fundamentais. Cada uma destas teorias coleciona sucessos e tem
conseguido passar por todos os testes experimentais ja realizados. Em parte,
o motivo pelo qual estas duas teorias sao tao bem sucedidas é a distancia
muito grande entre seus dominios de aplicacao. Enquanto é possivel ignorar
efeitos de gravitacao no dominio das particulas, os efeitos quanticos também
podem ser desprezados em se tratando de cosmologia e gravitagao. Mesmo
que esta seja a situacao em que nos encontramos em termos experimentais, do
ponto de vista tedrico é inaceitavel possuir duas teorias absolutamente des-
conectadas para explicar os fendmenos fisicos como um todo. Desta maneira,
¢ necessario descobrir uma forma de se produzir uma teoria de gravitagao em
um arcaboucgo quantico. Este é o problema da gravitacao quantica.

Seguindo o sucesso obtido com os métodos de teoria quantica de cam-
pos na quantizacao perturbativa do campo eletromagnético, parecia claro o
caminho que deveria ser tomado para se fazer o mesmo com a gravidade.
Entretanto, as tentativas de se quantizar a gravidade perturbativamente fa-
lharam, pois a teoria nao é renormalizavel. Na raiz deste fracasso estd o
fato de que as teorias que eram quantizadas com sucesso usando estes méto-
dos perturbativos eram teorias que se desenrolavam sobre um pano de fundo
fixo, o espaco-tempo de Minkowski, enquanto a gravitacao de Einstein é uma
teoria independente de pano de fundo, logo tentativas de descrevé-la como
flutuagoes sobre um espaco fixo falham eventualmente.

Desde entao, varias alternativas surgiram para tentar solucionar o pro-
blema da quantizacao da gravidade, porém nenhuma com sucesso. Entre as
mais proeminentes esta a teoria de cordas, que ainda nao foi capaz de oferecer
previsoes testaveis, e a gravitacao quantica em loop, que tem, por exemplo,
dificuldades em recuperar a relatividade geral no limite semicléssico. Outras
abordagens incluem ainda a gravitacao de Horava-Lifshitz e a geometria nao-
comutativa.

Entre os avancos feitos neste campo de pesquisa, estd a descoberta de
que é possivel quantizar a gravidade de forma exata em espacos com duas
dimensoes. Desta forma, ndo se torna necessaria a separacao da geometria
entre pano de fundo e flutuagoes, mantendo a teoria independente de pano de
fundo. Esta é a motivagao pincipal do estudo de modelos deste tipo, ja que
eles podem ser utilizados como laboratorios teéricos para o estudo de gravita-
¢cao quantica quando matéria é adicionada, evitando as dificuldades técnicas
que aparecem em modelos quadridimensionais mas mantendo caracteristicas



que se espera encontrar em uma teoria completa. Outras motivacoes para
o estudo deste modelo além da gravitacao quantica sao suas relagoes com
teoria de cordas, a possibilidade de se estudar evaporacao de buracos negros
e quantizacao por deformacao, por exemplo.

Aqui, seré feita a anélise de um modelo de gravitacao dilatonica em duas
dimensoes generalizado com adicao de matéria escalar, que engloba uma sé-
rie de outros modelos. Quando quantizado, produzird uma acgao efetiva para
o campo escalar, onde 86 entao métodos perturbativos serao utilizados. A
teoria resultante é nao-local, uma caracteristica que, como serd explicado no
trabalho, acredita-se dever estar presente em qualquer teoria de gravitacao
quantica. Por nao-localidade se entende a presenca na Lagrangiana de ter-
mos nao-polinomiais (que possuem ntimero infinito de derivadas) ou termos
que possuem dependéncia em mais de um ponto do espaco-tempo.

A nao-localidade é caracteristica também da ja citada geometria nao-
comutativa. Nela, as coordenadas do espago-tempo sao substituidas por
operadores hermitianos que obedecem certa relacao de comutacao. O re-
sultado é o aparecimento de uma relacao de incerteza entre as coordenadas,
impossibilitando que se realize medicoes abaixo de uma determinada escala
de comprimento. E possivel estudar teorias quanticas de campo nestes espa-
¢os nao-comutativos, o que nos leva a seguinte pergunta: seria possivel re-
produzir a teoria efetiva para o campo escalar obtida no contexto do modelo
dilatdnico em duas dimensoes como uma teoria nao-comutativa? Assumindo
que o modelo bidimensional tenha caracteristicas que permanecam no caso
quadridimensional, um estudo neste sentido pode fornecer insights sobre o
tipo de nao-comutatividade que poderia ser encontrado no caso da gravita-
¢ao quantica em quatro dimensoes, quem sabe fornecendo pistas importantes
sobre seja la o que for que até agora impediu que se obtivesse uma teoria con-
sistente de gravitagao quantica.

Este trabalho se divide da seguinte maneira:

e Primeiramente, a se¢ao [2| traz uma breve revisao sobre a matematica
que serd utilizada no decorrer da dissertacao, mais especificamente as
formas diferencias e as variaveis de Cartan. Também serao fixadas as
convengoes.

e Na secao|3] é apresentado o modelo de teorias dilatonicas generalizadas
e demonstrada a sua equivaléncia ao formalismo de primeira ordem, es-
sencial ao processo de quantizacao.

e Parte-se entdo para o tratamento classico da teoria na se¢ao [d mos-
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trando algumas possibilidades interessantes de escolhas de calibre.

e A estrutura global do modelo é estudada na se¢ao |5, usando os espagos-
tempo de Minkowski e Schwarzschild como exemplo.

o A segdo[f] traz toda a analise Hamiltoniana do modelo, seguindo o pro-
cedimento de Dirac.

e Na secao|[7]é realizado todo o processo de quantizacao da teoria. Come-
cando pelo procedimento BRST e fazendo a quantizacao via integrais
de trajetéria. Alguns casos especificos sao analisados, como o caso sem
matéria, o caso de acoplamento minimo e o caso de gravitagao com
reducao esférica.

e ['m seguida, a secao [§| traz uma visao geral sobre teoria quantica de
campos em espagos nao-comutativos e sua comparac¢ao com o modelo
dilatonico.

e As conclusdes sao apresentadas na segao [9

e O apéndice [A] traz uma prova da nilpoténcia do operador gerador de
transformagoes BRST.

e Finalmente, o apéndice [B] trata da origem dos termos ambiguos que
surgem durante a quantizacao da teoria.

2 Prelidio Matematico

Para comegcar, é importante fixar as notacoes e convencoes usadas assim
como fazer uma breve revisao sobre formas diferenciais e sobre as variaveis
de Cartan, que terao grande importancia no que se segue.



2.1 Convencoes

Algumas das convencoes utilizadas sao:

e Unidades de Planck serao utilizadas por todo o texto, ou seja, considera-
se 81G =c=h=1.

Indices repetidos sao somados.

Indices gregos denotam coordenadas holonomicas (base coordenada) e

indices latinos denotam coordenadas nao-holonémicas (base nao-coordenada).

A meétrica de Minkowski é dada por n = diag(1,—1,—1,—1) no caso
4D e n = diag(1, —1) no caso 2D.

O simbolo de Levi-Civita sera denotado por é, com &’ = —¢10 = 1,

ja o tensor correspondente sera identificado por e = \/—gét”.

2.2 Formas Diferenciais

Formas diferenciais serao muito usadas neste trabalho, entao comecemos com
algumas defini¢oes relacionadas. Uma forma diferencial de ordem p, ou uma
p-forma, é dada por

1
& = Hfm...up dz"' A dz? ... A datr. (2.1)

No caso de espacos bidimensionais, temos apenas 0, 1 e 2 formas, dado
que o produto wedge (A) é antssimétrico, dado por

dz" A do¥ = do' @ d2¥ — d2¥ ® dat = —da” A dat, (2.2)

portanto, indices repetidos no produto wedge o anulam.
Definindo também a derivada exterior, que mapeia p-formas em (p + 1)-
formas, atuando da seguinte maneira

1
A&y = 0, &1y dz” A dzt AL A date (2.3)
p:

Esta derivada possui duas propriedades importantes que decorrem da
antissimetria do produto wedge

d(gp N fq) = dfp N gq + <_1)qu N dfq’ (24)
d*¢, = 0. (2.5)



Note que, no caso bidimensional, derivadas exteriores aplicadas em 2-
formas se anulam, também em razao da antissimetria.

Outra operacao importante ¢ a chamada operacao estrela de Hodge, de-
notada por x, que mapeia p-formas em (d — p)-formas, onde d é a dimensao
do espaco em consideracao. Ela é dada por

o vV —9g M1 hp Vp+1 v,
k gp = mgﬂlwﬂpe Vpt1-Vg d$ + /\ e /\ dJZ d. (26)

Uma segunda aplicagao da estrela de Hodge produz

s %€, = (—1)1HPld-P¢ (2.7)

Pode-se definir também um produto escalar entre p-formas, dado por

1
(&) = /w A1) = o /ém.,‘,tpn”'%/—g dz' ... dz®. (2.8)

Este produto interno é simétrico, e se pode notar que o integrando w A *n
é uma d-forma.

2.3 Equacoes de Estrutura de Cartan

Sabe-se que dada uma variedade M, a base coordenada do espaco tangente
TpM & dada pelos vetores {d,} e do espago dual T5M por {dz*}. Com a
ajuda da métrica, é possivel definir bases nao-coordenadas que serao muito
lteis, dadas por

e = e, dz". (2.10)

Os objetos el e €, sdo inversos um ao outro, ou seja,

elet = ok, (2.11)
elel = 6b, (2.12)

a-p

e recebem o nome de zweibeine no caso de espacos bidimensionais. Exigimos
ainda que os zweibeine satisfacam as seguintes propriedades

€4, G = Tabs (2.13)
ezegnab = Guv, (214)
det ey, > 0. (2.15)



Isto permite que escrevamos o elemento de linha da seguinte maneira

(ds)? = g, dz# dz” = eZegnab dzt dz”, (2.16)

o que faz com que o elemento de volume invariante seja dado por

V—gd®r = \/—(det ea)? detnd’z = (detef) d*z = (e) d®x, (2.17)

com a notagao (e) = det e, que sera usada com frequéncia.

Note que em duas dimensoes, a métrica possui trés componentes inde-
pendentes enquanto os zweinbeine possuem quatro. Desta maneira, ha mais
de uma base nao-coordenada que produz a mesma métrica. Estas bases
equivalentes se relacionam por rotagoes locais Af(z) € SO(1,1).

e — Aj(z)el. (2.18)

Este grupo possui numero de geradores exatamente igual a diferenca de
graus de liberdade entre o zweibein e a métrica, ou seja, apenas um.

Definamos agora a 1-forma de conexao [[| chamada daqui em diante sim-
plesmente de conexao, por

a — a C
wb == Fcbe . (2.19)
A condicao de compatibilidade com a métrica, ou seja, a exigéncia de que
a derivada covariante da métrica se anule, implica que w,, = —wp,, 0 que por

sua vez implica na existéncia de apenas um termo independente na conexao,
que passa, portanto, a ser escrita como wy = ejw. Além disto, esta conexao
satisfaz as chamadas equacoes de estrutura de Cartan

de® + elw N e =T°, (2.20)
e dw + ecw A g = Ry = € dw = Ry, (2.21)
em que o termo quadratico em w se anula pela antissimetria do produto

wedge e T e Rj sao respectivamente a 2-forma de torcao e a 2-forma de
curvatura definidas como

T = ~T5.e" A e, (2.22)

N =N =

Ry = —R% e’ A e (2.23)

ITambém chamada de conexdo de spin por ser usada para se tomar derivadas covari-
antes de espinores.
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Estas equagoes de Cartan também sao escritas de forma mais compacta
como

(De)* = Dieb =T, (2.24)
(Dw); = Diw; = Ry, (2.25)

com Dy = épd + wy.

O céalculo do escalar de Ricci é simples gracas a existéncia de apenas
um termo independente na curvatura, podendo ser obtido aplicando-se o
operador estrela de Hodge a este termo e multiplicando-o por dois, o que
resulta em

2
R=—&"0,w, 2.26
O (2.26)
Define-se também coordenadas de cone de luz, que serao muito utilizadas
adiante

— L(xo + 2h). (2.27)

N~

Assim, como 72 = (2°)? — (2!)? = 2272~ = nua2®, quando coordenadas

do cone de luz sao usadas, os indices sao erguidos e baixados com a seguinte

métrica
0 1

e temos €; = 1n*“€y, com ei =41
Finalmente, uma tltima definicdo a ser usada também

1
€= 5(—:@1,6“ Nel =e NeT = (e)da’ A da?, (2.29)

que é, portanto, o elemento de volume invariante.
As componentes da tor¢ao em coordenadas do cone de luz sao dadas entao
por

T* = (d + w)e* (2.30)

Isto é tudo que serd necessario em termos de variaveis de Cartan. Mais
detalhes tanto sobre as equacoes de estrutura de Cartan quanto sobre formas
diferenciais podem ser encontrados em [2] ou [3].
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3 Teorias Dilatonicas (Generalizadas

Entre as teorias dilatonicas, a que possui maior apelo fisico é a da gravitacao
com redugao esférica (SRG, na sigla em inglés), que consiste na imposigao de
simetria esférica em duas dimensoes da métrica quadridimensional original,
que passa a ser dada por My x S? e promovendo o raio da esfera a um
campo X, o dilaton. Pode-se tratar também teorias com maior namero de
dimensoes, mas a discussao aqui sera restringida ao caso quadridimensional.
Neste caso, o elemento de linha serda dado por

(ds)ip = gu(z)da" dz” — XX (dQ)?, (3.1)

onde z# = {2° z'} sdao as coordenadas em My, (dQ)? é o elemento de
superficie de S?, \ é um parametro com dimensao de massa e X é o campo
dilaton.

A agao de Einstein-Hilbert,

L= / d*z\/=g@p)Rup), (3.2)

escrita aqui sem o fator de 1/87G por conta da escolha de unidades naturais,
se reduz a uma acao efetiva para o setor My apo6s integracao nas variaveis
angulares. Esta acao efetiva toma a seguinte forma

2
e _ 1 / d?z\/—g [XR + WESPYE : (3.3)
2 2X
na qual (VX)? = ¢"79,X09,X enquanto R e g sdo, respectivamente, o escalar
de Ricci e o determinante da métrica bidimensional g, .
O formato da acao efetiva, se tomado como caso especifico de um tipo mais
genérico de agao, sugere a consideragao de teorias dilatonicas generalizadas,
GDTs na sigla em inglés, definidas pela seguinte acao

2
L= / d*zv/—g [gX +U(X) (Vf)

Esta acao engloba uma série de modelos, como os modelos de Callan,
Giddings, Harvey, Strominger (CGHS), de Jackiw-Teitelboim, de Katanaev-
Volovich além do caso de reducao esférica, cada qual obtido com uma escolha
particular para os potenciais U(X) e V(X) (veja [I3] para uma tabela com a
escolha de potenciais que gera cada um dos modelos citados). Estes modelos
especificos nao serao tratados em detalhe, exceto o SRG, que possui maior
apelo fisico.

Estas GDTs é que serao objeto de estudo neste trabalho. Para tanto, nao

—VX)|. (3.4)
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serd usada a acao dada pela expressao anterior, mas sim uma a¢ao equivalente
escrita em termos de variaveis de Cartan, que facilitarda todo o processo de
analise das solucoes classicas, do formalismo Hamiltoniano e da quantizacao.
Assim, nos beneficiaremos da equivaléncia entre a geometria Riemanniana e
a geometria de Cartan.

Esta nova acao, que é uma formulacao bastante genérica de teorias de
gravitacao de primeira ordem (FOG, na sigla em inglés), é dada por

LFOS) — / [Xo(De)* + X dw + V(X X,, X)). (3.5)

Usando coordenadas do cone de luz, temos

Xo(De)* = Xt (d—w)e” + X (d+w)e” 3.6)
XX, = 2Xt X~ (3.7)

Note que foram adicionados campos auxiliares X* a agao, que dao origem
a termos de tor¢ao. Desta forma, substituimos uma teoria de tor¢ao nula
por uma com aparentemente mais graus de liberdade e tor¢ao nao nula que
possui a vantagem de ter uma dinamica mais simples. Como entao as duas
acdes podem ser equivalentes? E necessario eliminar os campos auxiliares
e a contribuicao da torcao a conexao w. Para isto, usemos as equacoes de
movimento obtidas primeiramente com a variacao dw

dX — Xte + X et =0. (3.8)

Esta equacgao permite escrever os campos X em termos do dilaton X da
seguinte forma

1
a _ __ ~uv a
X @ 29, X, (3.9)

o que faz com que a combinacao XX, seja escrita como

a 1 ~uvV ~o a
XX, = WE“ € peuegnabach‘?pX
"€’ 9,,0,X0,X

= —¢"0,X0,X = —(VX)% (3.10)

O proximo passo seria analisar a equagao de movimento obtida com a va-
riacao 6 X, mas primeiro, aplicando o operador estrela de Hodge na primeira
equacao de Cartan usando as seguintes identidades
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produz

de® + efweet A e’ =T

= xde® + w® = «T*

= w =Wy = (¥T* — xde?)e’ne =: (¥T*)e’ng — @, (3.13)
onde w denota a conexao obtida quando se considera tor¢ao nula na equacgao

de Cartan.
Olhando agora a equagao de movimento para X, temos

0
de® + efw A €’ —|—ea—;;b77b“ =0, (3.14)
—Ta

implicando em

a aV ba a av ba
[§]
v o,

Substituindo (De)® e w na Lagrangiana pelas expressoes anteriores resulta
na seguinte acao

L= /[—X di + eV (—(VX)?, X)) (3.17)
Escrevendo a acao em termos de componentes obtemos
L= / [—X0,m,e" 4 &7 e, e V] dPx, (3.18)
0 que, levando em conta a equagao , produz
L= /(e) [Xg —V(=(VX)*, X)| d’x, (3.19)

onde um fator de —1 foi retirado sem gerar qualquer efeito.
Para concluir, fazemos a seguinte escolha para o potencial V

14



XX,
VY = U(X)

+V(X), (3.20)

o que conclui a demonstracao de que as agoes para teorias dilatonicas gene-
ralizadas e para gravitacao de primeira ordem sao equivalentes.

Sigamos entao com o tratamento classico da gravitacao de primeira or-
dem.

4 Solucoes Classicas

Primeiramente, vamos encontrar as equacoes de movimento para uma agao
dada por L = LFOC) 4 LM ou seja uma acdo composta respectivamente
pela Lagrangiana da gravitacao de primeira ordem,

[(FOG) _ / [(Xo(De)* 4+ X dw + eV (XX, X)] (4.1)
Mz

e por uma parte de matéria nao especificada, sobre a qual se postula apenas
que nao possua dependéncia na conexio (w) e nos campos auxiliares X=.

Usando coordenadas de cone de luz, a Lagrangiana se escreve da seguinte
forma

L(FOG):/ [(XHT(d—w)e” + X (d+w)e" + X dw+eV2XTX ™, X)].
Mo

(4.2)
Definindo

oL oL
T det T 6X
e realizando as variacoes dw, deT, 60X e 6. XT, obtém-se, respectivamente, as
seguintes equagoes de movimento

W (4.3)

dX + X et — Xte™ =0, (4.4)

(d+w)XTF+ eV +W* =0, (4.5)

dw + (—:g—; +W =0, (4.6)
oV

(d+w)e* + OXT = 0. (4.7)

Observe que a quarta equacao de movimento equivale a condicao de tor-
cao zero quando o potencial V é independente dos campos auxiliares X 7.
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Além das quatro expressoes anteriores, ha também as equagoes de movimento
SL™ /§¢, = 0 para os campos de matéria ¢,. No momento, o interesse esta
em encontrar a solu¢do para o modelo sem matéria (W* = W = 0) e sem
fixar nenhum calibre. Para tanto, primeiramente multiplicamos a equacao
(4.5) com sinal positivo por X~ e a mesma equagao com sinal negativo por
X e somamos as duas, resultando em

X~dXT + XTdX™ - V(XTe  — X~et) =0. (4.8)
Usando (4.4) e definindo Y = X*X,/2 = XTX~, obtemos
AX+XT) = VdX = 0= dY — VdX = 0. (4.9)

Sabemos que para a Lagrangiana que esta sendo usada ser equivalente
a Lagrangiana das GDTs (expressao (3.4)), o potencial V deve ter a forma
VY, X)=U(X)Y + V(X). Usemos isto a partir de agora.

O proéximo passo é multiplicar a equacao anterior pelo fator integrante
exp @, com @ definido da seguinte forma

Q——/ Ul(y) dy, (4.10)

obtendo assim

expQdY —expQ(U(X)Y + V(X))dX = 0. (4.11)

A expressao resultante é entao a diferencial exata de uma fungao C(Y, X),
ou seja, dC = 0 = C = Cy =constante, com

exp [/XU(y)dy] _ X e vexp VXU(wdy] +A(X)

oY
aC X JA(X)
= £y dn —YU(X)exp {/ U(y)dy} +W
0A(X
= —YU(X)expQ + 82( ) =—expQUX)Y + V(X))
X
= A(X) = —/ WV (y) dy.
Assim, temos finalmente
X
CY,X) =YeRX) / LWV (y) dy = YeRX) —w(X). (4.12)
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Quaisquer fungoes de C também sao conservadas. Note ainda que ha
duas integrais sem os limites inferiores, uma na definicao de () e outra na
expressao final para C denotada w(X) . A escolha de um limite inferior em
(@ gera uma constante multiplicativa geral em C e a escolha do limite inferior
em w(X) produz uma constante aditiva. A escolha deve ser feita quando da
determinacao da forma especifica do potencial.

Seguindo com a andlise da solucdo, assume-se agora que X+ # 0. Desta
maneira, é possivel definir uma nova 1-forma Z := e* /X que por sua vez
permite escrever a equagao de sinal positivo da seguinte forma

dX+
W=7 A% (4.13)
Da mesma maneira, ¢ possivel escrever a equacao (4.4) como
_dX _
e = ~r +7ZX (4.14)

Assim, tem-se a conexao w e a l-forma e~ escritas em termos de outras
variaveis.
Usando esta ultima equacgao, a 2-forma e ganha a seguinte forma

dX X et
e:e_/\eJ“:(F—F Xﬁ)/\eJ“:dX/\Z. (4.15)

Agora, pode-se aplicar as expressoes anteriores para w, e* e € na equacgao

(4.7), obtendo

det wAe"

F‘i‘ X+ —|—6_/\€+U(X):O
det dX+
=~ (— e +ZV)/\Z+dX/\ZU:0
det dXT*
+
;»d(%)+dXAZU:o;» dZ + AX A ZU =0 (4.16)

Esta ultima expressao é reduzida a dZ = 0 fazendo Z = Z exp ), com )
definido como anteriormente. Com essa reducao, é possivel ainda usar o lema
de Poincaré e escrever Z = d f. Finalmente, ja se pode escrever a solucao
completa
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et = Xteldf (4.17)

dXx

- _ —oQ

e =—+X evdf (4.18)
dx+

— Q
W=7 —Ve“ df (4.19)
X
C=e“XTX — / e?(y)V(y)dy = Co (4.20)

onde a equacao para e é obtida da equacao (4.4)).

A expressao para a constante Cy pode ser utilizada para escrever X~ em
termos de X e X. Desta forma, observa-se que ha apenas trés funcoes
arbitrarias na solu¢ao completa, (f, X, X*), mas ha também trés graus de
liberdade de calibre. Como veremos mais a frente quando da anélise Ha-
miltoniana da teoria, a presenca de vinculos de primeira classe neste modelo
sem matéria mostra que a teoria é topologica, no sentido de que nao ha graus
de liberdade continuos presentes. Com isso, a Unica variavel que determina
diferentes solucoes para uma dada acao é Cy € R.

O papel da constante Cy pode ser observado calculando-se a métrica.

g=nae" e’ =2 @et =e?df ® [-2dX +2XT X e?df]  (4.21)

Como Cy = X+ X~ — w(X), tem-se que X~ = (Cy + w(X))/eQXT.
Desta maneira, a métrica toma a seguinte forma,
g=e?Xdf @ [-2dX +2(Co — w(X))df]. (4.22)
Redefinindo X como dX = —dX exp @, se obtém

g=2df ® dX +£(X)df @ df (4.23)
5()2) = 2¢%(Co + w)X:X(X) (4.24)

que se reduz ao calibre de Eddington-Finkelstein quando f e X sdo toma-
dos como coordenadas. Esta expressao é exata e valida para modelos quase
totalmente arbitrarios de gravidade dilatonica sem matéria. Outros calibres
podem ser especificados partindo da ultima equacao. Para tanto, basta con-
siderar (com 2° = t,z' = r.F' = 9F/0r e ' = OF/0t)
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AX = X'dr+ X dt, df = f/dr + fdt, (4.25)

e fazer a substituicao na métrica, que uma vez feita resulta no seguinte ele-
mento de linha

(ds)? = (2f' X'+EF2) dr2+(2f X +€f2) A2+ (f X+ f X'+ £ f) drdt (4.26)

Em particular, sao interessantes os calibres diagonais, uma classe a qual
pertencem o calibre de Schwarzschild e o calibre conforme. Para que o termo
dr dt desapareca, basta considerar

X =X(r), (4.27)
X' +¢&f =0 (4.28)

onde se assume também que f # 0.
Das duas equacoes anteriores decorre que

dx af
b el 4.2
dr 587" 0 (4.29)

(1 dX () e F
~7=- A o (4.30)

L [VAX gy KK
~r=- RIS (CINNCEY

com K(r) definido da seguinte forma

k) =2 [ du ) (432)

0

Assim, o elemento de linha se torna (usando X' = —£f/)
(ds)? = €[(fdt)* = (f'dr)?], (4.33)
e o calibre conforme é obtido fazendo f = f/ = 1.
Requerendo ainda que det g = —1, como nos calibres do tipo Schwarzs-

child, se obtém uma relacao entre [’ e f,

: 1
— 227 = 1 =4 4.34
Eff = f o (4.34)

19



0 que permite escrever o elemento de linha como

(ds)? = ¢f2de® — # dr?. (4.35)

Tomando como exemplo concreto a gravitacao com reducao esférica em
quatro dimensoes, para a qual Uspg = 1/2X e Vspg = A2, se tem que

X X q |
Qsra = / Usra(y) dy = —/ —dy = —=InX, (4.36)
1 2y 2

onde o limite inferior foi assim escolhido para que a constante multiplicativa
geral que deve aparecer, como explicado anteriormente, seja igual a 1.
Calcula-se também a func¢ao w(X),

X X /\2 L
w(X) = / OV (y) dy = / “rdy =2\°Xz, (4.37)
0o Y2
Desta maneira, a quantidade conservada C é
C XX
SRG /X

e a funcdo £(X) ganha a seguinte forma

—2\2X 2 =, (4.38)

- 2C,
Esna(X) = 269(Co + W)y = 7+ (4.39)

1
2

que escrita em termos da nova variavel X (dX = dX exp Q) se 1&

- dxX ~ 1
dX = -5 = X = -2x>» (4.40)
2
: AC
= Esna(X) = ——XO +4N2, (4.41)

Ainda no exemplo da SRG, fazendo algumas novas defini¢oes é possivel
obter outro resultado interessante. Retomando a equacao , definamos
f = 1. Isto implica, pela condi¢io de que det g = —1 (conforme a expressao
(4.34), que f" = +1/£. Escolhamos entao para f’ o sinal negativo. Decorre

dai, via condigoes de diagonalidade da métrica (equagoes (4.27)),(4.28)), que

- - C
I _ _ 2 0

Assim, o elemento de linha se torna

20



(ds)? = 4\? (1 - %) (dt)* — 4%2 (1 - fTO) B (dr)?. (4.43)

Uma nova mudanca de variaveis,

t =2\t = dt =2\ dt (4.44)
5 r B dr

permite escrever o elemento de linha da seguinte maneira

C N Co \ ', .
(ds)* = (1 — %gf) (dt)* — (1 - 2)\?’>f) (dr)?. (4.46)
Definindo ainda

AN
se pode finalmente dar ao elemento de linha o aspecto mais conhecido,

(ds)? = (1 — %) (di)? — (1 - %> B (d7)? (4.48)

r r

(4.47)

que é a famosa métrica de Schwarzschild.

5 Estrutura Global

As propriedades globais da solucdo para as variaveis geométricas sao usual-
mente obtidas estudando as geodésicas do espaco. Para esta analise, é con-
veniente usar coordenadas de Eddington-Finkelstein "ingoing". Escrevendo
as coordenadas como x* = {v,r}, temos

(ds)? = dv(2dr — £(r) dv), (5.1)

ingoing

com & = 1.

A meétrica é dada por
—&(r) 1

21



e é possivel encontrar as geodésicas por meio da equagao de Euler-Lagrange
e da funcao

1 dz? dz¥ 1
F== i ) VR .9 .
S o S = (i — (), (59

onde o ponto denota derivagao em relacao ao paramero afim 7.

Obtém-se assim,

d (OF\ OF e e
E(%)—%:Ow‘m‘@‘o (54)
d (oF\ oF . (r)?
dT(@?‘“)_ﬁr_O:v_ 2 (5:5)

Aplicando esta tltima equacao a anterior, finalmente se tem

i — &0+ %5/@2 =0. (5.6)

O vetor k* = (1,0) satisfaz a equagao de Killing,

k)\a)\gw/ + 8,uk)\g)\y + aVX)\g/L)\ =0, (57)

o que implica na existéncia de uma constante de movimento,

Gopk®i? =7 — £(r)v = \/|A| = constante (5.8)

Desta maneira, pode-se escrever ainda

dr — €(r) dv = \/|A| dr = dr = ﬁ(dr Cerydv) (5.9)
‘%l(dr _£(r) dv)? = +(ds)?, (5.10)

onde no ultimo passo identificou-se o parametro 7 com o parametro usado
no elemento de linha.

Usando esta tltima equagao e substituindo (ds)? pela expressdao para o
elemento de linha (equagao ), é possivel obter uma equacao diferencial
que descreva as geodésicas,

dv 1 £\
E_£<1i<1+|;1|) ) (5.11)
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onde cada sinal descreve um tipo de geodésica e a nova constante A = +|A|
absorve os dois sinais de £(ds)?. Desta maneira, A > 0 corresponde a geo-
désica do tipo tempo e A < 0 & do tipo espaco. Vale notar também que a
geodésica com o sinal negativo dentro dos colchetes passa de forma continua
pelo horizonte (onde £(ry,) = 0) para A # 0, nao sendo, portanto, uma fron-
teira da solugao. Esta é uma vantagem do calibre de Eddington-Finkelstein
em relacao aos calibres conforme e de Schwarzschild, por exemplo, que pos-
suem singularidades de coordenadas. Assim, os pontos em que &£(rp,) = 0
descrevem singularidades de curvatura.

Agora, com o objetivo de analisar a estrutura global da solugao por meio
de diagramas de Penrose, deve-se estudar o comportamento das diregoes nu-
las neste espaco. Fazendo (ds)? = 0 com (ds)?, = dv(2dr —&(r) dv) tem-se
que

dv = 0 = v" = constante, (5.12)

2
2dr —&(r)dv=0= dU:ng

T

@ =9 [ L -+ constante
ro §(v)
= v® = K(r) + constante. (5.13)
Definindo entdo o = —v e @ = v — K(r), as dire¢oes nulas se tornam

linhas retas (0 = const. e @ = const.), e com

4o = — dv, (5.14)

. 2
du = dv — 0] dr, (5.15)

0 elemento de linha se torna

(ds)? = &(r) do da. (5.16)
Uma transformacao conforme adequada permite mapear (ds)2 em uma

regiao finita sem alterar sua estrutura causal possibilitando a producao dos
diagramas de Penrose. Uma escolha que se sabe funcionar é

1
(14 a2)(1+ v?)

(d8)? = Q%*(ds)? wusando Q%= (5.17)

£(r(@)) dido

= ()" = 1+ a)(1+ 02

(5.18)
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Analisemos agora como isto funciona para duas escolhas de £(r), a pri-
meira {(r) = 1, que reduz o elemento de linha ao de Minkowski, e a segunda
£(r)=1—2M/r, que é o caso do buraco negro de Schwarzschild.

5.1 Minkowski

Fazendo £(r) = 1, recuperamos o espaco de Minkowski. O elemento de linha
apos a transformacao conforme sera

dado
ds)? = 5.19
(A& = Trn+o) (519)
onde as variaveis u e v sao dadas por
v=—v —00 <D< 00, (5.20)
u=v—2(r—ry —oo<u<o0. (5.21)

Agora, o formato do elemento de linha inspira a seguinte mudanca de
variaveis

—tan'd - g <U< g (5.22)
= tan"' @ —g<V<g, (5.23)

que resulta em
(d§)? = dUav. (5.24)

Uma tltima mudanca de variaveis devolve o elemento de linha do espaco
de Minkowski ao seu formato mais conhecido com a vantagem de poder ser
mapeado em uma regido finita

R=V+4+U —-wm<R<m, (5.25)
T=V-U —-n<T<m, (5.26
levando finalmente a
1
(d3)? = Z—l(dRQ — dT?). (5.27)

Isto ja permite criar o diagrama de Penrose, como mostrado na figura
abaixo, com a variavel T' representada verticalmente e R horizontalmente
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Figura 1: Diagrama de Penrose para o espaco de Minkowski

Os regioes marcadas no diagrama sao:

i" : infinito temporal futuro, corresponde a T'=m, R = 0,

1~ :infinito temporal passado, corresponde a T'= —m, R =0,
i¥ - infinito espacial, corresponde a R = 7, T = 0,

J T :infinito nulo futuro, corresponde a T + R = ,

J ™ :infinito nulo passado, corresponde a T'+ R = —m .

Tratemos agora de uma escolha mais interessante para a funcao &

5.2 Schwarzschild

Fazendo a escolha £ =1 — %, as coordenadas v e u se tornam

= —v —00 < U< 00, (5.28)

(4!

r
i =v—2r —4MIn |0 1] — o0 < i < oo, 2
U=uv—2r 507 00 < U < 00 (5.29)

A seguinte combinacao de varidveis permite escrever r em termos de v e

U+ U r

- :—r—2M1n‘2——1‘ (5.30)
(0 +a) r

oM =2Mexp [ — - 31

=r exp( i 57 ) (5.31)
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levando o elemento de linha & seguinte forma

2M T T+1a
(ds)? = &(r)dadd = (ds)?> = Z—e 2me o diido. (5.32)

"
Uma nova mudanca de variaveis

U:—exp—m —o0 < U <0, (5.33)
0
V——exp—m —o00 <V <0, (5.34)

modifica novamente o elemento de linha para

32M3
r

(ds)? = e~z AU dV. (5.35)

Note que nao ha mais singularidade em r = 2M, que era uma singula-
ridade de coordenada, porém aquela em r = 0 persiste. As coordenadas U
e V', no dominio definido anteriormente, correspondem a regiao r > 2M do
espaco de Schwarzschild original, que pode agora ser estendido fazendo com
que elas valham de —oo a oo, contanto que sejam compativeis com r > 0.
Isto é possivel, pois, gracas ao desaparecimento da singularidade de coorde-
nada, nao h& mais proibicao para os valores U = V = 0, que correspondiam
ar=2M.

Assim, dados os novos alcances de U e V', uma nova mudanca de coorde-
nadas pode ser feita, desta vez para coordenadas limitadas

U'=tan'U — g <U' < g, (5.36)
V' =tan 'V —g <U < g (5.37)
que implica em
32M3
(ds)® = — e~ 2 sec? U'sec? V' dU’ dV'. (5.38)
r

Com a mesma transforma¢ao conforme utilizada anteriormente (Q? =
(sec? U’ sec? V')~1), obtemos

__r
e 2M

(d3)? = du’dv’. (5.39)

r
Uma mudanga final de varidveis
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Figura 2: Diagrama de Penrose para a métrica de Schwarzschild

R=V'4+U —n7<R<m, (5.40)

T=V'-U —7n<T<m, (5.41)
leva a

(d5)2 = “ 2 (dRr? — a1?). (5.42)

O resultado anterior é similar ao encontrado no caso de Minkowski, exceto
pelo fator dependente de r, que nos lembra da singularidade presente em
r = 0. Mapeando a singularidade original pelas transformacoes de variaveis
obtemos o seguinte

r>0=T = ig Singularidade, (5.43)

produzindo limites para a variavel T, que deverd permanecer entre —m/2 e
/2.

O diagrama de Penrose é mostrado na Figura 2

As regides marcadas no diagrama sao:
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i* : corresponde a T = g, R= j:g,
1~ : corresponde a T' = —g, R = ig,

i® : corresponde a R = 4+, T =0,
J* :corresponde a T+ R =,
J "~ :corresponde a '+ R = —,

Singularidade : corresponde a T' = j:g,

Horizonte : corresponde a T' = +R.

6 Analise Hamiltoniana

Antes de tratar da quantizacao propriamente dita, é necessario fazer a andlise
Hamiltoniana do modelo estudado. O ponto de partida serd a Lagrangiana
da gravitacao de primeira ordem, ja vista na secao anterior, juntamente a
uma Lagrangiana para o campo escalar ¢ com acoplamento nao minimo ao
campo dilaton. Esta Lagrangiana de matéria é necessiria para adicionar
graus de liberdade continuos ao modelo possibilitando o estudo de processos
de espalhamento neste contexto. Ela é dada por

Lm = /F(X) (% d¢A*d¢+ef(¢)). (6.1)

As duas Lagrangianas tomam a seguinte forma quando escritas em termos
das componentes

[,(FOG) :/ A2z [guu (X*(@M —wy)e, + X (9, + wu)ej + X@Mwy)
+(e)V(2X X, X)] (6.2)

L = / Pz (e) F(X) {27(]232<€“"6u¢e‘;><€“awei> +/(9) (6:3)

Temos entao as seguintes coordenadas candnicas
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q; = (wla 6;; 61+)7 q_l = (Wo,ea, ear)’ (64)
X, = (X, X", X7), o, (6.5)

com seus respectivos momentos conjugados

oL

N (6.6)
oL  F(X
r= ((6) N(eret + e ) (016) — 265 et (000)], (6.7)
oL
"= =Y (6.8)
K; = 9L _y, (6.9)
X,

Pode-se ver que exceto no caso do momento conjugado ao campo escalar
¢, nao é possivel escrever as velocidades generalizadas como funcoes dos
momentos e coordenadas canoOnicos, gerando entao trés conjuntos de trés
vinculos primarios

¢, =p— X; =0, (6~10)
pi =0, (6.11)
K; =0. (6.12)

Calculando os parénteses de Poisson entre esses vinculos, obtemos

{®;, ©;} =0, (6.13)
{pi,p;} =0, (6.14)
{Ki, K;} =0, (6.15)
{®;,p;} =0, (6.16)
{pi, K} =0, (6.17)
{@i, K} = —di6(x — y), (6.18)

o que mostra que p; sao vinculos de primeira classe.
Estes vinculos primérios devem ser adicionados a Hamiltoniana original
com ajuda dos multplicadores de Lagrange. Definindo por conveniéncia
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®, i=1,2,3
‘I’i_{ K, i=4,506" (6.19)

é possivel escrever a densidade de Hamiltoniana estendida como H.y = H +
Aipi + 105

Seguindo o algoritmo de Dirac, por consisténcia, exige-se dos vinculos que
estes sejam preservados no tempo, ou seja, os parénteses de Poisson entre os
vinculos e a Hamiltoniana estendida devem ser zero na superficie de vinculos,
isto é, devem ser fracamente zero. Aplicando a condicao de consisténcia aos
vinculos ¥;, tem-se

(0, Ho} ~ 0= {W;, H} + / U Uy 0. (6.20)

A matriz {¥;, ¥;} tem a seguinte forma

{@i, @} {Pi, K1Y 0 —0;;0(z —y)
{0, ¥;} = ({Ki7¢j} {Ki,Kj}) = (5@‘5(1’ —y) 0 Y ) , (6.21)

e determinante nao nulo (det{¥;, ¥;} = d§(x — y)). Isto permite que se
resolva as equacoes de consisténcia para os multiplicadores de Lagrange 7, e,
portanto, a construgao de parénteses de Dirac.

Sejam F' e G fungoes arbitrarias das variaveis canonicas. Os parénteses
de Dirac dessas duas funcoes é dado por

(F.G}p = {F.G} - / (F U {05, 0} {0, G dw dz, (6.22)

onde as integracoes sao feitas para recuperar a dependéncia do paréntese de
Poisson nas variaveis das quais F' e G dependem originalmente.
Abrindo esta expressao, temos

SF 6G  6F 6G  OF 6G  OF 0G
{FGp ={£.6) _/ (W@ T 540X, X0k, oK, 6XZ-) - (623)

Observe que igualando os vinculos a zero em todo lugar (K; = 0, X; = p;)
a dependéncia em K; e X; desaparece, fazendo com que derivadas em rela-
¢ao a essas variaveis se anulem. Isto faz com que os parénteses de Dirac se
reduzam aos parénteses de Poisson calculados em relagao as variaveis (g, p),
(q,p) e (¢, 7). Desta maneira, é possivel recomegar a analise Hamiltoniana
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fazendo a identificagdo p; = (X, X, X7) reduzindo assim o ntimero de va-
ridveis canodnicas e de vinculos priméarios como mostrado abaixo.

ql':(wlvel_vei‘r) piE(X7X+7X_>’
3 = (wo, €5, €g) p; = 0 — vinculo primario,
¢7 .

Com essas identificacoes, as densidades de Lagrangiana de gravitacao e
de matéria passam a ser escritas da seguinte maneira

L(FOG) _ P2(00 — q1)q2 + p3(0o + G1)q3 + P10oqs — P2(Oh — ¢1) G2

—p3(O1 + @)@ — p101G1 + (G293 — G392)V (2p2ps, p1), (6.24)

£~ (s — 1) ) | o (00 = =)+ 10)]. (629

A densidade de Hamiltoniana estendida passa a ser

Hes = pidi — L7OD 476 — E(mi —AiDi- (6.26)
HTg) H?:rw

Aplicando a condigao de consisténcia aos vinculos e usando o fato de que
estes sao de primeira classe, obtemos

/{pl }dyNO;‘/ P HOY +{p, H™WY dy = G + G ~
(6.27)

0 ¢ 2! foram chamadas coletivamente de 2, o mesmo tendo

onde as variaveis x
sido feito com y.
Um céalculo simples permite mostrar que

GEQ) = O1p; + p2(0i2h — 6i1q2) — P3(0isqr — 0i1q3) + V(di2gs — disq2)  (6.28)

G(m) —

)

% ((31¢) - F(Zh)) +F(p1)Q3f(¢)] 0

F (p1)
4qs3

((81¢) + m) + F(pl)QQf(¢)] di3. (6.29)
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Assim, observa-se a existéncia de vinculos secundarios dados por

Gi=GY + G ~0. (6.30)

Comparando Ggg) com H9) e Ggm) com H™, nota-se que é possivel escre-
ver a densidade de Hamiltoniana de uma forma mais conveniente. Para tanto,
é preciso fazer uma integracdo por partes em H(9, mais especificamente no
termo p;0:q;, ficando facil mostrar que

HO = G, (6.31)

)

HW = —gG™, (6.32)

Isto nos permite escrever a densidade de Hamiltoniana estendida como
uma soma sobre vinculos

H =H9 L 3 _ \iPi

=H= —cjiGgg) - @Ggm) — \iDi
0 que se sabe ser uma caracteristica de sistemas invariantes sob transforma-
coes do parametro de evolucao temporal.

Para concluir o procedimento de Dirac, é necessario aplicar a condicao de
consisténcia aos vinculos secundérios, ou seja,

/{Gu Hidy = — /({Gi, 3} G +1{Gi, G;}q; + A {Gi,pj}) dy = 0, (6.34)

=0 =0

onde os termos indicados como iguais a zero o sao pelo fato de que os vinculos
(G; nao possuem dependéncia em ¢; ou p;, reduzindo a expressao para

- / (G, G, }a,) dy ~ 0. (6.35)

Calculando os parénteses de Poisson entre estes vinculos secundarios,
descobre-se que eles formam uma algebra

(G1, G} = CijnGid(z — y) (6.36)

com as seguintes funcbes de estrutura nao nulas (lembrando que Cjj, =
—Cjik, dada a antissimetria dos parénteses de Poisson),
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oy F'(py)
-1 — (m)
Crzz ’ Caan op1 * (G)F(]h)E 7
150%
« = 1 = — .
Ciss ) Cas2 Opy’ (6 37)
9%

Com isso, a condicao de consisténcia passa a ser dada por

— /Cijk:Gijé(x —y)dy = —CyxGrq; = 0, (6.38)

que é fracamente zero por ser proporcional aos vinculos secundarios, eviden-
ciando a inexisténcia de vinculos terciarios e dando fim ao procedimento de
Dirac.

Vejamos a questao dos graus de liberdade. O nimero de graus de liber-
dade de uma teoria em que vale a conjectura de Dirac, como é o caso desta,
¢ dado por

2 x (N° graus de liberdade) = (N° variaveis canonicas)
— (N° de vinculos de 2* classe) — 2 x (N° de vinculos de 1* classe). (6.39)

Como ha 14 variaveis candnicas, 6 vinculos de primeira classe e nenhum
de segunda classe, resulta que ha apenas 1 grau de liberdade na teoria. Se
nao tivéssemos adicionado matéria a teoria, teriamos 12 variaveis candnicas
e 6 vinculos de primeira classe, resultando em nenhum grau de liberdade,
como foi observado anteriormente.

Finalmente, a densidade de Hamiltoniana estendida pode ser escrita adi-
cionando os vinculos secundarios (que sao também de primeira classe, dado

que {Gz,ﬁ]} ~0e {GZ,G]} ~ 0)7
Hest = —G:Gi — \iDi — Gl (6.40)
porém a mudanca de variaveis g, = ¢; + u; permite simplificar a Hamiltoniana
para
Hest = _q_sz - Azpza (641)

onde a nova variavel g, volta a ser chamada apenas de g por conveniéncia.
Feita a anélise dos vinculos, pode-se prosseguir com a quantizacao da
teoria, cuja densidade de Hamiltoniana é dada pela equagao (6.41)).
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7 Quantizacao

A quantizacdo deste modelo de gravitacao dilaténica em 2-D com adicao de
matéria serd feita inicialmente por meio do procedimento BRST (Becchi-
Rouet-Stora-Tyutin)(conforme [§], [6]) que permitira a obtengdo de uma Ha-
miltoniana com o calibre fixado, o que por sua vez tornara possivel que se pro-
ceda a quantizacao via integrais de trajetoria. Veremos que nao serd necessa-
rio utilizar métodos perturbativos no setor geométrico da teoria, evitando a
necessidade de uma separacao das variadveis geométricas em um “background”
a partir do qual se adicionam flutuacgoes. Estes métodos perturbativos ficarao
restritos ao setor de matéria da teoria.

7.1 O procedimento BRST

O primeiro passo deste procedimento é a introdugao de alguns campos ex-
tras na teoria, a comecar pelos chamados campos fantasma b; e ¢;, um para
cada vinculo existente. Estes sao campos de Grassmann, portanto anticomu-
tativos, que possuem numero fantasma igual a 1 (gh(b;) = gh(c;) = 1).
Além destes, adiciona-se também seus respectivos momentos conjugados,
conhecidos como antifantasmas e denotados p? e p¢, que apesar de serem
anticomutativos como os fantasmas, possuem nimero fantasma igual a —1
(gh(p?) = gh(p$) = —1). Finalmente, inclui-se também um campo comuta-
tivo, denotado h; que servird como momento conjugado ao multiplicador de
Lagrange \;.
Desta maneira temos agora as seguintes variaveis canonicas

Coordenadas:
bosonicas:  ¢;, G, ¢, A; nimero fantasma = 0

fermionicas: b;, ¢; numero fantasma = 1

Momentos:
bosonicos:  p;, p;, T, h; nimero fantasma = 0

fermionicos:  p?, p¢ numero fantasma = —1

Os parénteses de Poisson dos fantasmas sao dados por

{bi(2), Po(y)} = {ci(2), P5(y)} = —0;;6(x — ), (7.1)
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e se anulam sempre que calculados com alguma das variaveis originais.

Agora, a densidade de Hamiltoniana original, que é invariante sob trans-
formacoes de calibre, ¢ adicionado um novo termo dado pela acao da trans-
formagao BRST, denotada por s, em um férmion ¥, que fixara o calibre (o
chamado gauge firing fermion). Esta nova Hamiltoniana Hy; (gf de gauge
fized) pode ser escrita também utilizando a carga BRST (Q, que é geradora
da transformacao BRST, e serd mais conveniente.

Hor = Hest + sV = Heo + {V, Q} (7.2)

Observe que esta nova Hamiltoniana ainda possui simetria BRST, posto
que H.g é invariante sob transformagoes de calibre e s¥ = {W, Q} é invariante
dada a nilpoténcia da transformacao BRST.

Para seguir adiante, é necessario encontrar a expressao para a carga ).
Isto sera feito buscando uma expressao que possua as seguintes propriedades
essenciais & carga BRST (como visto em [§]):

1. gh(2) =1

2. Q deve ser fermidnico

3. {Q,Q} =0 (condi¢ao de nilpoténcia)

4. {H.s, 1} deve se reduzir a uma transformagao de calibre usual

A propriedade 1 implica que cada termo que compoe €2 deve ser um pro-
duto de n fantasmas com n — 1 antifantasmas e a propriedade 2 indica que
cada termo deve ser um produto de um nimero impar de variaveis fermioni-
cas. Estas informagoes ja fornecem balizas para a determinacao da carga.

Levando em conta agora a propriedade 4 e o fato conhecido de que vincu-
los de primeira classe sao os geradores de transformacdes de calibre, é possivel
fazer uma primeira tentativa para o formato de (2,

Esta tentativa respeita as propriedades 1, 2 e 4, mas seré nilpotente? Um
calculo simples mostra que nao.

{Q, Q} = CiCjCijka(S(ZL’ - y) (74)

Para cancelar este termo, adiciona-se um novo termo a 2. A equacao
(7.4) sugere algo do tipo A;rcicipi, que satisfaz 1 e 2 contanto que A;j
sejam funcoes comutativas de nimero fantasma 0. Assim,
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Q= bZﬁL + CiGz’ + Aijkcicjpz' (75)

A exigéncia de nilpoténcia implica que a carga () tenha a seguinte forma,

1
Q= ¢;G + bip; + §Cijkcicjp2- (7.6)

A prova disso é dada no Apéndice [A]

Esta carga é fermionica, tem nimero fantasma igual a 1 e é nilpotente
por construgao. Serd necessario integra-la ([ Qd?z) para que quando forem
calculados os parénteses de Poisson {U,Q}, a fungdo delta resultante seja
eliminada. Para checar a propriedade 4, basta calcular os parénteses de
Poisson desta carga com a densidade de Hamiltoniana estendida e verificar
que eles se anulam. Isto é simplificado observando que podemos escrever

Hest = —G:Gi — A\iDi = {05qi, L} — \ips. (7.7)

Assim, temos

{Hesta Q} = {{plcq“ Q}7 Q} - )‘z{pza Q} - 07 (78)

pois o primeiro termo se anula pela nilpoténcia de €2 e o segundo se anula
pelo fato de 2 nao depender de g;.

Definida a carga BRST, resta fazer a escolha do férmion que fixara o
calibre na Hamiltoniana. A escolha do calibre é condicionada apenas por
trés exigéncias: que W seja fermidnico e possua numero fantasma igual a
—1 (gh(¥) = —1), para garantir que a Hamiltoniana seja bosonica e tenha
nimero fantasma igual a 0, e que {¥,Q} # 0, para que nao se obtenha
novamente a Hamiltoniana original. A parte destas exigéncias, a escolha de
calibre é absolutamente arbitraria, ja que o resultado final da quantizacao nao
pode depender dela. Entretanto, nem todo calibre permite que se proceda o
calculo das integrais de trajetoria, fazendo com que a arbitrariedade original
acabe substituida por uma especificidade muito grande. Um calibre que se
sabe ser muito atil para o caso em estudo é o chamado calibre temporal,
como visto em [10],

¢ = Qi, (7.9)

onde a; é uma constante tal que nao produza uma meétrica singular. No caso,
sera escolhido a; = (0,1,0) de acordo com outros trabalhos no tema.

Uma escolha de férmion que produz este calibre e possibilita o calculo das
integrais de trajetoria é a seguinte,
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U = pfa; = ps. (7.10)

Escolhido o férmion, a densidade de Hamiltoniana serd dada por
Hor = Hest + /{pg, Q} d?y, (7.11)
que resulta finalmente em

Hyr = —GiGi — Aipi — Go — Cojpeipy. (7.12)

A densidade de Lagrangiana correspondente seré
Lyp = pii + Pii + 7 + hidi + plbi + pici — Hy. (7.13)

7.2 A quantizacao via integrais de trajetoria

A quantizacao sera feita com integrais de trajetoria sobre cada variavel cano-
nica do espaco de fase estendido. Além da densidade de Lagrangiana en-
contrada anteriormente, serao adicionadas, por conveniéncia, fontes para as
variaveis ¢;, p; € ¢, resultando na expressao seguinte

X exp |:@./(£gf + Jipi + Jigi + 09) dxﬂ , (7.15)
A primeira integracao sera feita em relacao & \;, tendo seguinte forma

W= /(. ) DA exp [i/(ﬁi _ hi)/\i] exp(..), (7.16)

onde o termo a ser integrado foi obtido via integragao por partes no termo
hi\; presente em L,r. Os pontos (...) substituem as partes da expressdo que
nao afetam a integracao em curso, que produz o resultado a seguir

A segunda integragao serd em relagao a p;, que por conta do funcional

delta presente resultara apenas na substituicao de p; por h; no integrando,
produzindo
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W:/(...)exp {i/(—hiq,-)} exp(...). (7.18)

Com uma integracao por partes no termo da Lagrangiana em evidéncia
na equacao anterior e agregando os termos que possuem ¢ para a terceira
integracao, temos

W = /(. ..)Dg; exp {z’/(aghi +Gi)ql-] exp(...), (7.19)
que resulta em
W= /(. ..) Dh;8[03h; + Gy exp(...). (7.20)

A avaliagao desta expressao exige o uso da generalizacao funcional da
conhecida féormula

3z — ), (7.21)

ou seja,
W = /(. .) Dh; det(82) " 6[h; — hi] exp(...), (7.22)

onde h; sio as solugoes para 9ih; + G; = 0. A integragdo em h; agora é

trivial, permitindo passar para as integracoes em relacao aos fantasmas b; e
b

p;

W= / (...) Db; Dpl det(92) " exp {z / pfaobi] expl....). (7.23)

Essa integracao é feita usando o fato de que

det(N) / Db; Dp’ exp [z /pi-’Nijbj dzx}, (7.24)
sendo que no caso em questao esta matriz funcional N é dada por

8 0 0
N=|0 & o], (7.25)
0 0 &

tendo determinante det N = det(dp)?. Assim, passamos a integracao dos
proximos fantasmas
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W = /( ..) Dc; Dpg det(0y) exp/ [pié; — piCajrcyl exp(. . .), (7.26)

que é feita novamente usando a expressao (7.24)), levando desta vez a

%% :/ Dgq; Dp; Dé D det(0p) det M
X exp [2 /(pi(iz’ + 7T¢5 +Go + Jipi + Jiqi + 09| (7.27)

Note que a Lagrangiana efetiva que aparece ¢ justamente aquela que se
obteria fazendo ¢; = (0, 1,0) na Hamiltoniana original, justificando a afirma-
¢ao de que a escolha do férmion ¥ = p§ produziria este calibre.

O termo det M que aparece na expressao anterior é o determinante da
matriz funcional dada por

o —1 0
M = 0 o 0 , (7.28)
_ov F'(p1) p(m) _ 0V _ 9V
Op1 + (e)F(;l)ﬁ Op2 g Ops

tendo portanto o seguinte determinante

det M = det(0p)? det (ao - 8—V) : (7.29)
Ops

Lembrando que V = U(py)paps + V(p1), esse determinante passa a ser

det M = det(0p)? det (9p — p2U(p1)) - (7.30)

Seguindo agora para a integragao do momento 7, observa-se que os termos
da Lagrangiana que dele dependem vem de m¢ + Gém), mais especificamente

ré+ G e+ F(p1) (FWQ _ 2”(01(?))

4¢o 2(p1) F(m)
n [%(aw T F<p1>q3f<¢>l, (7.31)

~
ndo depende de 7

levando & seguinte integral de trajetoria Gaussiana
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W—/(...)Dwexp{[i/ﬁ—i—ﬂ((80gb)— (52);?)]}, (7.32)

que, como se sabe, produz a raiz quadrada inversa de um determinante do
fator que multiplica 72 vezes o integrando avaliado no seu ponto estacionario,
dado por

7= 208 () (@) - ). (7.3

Chega-se assim & expressao seguinte (excluindo termos que nao dependem
dos campos, pois nao afetam o propagador),

W = / Dq; Dp; Do det M (det q3)7 (det F(p1))2 exp [z / £w d%}, (7.34)

onde £V ¢ a densidade de Lagrangiana efetiva,

LY =pig; + 01p2 + p2a1 + a3(V (p1) + U(p1)paps)
+ F(p1)((009)(010) — q2(000)* + a3.f(9)) + Jips + jigi + 0¢. (7.35)

E necessario agora fazer uma observacao quanto a medida utilizada na
integracao em relacao a matéria. Da forma como esta, a medida D¢ nao é
covariante, o que, como salientado em [9)], pode gerar anomalias, mostrando
que a medida funcional nao é desprovida de significado fisico. L4 é argumen-
tado que a medida covariante correta seria (ng\/@). No caso em estudo,
como foi escolhido o calibre temporal ¢; = (0, 1,0), essa medida passa a ser
entao D¢,/q3. Note a presenga de um termo similar na equagao . A
solugao adotada em [IT] é a inser¢ao & mao de um termo /g3/qz & medida.
Essa solucao um tanto artificial é justificavel por nao se saber qual seria a
medida correta a priori, entao ficamos com uma conveniente.

Apesar desta insercao ocorrer um tanto tarde, uma vez que varias inte-
gracoes ja foram feitas, gracas a escolha judiciosa de calibre nenhuma inter-
feréncia ocorre, ja que o determinante do vielbein se reduz a (e) = g3, uma
variavel que ainda nao foi integrada.

Feito o ajuste na medida, o préximo passo serd a integragao das coor-
denadas ¢;. Para tanto, escreve-se o fator \/(det g3) como uma integral de
trajetoria usando as formulas ja utlizadas neste processo de integracao

40



\/detqu/DvDﬁDnexpi /de(UQ—l—T_m)q;; : (7.36)
h

onde v é um campo comutativo e n e 1) sa0 campos anticomutativos.
A situagao agora é a seguinte

W= / Dg; Dp; D Dv Dij Dy det M (det F(p;))? exp (z / d2x£(2)>,

(7.37)
com L£® diferindo de LM pela adicdo de h = v? + fm e por uma integracao
por partes no termo p;¢;, resultando em

LP = — pig; + 02 + por + @3(V(p1) + Ulp1)p2ps)

+ F(p1)((009)(010) — 42(009)* + q3.f(8)) + Jipi + jigi + ¢ + ?Q?,- )
7.38

Esta densidade de Lagrangiana possui apenas termos lineares em g;, fa-
zendo com que as integracoes produzam trés funcionais delta

W= / Dp; D Dv Dij Dy det M (det F(py))? exp {@ / d2xﬁ<3>]

x 8[0op1 — p2 — 7116[0op2 + F(p1)(00¢)* — jo]

x 8[0ops — V(p1) — U(p1)paps — F(p1) f(¢) — h — js], (7.39)

com
LB = 01py + F(p1)(068)(01) + Jips + 0. (7.40)
Note que o termo 0;ps pode ser excluido considerando que py se anule
nos limites da integracao em z1, o que seré feito a partir de agora. Para

prosseguir, é necessario resolver as equacoes diferenciais que servem como ar-
gumento dos funcionais delta em (7.39). Isto ndo pode ser feito exatamente
para interacoes arbitrarias com a matéria. Examinemos entao o caso mais
simples, o caso sem matéria, que mostrara algumas caracteristicas importan-
tes para o caso mais geral.
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7.3 GDT sem matéria

O caso sem matéria é obtido fazendo F'(p;) = 0. Esta escolha faz com que o
propagador seja modificado para

W :/ Dp; det M exp {2/ dzx(t]ipi)}

X 6[0op1 — p2 — j1)6[O0p2 — Jo|
x 0[(0o — U(p1)p2)ps — V(p1) — jsl. (7.41)

Resolvendo os argumentos dos dois primeiros funcionais delta obtemos

Oopa — jo=0=py = By = pa + 36112; (7.42)
dopr —p2—j1=0=p1 =By =D+ (p2 + j1)- (7.43)

A terceira equacao diferencial exige um pouco mais de trabalho

(G0 — U(p1)p2)ps = V(p1) + Ja (7.44)

Multiplicando a equagao anterior por um fator A tal que (0o—U (p1)p2)psA =
Jo(p3A), temos

OA = —U(p1)p2A=InA=—0;"(U(p1)p2)
N—

Q
= A=e9 (7.45)
produzindo portanto
do(pse™ @) = e °(V(p1) + Js)
= p3 = B3 = [0, e “(V(p1) + j3) + p3)- (7.46)

Os p; que aparecem nas solucoes das equacoes diferenciais sao funcoes
apenas de 1, aparecendo como constantes de integracio associadas a J; .

Com as solucoes das equacgoes e novamente utilizando a generalizacao
funcional da formula (7.21)), temos que

W :/ Dp; det M exp {z/ de(Jipi)}
x [det(9g)* det(Ty — poU (p1))] " 0(pi — Bi). (7.47)
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Observe que os determinantes produzidos cancelam exatamente o termo
det M. As integracoes em p; sao triviais e resultam em

W = exp [z/ d%(JiBi)]. (7.48)

A expressao anterior é exata e correta, porém possui uma caracteristica
inaceitavel fisicamente: no limite J; — 0 a Lagrangiana se anula, levando
consigo toda dindmica. Este problema é resolvido com a adicao de um novo
termo a densidade de Lagrangiana, cuja origem ¢é a existéncia de ambiguida-
des por conta da presenca do operador d; ' na solucio das equacgoes diferen-
ciais para os momentos p;. Isto é discutido com mais detalhes no Apéndice
e resulta em

W = exp [ [ @t — e vmme)|, @49)

onde g3(z;) é uma fungdo arbitraria apenas de x1, e o termo novo nao desa-
parece quando as fontes se anulam.

7.4 GDT com matéria

No caso com matéria, a situacao antes das integracoes em p; é a seguinte

W :/ Dp; Do Dv D7 Dy det M (det F(pl))% exp {z/ deE(S)}

x 8[0op1 — p2 — 7110[0op2 + F(p1)(00¢)* — jo]
X 8[0ops — V(p1) — U(p1)paps — F(p1) f(¢) — h — ja], (7.50)

com

L) = F(p)(060)(010) + Jips + 0. (7.51)

Chamando de B; a solucao das equacoes diferencias que servem de argu-
mento aos funcionais delta neste caso com matéria, temos

5(% - Bi)

W:/ Dp; Dp Dv Di; Dn det M(detF(pl))% AR,

<o i [ EoF @@ +Ipitoo)|. (13
A integracao em p; é trivial e resulta em
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W = [ Do Do Dy Dyden () ex [ [ @lrBy @000

+J;Bi + 0 — Gse AV (By) + F(B1) f(¢) + h+ 33)]| (7.53)

onde —gse Q(V(By)+ F(By) f(¢)+h+js) é o termo ambiguo com origem em
Jng, analogo ao obtido no caso sem matéria, como explicado no apéndice.
A notacao Q denota que ) possui agora dependéncia em By e B,. Note que
o termo h aparece nao s6 no termo ambiguo como também diretamente em
Bg, dado explicitamente por

By =e? |05 e Q(V(By) + F(B) f() + h + js) + s - (7.54)

E possivel isolar os termos contendo h e integra-los nas variaveis v, n e 1,
resultando em

W:/DWMF@m%wEﬂem{/ﬁ%w@m%@@@
+IiBileo + 06 = gse” OV (B1) + F(B)S (@) + i)}, (7.55)
onde E ¢ dado por

Ef = —[g + (05" J3e9)]e <. (7.56)

Observe que para J; = 0, E; se reduz a ¢z quando expresso como a deri-
vada funcional de W em relacao a j3. Entretanto, este termo possui também
dependéncia no campo escalar, por meio da dependéncia em B presente em
Q, o que leva em conta a interacao entre geometria e matéria.

A integracao restante nao pode ser resolvida exatamente, o que nos leva
a utilizacdo de métodos perturbativos. Para simplificar a discussao, redu-
ziremos a arbitrariedade do modelo, analisando primeiramente o caso de
acoplamento minimo sem autointeracao.

7.5 Acoplamento minimo sem autointeracao local

O caso de acoplamento minimo sem auto interacao local é caracterizado por
F(p1) =1e f(¢) = 0. Aplicando estas escolhas na expressao ([7.55)), temos o
seguinte ponto de partida para os métodos perturbativos

44



W= [ Dotder £ exp [i [ al(@uoor0

+J;Bilneo — Gse Q(V(By) + j3) + 0] | . (7.57)

O primeiro passo é obter as expressoes para B;. Pode-se escrever estas
solugoes como modificacoes das solugoes encontradas no caso sem matéria,
produzindo

By = By — 9, %(000)’, (7.58)
By = By — 951 (09)?, (7.59)
By =@ [05%e Q(V(By) + o) + s (7.60)

Os termos Bl e Bg sao de segunda ordem em ¢. Ja em B3, a dependéncia
em ¢ se da indiretamente, por meio da dependéncia de @ em By e Bs. Assim,
¢ necessario expandir todos os termos da Lagrangiana efetiva que dependam
de B;. Comecando por Q obtemos

Q= 80’1(U(Bl)f32)
=9y [(U(B1) = U'(B1)d; *(806)*) (B2 — 95 (009)?)]
=0, '(U(B1)Bs) + ;' [—(U(B1) + BzU’(Bl)aa )95 (809)? + O(¢")]
= Q — 0y ' [(U(By) + BoU'(B1)8 )0y (809)*] + O(¢), (7.61)

G
onde U’ denota derivacao em relagdo ao argumento Bj.
Expandindo também V' (B;), temos

V(B1) = V(B1) = V!(B1)95(909)* + O(¢). (7.62)

Usando estas expansoes até segunda ordem em ¢ na expressao para Bs,
leva a

By =B — 9 [0y (e V' (B1)0; %) (7.63)
+2(V(B1) + j3)(05 'e™?)G + pae?G] (909)* + O(¢").

J& o termo ambiguo presente na Lagrangiana toma a seguinte forma
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Gse QV(B1) + js) = gse AV(B1) + Js) (7.64)
+ 3" A(V(B1) + j3)G — V'(B1)3; 2) (909)* + O(¢),

enquanto E; se torna

Ef =— (g3 + (9" J3e9))e @ (7.65)
— €2 (g3 + (05 ' 3e9)G + (05 ' J3°G)] (00)* + O(¢™).

Apesar de haver um termo de segunda ordem em ¢ na expressao anterior,
este serd descartado, pois restituindo os fatores de h se observa que este
termo & de ordem %", enquanto os outros termos que serdo mantidos sio de
ordem %', Por simplicidade, de agora em diante o termo de ordem zero no
campo escalar em E;" serd denotado simplesmente por E;". Assim, a integral
de trajetoria passa a ser

114 :/ De(det E;)? exp {z/ &%z [J;Bi|n—o — gse~%(V(B1) +j3)}}
(7.66)

X exp { / d% [(900)(016) + B (900)* + O(6") + 7] } ,

onde E; ¢ a soma de todos os termos quadraticos em ¢ obtidos nas expan-
soes. Note que [, possui varias contribuicoes nao-locais, gracas a presenca
repetida do operador ;. Ele ¢ dado explicitamente por

Ef =— 10y — J20y " — J5e® [0y (e V! (B1)9y?) + 2(V(B1) + Jjs)

(05 'e” )G + P3G + gse ((V(B1) + j3)G — V'(B1)dy %),
(7.67)

Os termos de ordem ¢* adiante serdo tomados como vértices, retirados
da integral e escritos como derivadas funcionais em relagao a fonte o, sendo
denotados genericamente por Z.

A parte da integral de trajetéria com dependéncia em ¢ pode ser escrita
ainda como

/ Do(det ;)2 exp {—i / d*z [¢(0o01 + Do Ey Do) + 0] } (7.68)
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Pelos motivos explicados anteriormente sobre a escolha de uma métrica
covariante para as integracoes do campo escalar, é conveniente escrever a
expressao anterior com uma ligeira modificacao, explicitando o papel do de-
terminante presente na medida da integral,

/(m) detEf) exp{—i/ d*z (det EY)

X ¢ (det Ef)il(agal + 80Ef80) (b + (det Efr)ilo'(ﬁ . (769)

O

Isto justifica a notacao E}” e E; como sendo os fatores que fazem o papel
das compononentes dos zweibeine apds a integragao das variaveis geométri-
cas. Com a medida covariante, a integral Gaussiana passa a ser dada por

/ (Dole)?) exp [ / d2x<e>(¢A¢+B¢>} (7.70)
— (det )~} exp {—% / d%(e)(BA‘lB)].

Desta forma, a expressao (7.69) resulta em

(det 0)~2 exp —i / dPao (det EfO) o |, (7.71)
A

em que A é o propagador. Isto nos leva finalmente a expressao final para W

. 19
W =exp {JZBZMU — gse A(V(By) +js) + Z (--)}

100
x (det D)_% exp {%/ d2l’O'AO':|. (7.72)

Assim, temos uma teoria efetiva nao-exata para o campo escalar ¢. Esta
teoria possui autointeracoes nao-locais ja em segunda ordem no campo es-
calar, como foi salientado anteriormente. Isto produz dificuldades quando
se deseja reproduzir esta teoria no contexto da geometria nao-comutativa
mais simples (aquela com produto estrela de Moyal), pois, como sera expli-
cado mais adiante, uma teoria dete tipo é equivalente até segunda ordem
nos campos a sua contrapartida comutativa. Assim, ja neste caso relativa-
mente simples de acoplamento minimo e autointeracao local nula, se mostra
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necessario o desenvolvimento de outros esquemas de quantizacao em teorias
quanticas de campos nao-comutativas. Mais sobre isto adiante.

Além dos tratados aqui, casos com acoplamento nao-minino ou autointe-
racao local também podem ser considerados usando essencialmente o mesmo
procedimento, porém com resultados certamente mais complicados.

Consideremos em mais detalhes o caso mais interessante de gravitacao
com reducao esférica (SRG) e acoplamento nao minimo.

7.6 SRG com acoplamento nao-minimo

O caso de gravitacao com reducao esférica e acoplamento nao-minimo é ca-
racterizado pelas seguintes escolhas

Vip1) =2 Ulp) = 2%1
f@)=0  Fpn)=-2

onde a escolha da funcio V(p;) corresponde a tomar A = v/2 na acio (3.3).
Aplicando estas defini¢coes na expressao (7.55)), temos

~Braw)on)

W :/ Do(det Bl)%(det Ef)% exp {z/ d%z [
FBi+ 09— g5 02+ 5)] }. (7.73)
Analisemos entdo alguns aspectos interessantes deste modelo

7.6.1 Veértices

Os vértices podem ser obtidos da expressao anterior expandindo os termos
B, presentes na agao em poténcias de (9y¢)?, da forma como foi feito no caso
de acoplamento minimo da secao anterior. Entretanto, este procedimento é
complicado ja nas primeiras ordens da expansao e por este motivo serd usado
um outro procedimento mais eficaz para se obter os vértices de ¢*. Porém,
antes de comecar o calculo direto dos vértices, ja se pode observar algumas
de suas caracteristicas pela expressao anterior.

Primeiramente, considerando que os termos B, produzirao poténcias de
(Oo®)? e que na Lagrangiana efetiva a contribui¢io do campo também é
quadratica, teremos apenas vértices pares, ou seja, vértices do tipo ¢>*. Além
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disto, deve haver dois tipos de vértices. O primeiro, chamado simétrico, é
gerado pelo termo ambiguo na Lagrangiana e possui apenas fatores de (9y¢)?

e _ / Loy ... Lol (@, 1) (000 - (D). (1.74)

Ja o segundo tipo, assimétrico, tem origem no termo —(B1/2)(0yp)(016),
nao estando, portanto, presente no caso de acoplamento minimo, onde apenas
os vértices simétricos aparecem. O vértice assimétrico possui a seguinte forma

[ASQE / 2y . P20 (21, 20) (000010) 4, (000)2, - (D09)2 .

(7.75)
Estes vértices tem carater nao-local, em decorréncia da presenca repetida
do operador J; ! nos BZ-, razao pela qual a expansao dos termos de interacao
na Lagrangiana é tao complicada. Para contornar essas dificuldades, vamos
prosseguir com o procedimento adotado em [11].
Observa-se inicialmente que as funcoes v dos vértices sio obtidas to-
mando as derivadas funcionais da Lagrangiana efetiva em relacao aos campos.
No caso dos vértices ¢*, temos

@) (21, 2 0L
1 72) = S 2@ (wa)?) (7.76)
0 (21, ) = 0°L (7.77)

0((Q0¢(11))(016(21)))0 (B0 (2)?)

Para realizar estas derivacoes, é conveniente tomar os campos como loca-
lizados em n pontos, por exemplo

(D09)*( Z ci6*(x — ;) (7.78)

E suficiente tomar apenas o primeiro termo desta expansao para se en-
contrar os vértices de quarta ordem em ¢, entao define-se

(000" =: 6 = cod*(x — y), (7.79)

5 (000)(016) = 61 = 16z — ). (7.80)
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Agora, o proximo passo é resolver as equagoes de movimento para p; e
¢; até primeira ordem em ¢y e ¢;. Estas equagoes podem ser obtidas mais
facilmente fazendo as variacdes d¢; e p; da densidade de Lagrangiana £V
(expressao ), que, com as definicoes desta secao e a anulacao das fontes,
¢ dada por

LW :/ d*x [Pz’(iz’ + P2q1 + g3 (2 + %)
1

—p1(d1 — q2¢0)] , (7.81)

levando as seguintes equagoes para os momentos

dop1 = pa, (7.82)

dop2 = p19o, (7.83)
P2ps

=94 = .84

dops + T (7.84)

e a estas equacgoes para as coordenadas

q3p2p3

doq1 = o2 + @1 — q200, (7.85)
D1
__4ps
doqa = _2p1 ai, (7.86)
__43P2
80(]3 = _2p1 . (787)

O objetivo é substituir as solucoes para estas equacoes de movimento no
termo de matéria da Lagrangiana efetiva L(Y), ou seja, em —p(¢1 — qaddo),
sem alterar os termos cinéticos. Assim, este termo seria dado por

L = —pi(co)p1 + pi(co)ga(co, c1)Po- (7.88)

Os vértices ¢* serao dados pelos termos de segunda ordem nos coeficientes
¢, e, divididos em simétrico e assimétrico, sao dados por

dp dg
v (x,y) = <_dc; q2 + P _dcz) ; (7.89)
c;=0
dgz  dp
v (z,y) = <p1_dci - _dc;)‘ . (7.90)
C,L:O
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Figura 3: Vértices simétrico e assimétrico

As solugoes para as equagoes de movimento de p; e ¢, que devem ser
usadas nas duas expressoes anteriores, sdo, conforme [I3], dadas por

pi(x) = 2° = (2% = y%)cof(y” — 2°)d(z! — y), (7.91)
2(x) = 4y/p1 + (Bcogor/p1 — 2¢0(y°)** — c1y” + (1 — 6¢0(y°)/*)p1)
x 0(y" — 20)o(x' — o). (7.92)

Assim, temos para o vértice simétrico

Vil = [[ @yt VP — Vil
x (32° + 3y° + 2\/x0_y0)5(x1 —yh), (7.93)
e para o vértice assimétrico
Ve =~ [[ @rdpo@als - e -y,
onde as integracoes tem os seguintes limites: [ d?z = [;° da® [7_ da!

Como antecipado, os vértices sao nao-locais na componente "temporal"(componente
0), e sao representados na figura .

7.6.2 Elemento de Linha Efetivo

No calibre que foi adotado quando da quantiza¢ao do modelo (g; = (0, 1,0)),
o elemento de linha toma a seguinte forma
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(ds)? = 2¢zda’ (da® + go da?). (7.95)

As solugoes das equagoes de movimento para ¢z (equagao (7.87)) e po
(equagao (7.83)), dadas, em primeira ordem em ¢y, por

pe(z) =1— coyoe(yo — xo)é(xl — yl), (7.96)
1
q3(z) = W (7.97)

juntamente a uma mudanca de variaveis

w=2v/22" = %, (7.98)

permitem escrever o elemento de linha como

2
(ds)? = = dudr + K(r,u)(du)?, (7.99)
P2
em que
K(ru) = —2 (7.100)

4\/57"'

Note que a definicao da variavel r é bastante natural dado o papel que py, o
dilaton, exerce na métrica quadridimensional com redugao esférica (expressao
(3.1)), que foi o ponto de partida deste trabalho.

Usando as expressoes explicitas para ¢o e po, é simples notar que na regiao
2% > 9% K(r,u) =1 e py = 1, fazendo com que o elemento de linha se reduza
a

(ds)? = 2dudr + (du)?, (7.101)

que é o elemento de linha do espaco de Minkowski. Isto é resultado da escolha
das constantes de integracao nas solugoes das equacoes de movimento para
¢ e p;- Ja na regiao 2 < 9%, obtemos um resultado mais interessante, no
qual K (u,r) é modificado para

K(u,r) = (1 _am ar + d> (14 O(c)), (7.102)

r
com
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m = ﬁ(2c0(y°)3/2 +e1y®)d(zt —yh), (7.103)
1 0\1/2 1 1

a= ﬁ(&o(y W2 —e)o(xt —yh), (7.104)

d = 2coy’d(xt — ). (7.105)

A fungdo K (u,r) possui zeros localizados aproximadamente em r = 1/a,
no que seria um horizonte de Rindler, e em r = 2m, que corresponde a um
horizonte de Schwarzschild, descrevendo o chamado buraco negro virtual.

7.6.3 O Buraco Negro Virtual

Um buraco negro virtual é um buraco negro que existe temporariamente.
Observando o elemento de linha efetivo obtido na subsecao anterior, vemos
que, para valores de a e d despreziveis, o que se observa ¢ justamente a
presenca de um buraco negro no regiao z° < y° que desaparece na regiao
assintotica 2° > y°. Este buraco negro aparece como resultado da interacao
da matéria com a geometria.

Na andlise classica do modelo, foi encontrada uma quantidade que se
conservava, ou mais especificamente, a parte geométrica desta quantidade, ja
que naquele momento ainda nao havia sido adicionada matéria ao modelo. No
caso SRG, esta quantidade era dada, conforme a equacao , na notacao
atual por

P2P3
C=—"2-4/ 7.106
NS (7.106)

Com as expressoes ja encontradas para p; e po e com a seguinte solugao
para ps

p3 = deor’ + 4y°(y° + /2990 0(y° — V)6 (2! — o), (7.107)

esta quantidade conservada passa a ser dada por

C = 44°\/y0cof(y° — 2°)5 (" — y1). (7.108)

Note que C se anula na regidao z° > y°, porém sofre um salto na regiao
do buraco negro virtual. Observe também que o valor de C é proporcional
a massa do buraco negro se a contribuicao de ¢; puder ser desconsiderada,
como ocorreria se considerassemos, por exemplo, SRG com acoplamento mi-
nino (F(p1) = 1).

Desta maneira, é possivel interpretar a nao-localidade dos vértices como

23



resultante da aparigao de um buraco negro virtual em um estagio interme-
diério.

8 Nao-Comutatividade

Ha razao para acreditar que em regioes da ordem do comprimento de Planck,

1
2
Ap = (%) ~ 1,6 x 10cm, (8.1)
seja necessario abandonar o tratamento do espaco-tempo como uma varie-
dade, pois haveria um limite para a precisao com que se poderia localizar um
objeto. Esta seria uma necessidade independentemente de qual teoria de gra-
vitacao quantica que se considere, seja teoria de cordas, gravitacao quantica
em loop ou outra qualquer, como é argumentado em [I7]. Em linhas gerais, o
argumento é o seguinte: a medigao de uma coordenada com precisao a, gera
uma incerteza em momento da ordem de 1/a. Desconsiderando energias de
repouso, isto siginifica que deve ser transmitida ao sistema uma energia tam-
bém de ordem 1/a. A presenca de energia gera um campo gravitacional que
distorce o espago-tempo na regiao em questao de acordo com a equagao de
Einstein,

1
ij — §QW,R = 87TT”V. (82)

Quanto menor a incerteza, maior serd o campo gravitacional produzido,
até o ponto em que um buraco negro é gerado impedindo que qualquer sinal
deixe a regiao, o que inviabiliza a medida. Desta maneira, existe um limite
a partir do qual a nocao de um ponto no espaco-tempo se perde, se nao no
sentido real, ao menos no sentido operacional, exigindo uma estrutura que a
substitua.

Esta situacao indica que deve haver uma relacao de incerteza entre as
coordenadas do epaco-tempo analoga a que existe entre posicao e momento

At Az? > %\em. (8.3)

Portanto, seguindo esta analogia, uma forma de incorporar esta caracte-
ristica é promover as coordenadas do espaco-tempo a operadores Hermitianos
que obedecem a seguinte relacao de comutacao

(&4, 3] = 6", (8.4)
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na qual, no caso mais simples, 6§ é uma matriz constante, antissimétrica e
com dimensoes de comprimento ao quadrado. Esta relacao de comutacao
induz a relagao de incerteza.

Se a nao-localidade das teorias nao-comutativas é um aspecto que agora
nos interessa, este nao era o caso quando da introducao detas teorias, que
visavam inicialmente resolver problemas ligados & divergéncias em teorias
como eletrodinamica quantica, o que fez com que o estudo mais aprofundado
da nao-comutatividade se desse apenas muitos anos depois. Outra razao
¢ a violagao da invariancia de Lorentz da teoria, cujos efeitos devem, por
consisténcia, desaparecer em escalas superiores a #, o que nao é garantido
(I15]).

Vejamos entao como implementar a nao-comutatividade em uma teoria
quantica para um campo escalar em duas dimensoes, seguindo o enfoque
dado em [T4].

8.1 Quantizacao de Weyl

O procedimento objetiva associar um operador quantico a uma funcao das
variaveis do espaco de fase. Considerando que se possa descrever qualquer
funcao por meio de sua transformada de Fourier

fli) = [ dae e (), (85
definimos o simbolo de Weyl como

~ Ak -

Wi = [ el e (5.6

em que " denota as coordenadas e z* os operadores que obedecem a relagao
de comutacao (8.4). Além disso, o simbolo de Weyl é Hermitiano para fungoes
f(x) reais e pode ser escrito da seguinte maneira

Wif = / @ f(z)A(x), (8.7)
A(x) :/%eik“iue_ik”xu. (8.8)

Pode-se introduzir também derivadas de operadores com as propriedades
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[0, 2"] = 6" (8.9)
0,,,8,] = 0. (8.10)

Assim, é simples mostrar que

{a}u A(x)] = —0,A(). (8.11)

Integrando a expressao anterior por partes e assumindo a anulacao dos
termos de fronteira, temos

00 WIA| = W (0,11 (8.12)

Decorre da relacao (8.11]), que € possivel representar geradores de trans-
lacdo por operadores unitarios e"%, com

exp [U’L@AM} A(x) exp [—v“éu] = Az —v). (8.13)

Como o trago de um operador se conserva sob transformagoes de simila-
ridade como a da expressao anterior, se calcularmos o trago do operador de
Weyl teremos

TV [f] :/d?:cf(x) Tr A(z) :/d2xf(x) TrA(z—v),  (8.14)

o que implica que o traco do operador A(x) deve ser independente de .
Escolhendo a normalizacdo Tr A(x) = 1,que corresponde a defini¢do usual
do trago, o traco do operador de Weyl se reduz a uma integragao

TeT[f] = / Lo f(z). (8.15)

A formula de Baker-Campbell-Haussdorft é dada por

1
eAeB = exp (A + B+ 5[14, B}) (816)

quando o comutador dos operadores A e B é um numero. Com esta férmula,
temos
ik 2t

1. AL _iguv /g N
ik @t = 50" Rk, ik k) (8.17)

Y

€ (&

0 que permite calcular o produto de operadores A(x) em pontos diferentes

o6



~ ~ kod2k/ . !\ A i Qv / ; p, 1o
A(I)A(y) :/Wez(klﬁrk#)m 6759 k#k,,efz(kux +kj,y ). (818)

Reescrevendo o termo e!Futk) como
gilkuthy)ak / d2zei(k“+k;‘)zuﬁ(z)a (8.19)

as integragoes em k, e k;, resultam em

~ ~

A(z)A(y) =

A —26(0~ V) (z—2)H (y—2)Y
- det@/dQZA(Z)e 267w (@=2)"(y=2)" (8.20)

O traco da expressao anterior pode ser calculado levando em conta a
normalizagao do trago do operador A(z) e a antissimetria de (071)*, que faz
com que expressoes como (671),,2"2" se anulem, resultando em

Tr (A(x)A(y)) = 5%z — y). (8.21)

Assim, o mapa que leva funcoes em operadores de Weyl é inversivel, com
a inversa dada por

fz) = Tr (W{ f}A(m)) . (8.22)

Com estas definicoes, podemos tratar o produto de operadores de Weyl,
que serao usados para promover teorias comutativas em teorias nao-comutativas.
E o que seré feito agora.

8.2 O Produto Estrela de Moyal
Consideremos o produto de dois operadores de Weyl W[f] e W/[g]

~ ~ d2kd2k, ~ ~ / _ipguv ’g Y
Wil = [ N LG T (o)

onde a expressao (8.17) foi utilizada. Para tomar o traco deste produto, é
preciso saber o traco de e?*»*". Pela normalizacao escolhida para o traco de
A(x), é preciso que

Tr ™" = / d?zene”, (8.24)
Desta forma,

37



2 21 42 .
Tr ( / d kd k d z ~(k)g(k/)€—%GWkMk/Uei(ku—l—kib)x“

kode/ ~ _ipguv N
- [ [ / S T = ke

= (f+0)(x)

(8.25)

Logo, o produto W[f]W[g] pode ser visto como W[f*g}, em que x denota
o produto estrela de Moyal, definido pela expressao acima entre colchetes,
que pode ser escrita de forma mais conveninente como

fla)*g(x) = e %% f(a)g(y)| . (8.26)

Yy=x
O produto estrela de Moyal é associativo, porém nao é comutativo. Ele se
reduz ao produto convencional no limite # — 0. De forma mais geral, temos

1 (WA WD) = / Lo fo(2) % o) . falz), (8.27)

que é invariante sob permutacoes ciclicas das funcoes f;.
Em particular, quando n = 2 na expressao anterior, usando a expansao
em série do produto estrela de Moyal, obtemos

[ Ei@)rgo) = [ ap@igta)
+Z( ) grve grrer U A28y, ... 0 f(2)y, ... 0, g(z)|  (3.28)

A integracao entre colchetes pode ser escrita ainda como

/ L (D, Dy - Oy f (@)D .- D)
— Oy - - Oy, [(2)0,4, 0,y .. O, g()] (8.29)

O primeiro termo é uma derivada total, e se anula assumindo que os
termos de superficie também desaparecam. Ja o segundo termo vai se anular
quando contraido com a matriz 6#1*1, pois
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64110,,0,,9(x) =0, (8.30)

pela antissimetria de 0*”. Desta maneria,

[ Ei@)xgo) = [ Eap@gla) (8.31)

Com esses elementos ja é possivel estudar teorias nao-comutativas.

8.3 Teoria de Campo Escalar ¢*

Por meio da quantizacao de Weyl, é possivel transformar a teoria escalar usual
em uma teoria nao-comutativa substituindo os campos ¢ por seu operador
de Weyl correspondente. Assim, a acao da teoria passa a ser

m—QW[¢]2 n 2W[¢]4) . (8.32)

S(g] = Tr <lgw 8. Wlel] 8., o] + = i

2

Isto é equivalente a escrever a acao como

2
Stg) = | da (%gﬂ”@m)(w) -0 %gbwww) S CES)

em que o produto estrela de Moyal foi suprimido nos termos quadréticos por
conta da propriedade (8.31). Portanto, uma teoria nao-comutativa livre é
idéntica a sua contrapartida comutativa. As diferencas aparecem nos termos
de interacao. No caso de ¢*, o termo de interacao é dado por

A d?k; d?ky d?ks d%ky ~ ~ ~ ~
o) = [ SRS )0 k) (k)
« eilkithathsth), it H e—%kaxkb’ (8.34)
a<b
em que
k‘a X ]{Ib = kaﬁ“”kby. (835)

Tomando o trago desta expressao obtemos
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T (Wa)) = / Wl d ks ks s 5035 0Bk ) B k)

(2m)®
X (2m)28 (Z k) [ e 2. (8.36)

A tnica diferenca entre este vértice e o que seria obtida na teoria comu-
tativa usual é o termo

Vi (ki ko, ks, ky) = [ [ e %%, (8.37)
a<b
que desaparece no limite 6 — 0. Como este vértice possui dependéncia nao-
polinomial nos momentos, a interacao é nao-local, possuindo um ntmero
infinito de derivadas quando escrito em termos das coordenadas.

8.4 Teoria Dilatonica versus Teoria Nao-Comutativa

Com o estudo detalhado do modelo de gravitacao em duas dimensoes e uma
visao geral sobre teoria quantica de campos em espacos nao-comutativos, ja
¢é possivel tirar algumas conclusoes quanto a compatibilidade entra as duas
teorias.

A quantizacao da gravitacao na teoria dilaténica com adicao de matéria
produziu uma acao efetiva para o campo escalar. Esta teoria efetiva era nao-
local em decorréncia da apari¢ao repetida de operadores J; L. Como visto
estudando o modelo de teoria dilatonica generalizada com acoplamento mi-
nimo e sem auto-interacao local (segao , feitas as integragoes sobre todas
as variaveis geométricas e prosseguindo com a expansao em poténcias de ¢,
foi mostrado que a teoria j& era nao-local em segunda ordem no campo. Isto
nao pode ser reproduzido utilizando teorias nao-comutativas que facam uso
do produto estrela de Moyal, por conta da propriedade . Como esta
nao-localidade na teoria dilatonica quantica ja aparece em segunda ordem
mesmo no caso mais simples de acoplamento minimo e sem auto-interacao
local, esta fadada a aparecer também nesta ordem em casos mais complexos
e mais interessantes como SRG, o que leva a acreditar que esta incompa-
tibilidade nao se restringe a escolhas especificas dos parametros da teoria
dilatonica, como o acoplamento com a matéria e os potenciais U(X) e V(X).

Outra dificuldade que surge é a violagao da invariancia de Lorentz na teo-
ria nao-comutativa. Mesmo que se pudesse dizer que esta violacao desapareca
em escalas de comprimento superior a #, o modelo dilaténico foi quantizado
de forma covariante, entao é de se esperar que haja uma incompatibilidade
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fundamental entre os dois modelos. Para evitar isto, seria necessario fazer
com que a matriz 0" deixasse de ser simplesmente uma matriz constante e se
tornasse um tensor, recuperando a invariancia sob transformacoes de Lorentz.
E possivel que pistas sobre o formato deste tensor possam ser encontradas
olhando os resultados obtidos pelo modelo dilatonico quantico, mas nao se
sabe ao certo.

9 Conclusao

Vimos que o modelo de gravitacao dilatonica generalizado em duas dimen-
soes possui um subcaso de grande apelo fisico, o caso de reducao esférica
da acao de Einstein-Hilbert em quatro dimensoes. O modelo generalizado é
equivalente ao formalismo de primeira ordem, apesar de este aparentemente
possuir maior nimero de graus de liberdade e tor¢ao nao nula. Esta equiva-
léncia é muito importante, pois o uso de varidveis de Cartan é essencial para
se proceder a quantizacao.

As solucbes classicas para o caso sem matéria foram obtidas de forma
exata, com énfase no calibre de Eddington-Finkelstein, que nao possui singu-
laridades de coordenada. A teoria mostrou possuir nenhum grau de liberdade
continuo, sendo portanto topologica. Havia trés graus de liberdade de cali-
bre, que quando fixados permitiram obter a métrica de Schwarzschild, cujo
diagrama de Penrose foi obtido juntamente com o diagrama do espacgo de
Minkowski.

A anélise Hamiltoniana do modelo com matéria mostrou a existéncia de
um grau de liberdade continuo e a presenca de seis vinculos de primeira
classe, trés primaérios e trés secundarios. A Hamiltoniana foi escrita entao
como uma soma sobre vinculos. Vinculos de segunda classe foram encontra-
dos, mas foram resolvidos usando parénteses de Dirac.

Com o procedimento BRST, o espaco de fase foi estendido por meio da
adicdo de campos fantasmas. A carga que serve de geradora das transfor-
magoes BRST foi encontrada partindo de algumas exigéncias, permitindo
escrever a Hamiltoniana como a soma de um termo originalmente invariante
por transformacoes de calibre e um termo BRST exato. A escolha de um
férmion fixou o calibre da Hamiltoniana, permitindo que se inserisse a La-
grangiana correspondente na integral de trajetoria. Este férmion produziu o
calibre temporal, que se mostrou um boa escolha pois permitiu as integragoes
necessarias.

Apos a correcdo na medida de integracdo, todas as variaveis geométricas
foram integradas de forma exata, em grande parte gracas ao uso de variaveis
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de Cartan. A expressao resultante foi necessario adicionar os termos ambi-
guos, que apareceram por conta de indefini¢oes presentes e que se esquecidos
levariam consigo parte importante da dinamica, ou toda a dinamica no caso
sem matéria. Teoria de perturbacao foi usada no setor de matéria no caso
de acoplamento minimo sem autointeracao local, mostrando que o efeito da
gravitacao foi a criacao de uma métrica efetiva. Esta métrica efetiva possui
termos nao-locais, mostrando que a teoria resultante é nao-local ja em se-
gunda ordem nos campos.

No caso mais interessante de gravitacao com reducao esférica, os vérti-
ces calculados sao também nao-locais, dependendo de mais de um ponto no
espaco-tempo. Calculando o elemento de linha efetivo, foi possivel mostrar
a presenca de uma estrutra similar a um buraco negro que desaparecia em
uma regiao assintotica, o chamado buraco negro virtual, e sua relacao com a
quantidade conservada obtida quando da analise classica do modelo.

Finalmente, uma breve explicagao sobre teoria quantica de campos em
espacos nao-comutativos foi feita, mostrando como a quantizagiao de Weyl
juntamente a relacao de comutacao entre os operadores de coordenadas leva
ao produto estrela de Moyal. Com isso, para transformar uma teoria comuta-
tiva em uma nao-comutativa basta promover os produtos comuns a produtos
estrela de Moyal. Como uma das caracteristicas desta operacao ¢ o fato de
que o produto estrela de duas funcgoes, quando integrado, é equivalente &
integral do produto comum, decorre que teorias nao-comutativas livres, ou
seja, que sO6 possuem termos quadraticos nos campos, sao equivalentes as
suas contrapartidas comutativas. Este é um dos motivos que impedem que
se reproduza a teoria efetiva para o campo escalar obtida no modelo dilato-
nico usando uma teoria nao-comutativa que faca uso do produto estrela de
Moyal. Outra razao para essa impossibilidade é a violacao da invariancia de
Lorentz, que nao se observa no caso do modelo 2-D.

Fica claro entao que para obter um paralelo melhor entre teorias nao-
comutativas e o modelo de gravitacao quantica em duas dimensoes é neces-
sario tratar de tipos de nao-comutatividade mais complicados, como, por
exemplo, produtos estrela que difiram do produto normal ja em segunda or-
dem e que sigam de relagoes de comutatividade que respeitem simetria de
Lorentz. Outro ponto de interesse seria investigar a possibilidade de ser ne-
cessario um produto estrela nao-associativo para reproduzir a nao-localidade
encontrada no modelo dilaténico.

Seguindo esta linha de pesquisa, o proéximo passo seria comparar o resul-
tado de um processo de espalhamento no modelo dilatonico com um processo
usando uma teoria ndo-comutativa mais genérica, com 6** nao constante. E
possivel que um trabalho neste sentido produza resultados muito interessan-
tes sobre a relagao entre gravitacao quantica e nao-comutatividade.
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Apéndices

A A nilpoténcia da carga ()

No texto principal, ha a afirmagao de que a carga BRST

1
Q=G + bipi + §Cijkcicjp2 (A1)

¢ obtida a partir da exigéncia de nilpoténcia aplicada a uma carga {2 com o
seguinte formato,

Q = bip; + ;G + Ajjrcicipy, (A.2)

onde A;;;, sao funcoes bosonicas cujas formas explicitas ainda sao desconhe-
cidas. Calculando os parénteses de Poisson de (2 consigo, resulta na seguinte
expressao apos varios calculos simples porém longos

{Qa Q} = Qbicmcnpi{pia Amnr} + (szn + 2Amzn) CicmGné(x - y)
+ (Azjk (Ankr - Aknr) + AinkAij + AjnkAjkr) Cicjcnpqcn
+ QCiCjcnpi{Giy Ajm"} + Cicjcmcnpipi{Aijku Amnr} (A?))

O ultimo termo da expressao anterior se anula identicamente por possuir
quatro campos ¢ multiplicados enquanto os indices que eles carregam vao de
1 a 3. Isso implica que quando efetuadas as somas sobre os indices repetidos,
cada termo possuird um fator de ¢? para algum i, o que é zero dado que os
¢; anticomutam.

Olhando agora o segundo termo, é facil ver que para que ele se anule é
necessario que

1

onde a antissimetria nos dois primeiros indices de Cjj;, foi usada.

Esta escolha para as fungoes A;;, ja ¢ suficiente para fazer com que o
primeiro termo também se anule, pois as funcoes de estrutura nao possuem
dependéncia em ¢;. Desta forma, ap6s algumas manipulagoes, a expressao
anterior se reduz a

{Q,Q} = {Gi, Cjnr } — CijkCrnr) CicicnDs. (A.5)

O proximo passo é abrir as somas nos indices i, j e n, o que produz
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{Q,Q} =2[{G1, Cos,. } + {G3, Crar} + {Ga, Csa, }
—C12kC%k3r — C315Char — Ca3kClay| c10203p5 (A.6)

Para mostrar que esta expressao se anula, utilizemos a identidade de
Jacobi da seguinte maneira

{G1,{G2,G3}} +{G3,{G1, G2} } + {Ga, {G3,G1}} = 0. (A7)

Como os parénteses de Poisson dos vinculos G; formam uma algebra que
possui fungoes de estrutura ao invés de constantes de estrutura, o desenvol-
vimento da expressao anterior leva ao seguinte resultado

{G1,Cos } + {Gs, Cra} + {G2, Ca1, }
—C12kC3r — Ca3Cr1r — C31£Char| G = 0. (A.8)

Observe que o termo entre colchetes é exatamente igual ao termo entre
colchetes na equagao (A.6).

A expressao anterior é obtida de forma muito genérica, exigindo-se apenas
que {G;,G;} = CixGr, seja 14 quais forem as fungdes G; ou as funcoes
de estrutura. Desta forma, para que a expressao anterior valha sempre, é
necessario que o termo entre colchetes se anule identicamente. Isto mostra
que fnalmente

1
{2,Q} =0 para Q=c¢G;+bp; + §C'ijkcicjpz. (A.9)
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B Os Termos Ambiguos

O ponto de partida para a discussao sobre os chamados termos ambiguos sera
o resultado da quantizagao do modelo no caso sem matéria. Os resultados
obtidos desta forma sao analogos aos que seriam obtidos tratando o modelo
com matéria, mas sem as complicagoes extras que nao trazem mais clareza a
questao.

Assim, temos

com os B; sendo as solugoes das equacoes diferenciais que apareciam como
argumentos dos funcionais delta apos a integracao em relagao as coordenadas
¢;, dados explicitamente por

By =p1 + 0 (p2 + j1), (B.2)
By = Pa + 05 o, (B.3)
Bs = €90y e (V (p1) + J3) + ps).

Comecando pelo termo J>Bs, que é o mais simples, vemos que sua con-
tribuicao a Lagrangiana efetiva ¢ dada por

/JQBQ d2l’ = /(Jgﬁg + Jgao_ljz) d2ZL’. (B5)

Realizando agora uma integracao por partes em relacao a variavel gy no
segundo termo (J,d; 'j2) e abrindo mao dos termos de superficie obtemos

/JQBQ dQLU = /(JQpQ — jgaalejg). (B6)

A operacdo 9, '.J, tem um ntimero infinito de resultados, cada um dife-
rindo por uma funcao com dependéncia pura em x;. Desta maneira, explici-
temos esse fato na expressao anterior com a adicao de uma funcao arbitraria
de 1, go(x1), resultando em

/Jsz d*z = /(szz—jz(a()_lj2+92(931)) = /(J2B2—J292(931))d2$- (B.7)

Este mesmo procedimento aplicado aos outros termos gera resultados
semelhantes, modificando a Lagrangiana efetiva da seguinte maneira
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/JiBi P’z = /[JiBi — (Po(21) + 05 ' g2 + 1) g1 (1) — J2go(z1)
— e ?(js + V(p1))gs(z1)] d. (B.8)

Olhando agora para essas novas contribuicoes, vemos que no caso dos
termos advindos de J; By e Jy B>, ou seja, aqueles com g; e gs respectivamente,
nao ha presenca de nenhum dos campos originais da teoria, havendo apenas
o acoplamento entre estas funcoes arbitrarias e componentes da fonte j;.
Assim, da mesma forma que os termos J; B;, esses também desaparecem no
limite em que as fontes se anulam, e por esses dois motivos sao considerados
irrelevantes e descartados daqui em diante.

O mesmo nao ocorre com o termo advindo de J3Bs, que nao se anula
quando J; — 0 e possui dependéncia em p;. Este termo e seu anélogo no
caso com matéria sao importantes e serao mantidos.

67



Referéncias

[1] L. Smolin, The Trouble With Physics, Penguin Books, London, 2008

[2] M. Nakahara, Geometry, Topology and Physics. Second edition, IOP
Publishing, Bristol, 1990.

[3] R. M. Wald, General Relativity. The University of Chicago Press, Chi-
cago and London, 1984.

[4] S.W. Hawking & G.F.R. Ellis, The Large Scale Structure Of Space-Time.
Cambridge University Press, 1973.

[5] L. H. Ryder, Quantum Field Theory. Second edition, Cambridge Uni-
versity Press, 1996.

[6] S. Weinberg, The Quantum Theory Of Fields. Cambridge University
Press, 2005.

[7] D.M. Gitman & I.V. Tyutin, Quantization Of Fields With Constraints.
Springer-Verlag, 1990.

[8] M. Henneaux & C. Teitelboim, Quantization Of Gauge Systems. Prin-
ceton University Press, 1994.

[9] D. J. Toms, "The functional measure for quantum field theory in curved
space-time,"Phys. Rev. D35 (1987) 3796.

[10] D. Grumiller, "Quantum dilaton gravity in two dimensions with mat-
ter". PhD thesis, Technische Universitat Wien, 2001. gr-qc/0105078.

[11] W. Kummer, H. Liebl, and D. V. Vassilevich, "Integrating geometry in
general 2-d dilaton gravity with matter,"Nucl. Phys. B544 (1999) 403-
431, hep-th/9809168.

[12] D. Grumiller, W. Kummer, and D. V. Vassilevich, "The virtual black
hole in 2-d quantum gravity,"Nucl. Phys. B580 (2000) 438-456, gr-
qc,/0001038.

[13] D. Grumiller, W. Kummer, D.V. Vassilevich, "Dilaton gravity in two
dimensions,"Phys.Rept.369:327-430,2002, hep-th/0204253.

[14] R. Szabo, "Quantum Field Theory on Noncommutative
Spaces,"Phys.Rept.378 : 207-299,2003,hep-th /0109162.

68



[15] M.R. Douglas and N.A. Nekrasov, "Noncommutative Field The-
ory,"Rev. Mod. Phys. 73 (2001) 977, hep-th/0106048.

[16] S. Minwalla, M. Van Raamsdonk and N. Seiberg, "Noncommutative
Perturbative Dynamics,"J. High Energy Phys. 0002 (2000) 020, hep-
th /9912072.

[17] S. Doplicher, K. Fredenhagen and J.E. Roberts, "The Quantum Struc-
ture of Spacetime at the Planck Scale and Quantum Fields,"Commun.
Math. Phys. 172 (1995) 187-220, hep-th/0303037.

69



	Sumário
	Introdução
	Prelúdio Matemático
	Convenções
	Formas Diferenciais
	Equações de Estrutura de Cartan

	Teorias Dilatônicas Generalizadas
	Soluções Clássicas
	Estrutura Global
	Minkowski
	Schwarzschild

	Análise Hamiltoniana
	Quantização
	O procedimento BRST
	A quantização via integrais de trajetória
	GDT sem matéria
	GDT com matéria
	Acoplamento mínimo sem autointeração local
	SRG com acoplamento não-mínimo
	Vértices
	Elemento de Linha Efetivo
	O Buraco Negro Virtual


	Não-Comutatividade
	Quantização de Weyl
	O Produto Estrela de Moyal
	Teoria de Campo Escalar 4
	Teoria Dilatônica versus Teoria Não-Comutativa

	Conclusão
	Apêndices
	A nilpotência da carga 
	Os Termos Ambíguos


