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RESUMO

Neste trabalho estudam-se os algoritmos de integracdo no tempo que se baseiam
nos métodos a-generalizados. Para isto, adotam-se os desenvolvimentos tedricos descritos
em KUHL & CRISFIELD [1999]. Portanto, o objetivo principal € investigar o

comportamento, na andlise dindmica ndo-linear, dos seguintes algoritmos:

1. Método de Newmark — NM;

2. Método de a-Bossak — MaB;

3. Método de a-Hilber — MaH;

4. Método a-Generalizado — MaG;

5. Meétodo Energia-Momentum Generalizado — MEMG;
Segundo as seguintes caracteristicas desejaveis:

1. Estabilidade numérica;

2. Conservagdo e decaimento da energia total do sistema;

3. Dissipacdo numérica minima para as baixas freqiiéncias;

4. Dissipacao numérica maxima para as altas freqii€ncias;

5. Convergéncia durante o processo iterativo;

Seguindo a estratégia acima delineada, foi analisado o problema do péndulo
simples nao-linear, discretizado com o elemento bi-articulado no plano (elemento de trelica
plana). Na primeira simulacdo numérica, assumiu-se o péndulo rigido, enquanto que na
segunda simulac¢do, adotou-se o péndulo eldstico. Por fim, fez-se a andlise numérica de um
sistema composto por 5 massas concentradas conectadas por barras rigidas leves, que

também foi discretizado com elementos bi-articulados no plano.



ABSTRACT

The present work studies some implicit time integration schemes developed within

the framework of generalized a-methods. For that, it is adopted the theoretical formulation

described in KUHL & CRISFIELD [1999]. The main aim is to investigate the performance

in non-linear dynamic analysis of the following algorithms:

A

A

Newmark’s Method;
Bossak’s-a Method;
Hilber’s-a Method;
Generalized-a Method;

Generalized Energy-Momentum Method;
Observing the following numerical features:

Numerical stability;

Energy-momentum decaying algorithms;

Minimal numerical dissipation of lower frequences;
Controllable numerical dissipation of high frequences;

Convergence of iterative solution strategy;

A set of examples is chosen to point out the properties of the discussed implicit

time integration schemes. The non-linear pendulum problem is studied as a rigid pendulum

and also as an elastic pendulum. Finally, the classical four-bar-chain system is analyzed.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO
1 — Introducao

No ambito do regime linear, a nocdo de estabilidade implica que a lei de
conservagdo da energia impde um limite ao crescimento desmedido da solu¢do. Por outro
lado, em um problema nao-linear, o conceito de linearizagao da equagdo do movimento no
tempo, ndo necessariamente implica na conservagdo da energia. Normalmente, ocorre um
crescimento patologico da energia em algumas situagdes, para algoritmos que sdao

incondicionalmente estaveis em regime linear. Um exemplo deste caso ocorre ao utilizar-se
‘- ( 1 1 ~
a regra do trapézio ou o método de Newmark, com f = Sey=;mna solucdo de um

péndulo rigido ndo-linear (grandes translagdes e rotacdes de corpo rigido). Diante deste
fato, pode-se colocar em evidéncia se os critérios de estabilidade adotados na andlise linear
podem ser utilizados em uma andlise ndo-linear. Desta maneira, uma condicdo suficiente
na andlise ndo-linear € a conservacao ou o decremento da energia potencial total do sistema
em um passo de tempo discreto. Este critério pode ser escrito como (BELYTSCHKO &

SCHOEBERLE [1975]):
Un+1 = Un + Kny1 — Kn < Weye (1.1)

onde U, ., e U, representam a energia de deformacdo no passo de tempo atual n +1 e
anterior n, respectivamente. K,,; e K, denotam a energia cinética e W,,, representa o
trabalho das forcas externas dentro do passo de tempo, At = t,,;1 — t,,. Um algoritmo que
cumpra esta condicdo pode ser estdvel ainda que possa ndo convergir em situacdes onde
ocorre um crescimento desmedido da energia cinética. Para superar este problema, é
necessario introduzir parametros no algoritmo de integragdo temporal que produzam
dissipacdo da energia. Portanto, estes parametros introduzem uma dissipagdo numérica

para as respostas de sistemas em altas freqiiéncias.



Na figura a seguir, sd3o mostrados cronologicamente os principais métodos de
integracdo temporal desenvolvidos com a finalidade de controlar as dissipa¢des numéricas,

em altas freqiiéncias, nos problemas de analise dindmica ndo-linear.

CRITERIO DE ESTABILIDADE NUMERICA: Ui = Up + K1 = Ky S Wk
Conservagdo da energia impondo a Dissipagdo numérica da energia Conservacdo da energia via
conservagao: algoritmo de integracio
e Da energia total Método de Newmark
° Do momento linear Meétodo o. generalizado Meétodo de Energia Momentum

e Do momento angular

Meétodo da energia com restri¢cdo NEWMARK [1959] LEWIS & SIMO [1994]
HUGHES et al [1978] CHUNG & HULBERT [1993] SIMO & TARNOW [1992]
v v v v
Imposicdo da conservagdo da energia + dissipagdo Conservacdo algoritmica da energia + dissipagdo
numérica numérica

Meétodo de energia-momentum modificado

Método de energia-momentum restringido Meétodo de energia-momentum generalizado
KUHL & RAMM [1996a, 1996b] ARMERO & PETOCZ [1996, 1998]
KUHL [1996] CRISFIELD et al [1997]
KUHL & CRISFIELD [1999]

DISSIPACAO NUMERICA CONTROLAVEL PARA ALTAS FREQUENCIAS

Figura 1.1 : Métodos de integragdo temporal que cumprem o critério de estabilidade (1.1) e
possuem dissipacdo numérica para altas freqiiéncias

1.1- Estabilidade numérica

Na Figura 1.1 se detalham trés grupos de algoritmos de integracdao no tempo que

cumprem o critério energético descrito em (1.1), cujas principais caracteristicas sao:

1- Conservacao da energia através de restri¢oes;
2- Dissipacao numérica;

3- Conservagio algoritmica da energia.

O primeiro grupo foi proposto por HUGHES ET al [1978]. Estes algoritmos

cumprem o critério (1.1) impondo a conservacdo da energia potencial total, do momento



linear e do momento angular. S3o denominados de Método da energia com restri¢do, e
tratam-se de uma extensdo da regra do trapézio com a restricdo imposta através dos
multiplicadores de Lagrange. KUHL & RAMM [1996a, 1996b] observaram que este
algoritmo conserva a energia total, apesar de nio ter convergido para alguns casos com
respostas em altas freqii€ncias. Estes autores detectaram problemas de convergéncia na

reproducdo do fendmeno snap buckling em cascas cilindricas.

O segundo grupo, utiliza a dissipacdo numérica para cumprir a inequacdo (1.1).
Tratam-se de algoritmos que possuem dissipacdo controldvel para altas freqii€éncias nas
andlises dinamicas lineares. Na referéncia CRISFIELD et al [1996a] sdo apresentadas
algumas das desvantagens desse grupo de algoritmos quando aplicados na andlise dinamica
nao-linear. Eles ndo garantem a dissipacdo da energia utilizando os mesmos pardmetros da
andlise linear. Nestes algoritmos, a obtencdo de um passo de tempo estivel com uma

escolha arbitriria dos parametros de integracao ainda € pendente de solucao.

Finalmente, o udltimo grupo de algoritmos proposto por SIMO & TARNOW
[1992a], € denominado como Método energia-momentum. Trata-se do método mais
popular entre aqueles que garantem um passo de tempo estdvel ao longo do processo
incremental-iterativo. Este método resulta de uma simples modificacdo da Regra do ponto
médio, através da substitui¢do do tensor de tensdes avaliado no ponto médio, pela média
deste tensor calculada nos passos prévio e atual de tempo, garantindo assim a conservagao
algoritmica da energia. O Método energia-momentum possui uma precisdo de segunda
ordem, além de conservar a energia total, o momento linear € o momento angular do
sistema. Ao que parece, este método € o mais adequado para as andlises dinamicas nao-

lineares de estruturas.

Recentemente, ARMERO & ROMERO [2001a], [2001b], [2003] ¢ ROMERO &
ARMERO [2002]; propuseram estratégias de integracdo que se baseiam na conservagdo de
algumas propriedades geométricas de sistemas Hamiltonianos simétricos, que conservam a
energia total e o momento angular. Na referéncia HAIRER et al [2002] descreve-se

detalhadamente o tratamento matematico e numérico dessas estratégias.



1.2- Dissipacao numérica controlavel

Nos problemas praticos de engenharia, os esquemas de integragdo no tempo sao
utilizados na andlise de sistemas estruturais com multiplos graus de liberdade. Para este
tipo de problema, que tem comportamento linear, a dissipacdo numérica € uma propriedade
essencial dos algoritmos de integracdo. Em 1959, Newmark incluiu a dissipagdo numérica
para as freqii€éncias mais altas utilizando passos de tempo moderados. A desvantagem
dessa inclusdo € a perda de precisdo de segunda ordem do algoritmo. Entretanto, nos anos
70, HILBER et al [1977] propds uma modificacdo que recuperava a precisdo de segunda
ordem. Este algoritmo foi denominado de Método a-Hilber. Este método combina a
estabilidade incondicional, a precisdo de segunda ordem e a dissipa¢do numérica para altas

frequéncias na analise dinamica linear.

Por outro lado, para superar os obsticulos apresentados pelo método de energia
com restricdo, KUHL & RAMM [1996a, 1996b] combinaram a estratégia de Newmark,
que apresenta uma dissipac@o numérica arbitrdria, com a imposi¢do de conservacdo da
energia, do momento linear e angular do método de energia com restrigdo. Esta
modifica¢do resultou em um algoritmo que apresenta uma dissipacdo numérica controlavel
para as altas frequéncias, assim como, uma dissipagdo numérica minima para as
frequéncias mais baixas; caracteristicas que se apresentam no método o-generalizado

proposto por CHUNG & HULBERT [1993].

1.3- Objetivos do trabalho

Tendo em conta os comentérios dos itens anteriores, um esquema de integragdo no

tempo para andlise dindmica nao-linear deve apresentar as seguintes caracteristicas:

1- Dissipacdo numérica minima para frequéncias baixas;
2- Dissipacdo numérica maxima para frequéncias altas;
3- Conservacao das energias de deformacao e cinética;

4- Conservacao dos momentos linear e angular.



Portanto, adotando-se esquemas de integracdo temporal que mantém as propriedades
otimas de dissipa¢do numérica, o objetivo deste trabalho € estudar a performance, quanto a
conservagdo da energia potencial total e dos momentos linear e angular, dos seguintes

algoritmos:

1- Método de Newmark — NM;

2- Meétodo a-Hilber — MaH;

3- Meétodo a-Bossak - MaB;

4- Método a-Generalizado — MaG;

5- Método Energia-momentum Generalizado — MEMG;

Além disso, nos métodos a-generalizados serd feita uma andlise espectral para a
obtengdo de valores 6timos para os pardmetros de integragdo a,,, as, f € ¥, com o objetivo
de propor passos de tempo que possam garantir a estabilidade do esquema de integracao e

a dissipa¢do numérica para freqii€ncias mais altas em regime ndo-linear.

Estes algoritmos serdo aplicados para obten¢do das respostas dindmicas nao-
lineares, de sistemas discretizados por elementos de barra articulados tanto no plano (2D),
quanto no espaco (3D). Utilizaremos a formulacdo Lagrangiana Total, para descrever o
movimento do elemento de barra, o qual pode estar sujeito a grandes translacdes e grandes
rotacdes de corpo rigido. Serdo adotadas a medida de deformacdo de engenharia e as
propriedades mecanicas do material de Saint Venant Kirchhoff. A formulacdo do elemento
aqui descrito, para outros tipos de deformacdes, encontra-se detalhada na referéncia

SILVA [2001].

1.4- Conteudo do trabalho

Para se concretizar os objetivos enunciados no item anterior, este trabalho se
estrutura em seis capitulos. No capitulo 2, descreve-se a cinemdtica de um elemento de
barra articulado 2D e 3D, utilizando a formulagdo Lagrangiana Total. Obtém-se o vetor de
forcas internas e a matriz de rigidez tangente levando em conta os efeitos da ndo
linearidade geométrica. No capitulo 3, discretiza-se no tempo a equacdo do movimento do

elemento de barra bi-articulado utilizando os métodos o-generalizados. Expande-se a



equacdo de movimento discreta através da Série de Taylor até os termos de primeira
ordem, obtendo-se uma matriz iterativa que leva em consideragdo os efeitos eldsticos e
inerciais. No capitulo 4, descreve-se detalhadamente o procedimento numérico para a
obtenc¢do do vetor de forgas internas e da matriz de rigidez tangente em um passo discreto.
No capitulo 5, apresentam-se os resultados das simula¢cdes numéricas feitas com o péndulo
rigido, o péndulo eldstico e um sistema composto por 5 massas concentradas conectadas
por barras rigidas e leves. Finalmente, no capitulo 6, apresentam-se as conclusdes e

sugestoes para trabalhos futuros.



CAPITULO 2

DESCRICAO CINEMATICA DO ELEMENTO
DE BARRA BI-ARTICULADO

2.1- Introducao

Neste capitulo descreve-se a cinemédtica de um elemento finito bi-articulado, tanto no
plano (2D) quanto no espaco (3D), utilizando-se a formulacdo Lagrangeana Total. Este
elemento estd sujeito a grandes translacdes e grandes rotacdes de corpo rigido, porém, a
magnitude das deformacdes € infinitesimal. Adota-se como medida de deformacdo a
deformacdo de engenharia e seu par de tensdo energeticamente conjugado. Admite-se a
existéncia de um funcional de energia de deformacdo a partir do qual se obtém o vetor de
forgas internas e a matriz de rigidez tangente através de derivadas direcionais de primeira e

segunda ordem em funcdo dos deslocamentos nodais.

2.2- Descricao cinematica

Seja um elemento finito de barra bi-articulado que se move no espaco conforme

mostra-se na Figura 2.1.

Figura 2.1: Movimento do elemento de barra bi-articulado no espago.



Define-se Cy como a configuracio inicial ou de referéncia cuja posi¢do é dada pelas
coordenadas materiais X dos nés do elemento. Por outra parte, define-se C como a
configuracdo atual ou deformada, cujo vetor de coordenadas espaciais X dos ndés do
elemento define sua posi¢do. O movimento do elemento da configuragdo Cy a configuracao
C se expressa através do vetor de deslocamentos nodais u. A relagdo entre os vetores X, x €

u ¢é dada pela seguinte expressao:

xl (Xl\ ul
V1 |§1 | U1
Z 4 1 } Wy

= 2.1
KIREIaR L =y
yZJ LYZ | LUZJ
Z7 Z} W»

ou em forma vetorial como:

x=X+u 2.2)

Na configuracdo de referéncia Cy denota-se a longitude do elemento como [, a drea
da secdo transversal como Ay e a densidade como py. O volume nesta configuracdo se
expressa comoV, = Ayl,. Por outra parte, / denota a longitude do elemento na

configuracdo atual C. A € a area, p expressa a densidade e o volume é dado por V = Al.
2.3- Relacao entre as areas A e A
Considere que o elemento bi-articulado indeformado possa ser representado por um

prisma de comprimento [ e uma se¢do transversal quadrada de drea A = a?, conforme

mostra-se na Figura 2.2.



| | r
T ~— /)_ _______ ___/_/J______a___ — T
-~ L ~ .
{ y
Trx = '14- a u X
' Z
dey, =2 >0, v>0 y
a a(l+ds=..)
de,, = —vde,, <0
de.. = —vde,, < 0 F—

a(l + ds,y)

Figura 2.2 — Relacdo entre as dreas A e Ag.

Assume-se que apoés a aplicacdo de uma forca de tracdo 7, tanto o elemento quanto a
secdo transversal deformam-se de maneira uniforme. As deformacdes nas direcdes dos
eixos y e z podem ser calculadas em funcdo da deformacdo no eixo x, através do
coeficiente de Poisson v, conforme € mostrado na Figura 2.2. A relacdo entre as dreas A e

Ay é obtida ap6s um breve desenvolvimento algébrico, descrito a seguir:

a8
I
Q

N

A=a(1+deyy)a(l +de,,)

A =a*(1+de,,)(1+de,,)
A =a?(1+deyy + de,, + deyyde,,)
A =a*(1 —vde,, —vde,, +v2deZ,)

desprezando os termos de segunda ordem,



A =a?(1 - 2vde,,) = A(1 — 2vde,,)
dA=A—- A=A4(1-2vds,,) — A = —2Avds,,

dA o dl (2.3)

A relagcdo entre os demais parametros é dada pelo principio da conservacido da
massa que permite escrever que: pyloA, = plA. Levando em considerag¢do a Equacgio (2.3),

reescreve-se este principio como:

Po
- =0o>b—=— 5A4A=A
@:<i)1 2v | sev —>p I - 0
p \l seu=1/2—>@=1—>v=vo (2.4)
p

onde neste trabalho adota-se v=1/2, portanto, ao longo do movimento do elemento seu

volume mantém-se constante.
A relacdo entre A e A, € necessdria quando se utiliza uma familia de deformagdes

descritas em coordenadas espaciais para o cdlculo do vetor de forcas internas e da matriz

de rigidez tangente. Para maiores detalhes, consultar a referéncia SILVA [2001].
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2.4 - Formulacio em 2D

No plano (X, Y) a longitude do elemento nas configuracdes Cy e C se escreve como:

{ lo = v (X21)% + (Yz1)? 2.5)
l= \/(X21 +uz1)? + (Vo1 +v21)?
Da interpretagdo geométrica da Figura 2.3, se definem as seguintes relagdes:
X1 =X — Xy
Yo=Y, -1
Uy = Uy — Uy (2.6)
V21 =V2— 1
X tu x Y1 +v
cosg =2ttt Yoo TarTVa Ym 2.7)

l l l l

onde 0 € a inclinacdo do eixo baricéntrico do elemento na configuracdo C em relacdo as

coordenadas globais (X,Y). Nas equagdes (2.5), (2.6) e (2.7) se definem as varidveis

cinematicas que expressam o movimento do elemento de barra articulado 2D.

(22, 10)

Uy C:u,p,l, A

Co : I'": Pas ID! Ao
X, x

Figura 2.3 — Movimento do elemento de barra bi-articulado no plano.
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O vetor de forcas internas e a matriz de rigidez tangente do elemento sdo obtidos,
respectivamente, através das derivadas primeiras e segundas do funcional de energia de
deformacdo em relacdo aos deslocamentos nodais. Portanto, a derivada primeira da
longitude do elemento / em relagdo aos deslocamentos nodais u, levando em consideragdo

as equacoes (2.5) e (2.7), se expressa como:

a adl 9 a al 9 58
ou,  ou; cosv ov,  O0v; sen (2.8)
cuja forma vetorial é dada por:
a1 —cosf
Ut )—senB
du | cosé (2.9)
senf

Utilizando as equacdes (2.5), (2.7) e (2.8) e a relacdo sen?8 + cos?8 = 1, se obtém a

derivada segunda de / em relacdo a u como:

X sen?6 —senfcos0 —sen?0 senBcos6
ﬂ _ 1| —senfcos6 cos?0 senfcosb —cos?0
5= 5 (2.10)
Jdu [ —sen“6 senfcos0O sen?6 —senfcos0O
senfcosf —cos?6 —senBcosb cos?6

2.5 - Formulacao em 3D

Na Figura 2.1 mostram-se as varidveis cinemdticas que definem as configuragdes
inicial e deformada do elemento bi-articulado 3D. Analogamente ao anteriormente
apresentado para o elemento de barra bi-articulado no plano, a longitude deste elemento 3D

nas configuracdes C e Cy se escreve como:

2.11)

{lo = \/(X21)2 + (Y21)2 + (Z21)?
l= \/(X21 +uz)? + (Yo +v21)% + (Zo1 +wpp)?

12



onde:

X1 =X — X4
Yo=Y,V
ZZl = ZZ - Zl (2.12)
Uzp = Uy — Uy
lvz1 =UV;— 1
Wa1 = Wy —Wq

Por outro lado, os co-senos diretores do elemento, na configuracdo C, em relacdo ao

sistema de coordenadas globais (X,Y,Z) se escrevem como:

Xo1 t Uzt Xo1
L
Yor1t 021 _ Yo
L
ZopntWar 7
l l

p
cosOy =cy =

{ cosby = ¢y = (2.13)

kcosHZ =c,; =

Nas equacdes (2.11), (2.12) e (2.13); foram definidas as varidveis cinemadticas que
expressam o movimento do elemento de barra bi-articulado 3D. A partir delas, se obtém o
vetor de forgas internas e a matriz de rigidez tangente em funcdo do tipo de deformacgdo

que se adote.

Como foi comentado anteriormente, € necessario calcular as derivadas primeira e
segunda da longitude do elemento na configuragdo C em relagdo aos deslocamentos nodais

u. Obtém-se a primeira derivada através das equacdes (2.11) e (2.13), da seguinte maneira:

dl dl dl al dl al
—=———=c0s0y , —=——-—=cosby , —=———= cosf, (2.14)

ou,  Ou, v,  ov, ow, ow,

cuja forma vetorial se expressa como:

(—C0OSOx
—cos0y
al —cosf,
a—u—< cosO, > (2.15)
cosBy

\ cosO, )
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Utilizando as equagdes (2.11), (2.13), (2.14) e a relacdo cZ + cZ + c2 = 1, se obtém a

segunda derivada de / em relacdo a u da seguinte maneira:

(CJZ, + CZZ) —CxCy —C,Cy, —(cf, + CZZ) CxCy CxCy
—cxey  (cf+cE)  —cye, CxCy —(c2+c2) CyCy
2%l 1 —C,Cy —cyC, (c2+ cﬁ) CxCy CyCy —(c2+ cf,)
ERY = 1 2 2 2 2 (2.16)
u —(cy + cz) CxCy CyCy (cy + CZ) —CxCy —CxCy
CxCy —(c2+c2) CyCy -y (cE+cZ)  —cye,
CxCy CyC; —(c2+c2) —C,Cy —cyc, (2 +c2)

2.6 — Medidas de deformacao

Diferentes medidas de deformagdo podem ser adotadas ao comparar-se as longitudes
do elemento nas configuracdes atual e de referéncia. Portanto, o quociente entre as

longitudes do elemento em C e Cy se expressa como:
A=— (2.17)

Na mecéanica dos meios continuos se definem distintas medidas de deformagdes em

fun¢do do pardmetro acima definido. A correspondente defini¢cdo matemadtica € dada por:

1
—@Am-1) , m=#=0
m
InA , m=20

(2.18)

onde m € um numero inteiro (positivo ou negativo). Quando se atribui a varidvel m um
valor positivo, se escreve a expressiao da deformacdo em funcao das coordenadas materiais
X. Entretanto, quando a varidvel m assume valores negativos, se escreve a expressao da
deformacdo em funcdo das coordenadas espaciais x. Como estd se usando a formulagdo
Lagrangiana Total para descrever a cinemadtica do elemento bi-articulado, naturalmente, a

deformacao deste elemento serd escrita em coordenadas materiais.

Neste trabalho, assume-se que m = 1, ou seja, adota-se a deformacgdo nominal ou de

engenharia, que se escreve como:
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1—1, (2.19)

A derivada primeira desta deformacdo em relagdo aos deslocamentos nodais é dada por:

dex 10L (2.20)
du l,0u '
Por outro lado, a derivada segunda se escreve como:
0% 1 021
tx 2.21)

w2 loow?

Para o elemento de barra bi-articulado 2D se utilizam as expressdes dadas em (2.9) e
(2.10) nas equacdes (2.20) e (2.21), respectivamente. Enquanto que para o elemento de
barra bi-articulado 3D se utilizam as expressdes dadas em (2.15) e (2.16) nas equagdes
(2.20) e (2.21), respectivamente. Para as demais medidas de deformacdes se adota o

mesmo procedimento. Para maiores detalhes, ver a referéncia SILVA [2001].
2.7- Energia de deformacao

No item anterior, assumiu-se a deformacdo de engenharia, que € escrita em
coordenadas materiais de acordo com (2.19). Naturalmente, surge uma duvida a respeito de
qual medida de tensdo adotar. A medida de tensdo associada a medida de deformagdo
nominal (ou de engenharia) deve cumprir, por exemplo, o principio dos trabalhos virtuais
para obter o equilibrio do elemento de barra bi-articulado. A relagdo tensdo-deformagao
que cumpre este principio denomina-se de par energeticamente conjugado. Escreve-se o

principio dos trabalhos virtuais, na configuracdo de referéncia, como:

fVO ox8exdVy = pTéu em Co (2.22)

onde oy € uma tensdo axial associada a deformacdo nominal &y, p € o vetor de forcas

externas e 6, € um campo de deslocamentos virtuais cinematicamente admissiveis. Como

15



estd se assumindo que o elemento de barra bi-articulado trabalhe em regime de
deformacdes infinitesimais, € aceitdvel adotar uma relacdo linear entre o par conjugado de
tensdo e deformagdo, ou seja, oy = E€y, onde E € o mddulo de elasticidade longitudinal.
Considerando-se esta hipdtese, escreve-se a energia de deformacdo do elemento na

configuracdo de referéncia como:
1 0l
Uy = Efo" EAye3dX em Cp (2.23)

2.7.1- Vetor de forcas internas

Obtém-se o vetor de forcas internas através da derivada primeira do funcional da
energia de deformacdo em relacdo aos deslocamentos nodais. Portanto, derivando a

expressao da equacgdo (2.23), chega-se a:

lo
U, 1 (b dey dey
f=——==| 2FEApex——dX = | EApex——dX 2.24
Jdu 2[0 %X By d f %X Ju d (2.24)
0

Sendo o esfor¢o axial, na configuracio Cj, dado por N, = EAyex, e, levando em

consideracdo a equagdo (2.20), o vetor de forgas internas pode ser reescrito como:

dl (2.25)
f = NO %

2.7.2- Matriz de rigidez tangente

Obtém-se a matriz de rigidez tangente através da derivada segunda do funcional da
energia de deformacdo, definida em Cj, em relacdo aos deslocamentos nodais. Portanto,

derivando-se duas vezes a equacao (2.23), chega-se a:

K= Uy _ jlo EA <agx> ® (ag"> + 0% ax (2.26)
“ouz  J, "%\ ou ou) " ¥ ouz '

onde & € o produto diddico ou produto aberto. Levando em consideracdo as equagdes
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(2.20) e (2.21), o esfor¢o axial Ny = EAyey e a defini¢do do vetor de forgas internas dada
em (2.25). Ap6s efetuar-se a integragdo da equacgdo (2.26), reescreve-se a expressdo da

matriz de rigidez tangente como:

EA, /0l 0l 021
—_°(—_ — — 2.27
K lo (6u) ® (6u) Mo ou? 2.27)

Observe que, o primeiro termo do lado direito da expressdo acima € denominado de matriz

de rigidez material; enquanto que o segundo termo representa a matriz de rigidez

geométrica.
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CAPITULO 3

EQUACAO NAO-LINEAR DO MOVIMENTO
DO ELEMENTO DE BARRA BI-ARTICULADO

3.1- Introducao

Neste capitulo discretiza-se, no tempo, a equacdo ndo-linear do movimento do
elemento de barra bi-articulado, utilizando os métodos a-generalizados como uma extensao
do método de Newmark. Como trata-se de um problema nao-linear, a forma discreta da
equacdo do movimento gera um vetor de forcas residuais ou forgas nao-equilibradas. Para
dissipar as forcas residuais adota-se uma estratégia de solucdo incremental-iterativa.
Portanto, expande-se em série de Taylor a expressao das forcas residuais até os termos de
primeira ordem, obtendo-se uma matriz iterativa que leva em consideracdo os efeitos

eldsticos e inerciais.
3.2- Equacao nao-linear do movimento

Para escrever a equacdo do movimento se consideram as forcas inerciais, internas e
externas dependentes do tempo. Nao se consideram as forgas oriundas do amortecimento
viscoso. As forgas internas sdo provenientes das deformacgdes eldsticas. Por outro lado,
assume-se que as forgas externas nao dependem dos deslocamentos, ou seja, trata-se de um
sistema conservativo. Portanto, o principio dos trabalhos virtuais (PTV), na configuracao

deformada, descrito em coordenadas Lagrangiana se expressa como:

1
EPOAOZO(SuTﬁ + AolO(SSES = 5qu (31)

Supondo-se a deformacao infinitesimal ou de engenharia, como descrito no Capitulo 2, sua

variacao virtual em relagdo aos deslocamentos nodais se escreve como:
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€= -8 =—>6l= Su=06ul — - e =—6u’ —
ou

ly lo du ly du

=1, 8l <51 )T 8l 1 .6l (3.2)

Substituindo a variagdo virtual da deformacgdo na expressdao do PTV, se obtém a seguinte

equacao:

1 T s T 5l T
EPvolo&l it + EAgebu Su= Su'p (3.3)

Su’ lpAllii + Sul (EA (sﬂ = su’
5 Poflotole o€ p

Como a variagdo virtual dos deslocamentos € arbitraria, aplicando o PTV na equacao (3.3),

obtém-se a equacao nao-linear do movimento descrita como:
Mii(t) + f(u(t), t) = p(t) (3.4)

onde M é a matriz de massa e f é o vetor de forcas internas que sdo definidos pelas

seguintes expressoes, respectivamente:

1 o0l 3.5
M = podolols FQu(0), ) = Edge(u(®), )5 (u(®), ) 3-5)

Observe que a massa estd concentrada nos nds do elemento. Por outro lado, o vetor
de forcas internas depende dos deslocamentos através da deformagdo e dos co-senos
diretores do elemento definidos na configuracdo deformada. Portanto, as componentes do

vetor de forcas internas expressam uma relacdo nao-linear em relagc@o aos deslocamentos.
3.3- O método de Newmark

Neste item, discretiza-se no tempo a equacdo de movimento dada em (3.4).
Utilizando-se o método de Newmark como procedimento bdsico. No esquema de
integracdo de Newmark, se introduzirdo os métodos a-generalizado, energia-momentum e
energia-momentum generalizado. Cabe comentar que, na literatura técnica, encontram-se

outras metodologias distintas das propostas neste trabalho. Por exemplo, para maiores
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detalhes, consultar ARMERO & ROMERO [2001a], [2001b], [2003], ROMERO &
ARMERO [2002]. Neste trabalho, segue-se a metodologia proposta por KUHL &
CRISFIELD [1999], KUHL & RAMM [1996a], [1996b], [1998], [1999].

De acordo com o método de Newmark, a velocidade e o deslocamento no passo de

tempo n + 1 se descrevem como:

U1 = Uy + (1 —y)Ati, + yAti, (3.6)

1
Uyyq = U, + Ata, + (E — ﬁ) At?i, + BAt i,

Observe que para y =% e f= i, onde 0 <y,f <1, obtém-se o método da regra do

trapézio, também conhecido como o método do ponto médio. Estes parametros estdo
relacionados com a precisao e estabilidade do método. Para maiores detalhes, consultar o
capitulo 7 da referéncia GERARDIN & RIXEN [1997] e o capitulo 9 da referéncia
HUGHES [1987]).

Da equacgdo (3.6), define-se a predi¢do da velocidade e do deslocamento, para o

instante n + 1, em funcdo das varidveis conhecidas no passo de tempo anterior n, como:

41 = U, + (1 — y)Atid, 3.7)

1
u,,, =u, +Ata, + <§ — ﬁ) At?ii,

Utilizando as varidveis preditas Wy, € U, a velocidade e o deslocamento no passo de

tempo n + 1 se reescrevem como:

Upq = Upyq + VAL, (3.8)

— n* 253
Upyg = Upyq + BAt Uni1q

Através da Equacdo (3.8), pode-se expressar a aceleracdo e a velocidade, no passo de

tempo n + 1, em fungdo de u,,,, e U, ., do seguinte modo:
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. . Y
Ok *
Upi1 = Upyq + (un+1 - un+1)

BAt (3.9)

Upyq = W (W41 — Upyq)

Desta maneira, a forma discreta da equac¢do nado-linear do movimento, dada em (3.4), no

passo de tempo n + 1 se expressa como:
Mii, 1 + 01 = Pnsr (3.10)

Uma vez definida a aceleracdo em fun¢do do deslocamento através da equagdo (3.9b),

pode-se reescrever a equacdo de movimento da seguinte maneira:

1

WM(unH —upiq1) + e = Pnsr (3.11)

Como se trata de um problema nao-linear, sua forma discreta gera forcas desequilibradas

ou residuais que se escrevem como:

1
r(u,,,) = WM(un+1 —Upyq) + s —Ppir # 0 (3.12)

Para dissipar as forcas residuais, € necessario empregar uma estratégia de solucdo
incremental-iterativa ao longo do tempo. Portanto, expandindo em série de Taylor até os
termos de primeira ordem o residuo na iteracdo k, obtém-se o residuo na iteragdo k + 1 da

seguinte maneira:

a k
r(ufti) =r(uk,,) + %Auk +0(Auk)? = 0 (3.13)

n+1

Impondo que o residuo r¥}! seja nulo, pode-se obter da equagio (3.13) o incremento dos

deslocamentos, que € utilizado para atualizar a aceleracdo, a velocidade e o deslocamento
na itera¢do k + 1. Por outro lado, levando-se em consideracdo a equacao (3.12), a matriz

tangente iterativa K,,,; é obtida como:
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. or(uk 1 ofk
Kn+1 — ( n+1) — M n+1 ’
Uy 4q BAt? Uy g

(3.14)

onde K,,;; € a matriz de rigidez tangente que se obtém através da derivada do vetor de

forgas internas em relacdo aos deslocamentos nodais, dada em (2.27). Portanto, escreve-se

a expressao em notagdo compacta da matriz tangente iterativa como:

=

KTl+1 = ﬁAtz

M+ Ky

(3.15)

Finalmente, se atualizam o deslocamento, a velocidade e a aceleracdo na iteragdo k + 1,

em fungio da correcio Au® obtida em (3.13). Levando em consideragdo a equacdo (3.9),

estas atualizagdes se expressam como:

k+1 _ Lk k
Upi1 = Upiq + Au

wit =k, + [ g Au”
nk+1l _ 5k 1 k
Up+1 = Upiq + ,BAtZ Au

(3.16)

O esquema incremental-iterativo aqui descrito, utilizando o método de Newmark,

encontra-se detalhado no fluxograma dado na Figura 3.1.

3.4 — O método a-generalizado

No método a-generalizado assume-se que a aceleracdo,

a velocidade, o

deslocamento, as forcas internas e as forcas externas sejam calculados através de uma

média ponderada de seus respectivos valores nos passos de tempo n e n + 1. Desta

maneira, as expressdes que definem estas varidveis no ponto médio generalizado se

€screvem Como:
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l.jn+1—am =(1- am)ﬁn+1 + aply,
l'ln+1—off = (1 - af)unﬂ + aray (3.17)
Unti—ap = (1 - af)un+1 + aru,

pn+1—a'f = (1 - af)pn+1 + arPn

onde a,, € af sdo os pardmetros de ponderacdo que representam a dissipagdo numeérica
para as altas freqiiéncias. O parametro «,, dissipa as for¢as inerciais, enquanto que o
parametro a; dissipa as forgas viscosas (caso sejam consideradas), eldsticas e as

solicitagOes externas. A defini¢do do vetor de forcas internas no ponto médio generalizado

serd discutida no préximo capitulo.

Como o método a-generalizado estd baseado no esquema de integracdo de
Newmark, descrito no item anterior, as modificacdes que se introduzem no processo

incremental-iterativo sdo muito simples como se mostra a seguir.

Em primeiro lugar, obtém-se a aceleracdio e a velocidade no ponto médio
generalizado em fun¢do do deslocamento obtido no passo de tempo n + 1, substituindo as

equacdes (3.9a) e (3.9b) na equacdo (3.17), o que resulta na seguinte expressao:

(1—ar)y
BAt

Upti—ap = (1 - af)l'l:wl + (Wpyq —Upyq) + af‘ln

(3.18)

l1-«a
iin+1—o:m = ﬁthm (Uppq — Uppq) + ap iy

Por outro lado, a forma discreta da equacdo do movimento no ponto médio generalizado se

expressa como:
Mit, g, + fn+1—af = Pn+1-ay (3.19)

Substituindo a equagdo (3.18b) na equacdo (3.19), obtém-se as forcas residuais, cuja

expressﬁo €SCreve-se Como:
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(1 - am)

r(u,,,) = M( BAL?

(un+1 - u;tz+1) + amﬁn> + fn+1—af - pn+1—af #0 (3.20)

Por dltimo, a matriz tangente iterativa resulta da linearizacdo das forcas residuais,
dadas em (3.20), com relacdo aos deslocamentos calculados no passo de tempo n + 1. A

expressao desta matriz se escreve como:

i _ (1 - am) afn+1—af

n+l-ap — BAL? M+ Kn+1—af ) Kn+1—af = (3.21)

0upq

onde K, 1 1_4 ; ¢ a matriz de rigidez tangente obtida através da derivada do vetor de forcas

internas, definido no ponto médio generalizado, com relacio ao vetor deslocamento
calculado no passo de tempo n + 1. E importante lembrar que h4 diferentes maneiras de se
obter esta matriz em funcao da definicdo do vetor de forgas internas. No capitulo seguinte,
apresentam-se duas expressdoes diferentes para o vetor de forcas internas, e,
conseqiientemente, para a matriz de rigidez tangente. As modificacdes aqui introduzidas

encontram-se detalhadas no fluxograma apresentado na Figura 3.1.
3.5 — Introduc¢ao ao método energia-momentum

Motivado pela observacdo da instabilidade numérica dos esquemas de integracdo
temporal na andlise dindmica nao-linear, SIMO e co-autores (LEWIS & SIMO [1994],
SIMO & TARNOW [1992a], [1994], SIMO et al [1995], SIMO et al [1992b]) propuseram
o método de energia-momentum que conserva a energia total, e, portanto, cumpre a
condicdo de estabilidade (1.1). Este algoritmo tem precisdo de segunda ordem e, além
disso, preserva o momento linear e o momento angular. Entretanto, KUHL & RAMM
[1996a], [1996b] observaram problemas de convergéncia ao analisar o fendmeno snap-
through em cascas cilindricas cuja resposta contém modos de alta freqiiéncia. Neste caso,
estes autores utilizaram pequenos espacos de tempo para obter uma solugdo estdvel. Para
superar este problema, KUHL & CRISFIELD [1999], entre outros, estenderam esta
formulacdo dentro da estratégia do método a-generalizado para incorporar a dissipagao
numérica para altas freqii€ncias. Estes autores denominaram este algoritmo como método

de energia-momentum generalizado.
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3.5.1 — O método energia-momentum

Para maiores detalhes sobre este método consultar as referéncias SIMO et al
[1995], SIMO & TARNOW [1992a], SIMO & TARNOW [1994], SIMO et al [1992b],
SIMO & WONG [1991]. O método de energia-momentum se baseia na deformacdo
calculada no ponto médio do intervalo do passo de tempo. O valor médio da deformacgao

em um intervalo de integracdo € dado por:

e(U,41) +e(uy) (3.22)
€ (un"'l‘“f) jay =1/, - = 2

A matriz tangente iterativa, definida no ponto médio, € obtida assumindo

A = A = 1/2 na equacao (3.21), cuja expressdo é dada por:

= 1 afn+1/2
Kn+1/2 = WM + Kn+1/2 ) Kn+1/2 = ou,,,

(3.23)

onde K1/, € a matriz de rigidez tangente avaliada no ponto médio. Esta matriz ¢ obtida
através da derivada do vetor de for¢as internas, definido no ponto médio, em relagdo ao
vetor de deslocamentos calculado no passo de tempo n + 1. Por outro lado, utilizando-se a
equagdo (3.5b), obtém-se o vetor de forcas internas, que pode ser escrito da seguinte

maneira:

al

fni1/2 = EAogniayz (6_ (3.24)

u>n+1/z
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M’ fa P; U, l'10
Aceleragdo inicial ii,
ity = M~ (po — f(u))

Incremento de tempo
the1 =ty + At

v

Predicdo das varidveis cinemadticas
4 =0, + (1 - y)Ati,

1
Up,4q = U, + Atu, + (E - ﬁ) At?ii,
Upyq = Upyy

iy =0

v

Cdlculo do vetor de forgas residuais

1 = WM(urwl —upyq) + g — P

\ 4

1-a,

W(UTH—I - u:1+1) + amﬁn) + fn+1—af - pn+1—af

v

Testa a convergéncia?

||rn+1|| <£||fn+1||

v

Cilculo da matriz tangente iterativa

Iy = M(

1
K(un+1) = BAt? M+Kpiy

- (A -ay)
K(un+1) - BAtZ

v

Calcula o incremento de deslocamento

M+ Kn+1—af

K, AU = —Tpyq
Atualiza as varidveis cinematicas
Upyg = Upyg t+ Au

l.l'n+1 = l'ln+1 + EAU
" " 1
Upig = lpyq + oz Au

Figura 3.1: Esquema de integracdao de Newmark para sistemas nao-lineares.
3.5.2 — O método energia-momentum generalizado

Tomando a expressado (3.22) como ponto de partida, KUHL & CRISFIELD [1999],
KUHL & RAMM [1996a], [1996b], [1998], [1999] propuseram o método energia-

26



momentum generalizado, que se baseia no cdlculo da deformacdo através da média
ponderada de seus respectivos valores nos passos de tempo n e n + 1. Isto é, se estd
utilizando o método a-generalizado para calcular as deformagdes no ponto médio

generalizado. Calcula-se esta deformacgdo por meio da seguinte expressao:

€ (un+1—af) - (1 - af)e(un+1) + afe(un) (3.25)

onde as € o coeficiente de ponderagdo. Deste modo, levando em consideragdo a equagio

(3.5b), define-se o vetor de forcas internas como:

ol

_) (3.26)
Ju n+l-ar

fn+1—ozf = EAO€n+1—af<

Observe que para este método, a matriz tangente iterativa € a mesma dada pela
expressao (3.21a), e que a matriz de rigidez tangente € obtida através da derivada do vetor
de forcas internas, dada em (3.26), em relacdo ao vetor de deslocamentos definido no passo

de tempo n+1.
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CAPITULO 4

OBTENCAO DO VETOR DE FORCAS INTERNAS
E DA MATRIZ DE RIGIDEZ TANGENTE
EM UM PASSO DE TEMPO DISCRETO

4.1- Introducao

Neste capitulo obtém-se o vetor de for¢as internas e a matriz de rigidez tangente do
elemento de barra bi-articulado, no passo de tempo atual n + 1, utilizando o método de
Newmark, o método a-generalizado e o método energia-momentum generalizado. Quanto
ao método a-generalizado, hd dois modos de se calcular o vetor de forcas internas. No
primeiro modo, avalia-se este vetor como uma média ponderada de seus respectivos
valores nos passos de tempo n e n + 1. No segundo modo, primeiramente, calcula-se uma
média ponderada das deformacdes obtidas nos passos de tempo n e n + 1, e em seguida,
avalia-se o vetor de forcas internas em func¢do da deformacdo calculada no ponto médio

generalizado.

4.2- Obtencao do vetor de forcas internas e da matriz de rigidez tangente

com 0 método de Newmark

X,z
Figura 4.1 — Configuracdes do elemento de barra bi-articulado 3D nos instantes t,, € t,,41-
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Seja C,, a configuracdo do elemento no instante t,, dada pelas coordenadas espaciais
dos nés X1 € X, . Cyyq € a configuragdo do elemento no instante ¢,,q definida pelas
coordenadas espaciais X, € X, . , conforme mostra-se na figura 4.1. No instante ¢,

utilizando as equacdes (2.11), (2.12) e (2.19), a longitude, a deformacdo e o esfor¢co normal

do elemento podem ser escritos como:

lpvr = \/(X21 + u21n+1)2 + (Y21 + U21n+1)2 + (221 + W21n+1)2
b1 — Lo 4.1)

£n+1 = l
0

Ny, ., = EApéniq

Utilizando a equacdo (2.13), os co-senos diretores do elemento em C,,; se escrevem

COmo.:

fc _ Xt Uoingy _ X21p4y

¥ = =

e ln+1 ln+1

e YVt v Yoin, 42)
Y = = .
mr ln+1 ln+1

_ Zo t Wolng: _ %2104
LCZn+1 - -

ln+1 ln+1

O vetor de forcas internas do elemento € obtido, a partir das defini¢des dadas em (2.14),

(2.15) e (2.16), da seguinte maneira:

e
= Ny, { ot 43)
)

Obtém-se a matriz de rigidez tangente, no instante t,,,, derivando-se o vetor de
forgcas internas, dado em (4.3), em relacdo ao vetor de deslocamentos nodais u,,q.
Portanto, apos um breve desenvolvimento algébrico, chega-se a seguinte expressao para a

matriz de rigidez tangente:

29



of de al o /0l
Knar = 5o = FAo 5520 (_) + Edotnsa gy ((%) 1) (4.4)
n+ .

aun+1 ° aun+1 Ju n+1 n+1
__EAq (01 al 621)
Kn+1 lo (6u)n+1 ® (8u)n+1 + N0n+1 (auz n+1
\ J J
e Y
matriz de rigidez matriz de rigidez
material geométrica

Para o elemento de barra bi-articulado 2D, utilizam-se as equacoes (2.9) e (2.10) para
calcular as matrizes de rigidez material e geométrica, respectivamente. Por outro lado, para
o elemento de barra bi-articulado 3D, utilizam-se as equagdes (2.15) e (2.16) para calcular

as matrizes de rigidez material e geométrica, respectivamente.

4.3- Obtencao do vetor de forcas internas e da matriz de rigidez tangente

com o método a-generalizado

*I'\’roaz Cn-’- l_af

No, X,z
Figura 4.2 — Configuracado do elemento de barra bi-articulado 3D no ponto médio
generalizado.

Seja Cpy1-q ;A configuracdo do elemento no ponto médio generalizado. Define-se
esta configuracdo pelas coordenadas espaciais dos nés do elemento, isto €, X, e
n+1—af

X5, 1ap Nesta configuragdo, o elemento estd sujeito a deformacgao &,,,_, ;€ ao esforco

axial dado por N, =FEAyeni1-qa " Por outro lado, o método a-generalizado permite

7’1+1—le

duas maneiras distintas de calcular o vetor de for¢as internas.
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4.3.1- Modo 1

No primeiro modo, o vetor de for¢as internas é dado por uma média ponderada dos
vetores de forcas internas calculados nos passos de tempo t,, e t, 1. Esta média ponderada

S€ e€Screve comao:
frsra; = (1= )fur + arfy (4.5)

Levando em conta a equacao (2.25), a equagdo acima pode ser reescrita como:

ol

+ asEApe, (—) (4.6)
1 n

al
fn+1—af = (1 - af)EA0£n+1 (%) o

n+

Observe que fn+1_af depende das deformacdes e dos co-senos diretores, do

elemento de barra bi-articulado, calculados nos extremos do intervalo de integracdo no

tempo, além do parametro ay.

Obtém-se a matriz de rigidez tangente derivando a expressao (4.6) em relagdo ao
vetor de deslocamentos calculado no passo de tempo t,,,;. A seguir, sio mostrados alguns

passos do desenvolvimento algébrico para a obtengdo desta matriz.

Ofn+1-a de al d al
K£l+1—df = —f = (1 - af)EAO ntl ® (_) + (1 - af)EAO£n+1_(<_) )
n+1 n+1

aun+1 aun+1 Ju 0un+1 du
EA, 0l al 021
K e.=(1—a —<—) ®<—) +(1—af)N <—>
nicer = =) oG, @ Ga),, T 07 9N (G2 i1 (4.7)
— AN J
NV Y
matriz de rigidez matriz de rigidez

material geométrica

K£1+1—af = (1 - a’f)Kn+1

Pode-se observar que a matriz de rigidez tangente (modo 1) depende do esforco axial
e dos co-senos diretores do elemento de barra bi-articulado, calculados no passo de tempo

tn+1, além do parametro ay. Para ay = 0, a expressdo (4.7) torna-se igual a equagdo (4.4).
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4.3.2- Modo 2

No segundo modo, o vetor de forcas internas no ponto médio generalizado é

calculado em funcdo da deformacao do elemento, obtida neste ponto, que se calcula como:

ln+1—af - lO
& _ =
n+1 af l()

(4.8)

onde L, ;1_g4 ; ¢ a longitude do elemento em C,,;1_, - Este comprimento é dado por:

2 2 2
ln+1—af = (X21 + u21n+1_af) + (Y21 + v21n+1—af) + (Zz1 + W21n+1_af) (4.9)

Por outro lado, os deslocamentos nodais relativos do elemento, calculados no ponto

médio generalizado, sdo dados, segundo o método a-generalizado, da seguinte maneira:

Utyyog, = (1= @p) a1, + aptiar, = (1 ap)(uz,,, +w,,,) + ar(uz, —uy,)
v21n+1_af = (1 — af)v21n+1 + apvyy, = (1 — af)(v2n+1 + v1n+1) + af(vzn — U1n) (4.10)

Watpa, = (1= @p)Wary,, + @pwar, = (1= ap)(wa,,, +wa,,,,) + ap(wa, —wi,,)

Utilizando a equagdo (2.13), os co-senos diretores do elemento em C,,;1_q ; Se escrevem

como:

( Xo1 ¥ Uatpgy o X2pis g,

an+1_af B ln+1—af B ln+1—af
it v21n+1—af y21n+1—af 411

CYn+1—af - l B - l B ( : )

n+l-ar n+l-ar

2 ¥ Wotn o Z2ipia g,

CZ _ = =

L Y ln+1—af ln+1—af

O vetor de forcas internas do elemento € obtido, a partir das defini¢des dadas em

(2.14), (2.15) e (2.16), da seguinte maneira:
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f_CXn+1—af\
_CYn+1—af

oL

_CZn+1—af
fn+1—af = EA0€n+1—af Ju

= Nopysq, ; (4.12)

c
>n+1_af Xn+1—af

CYn+1—af

\ CZn+1—af )
Obtém-se a matriz de rigidez tangente derivando a expressao (4.12) com relagdo ao

vetor de deslocamentos nodais calculados em C,, ;. Mostra-se a seguir alguns passos do

desenvolvimento algébrico para obter esta matriz.

- 0fn+1-a; A aen+1-af®(al) Y ] <(al) )
_ = = _— —_— E _ _— —_—
i Oy ° 0y 4q du n+il-as oTmriay Oup41 \\Ou n+l-as

a£n+1—af _ laln+1—af _ (1 . )l(ﬂ)
0upq ly Oupyq 4 lo \Ou n+l-as

(4.13)

0 <(al) ) (1 )<021>
—_— — —-a —_—
Ju,q \\Ou n+l-as 77\ ou? n+1-ay

11 _ EAy (01 al 021
Kn+1_af B (1 —a T (a)n+1—af . (a)n+1—af + (1 B af)NOn+1_af (m)rwl—af
— _ /)
YT h'd
matriz de rigidez matriz de rigidez
material geométrica

Kg+1—af = (1 - af)Kn+1—aff

Pode-se notar que a matriz de rigidez tangente (modo 2) depende do esfor¢o axial e
dos co-senos diretores, do elemento de barra bi-articulado, calculados no ponto médio
generalizado n+ 1 — @, além do parametro a;. Por outro lado, tendo em conta as
equacoes (4.8), (4.9), (4.10) e (4.11); observa-se que a deformacao, o esforco axial e os co-

senos diretores, definidos em C,,;1_, = dependem dos deslocamentos nodais calculados nos

passos de tempo t, € t, 44 € do pardmetro ay.
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4.4- Obtencao do vetor de forcas internas e da matriz de rigidez tangente

com o método energia-momentum generalizado

Neste método, usa-se uma média ponderada das deformacdes dadas em C, e Cy 41,

para definir a deformacgdo do elemento no ponto médio generalizado da seguinte maneira:

Enti-ua ;= (1 - af)sn+1 + aréey, onde ayf € coeficiente de ponderagdo. Portanto, o esforgo

axial pode ser escrito como: lvon ioap = EA, ((1 — af)£n+1 + afen). Levando em conta

as defini¢des dadas acima, o vetor de forcas internas se define como:

al

4.14
fn"'l_o‘f =EA ((1 - af)£n+1 + afgn) <£ ( )

>n+1—05f

al
Observe que o termo (—)
Wn+tl-ay

configuracdo Cp 11— ;> que sdo definidos através das equacdes (4.9), (4.10) e (4.11).

contém os co-senos diretores do elemento, na

Obtém-se a matriz de rigidez tangente derivando a expressao (4.14) com relacdo ao
vetor de deslocamentos nodais calculados em C,, ;. Mostra-se a seguir alguns passos do

desenvolvimento algébrico para obter esta matriz.

afn+1—af
0y 4q

Kn+1—af -

K = (1-as)EA agﬂ“@(ﬂ) +EA ((1—a)e +a£)L (ﬂ>
ey 4 Oaun+1 du n+l-agp 0 s e Ou,yq \\Ou n+l-agp

onde, 4.15)

0 (( al) ) (1 )<azl>
—_— — —a JR—
Ju,,q \\Ou n+l-ag 77\ ou? n+1-ay

EAo (01 al 5 921
Knsioa, = (1—ap) =2 (2) (%) +(1—a)N ()
ntl-ag ( f) lo \Ou n+1® o/ nt1-ap ( f) Onti-ar \gu? n+l-as
g g AN — ),
matriz de rigidez matriz de rigidez
material geométrica

Knii-a, = (1 - af)Rn+1—a
f f
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Pode-se observar que a matriz de rigidez tangente depende da deformacgdo
calculada nos passos de tempo t,, e t,,,1; dos co-senos diretores, do elemento de barra bi-

articulado, calculados no ponto médio generalizado n + 1 — a5 € no passo de tempo t,41;
além do pardmetro a;. Por outro lado, a matriz de rigidez material € ndo simétrica
enquanto que a matriz de rigidez geométrica permanece simétrica. Portanto, as matrizes

Kn+1_af e Kn+1—af sdo nao simétricas.
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CAPITULO 5

EXEMPLOS NUMERICOS

5.1- Introducao

No capitulo 4 foram apresentadas quatro expressdes distintas para o célculo do
vetor de forcas internas e para o cdlculo da matriz de rigidez tangente. Para o método de
Newmark utilizam-se as expressoes (4.3) e (4.4) para o calculo do vetor de for¢as internas
e da matriz de rigidez tangente, respectivamente. Para o método a-generalizado (modo 1)
utilizam-se as expressoes (4.6) e (4.7), enquanto que para o método a-generalizado (modo
2) utilizam-se as expressoes (4.12) e (4.13). Por tltimo, para o método energia-momentum

generalizado utilizam-se as expressoes (4.14) e (4.15).

Para cada um destes algoritmos pode-se assumir valores arbitrdrios para os
parametros de dissipacdo numérica, e, conseqiientemente, obter determinadas expressdes
para o vetor de forcas internas e para a matriz de rigidez tangente. Esta informacgado
encontra-se detalhada na Tabela 5.1. Sdo adotados valores 6timos para os parametros de

dissipacdo em funcao do raio espectral po,.

Para maiores detalhes sobre o conceito de raio espectral, consultar o capitulo 7 da
referéncia GERADIN & RIXEN [1997] e o capitulo 9 da referéncia HUGHES [1987].
Estes valores se mostram na Tabela 5.2. Quando p,, = 1 ndo ocorre dissipacdo numérica,
enquanto que, para valores decrescentes de p,, implica em valores crescentes de dissipagcdao
numérica. Observa-se que os valores atribuidos aos pardmetros a,,, @, ¥ €  na Tabela
5.1, foram obtidos com p, =1 na Tabela 5.2. Por outro lado, valores 6timos de po
significa que os algoritmos que os utilizam possui dissipa¢cdo numérica minima para as
respostas em baixas freqiiéncias e dissipacdo numérica maxima para as respostas em altas

freqiiéncias.

36



Tabela 5.1: Sumaério dos algoritmos de integracao temporal.

METODO PARAMETROS frviva,  Knsiea,
NM, NEWMARK [1959] m =a; =0 4.3) (4.4)
MaB, WOOD et al [1981] ar=0 (4.6) (4.7)
MaH1, HILBER et al [1977] Ay =0 (4.6) (4.7)
MaH2, KUHL & CRISFIELD [1999] @, =0 (4.12)  (4.13)
MaG1, CHUNG & HULBERT [1993] an#0, a#0 (4.6) (4.7)
MaG2, KUHL & CRISFIELD [1999] an#0, a#0 (4.12)  (4.13)
MEM, SIMO & TARNOW [1992a] U=y =2=y=1 /5 (4.14)  (4.15)
MEMG, KUHL & CRISFIELD [1999] an#0, a#0 (4.14)  (4.15)

Tabela 5.2: Valores 6timos dos parametros de dissipa¢do numérica em fun¢do do raio
espectral pg,.

ALGORITMO am af B y
MN (NEWMARK [1959]) 0 0 ! 3~ Po
(P + 1)2 2pe + 2
MoB (WOOD et al [1981] Po =l e 2 L
Poo +1 Z( - am) E — Ay
MaH]1 (HILBER et al [1977]) 0 1—pw 1 1 2 1
MoH2 (KUHL & CRISFIELD [1999]) P + 1 Z( ~ ) 2Ty

MaG1 (CHUNG & HULBERT [1993]),
MoG2 (KUHL & CRISFIELD [1999]), 20w —1 Pw 1 » 1

MEM (SIMO & TARNOW/[1992a]), ot 1 potl s(0-amta) S-amta
MEMG (KUHL & CRISFIELD [1999])

Nas simulagbes numéricas que aqui serdo realizadas, serdo introduzidos os

seguintes algoritmos de integracao temporal:

Método de Newmark - MN;

Método a-Bossak - MaB;

Método a-Hilber (modo 1) - MaH1;
Método a-generalizado (modo 1) - MaGl;

A

Método energia-momentum generalizado - MEMG;

Nos exemplos que serdo analisados em seguida, adota-se para cada um dos

algoritmos listados acima, os seguintes valores para o raio espectral p, = 1, p,, = 0.8 €

P = 0.6. Por ultimo, nota-se na Tabela 5.1 que para a,, = a,, =0e 2 =y = 1/2, 0s
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algoritmos de Newmark, MaB, MoH1 e MaH2 coincidem com o método da Regra do

Trapézio, o que se verifica nos exemplos aqui analisados.

Para analisar os resultados obtidos com os algoritmos enumerados acima, se

utilizam os seguintes gréaficos:

1. As componentes cartesianas do deslocamento X tempo;
2. As componentes cartesianas da velocidade X tempo;

3. As componentes cartesianas da aceleracao X tempo;

4. A energia potencial total X tempo;

5. O momento angular X tempo;

6. A deformacdo axial (s = %) X tempo;

7. O numero de iteragdes por passo de tempo.
Com o objetivo de averiguar o comportamento destes algoritmos em relacdo a

capacidade de:

Conservar a energia potencial total;
Conservar o momento angular;
Dissipar o minimo para movimentos em baixas freqii€ncias;

Dissipar o maximo para movimentos em altas freqiiéncias;

Sk w D =

Convergir durante o processo iterativo;
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5.2 — Péndulo rigido:

Este exemplo foi analisado por BATHE [1996], CRISFIELD & SHI [1994, 1996b],
KUHL & CRISFIELD [1999], entre outros autores. As caracteristicas geométricas e
fisicas, as condi¢des iniciais, as condi¢cdes de contorno e demais dados do problema

encontram-se na Figura 5.1.

EA, =101°N

RN
poAdo = 6,57 kem ™" !

1 At =0,1s

m =10 kg @— U = 7,72 ms~

i, = 19,6 ms™2

Figura 5.1: Pé€ndulo rigido. Caracteristicas geométricas e fisicas.

O péndulo foi discretizado com um elemento de barra bi-articulado 2D, tendo 2
graus de liberdade restringidos e 2 graus de liberdade livres. Considera-se o péndulo rigido

adotando uma rigidez axial de EA = 101°N. Considera-se a velocidade angular constante,
. A o 1 . A2 u% , . . .

ou seja, 8 = wgy, Uy =01, iy, =06 l:T' Além disso, assume-se que o sistema seja

conservativo, isto é, Emu% = mgl. Portanto, a velocidade inicial é dada por 11, = /2gl =

2

7,72ms™ 1, e a aceleracdo inicial é dada por Uy, = 2g = 19,6ms™“, conforme mostra-se na

Figura 5.1.

Por outro lado, ndo se leva em conta a acdo gravitacional, isto €, ndo ha forcas
externas aplicadas na extremidade livre do péndulo, o que implica que, a energia potencial

total e 0 momento angular se mantém constantes ao longo do tempo. Desta maneira, a

. . . 1.
energia potencial total € igual a my = Emu(z) = 298Nm, e o momento angular H;, =

Imuy = 235Nms. O periodo do péndulo é dado por T =1 \/% = 2.47s, que corresponde
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ao angulo de 360°, isto é, a uma volta ou a um ciclo. Adotou-se um passo de tempo
At = 0.1s, e fez-se a andlise para um intervalo de tempo de 30s com os valores de p, = 1,

Pw = 0.8 € p,, = 0.6. A seguir, apresentam-se os resultados obtidos para o péndulo rigido.
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Figura 5.2 — O Péndulo Rigido. Solu¢ao com o esquema de Newmark.

Para o esquema de Newmark sem dissipacdo numérica, pode-se observar que os
deslocamentos (5.2a), velocidades (5.2d) e aceleragdes (5.2g) permaneceram estdveis até
aproximadamente o tempo de 4 segundos. A partir dai, o sistema apresenta um crescimento
abrupto e descontrolado. Para os amortecimentos numéricos p, = 0,8 e p,, = 0,6; o
sistema comporta-se de forma controlada em todo o intervalo analisado. Porém, o
decaimento das amplitudes destas respostas transientes (deslocamentos, velocidades e
aceleracdes) e o aumento gradativo nos erros de periodo ocorridos foram significativos,

conforme mostra-se nas figuras 5.2b, 5.2c, 5.2e, 5.2f, 5.2h e 5.2i.
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Figura 5.3 — O Péndulo Rigido. Solu¢dao com o esquema de Newmark.

Observa-se também, a partir do tempo de 4 segundos, o crescimento patolégico da

energia total (5.3a), do momento angular (5.3d) e das deformagdes (5.3g) para o esquema

de Newmark sem dissipagdo numérica. Apesar desse crescimento anormal das

propriedades comentadas, o sistema convergiu, conforme observa-se na Figura 5.3j. Para

0s amortecimentos numéricos p, = 0,8 e p,, = 0,6, 0 sistema se comportou de forma

controlada em todo o intervalo analisado. O decaimento da energia total foi de 84% para

P = 0,8, e 88% para p,, = 0,6. O decaimento do momento angular foi de 59% para

Pw = 0,8 € 70% para p,, = 0,6. As amplitudes mdximas de deformac¢do foram de 2 x 107
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inicialmente, sendo entdo dissipadas em 80% para p,, = 0,8 € 90% para p,, = 0,6; de

acordo com figuras 5.3h e 5.3i.

Conclusao: Considerando-se o péndulo rigido e o esquema de integracdo de
Newmark, o sistema nio se manteve estdvel para o amortecimento numérico nulo (p, =
1), apesar de ter convergido, e obteve estabilidade ao se introduzirem as dissipagdes
numéricas. Porém, as amplitudes e periodos foram demasiadamente dissipados, gerando

assim grandes erros numéricos em relaciao ao fendmeno estudado.
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Figura 5.4 — O Péndulo Rigido. Solu¢dao com o esquema a-Bossak.

Para o esquema o de Bossak sem dissipagdo numérica, percebe-se que 0s
deslocamentos (5.4a), velocidades (5.4d) e aceleragdes (5.4g) permaneceram estdveis até
aproximadamente o tempo de 4 segundos. A partir dai, o sistema tem um crescimento
abrupto e descontrolado. Para o amortecimento numérico p, = 0,8, o sistema se
comportou bem até aproximadamente o tempo de 20 segundos, quando a partir dai, teve

uma mudanca patologica nos seus resultados, conforme figuras 5.4b, 5.4e e 5.4h. Para o
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amortecimento p.,, = 0,6, 0 sistema se comportou de forma controlada em todo o intervalo

analisado, introduzindo pequenos erros de amplitude e de periodo, conforme se observa

nas Figuras 5.4c, 5.4f e 5.4i.
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Figura 5.5 — O Péndulo Rigido. Solu¢dao com o esquema a-Bossak.

Observa-se também, a partir do tempo de 4 segundos, o crescimento patolégico da

energia total (5.5a), do momento angular (5.5d) e das deformacdes (5.5g) para o esquema o

de Bossak sem dissipacdo numérica. Apesar desse crescimento anormal das propriedades

comentadas,
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o sistema convergiu, conforme se observa na Figura 5.5j.

Para o



amortecimento numérico p,, = 0,8, o sistema se comportou bem até aproximadamente o
tempo de 20 segundos, quando a partir dai, teve uma mudanga patolégica nos seus
resultados, conforme figuras 5.5b, 5.5¢ e 5.5h. Ocorreram ainda, pequenos erros de
convergéncia, conforme figura 5.5k. Para o amortecimento p, = 0,6, o sistema se
comportou de forma controlada em todo o intervalo analisado, introduzindo dissipagcdo
numérica nas propriedades inicialmente comentadas, conforme se observa nas Figuras
5.5¢, 5.5f e 5.51. O sistema convergiu bem para p, = 0,6, conforme figura 5.51. O
decaimento da energia total e do momento angular foi de 17% e 9%, respectivamente, para
P = 0,6. As amplitudes maximas de deformagdo foram de 2 x 10™ inicialmente, sendo

entdo dissipadas em 17% para p,, = 0,6, conforme observa-se na figura 5.5i.

Conclusdo: Considerando-se o péndulo rigido e o esquema de integracdo o de
Bossak, o sistema nio se manteve estavel para o amortecimento numérico nulo (p,, = 1),
apesar de ter convergido. Obteve estabilidade parcial ao se introduzir o amortecimento
numérico p, = 0,8 (até aproximadamente 20 segundos), e obteve estabilidade ao se
introduzir a dissipa¢do numérica p,, = 0,6. As amplitudes e periodos tiveram poucos erros
introduzidos pela dissipacdo numérica, se comparados ao esquema de Newmark, por

exemplo.
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Figura 5.6 — O Péndulo Rigido. Solucdo com o esquema o-Hilber (Modo 1).

Para o esquema o de Hilber sem dissipacdo numérica, percebe-se que o0s
deslocamentos (5.6a), velocidades (5.6d) e aceleracdes (5.6g) permaneceram estdveis até
aproximadamente o tempo de 4 segundos. A partir dai, o sistema tem um crescimento
abrupto e descontrolado. Para o amortecimento numérico p, = 0,8, o sistema se
comportou bem até aproximadamente o tempo de 17 segundos, quando a partir dai,
apresentou uma mudanca patolégica nos seus resultados, conforme figuras 5.6b, 5.6e e
5.6h. Para o amortecimento p,, = 0,6, o sistema se comportou de forma controlada em
todo o intervalo analisado, introduzindo pequenos erros de amplitude e de periodo,

conforme observa-se nas Figuras 5.6c, 5.6f e 5.6i.
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Figura 5.7 — O Péndulo Rigido. Solu¢do com o esquema a-Hilber (modo 1).

Observa-se também, a partir do tempo de 4 segundos, o crescimento patoldgico da
energia total (5.7a), do momento angular (5.7d) e das deformagdes (5.7g) para o esquema o
de Hilber sem dissipagdo numérica. Apesar desse crescimento anormal das propriedades
comentadas, o sistema convergiu, conforme se observa na Figura 5.7j. Para o
amortecimento numérico p,, = 0,8, o sistema se comportou bem até aproximadamente o
tempo de 17 segundos, quando a partir dai, teve uma mudanga patolégica nos seus
resultados, conforme figuras 5.7b, 5.7¢ e 5.7h. Ocorreram ainda, pequenos erros de
convergéncia, conforme figura 5.7k. Para o amortecimento p, = 0,6, o sistema se

comportou de forma controlada em todo o intervalo analisado, introduzindo dissipagcdo
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numérica nas propriedades inicialmente comentadas, conforme se observa nas Figuras
5.7c, 5.7f e 5.7i. O sistema convergiu bem para p, = 0,6, conforme figura 5.71. O
decaimento da energia total e do momento angular foi de 7% e 5%, respectivamente, para
P = 0,6. As amplitudes maximas de deformacdo foram de 2 x 10 inicialmente, sendo

entdo dissipadas em 11% para p,, = 0,6, conforme se observa na figura 5.7i.

Conclusdo: Considerando-se o péndulo rigido e o esquema de integracdo o de
Hilber, o sistema nido se manteve estavel para o amortecimento numérico nulo (p,, = 1),
apesar de ter convergido. Para o amortecimento numérico p, = 0,8, o sistema obteve
estabilidade parcial menos duradoura que no método a de Bossak (até aproximadamente 17
segundos). Porém, para p, = 0,6, o sistema introduziu menores erros numéricos de

amplitude e periodo, se comparados ao esquema a de Bossak.
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Figura 5.8 — O Péndulo Rigido. Solu¢do com o esquema a-generalizado (modo 1).
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Para o esquema o-generalizado sem dissipacdo numérica, percebe-se que 0s

deslocamentos (5.8a), velocidades (5.8d) e aceleragdes (5.8g) permaneceram estdveis até

aproximadamente o tempo de 2 segundos;

e até o tempo de 4 segundos para o

amortecimento numérico p, = 0,8, conforme figuras 5.8b, 5.8e e 5.8h. A partir dai, o

sistema tem um crescimento abrupto e descontrolado. Para o amortecimento p,, = 0,6, 0

sistema se comportou de forma controlada em todo o intervalo analisado, introduzindo

pequenos erros de amplitude e de periodo, conforme

5.81.

se observa nas Figuras 5.8c, 5.8f e

px,:]__i) px:O.S ,0-_‘.:':'.6
@) ®) ©
g7 T T T “000a¢ T T T T T 300 T T T T
,wl o f 208
| .| I\ \ -
eadE L |I|II‘|'|\| I| |\ . 2%
. U H"|I \‘ I . o
3 E 10000 b E -
£ 100000 ]|“|“|“|”‘| ’ H ‘ H| || || || | ” < £ 297
3 aln L 3 o=
= ‘ =z = 288
B qpoio | =4 g . [
H H 1000 | g
204
1000 282
280
130 100 ] ' ' ' 273 ' ' ' '
0 5 0 15 0 0 0 10 15 20 25 ] 5 10 15 20 25 2
tempo (3) tempo (s} t=mpo i)
() (&) i)
1700 18 -
140 235
oo -
234
w ko
£ sl £ oo
i £ o
2 e00 g
o e 3 -
B 1 h
£ 200 - E 23
£ L E
223
200 [ jl J ‘ 1 20 MrF-.. 8
s L [VLIW] 1NN Y DO O ll ; . L o . . .
a s 10 1< 20 x 0 [s] L3 10 3 25 o} & 10 15 20 a5 20
tempe (3 tompo {a) t=mpo ia)
i) (h 0
0.0002 3,508 35u-08
000018 - ‘ﬂl_ 6
o i 1] 2.58-06 Je-0n
000012 - "“ |'|| 1 \
il Za-06
g oomiz| - [ |"| | ‘ H i £ 2508
g omor | oy ‘\l |H‘ | r 1.5e-06 |L, &
£ ST |l e E
2 fe 0F f ‘I\l‘\l‘ll | H 1806 | £ -
5 . | | T e
Be-05 - i Inl "I|'|| [f | || ‘ | H Eali7 — = = —]
4e-05 | \ r\“"""IIH | I| | ‘ | | ' 1
205l | ‘Illll I‘ u { V ' | ' | ’ l e 15e-08
IBRITRUAL | e 07 ! |
2505 o ete L N L
u ) 0 15 U % u v 5 w0 15 2 2 u ) ) 1 P ) 2
M g) tempc (s empo (8)
0 1K) L)
B [ B T
=L
|
. i
& a al i
g g
5 5
v 2 af & 3
o o
b i
E 2 2 E
2 ]
i i
L L . L a L 5 L L L L L
5 0 15 20 25 Eil 0 15 [ 4 5 10 15 20 2 2
tempo (s) terrpois) tempo (s)

Figura 5.9 — O Péndulo Rigido. Solucdo com o esquema a-generalizado (modo 1).
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Observa-se também, a partir do tempo de 2 segundos, o crescimento patoldgico da
energia total (5.9a), do momento angular (5.9d) e das deformagdes (5.9g) para o esquema
a-generalizado sem dissipacdo numérica. Apesar desse crescimento anormal das
propriedades comentadas, o sistema apresenta pequena falha de convergéncia no inicio,
permanecendo depois estdvel, conforme se observa na Figura 5.9j. Para o amortecimento
numérico p, = 0,8, o sistema obteve crescimento patoldgico inicialmente (At = 2s),
mantendo-se logo apds numericamente estdvel (porém, ndo mais representa bem as
caracteristicas fisicas do problema), conforme figuras 5.9¢, 5.9e e 5.9h. Ocorreu ainda, um
pequeno erro de convergéncia, conforme figura 5.9k. Para o amortecimento p,, = 0,6, 0
sistema se comportou de forma controlada em todo o intervalo analisado (apesar de
apresentar perturbagdes iniciais), introduzindo dissipacdo numérica nas propriedades
inicialmente comentadas, conforme se observa nas Figuras 5.9c, 5.9f e 5.91. O sistema
convergiu bem para p,, = 0,6, conforme figura 5.91. O decaimento da energia total e do
momento angular foi de 4% e 2%, respectivamente, para P, = 0,6. As amplitudes
maximas de deformacdo foram de 2 x 10 inicialmente, sendo mantida praticamente

estdvel para p,, = 0,6, conforme observa-se na figura 5.9i.

Conclusao: Considerando-se o péndulo rigido e o esquema de integracdo o-
generalizado, o sistema ndo se manteve estdvel para o amortecimento numérico nulo
(p = 1), apesar de ter convergido. Para o amortecimento numérico p, = 0,8, o sistema
obteve estabilidade parcial menos duradoura que no método o de Hilber (até
aproximadamente 4 segundos). Porém, para p,, = 0,6, o sistema introduziu menores erros

numéricos de amplitude e periodo, se comparados ao esquema o de Hilber.
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Figura 5.10 — O Péndulo Rigido. Solucao com o esquema energia-momentum generalizado.

Para o esquema energia-momentum generalizado, percebe-se todas as respostas
transientes acima apresentadas (deslocamentos, velocidades e aceleracdes) se mantiveram
constantes, sem erros de amplitude ou periodo, considerando-se ou ndo os amortecimentos
numéricos p, = 0,8 € p,, = 0,6. Esses amortecimentos nao modificaram a resposta do
sistema dinamico, mantendo-se 0 mesmo sempre estdvel e constante, conforme observa-se

nas figuras 5.10a a 5.10i.
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Figura 5.11 — O Péndulo Rigido. Solucao com o esquema Energia-momentum

generalizado.

Observa-se também, que para o sistema sem amortecimento (p,, = 1), o sistema se

manteve estivel e constante, no que diz respeito a energia total, momento angular,

deformacdes e convergéncia; conforme figuras 5.11a, 5.11d, 5.11g e 5.11j. O decaimento

da energia total e do momento angular foi de 0,5% e 0,2%, para p, = 0,8, e de 4% e 1,7%

para pe, = 0,6, respectivamente. As amplitudes maximas de deformacio foram de 2 x 10

inicialmente, sendo mantida praticamente estivel para o sistema amortecido e ndo

amortecido, conforme observa-se nas figuras 5.11g, 5.11h e 5.111.
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Conclusdo: Considerando-se o péndulo rigido e o esquema de integracdo de
energia-momentum generalizado, o sistema se manteve estdvel e praticamente inalterado
tanto considerando o amortecimento numérico, como nao considerando o mesmo. De todos
os métodos numéricos aqui analisados para o caso do péndulo rigido, esse € o mais estavel

e confiavel.

5.3 — Péndulo elastico:

EA(] - 104 N 7
poAy = 6.57 kgm

m =10 kg @— Uy = 7,72 ms~!

i, = 0 ms 2

Figura 5.12: O péndulo eldstico. Caracteristicas geométricas e fisicas.

Este exemplo foi analisado por KUHL & CRISFIELD [1999], entre outros autores.
As caracteristicas geométricas e fisicas, as condi¢des iniciais, as condi¢des de contorno e
demais dados do problema encontram-se na Figura 5.12. O péndulo foi discretizado com
um elemento de barra bi-articulado 2D, tendo 2 graus de liberdade restringidos e 2 graus de
liberdade livres. Neste exemplo considera-se o péndulo eldstico com uma rigidez axial de
EA, = 10*N. Considera-se a massa concentrada no né livre do péndulo. Por outro lado,
ndo se considera a acdo gravitacional, portanto, ndo ha for¢as externas atuando sobre o né
livre do péndulo, e consequentemente, a energia potencial total e o momento angular
permanecem constantes ao longo do tempo. A energia potencial total e 0 momento angular

permanecem constantes ao longo do tempo. A energia potencial total ¢ dada por my =

%mu(z, = 298Nm e o momento angular é igual a H,, = Imi, = 235Nms. O periodo do

A . A 21
péndulo, correspondente a resposta em baixa freqiiéncia, é dado por T =1 \/% = 2.47s,
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que corresponde a uma volta completa de 360°. Adicionalmente, hd uma oscilagdo axial de
alta frequéncia cujo periodo € igual a T = 0,28s. Para capturar esta oscilagdo axial adotou-
se o seguinte passo de tempo At = 0,05s. Fez-se a andlise durante um intervalo de tempo
de 30s para p, = 1, pp, = 0.8 € p,, = 0.6. A seguir apresentam-se os resultados obtidos

para o péndulo elastico.
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Figura 5.13 — O Péndulo Elastico. Solu¢do com o esquema de Newmark.

Para o esquema de Newmark sem dissipacdo numérica, percebe-se que o0s
deslocamentos (5.13a) e velocidades (5.13d) permaneceram estdveis e controlados durante
todo o intervalo de tempo analisado. As acelera¢des permaneceram estdveis dentro de um
limite de amplitude, porém apresentaram disfun¢des de freqiiéncia localizadas, conforme
figura 5.13g. Para o amortecimento numérico p,, = 0,8, o sistema se comportou de forma
estavel e controlada do que diz respeito aos deslocamentos, apresentando erros muito
pequenos de amplitude e periodo, conforme se observa na figura 5.13b. As velocidades se

mantiveram controladas apresentando, porém, maiores erros de amplitude e periodo
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introduzidos numericamente no sistema (5.13e). Ja as aceleracdes, apresentaram corre¢ao
das disfun¢des de freqii€éncia localizadas (que existiam no caso sem dissipacdo numérica,
Pw = 1), apesar de serem introduzidos erros numéricos de amplitude e periodo (5.13h).
Para o amortecimento numérico p, = 0,6, o sistema se comportou similarmente ao
amortecimento p,, = 0,8, com o acréscimo de erros de amplitude e periodo introduzidos
nos deslocamentos (que eram menores nos casos de amortecimento numérico p,, = 0,8),

conforme se observa nas figuras 5.13c, 5.13f e 5.13i.
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Figura 5.14 — O Péndulo Elastico. Solu¢do com o esquema de Newmark.
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Observa-se que, para o sistema de Newmark sem amortecimento numérico, a
energia total e o momento angular do sistema permanecem delimitados dentro de uma
estreita faixa constante e linear (os valores sdo quase constantes), conforme se pode
observar nas figuras 5.14a e 5.14d, respectivamente. As deformag¢des variam em alta
freqiiéncia ao longo de uma longa faixa de variagdo, entre o valor de 0,04 e zero. Para os
sistemas com amortecimento numérico p,, = 0,8 e p,, = 0,6, 0 sistema comporta-se bem,
apresentando grandes dissipacdes numéricas da energia total e do momento angular, sendo
reduzidos em 77% e 42% dos seus valores para p,, = 0,8, respectivamente; e em 84% e
59% dos seus valores para p, = 0,6, respectivamente; conforme figuras 5.14b, 5.14c,
5.14e e 5.14f. As deformacgdes apresentaram melhor comportamento, sendo dissipadas
numericamente em uma curva suave e continua ao longo do tempo analisado. Estas eram
da ordem de 0,035 inicialmente, sendo reduzidas em 83% para p,, = 0,8, € em 88% para
P = 0,6; conforme figuras 5.14h e 5.141. Note que estas deformacgdes iniciais s20 maiores
que as deformagdes verificadas para o pé€ndulo rigido. O sistema convergiu bem tanto nos

casos amortecidos quanto do caso ndo amortecido; conforme figuras 5.14j, 5.14k e 5.141.

Conclusao: Considerando-se o péndulo eldstico e o esquema de integracdo de
Newmark, o sistema se manteve estivel na maioria dos casos (mesmo sem amortecimento
numérico), apesar de terem dissipado demasiadamente as amplitudes e os periodos dos
deslocamentos, velocidades a aceleragdes; assim como a energia total, 0 momento angular

e a deformacao.
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Figura 5.15 — O Péndulo Elastico. Solu¢do com o esquema a-Bossak.

Para o esquema o de Bossak sem dissipacdo numérica, percebe-se que o0s
deslocamentos (5.15a) e velocidades (5.15d) permaneceram estdveis e controlados durante
todo o intervalo de tempo analisado. As aceleracdes permaneceram estdveis dentro de um
limite de amplitude, porém apresentaram disfun¢des de freqiiéncia localizadas, conforme
figura 5.15g. Para os amortecimentos numéricos p,, = 0,8 € p, = 0,6, 0 sistema também
se comportou de forma satisfatéria, corrigindo-se as disfungdes apresentadas para as
aceleracdes no caso sem amortecimento e introduzindo erros de dissipacdo numérica
praticamente nulos (dissipacdo numérica de baixas freqiiéncias), bem menores que para o
algoritmo de Newmark, conforme se observa nas figuras 5.15b, 5.15c, 5.15e, 5.15f, 5.15h e

5.15i.
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Observa-se que, para o sistema o de Bossak sem amortecimento numérico, a
energia total e o momento angular do sistema permanecem delimitados dentro de uma
estreita faixa constante e linear (os valores sdo quase constantes), conforme pode-se
observar nas figuras 5.16a e 5.16d, respectivamente. As deformagdes variam em alta
freqii€ncia ao longo de uma longa faixa de variagdo, entre o valor de 0,04 e zero. O
objetivo numérico, nesse caso, seria dissipar ao maximo as altas freqiiéncias; o que

podemos observar no fenomeno da deformacgdo para os casos amortecidos (p, = 0,8 e

Poo

de 0,02; conforme se observa nas figuras 5.16h e 5.16i.

Figura 5.16 — O Péndulo Elastico. Solu¢do com o esquema a-Bossak.
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= 0,6), onde o sistema delimita-se por curvas assintotas tendendo a um valor constante

Considerando-se esses mesmos




amortecimentos numéricos para a energia total e para o momento angular, percebe-se que a

pequena oscilagdo de alta freqiiéncia foi dissipada, e os erros numéricos introduzidos foram

muito pequenos (menores que os erros introduzidos com o método de Newmark);

atingindo uma reducdo em torno de 5% para a energia total (p, = 0,6) e 1% para o

momento angular (p, = 0,6); conforme se pode observar nas figuras 5.16c e 5.16f. O

sistema convergiu sem erros no caso sem amortecimento e apresentou pequenas

perturbacdes iniciais nos casos amortecidos, conforme figuras 5.16j, 5.16k e 5.161.

Conclusdo: Considerando-se o péndulo eldstico e o esquema de integracdo a de

Bossak, o sistema se manteve estivel em todos os casos, dissipando bem as altas

freqiiéncias e muito pouco as baixas freqii€ncias. Ocorreram ainda pequenos erros de

dissipacdo numérica introduzidos (da ordem de 1 a 5%) pela dissipagdo das altas

freqliéncias. As aceleracdes ainda levaram um bom intervalo de tempo para serem

corrigidas e o sistema apresentou pequenas perturbacdes de convergéncia inicial para os

casos amortecidos

. No geral, o algoritmo se comportou melhor que Newmark.
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Figura 5.17 — O Péndulo Elastico. Solu¢do com o esquema a-Hilber (modo 1).
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Para o esquema o de Hilber, percebe-se um bom comportamento nas respostas

transientes (deslocamentos, velocidades), dissipando as altas frequéncias e conservando as

baixas frequéncias, mesmo no caso sem amortecimento numérico (p,, = 1), conforme

observa-se nas figuras 5.17a a 5.17f. Para as aceleracdes, o sistema apresentou pequenas

disfungdes localizadas em alta freqiiéncia, nio apresentando porém, crescimento

desmedido da solugd@o. A introducdo do amortecimento numérico corrigiu essas disfuncdes

localizadas, conforme observa-se nas figuras 5.17g, 5.17h e 5.171.
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Figura 5.18 — O Péndulo Elastico. Solu¢do com o esquema o-Hilber (modo 1).
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O sistema a de Hilber sem amortecimento numérico comportou-se de forma
bastante similar ao sistema o-Bossak. Considerando-se os dois amortecimentos numéricos,
a diferenca bdsica entre esses sistemas é quanto aos erros de dissipacdo numérica
introduzidos para a energia total e 0 momento angular que sdo praticamente imperceptiveis
(menores que em a-Bossak). Quanto a convergéncia, a introdu¢cdo do amortecimento
numérico provocou perturbacdes em praticamente todo o intervalo analisado, no caso

Ps = 0,8; e no inicio do intervalo de tempo para p,, = 0,6, conforme figuras 5.18j, 5.18k

e 5.181.

Conclusdo: Considerando-se o péndulo eldstico e o esquema de integracdo a de
Hilber, percebe-se que esse sistema comporta-se de forma muito semelhante ao sistema a-
Bossak; introduzindo, porém, menores erros de dissipacdo numérica para as altas
freqii€ncias. O sistema apresenta pequenas perturbacdes na sua convergéncia (controladas

e delimitadas) para os casos amortecidos.
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Figura 5.19 — O Péndulo Elastico. Solu¢do com o esquema a-generalizado (modo 1).
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Para o esquema a-generalizado, a dissipacdo das altas freqii€ncias localizadas das
aceleracdes nao foi eficaz para o caso sem amortecimento € com amortecimento p,, = 0,8,
comportando-se de forma inferior ao método a-Hilber (anterior), conforme figuras 5.19g,
5.19h e 5.19i. J4 para o amortecimento p., = 0,6 as disfungdes localizadas foram

dissipadas e as baixas freqii€éncias mantidas.
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Figura 5.20 — O Péndulo Eléstico. Solu¢do com o esquema a-generalizado (modo 1).

Percebe-se que, a diferenca basica entre os resultados numéricos desse algoritmo e

os resultados do algoritmo anterior (a-Hilber) € quanto as dissipacOes das deformagdes que
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foram melhor dissipadas no caso o-Hilber (dissipacdes numéricas de alta freqii€ncia),

conforme observa-se nas figuras 5.20g, 5.20h e 5.20i.

Conclusdo: Considerando-se o péndulo eldstico e o esquema de integracdo o-

generalizado, percebe-se que esse sistema comporta-se de forma muito semelhante aos

sistemas a-Bossak e a-Hilber, anteriormente apresentados.
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Figura 5.21 — O Péndulo Eléstico. Solu¢do com o esquema energia-momentum

Para o

generalizado.

esquema energia-momentum generalizado,

percebe-se um bom

comportamento nas andlises transientes dos deslocamentos e velocidades (figuras 5.21a a

5.21f), mantendo as baixas freqiiéncias bastante estdveis tanto para os casos amortecidos

quanto para oS

Casos

nao-amortecidos.

As aceleracOes continuam apresentando

perturbacdes em alta freqiiéncia localizadas, sendo entdo corrigidas para o amortecimento

P = 0,6, a exemplo do método a-generalizado.
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generalizado.

tempa (s)

Para este caso, percebe-se que as pequenas perturbacdes de alta freqii€ncia para a

Figura 5.22 — O Péndulo Eléstico. Solu¢do com o esquema energia-momentum

de uma reta) tanto para o caso amortecido, quanto nao amortecidos (figuras 5.22a a 5.22f).
mantido entre 2 ou 3 ao longo do intervalo analisado; conforme se observa nas figuras

Ja as perturbacdes de convergéncia aumentaram, ficando o nimero de iteracdes sempre
5.22j,5.22k e 5.221.

energia total e momento angular j4 praticamente ndo existem mais (aproximando o gréafico



Conclusdo: Considerando-se o péndulo eldstico e o esquema de integracdo energia-
momentum generalizado, conclui-se que, apesar das oscilacdes de convergéncia serem
maiores que nos outros 4 casos anteriormente estudados, esse é o método que melhor se
comporta, dissipando mais as altas freqii€ncias, introduzindo os menores erros de
dissipacdo numérica (apds dissipadas as altas freqiiéncias) e dissipando menos as baixas

freqiiéncias.

5.4 — Sistema com 5 massas concentradas ligadas por barras rigidas

Este exemplo foi analisado por CRISFIELD & SHI [1994]. Trata-se de um sistema
composto por 5 massas concentradas conectadas por meio de fios leves e inextensiveis. As
caracteristicas geométricas e fisicas, as condic¢des iniciais, as condicdes de contorno e

demais dados do problema encontram-se na Figura 5.23.

1

1=100cm, p,A,=1kgem™', EA =10'"N, @, = 1rad/s

2m i
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Figura 5.23 — Sistema com 5 massas concentradas ligadas por barras rigidas e leves.
Como condig¢des iniciais impde-se uma velocidade angular constante, w, = 6, =
1rads™!, em torno de um eixo que contém o pélo B (né 5) paralelo ao eixo z, e aceleragio

angular nula, ay = 6, = 0. Este sistema foi discretizado com 4 elementos de barra bi-
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articulado 2D, possui 5 n6s e 10 graus de liberdade livres. Nao ha nés restringidos. Nao se
leva em conta a ac¢do gravitacional, portanto, a energia potencial total e 0 momento angular
mantém-se constantes ao longo do tempo. Devido as condi¢des iniciais e de contorno, este
sistema descende na dire¢do vertical, eixo y, e rotaciona em torno de um eixo paralelo ao
eixo z que contém o centro de massa do sistema. Portanto, estd sujeito a grandes rotacdes
no plano xy. A energia potencial total é dada por m, = 22ml?w3 = 0,11 X 108Nm, e o
momento angular em relagio ao pdlo B (n6 5) é dado por H, = 44ml?w, = 22 X
108Nms. As componentes dos vetores deslocamento, velocidade e aceleracdo do pélo A

(n6 1) sdo dadas por:

Uy, = 21(1 — coswyt) Uy = —2l(wot + senwyt)
Uy = 2lwosenwyt Uy = —2lwg(1 + cosw,t)
ily; = 2lw3coswyt iy, = 2lwgsenwyt

21T

Por outro lado, o periodo deste sistema € dado por T =—= 6,28s, que
0

corresponde a um giro de 360° do sistema rigido. Foi adotado um passo de tempo de
At = 0,1s. Fez-se a andlise para um intervalo de tempo de 30s, ou aproximadamente 5
ciclos, adotando os valores de p, =1, p, = 0.8 € p,, = 0.6 para o raio espectral. A

seguir, apresentam-se os resultados numéricos para este exemplo.
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Figura 5.24 — Sistema com 5 massas concentradas. Solu¢do com o esquema de Newmark.

Para o sistema de 5 massas concentradas conectadas por uma barra rigida, observa-

se os seguintes resultados numéricos:

Para o caso sem amortecimento numérico (p, = 1), verifica-se o crescimento
anormal e descontrolado dos deslocamentos, velocidades a aceleragdes a partir do instante
At = 6s, conforme se observa nas figuras 5.24a, 5.24d e 5.24g. J4 para os amortecimentos
numéricos p, = 0,8 e p,, = 0,6, verifica-se o controle dos crescimentos desmedidos dos
casos sem amortecimento. Porém, comparando-se a solu¢do numérica com a solugdo
tedrica, verificam-se grandes erros de periodo e amplitude introduzidos pela dissipagcdo

numérica, conforme figuras 5.24b, 5.24c, 5.24e, 5.24f, 5.24h e 5.241.
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Figura 5.25 — Sistema com 5 massas concentradas. Solu¢do com o esquema de Newmark.

Dando continuidade a analise do sistema de 5 massas concentradas (Newmark),
para o sistema sem amortecimento, verifica-se o crescimento desmedido da solugdo para a
energia total, momento angular, deformacdes e nimero de iteragdes apds decorridos 6
segundos do instante inicial; conforme figuras 5.25a, 5.25d, 5.25g e 5.25j, respectivamente.
A introdu¢do dos amortecimentos numéricos p,, = 0,8 e p,, = 0,6 controla o crescimento
desmedido da solucio, verificado para o caso anterior (dissipa as altas freqiiéncias), porém,
introduz grandes erros de dissipacdo numérica na resposta. A energia total foi dissipada em

17%, o momento angular em 20% e as deformacdes em 60%, conforme se observa nas
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figuras 5.25b, 5.25¢, 5.25e, 5.25f, 5.25h e 5.25i. Para o caso

convergiu bem em ambos 0s casos.
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Figura 5.26 — Sistema com 5 massas concentradas. Solu¢do com o esquema o-Bossak.

Para o esquema a de Bossak sem amortecimento, percebe-se que o sistema continua

a ter um crescimento patolégico para os deslocamentos, velocidades e aceleracdes; a partir

do instante 7 segundos (note que este método de integracdo demorou um pouco mais para

apresentar um crescimento desmedido da solu¢do do que o método de Newmark),

conforme se observa nas figuras 5.26a, 5.26d e 5.26g. Considerando-se os amortecimentos

numéricos p,, = 0,8 € p, = 0,6, 0 sistema corrige os crescimentos patoldgicos ocorridos,

aproximando-se, quase que na sua totalidade, da solucdo tedrica exata para este problema,

ndo se percebendo erros de periodo ou amplitude (dissipou todas as altas freqii€ncias e ndao
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5.26i.
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Figura 5.27 — Sistema com 5 massas concentradas. Solu¢do com o esquema a-Bossak.

A exemplo da figura 5.26, para o sistema sem amortecimento numérico (P, = 1), 0
sistema apresenta crescimento desmedido da solug@o a partir do instante de 7 segundos,
conforme se observa nas figuras 5.27a, 5.27d, 5.27g e 5.27j. Considerando-se os
amortecimentos numéricos p,, = 0,8 e p, = 0,6, 0 sistema corrige 0s crescimentos
patolégicos ocorridos, aproximando-se, quase que na sua totalidade, da solucdo tedrica
exata para este problema. A energia total e o momento angular tiveram pequena
perturbacdo inicial (até aproximadamente o instante de 3 segundos) permanecendo linear
apos dissipadas as altas freqii€ncias. O decaimento da energia total e do momento angular

nesse caso € muito pequeno, conforme observa-se nas figuras 5.27b, 5.27c, 5.27e e 5.27f,
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. - . 6 .
respectivamente. As deformacdes ocorridas foram da ordem de 1 x 10 e se mantiveram
constantes, apesar de sofrerem pequena perturbacao inicial, conforme figuras 5.27h e 5.27i.
O sistema convergiu bem para ambos os casos amortecidos, conforme se observa nas

figuras 5.27k e 5.271.

Conclusdo: Considerando-se o sistema de 5 massas ligadas através de uma barra
rigida analisadas pelo método a-Bossak, conclui-se que, para o sistema ndo amortecido o
sistema apresentou um crescimento desmedido da solugdo a partir do instante de,
aproximadamente, 7 segundos (um pouco mais que o ponto de explosdo do sistema de
Newmark). J4 para o sistema com amortecimento numérico, as respostas obtidas foram
bastante satisfatorias, aproximando-se bastante da resposta tedrica exata; apresentando
apenas, alguns casos localizados de perturbagdes iniciais para a energia total, momento

angular e deformacgdes.
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Figura 5.28 — Sistema com 5 massas concentradas. Solu¢ao com o esquema o-Hilber

(modo 1).
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Para o sistema a-Hilber sem amortecimento, percebe-se o crescimento desmedido
da solucdo das respostas transientes a partir do instante 4 segundos, conforme figuras
5.28a, 5.28d e 5.28g. A introdu¢do da dissipacdo numérica controla esse crescimento
desmedido, estabelecendo um comportamento para o sistema numérico muito proximo do
comportamento da solucdo exata, conforme figuras 5.28b, 5.28c, 5.28e, 5.28f, 5.28h e
5.28i.
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Figura 5.29 — Sistema com 5 massas concentradas. Solu¢do com o esquema a-Hilber

(modo 1).
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Para o esquema a-Hilber, percebe-se um crescimento desmedido da solucdo a partir

do instante 6 segundos nos casos sem amortecimento, no que diz respeito ao

comportamento da energia total, do momento angular, das deformacdes e da convergéncia,

conforme figuras 5.29a, 5.29d, 5.29g e 5.29j. A introducdo do amortecimento numérico

estabeleceu uma boa convergéncia do sistema e minimas dissipagdes das baixas

freqiiéncias para a energia total e momento angular; introduzindo dissipacdes inferiores a

1%, conforme observa-se nas figuras 5.29b, 5.29¢, 5.29¢, 5.29f,
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Figura 5.30 — Sistema com 5 massas concentradas. Solu¢ao com o esquema a-generalizado

(modo 1).

Para o esquema o-generalizado sem dissipacdo numérica, observa-se o crescimento

desmedido da solug@o a partir do instante 7 segundos, conforme figuras 5.30a, 5.30d e

5.30g. A introducdo da dissipacdo numérica controlou as altas freqiiéncias e manteve as

baixas freqii€ncias.
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Figura 5.31 — Sistema com 5 massas concentradas. Solu¢ao com o esquema a-generalizado

(modo 1).

Para o esquema a-generalizado, no que diz respeito ao comportamento na energia
total, momento angular, deformacdes e convergéncia, conclui-se que: Para o sistema sem
amortecimento, 0 mesmo se comportou de forma similar aos sistemas anteriores (a-Bossak,
a-Hilber e a-generalizado). Entretanto, considerando-se o amortecimento numérico
(p = 0,6), verifica-se que a energia total foi demasiadamente dissipada, reduzindo-se em
torno de 17% do seu valor inicial; conforme figura 5.31c. O momento angular e as
deformacdes tiveram uma perturbac@o inicial um pouco maior que nos casos anteriores,

sendo entdo linearizadas e mantidas controladas, conforme figuras 5.31e, 5.31f, 5.31h e
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5.311, respectivamente. O sistema convergiu bem, apesar de ter apresentado pequenas

perturbacdes para o amortecimento p,, = 0,8, conforme figuras 5.31k e 5.311.

Conclusdo: Considerando-se o sistema de 5 massas concentradas analisadas pelo

método a-generalizado, conclui-se que, para o sistema ndo amortecido o comportamento

do sistema € bem semelhante aos casos anteriores; enquanto que, para 0 amortecimento

numérico p, = 0,6, o sistema dissipou demasiadamente a energia total. Portanto, conclui-

se que, o método a-generalizado, para este caso, obteve performance inferior aos métodos

o-Bossak e a-Hilber.
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Figura 5.32 — Sistema com 5 massas concentradas. Solu¢do com o esquema energia-

Para o esquema de integracdo de energia-momentum generalizado, percebe-se que:

As disfungdes que existiam para o sistema sem amortecimento numérico (no que diz

respeito aos deslocamento, velocidades e aceleragdes) foram corrigidas, restando apenas
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disfungdes de freqiiéncia localizadas para as aceleracdes (porém, sem apresentar um
crescimento patolégico e mantendo a macro amplitude e periodo do sistema); conforme se
observa nas figuras 5.32a, 5.32d e 5.32g. Os sistemas amortecidos mantiveram o bom
comportamento dos esquemas de integracdo anteriores, aproximando-se bastante da

solugdo tedrica exata deste problema (figuras 5.32b, 5.32c, 5.32¢, 5.32f, 5.32h e 5.321i).
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Figura 5.33 — Sistema com 5 massas concentradas. Solu¢do com o esquema energia-

momentum generalizado.

Observa-se ainda que apesar do bom comportamento do sistema numérico sem

amortecimento, o0 mesmo apresentou crescimento desmedido para o caso das deformacoes,
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conforme Figura 5.33g. A convergéncia no caso ndo-amortecido foi um pouco perturbada,
enquanto que para os casos amortecidos foi constante e estdvel, convergindo com 4
iteragdes. A energia total e o momento angular tiveram as altas freqii€ncias controladas e
as minimas freqii€ncias mantidas, conforme desejado (Figuras 5.33a, 5.33b, 5.33c, 5.33d,

5.33e e 5.331).

Conclusao: De todos os métodos de integracdo numérica analisados para o sistema
de 5 massas concentradas, o método energia-momentum generalizado foi o que se
comportou melhor, segundo as caracteristicas desejdveis de dissipar mais as altas
freqiiéncias e menos as baixas freqiiéncias. Percebe-se que, mesmo sem se considerar o
amortecimento numérico, o sistema se comportou bem ndo apresentando crescimento
desmedido da resposta na maioria das caracteristicas estudadas, além de aproximar-se

bastante da solucdo exata.

76



CAPITULO 6

CONCLUSOES E SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

6.1- Conclusoes

O principal objetivo deste trabalho foi comparar a performance de 5 esquemas de
integracdo temporal que se baseiam em modificagdes do esquema de Newmark, em geral.
Introduziram-se dissipacoes numéricas nos exemplos a fim de estudar o seu
comportamento no que diz respeito as mdaximas dissipacdes numéricas das altas
freqiiéncias, minimas dissipacdes numéricas das baixas freqii€ncias, conservacido da
energia total, estabilidade numérica e convergéncia dos sistemas estudados (pé€ndulo
rigido, péndulo eléstico e sistema de 5 massas concentradas conectadas por uma barra

rigida e leve).

Dos exemplos analisados no capitulo anterior, podemos concluir que

e Ao incluirmos a dissipacdo numérica, os métodos de Newmark, a de Bossak, a de
Hilber e a Generalizado, comportaram-se numericamente estaveis, porém nao para

qualquer valor adotado para os parametros de dissipaco;

¢ O método energia-momentum generalizado foi o que obteve melhor performance
dos 5 métodos estudados, dispensando-se, na maioria dos casos, 0 amortecimento

numérico para dissipar as altas freqii€ncias.

e Para o caso do sistema de 5 massas conectadas por uma barra rigida amortecido, o
método a-generalizado foi atipico, obtendo performance inferior aos métodos de
Newmark, o-Bossak e a-Hilber, no que diz respeito a dissipacdo excessiva da
energia total do sistema. Para os casos anteriores (péndulo rigido e péndulo
elastico), as melhores performances, em ordem crescente, foram: Newmark, o-

Bossak, a-Hilber, a-generalizado e Energia-momentum generalizado.
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e A principal desvantagem do método de Newmark é a excessiva dissipacdo que
implica em erros de periodo e de amplitude muito grandes, isto €, também dissipa
de maneira excessiva as baixas freqii€ncias (assim como ocorre em casos pontuais

para os esquemas de a-Bossak e a-Hilber, principalmente);

e A introducdo da conservacdo algoritmica da energia dentro do esquema de
Newmark (método energia-momentum) garantiu a estabilidade numérica em regime

nao-linear, além de dissipar as altas freqii€ncias;

¢ Quando feita uma boa escolha dos pardmetros de dissipa¢do, o0 método de energia-
momentum generalizado garantiu a estabilidade incondicional (mesmo sem

considerar o amortecimento numérico), assim como dissipou as altas freqiiéncias;

e A principal desvantagem do método de energia-momentum generalizado € que o

mesmo possui precisdo de primeira ordem;

e A desconsideragdo do amortecimento na equacdo dindmica do movimento ¢é
essencial para o estudo desses algoritmos, ndo se confundindo assim, dissipacao

viscosa com dissipa¢cdo numérica.

E importante frisar que, mesmo que o método energia-momentum generalizado
(EMGQG) tenha obtido bons resultados para os exemplos aqui propostos, isto ndo garante o

bom comportamento do mesmo frente a outros problemas de anélise dindmica nao-linear.

6.2- Sugestoes para trabalhos futuros

A escolha dos pardmetros a,,, @r, B e y aleatéria que garanta a estabilidade

incondicional utilizando o método de energia-momentum generalizado é tema aberto a
futuras pesquisas.

Outros tipos de dissipacdo numérica, como, por exemplo, a dissipacdo numérica de
ARMERO F., PETOCZ E.; devem ser introduzidas nesses problemas para verificar a
estabilidade numérica dos algoritmos que ndo se comportaram de maneira satisfatéria em

cada um dos 3 casos estudados.
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Outro fator de relevante estudo seria introduzir o amortecimento Vviscoso na
obtencdo do vetor de forcgas internas e da matriz de rigidez tangente para anélise do método
energia-momentum generalizado, comparando-se 0 mesmo com a resposta exata do

fenOmeno.

A introducdo da nao-linearidade fisica (com plasticidades localizadas no elemento
de barra) nos métodos mais estdveis, assim como a utilizacdo de outros tipos de

deformacao também pode ser objeto de futuros trabalhos.

Finalmente, concluimos que existe a necessidade de se investigar novos algoritmos
que possam superar algumas limitacdes que existem em boa parte dos esquemas aqui
estudados, principalmente, com respeito a necessidade de se obter a estabilidade

incondicional.
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