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Resumo

Sejam G um grupo finito e R um subanel de C que contém Z. Richard
Brauer demonstrou que uma funcao de classe de G' € um R-carater gene-
ralizado se, e somente se, sua restricao a qualquer subgrupo elementar de
G é uma R-combinacao linear de caracteres irredutiveis desse subgrupo.
Ele também demonstrou que todo carater irredutivel de G pode ser es-
crito como uma Z-combinacao linear de caracteres obtidos por inducao
sobre caracteres lineares de subgrupos elementares de GG. Nesta disserta-
¢ao, apresentamos as demonstragoes destes dois fundamentais teoremas
seguindo o livro de Isaacs.

Em seguida, demonstramos dois resultados que aprimoram o segundo
Teorema de Brauer. O primeiro, devido a Wilde, considera a hipdtese
adicional que o grupo ¢ soluvel e o segundo, demonstrado por van der
Waall, considera o caso de caracteres nao principais.

Para finalizar, apresentamos algumas aplicacoes desses importantes
Teoremas de Brauer. Vamos definir uma particular funcao de classe e
mostrar que um multiplo apropriado dessa funcao é um carater generali-
zado. Esta funcao de classe aparece em vérios problemas computacionais

e apresentamos um deles. Em particular, vamos mostrar que os grupos
PSp(4,3) e Sp(4,3) nao sao (2, 3)-gerados.



Abstract

Let G be a finite group and R be a subring of C such that Z C R. Richard
Brauer showed that a class function of GG is a R-generalized character if|
and only if| its restriction to any elementary subgroup of G is a R-linear
combination of irreducible characters of this subgroup. Moreover, he
showed that every irreducible character of G can be written as a Z-linear
combination of characters obtained by induction from linear characters
of elementary subgroups of GG. In this dissertation, we will present the
proof of these fundamental theorems following Isaacs’ book.

Afterwards, we will prove two results that improve the second Brauer’s
Theorem. The first one is a result of Wilde, obtained adding the hypothe-
sis that the group is solvable. The second result, estabilished by van der
Waall, considers characters that are not principal.

To conclude, we will present some applications of these important
theorems due to Brauer. We will define a particular class function and
show that an appropriate multiple of this function is a generalized cha-
racter. This class function appears in many computational problems and
we will present one of them. In particular, we will show that the groups
PSp(4,3) and Sp(4,3) are both not (2, 3)-generated.
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Introducao

O objetivo desta dissertacao é estudar dois importantes teoremas de R.
Brauer sobre os caracteres de um grupo finito. A demonstracao desses
teoremas sera dada seguindo o livro de Isaacs [8] e difere da demonstragao
original do proprio Brauer.

Iniciamos apresentando o conceito de representacao complexa de um
grupo finito e observamos que essa representacao é determinada, a menos
de equivaléncia, por seu cardter. Assim, no decorrer do primeiro capitulo
apresentamos alguns resultados sobre a teoria dos caracteres de grupos
finitos, em particular, sobre a teoria de Clifford para inducao de caracte-
res de subgrupos normais de um grupo finito. Estudaremos também as
propriedades dos grupos elementares e quase-elementares.

No segundo capitulo, vamos demonstrar os Teoremas de Brauer. No
Teorema de Brauer sobre caracterizacao dos caracteres, obtemos que uma
dada funcao de classe é um carater generalizado se, e somente se, sua
restricao a qualquer subgrupo elementar é um carater generalizado. No
Teorema de Brauer sobre caracteres induzidos, vamos demonstrar que
qualquer carater irredutivel de um grupo finito GG pode ser escrito como
uma Z-combinagao linear de caracteres induzidos de subgrupos elementa-
res de G. Na secao 2.2, vamos apresentar um resultado de van der Waall
[18] em que consideramos uma hipotese adicional ao carater, exigindo
que ele seja nao principal. Mostramos que podemos escrevé-lo como uma
Z-combinacgao linear de caracteres monomiais de GG, onde cada carater
monomial nao contém 1 como componente irredutivel. Na secao 2.3,
apresentamos um resultado de Wilde [19] em que consideramos G um
grupo soluvel. Neste caso, vamos demonstrar que o grau de qualquer

carater irredutivel de G divide |G : E|, onde E é um subgrupo elementar



de G que contribui para escrevermos o carater como soma de caracteres
induzidos.

No terceiro capitulo, apresentamos algumas aplicacoes dos Teoremas
de Brauer. Para as secoes 3.1 e 3.2, temos como referéncia um artigo de
Isaacs 9], no qual uma particular fun¢ao de classe sera de extrema im-
portancia. Vamos mostrar que um miltiplo adequado desta funcao é um
carater generalizado. Na secao 3.3, apresentamos uma aplicacao compu-
tacional, onde utilizamos a funcao de classe definida na secao 3.1 para

demonstrar que os grupos PSp(4,3) e Sp(4,3) nao sdo (2, 3)-gerados.



Capitulo 1

Preliminares sobre a teoria dos

caracteres

Neste capitulo iremos apresentar alguns conceitos basicos da teoria or-
dinaria dos caracteres de grupos finitos, conceitos que iremos usar em
capitulos sucessivos. Nossa referéncia principal é o livro de Isaacs [8]. O

leitor pode também consultar [3] e [7].

1.1 - Representacoes de Grupos e Caracteres

Definicao 1.1. Sejam G um grupo finito, V um C-espaco vetorial de
dimensao finita e GL(V') o grupo dos automorfismos de V. Uma C-

representa¢do de G é um homomorfismo ® : G — GL(V).

Definigao 1.2. Sejam V e W espagos vetoriais sobre C de dimensao finita
e sejam ©; : G — GL(V) e &3 : G — GL(W) duas C-representagoes
de G. Dizemos que ®; e &, sao equivalentes se existe um isomorfismo

7:V — W tal que para todo g € G e todo v € V temos
®i(g) v = (T71®s(g)7) - v.

Se V' tem dimensao n, entao escolhendo uma base de V' obtemos uma

representacao matricial
d: G — GL(n,C),

em que GL(n,C) denota o grupo das matrizes inversiveis n X n com
entradas em C. Observamos que se mudamos a base de V obtemos

representagoes equivalentes.



1.1. Representacoes de Grupos e Caracteres

Em geral, nao é simples descrever a matriz de uma representagao. Por
outo lado, considerando apenas os tracos dessas matrizes conseguimos

informacoes necessérias para obter resultados sobre um dado grupo finito.

Definicao 1.3. Seja ® uma C-representacao de G. O C-cardter de G
determinado por ® ¢ a funcao x : G — C dada por x(g) = Tr(®(g)).

O carater determinado por uma representacao nao depende da escolha
da base de V, pois representacoes equivalentes determinam o mesmo
carater.

Como a caracteristica de C é zero, observamos que a fungao constante
zero nao ¢ um C-carater pois x(1) = Tr(®(1)) = Tr(Id) = n, onde &
¢ uma C-representacao de GG que determina o carater y. Neste caso,

dizemos que x(1) é o grau de Y.
Definicao 1.4.
(i) Um carater é dito linear se tem grau 1.

(ii) A fungdo 1g : G — C definida por 15(g) = 1, para todo g € G é um
carater de GG, pois é o traco do homomorfismo ® : G — C definido

por ®(g) = 1. O carater 15 é chamado de C-cardter principal.

Denotaremos por Lin(G) o conjunto formado pelos caracteres lineares
de G.

Lema 1.5. Se ® ¢ uma C-representacao de G e x € o cardter associado,

entao x € constante sobre as classes de conjugacao de G.

Demonstracdo. Primeiramente notamos que se P ¢ nao singular, entao
Tr(P~'AP) =Tr(PP'A) =Tr(A).
Sejam g, h € G,

x(h™lgh) = Tr(®(h~'gh)) = Tr(2(h=")®(g)(h))
= Tr(

Portanto, para todo g € GG, a fungao x é constante sobre a classe de

conjugacao Cl(g) de G que contém g.



1.1. Representacoes de Grupos e Caracteres

Observamos que se ®; e 5 sao C-representacoes de G de grau n; e

ng respectivamente, entao a funcao ¢ defininda por

é também uma C-representagao de G' de grau n; + ns. Isso prova que o

conjunto dos C-caracteres de G é fechado por adicao pois,
Tr(®(g)) = Tr(®1(g)) + Tr(P2(g))-
De agora em diante, usaremos a palavra carater em vez de C-carater

e a palavra representacao em vez de C-representacao.

Agora vamos associar uma algebra ao grupo finito G e mostrar como

podemos identificar representagoes dessa algebra com representacoes de

G.

Definicao 1.6. Seja G um grupo finito. O conjunto
ClG] = {Zagg; ag € C}
geG

é chamado de dlgebra de grupo associada a G. As operagoes em C[G] sao

definidas da seguinte forma

Za99+ Zbgg = Z (ag +bg)g

9€G g€G geG
(Z agg) . <Z bgg) = chg, onde ¢, = Z anby
geG geG geG h,keG
hk=g
A <Z agg> = Z (Aag)g, A e C.
geG geqG

Se identificarmos cada g € G com o elemento Z a,x € C[G], onde
xelG

1, sex=g .
ay = , podemos assumir que G C C[G].
0, sex#yg

Se & : G — GL(V) é uma representacao de GG, podemos estender ®
a C[G] definindo o homomorfismo & : C[G] — Endc(V) por

(i(z agg) = Z ag®(9),

geG geqG



1.1. Representacoes de Grupos e Caracteres

entdo ® é uma representacio de C[G]. Reciprocamente, se

d : C[G] = Endc(V)
¢ uma representacao de C[G], podemos restringir ® a uma representacio
®: G — GL(V). Dessa forma, podemos identificar ® com ®.
Notamos que podemos definir o carater ¥ : C[G] — C da seguinte

forma,

KO agg) =Tr(@(D as9)).

9eG geqG
Descreveremos agora como associar a uma representacao um C[G]-
modulo e vice-versa.
Se & : G — GL(V) é uma representacio de G, para v € V, defina
(Z agg)v = Z ag®(g)v, entdo V é um C[G]-moédulo. De forma anéloga,

geG geG
se V' & um C|[G]-mddulo de dimensao finita (como C-espago), para cada

g € G defina g, : V — V por g1,(v) = gv, entdo ® : G — GL(V) definida
por ®(g) = g1 é uma representacao de G.

Pelo Lemma 1.2 em [3|, observamos que modulos isomorfos corres-
pondem a representacoes equivalentes e vice-versa.

Pelo Teorema de Maschke, |8, Theorem 1.9], a algebra C[G] é semi-
simples, ou seja, cada C[G]-modulo pode ser escrito como soma direta
finita de modulos irredutiveis, onde um moédulo é dito irredutivel se nao
contém submoédulos proprios. Podemos entao considerar um conjunto
representativo dos C[G]-modulos irredutiveis .# (C[G]) = {M,, ..., M,}
e para cada M; consideramos a representacao ®; associada como foi des-
crito anteriormente. O carater x; associado a ®; (ou seja, a M;) é dito
irredutivel e denotamos por Irr(G) = {x1, ..., Xn} 0 conjunto dos carac-
teres irredutiveis de G. Claramente Lin(G) é contido em Irr(G).

Observacao 1.7. Como a soma de caracteres é um carater, que cor-
k

responde & soma dos C[G]-modulos associados, segue que x = E N
i=1
é um caréter, onde os n;’s sao inteiros nao negativos e nem todos nu-

los. Reciprocamente, se ® ¢ uma representacao que corresponde a um
modulo V' e x é o cardter associado, podemos decompor V' como soma
direta de modulos irredutiveis e portanto x é a soma dos correspondentes

caracteres irredutiveis.



1.1. Representacoes de Grupos e Caracteres

O centro da algebra C[G] se ralaciona com o grupo G da seguinte

forma.
Teorema 1.8. Se G € um grupo finito, Cly,...,Cl, sio suas classes de
conjugacao e C; = Z z € C[G], entao {C4,...,C,} € uma base para

zeCl;
Z(C[G]) e se CiCj = > a;;,Cy, entdo as constantes multiplicativas a;j,

8G0 tnteiros nao negativos.

Demonstragdo. Ver |8, Theorem 2.4]|.

Vamos descrever algumas das propriedades do conjunto Irr(G).
Teorema 1.9. Seja G um grupo finito.

(i) |[Irr(G)| € igual ao nimero de classes de conjugagao de G e

S v =lal.

x€lrr(G)
(ii) G € abeliano se, e somente se, todo cardter irredutivel de G € linear.

Demonstracdo. Ver [8, Corollary 2.6, 2.7].

Definicao 1.10. Uma funcao de classe de um grupo GG é uma funcao

¢ : G — C que ¢é constante sobre as classes de conjugacao de G.

O conjunto das funcoes de classe de G sera denotado por CF(G).
Observamos que C'F(G) é um espaco vetorial sobre C, cuja dimensao é

igual ao nimero de classes de conjugacao de G.

Teorema 1.11. Toda funcao de classe ¢ de G pode ser expressa na forma
¥ = Z Ax X,
x€Irr(G)

onde o0s a, sao numeros complexos. Em particular, se ¢ é um cardter de

G, entao os a, sao inteiros nao negativos e nao todos nulos.

Demonstragdo. Ver [8, Theorem 2.8|.



1.1. Representacoes de Grupos e Caracteres

Definicao 1.12. Uma Z-combinacao linear dos elementos de Irr(G) é

dita cardter generalizado de G.

Claramente o conjunto dos caracteres generalizados de G é um anel

que contém o conjunto dos caracteres de G.

Teorema 1.13 (Relagao de Ortogonalidade Generalizada). Seja G um
grupo finito. Se Irr(G) = {x1,...,Xn}, entdo para todo h € G temos

que
é > xilgh)x;(g™)

geG

I
g
<.

Demonstracdo. Ver [8, Theorem 2.13].

Quando h = 1 obtemos o seguinte resultado.

Corolario 1.14 (Primeira Relagao de Ortogonalidade).
1 -1
@ ZXi(g)Xj(g ) = 0ij.
geG
Lema 1.15. Seja ® uma representacao de G que determina o cardter x.

Para todo g € G temos:
(a) ®(g) é semelhante & matriz diag(ey, ..., €), ondet = x(1);

(b) Se a ordem de g é |g| = n, entdo €} =1, para todo i =1,...,t;

t

(c) x(9) = e elx(g)| < x(1);

(d) x(g7") = x(9).

Demonstragdo. Ver [8, Lemma 2.15].

Combinando a primeira Relagao de Ortogonalidade e o Lema 1.15(d)
obtemos que
1 -
@ Z Xi(9)x;(9) = di;-
geG

Isto sugere a seguinte definicao.



1.1. Representacoes de Grupos e Caracteres

Definigcao 1.16. Sejam ¢ e 1 funcbes de classe de G, definimos
[-,-]¢ : CF(G) x CF(G) — C por

e, Ve = ﬁ > w(g)(g).

geG

Quando ficar claro pelo contexto, escreveremos apenas [, ¥].

Segue da Primeira Relacao de Ortogonalidade que o conjunto dos
caracteres irredutiveis forma uma base ortonormal para o espaco das
funcgoes de classe.

Na proposicao seguinte listaremos algumas propriedades das funcoes

de classe.
Proposicao 1.17. Sejam ¢, 1, @2, ¥, 1,19 € CF(G) e ¢1, ¢ € C.

(@) (o, ¥]e = ¥, ¢la:

(b) [¢,¢le >0 e [p,vlc =0 se, e somente se, p = 0;
(€) [c11 + oo, Y]a = c1lpr, Y]a + calpa, Ya;

(d) [p, 1t + cxva]a = i, i]e + Clp, ¥ale-

Segue da Proposi¢ao 1.17 que o produto [,] é um produto interno
hermitiano sobre CF(G).

Corolario 1.18. Sejam x e ¢ caracteres (nao necessariamente irredu-
tiveis) de G. Temos que [x,v] = [¥, x] € um inteiro nao negativo e y é

irredutivel se, e somente se, [y, x] = 1.

Demonstracdo. Ver [8, Corollary 2.17].

Teorema 1.19 (Segunda Relagdo de Ortogonalidade). Sejam g, h € G,

temos que

> x(g)x(h) =

x€lrr(G)

- { |ICa(g)| se g é conjugado a h em G

0 caso contrdrio

Demonstragdo. Ver [8, Theorem 2.18|.

Definicao 1.20. Seja y um caréater de GG. O nicleo de x é o conjunto

Ker(x) = {9 € G; x(g9) = x(1)}.



1.1. Representacoes de Grupos e Caracteres

Vejamos algumas propriedades do niicleo de um caréater.

Lema 1.21. Seja x um cardter de G tal que x = Z n;X;. FEntao
xi€Irr(G)

Ker(x) = ﬂ{Ker(Xi);ni > 0}.

Demonstracdo. Se g € Ker(y), entdao x(g) = x(1). Por outro lado, pelo
Lema 1.15 temos que |x;(g)| < xi(1). Assim, devemos ter x;(g) = x:(1),
sempre que n; # 0. Logo Ker(y) C ({Ker(x;);n; > 0}.

Se g € (\{Ker(xi);n: > 0}, entdo g € Ker(y), pois

X9 = D> mxile)= D, na(l) =x(1).
xi€lrr(G) xi€lrr(G)

Portanto, Ker(x) = ({Ker(x;);n; > 0}.

Lema 1.22. Seja ® uma representacao de G que determina o cardter x.
Entao Ker(x) = Ker(®) e portanto, Ker(x) € um subgrupo normal de
G.

Demonstracdo. Se g € Ker(®), entdo ®(g) = Id e portanto, x(g) = x(1).

Reciprocamente, se g € Ker(x), pelo Lema 1.15 temos que

x(1) x(1) x(1)
x(1) =x(g) = ZEi = |Z€i| < Z lei| = x(1).
i=1 i=1 i=1

Donde ¢; = 1, para todo i = 1,...,x(1). Como ®(g) é semelhante a
matriz diag(ei, ..., eyq)) = Id, segue que ®(g) = Id e portanto, g €
Ker(®).

Proposigao 1.23. Seja G um grupo finito e N JG.

(a) Se x é um cardter de G e N C Ker(x), entdo x € constante sobre
. ~ A G .
as classes laterais de N em G e a fungao X : 5 — C definida por

. o , . G
X(Ng) = x(g) € um cardter de 3.

~ . G ~ ~ . .
(b) Se x € um cardter de %, entdo a funcio x : G — C definida por

X(9) = xX(Ng) é um cardter de G tal que N C Ker(x).

(¢) x € Irr(G) se, e somente se, X € Irr($).

10



1.1. Representacoes de Grupos e Caracteres

Observacao 1.24. Como x é constante sobre as classes laterais de N

em G, temos que x(ng) = x(g), para todo n € N.

Corolario 1.25. Seja G um grupo finito com subgrupo comutador G'. O

nidmero de caracteres lineares de G € igual o |G : G'|.

Demonstracdo. Seja ¢ € Lin(G), entdo ¥ define um homomorfismo de

G em um subgrupo de C*. Dessa forma, %(w) < C* e entao %(w) é

ciclico, donde segue que G' C Ker(¢). Observamos que se ¥ # g,
entao 2/31 #+ 2/32, onde 1/;1,2/;2 e lrr (%) De fato,

U1 (G'g) = ¥n(g) # 1alg) = ¥a(G'y),
para algum g € GG. Assim, pela Proposicao 1.23, temos que
G - .
Irr (a) = {¢; ¢ € Lin(G)}.

Portanto, pelo Teorema 1.9, |Lin(G)| = |Irr (&) | = |G : G'].

]
Proposicao 1.26. Sejam x e ¥ caracteres de G. O produto
(x¥)(g) = x(9)¥(9)
¢ também um cardter de G.
Demonstracdo. Ver [8, Corollary 4.2].
]

Corolario 1.27. O conjunto dos caracteres lineares de G é um grupo

que age sobre Irr(G) por multiplicagao.

Demonstracdo. Sejam )y, 19 e ¥ € Lin(G),
(¢1¢2)(1) = ¢1(1)¢2<1) =1,

entao Y1ty € Lin(G) e (Y1¢2)Y(g) = ¥1(¥21)(g). Note que 1g € Lin(G)
e 1 = Y1lg = 1, para qualquer ¢ € Lin(G).

Agora defina ¥ : G — C por ¢(g) = ¥(g). Temos que 1) é o carater
associado a representacio ® : G — C definida por ®(g) = (®(g9)")",

onde ® é uma representacao que determina o carater ¢». Entao

(W¥)(9) = (Y¥)(9) = [¢(9)|* = 1, para todo g € G,
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1.1. Representacoes de Grupos e Caracteres

logo Y1) = 1g. Portanto, Lin(G) é um grupo.
Vejamos que Lin(G) age sobre Irr(G) por multiplicacdo. De fato, se
Y € Lin(G) e x € Irr(G),

o xdl = = 3 x(@)$(0)x @)

@ geG
,—é,| S @)X @)

geG
ﬁzx@@

geG
= xl=1

Portanto, xv € Irr(G).

Considerando G um grupo abeliano finito, vamos demonstrar uma

importante relagdo entre G e o grupo Lin(G).

Teorema 1.28. Se G € um grupo abeliano finito, entdo G € isomorfo a
Lin(G).

Demonstracdo. Pelo Corolary 10.22 em [15]|, temos que G é produto
direto de grupos ciclicos, entao podemos supor sem perda de generalidade
que G é ciclico, pois Lin(H x K) = Lin(H) x Lin(K), pelo Theorem
4.22 em |[8§].

Seja g um gerador de G. Como um carater de GG é determinado por
seu valor em ¢ e este valor deve ser uma raiz |g|-ésima da unidade, temos
que existem no maximo |g| caracteres de G.

Seja ¢ uma raiz |g|-¢ésima primitiva da unidade. Definindo x;(g") = (',
temos que y; ¢ um homomorfismo e portanto um caréater linear. Vejamos
que Y1 tem a mesma ordem de g.

Primeiramente observamos que
al”(g) = (¢ = (k) = 1.

Agora se k é tal que x1%(¢") = 1, para todoi = 1,...,|g|, entdo (¢*)* = 1,
para todo i = 1,...,|g|. Em particular, ¥ = 1 e portanto |g| divide k.
Assim, como |Lin(G)| = |G|, temos que Lin(G) é um grupo ciclico.

Portanto G é isomorfo a Lin(G).

12



1.2. Inteiros Algébricos

1.2 - Inteiros Algébricos

Nesta secao, vamos demonstrar que se x é um carater de um grupo finito
G, entao x(g) € um inteiro algébrico para todo g € G. Esse resultado vai

ser utilizado para mostrar que o grau de qualquer carater irredutivel de
G divide a ordem de G.

Definicao 1.29. Um nimero complexo diz-se inteiro algébrico se é raiz

de um polinémio moénico com coeficientes inteiros.

Lema 1.30. Um numero racional € inteiro algébrico se, e somente se, €

um numero inteiro.

Demonstracdo. Se a € Z, entao a é raiz do polindbmio x — a e portanto
a € um inteiro algébrico. Reciprocamente, suponha que £ com r,s € Z e

mde(r, s) = 1 é raiz do polindomio com coeficientes inteiros
2"+ ap 2" 4 ag, n > 2.
Temos

r\" ryn—1
(—> —l—an_1<—> +t+ag=0
S S

que implica
n __ n—1 n—2 n—1
= —8(ap_ 17" F ApoST" T+ -+ ags" ).

Logo, s | r™ e assim s = £1, pois mdc(r, s) = 1. Portanto, £ € Z.

Teorema 1.31. Seja S um anel tal que Z C S C C. Se S é um Z-mddulo

finitamente gerado, entao todo elemento de S € um inteiro algébrico.

Demonstracdo. Ver [8, Theorem 3.4|.

Corolario 1.32. Os inteiros algébricos formam um subanel de C.

Demonstracdo. Ver [8, Corollary 3.5].

Corolario 1.33. Se x um cardter de G, entao x(g) € um inteiro algé-

brico, para todo g € G.

13



1.2. Inteiros Algébricos

x(1)
Demonstracdo. Seja |g| = n. Pelo Lema 1.15 x(g) = ZQ’ onde ¢; é
i=1
raiz do polinémio 2" — 1 € Z[z]. Logo x(g) ¢ soma de inteiros algébricos

e portanto, pelo Corolario 1.32, x(g) é um inteiro algébrico.

Observacao 1.34. Seja x € Irr(G) e ® uma representagdo que deter-
mina o carater x. Se z € Z(C[G]), pelo Lemma 2.25 em [8] temos que

®(z) = €.1,, para algum ¢, € C. Definimos a fun¢ao

wy : Z(C[G]) —C

2 e,

Observamos que a escolha de €, nao depende da representacao que de-
termina o carater y, pois a Gnica matriz semelhante a €./, é ela mesma.
Além disso, como ® é um homomorfismo, temos que w, também é um
homomorfismo e, em particular, &€ uma funcao C-linear. Portanto, é su-
ficiente definir w, sobre uma base de Z(C|[G]).

Pelo Teorema 1.8, temos que C1,...,C, é uma base para Z(C[G]),
onde C; = Z x. Entao ©(C;) = ec, 1, = wy(C;) 1, e x(C;) = wy (Ci)x(1).

zeCl;
Por outro lado, ®(C;) = &( Z T) = Z ®(z). Dessa forma te-
zeCl; zeCl;
mos que x(C;) = |Cli|x(z;), onde x; é um representante da classe Cl;.
Portanto,
x(z)

Teorema 1.35. Sejam x € Irr(G) e C a soma de uma classe de C[G].

Entao w,(C) é um inteiro algébrico.

Demonstracdo.  Sejam Cly,...,Cl; as classes de conjugacao de G e
Ci,...,Cy as correspondentes somas de classe. Pelo Teorema 1.8, temos
que C;C; = Zazij’U, onde a;j, € Z. Como w, ¢ um homomorfismo,
segue que

wi (Ci)wy(C)) = Z azjuwy (Cy).-

v

Assim, o conjunto S de todas as Z-combinagoes lineares de w, (C;) ¢é
fechado por multiplicacdo. Além disso, Z C S C C, pois w, (1) = 1. Por-
tanto, pelo Teorema 1.31, todos os elementos de .S sao inteiros algébricos.
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1.3. Caracteres Induzidos

Teorema 1.36. Se x € um cardter irredutivel de G, entdao x(1) divide

|G-

Demonstracdo. Pela Primeira Relacao de Ortogonalidade, temos que
Gl => " x(9)x(g)
geG

Agora vamos escrever esta equacao em termos de w,. Usando a

mesma notacao do teorema anterior, temos

G| = Z Clilx(g:)x(9:7") = Zx(l)wx(@)x(gfl),

onde g; um representante da classe Cl;, assim

k

el -3 )

O Teorema 1.35 e o Corolario 1.33 implicam que w,(C;) e x(g;:7")

sao inteiros algébricos e, pelo Corolario 1.32, % ¢ também um inteiro

algébrico. Logo, segue do Lema 1.30 que - lG' € Z e portanto x(1) divide
Gl

1.3 - Caracteres Induzidos

Se H ¢ um subgrupo de G, entao para todo cariter y de GG podemos
obter um cardter x|, de H, por restricao. O que faremos nessa se¢ao ¢é

obter caracteres de GG a partir de caracteres de H.

Definigao 1.37. Sejam H um subgrupo de G e ¢ uma funcao de classe
de H. A funcdo de classe induzida de H a G é definida por % : G — C

|H|Z<,0 zgr™),

o(h), se he H

ondecpo(h):{ 0. sehdH

Observamos que ¢ é uma funcio de classe de G e
pe(1) = |G+ H|p(1).

15



1.3. Caracteres Induzidos

Lema 1.38 (Reciprocidade de Frobenius). Sejam H um subgrupo de G,

© uma funcao de classe de H e 6 uma funcao de classe de G. Entao

[907 Q\H]H - [§0G7 Q]G

Demonstracdo. Por definicao,

1
(0%, 0)c = ‘G|ZSO ?’_ZGZG (zgz~H)0(g).

geG

Considerando y = zgz ™!, temos que 0(g) = 0(y). Assim,

[0, 6 |G||H|ZZ<,0 0(y) |H|Zso = [, O]

yeG zeG yeH

Corolario 1.39. Se H é um subgrupo de G e ¢ um cardter de H, entao

0% ¢ um cardter de G.

Demonstragdo. Seja x € Irr(G). A restricdo x|, ¢ um cardter de H,
logo pelo Lema 1.38 e pelo Corolario 1.18, temos que [¢%, x] = [¢, x|,,] €
um inteiro ndo negativo. Por outro lado, ¢(1) # 0 implica que ¢ (1) =
|G : H|p(1) # 0 e entao ¢“ # 0. Portanto ¢ é um carter de G.

Corolario 1.40. Se H ¢é um subgrupo de G e ¢ um cardter irredutivel
de H, entao existe um cardter irredutivel x de G tal que p é componente

da restri¢ao x|, -

Demonstracdo. Seja x € Irr(G) uma componente de ¢“. Temos que

0 # [¢%, x] = [& Xjul-

Portanto, ¢ é componente de x|, .

Corolario 1.41. Sejam G um grupo abeliano e H um subgrupo de G.

Entao todo \ € Irr(H) é a restrigao de algum p € Irr(QG).

Demonstracdo.  Pelo Corolario 1.40, existe um carédter irredutivel pu
de G tal que A é componente da restricao p,. Como G é abeliano,
A1) =1 = p(1) e portanto, A = py,,.
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1.3. Caracteres Induzidos

Teorema 1.42. Se H < G, entao temos as sequintes propriedades.

(a) Se 1y, sdo caracteres de H, entao
(1 + 2)% =197 + 1,
(b) Sep é um cardter de H e x é um cardter de G, entdo
Xv¢ = (x1, )%
(c) Se K < H <G et éum cardter de K, entao
v =)
Demonstracio.

(a) Para todo g € G,

(1 +42)%(9) = |H|Z U1+ 2)° (xgat)

zeG
= Zwl zgr ") sz xgr )
1H] 2 T
= Yf(g) + v5(9).
(b) Para todo g € G,
(X1 ) ZX rgr~ e (zgr ")
xGG
|H\Z¢ rgx 1
zeG
= x(9)¢%(g).

(c) Pela reciprocidade de Frobenius, para qualquer x € Irr(G) temos

[(wH)G7X]G = [¢H7X|H]H = [¢> (XlH)|K]K = [¢7 (XlK)]K = [¢G7X]G'
Portanto, ¥ = ()%,

Agora vamos enunciar algumas definicdes e resultados que serao uti-

lizados no proximo capitulo.
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1.3. Caracteres Induzidos

Definigao 1.43. Um carater de G é dito homogéneo se é miltiplo de

algum carater irredutivel de G.

Definicao 1.44. Seja ® uma representacao que determina o carater Y.

Definimos det x : G — C por

(det x)(g) = det ©(g).

Temos que det y estd bem definido e é um caréter linear de G. Assim
podemos definir o(x) = |det x|, onde det x é visto como um elemento do

grupo dos caracteres lineares de G.

Vamos considerar 7 um conjunto de niimeros primos e 7’ 0 seu com-

plemento no conjunto dos niimeros primos.

Definicao 1.45. Dizemos que um numero inteiro é um mw-nimero, se

todos os seus fatores primos pertencem ao conjunto 7.
Definigao 1.46. Dizemos que x € Irr(G) é m-especial se
(i) x(1) é um 7-namero;

(ii) Para todo subgrupo subnormal S de G e toda componente irredu-

tivel 0 de x|, o(f) é um 7-ntmero.

Escreveremos X, (G) para denotar o conjunto dos caracteres

m-especiais de G.

Definicao 1.47. Um grupo G é dito um 7-grupo, se a ordem de todo

elemento de G' ¢ um m-niimero.

Teorema 1.48. Seja x € Irr(G). Suponha que existe uma série normal
1=Gy<Gi1<...<G, =G,

tal que GG__1 € um T-grupo ou um T -grupo e Xla, € homogéneo, para

todo i = 0,1,...,n. Entao x fatora unicamente como x = « - 3, onde

a€ X,(G) e peXnu(@).

Demonstragdo. Ver [13, Theorem 21.7].

Definicao 1.49. Um grupo G é dito m-separdvel se possui uma série

normal tal que cada fator é um 7-grupo ou um 7’-grupo.
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1.3. Caracteres Induzidos

Teorema 1.50. Sejam G um grupo m-separdvel e H < G tal que o indice
de H em G € um n'-nimero. Entao a funcao f : X.(G) — X,(H),
definida por f(x) = x|, € injetiva.

Demonstracdo. Ver [13, Theorem 21.10].

1.3.1 Grupos elementares e quase elementares

Agora vamos definir um importante tipo de grupo e estudar algumas de

suas propriedades.
Definicao 1.51. Sejam GG um grupo finito e p um nimero primo.

(a) Seja |G| = ap™, onde a é tal que pta. Um p-complemento de G é

um subgrupo de G cuja ordem é a;

(b) Dizemos que G é p-elementar, se é produto direto de um grupo
ciclico e um p-grupo. Dizemos que G é elementar, se é p-elementar

para algum primo p;

(c) Dizemos que G é p-quase elementar, se G tem um p-complemento
ciclico e normal. Dizemos que G é quase elementar, se & p-quase

elementar para algum primo p.
Observamos que se G é p-elementar, entao GG é p-quase elementar.

Lema 1.52. Sejam G um grupo finito e p um numero primo que divide
a ordem de G. Se G possui um p-complemento normal N, entdo N é

dnico e € o produto de todos os q;-subgrupos de Sylow de G, com q; # p .

Demonstracdo. Se |G| = p*, entdo N = {1} e portanto é tinico. Suponha
que |G| = p*@ " 2" ... ¢, e |[N| = 1" 2" ... ¢,*", com g; primo, para
todoi=1,...,n. Como N é normal em G e contém um g;-subgrupo de
Sylow Q de G, temos que Q9 < N9 = N, para todo g € G. Logo

IT I @|cw
4i#p QeSyly; (G)

Reciprocamente, se z € N é tal que |z| = ¢{*, temos que = pertence

a um ¢;-subgrupo de Sylow de G. Se |z| = ¢{'¢2, existem «, § € Z tais
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1.3. Caracteres Induzidos

que 1 = ag® + B¢, entdo
d d
= 00 PR ¢ QpQars

onde @)y, ¢ um g;-subgrupo de Sylow de GG. Procedendo por inducao,

NIl II @
9 7P Q€Syly, (G)
Portanto N ¢é 1nico, por ser o produto de todos os ¢;-subgrupos de
Sylow de G, com ¢; # p.
[
Para demonstrarmos o proximo resultado sobre grupos elementares e

quase elementares vamos precisar do seguinte resultado sobre p-grupos.
Lema 1.53. Se G é um p-grupo finto, entao G € nilpotente.

Demonstracdo. Sejam Zy(G) = {1} e Z; = Z(G). Para i > 1, defina
Zi1(G) por Zeal&) — 7 (L> Como Z(G) é ndo trivial e Z=&) ¢

Zi(G) Zi(G) Zi(G)
um p-grupo finito, temos que a série central superior de GG é estritamente

crescente e do fato de GG ser finito segue que

1< Z(G) < Z5(G) <--- < Z(G) =G,

para algum r € N.
Observamos que esta ¢ uma série normal de G, visto que Z(G) < G

e para todo i > 1 temos Z;1(G) < G, pois pelo Teorema da Correspon-

déncia,
Zi1(G) _ 5 G 4 G .
Zi(Q) Zi(@Q) ) ~ Zi(Q)
, . . . Z; 1(G) _ 3 ]
Além disso, para todo 7 > 1 os quocientes Zt_(G) =7 ( zf(;G)> sao abeli-

anos. Portanto G é nilpotente.

Lema 1.54. Sejam G um grupo finito e H um subgrupo de G.
(a) Se G € p-quase elementar, entdo H é p-quase elementar;
(b) Se G é elementar, entao H é elementar.

Demonstracdo.
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1.3. Caracteres Induzidos

(a)

Se GG é p-quase elementar, podemos escrever G = C' x P, onde C
¢ um grupo ciclico e P é um p-grupo. Sem perda de generalidade,
podemos supor que P é um p-subgrupo de Sylow de G e que C'
é um p'-grupo. Observamos que % ~ P, onde C' e P sao grupos
soluveis, entao G é solivel. Dai, se H é um subgrupo de G, temos

que H é solavel.

Suponha que |H| = bp™, com mdc(b,p) = 1. Pelo Teorema de
Hall (Theorem 5.28 em [15]), existe um subgrupo K de H tal que
|K| =b. Dai, como HN P é um p-subgrupo de Sylow de H, temos

|H:K|=p", |[H:PNH|=0

e como mdc(|K|,|H N P|) =1, segue que H = K - (H N P).

Observamos que K é ciclico e normal em H, pois pelo Lema 1.52,

ke(I1 11 e)<(II II =

qi#p QESly(H) ¢i#p RESIY(G)

Portanto H é p-quase elementar.

Se G = C' x P é p-elementar, entao G é p-quase elementar e todo
subgrupo H de G é p-quase elementar, pelo item (a). Logo, se-

guindo a demonstragao do item (a) podemos escrever
=(CNH)x(PNH).

Por outro lado, observamos que (P N H) < H. Portanto,
=(CNH)x(PNH),

ou seja, H é p-elementar.

Para demonstrar mais algumas propriedades dos grupos quase ele-

mentares precisamos da seguinte defini¢ao.

Definicao 1.55. Seja y um carater de G. Dizemos que x é monomial

se x = A% onde X\ é um carater linear de algum subgrupo de G, nio

necessariamente proprio. O grupo G é dito um M-grupo se todo carater

irredutivel é monomial.
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1.3. Caracteres Induzidos

Queremos mostrar que todo grupo quase elementar é um M-grupo.

Precisamos de algumas propriedades de grupos supersolaveis.

Definicao 1.56. Um grupo G é dito supersolivel se existe uma série
normal
G=Gy>Gi > >G, =1},

; Go Gi Gn o3 E
tal que os quocientes 2, &L, ..., - sdo grupos ciclicos.

Proposicao 1.57. Se G € um p-grupo finito, entao G € supersolivel.

Demonstracdo. Pelo Lema 1.53, temos que para algum r € N a série

1<Z(G)< Z:G)<---< Z,(G)=G

, L. . . Z; .
é uma série normal tal que ¢ > 1 os quocientes @) _ 7 (G ) s30
Zi(G) Zi(G)
abelianos.
Agora vamos refinar a série acima para obter uma série de compo-
sicao de G. Pelo Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos Finitos,
podemos considerar

Zip1(G) |
Z,(G) Cpor X Cpoa X+ -+ X Cpan, para todo i > 1,

onde C’péj ¢ um grupo ciclico de ordem p‘;ﬂ' e cada p; é um ntimero primo.
Para todo i > 1, podemos considerar a série
Z;i(G) < Zi(G)Cp, < Zi(G)Cpz < -+ < Zi(G)Cpr <
< ZZ(G)C a; X Z,(G)sz <0 < ZZ(G>C a; X ZZ<G)Cp;2 <

Py Py

< e < Zl(G)Cp‘fl X Z'L(G)CPSQ X oo X Zz(G)CpZ" = ZZ+1(G)

Pelo Teorema da Correspondéncia, para todo j = 1,...,n temos que
ZZ(G)C],;H X ZZ(G)CP;Q X e X Z,(G)Cpa] < G, pOiS

ZZ(G)CP;H X Zl(G)CPZQ X X Zz(G>CpaJ G G
70 <2(7t) 2 7

Logo, como qualquer subgrupo de Z(G) é um subgrupo normal de G,

temos que

{1} < -+ <Z(G) < - < Zi(GQ) < Z;,(G)Cp, < --- <
< ZZ(G)CP? X Zl(G)Cpgz X - X ZZ(G)Cp%n = ZH_l(G) << @G
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1.4. Os Teoremas de Clifford e Gallagher

é uma série de composicao de GG em que cada chief factor é ciclico, pois

ZZ<G)C ap X Zl(G)CPSZ X oo X ZZ(G)CP% vaaj

Py
o~ ~ Cp..
Zz(G)Cp? X ZI(G)Cpgz X oo X Zi(G)Cp?j—l ijaj_l P

Portanto G é supersolivel.

Teorema 1.58. Seja N <G tal que N € solivel e todo subgrupo de Sylow

. . G - . ~ .
de N € abeliano. Se 3 € supersolivel, entao G € um M-grupo.

Demonstracdo. Ver [7, Theorem 24.3|.

Corolario 1.59. Se G € quase elementar, entao G é um M -grupo.

Demonstracdo. Por hipotese G = C' x P, onde P é um p-grupo e C' é
um grupo ciclico. Como C' é ciclico, temos que C' é solavel e que todo
subgrupo de Sylow de C' é abeliano. Por outro lado, pela Proposicao
1.57, o p-grupo % é supersoltivel. Portanto, pelo Teorema 1.58 temos

que G é um M-grupo.

1.4 - Os Teoremas de Clifford e Gallagher

Em geral, se N é um subgrupo de G e x € Irr(G) pouco pode ser dito a
respeito de x|,. No entanto, se adicionarmos a hipotese de que N é um

subgrupo normal de GG, conseguimos obter resultados importantes.

Definicao 1.60. Sejam N um subgrupo normal de G, ¢ uma funcao de
classe de N e g € G. Definimos ¢? : N — C por p9(h) = ¢(ghg™') e

dizemos que @9 é conjugado a ¢ em G.

No Lema seguinte listaremos algumas propriedades do conjugado de

uma func¢ao de classe

Lema 1.61. Sejam N <G, ¢, 0 funcoes de classe de N ex,y € G. Entao
(a) ©* € uma funcdo de classe de N;
() () = 7
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1.4. Os Teoremas de Clifford e Gallagher

() [¢",0"] = [, 0];
(d) [x|ns "] = [X|n» @), para toda fungao de classe x de G
(e) Se v é um cardter de N, entdao ¢® também é um cardter de N.

Demonstracdo. Ver [8, Lemma 6.1].

[
Teorema 1.62. Suponha que H e K sao subgrupos de G e
=] _HrK
Se i é um cardter de H, entao
W) = S () )
i=1

Demonstragdo. Ver |7, Theorem 17.4|.

]

Teorema 1.63 (Teorema de Clifford). Sejam N <G, x € Irr(G) e 0
uma componente irredutivel de x|, . Suponha que 01 = 0,0, ...,0; sao os

conjugados distintos de 8 em G. Entao

t
N =€ E 91',
=1

onde e = [x|,0].

Demonstracdo. Vamos calcular (§9)),. Para todon € N e todo g € G,

temos que gng~' € N. Assim,

|ereog ng~) = |N|Z€g

9€G geqG
ou seja, [N[(6%), =Y 67 Se p € Irr(N) e o ¢ {61 = 0,0,,....6,},
geG
entao
=>_6%,¢] = IN|[(67))5. ¢]
geG
e portanto [(69),,¢] = 0. Pela hipotese de que 6 ¢ uma componente

irredutivel de x|, e pela Reciprocidade de Frobenius, temos

0 < [0, x15) = [0, x]
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1.4. Os Teoremas de Clifford e Gallagher

e assim y é uma componente de 6, dai [x|,, ] = 0. Entdo toda compo-
t
nente irredutivel de x|, deve pertencer a 6rbita de 6, logo x|, = Z e;0;.
i=1

Agora note que e; = [x|y, 0] = [X|x,?] = [X|y,0], pelo Lema 1761(d).

t
Portanto, x|, =€ Z 0;.

i=1
]

Corolario 1.64. Sejam N <G, x € Irr(G) e suponha que [y, 1n] # 0.
Entao N C Ker(x).

Demonstracdo. No Teorema de Clifford, pegamos # = 1. Dessa forma,

a oOrbita de 1y tem um unico elemento pois (1y)¢ = 1y, para todo
t

g € G. Assim, x|, = eZ@i implica que x|, = x(1) - 1y e portanto,
i=1

N = Ker(x|y) € Ker(x).

Corolario 1.65. Sejam N <G e x € Irr(G). Se 0 € Irr(N) € tal que
X[y, 0] # 0, entao 6(1) | x(1).

Demonstracdo. Considerando 6 = 6; no Teorema de Clifford e o fato de

que §9(1) = 0(1), para todo g € G, temos que

x(1) = x|, (1) = 6291(1) = etf(1).

Portanto 6(1) | x(1).

Defini¢ao 1.66. Seja N <G e 0 € Irr(N). O subgrupo
Ia(0) = {9 € G; 07 = 0}
é chamado grupo de inércia de 6 em G.

Como I5(0) é o estabilizador de § quando consideramos a acdo de

G sobre Irr(N), segue que Ig(#) ¢ um subgrupo de G e N C I5(0).

Além disso, |G : I(0)| ¢ o tamanho da o6rbita de 6, entdo no Teorema
t

de Clifford temos x|, = 620,-, comt = |G : Ig(0)]. Em particular, t

=1

divide |G : V.
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1.4. Os Teoremas de Clifford e Gallagher

Diremos que 6 é G-invariante se I(0) = G.

O proximo teorema é de fundamental importancia par a teoria de

caracteres de subgrupos normais.

Teorema 1.67. Sejam N <G, 0 € Irr(N) eT = I5(0). Defina

o ={p € Irr(T); [Yyy,0ln # 0}, # = {x € Irr(G); [x)y, 0~ # 0}.

(a)
(b)

(c)

(d)

Se 1 € o, entio Y© € Irr(G);

A fungio F : o/ — {caracteres de G} definida por F(i) = ¢ ¢é

uma bijecao entre o/ e B;

Se € o ex =%, entdo ) é a unica componente irredutivel de

X|r que pertence a < ;

Se € ex=1v% entao [Y),0)n = Xy, 0N

Demonstracio.

(a)

Sejam 1) € &/ e x uma componente irredutivel de 1)“. Pela Reci-
procidade de Frobenius temos que (¢, x|, ]r = ¥, X]¢ > 0 e assim,
¢ ¢ uma componente de x|, e como ¢ é uma componente de ¥,

temos que x € 4.
Sejam 6 = 61,0,,...,60, os conjugados distintos de 6 em G, onde

t
t = |G : T|. Pelo Teorema de Clifford, x|, = 62& e Y, = [0,
i=1
pois ¢ é invariante em 7". Como v é componente de x|, temos que

f <e. Dali,
etd(1) = x(1) < ¥4 (1) = tp(1) = ft(1) < eto(1). (%)
Logo e = f e em particular, x(1) = ¢%(1). Portanto y = ¢ € 4.

Por (x) temos que [x|,,0ln =e = f = [{|,,0]n.

Seja 1)1 € &/ uma componente irredutivel de x|, tal que ¢ # ¥,
temos que [x|,,%1] > 0 e pela Reciprocidade de Frobenius

[X|N79]N > [(Q/J—i_wl)\Nv@]N - [1/}|N76]N + [¢1|N7Q]N > [¢|N,9]N,

pois (Y1), 0]y > 0. Mas isto contradiz (d). Portanto, ¢ ¢ a tinica

componente irredutivel de x|, que pertence a 7.
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1.4. Os Teoremas de Clifford e Gallagher

(b) Pelo item (a) temos que Im(F) C Irr(G) e pelo item (d), temos
que Im(F) C A. Vejamos que F é injetora.
Se 1 e 1y € & sdo tais que F (1) = F (1), entdo ¢¢ = ¢§ = x.

Pela Reciprocidade de Frobenius,

[X|T7¢1]T = [X7 (¢1)G]G >0 e [X|T777Z)2]T = [Xv (77Z)2>G]G >0

ou seja, 11 e 1, sdo componentes de x|,. Assim, pelo item (c)
Y1 = 1o,

Agora vejamos que F' é sobrejetora.

Se x € %A, entdo [x|y,0n # 0 e 6 é uma componente de x|,
donde segue que deve existir alguma componente irredutivel ¢ de
X tal que [¢,,0]n # 0, logo ¢ € &7. Pelo Teorema de Frobenius,

WY Xla = [¥, x|zt # 0, ou seja, x é uma componente irredutivel
de ¥¢. Portanto, xy = 9%,

Corolario 1.68. Todo grupo nilpotente é um M -grupo.

Demonstracdo. Ver [8, Corollary 6.14].

Para o proximo corolario precisamos da definicao seguinte.

Definigao 1.69. Seja x € Irr(G). Dizemos que x é primitivo se x # 6,

para todo carater 6 de qualquer subgrupo proprio de G.

Corolario 1.70. Se x € Irr(G) € primitivo, entdo para todo N <G, x|y

€ um cardter homogéneo.

t
Demonstracao. Pelo Teorema de Clifford, x|, = 629“ onde

0 = 6,,...,0, sao os conjugados distintos de 6 em G, [XT:TH] # 0 e
t = |G : Ig(0)|. Entdo, pelo Teorema 1.67(b), xy = % para algum
v € Irr(Ig(0)). Assim, da hipotese de x ser primitivo, segue que
I(0) = G. Portanto x|, = eb.

Vamos agora demonstrar o Teorema de Gallagher. Esse resultado
¢ consequéncia de um teorema mais geral, para o qual precisamos da

proxima, definicao.
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1.4. Os Teoremas de Clifford e Gallagher

Definigao 1.71. Sejam H < G e ¢ um carater de H. Dizemos que ) é

extensivel a G, se existe um carater x de G tal que x|, = ¥.

Teorema 1.72. Sejam N QG e p,0 € Irr(N) invariantes em G tais
que pb € irredutivel e 0 é extensivel a x € Irr(G). Se

S ={B € Irr(G);[¢%, Bl £ 0} e T ={p € Irr(G);[(0)°,v] # 0}.
Entao
F:7 -7
B = Bx
€ uma bijecao.
Demonstracdo. Temos que ()
temos (¢%), = |G : N|g. Dai,

|y € multiplo de ¢ e comparando os graus

[0, e = [p, (¢F)1v]n = |G : N|[p, lc = |G : N|.

Analogamente, [(¢0), (00)¢] = |G : N|.
Escrevendo ¢% = Z esf3, segue do Teorema 1.42(b) que
Bes

(0%, 0% =G : N| = [¢“x, ¢°X]

e assim,

D st = eses[Bx,vx.

pes BES
Para todo § € .% temos que eg > 0, [Bx,vx] > 0e [Bx, Bx] > 1, logo

[Bx,7x] = 0, se B # v e [Bx,Bx] = 1. Portanto os fx sao caracteres
irredutiveis distintos, para distintos § e sao todas as componentes de

(00)€.

Um caso particular do Teorema 1.72 é quando v» = 1. Este resultado

é conhecido como Teorema de Gallagher.

Corolario 1.73 (Gallagher). Sejam N <G e x € Irr(G) tais que x|, =
0 € Irr(N). Entio os caracteres By com [3 € Irr(%) sdo irredutiveis,

distintos para distintos B e sdo todas as componentes irredutiveis de 0.

Agora vamos utilizar o Teorema de Clifford para demonstrar o pro-

ximo resultado.
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1.4. Os Teoremas de Clifford e Gallagher

Teorema 1.74. Seja % um chief factor abeliano, isto €, K, L <G e nao
eriste M < G tal que L < M < K. Se 8§ € Irr(K) € invariante em G,

entao
(a) 0y, € Irr(L), ou

(b) 6,, = ey para algum ¢ € Irr(L) ee* = |K : L|, ou

t
(c) 6, = Zz/zi, onde os 1; € Irr(L) sao distintos et = |K : L|.

i=1
Demonstracdo. Sejam ¢ uma componente irredutivel de ), e T = I (¢p).
Como @ é invariante em G, todo G-conjugado de ¢ é uma componente de
0, e portanto ¢ K-conjugado a ¢. Dai, |G : T| = |K : KNT| e portanto

KT =G.

Como L < K NT, fica bem definido o quociente @ e temos que
@ % é abeliano. Assim, pelo Teorema da Correspondéncia,
KNT <K e pelo Segundo Teorema do Isomorfismo K NT 7T, donde

KNT<KT = @G. Logo, por hipotese temos KNT = K ou KNT = L.

<X pois

t
Se KNT = L, pelo Teorema de Clifford, ¢, = ez @i, onde t = |K :

L|,p1 = peos ¢;,1 < i <tsao distintos. Dessa g;ma, 0(1) = e|K :
L|¢(1). Por outro lado, como 6 ¢ uma componente de ¢, temos que
0(1) < |K : L|¢(1) e portanto e = 1. Concluimos assim a demonstrac¢ao
do item (c).
Agora se K NT = K, entdo ¢ ¢ invariante em K e assim 0, = ep,
K

para algum e. Seja X € Irr (%), como 7 ¢ abeliano, A ¢ um carater

linear e A0 € Irr(K) é tal que (AF), = 6|, = ep. Suponha que todos os

caracteres \@ sao distintos quando A percorre [rr (%) Cada um desses

|K : L| caracteres é uma componente irredutivel de o, pois

[SOKv )‘Q]K = [90’ ()\e)lL]L - [90’ GSD]L =6

assim temos
|K : Llep(1) < o™ (1) = |K : L|p(1).

Portanto e = 1, concluindo a demonstragio do item (a).
Agora suponha que \0 = uf para alguns A, i€ Irr (%) com \ # [
Seja U = Ker(Ap™!), temos que L < U < K e § ¢ zero em K\ U. Como
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1.4. Os Teoremas de Clifford e Gallagher

0 é invariante em G, segue que 6 é zero em K \ UY, para todo g € G.

Entao 6 é zero em

JE\v)=Kr\(U'=K\L,

geG geqG

onde ﬂ UY = L, pois ﬂ U9 4G e = é um chief factor.

geG gelG
Dessa forma,

I 1
1= (6,60« O(x)[> = ’ 01,00) = ———¢
’K|Z| [La L] ‘K:L|€7

zeL |

concluindo a demonstracao do item (b).

Corolario 1.75. Seja N < G tal que |G : N| = p, com p primo. Se
x € Irr(G), entao

(a) x|y € irredutivel, ou

p
(b) x|y = Zé’i, onde o0s 0; sao irredutiveis e distintos.
i=1

Demonstracdo. Considere K = G e L = N no Teorema 1.74. Note que

(b) ndo pode ocorrer pois p ndo ¢ um quadrado.

Corolario 1.76. Seja N < G tal que |G : N| = p, com p primo. Se

0 € Irr(N) € invariante em G, entdo 0 € extensivel a G.

Demonstracdo. Seja y uma componente irredutivel de §¢. Temos que
X|x = €0 para algum e. Comparando com o Corolario 1.75, temos e = 1
e portanto 0 é extensivel a G.

Definicao 1.77. Sejam N <G e x € Irr(G). Dizemos que x é um
M-cardter relativo com respeito a N, se existirem um subgrupo H com
N < H <G e e Irr(H) tais que % = x e ¢, € Irr(N).

Se todo carater de G é um M-carater relativo com respeito a N, entao

G é um M-grupo relativo com respeito a V.
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1.4. Os Teoremas de Clifford e Gallagher

Teorema 1.78. Seja N J G tal que % é solivel. Se todo chief factor
de todo subgrupo de % tem ordem nao quadrado, entao G é um M -grupo

relativo com respeito a N.

Demonstracdo. Ver [8, Theorem 6.22].

[
Note que as hipoteses anteriores sobre % sao automaticamente satis-
feitas quando % é nilpotente, pois todos os chief factors de subgupos tém

ordem prima.
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Capitulo 2

Os Teoremas de Brauer

Nosso objetivo aqui é determinar uma condigdo necesséaria e suficiente
para que uma dada funcao de classe seja um carater generalizado, ou
pelo menos uma R-combinacao linear de caracteres irredutiveis, onde R

é um anel tal que Z C R C C.

2.1 - Enunciados e demonstracao dos Teore-

mas

Dada uma funcao de classe, nem sempre é facil ver se ela é um carater

ou nao. Observamos isso nos seguintes exemplos.

Exemplo 2.1. A funcdo ¢ : G — C definida por ¢(g) = |Cl(g)| é uma
funcao de classe, mas ndo é um carater nem um carater generalizado de

G.
Considere G = S, e sua tabela de caracteres dada por

g: 1 (12) (12)(34) (123) (1234)

|Ca(g)| = 24 4 8 3 4
ICl(g)|: 1 6 3 8 6
x1: 1 1 1 1 1
xe: 1 =1 1 1 -1
X3: 2 0 2 —1 0
X4: 3 1 —1 -1
xs: 3 -1 —1 0 1
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2.1. Enunciados e demonstragao dos Teoremas

Vejamos que 1) nao pode ser escrita como uma Z-combinacao linear
de caracteres irredutiveis.
De fato, se ¢ = E a; X, entao

Xi€lrr(Ss)
1 1
a: = [voal = 7 > vloxile) = 57 > 1CUg)[(9:)xi(95),
gESy 9j

onde g; sao os representantes das classes de conjugacao de G. Assim,
utilizando a tabela de caracteres de S; obtemos a; = % ¢ 7, logo 1) ndo
é um carater generalizado de G e portanto, pelo Teorema 1.11, temos

que ¥ nao é um carater de Sy.

Exemplo 2.2. A func¢do 6 : G — C definida por 6(g) = |Cs(g)| ¢ um

carater de G.

Seja V' = C[G] visto como C-espago vetorial. Defina ® : G — GL(V)
por ®(g) -z = gxg~!, para todo = € C[G]. Esta fun¢io é uma represen-
tacao de G pois, se g1, g2 € G, entao

D(g1g2) - = g1g2xgo g1 = P(g1) - gago ' = P(g1)P(go) - .

Para todo x € G, temos que grg~' € G. Assim, ®(g) é uma matriz
de permutacao e portanto o seu traco ¢ o niimero de elementos de G que

sao fixados por esse homomorfismo, ou seja,
0(g) = |{z € G;gzg™" = z}| = |Cca(g)|-

Seguindo o livro de Isaacs [8] vamos apresentar algumas definigoes
e lemas necessarios para enunciar e demonstrar o Teorema de Brauer.
Outras demonstracoes deste importante resultado podem ser encontradas
em [1], [7], [10] e [17].

Definicao 2.3. Seja R um anel tal que Z C R C C. Uma R-combinacao
linear de caracteres irredutiveis de G é dita um R-cardter generalizado
de G.

Denotaremos por R[Irr(G)] o conjunto dos R-caracteres generaliza-
dos de G.

O Teorema de Brauer caracteriza as funcoes de classe que sao R-
caracteres generalizados e também nos da uma forma de como escrever

os caracteres irredutiveis de um grupo finito.
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Definigao 2.4. Sejam 7 uma familia de subgrupos de G e R um anel
tal que Z C R C C.

(a) Zr(G, ) é o conjunto das funcoes de classe 6 de G tais que
6, € R[Irr(H)], para todo H € J.

(b) Fr(G, ) ¢ o conjunto das R-combinagoes lineares de caracteres
Y&, para ¢ € Irr(H) e H € 7.

Se R = Z escreveremos simplesmente Z(G, %) e I (G, 7).

Lema 2.5. Sejam € uma colecao de subgrupos de G e R um anel tal
que Z C R C C. FEntao

(a) F(G, ) C Ig(G, ) C R[Irr(GQ)] C Zr(G, ).

(b) Zr(G, ) é um anel em que IR(G, ) € um ideal.
Demonstracio.

(a) Segue da definigao.

(b) Primeiramente observamos que Z[Irr(H)] é um anel comutativo
com identidade 1y, para todo H € 7. Como Z C R, segue que

R[Irr(H)] também é um anel.

Se ¢, 0 € Zr(G, ), entao
(00)1; = 10y, € R[Irr(H)],

ou seja, o € Zr(G, ) e portanto Zr(G, 7) ¢ um anel.
Agora sejam ¢ € IR(G, ) e 0 € Zr(G, 7). Podemos escrever
= Z (Yan)©, com Yy € R[Irr(H)]
Hex
e pelo Teorema 1.62(b) obtemos
00 = > ()0 =Y (bunb,)°
Hex Hex

Dai @ € IR(G, ), pois Ym0, € Rllrr(H)]. Portanto (G, )
¢ ideal de Zr(G, ).
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Segue do Lema 2.5 que para provar que Sx(G, ) = R[Irr(G)] é
suficiente mostrarmos que 1g € (G, 7). Além disso, se provarmos

isso para alguma familia 77 de subgrupos de G, obtemos
Ir(G, ) = RlIrr(G)| = Zr(G, ),

para todo anel R tal que Z C R C C.

Agora vamos enunciar o Teorema de Brauer.
Teorema 2.6 (Brauer). Seja R um anel tal que Z C R C C.

(a) Uma fungao de classe 0 de G é um R-cardter generalizado se, e

somente se, 0|, € R[Irr(E)] para todo subgrupo elementar E C G.

(b) Todo x € Irr(G) é uma Z-combinagao linear de caracteres da

forma \®, para caracteres lineares \ de subgrupos elementares de

G.

Seja & o conjunto dos subgrupos elementares de G. O item (a) do

Teorema 2.6 é exatamente a afirmacao de que
R[Irr(G) = Zr(G, &).

Esta parte do resultado é conhecida como “caracterizacao dos caracteres.”

Todo subgrupo elementar £ em & é nilpotente e portanto é um M-
grupo, pelo Corolario 1.68. Assim, para todo ¢ € Irr(E) temos que
@ = AP, onde X\ é um carater linear de algum Ey < E. Como Ey € &
e ¢ = (AF)Y = XY segue que (G, &) é exatamente o conjunto das
Z-combinacoes lineares de A%, para algum carater linear A\ € Irr(E) com
E € &. Portanto o item (b) do Teorema 2.6 se resume na afirmacao de
que

ZlIrr(G)] = 2(G, &).

Este resultado é conhecido como “Teorema sobre caracteres induzidos.”
Pelo Lema 2.5, a demonstracao do Teorema 2.6 segue do fato de 1g
pertencer a ¥ (G, &). Para verificar isso, precisamos de alguns resultados

preliminares.
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2.1. Enunciados e demonstragao dos Teoremas

Lema 2.7 (Banaschewski). Sejam S um conjunto finito nao vazio e R
o anel das funcoes definidas sobre S que tomam valores inteiros. Se a
fungao 1g nao pertence a S, entao eristem x € S e um primo p tais que

p divide f(z), para toda fun¢io f € R.

Demonstracdo. Para cada x € S, definimos I, = {f(z); f € R} e obser-
vamos que [, ¢ um subgrupo aditivo de Z.

Se x € S é tal que I, < Z, entao I, C (p) para algum p primo e
portanto p divide f(x), para toda funcao f € R.

Vamos assumir que [, = Z, para todo z € S.

Para cada « € S, podemos escolher f, € R tal que f,(x) = 1. Assim,
(fr —1s)(z) = 0, para todo = € S. Logo H (f: —1s) = 0 e expandindo

z€eS
esse produto obtemos uma expressao para 1g como combinacao linear de

produtos das funcoes f,. Portanto 1g € R.

Lema 2.8. Sejam H, K < G. Temos que

(1g)%(15)" = Z ay(1v),
para subgrupos U C K e inteiros ay > 0.

Demonstracdo. Escrevendo 6 = (1) e utilizando o Teorema 1.42(b),

obtemos

(1) (k)" = 0(1k)" = (0, 16)7 = (0,)7 = (1r D)) (%)

Agora G = U:’;HTZ-K e pelo Teorema 1.62,

m

(L)) = Z((lH ) Z Lyrinw) " = ZQU(lU)Ka

=1

onde U = H" N K. Portanto retornando em (x) e utilizando o Teorema
1.42(c), temos

(1m)¢ (ZCLUlU ) :ZULU(lU)G
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Corolario 2.9. Temos as sequintes propriedades.

(a) O conjunto das Z-combinagoes lineares dos caracteres de G da

forma (1) € um anel, o qual denotaremos por P(G).

(b) Seja A uma colegio de subgrupos de G com a propriedade de que
se K < H €, entao K € H. Denote por P(G, ) o conjunto
das Z-combinacoes lineares dos caracteres da forma (15)%, com

H e . Entio P(G, ) é um ideal de P(G).

Lema 2.10. Se x € G e p € um numero primo, entao existe um subgrupo

p-quase elementar H C G tal que (1) (x) nao € divisivel por p.

Demonstracdo. Sejam C' o p-complemento do grupo (z), tnico pelo Lema

1.52 pois (z) é ciclico, e N = Ng(C). Como C < (z), fica bem definido o
(z)
ke
4 e Syl, (%) tal que (z) < H. Se |£| = p*, entao |H| = |C|p™ e como

mde(|C|,p) = 1, temos que C' é um p-complemento normal para H, ou

quociente = que é um p-grupo abeliano. Dessa forma, podemos escolher

seja, H é p-quase elementar.
Por outro lado,

(@) = 7 3 Wn(gzg™) = gllo € Gigey™ € )

= ml{g € G;Hgx = Hg}| = {Hy; Hyx = Hy,y € G}|.

Se Hyr = Hy, entdao 2¢ € H o que implica C¥ ' C H. Como
mde(|C|,p) = 1, podemos escrever H = PC, onde P é um p-grupo.
Como H <G, segue que H = HY ' = P¥ 'CY ' ¢ portanto CY ' é um
p-complemento normal de H. Pelo Lema 1.52, temos que C' é o tnico
p-complemento de H, logo Cv' = C e entdo y € N. Assim, para
determinar (1z)%(z), devemos contar o ntiimero de pontos fixados pela
agao do grupo (x) sobre as classes de H em N.

Agora observamos que C'IN e C' < H. Dessa forma, para todo ¢ € C'
e todo y € N, temos Hyc = Hy e portanto C' esta contido no nicleo da
acao do grupo (z) sobre o conjunto {Hy; y € N}.

Como % é um p-grupo, segue que o numero de classes nao fixadas é
divisivel por p e portanto, pela Equacao de Classes,

(1g)%x) = |N: H| (mod p).
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Pela escolha de H, temos que p 1 |N : H| e portanto p nao divide
(1m)%().

Teorema 2.11 (L. Solomon). Seja 7 o conjunto dos subgrupos quase
elementares de G e 2, o conjunto dos subgrupos p-quase elementares de

G, para algum primo p. Entao

(a) 1g € P(G,7);

(b) mle € P(G,7,) para algum m € Z tal que p{m.
Demonstracdo.

(a) Pelo Coroléario 2.9, temos que P(G, ) ¢ um anel de Z-fungoes
sobre GG. Suponha que 1g ¢ P(G, ). Pelo Lema 2.7, existe
r € G e um namero primo p tal que p | p(z), para toda funcdo
¢ € P(G, ). Em particular p | (15%)(x), contradizendo o Lema,
2.10. Portanto 1g € P(G, 7).

(b) Definindo R = {¢ + nplg; ¢ € P(G,5,),n € Z}, observamos
que R é um anel, ndo necessariamente com unidade. Suponha que
existem x € G e um primo ¢ tais que ¢ | p(z), para toda funcao
¢ € R. Como plg € R, temos que ¢q | plg(x), donde segue que
q = p, contradizendo o Lema 2.10. Assim, pelo Lema 2.7, temos

que 1lg € R e portanto (1 —np)lg € P(G, ), para algum n € Z.
n

Lema 2.12. Suponha que G = CP onde C I G, P € um p-grupo e
pt|C|. Seja X um cardter linear de C, invariante em G e suponha que
Co(P) C Ker(\). Entao A = 1¢.
Demonstra¢do. Seja K = Ker()). Pela Observagao 1.24, definimos o
cardter \ : % — C por A(Kz) = A(kz), para qualquer k € K.
Afirmacdo 1: K¢ = Kep se, e somente se, A(K¢;) = A(K¢y), para
todos c1,cy € C.
Como A é linear, em particular € um homomorfismo, temos
Akier) = AMKer) = MEKes) = Mkacs) <= Akrey(kacs)™) = 1
< k’lcl(k’QCQ)_l e K
<~ KCl = KCQ.
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Afirmagao 2: O carater A ¢ invariante sob a acao de P.
De fato, como C' I G e K < C, temos que para cada k € K e cada
p € P, existe ¢ € C' tal que

pk = cp.

Pelo fato de K ser um subgrupo normal de C, temos que
cK = Kc = ck = kic = ¢ = kick™', para algum k; € K.
Escrevendo y = ck™!p, obtemos pk = kick™'p = kiy e assim,
(kz)P = pkap™" = kyyap™".
Por outro lado,

~

NW(Kz) = AMpKap™) = AKyzp™')
A

= AMkwyzp™') = Mpkxp™)
= MN(kz) = A(kx), pois A é invariante sob a agdo de P
= MKux).

Pelas afirmacoes 1 e 2 temos que (Kz)? = Kx, para todo p € P e
todo x € C. Portanto P normaliza cada classe Kz para x € C.

Na agao de conjugagdo de P sobre o conjunto Kz = {kx;k € K},
temos que o nimero de pontos nao fixados por essa agao é divisivel por
p. Assim, pela Equagio de Classes, |Kx| = |Fizp(Kx)| (mod p), onde
Fizp(Kz) = {kx;pkzp™ = kz,k € K ,V p € P}. Mas |Kz| = |K|
nao é divisivel por p, logo p 1 |Fixp(Kz)| e entdo Kx N Cc(P) # (). Por
hipotese Co(P) C K, donde concluimos que Kx = K, para qualquer
x € C, ou seja, K = C e portanto A = 1¢.

Agora vamos demonstrar o Teorema de Brauer, utilizando o Teorema

2.11(a) para reduzir o problema a subgrupos quase elementares.

Demonstracdo. Queremos mostrar que lg € Z(G,&). Para isso, vamos
usar indugao sobre |G]|.

Se |G| =1, entdo G é elementar e portanto 1g € (G, &).

Suponha que |G| > 1. Por hipotese de indugao, 1y € J(H,&x)

para todo H < GG, onde &y é o conjunto dos subgrupos elementares de
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H. Assim, pelo Lema 2.5, temos que Z[Irr(H)] = #(H, &y), para todo
H<G.
Para toda ¢ € Z(H, &x),

P = Z (V)™,  onde Yy € Z[Irr(K))

Keéy

e pelo Teorema 1.42(c)

= (W)™ =D (W),

Keéy Keéy

donde segue que o € (G, &) C (G, &). Assim, paratodo H < G e
0 € S (H, &) temos que ¢ € (G, &). Visto isso, é suficiente mostrar
que 1g é uma Z-combinagao linear de caracteres induzidos de subgrupos
proprios de G.

Seja ¢ o conjunto dos subgrupos quase elementares de GG. Se GG nao
¢ quase elementar, pelo Teorema 2.11(a) temos que 1lg € P(G,5) e
portanto é uma Z-combinagao linear de caracteres da forma (15)¢, onde
H € ¢ é um subgrupo proéprio de G.

Suponha que G é quase elementar e seja C' um p-complemento ciclico
e normal de G. Considere P € Syl,(G) e Z = Cc(P). Podemos supor
que GG nao é elementar. De fato, se GG é elementar, por definicao G € &
elge J(G,E).

Afirmamos que Z < Ce E= PZ < G.

De fato, se fosse Z = C, teriamos P <1 G, contradizendo o fato de que
G nao é elementar, logo Z < C. Para demonstrar que £ = PZ < G,
observamos que para todo g € GG existem ¢ € C e p € P tais que g = ¢p

e assim, usando o fato de C ser abeliano,
gz = Cpz = czp = zcp = 24,

para todo z € Z, logo Z < Z(G) < G e portanto £ < G. Agora
|E| = [P||Z] # |Cl|P| = |G,

implicando que F é um subgrupo préprio de G.
Escrevendo (15)¢ = 1g + =, onde = é um carater, possivelmente
redutivel, de GG, devemos mostrar que toda componente irredutivel de =

é obtida por inducao de um subgrupo proprio de GG, dessa forma teremos
le=(1p)° -Z€ 7(G,&E).
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Note que CE = C(ZP) = CP = G e CNE = Z. De fato, sendo
E = PZ temos que se x € C' N E entao podemos escrever x = pz, com

z€ Zepe P. Assim,
rzt=peCnNP={l}=a2z'=1=2=2€7,

logo CNE C Z. Por outro lado, Z C C'e Z C E. Portanto temos
CNE=17Z7.
Seja x uma componente irredutivel de =. Como G = C'F, pelo Teo-

rema 1.62,
Lo+ Ee = (16))ie = (18)1sne)” = (12)7
Dai, pela Reciprocidade de Frobenius,
e +Ee,1e] = [(12)%,1¢] = [12,15] = 1,

donde segue que [Z,, 1¢] = 0 e portanto [x|., 1lc] = 0.
Considere A uma componente irredutivel de x|, entao A # 1. Como
7 4G, segue que Z C Ker((1g)%). Além disso, para todo z € Z,

(1)

[1]

(16)%(2) = (1p)°(1) = la(z) + =(z) = 1e(1) +

Pelo Lema 1.21, segue que Z C Ker(y), donde concluimos que

Z C Ker(\) e pelo Lema 2.12, A\ ndo ¢ invariante em G. Portanto

T = Ig(\) é subgrupo proprio de G e pelo Teorema 1.67(b), resulta que
x = %, para algum 1 € Irr(T).

n

Veremos agora um caso especial do item (a) do Teorema de Brauer.
Corolario 2.13. Seja x uma funcao de classe de G. Suponha
(a) x| € um cardter generalizado para todo subgrupo elementar E C G
(b) Dx.x]=1;
(¢) x(1) = 0.

Entao x € Irr(G).
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Demonstragdo. Pela hipotese (a) e Teorema 2.6(a), temos que x = > ag&,
onde € € Irr(G) e ag € Z. Assim, da hipotese (b) temos no maximo um
coeficiente ag # 0 e este az = £1. Assim x = £ £, para algum carater
¢ € Irr(G). Como £(1) > 0, segue de (¢) que x € Irr(G).

Coroléario 2.14. Sejam p um nimero primo e &, o conjunto dos subgru-

pos p-elementares de G. Temos que
mlqg € f(G, (oﬁp),
para algum m € Z com ptm.

Demonstracdo.  Pelo Teorema 2.11(b), existe m € Z com p { m tal
que mlg é uma Z-combinacdo linear de caracteres da forma (1) para
subgrupos p-quase elementares H C G.

Denote por &y o conjunto dos subgrupos elementares de H. Se H é

p-quase elementar, entdo &g C &, e pelo Teorema 2.6(b) temos

1H = ZCL)\)\H,

onde A é um carater linear de algum subgrupo elementar de H.

Logo, pelo Teorema 1.42(c),
(L)%= a\ € (G, ) C I(G, &)

Portanto mlg € S (G, 6,).

2.2 - Algumas Particularizacoes dos Teoremas

Vamos aprimorar o Teorema de Brauer sobre caracteres induzidos, o qual
afirma que todo carater irredutivel de um grupo GG é uma Z-combinacao
linear de caracteres da forma A“, onde A\ é um carater linear de algum

subgrupo elementar de G. Esse resultado ¢ de van der Waall [18].

Teorema 2.15 (van der Waall). Seja x € Irr(G) tal que x # 1g. Entao
X € uma Z-combinacao linear de caracteres monomiais de G, onde cada

cardter monomial nao contém 1g como componente irredutivel.
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Demonstracdo. Seja ¢ o conjunto dos subgrupos p-quase elementares
de G. Pelo Teorema 2.11,

lg = Z aH(lH)G, onde ay € Z
Hex

e pelo Teorema 1.42(b), temos

X(lH)G = (1HX|H>G = (X\H)G‘

Assim,
> anx(1w)® =Y an(x,) = x DY an(ln)® =Y anlx,)® =
Hex Hex Hex Hex
X = Z G’H(X|H>G
Hesr

Escrevendo x|, = byly +1T),, onde by € Z, e T}, & zero ou T}, = Zf,-,
i
com 1y # & € Irr(H). Observamos que tais & sao caracters monomiais,

pelo Corolario 1.59. Dai,

X = Z aHbH(lH)G+ Z aH(T|H>G7

Hesx Hex

onde (1,,)¢ & zero ou (T},,)¢ = Z&G, com & carater monomial de G

que nao tem lg como componente irredutivel, pois pela Reciprocidade
de Frobenius, [1¢, &%) = [1g,&] =0

Por outro lado, podemos escrever

Z apby (1) = Z arbr (1) — 1)% + Z apbr((1gy)")%.

Hex# Hex# Hext

Como cada subgrupo quase elementar H é um é um M-grupo, temos

(1) —1m = 2%7

onde 7; € Irr(H) é monomial e diferente de 1y, pois pela Reciprocidade

de Frobenius,
()™ = 1, 1m] = [Lay, L) = (Lo, 6] = 0,

ou seja, [Z Vi, 1) = Z[%, 1] = 0, logo [7i, 1u] = 0.

)
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De maneira analoga ao que fizemos anteriormente,
(Lap™ —1p)° Z% ,

onde cada ¥;% ¢ um carater monomial de G que ndo contém 1lg como

componente irredutivel.

Afirmamos que Z agbgy =0e Z CLHbH((l{l})H)G = 0.

Hesr Heor
De fato,
0=[x,1¢] = [Z aH(X\H)Gﬂ lg] = Z G’H[(X|H)Ga 1]
Hent Hexnt
= Z a‘H[X|H7 1H}
Hex®

|
Mg
S
=
=

Dai, para todo z € G

> apbu(Lap)™%) = > awbu(1y)%(@)

Hesr Hesr
= Z aHbHZ (1ay)°(gzg™")
Heor geG
|G| Z CLHbH, sex =1
= Hext
0, sex #1
= 0.
Portanto,
X== > agbp((lg)" = 1)+ > au(T},)¢
Hexn Hewt

é uma Z-combinacao linear de caracteres monomiais de G, onde cada
carater monomial nao contém 1g como componente irredutivel.

Agora vamos considerar um grupo solavel finito e particularizar o
Teorema de Brauer sobre caracteres induzidos. Este é um resultado de
Wilde [19].

Primeiramente vamos demonstrar o seguinte resultado.

Lema 2.16. Sejam G um grupo solivel finito e x € Irr(G). Suponha

que x permanece irredutivel quando é restrito a um p-subgrupo de Sylow

de G. Entao
X = Z(IF(’V(F))G,
F
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onde F ¢ um subgrupo elementar de G e vy € Lin(F). Além disso,
X(1) divide cada indice |G : F|, para cada F tal que ap # 0.

Demonstracdo. Pelo item (b) do Teorema de Brauer,

lg = Z ap(A\g),

E

onde E é um subgrupo elementar de G, o carater \(g) € Irr(FE) é linear

e ag € Z*. Multiplicando por x e utilizando o Teorema 1.42(b), obtemos

X =Y ap(\x) ZGE 5Xp)" ()

Cada subgrupo E é nilpotente, portanto é um M-grupo, pelo Coro-

lario 1.68. Assim,
B — Z bF(§(F)>Ea

onde by é um inteiro positivo nao nulo e ) € Lin(F). Dai, em (x)

obtemos

ZaE <A<E)ZbF &) )G

FCE
@
ZaE Z br ( (M) & ))E> , pelo Teorema 1.42(b)
FCE
= ZaE Z br((Ae) ) pelo Teorema 1.42(c)
E  FCE
= E:@Mwm&mﬁa
FCE

onde )‘(E)\F’ £y € Irr(F) sao caracteres lineares tais que

Ay &F)s Xiplr # 0

|7
e F' é um subgrupo elementar, pelo Lema 1.54(b). Escrevendo F' = Qx H,

onde @ é um p-grupo e H é um p’-grupo, temos que

Ay Sy = a- B,

3

onde « é um carater irredutivel de () e 8 é um carater irredutivel de H.

45



2.2. Algumas Particularizacoes dos Teoremas

Seja P um p-subgrupo de Sylow de G que contém (). Pela Recipro-

cidade de Frobenius,
", X1p]P = [a, X10]@ # 0.

Afirmagao: x(1) divide o (1) = |P : Q|a(1).

Vamos dividir a demonstracao em casos.

Caso 1: Suponha que @Q C P € Syl,(G) seja maximal em P, entdo

|IP:Ql=peQ<P.
Pelo Corolério 1.75, para todo cardter ¢ € Irr(P) tal que [, a] > 0,

temos duas possibilidades para 9,
(1) 1, éirredutivel, o que implica que (1) = a(1). Logo (1) | a”(1).
(2) ¥o(1) =p-a(l) =[P : Qla(l) = a(1).

Logo para todo ¢ € Irr(P) temos que ¥(1) | af(1). Em particular,
x(1) | @f’(1), pois por hipotese temos que x|, € Irr(P) .

Caso 2: Suponha que existe N <1 P tal que N é maximal em P e () é
maximal em N. Assim temos @ < N < P tais que |P: N| =|N: Q| =
e |P: Q| = p* Pelo Corolario 1.75 temos duas possibilidades para 1,

(1) 1, é irredutivel. Dai aplicando o Corolario 1.75 aos grupos N e

@, temos duas possibilidades para 1, .

(1.1) 1, @ irredutivel, donde segue que (1) = (1) e portanto

w<>\ap(>

(1.2) ¥, = Za“ donde segue que (1) = p- «al) = aPp(l) o

portanto ( ) | o (1).

(2) ¢ = 26’1, onde 0; € Irr(N). Entao pelo Corolario 1.75, para

cada 6; temos duas possibilidades

s . : . _ _ aP()
(2.1) 6, € irredutivel, implicando que ¢(1) = p-a(1) = = =. Logo

»(1) | aP(l)

(1.2) 63, = Z%, com ; € Irr(Q). Logo ¢(1) = p*-a(1) = oF(1).

=1
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Portanto, (1) | o (1). Em particular, x(1) | a”(1).

Caso 3: Vamos considerar () um subgrupo qualquer de P.

Como P é um p-grupo, podemos obter uma série subnormal
Q<N <---<aN, =P,

tal que ) é maximal de indice p em Ny, e N; é maximal de indice p em
N1, para todo 7 = 1,...,k — 1. Logo aplicando indutivamente o caso
anterior, segue que (1) divide o’ (1). Assim concluimos a demonstragao
da afirmacao.

Obtivemos que x(1) divide a”(1) = |P : Q| = |G : F|, e portanto,
x(1) divide |G : F|.

Teorema 2.17 (Wilde). Sejam G um grupo solivel finito e x € Irr(G).
Entao

X =Y as(A\wm)“,
E

onde E C G é um subgrupo elementar de G e gy € Lin(E). Além
disso, x(1) divide cada indice |G : E|, para todo E tal que ag # 0.

Demonstracdo. Procederemos por indugao sobre |G].

Se |G| =1 o resultado segue. Supondo que |G| > 1, vamos dividir a
demonstracao em dois casos.

Caso 1: Vamos supor que Y nao seja um carater primitivo.

Se x = 0%, onde 6 é um carater de algum subgrupo proprio H de G,

entao pela Reciprocidade de Frobenius,

1= [6%,x] = [0l

Pelo item (b) do Teorema de Brauer,

9 = Z (IE()\(E))H,

B
donde segue que x = ZCLE()\(E))G e como |H| < |G|, por hipétese de
E
indugao temos que 6(1) | |H : E| e portanto x(1) = 0(1)|G : H| divide
|G : E.
Caso 2: Se y é primitivo, supomos que x(1) > 1 e assim podemos

assumir que x(1) é divisivel por um primo p.
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Como G é um grupo soluvel finito, temos que existe uma série normal

1=Gy<Gi<--- <G, =G,

tal que GGjl tem ordem prima, para todo i = 1,...,n. Além disso, pelo
Corolério 1.70, temos que x|g, ¢ homogéneo para todo i = 0,1,...,n.

Logo, pelo Teorema 1.48, temos que x = X, - X/, onde X, é p-especial e
Xp € p'-especial.
Pelo Teorema 1.50, a restricao de x, a um p-subgrupo de Sylow de G

é um carater irredutivel e entao pelo Lema 2.16, temos que

Xp = ZQE()‘(E))G7
E
onde E é um subgrupo elementar de G tal que x,(1) = x(1), divide
|G : E|.

Afirmamos que

X = > br(i)”,
F

onde F' é um subgrupo elementar de G, j(p) € um carater linear de F' e
|G : F| é divisivel por x(1),.

Essa demonstracao sera feita por inducao sobre a quantidade de ni-
meros primos que dividem y(1).

Se p’ = {p1}, pelo que vimos anteriormente,

Xp = Xp1 = Z CH(H(H))Ga

H

onde H é um subgrupo elementar de G, o carater 6y € Lin(H) e |G : H|
é divisivel por x,(1).
Se p' = {p1,p2,...,pn}, pelo Teorema 1.48,

Xp' = Xpr * Xpr'» onde pi’ = {pa, ..., pp}.

Assim, pela hipotese de indugao temos que
Xor = Y dic (),
K

com K subgrupo elementar de G, o cardter yx) € Lin(K) e |G : K|
divisivel por x,,/(1).
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Assim,

Xp = Xp1 " Xpi/ = ZCHdK<9(H)>G(7(K))G‘ (*)
H,K

Escrevendo G = UHSK e utilizando o Teorema 1.62,

H
(O)) 00 = > (95|(HW)> V()

s€eH\G/K

_ 0° K
- § : lrrsnmy Nsnry ) o

s€eH\G/K

onde na ultima igualdade utilizamos o Teorema 1.42(b). Dai, em (x)

temos

Xo = Y endic(0m)? (i)

HK
el
- ZcHdK (0 ) 1evir)) s pelo Teorema 1.42(b)
HK
G
K
= ZCHdK Z [<QS|(HSQK),Y(HSOK)> :|
H,K seH\G/K
a
— Z cady Z (95‘(}18%)7‘(}1%}()) , pelo Teorema 1.42(c).
H, seH\G/K
Note que 0% . o) V| (snx, € W carater linear do subgrupo elementar

H° N K. Vejamos que cada indice |G : H* N K| é divisivel por x,/(1).

De fato, como vimos anteriormente,
X(Dp G H e x(1)py | |G 2 K.

Entao escrevendo

l<Bd |
G:-HNK|= —_— =
| =R T Ea
) QK| K|
G- HNK|=——7—
| | |K||H*N K| =G ’|HSmK|

temos que x(1),, | |G : H*N K| e x(1), | |G : H* N K|. Portanto
como mdc(x(1),,, x(1)py) = 1, temos que x(1),, - x(1)p,r = xr (1) divide
|G : H°NK|.
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Portanto, considerando o subgrupo elementar F' = H*N K e o carater

linear fi(p) concluimos que

= 6)8|(H5ﬂK),y‘(HSOK)’
Xor = Y br(p)©,
F

com |G : F| divisivel por x,(1).

Agora utilizando o fato de que x = x, - X/, temos que
X = ZaEbF(/\(E))G(:u(F))Ga
E,F

entao por um argumento analogo ao utilizado na demonstracao da afir-

macao anterior, obtemos
) G
X = ZaEbF Z ()‘ |(ESmF):u\(ESmF)) )

onde A° o 0 K é um carater linear do subgrupo elementar £° N F

ESNF)

e cada indice |G : E* N F| é divisivel por x(1).
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Capitulo

Uma aplicacao do Teorema de

Brauer

Neste capitulo, iremos estudar um resultado de Isaacs [9]. Aplicando o
Teorema de Brauer, mostraremos que um miltiplo adequado da funcao
que associa a cada elemento g de um grupo finito GG a dimensao do espaco
dos vetores fixados por ®(g) é um carater generalizado, onde ® é uma

representacao de G.

3.1 - Classes Racionais

Nosso objetivo aqui é mostrar que se « é uma fungao constante sobre
as classes racionais, entdo |G|a é um carater generalizado de G. Vamos

precisar da seguinte definigao.

Definicao 3.1. Seja G um grupo e z,y € GG. Escrevemos x R Y se oS

grupos ciclicos (x) e (y) sdo conjugados em G.

Proposicao 3.2. Se G € um grupo finito entao x z y define uma relagao

de equivaléncia em G.
Demonstracio.

. R

(i) z ~ =

(i) Se x L y entdo existe g € G tal que (x) = (y)?. Logo y L x, pois

1

(y) = (=)

o1



3.1. Classes Racionais

(iii) Se 2 & y e y X = entdo existem g, h € G tais que () = ()¢ e
(y) = (). Logo z & z, pois (z) = ()"

Denotaremos por [z]r = {y € G;y Z x}e G/E = {[z]r;x € G}, a
classe racional de x e o conjunto das classes racionais de G, respectiva-

mente.

Proposicao 3.3. Sejam G um grupo finito e x € Irr(G). A soma dos
valores de x sobre as classes racionais de G € um nimero inteiro, isto €,
para todo v € G a soma Z x(g) € Z.

g€lz]r
x o R <
Demonstra¢do. Primeiramente observamos que se z ~ y, entao |z| = |y|,
assim A := E X(g) é uma soma de raizes |z|-ésimas da unidade. Pelo

g€lz]r
x(1)
Lema 1.15, temos que ®(g) = diag(ey,...,ex1)) € X(g9) = Zei, entao
i=1
A € Q(w), onde w é uma raiz |z|-ésima primitiva de 1 (extensao cicloto-

mica). Agora note que se ¢ é coprimo com |z|, entao x L 2i e assim
para todo f € Gal(Q(w)/Q) temos que f(A) = A, pois f é definida por
f(w) = W', para algum 7 coprimo com |z| e f(x(g)) = x(¢°). Logo A € Q
e portanto A € Z.

Proposicao 3.4. Se G € um grupo finito e o : G — 7Z € uma funcao
constante sobre o conjunto das classes racionais de G, isto é, a(x) = a(y)

R . . ; :
se x ~y, entdo |G|a € um cardter generalizado de G.

Demonstracdo. Seja x € Irr(G), denotaremos por {x;} um conjunto
completo de representantes das classes de equivaléncia com respeito a

~ R
relacao ~. Temos

[Gla,x] = & Y 1Glal9)x(9)

geG

= > ) algx(y)

i g€lwi|r

= Z@(l‘z‘) Z @‘

i g€lzilr
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3.2. Uma particular funcao de classe

Como Z X(g) € Z, pela Proposicao 3.3, segue que [|Gla, x] € Z e

9€lzilr
portanto |G|a é um caréater generalizado de G.

3.2 - Uma particular funcao de classe

Vamos agora considerar uma particular funcao de classe, constante so-
bre as classes racionais e mostrar que para esta funcao o resultado da
Proposicao 3.4 pode ser melhorado.

Seja ® uma representagao complexa de um grupo finito G com carater

associado . Podemos definir a funcao o, : G — Z sendo

ay(g) = dim(E,(2(g))),

onde g € G e Ei(®(g)) = {v € CXV : d(g)(v) = v} = Ker(®(g) — Id).

No proximo Lema vamos obter outra forma de escrever a fungao «,,.

Lema 3.5. Seja G um grupo finito e ® uma representacao complexa de

G que determina o cardter x. Para todo g € G,

ay(g) = [X|<g>v 1<g>](g>'

Demonstracdo. Pelo Lema 1.15, podemos escolher uma base de V de

|91

;i =1lea

modo que ®(g) = diag(1,...,1,€1,...,¢), onde ¢ # 1, €
quantidade de autovalores 1 ¢ a dimensao do espaco dos vetores fixados

por ®(g), ou seja, ay(g). Assim temos
X(g") =oay(g) e+ +ef

x(g") =ag)+ea+---+¢

(@) = an(g) + e e

lgl—1 lgl-1 lgl—1 lgl-1
Dai, Y x(g*) = lglax(g) + D i+ Y b+ + > e =|glay(g) e
k=0 k=0 k=0 k=0
portanto,
1 lgl—1
o Lolo =15 > x(g") = lg)
k=0

Agora vamos provar o seguinte resultado.
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3.2. Uma particular funcao de classe

Teorema 3.6. Seja G € um grupo finito de expoente e. Se x € um cardter

de G, entao ea, € um cardter generalizado.

Pelo Teorema de Brauer, ¢é suficiente provarmos que a restrigao (eay )|,
é um carater generalizado de N, para todo subgrupo nilpotente N < G.
Portanto basta demonstrarmos o Teorema 3.6 para o caso em que N ¢
nilpotente. Neste caso, devemos verificar que e|ay, (] € Z, para todo
carater irredutivel ¢ de N. Para isso, vamos tornar geral esse resultado,

supondo que ¢ é um carater generalizado.

Proposicao 3.7. Seja G um grupo nilpotente e suponha que x € um
cardter de G e € um cardter generalizado. Entio m[o, (e € Z, para

todo inteiro positivo m tal que ((g) = 0 sempre que g™ # 1.

Em particular, se m é o expoente de G, a condi¢do ((x) = 0 sempre
que ™ # 1 ¢ satisfeita por vacuidade. Portanto a Proposi¢ao 3.7 inclui
o caso nilpotente do Teorema 3.6 e implica o caso geral, pelo Teorema de
Brauer.

Vamos precisar da proxima definicao e dos seguintes resultados.

Definicao 3.8. Se G é um grupo finito, x : G — C ¢é uma funcao

arbitraria e n é um inteiro positivo, definimos

X™ 1 G = C por X (z) = x(a™)

XM G = € por XM (@) = Y x(w):

s
yr=x

Proposicdo 3.9. Se x € um cardter generalizado de G, entio x™ € um

cardter generalizado de G.

Demonstracdo. Considere o polindémio simétrico t,(z1, ..., Ty) = E x”

onde m = x(1). Pelo Teorema de Newton em [4], existe f € Z[z1, ..., 2]
tal que t, = f(s1,...,8m), onde os s; sdo os polindmios simétricos ele-

mentares. Se a1(g), ..., an(g) sdo os autovalores da matriz ®(g), entao

X" (9) = x(g") = Zai(g)” =tn(a1(g), ... am(9)) = f(31,-. ., 8m),
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3.2. Uma particular funcao de classe

onde $; = s;(a1(g),...,an(g)) é a avaliagdo em g de um caréater de G,
pelo Teorema 8.12 em [7]. Como os caracteres generalizados formam um
anel, (™ é um carater generalizado.

Proposicao 3.10. Se y é um cardter generalizado de G, entio x/™) ¢é

também um cardter generalizado de G.

Demonstracio. Em primeiro lugar, vejamos que x/™ é constante sobre

as classes de conjugacao.

XY (gzg™) = > xw= > x(v)

yeG yeG

yr=grg~? (g7 tyg)m=x
= xlgzg™) =D x(2)
s Wl

Seja ¢ € Irr(G). Entao

N = & S X @)

zeG

= =Y. X))

z€G yeG
yn=x

= &> X))

yeG

= [x, "]

Como ¢™ ¢ um carater generalizado, temos que [y, ("] € Z e portanto
x1/™ & um caréater generalizado.

Lema 3.11. Seja G um grupo finito e N < G tal que % € ciclico. Su-

ponha que x € um cardter generalizado de G tal que x(g) = 0, para todo

g € G\ N. Entio x = %, para algum cardter generalizado 1> em N.

Demonstracdo. Como % é ciclico, todos os seus caracteres irredutiveis
sao lineares, desse modo ]TT(%) ¢ um grupo abeliano e portanto, pelo

Lema 1.23, pode ser identificado com o grupo ciclico
C={yelrr(G); N < Ker(y)}
de caracteres lineares de G.
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3.2. Uma particular funcao de classe

Pelo Corolario 1.27, para todo ¢ € Irr(G) e todo A € C < Lin(G),
Ao € Irr(G) e o grupo C age por multiplicacdo sobre Irr(G). Como
x(g) = 0se A(g) # 1, temos que y = xA.

Afirmacao 1: y é uma Z-combinagao linear das somas das 6rbitas da
acao de C sobre Irr(G).

Primeiramente, observamos que a acdo de C' em Irr(G) é fiel. Se
1,19 € Irr(G) sdo tais que Ay = Ay, entao

1 = (A, My = ZA )1 (9)A\(9) ¥2(9)

geG

Zwl Ya(g) = [t1, ¥a].

geG

Dai, ¢y = ¥5. Logo, pondo xy = Z aypt) a relagao xy = Ay implica

Yelrr(G)
que

Z a,\qp)ﬂ/} = Z (Iw/\@/] = Z (a)\w — aw))\w =0= Ay = Qyp,

Yelrr(G) Ypelrr(G) Yelrr(G)

pois Irr(G) é uma base para o espaco das fungoes de classe de G. Sejam

01, ...,0, as 6rbitas dessa acao, podemos escrever
k k
X=D_ 2 awh = iy v,
=1 1,[1601 =1 ’IZJE@Z
onde a; € Z.

Visto isso, é suficiente provar que toda soma de 6rbitas é induzida
por algum carater de V.

Considere entao & € Irr(G) e n a soma da C-orbita contendo £. Se
a & uma componente irredutivel de §|,, completaremos a demonstra¢ao
verificando que o = 1.

Ora, mas para todo g € G\ N existe A € C' tal que A(g) # 1. Como

n é a soma de uma C-6rbita, temos n\ =n e

n(g) = (mN)(g) = n(g9)A(g) = n(g)(Mg) — 1) = 0= n(g) = 0.

Por outro lado, se z € Ge g€ G\ N, entdo 2 gz ¢ N e

o’ (9) |N|Zax gzr) = 0.

zeG
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3.2. Uma particular funcao de classe

“em G\ N. Vamos mostrar que n = a“ em N.

Logo n = «

Cada componente irredutivel de n é da forma &u para algum p € C.
Como py, = 1, temos ({u)y = &ty = &|n» donde 7, é um multiplo
de £, que ¢ um multiplo da soma da G-orbita de «, pelo Teorema de

Clifford (Teorema 1.63).

Afirmacdo 2: (o)

De fato, pelo Teorema 1.62, temos que

|y ¢ um miultiplo da soma da G-orbita de a.

onde r; € G = U;.n:lNer.

Assim, para mostrar que n = «
n(1) = a%(1).

Se B C C o estabilizador de & com respeito a acao definida no Coro-
lario 1.27, entao n(1) = |C : BJ£(1). Seja T' = Ig(«) C G o estabilizador
de a. Pelo Teorema 1.67(b), temos que & = 3% onde 8 € Irr(T) e
(B N # 0.

Afirmagao 3: §), = a.
Como N <T < Ge NG, temos que N <T. Por outro lado, 5 é

& em N é suficiente verificarmos que

uma componente irredutivel de ol pois

1< [ﬁh\ma]N = [67 aT]T'

T G
N SN

T, donde segue que « é extensivel a T, pelo Coroléario 11.22 em (8], ou

Agora ¢ um grupo ciclico e a € Irr(N) é invariante em

seja, existe v € Irr(T) tal que 7, = a. Pelo Teorema de Gallagher

(Corolario 1.73), temos que para distintos 6 € Irr (%) os caracteres
o7 sao distindos, irredutiveis e sdo todos os constituintes de a’. Logo
8 = o7, para algum ¢ € Irr (2) Como ¢ € Irr (2) implica que

N N
N C Ker(o), temos

B|N - (0—7)|N - 1N7|N =My — @

Consequentemente, £(1) = |G : T|a(1) e n(1) = |C : B||G : T|a(1).
Como a%(1) = |G : N|a(1), resta mostrar que |G : N| = |G : T||C : B|,
ou seja, que |7 : N| = |C: B|,jaque |G: N|=|G:T||T: N|.
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3.2. Uma particular funcao de classe

G

Pelo terceiro Teorema do Isomorfismo, # ~

que B={y € Irr(G); T < Ker(y)} teremos

. Entao, se mostrarmos

z4zla

_g_|G:N|_

|IC: B| = = =
Bl [N:T]

|T : NJ.
Seja u € B. Utilizando o Teorema 1.42(b), temos

E=¢&u=p%= B,

e (Bur)iy = Biwkly = By = . Contudo, pelo Teorema 1.67(c), 5 é o
tnico com tais propriedades. Logo Bu,. = [ e assim, pelo Teorema de
Gallagher, y, = 1,. Entdo T' C Ker(u).

Reciprocamente, seja pu € Irr(G) tal que T' C Ker(u). Temos que
i € B, pois

Eu=p%= (B, =p%=¢.
Portanto, B = {¢ € Irr(G);T < Ker(y)} finalizando a demonstra-

¢ao.

Agora vamos demonstrar a Proposigao 3.7.
Demonstracdo. Primeiramente observamos que a aplicagao x — «, é
aditiva. De fato, se ®; e $, sao representacoes complexas de G que

determinam os caracteres yj e Yo respectivamente, entao

é uma representacao complexa de GG que determina o cardter xi + Xo.
Logo
Mq1x:(9) = dim(E1(2(g))
= dim(E1(®1(g))) + dim(E1(P2(g)))
= ay(9) + oy, (9).

Deste modo, podemos assumir que y é um carater irredutivel de G e

entao procedermos por indugao sobre x(1).

Se x(1) =1, entao x ¢é linear. Denotando K = Ker(x), segue que

() 1, sege K
Q@ = .
A 0, seg¢ K
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3.2. Uma particular funcao de classe

Considerando a projecao 7 : G — %, seja Kg € % cuja ordem divide

m, temos que K = (Kg)™ = Kg™, ou seja, g™ € K. Entao
N={geG;g" € K}

é a pré imagem dos elementos de % cuja ordem divide m.
Sejam g1, 9, € N, entdo g", 95" € K e (¢;")™ = (¢1") ' € K < G, ou
el

seja, ;' € N. Como 7 € ciclico, em particular ¢ abeliano, segue que

K =Kg"'Kgy' = (Kg1)"(Kg2)™ = (Kg192)™ = K(g192)™,

isto é, g1g2 € N. Portanto, N < G.

Como K < N, temos que % < % é ciclico e entao |%‘ divide m.
Assim, ma, é um multiplo de }%‘ Qy e
1 IN: K|, sege K N
(1) (9) = 777 D (1x)°(zgz™) :{ = | 7| ax(9)-
| K| x;\f 0, seg¢ K K
Em particular, (ma, ), é um carater de N.
Se g € G\ N, entdo g™ ¢ K e por hipétese temos ((g) = 0. Como &

é ciclico, pelo Lema 3.11, existe um carater generalizado n de N tal que
¢ =n%. Entao

mlay, (] = [m@wa] = [(max>|1va77] € Z,

pois (may )|, ¢ um carater de N.

Suponha que x(1) > 1. Como G é nilpotente, pelo Corolario 1.68
podemos escrever Y = A\, onde \ é um carater linear de algum subgrupo
K de G e neste caso, observamos que K é um subgrupo proprio de G,
pois x(1) > 1. Sejam H um subgrupo maximal de G que contém K e
1 = M. Pelo Teorema 1.42(c) temos % = \Y = y e ¢ € Irr(H), pois
se 1) é soma de caracteres, entdo ¢ é também uma soma de caracteres,
contradizendo o fato de x ser irredutivel. Portanto temos que xy = ¢,

para algum ¢ € Irr(H), onde H < G tem indice primo p. Entao,

[X\H7¢] = [(¢G)|H>¢] = [¢G>¢G] = [X,X] =1.

Além disso, pelo Teorema de Clifford e pelo Corolario 1.75
Xig = V1 + Y2+ + 1y,
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3.2. Uma particular funcao de classe

onde ¢ = e {wl, Vg, ..., } € uma oOrbita da agao de G sobre Irr(H).

Entao (a, Z Qy, € 08 (uy, Sa0 tais que para todo g € G,
=1
|h9|—1
g _
(') = ay(ohg™) = po hg‘ Z Yil(ghg™
L M2 L M=t
= Ty 2 Gilehte ) = i 3 () = avs(h)
k=0 k=0

Agora vamos utilizar modulos para calcular a, (g) se g € G\ H.

Seja. V' um C[G]-moédulo que determina o carater y, entdo
V=VieVe® - ®YV, onde para todo ¢ = 1,...,p temos que V; é o
C[H]-submodulo irredutivel de V' que determina o carater ¢; € Irr(H).
Esses submodulos sao permutados por G pois, se g € G\ H, entao (g)
permuta V; transitivamente e entao podemos assumir que g leva V; em
Vi1, paratodoi=1,...,p—1e gleva V, em V.

Fixando g € G\ H, definimos uma C-transformacao linear ¢ : V; — V
por p(w) = w + wg + wg* + - - +wgP~L. Se w € Ker(yp), entao

p(w) = w+wg +wg® + - +wg" =0

logow =0, pois V=V, & Vo @ ---DV,. Portanto ¢ ¢ injetiva.
Agora note que se w é um ponto fixado por g? em V;, entao p(w) é
fixado por g. Reciprocamente, suponha que v € V é um ponto fixado

por g. Escrevendo v = vy + vy + - - - 4+ v, com v; € V; temos que
V=09 =V + V2t -+ U, =V1g + V2g + -+ Upg.

Comparando as projegoes, segue que v1g = Vq, U2 = V3, ...,Vp_10 =

Up, € Vg = V1. Logo, v1gP = vi1gP g = v,g = v1 e
(1) =U1+U1g+v192+---+vlgp_1 =v + U+ U, = 0.

Desse modo, ¢ define um isomorfismo do subespaco de V;, formado
pelos pontos fixados por ¢gP, no subespaco de V', formado pelos pontos
fixados por g. Por outro lado, como |%| = p, para todo g € G\ H temos
que H = (Hg)? = HgP, ou seja, g° € H. Portanto, o, (g) = ay(g?) para
todoge G\ H.

Agora,

m m
mlay, (] = Q — 51 + — 95,
" !G\gezg 90 = G+ e
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3.2. Uma particular funcao de classe

onde S| = Zax(g)@ e Sy = Z ax(g)@.

geH geG\H

p
Se g € H, entdo a,(g) = Za%(g) e
i=1

$1=|H| [(Z %) ,qH] = [HI D _lews; Gl = plH [, G,

pois, pelo Lema 1.61(d) [ay,, (] = [y, (], para todo 1 <7 < p.
Note que ¥ (1) < x(1). Assim, por hipotese de indugao temos

m m

8 =

|G |Gl

Para calcularmos Sy, vamos aplicar inducao sobre m.

plH|[ay, ] = mlay, (] € Z.

Se m = 1, entdo ((g) = 0, sempre que g # 1. Dai,

1 — 1 — 1 S
ol = 7 ;axw)qg) = (DS = (e = ¢ € 2
Para h € H defina £(h) = Z ((g). Entao
e
52 = Z ax(g)@
geG\H L
= > ay(¢")(9)
geG\H
= > D au(g")(9)
heH geG\H
= Y ay(h) Y )
heH geG\H
gP=h
= > ay(h)E(h)
heH
= [H|lay, ]

Vamos mostrar que

m m

m
@SQ = ’G| |H|[Oéw,€] = E[O‘w»ﬂ € Z.

Note quese g € G\ H e ¢ = h € H, entdo p divide a ordem de g. De
fato, se p ndo divide |g| entdo mde(p,|g|) = 1. Assim, existem a,b € Z

tais que ap + b|g| = 1, logo
g=g" = (gP)* = h* € H,
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3.2. Uma particular funcao de classe

contradizendo o fato de que g € G\ H.

Se pt m entdao g™ # 1 e por hipotese temos ((g) = 0. Dessa forma,
¢ é identicamente zero e portanto, %SQ SYA

Agora suponha que p | m.

Se g =1eg? =h € H, entdo h"™/P) = 1. Assim, se h"/P) £ 1,
entdo g™ # 1 e por hipotese segue que ((g) = 0, para todo g € G\ H tal
que ¢g? = h e portanto £(h) = 0.

Agora

&)= <clg) =Y ¢l

9€eG geEH
gP:h gp:h

e entdao & = (CVP) . — ((,,)"P), que é um cardter generalizado pela
Proposicio 3.10. Como &(h) = 0 se h™/P) = 1, por hipotese de inducdo
temos que %[&w,fm] € 7. Logo, %Sg € Z e portanto mfa,, (] € Z.

]

Usando a Proposicao 3.7, vamos provar um resultado mais forte do

que o Teorema 3.6.

Teorema 3.12. Seja G um grupo finito e suponha que x € um cardter de
G e ¢ € um cardter generalizado. Entdo m[a,, (] € Z, para todo inteiro

positivo m tal que ((g) =0, sempre que g™ # 1.

Demonstracdo. Pelo Teorema de Brauer, o carater principal 15 pode ser

G

., onde os \; sao

escrito como soma de caracteres lineares induzidos A
caracteres de certos grupos nilpotentes N; C G. Assim, pelo Teorema

1.42(c)

(=(lg= Z CNT =D (¢, M)

(2

Portanto,
mlay, (] = Z mfay, (G, M) ] = Z ml(ay)|y, s Gn, Al

Por outro lado, (|, A; ¢ um carater generalizado tal que (QNi Ai)(n) =0,
para todo n € N; que satisfaz n™ # 1. Logo, pela Proposicao 3.7,

m[(ay)y, s v, Ail € Z. Portanto m[ay, (] ¢ inteiro.
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3.3. Uma aplicacao computacional

Na Proposicao 3.4, mostramos que se a : G — Z é uma funcao
constante sobre o conjunto das classes racionais, entdo «|G| ¢ um carater
generalizado, ou seja, |G|, (] € Z, para qualquer ¢ € Irr(G). No
Teorema 3.6, para uma fungdo « particular e para todo ¢ € Irr(G)
mostramos que ef[a, (] € Z, onde e é o expoente de G. Agora se ( é
um carater particular, vamos mostrar que podemos reduzir o coeficiente
de [o, (] para qualquer funcdo o : G — Z que seja constante sobre o

conjunto das classes racionais.

Teorema 3.13. Se a: G — 7Z € uma funcao constante sobre o conjunto

das classes racionais de G, entao para todo ¢ € Irr(G) temos que

G|
_[057 C]
¢(1)
€ um inteiro.
Demonstracdo. Seja {z1, s, ..., 2} um conjunto representativo das clas-

ses de conjugacao Cly,...,Cl, de G. Temos que

|G| _ _x
mk%d _Z 1

zeG i=1

Oé

M;r

C(l ]C’l| ¢ um inteiro algébrico, pelo Teorema 1.35 e portanto
161

o) [a ¢] & um inteiro algébrico, pelo Corolario 1. 32 Por outro lado,

ol [a (] é racional e

pela Proposicao 3.4, |G|[a, (] € Z. Dessa forma

portanto inteiro, pelo Lema 1.30.

3.3 - Uma aplicacao computacional

Vamos concluir nossa dissertacao com uma aplicagao da teoria dos carac-
teres no problema da geracao de um grupo por um conjunto de elementos.
Em particular, iremos aplicar a funcao de classe a, definida e estudada
anteriormente. Nossa referéncia principal é o livro de Lux e Phalings
[12].

Vamos precisar das seguintes defini¢coes e observacoes.

Definicao 3.14. Seja V um C[G]-modulo. Definimos
In®(V)={(g—1v; g€ G, veV).
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3.3. Uma aplicacao computacional

Observagao 3.15. Inv%(V) e Fizg(V)={v e V; g-v=1uv,V g € G}
sao dois C[G]-modulos. Além disso, Fizg(V) é o maior submodulo de V,
sobre o qual G age trivialmente, enquanto Inv (V') é o menor submédulo

W de V, tal que G age trivialmente sobre %

Definigao 3.16. Sejam G um grupo finito e € = (¢},...,%), tal que
cada %; € um subconjunto normal de G, isto é, €; é uniao de classes de
conjugacao de elementos de G.

Para H < @, definimos

SE@) ={(91,--,9m); G E€ECr, G1-  gm =1, {g1,...,9m) =c H}

SSE) ={(g1,-- 1 9m); G ECi, g1+ G =1, {g1,...,9m) <c H},

onde U =g H, significa que U é conjugado em G ao subgrupo H e

U < H, significa que U é conjugado em G a um subgrupo de H.

Denotaremos ag(¢) = }EEG(%)‘ e 16(%¢) = |SE(€)|. Claramente
ag(?) = 7c(%) 2 0.

Observagao 3.17. Seja .Z um conjunto completo de representantes das

classes de conjugacao de subgrupos de G. Entao

v6(%) = | BH(%),

He?

ou ainda, '

259 = | JSh@ N H,... €, N H).

H<LG
Dai,
ac(?) = |S59(%) =) [SH(GNH,... .6, H)
H<G
= Y w(GnH,. . . %, NH).

H<G

Definicao 3.18. Um conjunto nao vazio X é dito parcialmento ordenado,
se podemos definir uma relacao binaria r < y em X, de forma que para

quaisquer x,y,z € X, temos
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3.3. Uma aplicacao computacional

(a) z 2
(b) Sex <yey =z, entdo x = y;
(c) Sex yey=z entdo z =X 2.
Se X é um conjunto parcialmente ordenado, diremos simplesmente
que X é um poset.
Defini¢ao 3.19. Um poset (P, <) é dito localmente finito, se o conjunto
{z € P; x <z <y} é finito, para todo par z,y € P.
Estamos interessados em calcular 74 a partir de ay, onde H ¢ um

subgrupo de G. Para isso, vamos precisar da fun¢ao de Md&bius.

Definicao 3.20. A funcao de Mobius de um poset localmente finito
(P, <) é uma fungao up : P x P — 7Z, definida por

(i) pp(z,y) =0, se x e y nao satisfazem = < y;

(ii) se = < y, definimos pup(x,y) recursivamente por pp(z,x) = 1 e

para x < v, Z pup(x,z) =0.

r=z2y
Observacgao 3.21. Seja P = {z1,...,x,} um poset. Vamos assumir que

xr; 2 x; se 1 < j. Entao a matriz

1

0, caso contario

, Se I; j x]
[zijl1<ij<n tal que z;; =

é uma matriz triangular superior tal que z; = 1. Logo [z;;] é inversivel e

sua inversa é dada pela matriz

Como [p;;] é também uma inversa a esquerda, obtemos

> pp(z,y) = day.

=2y

Vamos utilizar a equagao acima para demonstrar o proximo resultado.
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Lema 3.22. Sejam p a fun¢ao de Mobius do reticulado dos subgrupos de
Ge¥ = (6,...,6), tal que cada €; é um subconjunto normal de G.
Entao

V6(€) =Y WHG)-an(¢:NH,... . €00 H).

H<G

Demonstracdo. Pela Observacao 3.17, temos que

an(G:NH,....ConH) =Y w(GNU,... . €,N0).
U<H

Multiplicando esta equagao por p(H,G) e somando sobre todos os sub-

grupos de G, obtemos

ZM(H,G)-ag(%ﬂH,...,%mmH) —

H<LG

= ZZM([—LG)’}/U(%lmUa?(gmmU)
H<GU<LH

= Z( > u(Hﬂ))vU(%mU,...,%mmU)
U<G \U<KH<G

= (€, ..., %), pela Observagao 3.21.

[
Agora vamos obter uma férmula para calcular ag.
Teorema 3.23. Sejam Cly,...,Cl,, classes de conjugacio (nao neces-
sariamente distintas) de G e € = (Cly,...,Cl,,). Entao
Oll Cl, X 91
O[G((g) ’ | | Z ) ) )
x€lrr(G)

onde {g1,...,9m} € um conjunto representativo das classes Cly, ..., Cl,,.

Demonstracdo. Sejam Cl uma classe de conjugacao de G e g um re-

presentante dessa classe. Definindo Cl' = {z7';2 € Cl} e denotando
C= ZxEC[G]eCZ-: Zx,temosque

:EGCZ/ CEEClZ

QG(%) = |Cm| . |{(l‘1, ... ,C(]m_l); T; € Clj, Ty Tm—1 = gml}’

Portanto,

&G(Cll, ce ,Clmfl, Cl)
Cr---C,pyy = Z i C.
CleCl(G)
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Para um carater y € Irr(G), consideramos a funcao C-linear w, definida
na secao 1.2. Aplicando w, a equacao anterior e utilizando a Observacao
1.34, temos

O] Ol B
X(l)x(gl) D) X(Gm—1)

_ —1

— CIE;(G) aq(Cly, ..., Cly_y, C’l)—X(1>X(g )

Multiplicando dos dois lados dessa igualdade por ||G’r|x(1)x(gm) e

somando sobre todos os caracteres irredutiveis de G, segue que

|Cll |Cl | Z Xgl gm)
XEIrr(G)

_ \Cl | L
= Z ag(Cly,..., Cly - 1,Cl)| | > xlgm)x(g™),

CleCl(G) x€Irr(G)

onde
- =1C 0 ——‘G’ 0
> Xgm)x(g™") = 1Ca(gm)0g,0 = oo
x€Irr(G) m

pela Segunda Relagao de Ortogonalidade (Teorema 1.19).

Portanto,

x€lrr(G)

Agora vamos estudar alguns resultados sobre modulos.
Definigdo 3.24. Se V é um C-modulo (a esquerda), entao
V*={x:V = C; z(avy + v9) = ax(v1) + z(ve) } = Home(V,C)
se torna um C-modulo (a direita) se definirmos
(x % a)(v) = z(av), para quaisquer a € C, x € V¥ ev € V.
Diremos que V* é o mddulo dual de V.

Lema 3.25. Seja V um C-mddulo de dimensao finita n. Se W € um
submddulo de Ve W° = {x € V¥, z(w) = 0, Vw € W}, entdo a

aplicacao W +— W° é uma bijecao que reverte inclusao e

dim(W?°) =n — dim(W).
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Demonstracdo. Ver [12, Theorem 1.1.34].

Definicao 3.26. Se V' é um C[G]-moédulo, definimos

(o) eee ()

para x € V* e oy € C. Dessa forma, (V*,-) é um C[G]-modulo.

Corolario 3.27. Se V' é um C[G]|-mddulo de dimensao finita n, entio
(Inv®(V))° = Fizg(V?*).
Demonstracdo. Por definicao,
Fizg(V*)={ze V", g-x =2, Vge G}
Assim, para todo v € V|
(g-2)(v) =2(v) & 2(g"v) = 2(v) & 2((g~" = 1)v) = 0.

Logo Fizg(V*) C (Inv%(V))° = {z € V*; z(w) = 0,V w € Inv¥(V)}.
Por outro lado, seja @ € (Inv®(V))°. Para todo v € V, temos que
(g7t —1)w € Inv®(V) e assim 2((g~! — 1)v) = 0. Logo

(Inv®(V))° C Fizg(V*).

Portanto (Inv®(V))° = Fizg(V*).

Corolario 3.28. Se G ¢ um grupo ciclico e V' é um C[G]|-mddulo, entdo
dim(Fizg(V)) = dim(Fizg(V")).
Demonstracdo. Pelo Corolério 3.27, (Inv®(V))° = Fizg(V*). Logo
dim(Fizg(V*)) = dim(V) — dim(Inv®(V)).
Por outro lado, se g é o gerador do grupo G, definimos

VoSV
v = (g—1)w.
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Assim,

Ker(fy={veV; g-v=0v}=Fizg(V)
e

Im(f) = ((g — D)v; v e V)= Inu® (V).
Logo,

dim(V) = dim(Fizg(V)) + dim(Inv®(V))
= dim(Fizg(V)) + dim(V) — dim(Fizg(V*))

e portanto,
dim(Fizg(V)) = dim(Fizg(V")).

Lema 3.29. Sejam G = (¢1,...,g-) e V um C[G]-mddulo. Entao

(V) = Q=g)WV+1—-—g)VA4+--+(1—-g)V
= 1=-g)V+gl-g)V+-4+ag-g-a(l-g)V

Demonstracdo. Para demonstrar a primeira igualdade, observamos que

9i(1 —gj)v=(1—g))gjv — (1 — gi)v+ (1 — gj)v,

para 1 <i4,5 <.

Assim, W; :== (1 —¢1)V +---+ (1 —g;)V é invariante sob a ac¢ao dos
geradores g;, para todo 1 =1,...7.

Logo W, & um C[G]-submodulo de V e todos os geradores g; agem
trivialmente sobre LT Dai, pela Observacio 3.15, temos que Inv®(V) C

w,

W,. Por outro lado, do fato de #

Wy ser invariante sob a acao de G,

segue que para todo v € V,
gi(v+ Inv® (V) = v + Inv® (V) = (1 — g;)v € Inv®(V),

entao W, C Inv®(V). Portanto Inv® (V) = W,.

Para a segunda igualdade, vamos mostrar por inducao, que
Wi=(1l-g)V+a(l-—g)V+-+g-g(l—g)V,

para todo 5 =1,... 7.
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Escrevendo
(1—gj)v = I—g)v+a(l—g)v+g1g2(1 —gs)v+---+
+ g+ gj71<1 — g])’l) — (1 — gy - gjfl>gj’l}

e observando que

(I=g1 -+ gj-1)gjv = (1=9;-1)9;0+(1=g;-2)gj-19;0+ - +(1=91)g2 -~ gjv
pertence a W;_;, segue que
(1—gj)v—91---gj-1(1 — gj)v € W;_4, para todo v € V.
Dali,
Wy = I=g)V+-+1-g)V+{1-g)V
= (1-g)V+-+1Q=g)V+g-gi-1(1—g)V+W

= Wjaa+g1---gi1(1—g;)V
= (1=g)V+a(l—g)V+-+g--g5a(l—g;)V.

Portanto,
Inv(V) = 1—g)VV+1—-g)V+-+(1-g)V
= l-g)V+al-—g)V++g- - g1(1l-g)V
]

Teorema 3.30 (L. Scott). Sejam G = (g1,...,9,) um grupo tal que
g1+ g- =1 eV um C|[G]-mddulo de dimensao finita n. Entao

> (n = dim(Fiz,(V))) > 2n — dim(Fizg(V)) — dim(Fize(V*)).

=1

Demonstracdo. Seja K o C-subespacode V' =V @---@V, definido por
K=A{(v,...,v.); v, € (1 —g)V, 1 <i<r}.
Defina as funcoes C-lineares

6.V —- K

v o= (T=g)v, ..., (1 =g )v),
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0: K — V
(V1.0 00) = VLG G o1 Uy

Como

O=1-g1-g=0-g)+0(l—g2)+-+g1- g1l —gr),
temos que Im(3) C Ker(d). Além disso,
Im@0) = A=g)V+9l-g)V+-+g--gall-g)V
= 1-g)V+-+(1-g)V
= Inv®(V), pelo Lema 3.29.
Dai, pelo Lema 3.25 e Corolario 3.27,
dim(Im(0)) = n — dim(Fizg(V")).
Por outro lado,
Ker(B) = Fizg(V) e Inv'9 (V) = (1 — g))V.
Entao pelo Lema 3.25 e pelos Corolarios 3.27 e 3.28,
dim(Inv') (V) = n— dim(Fizy, (V"))
= n—dim(Fizyg,(V)),

donde segue que

T T

Z (n — dim(Fia:<gi>(V))) = Z (dim(lnv<9">(V)))

— Z dim((1 — g;)V)

_ dim(K)

= dim(Im(8)) + dim(Ker(5))

= n— dim(Fizg(V*)) + dim(Im(B)) +

i (ﬁ??)))

= n—dim(Fizg(V"))+n+

—dim(Ker(5)) + dim (iﬁﬁ((ﬂé)))

2n — dim(Fizg(V*)) — dim(Fizg(V)).

v
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Corolario 3.31. Seja G um grupo finito tal que G = {(g1,...,9,) ¢
g1---gr-=1. Se lg # x € Irr(G), entao

3 an(g0) < (r = 2)x(1).

Demonstracdo. Seja V' um C[G]-mo6dulo irredutivel de dimensao finita

associado ao carater y. Lembramos que
G — GL(V)
g9 — gL

é a representacao de G associada ao modulo V. Sendo Fizg(V) um

submoédulo de V', temos somente duas possibilidades:
Fizg(V) ={0} ou Fizg(V)=V.

Se Fizg(V) = V, entdo para todo v € V e para todo g € G temos
®(g)v = v, ou seja, P(g) = Id contradizendo a hipdtese de que x # 1g.
Portanto, Fizg(V) = {0}.

Agora vamos verificar que Fizg(V*) = {0}. Como V & um C[G]-
modulo irredutivel, V* é também um C[G]-médulo irredutivel, pelo Lema
3.25. Logo Fizg(V*) = {0} ou Fixg(V*) = V™.

Se Fizg(V*) = V*, entao pelo Corolario 3.27 e pelo Lema 3.25,

dim(V*) = dim(Fizg(V")) = dim(ImJG(V))O
= dim(V) — dim(Inv®(V)).

Logo dim(Inv¥(V)) = 0 e assim Fizg(V) = V, contradizendo o que
demonstramos anteriormente. Portanto Fizg(V*) = {0}.

Por outro lado, pelo Lema 3.5
ay(gi) = dim(Fix g, (V).

Logo, pelo Teorema 3.30,

e portanto,

S anlen) < (r =20 = (r = 2)x(1).
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Corolario 3.32. Para cada g € G, denote por d(g) o menor nimero de

conjugados de g em G, que geram o grupo G. Entao

x(1)
X(1) — oy (9)’

para qualquer cardter irredutivel x # 1q.

d(g) >

Demonstracdo. Se V & um C[G]-mddulo irredutivel de dimensao finita
associado ao carater x, entdo Fizg(V) = {0} e Fizg(V*) = {0}, pois
lg # x € Irr(G). Denotando d = d(g), temos que G = (g1,...,9a),
onde g; é conjugado a g em G. Assim, definindo ggy1 = (g1---94)" ' €
aplicando o Teorema 3.30 temos

d+1

> (dim(V) = dim(Fiz g, (V))) > 2dim(V),

i=1
onde dim(V') = x(1) e dim(Fix,(V)) = dim(Fizg(V)) = ay(g), para
todoi=1,...,d.

Assim,
d-(x(1) —on(9)) = x(1) + dim(Fiz,, (V)
> x(1)
e portanto,
x(1)
d(g) =
X(1) — ax(g)
]
Teorema 3.33. Sejam G um grupo finito e Cly, ..., Cl,, classes de con-
jugagao de G. Se vo(Cly,...,Cl,) >0, entdo
v6(Cly,...,Cly) > |G : Z(G)|.
Demonstracdo. Fixando g, € Cl,,, temos que v¢(Cly,...,Cl,,) é igual

a

1Clal - {(g15 -+ Gm-1); 6 €Cliy g1+ Gm-1=Gm " {(g1,---,9m) = G}.

Dai, por hipotese, existe pelo menos uma (m —1)-upla (g1, ..., gm_1), tal
que

giECli, 91-~-gm71:9m71 € <gl7>gm>:G
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Se v € Cq(gm™!), entdo (xgix™t, ... xgm_127 ") é tal que zg;z™t €

Cl;, para todoi=1,...,m — 1,

-1 -1 -1 _ -1 -1
TQT TG 1T = TG T = Gm

e (zg1x™t, ..., 2gm_17~ ') = G. Por outro lado, se z,y € Cg(gn '), entao

(@grz™, L agmar™) = (oy Yy )
s zgr ' =ygy !, paratodoi=1,...,m—1
& ylre Z(G).

Assim temos que

{(g1,- s 9m-1); 6 €Cliy g1 Gm—1 = Gm 5 {G1,- -, gm) = G} >
-1
> |Cc(Gm )|7
|Z(G)|

donde
v6(Cly, ..., Cly) > |Cl(gm*1)] . ]CG(gmfl) : Z(G)].
Portanto,
va(Cly,...,Cl,) > |G : Z(G)].
||

Vamos agora aplicar os resultados anteriores para provar que o grupo
simples PSp(4,3) e o grupo Sp(4,3) nao sao (2, 3)-gerados. Demonstra-
¢Oes mais gerais podem ser encontradam em [11] e [14]. No primeiro,
Liebeck e Shalev demonstram que PSp(4,q) nao é (2,3)-gerado para
g = 2% ou 3% No segundo, os autores demonstram que Sp(4,q) nao é
(2,3)-gerado quando ¢ é poténcia de primo.

Lembramos brevemente a definicao de grupo simplético.

Definicao 3.34. Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita n sobre
um corpo K. Uma forma bilinear sobre V' é uma aplicagao f : VxV — K

tal que
(1) flz+ Ay, 2) = f(z,2) + Af(y, 2)
(2) flz, My +2) = Af(2,y) + f(x, 2),

para todos x,y,z € Ve \ € K.
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Definicao 3.35. Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita sobre
um corpo K e 8 uma base de V. Dizemos que f é nao-degenerada, se o
determinante da matriz que representa a forma f com respeito a base

é diferente de zero.

Definicao 3.36. Sejam V um espago vetorial de dimensao finita n sobre
um corpo K e f: V xV — K uma forma bilinear nao-degenerada. Se f

satisfaz

f(l’,ZE) =0e f(xay) = —f(y,x),
para todo z,y € V, dizemos que f é uma forma simplética sobre V.
Dizemos que (V, f) é um espaco simplético se f é simplética.

Definicao 3.37. Seja (V, f) um espaco simplético. O conjunto das iso-

metrias simpléticas de V é definido por

IV, f) ={g9 € GL(V); f(g9(x),9(y)) = f(x,y),¥V z,y € G}.

Pode ser demonstrado que o conjunto I(V, f) é um subgrupo de
SL(V). Além disso, se f; e fy sao duas formas simpléticas, entao os
respectivos grupos I(V, f1) e I(V, f) sdo isomorfos. Para qualquer esco-
lha de f vamos denotar o grupo I(V, f) por Sp(V), Sp(n, K) ou Sp(n, q)

no caso em que |K| = ¢. O leitor pode obter mais informagoes em [5].

Sp(V)
Z(Sp(V))

denotado por PSp(V'), PSp(n, K) ou PSp(n, q) no caso em que | K| = q.

e é

O grupo simplético projetivo ¢ definido pelo quociente

Definigao 3.38. Um grupo finito G é dito (m, n)-gerado, se existem dois

elementos z,y € G tais que |z| =m, |yl =ne G = (z,y).

Vamos escrever a tabela de caracteres de G = PSp(4,3), na qual

utilizaremos a seguinte notagao

1+3V-3 B_—7+3¢—_3 _ —3+9V-3

A C
2 2 2
9—9y=3 —3-+v/-3
D:—5—3\/—3, E:T, F:Ta
— /— 1 —+/—
G=1-+-3, H:%, I =+-3, J:T?’.

e /P significa o conjugado complexo de P, para P = A, B, ..., J.
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Agora, usando a féormula descrita no Teorema 3.23, obtemos

Cl: 1la 2a 2b 3a 3b 3c 3d 4da 4b
ag(2a,3a,Cl) 0 0 0 0 0 0 0 O 0
ag(2a,3b,Cl) 0 0 0 0 0 0 0 O 0
ag(2a,3¢,Cl) 0 0 0 0 0 0 0 O 0
ag(2a,3d,Cl) 0 1440 0 0 0 0 0 0 12960
ag(2b,3a,Cl) 0 0 0 0 0 0 0 O 0
ag(2b,36,C1) 0 0 0 0 0 0 0 O 0
ag(2b,3c¢,Cl) 0 0 4320 0 0 6480 0 0 12960
ag(20,3d,Cl) 0 0 4320 0 O 0 12960 0 12960

Cl: ba 6a 6b 6c 6d 6e Of 9a

ag(2a,3a, Cl) 0 0 360 1440 0 0 0 0
ag(2a,36,Cl) 0 360 0 0 1440 0 0
ag(2a,3c, Cl) 0 0 0 720 720 2880 6480 0
ag(2a,3d, Cl) 0 2880 2880 0 0 1440 0 0
ag(20,3a, Cl) 0 0 0 0 0 0 4320 0
ag(2b,36,C1) 0 0 0 0 0 0 4320 0
ag(2b,3c, Cl) 25920 0 0 6480 6480 0 2160 0
ag(2b,3d,Cl) 25920 0 0 0 0 12960 8640 25920

Cl: 9 12 12b

ag(2a,3a,Cl) 0 0 0

ag(2a,3b,Cl) 0 0 0

ag(2a,3¢,Cl) 0 0 0

ag(2a,3d,Cl) 0 0 0

ac(2b,3a,C1) 0 0 6480

ag(2b,36,C1) 0 6480 0

ag(2b,3¢,Cl) 0 0 0

ac(2b,3d,C1) 25920 0 0

Observacao 3.39. Sejam G um grupo finito, Cly, Cls, Cls trés classes
de conjugagao, nao necessariamente distintas, de G tais que os elemen-
tos de C'l; possuem ordem m e os elementos de C'ly possuem ordem n.

Observamos que
O{G(Cll, CZQ, Clg) Z ’7@(0[1, Clg, Clg) Z 0.
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Além disso:

(1) Se ag(Cly,Cly, Cl3) = 0, entdo vo(Cly, Cly, Clz) = 0 e portanto
G nao é gerado por um par de elementos x,y tais que x € Cly,
y € Cly e (wy)~! € Cls. Se isso acontece para qualquer escolha da

classe Cl3, entdo G nao é (m,n)-gerado.

(2) Se supomos que G é (m,n)-gerado, entao para alguma escolha da

classe Cl3, temos
’Yg(Cll, Clg, Olg) >0

e portanto, pelo Teorema 3.33

Oég(CthlQ,Clg) Z ’Yg(Cll,ClQ,Clg) Z |G : Z(G>|

Assim, considerando o caso particular em que G = PSp(4, 3), temos
que analisar apenas os casos em que ag(Cly, Cly, Cl3) > |G| = 25920.

Ou seja, devemos analisar os seguintes casos
(Cly, Cly, Cl3) = (2b, 3¢, 5a), (2b,3d,5a), (2b,3d,9a) e (2b,3d,9b).
Utilizando a tabela de caracteres de G = PSp(4,3), temos

ge la 2b 3c 3d 5a 9a 9b
an(g) 5 3 1 3 1 1 1
Qypo(g) 81 39 27 27 17 9 9

Assim,

(1) Para o caso (2b, 3¢, 5a), suponha que existem g1, go, g3 € G tais que
g1 € 2b, g2 € 3¢, g3 € 5a, 0 produto g1 - g2+ g3 =1 e G = (g1, g2).

Pelo Corolario 3.32, devemos ter

3

> ay(g) < x(1),

=1

para todo carater irredutivel x # 15. Mas
3
D 0y (g) = 83 > 81 = xao(1).
i=1

Portanto G # (g1, g2)-
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(2) Analogamente, para os casos (2b,3d,5a), (2b,3d,9a) e (2b,3d,9b),
temos que
3
> anle) =7>5= (1),
i=1

contradizendo o Corolario 3.32.

Portanto, PSp(4,3) nao é (2, 3)-gerado.
Utilizando o GAP também podemos obter os subgrupos de PSp(4, 3)

que sao (2, 3)-gerados. Esses subgrupos possuem ordens 6, 12, 18,24, 48, 60
e 324.

Agora vamos mostrar que G = Sp(4,3) ndo é (2,3)-gerado. Vamos
apresentar uma parte da tabela de caracteres de Sp(4,3), o leitor pode
consultar esta tabela completa em [2].

Utilizaremos a seguinte notacao
14+3v—-3 5 —74+3v-3

2 2 ’

3 /= 1—+/—3
H:%, K=-V=3 L=—7-—.

A:
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3.3. Uma aplicacao computacional

Utilizando o GAP, temos que

ac(2b, 3d,8a) = 25920 =

1Z(G)|

e esse € o Unico caso que devemos analisar.
Suponha que existem ¢, g2, g3 € G tais que g; € 2b, g5 € 3d, g3 € 8a,
o produto g1 - g2 - g3 = 1 e G = (g1, g2). Pelo Corolario 3.32, devemos ter

3

> ay(g) < x(1),

i=1
para todo carater irredutivel y # 1. Mas utilizando a tabela de carac-

teres de Sp(4,3), temos que

g€ la 2b 3d 8a
ay(g) 15 11 7 5

assim ,
> avlg) =23 > 15 = xs(1),
i=1
logo G # (g1, g2). Portanto Sp(4, 3) nao ¢ (2, 3)-gerado.
Como observacao final, os subgrupos de Sp(4, 3) que sado (2, 3)-gerados

possuem ordens 6, 18 e 48.

82



Referéncias Bibliogréaficas

1]

2]

3]

4]

[5]

(6]

7]

8]

9]

R. Brauer and J. Tate, ‘On the characters of finite groups’, Annals
of Mathematics. 62 (1955), n°. 1, 1-7.

J. H. Conway, R. T. Curtis, S. P. Norton, R. A. Parker, R. A. Wilson,
Atlas of finite groups. Mazimal subgroups and ordinary characters for

simple groups, Oxford University Press, Eynsham, 1985.

L. Dornhoff, Group Representation Theory (part A), Marcel Dekker,
New York, 1972.

A. Garcia e Y. Lequain, Elementos de Algebra, 5. edicdo, Rio de
Janeiro, Projeto Euclides, 2010.

L. C. Grove, Classical Groups and Geometric Algebra, American
Mathematical Society, Rhode Island, 2002.

J. F Humphreys, A Course in Group Theory, Oxford, New York,
2001.

B. Huppert, Character Theory of Finite Groups, Walter de Gruyter,
Berlim, New York, 1998.

[. M. Isaacs, Character Theory of Finite Groups, Academic Press,
New York, 1976.

[. M. Isaacs, ‘The fixed-point-space dimension function for a finite
group representation’, Proceedings of the American Mathematical So-
ciety. 107 (1989), n°. 4, 867-872.

[10] S. Lang, Algebra, Springer-Verlag, New York, 2002.



Referéncias Bibliograficas

[11] M. W. Liebeck and A. Shalev, ‘Classical Groups, Probabilistic
Methods and the (2,3)-Generation Problem’, Annals of Mathema-
tics. 144 (1996), n°. 1, 77-125.

[12] K. Lux and H. Pahlings, Representations of Groups. A Computati-
onal Approach, Cambridge University Press, New York, 2010.

[13] O. Manz and T. R. Wolf, Representations of solvable groups, Cam-
brige, New York, 1993.

[14] M. A. Pellegrini, M. C. Tamburini and M. A. Vsemirnov, ‘Uniform
(2, k)-generation of the 4-dimensional classical groups’, Journal of
Algebra. 369 (2012), 322-350.

[15] J. J. Rotman, An Introduction to the Theory of Groups, Springer,
4th edition, November 1994.

[16] J. J. Rotman, Advanced Modern Algebra, Prentice Hall, 1st edition,
2002, 2th printing 2003 .

[17| J. P. Serre, Linear Representations of Finite Groups, Springer-
Verlag, New York, 1977.

[18] R. W. van der Waall, ‘On Brauer’s induction formula of characters
of groups’, Archiv Mathematik. 63 (1994), n°. 4, 208-210.

[19] T. Wilde, ‘A Note on Brauer’s Induction Theorem in a Soluble
Group’, Communications in Algebra. 34 (2006), n°. 5, 867-872.

84



	Introdução
	Preliminares sobre a teoria dos caracteres
	Representações de Grupos e Caracteres
	Inteiros Algébricos
	Caracteres Induzidos
	Grupos elementares e quase elementares

	Os Teoremas de Clifford e Gallagher

	Os Teoremas de Brauer
	Enunciados e demonstração dos Teoremas
	Algumas Particularizações dos Teoremas

	Uma aplicação do Teorema de Brauer
	Classes Racionais
	Uma particular função de classe
	Uma aplicação computacional

	Referências Bibliográficas

