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Resumo

Em Biologia Computacional, eventos mutacionais afetando grandes porcoes de um ge-
noma sao estudados na area de Rearranjo de Genomas. Particularmente, a transposi¢cao
¢ um evento mutacional que troca de posicao dois blocos contiguos de genes em um
cromossomo. Este evento gera o problema da distancia de transposi¢ao (PDT), que con-
siste em encontrar o ntimero minimo de transposicoes necessarias para transformar um
cromossomo em outro. Recentemente, foi mostrado que o PDT é N P-dificil.

Na literatura, muitos algoritmos foram propostos para resolver este problema, seguindo
abordagens diferentes. Neste trabalho, utilizaremos o formalismo algébrico proposto por
Meidanis e Dias, para a modelagem de cromossomos e transposigoes, e resultados classicos
de Grupos de Permutagoes para propor um algoritmo de aproximac¢ao com razao 2 para
o problema da distancia de transposicao.

Embora existam algoritmos com razao de aproximacao melhores, a contribuicao do
presente trabalho é teorica, pois propoe uma solucao para o problema da distancia de
transposicao utilizando apenas resultados conhecidos de Teoria de Grupos de Permuta-
¢oes, desvinculada do formalismo classico Bafna e Pevzner. E importante notar que nosso
algoritmo simula, de forma natural, a solu¢ao baseada em grafo de ciclos de Bafna e Pevz-
ner. Nossa solugao podera ser automatizada em parte, e acreditamos que indica caminhos
novos, que possibilitardao tanto diminuir a razao de aproximacao quanto obter uma ou-
tra prova usando resultados de Grupos de Permutacoes para mostrar que o problema da
distancia de transposicao é NP-dificil.

O algoritmo proposto foi implementado na linguagem de programacao Java. Utili-
zamos um sistema de algebra computacional, chamado GAP, para computar operagoes
envolvendo permutacoes. O algoritmo foi auditado na ferramenta GRAAu, o que permi-
tiu a comparacao de todas as distancias de transposicoes dadas por nosso algoritmo, para
todas as permutacoes de tamanho 2 até 11, com os valores exatos. Os resultados dessa
auditoria foram comparados com outros encontrados na literatura.

Palavras-chave: Rearranjo de Genomas, Problema da Distancia de Transposicio, Alge-
bra, Grupos de Permutacoes, Algoritmos de aproximacao;
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Abstract

In computational biology, mutational events affecting large portions of a genome are
studied in genome rearrangements. Particularly, transposition is a mutational event that
changes two contiguous blocks of genes inside a single chromosome. This event generates
the problem of transposition distance, which is to find the minimum number of transposi-
tions transforming a chromosome into another. Recently, this problem was proved to be
NP-hard.

In the literature many algorithms were proposed to solve this problem, taking into
account different approaches. In the present work, we will use the algebraic formalism for
chromosome modeling and transpositions proposed by Meidanis and Dias, and classic re-
sults of Permutation Groups to suggest a 2-approximation algorithm for the transposition
distance problem.

Although there are better approximation algorithms, the contribution of this work
is the proposition of a solution to the transposition distance problem using only known
results of Permutation Groups Theory, dissociated from the classic formalism proposed
by Bafna and Pevzner. It is worth noting that our algorithm simulates, in a natural way,
the solution based on Bafna and Pevzner’s cycle graph. Our solution can be automated in
part, and we believe that it indicates new ways that enable to decrease the approximation
ratio and to achieve another proof, using results of Permutation Groups, to show that the
problem of transposition distance is N'P-hard.

The proposed algorithm was implemented using Java programming language. We have
used a computer algebra system, called GAP, to compute operations involving permuta-
tions. The algorithm was also audited in GRAAu tool, which allowed the comparison of
all transposition distances given by our algorithm, for all permutations of size 2 to 11,
with the exact values. The results of this audit were compared with others found in the
literature.

Keywords: Genome Rearrangement, Transposition Distance Problem, Algebra, Permu-
tation groups, Approximation algorithms;
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Capitulo 1

Introducao

Segundo a teoria da evolugdo de Darwin [17], todas as espécies atuais descendem de espé-
cies ancestrais que sofreram modificacoes ao longo do tempo, e toda a diversidade biolégica
atualmente existente decorre do processo de selecao natural. Em Biologia Molecular, essa
teoria é levada em consideragao quando, através de comparacoes, buscamos relacoes de
homologia entre sequéncias genomicas (fragmentos de DNA) de organismos de espécies
diferentes. Homologias podem ser inferidas por medidas como similiaridade [61], que iden-
tificam quao “parecidas” sao duas sequéncias. O pressuposto basico é o de que sequéncias
genOmicas “similares” foram conservadas durante o processo de evolucao e possivelmente
exercem o mesmo papel nos mecanismos celulares, ou seja, tém a mesma funcao biologica.

Nas tultimas trés décadas, projetos de sequenciamento gendmico [26,55] em todo o
mundo geraram um enorme volume de dados. Apenas como exemplo, o Projeto Genoma
Humano [45] resultou no sequenciamento de 3,2 bilhdes de pares de bases. Seria inviavel
comparar volumes de dados em tal escala sem uma abordagem automatizada e portanto
a utilizagao de métodos computacionais tornou-se imprescindivel & pesquisa em Biologia
Molecular. Nesse sentido, para auxiliar a identificacao de fun¢oes biolégicas das sequéncias
genomicas, ¢ fundamental que sejam criados métodos computacionais corretos e eficientes
para a tarefa de comparacao de sequéncias. Os resultados das comparagoes in silico
potencialmente indicam dire¢oes de pesquisa promissoras para os bidlogos, que podem
entao projetar seus experimentos in vitro e in vivo com base neles.

Pesquisas em Biologia Molecular e a constante busca por novas técnicas computacio-
nais, capazes de analisar a enorme quantidade de informacoes genomicas disponiveis, sao
justificadas, pois seus resultados tém utilizacao em vérias aplicagoes importantes para a
sociedade, como a descoberta de novas drogas, aumento da produtividade agricola, com-
bate de pragas e doencas em espécies importantes para a producao alimenticia ou ainda,
investigar o processo de evolucao das espécies vivas atualmente.

Os métodos computacionais utilizados na pesquisa gendémica utilizam teorias estudadas
em diferentes subareas de Ciéncia da Computacdao. Podemos citar, dentre elas: Algorit-
mos [2,/64], Inteligéncia Artificial [46]58| e Sistemas Distribuidos e Paralelos [59,60,62].
Esses métodos baseiam-se na comparacao de dados gendmicos tanto em nivel de nucle-
otideos [1,|44], quanto em nivel de fragmentos de cromossomos [3,5,6, 24,35, 65]. As
comparacoes sao efetuadas considerando os eventos que possivelmente tenham ocorrido
na natureza [21.[54,57] e que constituem fatores importantes no processo evolucionéario.



Nesta dissertagao, o foco é a comparacao no nivel de fragmentos de cromossomos, pois
ela representa o escopo no qual esta inserido o problema aqui investigado.

1.1 Rearranjo de Genomas

Esta secao destina-se & apresentagao de conceitos basicos de Rearranjo de Genomas e uma
breve revisao bibliografica sobre a area [281|61].

A comparacao entre dois cromossomos é realizada considerando os blocos de genes que
ocorrem simultaneamente em ambos e em eventos de mutacao conhecidos pelos bidlogos,
que mostram um cenario plausivel de evolucao. A construcao de tal cenario considera
a Hipotese de Parcimonia, a qual sugere que as espécies surgem, ao longo da evolucao,
a partir de um nimero minimo de mutagoes. Portanto, na drea de Rearranjo de Ge-
nomas, os pesquisadores tém como problema basico o de determinar o menor nimero
de eventos mutacionais, doravante chamados de eventos de rearranjo ou simplesmente
rearranjos, atuando sobre fragmentos de cromossomos com a finalidade de transformar

um genoma em outro.

Figura 1.1: Evento de reversao atuando em um cromossomo linear.

Diversos eventos de rearranjo tém sido estudados nesta area. Dentre os mais investi-
gados, podemos citar trés eventos agindo num mesmo cromossomo: reversao, que atua
“invertendo” um fragmento do cromossomo (Figura ; transposicao, que “corta” um
fragmento e o “cola” em outro local (Figura; e troca-de-blocos que “corta” e “troca”
de lugar dois fragmentos do cromossomo (Figura . Podemos citar também Double-
Cut-and-Join (Figura[L.4) e Single-Cut-Or-Join (Figura[L.5)), que representam operacoes
de rearranjo genéricas, capazes de simular varios tipos de eventos atuando sobre um ou
mais cromossomos.

Cada um dos eventos de rearranjo, assim como cada uma das combinacoes entre eles,
gera um problema de otimizacao diferente e varios métodos foram propostos para resolver
cada um deles.

1.1.1 Conceitos basicos

Nesta secao, mostraremos inicialmente como cromossomos lineares sao usualmente mode-
lados em Rearranjo de Genomas. Em seguida, apresentaremos a formalizacao dos eventos
de rearranjo mencionados anteriormente.



Figura 1.2: Evento de transposicao atuando em um cromossomo linear.

Figura 1.3: Evento de troca-de-blocos atuando em um cromossomo linear.

Modelagem de cromossomos

Em Rearranjo de Genomas, cromossomos normalmente sao modelados como permutacoes
de ntimero inteiros. Cada ntimero rotula um fragmento, formado por um ou mais blocos
de genes do cromossomo. Eventualmente, esses nimeros podem estar acompanhados de
sinais, indicando que a orientacdo de cada fragmento é conhecida. Se dois fragmentos
possuem a mesma orientacao, associamos a eles o sinal “+”. Caso contrario, associamos
ao segundo fragmento o sinal “-”.

As permutacoes sem sinais sao representadas por bijecoes sobre um conjunto finito
{1,2,...n}. A representacdo elementar para uma bije¢ao ¢ a representagdo de duas linhas
(cadam; € {1,2,...n} el <i<n):

1 2 ... n

™M T ... Tp

Porém, em Rearranjo de Genomas, a representacao mais comum é a de uma linha, que
consiste na representacao anterior, porém com a primeira linha suprimida. Desta forma,
a permutagao anterior é representada apenas como m = (mmy ... T,).

Por sua vez, permutacoes com sinais sao representadas como bijecoes sobre o conjunto
{—n,---—2,—-1,1,2,...,n}. A seguir, a representacao de duas linhas de uma permutacao
7 com sinais (cada m; € {1,2,...n} el <i<n):

-n ... =2 =1 1 2 ... +n
mw =
—Tn ... —To —T1 T1 To ... Tp



12 4 L 14 1 7 o 8
T o—eo o—o o—o o—o o—o o—o0 —o T
t h h t ot h t h h t ot h
12 4, T 1 4"
Jjoin Jjoin
T o—e o—o o—o o—o o—o —e T
t h h t ot h h t h t ot h

Figura 1.5: Operacao cut do evento SCJ causando uma fissao em um cromossomo linear
e linearizando um cromossomo circular. A operacao join age de forma contraria.

Na representacao mais utilizada, juntamente com a primeira linha, as colunas de dominio
negativo também sao suprimidas, pois m(—i) = —7(i). Dessa forma, a representacao de
permutacoes com ou sem sinais é semelhante.

Problema da distancia de reversao

Definimos uma reversao no intervalo [i, j], com i < j, denotada por r[i, j|, agindo sobre
uma permutagao m = (7 ... W1 MMit1 - . . Tj_1T; 41 - - - Tp), POT

T[Z,j] T = (’/Tl c. ’/Tiflfj%jfl .. .%i+1%iﬂ_j+l .. .’/Tn),

onde 7, denota a inversao do sinal de 7.

O problema da distancia de reversao é formalizado da seguinte forma: dados
dois cromossomos, representados pelas permutacoes m e o, o problema da distancia de
reversao entre m e o € o de encontrar uma sequéncia de reversoes ri,7s,...7, tal que
Tp...r9:71-m = 0, onde p é minimo. Se o corresponde & permutacao identidade (12 ... n),
chamamos este problema de problema da ordenacao por reversoes. O nimero p é
chamado de distancia de reversao e denotamos a funcao que toma dois cromossomos,
7 e 0, e devolve a distancia de reversao entre eles, por d,(m,0). Se ¢ é a identidade, essa
funcao é denotada apenas por d,(m).

Se as orientacoes dos blocos de genes de 7 sao desconhecidas, a reversao atua apenas
invertendo a ordem dos blocos no intervalo [i,j]. Logo, a definicdo da reversao sobre
permutacoes sem sinais ¢ andloga a definicdo que acabamos de apresentar.

4



Exemplo 1.1.1. Sejam as permutagbes com sinais 7 = (+1 —5 +4 —3 +2)e
o= (+1 +2 +3 +4 +5). A sequéncia de reversoes r; = r(5,5), o = r(3,3) e
rs = r(2,5) transforma 7 em o.

(5,5)- (+1 =5 +4 —3+42)
ro-r1-m=1r(3,3)-(+1 —=5+4 —3 —2)
rg-ro-rT1-m=1(2,5)-(+1 -5 —4 —3 —2)
=(+1 +2 43 +4 +5) =0

r T =7

9

Exemplo 1.1.2. Se considerarmos as mesmas permutacoes do exemplo anterior, porém
agora sem sinais, teremos que 7 = (1 543 2)e o = (12345). A reversao r(2,5) é
suficiente para transformar 7 em o.

Problema da distancia de transposicao

O evento de transposicao faz com que blocos de genes de um cromossomo sejam “corta-
dos” e em seguida “colados” numa outra parte do mesmo cromossomo.

De maneira formal, uma transposicao atuando sobre um cromossomo representado pela
permutacao m com n blocos de genes é definida como p(7,7,k), com 1 <i < j <n+1,
1<k<n+1lek¢][ij]. Atransposicdo “corta” os elementos entre m; e m,_1 e os “cola”
entre mp_1 € T, OU Seja

p(i,j, k) -m=p(i,5,k)-(m1 ... M1 Moo Ty Ty Ty T . Tp)

:(71'1...71'2‘_1 T e Tp—1 T4 ... Tj—1 7Tk...7Tn).

Repare que a transposi¢ao tem o mesmo efeito de trocar as posicoes de dois blocos entre
li,7—1] e [j,k—1].

O problema da distancia de transposicao é formalizado como segue. Dados dois cro-
mossomos, modelados pelas permutagoes 7 e o, o problema da distancia de transpo-
sicao ¢ encontrar uma sequéncia de transposigoes py, po,...p tal que py...ps-py-T=0
e t ¢ minimo. Se o corresponde & permutacao identidade (1 2 ... n), chamamos este
problema de problema da ordenacao por transposigoes. O niimero ¢t é chamado de
distancia de transposicao e a funcao que aplicada a duas permutacoes 7 e o, devolve
a distancia de transposicao entre elas, é denotada por dy(m,0). Se o é a identidade, essa
fungao é denotada apenas por d;(7).

Exemplo 1.1.3. Sejam as permutagbes m = (1524 3) e o = (1 2345). As trans-
posicoes p1 = p(2,4,5) e po = p(2,4,6), aplicadas nesta sequéncia, transformam 7 em
o.

p1-m=p(2,4,5)- (1524
1452

p2'p1'ﬂ':p<27476>'( 4_
—(12345) =0



Problema da distédncia de troca-de-blocos

O evento de troca-de-blocos pode ser visto como uma generalizacao da transposicao, no
sentido de que ela troca dois blocos nao necessariamente contiguos de um cromossomo.

Podemos formalizar a troca-de-blocos como segue. Para uma permutacao m, a troca
de blocos ((i,7,k,0l) com 1 < i < j < k <l < n+1, aplicada a 7, troca o intervalo
[i, 7 — 1] pelo intervalo [k, — 1], transformando 7 em ((i, j, k, 1) - .

B(Z,j,k,l) T = B(i,j,k,l)‘(ﬂ'l e TG AT e T AT e T 1T e o T 17T -7Tn>

=(T1 o T AT e o T AT e T 1T« - 1T« T

Dados dois cromossomos, modelados pelas permutacoes m e o, o problema da dis-
tancia de troca-de-blocos é encontrar uma sequéncia de troca-de-blocos (i, 5o, ... B
tal que f...0 - f1-m™ = o e b é minimo. Se o corresponde & permutacao identidade
(1 2 ... n), chamamos este problema de problema da ordenagao por troca-de-
blocos. O nimero b é chamado de distancia de troca-de-blocos e a funcao que
aplicada a duas permutacgoes 7w e o, devolve a distancia de troca-de-blocos entre elas, é
denotada por bid(m,0). Se o é a identidade, essa func¢ao é denotada apenas por bid(r).

Exemplo 1.1.4. Sejam as permutagoes 7 = (15682374)ec=(12345678). As
trocas-de-blocos ((4,5,6,8) e 5(2,5,6,8), aplicadas nesta sequéncia, transformam 7 em
o.

By-m=pB(4,5068) (15682374)
Bo-Br-m=p(256,8)-(15674238)
= (12345678 =0

Problema da distancia de Double-Cut-and-Join

Uma operacao Double-Cut-an-Join (DCJ) atua em duas adjacéncias ab e cd de um genoma
IT e transforma essas adjacéncias em ac e bd ou ad e be. Dizemos que DCJ “corta” as
adjacéncias ab e cd e as “junta” em ac e bd (ou ad e be).

Na Figura [I.6] mostramos um evento DCJ cortando um cromossomo linear em dois
lugares. Em seguida, duas extremidades sao unidas de modo a produzir um cromossomo
circular.

Uma operacao DCJ pode, entre outros eventos, simular reversoes. Duas operacgoes
DCJ consecutivas podem simular transposicoes e troca-de-blocos.

Tanto genomas, como cromossomos lineares, podem ser comparados no ambito das
operacoes DCJ, mesmo quando apresentam nimeros diferentes de cromossomos e extre-
midades. Nesse sentido, para DCJ, nao faz sentido a ideia de ordenacao, apenas a ideia
de distancia.

Dados dois genomas Il e I', a distancia de Double-Cut-and-Join entre 1l e I,
denotada por dej(I1, "), corresponde ao nimero minimo de operagoes DCJ necessarias
para se transformar II em I'.
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Figura 1.6: Um evento DCJ cortando um cromossomo linear e juntando duas extremidades
de modo a produzir um cromossomo circular (adaptado de Fertin et al. |28]).

Problema da distancia de Single-Cut-or-Join

Em busca de um modelo de rearranjo que fosse o mais elementar possivel, Feijao e Meida-
nis [24] propuseram um modelo chamado Single-Cut-or-Join (SCJ). Esse modelo consiste
de duas operagoes basicas: cut, que significa “cortar” uma adjacéncia, e join, que significa
“juntar” duas extremidades.

Dados dois genomas Il e I', a distancia de Single-Cut-or-Join entre Il e I', deno-
tada por dgc (11, '), corresponde ao nimero minimo de operacdes SCJ necessarias para
se transformar Il em I'.

1.1.2 Levantamento bibliografico

Para cada evento de rearranjo mencionado até aqui, vamos discutir brevemente uma
revisao dos resultados disponiveis na literatura.

Reversao

O problema da distancia de reversao sem sinais é NP-dificil e a sua demonstracao é
devida a Caprara [13|. Solugées aproximadas para este problema foram apresentadas
por Watterson at al. [67], Kececioglu e Sankoff [43], Bafna e Pevzner [5], Christie [15], e
Berman, Hannenhalli e Karpinski [10]. Estes tltimos forneceram a melhor aproximagao
até agora conhecida, com razao de 1.375.

Em relacdo ao problema da distancia de reversao com sinais, Hannenhalli e Pevzner |35
foram os primeiros a fornecer uma solucao polinomial para este problema, que executa
em tempo O(n'). Este algoritmo foi aperfeigoado por Tannier, Bergeron e Sagot [63],
que forneceram uma solucdo para o problema em tempo subquadratico O(n*2y/logn). A
melhor solucao, que executa em tempo linear, é devida a Bader, Moret e Yan [3].

Transposicao

Bafna e Pevzner |[4] propuseram uma estrutura denominada grafo-de-ciclos para repre-
sentacao de breakpoints, que consiste em uma representacao dos pontos de ruptura da



Tabela 1.1: Complexidade, método e melhor resultado conhecido para problemas de re-
arranjo de genomas (adaptado de Feijao e Meidanis |25]).

Eventos de . . .
] Complexidade | Tipo de algoritmo Autores
rearranjo
Reversdo sem sinais NP-dificil Aproximagao 1.375 Berman et al. [9]
Reversao com sinais O(n) Exato Bader et al. [3]
Transposi¢ao NP-dificil Aproximagao 1.375 | Elias e Hartman |23]
Transposicao N . . B . . .
nao conhecida Aproximacao 2 Dias e Meidanis [19]
de prefixos
Troca-de-blocos O(n?) Exato Christie [[14]
Yancopoulos
Double-Cut-and-Join O(n) Exato P
et al. [68]
Single-Cut-or-Join O(n) Exato Feijao e Meidanis [24]

ordenacao de uma sequéncia. Levando em conta propriedades dos ciclos dessa estrutura,
propuseram algoritmos de aproximacao com razoes 2, 1.75 e 1.5.

Christie [16], utilizando a estrutura proposta por Bafna e Pevzner, também propos
um algoritmo de aproximacao com razao 1.5, porém diferente do proposto por Bafna e
Pevzner.

Walter, Dias e Meidanis [66] apresentaram um algoritmo de aproximagao quadratico
com razao 2.25, baseado em uma estrutura diferente da proposta por Bafna e Pevzner.

Meidanis e Dias [49] formalizaram a teoria de grafo-de-ciclos de Bafna e Pevzner
utilizando elementos da Teoria de Grupos de Permutacoes, o chamado formalismo al-
gébrico [49).

Hartman [37] propos uma variacdo do grafo-de-ciclos de Bafna e Pevzner, do qual
derivou um algoritmo com razao de aproximacgio 1.5 e complexidade de tempo O(n?).
Posteriormente, utilizando esta estrutura, Elias e Hartman [23] propuseram um algoritmo
com razao de aproximacao 1.375 e complexidade de tempo O(n?). Este ¢ o melhor resul-
tado de aproximacao conhecido na literatura.

Recentemente, Bulteau, Fertin e Rusu [12] demonstraram que o problema da distancia
de transposicao ¢ N'P-dificil.

Uma variante do problema da distancia de transposicao é o problema da distancia
de transposicao por prefixos. Uma transposicao por prefixos é uma transposicao
p(i, 7, k), onde i = 1. Este problema foi introduzido por Dias e Meidanis [19], aos quais
também é devido o melhor algoritmo de aproximacao, com razao 2 e complexidade de
tempo O(n?). Além disso, Dias e Meidanis mostraram que qualquer transposi¢ao pode
ser simulada com até duas transposicoes por prefixos. Portanto, qualquer algoritmo de
aproximacao com razao k para o problema da distancia de transposicao é também um
algoritmo de aproximagao com razao 2k para o problema da distancia de transposicao por
prefixos. A complexidade deste problema é desconhecida.



Troca-de-blocos

O problema da ordenacao por troca-de-blocos foi introduzido por Christie [14], que tam-
bém forneceu uma solucao em tempo O(n). Se a distancia de troca-de-blocos for J, uma
solucdo alternativa proposta por Lin et al. [47] executa em tempo O(on). Esta solugao
foi desenvolvida utilizando o formalismo algébrico de Meidanis e Dias [49]. Uma outra
solugdo alternativa foi provida por Feng e Zhu [27], e executa em tempo O(nlogn).

Double-Cut-and-Join

Esta operacao foi introduzida por Yancopoulos et al. [68|, os quais forneceram uma solugao
em tempo quadratico.

Posteriormente, Bergeron et al. [7] estenderam a teoria DCJ, criando uma estrutura
chamada de grafo-de-adjacéncias, que consiste num grafo gerado pela uniao de caminhos e
ciclos usados na modelagem dos cromossomos. Estes autores desenvolveram um algoritmo
guloso utilizando essa estrutura, que executa em O(n).

Mira e Meidanis [53| também apresentaram uma solugao linear para este problema,
utilizando o formalismo algébrico de Meidanis e Dias [49).

Single- Cut-or-Join

Esta operacao foi introduzida recentemente na literatura de Rearranjo de Genomas, e por
enquanto contamos apenas o trabalho pioneiro de Feijao e Meidanis [24], cuja solugdo
executa em tempo linear O(n).

1.2 Motivacao

Tanto quanto sabemos, predominam nas solucoes do problemas em Rearranjo de Geno-
mas, conceitos e argumentos essencialmente graficos, carecendo de um formalismo mais
rigoroso. Como dito antes, Meidanis e Dias [49] propuseram uma teoria de rearranjos nova,
baseada na Teoria de Grupos de Permutagoes, chamado de formalismo algébrico. O
método proposto consiste na modelagem dos conceitos e argumentos das teorias classicas
de rearranjo em defini¢coes e demonstragoes algébricas, no sentido de permitir a aplicagao
direta de resultados ja conhecidos da Teoria de Grupos de Permutacoes.

Varios trabalhos aplicaram esta teoria para desenvolver algoritmos para problemas
de rearranjo especificos ou combinacoes deles. Dentre alguns, podemos citar Feijao e
Meidanis |24], Dias e Meidanis [18,[19], Mira et al. [50], ¢ Mira e Meidanis [53|, Lin et
al. [47], Huang et al. [41]. Embora o formalismo algébrico tenha sido empregado nesses
trabalhos, as defini¢oes e argumentos das teorias classicas de rearranjo ainda determinam
a forma como os algoritmos sao construidos.

1.3 Objetivo

O objetivo deste trabalho é apresentar uma solucao para o problema da distancia de
transposicao utilizando apenas resultados da Teoria de Grupos de Permutagoes.



1.4 Organizacao dos capitulos

No Capitulo [2| faremos uma revisao sobre conceitos basicos da Teoria de Grupos de Per-
mutacoes necessarios ao entendimento deste trabalho. Apresentaremos também definicoes
e resultados sobre fatoracao de permutacoes.

O Capitulo |3 sera destinado a uma revisao dos formalismos classico 6] e algébrico |49,
51,52], utilizados na abordagem do problema da distancia de transposicao.

No Capitulo [d, demostraremos, usando resultados de Grupos de Permutacoes, limi-
tes inferior e superior para o problema da distancia de transposicao, e proporemos um
algoritmo de aproximacgao com razao 2.

No Capitulo serao discutidos os resultados obtidos pela implementacao usando
GAP [32], um sistema de algebra computacional para operagoes envolvendo permutagoes.
Além disso, apresentamos medidas obtidas pelo GRAAu [30], que é uma ferramenta de
auditoria de algoritmos de rearranjo.

Por fim, o Capitulo [f] trara as conclusdes e propora trabalhos futuros.
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Capitulo 2

Grupos de Permutacoes

O objetivo deste capitulo é apresentar definicoes e resultados de Grupos de Permutacoes
necessarios ao entendimento desta dissertagao. Na Secao veremos conceitos basicos
sobre Grupos de Permutacoes e uma breve introducao ao Grupo Alternado A,. Em
seguida, na Secao [2.1] definiremos produto minimal de 2-ciclos e mostraremos alguns
resultados acerca deste conceito. Por fim, na Secao [2.3] apresentaremos uma defini¢ao de
fatoracao de n-ciclos e um lema que sera utilizado na demonstracao de correcao do nosso
algoritmo de aproximagao.

As demonstracoes de lemas e teoremas enunciados neste capitulo foram omitidas. No
caso das duas primeiras segoes, as demonstracoes estao disponiveis em textos basicos
de Algebra. Os mais utilizados neste trabalho foram Herstein [38] e Gallian [29]. As
demonstracoes de lemas e teoremas enunciados nas segoes posteriores estao disponiveis
nos artigos referenciados.

2.1 Conceitos basicos

Definicao 2.1.1. Dado um conjunto E de elementos, uma permutacao o de E é uma
bijecao arbitraria a: £ — FE.

Denotamos por B(E), o conjunto de todas as permutagdes de E. A composi¢ao entre
duas permutacoes de E é novamente uma bijecao de F/, assim como o mapeamento iden-
tidade ¢ : E — E,z + z,Vz € E, e também a inversa a~! de qualquer bijegao o € B(E).
Além disso, a composicao de funcoes é uma operacao associativa. Consequentemente,
B(E) & um grupo, sob a operagao de composicao de bijecoes, denotada por o.

O grupo (B(E), o) é frequentemente chamado de grupo simétrico de E e denotado
como Sym(E) (veja por exemplo Garcia e Lequain [33]).

Do ponto de vista algébrico, nao importa o tipo dos elementos do conjunto E, somente
a cardinalidade de FE é relevante. De fato, se ' e F' sao conjuntos da mesma cardinalidade,
isto ¢, se existe uma bijecdo f : E — F, entdo f induz um isomorfismo f : (B(E),0) —
(B(F),0) entre E e F. Em particular, se £ ¢ um conjunto finito, digamos com n > 2
elementos, entao assumimos que £ = {1,2,...,n}. Neste caso, o grupo Sym(FE) é também
denotado como S, o grupo simétrico sobre n simbolos, cuja ordem é |S,| = nl.
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Notagao 2.1. Pelo fato de S, ser um grupo multiplicativo, serao recorrentes neste texto,
sentencas do tipo: “...multiplicar a por § ...” ou “...produto entre aw e 5 ...”. De
forma rigorosa, o que se pretende, de fato, nessas sentencas é “compor a com (7.

Da mesma forma que para qualquer funcao definida sobre um conjunto finito, a se-
guinte notagao pode ser usada para representar a permutacao o de £ = {1,2,...,n}:

a= .
afl) ... ali) ... an)
Aqui, qualquer outra matriz obtida da matriz acima, representada através do intercambio
de suas colunas, representard a mesma permutacao «. Além disso, como a segunda

linha inclui precisamente os elementos de E, a funcao inversa a~! de o pode ser obtida
simplesmente trocando a linha superior pela inferior:

Na sequéncia, utilizaremos «, para denotar a(x), para x € E, e aff para denotar a
composicao « o 3, que equivale a (af5)(z) = a(B(x)), para todo = € E.

Exemplo 2.1.1.

12345 12345) (12345
352 41 14325) \34251

Para qualquer permutacao a de E, um elemento x € E é chamado de elemento fizo
de «, se a(z) = x. Desta forma, a permutacao identidade ¢ fixa todos os elementos de E.

Uma permutacao 8 € S, é chamada de permutagao ciclica ou ciclo, se existir um
subconjunto {ai,...,ax} C F tal que

1. B(a;) = ajy1, parai=1, ... [k —1

2. Blay) = a1

3. B(z) =x,parax#a;,i=1, ...k

Na notagao usual, tal ciclo é escrito como 8 = (a; ... ai), mas qualquer uma das
formas (az ag ... ar a1), (a3 ... ap ay as), ..., (ax a3 ... ax_1) representa o Mesmo
ciclo 8. Se k = n, chamamos (ajas ... a,) de permutagao circular. O nimero k
corresponde ao comprimento do ciclo § = (a; ay ... ai) e neste caso, chamamos (3 de

k-ciclo. Simbolos fixados por 3, em geral nao sao representados nesta notacao.

Na literatura de Grupos de Permutacoes, 2-ciclos sao comumente chamados de trans-
posicoes. Para evitar confusao entre o significado algébrico e o biologico de transposicao,
neste trabalho, sempre que mencionarmos “transposi¢ao”, estaremos nos referindo ao sig-
nificado biol6gico. Por sua vez, ciclos de comprimento 2 serao chamados simplesmente de
2-ciclos.

Exemplo 2.1.2. Os 24 elementos do grupo S, podem ser separados nas seguintes classes:
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1. 1-ciclos: (1)(2)(3)(4) = (1) = (2) = (3) = (4) (a identidade ¢);
2-ciclos: (12) = (12)(3)(4), etc. (s@o 6 deste tipo);

3-ciclos: (123)=(123)(4), etc. (sdo 8 deste tipo);
4-ciclos: (12 3 4), etc. (sdo quatro 4-ciclos), e;

os produtos de dois 2-ciclos: (1 2)(3 4), (1 3)(2 4) e (1 4)(2 3), que nao sao
permutacoes ciclicas.

AR

Defini¢ao 2.1.2. Seja § € S,. Chamamos de suporte de 3, denotado por Supp(3), o
subconjunto de E consistido dos simbolos de E que sao efetivamente movidos por [.

Definicao 2.1.3. Seja a € 5,,. A 6rbita de um elemento x € E em «, denotada por
orb(x, ), corresponde ao conjunto {y | o(z) = y, k < n}. O nimero de érbitas de
sobre E é denotado por o(«, E'). Quando uma érbita contém apenas um elemento, ela é
chamada de érbita trivial.

Definicao 2.1.4. Dizemos que duas permutacoes o, € S,, sao disjuntas quando ambas
tém Orbitas nao-triviais disjuntas.

Repare que, na ultima definicao, dizer que « e 8 sdao permutacoes disjuntas, equivale
a dizer que os suportes das duas permutacgoes sao disjuntos.

Lema 2.1.1. Toda permutagao o pode ser escrita como um produto de ciclos disjuntos.
Esta representacao, chamada de decomposicao ciclica de «, é tinica se desconsiderarmos
a ordem dos ciclos.

1234567

31 46 7 25
de ciclos disjuntos, teremos que a = (1 34 6 2)(5 7). De acordo com o Lema [2.1.1] esta
representacao é unica.

Exemplo 2.1.3. Seja a = ( ) Escrevendo a como um produto

Definicao 2.1.5. Sejam a e § € S,,. Dizemos que « e [ sdo conjugados se existir uma
permutacio v € S, tal que Yo = 37, ou seja vay~! = 3. Chamamos 3 de conjugado
de a por v, denotado como "a = 5.

A operagao de conjugacao tem a caracteristica de preservar a estrutura da permutacao
que estd sendo conjugada. Nesse sentido, a relagao “é conjugado de” corresponde a uma
relacao de equivaléncia que particiona o grupo de permutacgoes em classes de permutacoes
com a mesma estrutura de ciclos.

Teorema 2.1.1. Sejam v e 8 € S,,. O conjugado de a por 3, dado por Pa = Ba™1,
pode ser obtido de « substituindo cada simbolo «; de a por 5(a;).

A operacao de conjugacgao é muito 1util quando desejamos reescrever um produto alte-
rando a ordem dos ciclos nao-disjuntos (nao-comutéveis).
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Exemplo 2.1.4. Sejam as permutagoes o = (123 4)(56) e = (35)(12). O produto
af pode ser reescrito de forma que:

af = 4)(56)(35)(12)

)(1234)(35)(12)
)1239(35)(1234)(12)
y1234(35)1234)(1 9)(12 3 4)
)

(1234)
= (56
= (56
= (56
=(56)(45)(23)(1234)

2.1.1 Grupo Alternado A,

Dado o k-ciclo (a; ag...ax), podemos escrevé-lo (decompd-lo) como o seguinte produto
de 2-ciclos:

(a1 ax)(ay ax—1) ... (a1 ag).

Se reescrevermos o ciclo acima, iniciando por as e utilizando a mesma féormula anterior,
produziremos um produto de 2-ciclos diferente do anterior. Em qualquer produto obtido
dessa forma, podemos também inserir entre quaisquer pares adjacentes de 2-ciclos de um
produto obtido através da férmula anterior, um produto do tipo (ab)(ab) = ¢. Ainda
assim, o produto de 2-ciclos equivalera ao k-ciclo (a; as . .. ax). De fato, todo k-ciclo pode
ser escrito como um produto de 2-ciclos, e esse produto nao é tnico.

Uma vez sabendo que toda permutagao em S,, corresponde a um produto de ciclos
disjuntos, e cada ciclo entao pode ser escrito como um produto de 2-ciclos, temos o seguinte
resultado.

Teorema 2.1.2. Toda permutagao em S,, pode ser escrita como um produto de 2-ciclos.

Exemplo 2.1.5.

(12345)=(15)(14)(13)(12)
(1632)(457) = (12)(13)(16)(47)(45).

Embora nao sejam tnicas, as decomposigoes das permutacoes em produtos de 2-ciclos
apresentam uma propriedade que é tnica: a paridade do ntimero de 2-ciclos em cada
decomposicao.

Teorema 2.1.3. Se uma permutacao « pode ser decomposta num produto de um namero
par (impar) de 2-ciclos, entdao toda decomposi¢do de o num produto de 2-ciclos s6 pode
ter um nimero par (impar) de 2-ciclos.

Definigao 2.1.6. Uma permutacao que pode ser decomposta num produto de um namero
par de 2-ciclos é chamada de permutacao par. De forma anéloga, uma permutacao
decomposta num produto de um nimero impar de 2-ciclos é chamada de permutacao
impar.

Uma consequéncia do Teorema [2.1.3] é que se considerarmos o conjunto de todas as
permutacoes pares de 5, o produto entre duas permutacoes desse conjunto também seré
par. Como resultado, este conjunto forma um subgrupo de S,,.
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Teorema 2.1.4. O conjunto das permutacoes pares em .S, forma um subgrupo de S,.
Este subgrupo é chamado de grupo alternado de grau n e é denotado como A,,.

Uma propriedade importante de A, é que ele pode ser gerado a partir do produto
de ciclos de comprimento 3, que por sua vez sao pares. O proximo lema, que estabelece
este fato, tem fundamental importancia neste trabalho, pois como veremos no préximo
capitulo, o evento de transposicao pode ser modelado através de 3-ciclos com propriedades
especificas.

Lema 2.1.2. Sejan > 3. O grupo A, é gerado por 3-ciclos.

Demonstracao. Todos os 3-ciclos pertencem ao grupo A,, uma vez que sao permutacoes
pares. Seja a € A,,, a = B, ... 21 um produto de um nimero par de 2-ciclos, que tam-
bém pode ser escrito como o = (Ba.for—1) - .. (B201). Além disso, cada produto (5;1105;) é
da forma (a b)(a b), (a ¢)(a b) ou (¢ d)(a b), onde os simbolos a, b, ¢ e d sdo distintos entre
si. Se calcularmos cada uma das formas possiveis de (5;4105;), teremos: (a b)(a b) =

(ac)(ab)=(abc)e (cd)(ab)=(adc)(abc). Fica assim mostrado que a permutacio
a pode ser escrita como um produto de 3-ciclos. O

2.2 Produtos minimais de 2-ciclos

Nesta secao, introduziremos o conceito de produto minimal de 2-ciclos. Em seguida,
apresentaremos um procedimento de reducao de produtos de 2-ciclos, que consiste em
uma ferramenta 1til na obtencao de produtos minimais. Além disso, apresentaremos uma
definicao de grafo de um produto de 2-ciclos e um resultado importante acerca dessa
definicao. Este resultado também constitui em outra ferramenta ttil na determinagao de
produto minimais.

Notacao 2.2. Para designar produtos de 2-ciclos, utilizaremos letras maitasculas do alfa-
beto grego.

Definigao 2.2.1. Seja a € S,,. Chamaremos de produto minimal de «, um decomposi-
cao de a em produtos de n — r 2-ciclos, onde r corresponde ao nimero de ciclos disjuntos
de a.

Exemplo 2.2.1. Seja a = (52 6)(1 3 2 4). Sao produtos minimais da permutacao a:

(56)(52)(14)(12)(13) e (14)(53)(15)(56)(52).

Proposicao 2.2.1. Sejaa = (a...b...c...). O ciclo a pode ser escrito como um produto
minimal da forma X(a ¢)(a b), onde 3 corresponde a um produto arbitrario de 2-ciclos.

Podemos encontrar em Mackiw [48] uma demonstragao de que nao existe forma mais
economica, no sentido da utilizacao do menor ntimero possivel de 2-ciclos, de decompor
uma permutagao num produto de 2-ciclos.

Se nao levarmos em conta o fato de que algumas decomposicoes sao equivalentes,
apenas trocando de lugar fatores comutéveis, o niimero de produtos minimais de um k-ciclo
¢ k=2, Este resultado ¢ devido a Dénes [20]. Entretanto, mesmo contando decomposigoes
equivalentes apenas uma vez, o nimero de tais decomposi¢oes pode ser arbitrariamente
grande. Mais precisamente, o ntimero de produtos minimais de um k-ciclo é %1 il (3(:__11)).
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Uma demonstragao para o teorema que estabelece este resultado pode ser encontrada em
Eidswick [22].

O proximo resultado é devido a Biane [11], e vale para decomposigbes mais gerais.
Gewurz e Merola [34] utilizaram este resultado da forma como serd enunciado a seguir.

Lema 2.2.1. Se a é uma permutacdo e IT = (a1by)(azbs) . .. (arbx) € um produto minimal
de «, entao, para cada i, a; e b; estao no suporte do mesmo ciclo em « (escrito como um
produto de ciclos disjuntos).

Agora, apresentaremos um procedimento de reducao de permutacoes e uma definicao
de grafo de um produto de 2-ciclos. Essas defini¢oes sao titeis na obtencao de produtos
minimais. Em seguida, apresentaremos uma série de resultados importantes acerca dessas
defini¢oes. As defini¢oes e resultados a seguir sdo devidos a Higgs [39], embora alguns
resultados de seu trabalho sejam equivalentes a resultados anteriores de Dénes [20].

Definicao 2.2.2. Seja II um produto de 2-ciclos e a, b, ¢, d simbolos distintos de E.
Chamamos de forma a-reduzida de II, denotada por I1%, o produto obtido pela reescrita
de IT utilizando as regras seguintes. Se |II| < 1 (|II| denota a quantidade de 2-ciclos em
IT), entao I1* = II. Se |II| > 2, entdo

([ (B%) se a nao ocorre em «
e sea=pF=(ab)
I = (afX)* =< (bo)[(aD)X]* sea=(ab)e = (ac)
(bo)(ac)X]* sea=(ab)ep=(bc)

| BaX) se a =
com « e 3 2-ciclos e ¥ um produto de 2-ciclos.

Exemplo 2.2.2. Seja Il = (a b)(b ¢)(a d)(b d)(a b)(a c¢). Abaixo, as formas reduzidas 1

e I1%:

(ab)(bc)(ad)(bd)(ab)(ac)
(bc)(ac)(ad)(bd)(ab)(ac)
(be)(ed)(ac)(bd)(ab)(ac)
(be)(ed)(bd)(ac)(ab)(ac)
(bc)(cd)(bd)(bc)(ac)(ac)

(be)(cd)(bd)(bc) =TI
(cd)(bd)(bd)(bc)

(cd)(bc)=TI"

Lema 2.2.2. Se um produto II é minimal e a ndo ocorre em II, entdo II(a b) é minimal.

Lema 2.2.3. II move a para b se e somente se I1* é da forma ¥(a b) (o enunciado foi
adaptado de Higgs [39]).
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Definig¢ao 2.2.3. Se II é um produto de 2-ciclos, o grafo (ndo-direcionado) de II é definido
da forma como segue. Os vértices sao os n elementos de E e as arestas sao os fatores de
II. Um vértice incide em uma aresta se e somente se o simbolo correspondente ao vértice
ocorre no fator correspondente a aresta.

O fato deste grafo ser ndo-direcionado decorre da igualdade (ab) = (ba). Multiplas
ocorréncias de um mesmo fator em I dao origem a multiplas arestas ligando os mesmos
vértices correspondentes aos simbolos movidos por este fator. Um exemplo de grafo re-
presentando um produto de 2-ciclos pode ser visto na Figura (adaptada de Irving e
Rattan [42]).

Figura 2.1: Grafo do produto (37)(36)(27)(35)(17)(34)=(123456T7).

Teorema 2.2.1. Seja II um produto cujo grafo tem k componentes. II é minimal se e
somente se seu grafo é aciclico, i.e, ¢ uma floresta.

Corolario 2.2.1. O grafo de um k-ciclo é uma arvore.

2.3 Fatoracoes de um n-ciclo

A proxima definicao e o lema que segue sao devidos a Berkolaiko et al. [8].

Definig¢ao 2.3.1. Seja 3, . .. /1 uma fatoragao de um n-ciclo (1 2...n) em um produto
de ciclos menores. Dizemos que uma fatoragdo é do tipo « se entre os {f;} existem
exatamente ag 2-ciclos, ag 3-ciclos, e assim por diante. Definiremos

ol = aj (@) =) (i — Day.

Jj=2 Jj=2
A quantidade « satisfaz a relacao
(a) >n—1.
Se (o) =n — 1, dizemos que a fatoragdo é minimal.

Exemplo 2.3.1. Seja o n-ciclo § = (2354 1). Sao fatoragdes do tipo 4 de 3, portanto
minimais: (24 1)(235)e (23)(41)(351).
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No proximo lema, (1 2...n) representa uma permutagao na qual podemos mapear
qualquer outra permutacao [ sobre um conjunto finito qualquer de simbolos de tamanho
n. Escolhemos um simbolo i do suporte de 3, entdo teremos que i = 1, 3(i) = 2, 32(i) = 3
e assim por diante.

Lema 2.3.1. Seja § = (152 ... Bk), k < n, um ciclo em uma fatoragdo minimal do n-ciclo
(12...n). Entao [ é crescente 1 < g < -+ < (.

Observe que em cada fatoracdo minimal no exemplo anterior, os simbolos em cada
fator obedecem a propriedade estabelecida no Lema [2.3.1
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Capitulo 3

Formalismos empregados no problema
da distancia de transposicao

Este capitulo tem o objetivo de apresentar breves revisoes do formalismo classico (Se-
cao e algébrico (Segao [3.2), empregados na abordagem do problema da distancia de
transposicao.

3.1 Formalismo classico

Embora o trabalho de Bafna e Pevzner [6] para o problema da distancia de transposi-
¢ao tenha resultado em um algoritmo de aproximagao de razao 1.5 (esta aproximagao foi
melhorada posteriormente por Elias e Hartman [23| para 1.375), nesta secao abordare-
mos apenas as definicoes fundamentais e os argumentos necesséarios para a construcao do
algoritmo de aproximagao com razao 2. O intuito é comparar o método proposto neste
trabalho com o método empregado no formalismo cléssico.

3.1.1 Definicoes

Vimos no Capitulo [1|que um cromossomo linear com n blocos de genes, onde cada bloco é
representado por um nimero inteiro pertencente ao conjunto {1,2,...,n} é representado
como uma permutacao ™ = (mmy ... T,).

Para definir o conceito de breakpoint, adicionaremos dois novos elementos & permutacao
m mp=0em =n+ 1, de forma a obter 7 = (mom Ty . .. T Tpi1)-

Definicao 3.1.1. Para todo i tal que 0 < i < n, o par (m;,m41) € um breakpoint se
miy1 # T + 1 e serd denotado na permutagao através de um ponto.

Exemplo 3.1.1. Seja a permutagdo 7 = (0 1 34 2 5). Os breakpoints estao representados
por um ponto.

(01-34-2-5)

O namero de breakpoints de uma permutagao 7 é denotado por b(7). No exemplo dado,
b(m) = 3. Um algoritmo para o problema de ordenagdo por transposi¢oes deve eliminar
todos os breakpoints da permutacao original, pois a permutagao identidade (012 ... n)
é a Unica que nao apresenta breakpoints.
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Em um evento de transposicao, é possivel remover ou inserir, no maximo trés break-
points. Entdo, podemos estabelecer o seguinte limite inferior para d;():

dy(m) = |b(m)/3].

Este limite nao é exato, pois existem permutacoes que nao permitem a diminuicao de
trés breakpoints de uma s6 vez, com uma s6 transposicao, como mostrado no proéximo
exemplo.

Exemplo 3.1.2. Na permutacao (0 - 4 - 1 - 3 - 2 - 5), nenhuma transposi¢do é capaz
de diminuir trés breakpoints de uma s6 vez. Se aplicarmos a transposi¢ao p(1,2,5) a ,
teremos p(1,2,5)r =01 -3 - 2 -4 - 5). Observe b(m) — b(p(1,2,5)m) = 2.

Definigao 3.1.2. Um grafo-de-ciclos de uma permutagdo 7, denotado por G(7), é um
grafo constituido por um conjunto de vértices {0, —1, +1, =2, +2, ..., —n, +n, —(n+
1)} e um conjunto de arestas direcionadas, onde cada aresta assume uma de duas cores
possiveis: preto ou cinza. Cada elemento m;,1 < ¢ < n gera dois vértices: —m; e +;.
Os elementos mp = 0 e 7,41 = n + 1 geram apenas um vértice cada: +0 e —(n + 1),
respectivamente. As arestas pretas ligam os vértices +m; e —m; 11 e sao direcionadas
no sentido de —m;,; para +m;. As arestas cinzas ligam os vértices +m; e —m;11 € a0
direcionadas de +m; para —m; .

O grafo-de-ciclos foi proposto com intuito de ser uma representacao grafica de break-
points. Intuitivamente, as arestas pretas indicam a situacao atual dos blocos de genes,
em relacdo a sua ordenacao no cromossomo, enquanto que as arestas cinzas indicam a
situagao desejada. A Figura mostra G(m) para a permutagdo 7 = (85143 276).

0 8 +8 5 45 1 +#1 4 4 3 43 2 +2 T+ 646 9

Figura 3.1: Grafo-de-ciclos da permutagdo m = (8514327 6).

Definigao 3.1.3. Um ciclo alternante de G(7) é um ciclo cujas arestas pretas e cinzas se
alternam. Para todo vértice de G(7), ha uma aresta preta saindo e uma cinza incindindo.
Isto faz com que a decomposi¢ao em ciclos alternantes de G(7) seja unica. Chamamos de
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k-ciclo os ciclos alternantes que tém k arestas pretas. Além disso, chamamos de longo,
um k-ciclo com k > 3, e curto, caso contrario. Por simplicidade, chamaremos os ciclos
alternantes apenas de ciclos.

Tendo em vista que na permutacao identidade, para cada aresta preta, existe uma
aresta cinza ligando os mesmos vértices, formando um 1-ciclo, a ordenacao de uma per-
mutagao por transposicoes deve progressivamente quebrar os ciclos iniciais de G(7), até
que restem os n + 1 ciclos da permutacao identidade. A Figura mostra uma sequéncia
de transposigoes ordenando 7 = (4321 5).

+0 -4 44 3043 2 82 ‘ 1 41 A -5 45 +6

N\ L 3 4 Lo

+0 1+ 4 44 -3 43 ‘ 2 2 A 5 45 +6
|
JERNYERN m VAR

+0 1A 2 42 4 44 ‘ 3 3 A 5 45 +6

£ Lo Lo Lo L5 L

+0 -1 +1 -2+2 -3 +3 -4 +4 -5 +5 +6

Figura 3.2: Sequéncia de transposi¢oes ordenando m = (4321 5).

3.1.2 Limite inferior

Analisaremos agora como o namero de ciclos em um grafo-de-ciclos G(w) varia quando
aplicamos uma transposicao p(i, j, k) na permutacao 7, de forma a gerar um novo grafo-de-
ciclos G(p(i, 7, k)-m). Denotaremos o numero de ciclos em G(7) como ¢(7), e a variagao do
namero de ciclos devido a aplicacdo da transposi¢ao, como Ac(p(i, j, k)) = c(p(i, j, k)-7)—
¢(m). Observe que ha um abuso de notagao, pois embora devolva a variacao da quantidade
de ciclos de um cromossomo 7w apés a aplicacao de uma transposicao, a funcao Ac recebe
apenas a transposicao aplicada como parametro.
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Lema 3.1.1. A(p(i,5,k)) € {—2,0,2}.
Demonstragao. A transposicao p(i, j, k) envolve seis vértices de G(r):
+mi—1, =T, M1, —Tj, +T—1 € —T.

Portanto, a aplicagdo de p(i, j, k) permite a remogao de trés arestas pretas, a saber:
(—miy +miv1), (+7j,—mj—1) e (=7, +7k—1); € a inclusdo de trés novas: (+m;, —m_1),
(+m;, —m—1) € (+7, —mj—1). As trés arestas removidas podem pertencer a um, dois
ou trés ciclos de G(m). Detalharemos e ilustraremos cada uma das situagoes abaixo. Nas
ilustracoes, rotularemos os vértices m com suas posicoes i.

1. Neste caso, as arestas pretas removidas pertencem a trés ciclos diferentes de G().
Temos que ¢(p(i, j, k) - 7) = ¢(r) — 3+ 1 (Figura [3.3). Portanto Ac(r) = —2.

Figura 3.3: G(m) contendo trés ciclos e G(p(i, j, k) - m) contendo um ciclo.

2. Neste caso, as arestas pretas removidas pertencem a dois ciclos diferentes de G(r).
Temos que c(p(i, j, k) - 7) = c(r) — 2+ 2 (Figura [3.4). Portanto Ac(w) = 0.

Figura 3.4: G(7) e G(p(i, j, k) - m) contendo dois ciclos.

3. Neste caso, as arestas pretas removidas pertencem a apenas um ciclo diferente de
G(m). Sao dois subcasos. Em (a), temos que ¢(p(i, j, k)-m) = c¢(m)—1+1 (Figura|3.5))
e portanto Ac(m) = 0. Em (b), temos que ¢(p(i, j, k) - m) = ¢(m) — 1+ 3 (Figura [3.6)
e portanto Ac(m) = 2

Teorema 3.1.1. d(7) > M

Demonstracao. Lema [3.1.1} O
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Figura 3.6: G(7) contendo um ciclo e G(p(i, j, k) - ) contendo trés ciclos.

Defini¢ao 3.1.4. Um ciclo é impar (par) em G(7) se ele possui um nimero impar (par)
de arestas pretas. Definimos ¢, (m)(Cpar (7)) como sendo o nimero de ciclos impares
(pares) em G(m).

Podemos notar que todos os ciclos da permutacao identidade sao impares. Assim,
precisamos criar o maior nimero possivel de ciclos impares. Isso leva a um novo limite
inferior.

Para uma permutagao 7 e uma transposicao p(i, 7, k), denotamos Ac;y,,(p(i, j, k)) =
Cimp(p(%, J, k) - T) — Cimp(m) como a variacdo do nimero de ciclos impares ocasionada pela
aplicagao de p(i, j, k) a .

Lema 3.1.2. Acin,(p(i, 5, k) € {—2,0,2}.

Demonstracao. Pelo Lema [3.1.1] o tinico caso que leva a criacao de mais de dois novos
ciclos em G(m) é o caso representado na Figura[3.6] Neste caso, trés ciclos sdo adicionados e
um ciclo é removido. Se todos os trés ciclos adicionados sao impares, entao o ciclo removido
é também impar, e portanto cim,(p(, j,k)) = cimp(m) — 1+ 3. Portanto Acm,(p(i, j,k)) €
{—2,0,2}. m

(n+1)=Cimp(m)

Teorema 3.1.2 (Limite inferior). d;(m) > 5

Demonstracao. Lema [3.1.2] O

3.1.3 Limite superior

Definig¢ao 3.1.5. Paraz € {—2,0,2}, um z-movimento corresponde a uma transposicao
p(i, j, k) tal que Ac(p(i, j, k) = .

Lema 3.1.3. Se a transposicao p(i, j, k) atua em um ciclo de G(7) e cria mais de um
novo ciclo, entdo p(i, j, k) é um 2-movimento.

Demonstracao. Figura [3.6 O]
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Lema 3.1.4. Se a transposi¢ao p(i, j, k) atua em arestas pertencentes a exatamente dois
ciclos diferentes de G(m), entao p(i, 7, k) € um 0-movimento.

Demonstracao. Figura (3.4 O

Defini¢ao 3.1.6. Chamamos de ciclo orientado o ciclo de G(7) que permite a aplicagdo
de 2-movimento e de ciclo nao-orientado, caso contrario.

Considere um k-ciclo C visitando as arestas pretas iy, ..., 7. O ciclo C pode ser escrito
de k formas possiveis, dependendo da escolha da primeira aresta preta. Assumiremos que
a sequéncia comeca com a aresta inicial 7; saindo do vértice mais a direita de 7, ou seja,
11 =1, com 1 <t<k, eté maximo.

Definicao 3.1.7. Uma aresta cinza juntando m; = ¢ — 1 com 7wy = ¢ é chamada de
direcionada a esquerda, se t > s. Caso contrario, ¢ chamada de direcionada a
direita.

Para todo k& > 1, um ciclo C' = (iy,...,1) é ndo-orientado se a sequéncia iy, ..., i é
decrescente. Caso contrario, C' é orientado. Ademais, um k-ciclo C' é nao-orientado se
k > 1 e C possuir exatamente uma aresta direcionada a direita.

Lema 3.1.5. Se ' é um ciclo orientado, entao existe um 2-movimento atuando em C.
Se C' é um ciclo nao-orientado, nao existe nenhum 2-movimento atuando sobre C'.

Demonstracao. Seja C' = (i1 ...1x) um ciclo orientado, e um indice ¢ tal que 3 <t < ke
iy > i4—1. A transposicio p(i¢_1, 17, 71) gera um l-ciclo, cujos vértices sdo {m;,_, 1,7}, e
outros ciclos. Pelo Lema p(i4_1,14,41) € um 2-movimento. O

Teorema 3.1.3. Para uma permutacao arbitraria =, existe um 2-movimento ou um 0-
movimento seguido de um 2-movimento.

Demonstragao. Se existe um ciclo orientado em G(w), entdo, pelo Lema [3.1.5) um 2-
movimento é possivel.

Sendo, sejam C' = (i; ...1;) um ciclo ndo-orientado em G(7), r a posi¢do do elemento
maximo de 7 no intervalo [ig,...7;3 — 1] e s uma posi¢do 7, + 1 em 7. Claramente
s & [mi,,m,]. Sem perda de generalidade, assuma que s > i;. Entao, a transposi¢ao
p(r + 1,s,i5) atua nas arestas de dois ciclos diferentes, e portanto, pelo Lema m
p(r+1,s,i9) é um O0-movimento.

Como p(r+1, s,i5) muda a diregdo da aresta esquerda (m;,_1,7;,) € ndo muda a dire¢ao
da aresta direita (m;,_,, 7, ), o ciclo C' que contém tais arestas em G(77) tem pelo menos
duas arestas direcionadas a direita e portanto, C' é um ciclo orientado e permite um 2-

movimento (Figura [3.7).
O]

Teorema 3.1.4 (Limite superior). Qualquer permutagao m pode ser ordenada em n +
1 — ¢(m) transposigoes.

Demonstragao. Pelo Teorema c(m) cresce, no minimo, duas unidades a cada duas
transposi¢oes aplicadas. Na média, um ciclo é criado em G(7) a cada transposi¢ao. Este
teorema representa um limite superior para o problema da distancia de transposicao. []

Com estes resultados, o seguinte algoritmo pode ser implementado.
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T, T, T, T, T : 3

i i i -1 iy i i r

Figura 3.7: Uma transposi¢ao agindo em dois ciclos, criando um ciclo orientado.

Algoritmo 1 Algoritmo para o problema da distancia de transposicao com razao de
aproximacao 2, segundo método de Bafna e Pevzner.
Entrada: uma permutacao
Saida: lista L contendo uma sequéncia de transposicoes capaz de ordenar
1: crie uma lista vazia L

2: enquanto 7 # ¢« faca

3 enquanto ha ciclos orientados em G(7) faga

4 p < 2-movimento > Lema (3.1.3
% T < pT

6: adicione p no final da lista L

7 fim enquanto

8 se ha k-ciclos em G(7), com k > 1 entao

9: P+ 0-movimento > Teorema [3.1.3)
10: p" < 2-movimento > Teorema
11: < pl'p'm
12: adicione p’ no final da lista L
13: adicione p” no final da lista L
14: fim se

15: fim enquanto
16: retorne L

3.2 Formalismo algébrico

Na abordagem classica, como visto na se¢ao anterior, predominam conceitos e argumentos
essencialmente graficos. No formalismo algébrico proposto por Meidanis e Dias [49], esses
conceitos sao substituidos por definigoes algébricas. O intuito foi o de prover uma aborda-
gem mais formal ao estudo dos rearranjos de genomas, e ao mesmo tempo, tirar proveito
dos ja conhecidos resultados da Teoria de Grupos de Permutagoes. Neste trabalho, utili-
zaremos 0s mesmos conceitos basicos para a modelagem de cromossomos e transposicoes
originalmente introduzidos em Meidanis e Dias [49].

3.2.1 Definicoes

Definigao 3.2.1. A k-norma de um permutagao m, denotada por |||y corresponde ao
numero minimo de k-ciclos no qual © pode ser decomposto. A 2-norma de 7 é denotada
apenas como ||7]|.
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Exemplo 3.2.1. Sejam 7 = (164)(352)(07)ec=(153)(02647).

6)(32)(35)(07), [[x]l =5
o= (13)(15)(07)(04)(06)(02),[lof =7

Lema 3.2.1. Sejam « e § permutacoes, temos:

1. ||a]| =0 se e somente se o = ¢.
2. la™H = lla]

3. [le”]] = el

4. laBll < llall + 8]l

5. [l = ||Ball

Definicao 3.2.2. Sejam « e [ permutacgoes sobre E. Dizemos que o divide [ se
|Ba=t| = 1|18]] — |la|l. Denotamos esta relagao por «|f.

Exemplo 3.2.2. Sejam o = (02 1) e 8 = (04 21 3). Entao, |8, pois ||Ba”!]| = 2,
18]l = 4 e flaf = 2.

Definicao 3.2.3. O tamanho de um ciclo « corresponde ao tamanho de sua 6rbita nao
trivial, ou 0 se a = «.

Defini¢ao 3.2.4. Um ciclo « é dito impar (par) se o seu tamanho é impar (par). De-
notamos Por Opmpar(par) (T, ), 0 nlimero de 6rbitas de 7 de tamanho impar (par).

Notacao 3.1. Dados um k-ciclo a e uma permutacao 3, dizemos que um ciclo o “é um
ciclo da permutagio (7, se a|f e a orbita nao trivial de o pertence ao conjunto de 6rbitas
de f.

Definigao 3.2.5. Seja (x; x5 ... x,) uma permutacdo sobre o conjunto £ = {0,1,2,...,n}
representando um cromossomo linear. No formalismo algébrico, este cromossomo serd
representado pelo (n + 1)-ciclo (0 2y 2 ... xy,).

Nota. O simbolo 0 foi incluido para permitir que todas as n! permutagoes de E possam
ser representadas de forma distinta na notacao ciclica de permutacdes.

Definigao 3.2.6. Seja m um (n+ 1)-ciclo modelando um cromossomo. Uma transposi¢ao
é um 3-ciclo p = (u v w), tal que u,v,w € E e p|r. Neste caso, dizemos que p é aplicavel
a .

Repare que uma transposi¢ao no formalismo algébrico esta relacionada com os elemen-
tos da permutagdo m e ndo as posi¢oes destes, como na defini¢do de Bafna e Pevzner [6].
A aplicacao de uma transposicao p sobre o cromossomo 7, consiste no produto pmw.
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3.2.2 Limite inferior

Os limites a seguir foram calculados por Mira e Meidanis [51,52], e sdo equivalentes aos
obtidos por Bafna e Pevzner [6].

O limite inferior foi calculado em funcdo da 3-norma da permutacdo om~!. Repare
que se multiplicarmos os dois lados da equacdo p;...pap1™ = o por ', teremos que
on~! equivale & sequéncia de transposicoes que transforma m em o. Além disso, 7 e
o sao permutacoes que tém o mesmo sinal e portanto, o produto entre elas resulta em
uma permutacao par, pertencente ao Grupo Alternado A, e por consequéncia, pode ser
decomposta como um produto de 3-ciclos.

Repare que se 0 = (0 1 ...n), um mapeamento entre o~ ! e G(7) é possivel, consi-
derando que as Orbitas de om ! correspondem aos ciclos alternantes de G(7). Se percor-
rermos um ciclo alternante de G(), anotando os vértices de onde saem as arestas pretas,

a sequéncia formada corresponde exatamente a uma o6rbita de or~!.

Teorema 3.2.1. Dados dois cromossomos 7 e ¢ sobre E, temos que

dy(m,0) > oI5

1

Este limite nao leva em consideracao a paridade dos ciclos de om™" e serd melhorado

em seguida.

Lema 3.2.2. Se a é uma permutacao par sobre F tal que a é um produto de m 3-ciclos

Q. . . Cpxp, entao m > %M, com n = |E)|.

Demonstragao. Faremos uma indugao em k. Se k = 0, entdo ™ = ¢ € 0jmpar(m) = n. Por
consequéncia, 0 > *5* = 0.

Por hipétese de inducao, k' é tal que 0 < k' < ke = m ... my, entdo k' > %ﬁm(ﬂ)
nfoz'mpar(ﬂ—l)

Pela mesma hipotese, £ > é verdadeiro para ' = 7 ...m,_1. Por outro lado,
/ / x
temos que Oimpar (M) = Oimpar (T'Tk) > Ojmpar (7') — 2. Entao,

k:<k_1)+12%w<ﬂ>“
_ = (Oimpar(7') — 2)
N 2
> n— Oimpar<7T>
- 2

N—O0impar (TI')

] para n = |E|. O

Como consequéncia, temos que k >

Lema 3.2.3. Se o é uma permutacao par sobre E, com n = |FE|. Entao,

N—O0impar (O‘)

lells = =5

Demonstracao. Seja um reordenamento dos ciclos da decomposicao em ciclos disjuntos
de 7 tal que os ciclos impares estdao agrupados no inicio da permutacao, i.e., 7 = o’a”,
onde o corresponde ao produto de ciclos impares de 7 e o’ ao produto dos ciclos pares
de m. Este reordenamento é possivel devido a comutatividade dos ciclos disjuntos de uma

permutacao.
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n_oimpar(ﬂ')

Vamos mostrar que ||| < ] . Para isto, construiremos uma decomposicao
em 3-ciclos de w através da decomposi¢ao em 2-ciclos de o/ e o

Seja o = ajas...qq tal que cada «;, com i € {1...l}, é um ciclo impar de .
Denotamos n' = [Supp(a/)| e n” = [Supp(a’)|. Note que ||| = 1’ —0jmpar (7) € ||/|| é par,
pois a norma de um ciclo impar é par. Considere uma decomposi¢cao minima em 2-ciclos
de o/. Podemos agrupar os 2-ciclos de o’ em pares o, tais que |Supp(a;)NSupp(a;)| = 1,
i.e, os 2-ciclos sdo da forma (a c¢)(a b) e cada um desses pares produz um 3-ciclo (a b c).

' .
Entao, ||o/||3 < %Par(”)

Agora, considere uma decomposi¢ao minima em 2-ciclos de o’. Tendo que a norma de
um ciclo par é fmpar e que ||| é par, entdao o nimero de ciclos o, (7) de o é par. Seja
L(c;) o tamanho do ciclo oy, para i =€ {l+ 1...m}. Entao, a decomposi¢ao em 2-ciclos
de « é tal que:

lo”]] = Z (L{ai) = 1) = (’Z L(ai)) = (m = 1) = n" — 0par()

Note que existem dois tipos de pares de 2-ciclos: o tipo a;a;, onde [Supp(a;)NSupp(a;)| =
0; e o tipo a,.as, onde |Supp(a,) N Supp(as)| = 1. Chamaremos o primeiro tipo de par
de 2-ciclos disjuntos, e o segundo de pares nao-disjuntos. Podemos construir um 3-ciclo
a partir de um par nao-disjunto de forma anéloga & que fizemos com pares de 2-ciclos
(a ¢)(a b) em . Por outro lado, um par disjunto (¢ d)(a b) gera dois 3-ciclos (a d ¢)(a b c).
Entao, cada par de 2-ciclos contribui com um 3-ciclo na decomposicao em 3-ciclos de o,
mais um numero x de 3-ciclos, onde x corresponde ao ntimero de pares disjuntos na
decomposicao em 2-ciclos de 7. Desta forma,

N — Opar ()

9 +x

la”ls =

Tendo em vista que os dois ciclos disjuntos estao agrupados aos pares, temos que

Opar (@) — 1

=3

1 <2< oper(a”) =1

De fato, temos = = [WL pois cada par disjunto gera dois 3-ciclos, pares disjuntos

nao serao combinados pela paridade do nimero de 2-ciclos de o”. Mas,

i W = 0par(T) | Opar(@”) =10 1" = Opar(T) | Opar(T) =2 n”
s = [ = +(

1) = —.
2 2 2 2 +1)

o .

Uma vez que o e o sdo permutacoes pares e sabendo que a norma de um produto de
permutacoes tem a mesma paridade que a soma das normas das duas permutacgoes, temos
entao que

n/ - Oimpar(ﬂ-)

2

n— Oimpar (ﬂ-)

Irlls < lla’lls + flo”lls < 5

n//
+— <
5 =
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Com esse tltimo resultado, um limite inferior melhor que o anterior, e equivalente ao
estabelecido por Bafna e Pevzner [6] pode ser enunciado.

Lema 3.2.4 (Limite inferior). Dados dois cromossomos 7 ¢ o sobre E, com n = |E|.
Entao,

dy(m, o) > "omearlem )

A seguir, mostraremos os resultados que permitem a implementacao de um algoritmo
de aproximacao com razao 2 utilizando este formalismo.

Definicao 3.2.7. Sejam « uma permutacao sobre E e v,w € E. Dizemos que w segue
v para o par (u,a), com u € E, denotado por v —,, w, se v = aMu, w = af?u, e
0 < ky < kg < |orb(u, a)|

Proposigao 3.2.1. Sejam um 3-ciclo @ = (u v w) e uma permutagao § sobre E. Temos
que:

1. o(af) =o0(B) e w —uap U S€ € somente se v —r, 5 w.

2. o(af) = o(p), u,v & orb(w, af) e u € orb(v,af) ou o(fa = o(B), u,w & orb(v, fa),

e u € orb(w, fa) se e somente se v, w & orb(u, 5) e v € orb(w, 5) .

3. o(af) = o(B) + 2 e u,v,w pertencem a Orbitas distintas em «f se e somente se

W —>y,8 V.
Demonstracao.
1. Temos que ozﬁ = (u...w...v...), pois u,v € orb(w,aﬁ) Entao a !(af) =
B = B, ie, at(aB) = (wvuw(u.. w...v...) = (u...v...w...) = 3. En-
tdo, v —, 3 w. Por outro lado, se v —, 3 w, entao B = (u. .w...). Por-

tanto, aff = (uvw)(uvw) = (uwv) Fnalmente temos que
u,w € orb(v,af), w —yap v e o(af, E)=0(B,E) =1

2. Temos que aff = (u...v...)(w...), pois u,v & orb(w,af) e u € orb(v,af), entdo
alaB) == 1e,a(af)=(wvu)(u...v.. ) w...)=(w...v...)(u..
B. Entao, v,w & orb(u, 5) e v € orb(w, ). Por outro lado, 5= (v...w...)(u...),
pois v, w & orb(u, B) e v € orb(w, ). Temos que aff = (uvw)(v...w...)(u...) =
(u...v...)(w...). Com isso, u € orb(v,af) e u,v & orb(w,af). Além disso,
o(aB, E) =o(B, E) = 2. A outra demonstracao da bimplicagao é analoga.

3. Temos que aff = (u...)(v...)(w...), pois u,v,w pertencem a orbitas diferentes
em aff. Entao,a (afB) = 18 = 83, i.e., a H(aB) = (w vau)(u.. )v.. N (w...) =
(u...w...v...)= . Temos que o(af, F) = o(f, E)+ Portanto u,w € orb(v, )
e w —,p v. Por outro lado, temos que f = (u...w...v...), pois w —, 3 v. Com
isso, aff = (uvw)(u...w...v...) = (u...)(v...)(w...). Finalmente, temos que
o(aB,E) =o0(B,E) 4+ 2 e u,v,w pertencem orbitas distintas em af.

[]

Lema 3.2.5. Sejam um 3-ciclo @ = (u v w) e uma permutacao [ sobre F, temos que a|f
se e somente se v —, g w.
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Demonstragdo. Se o|B entdo ||fa|| = [|B]| — [|o]. Pela formula |la|| = |E| - o(a, E)
e tomando ||| = 2 temos que |a”t|| = |E| — o(Ba™!, E) entao |E| — o(Ba™t, E) =
|E| — o(5, E) — 2. Entéo, pela Proposicao [3.2.1] se u, v, w pertencem a orbitas distintas
em B(a™, v =, w, temos que o(fa~t, E) = o8, E) + 2. Por outro lado temos que se
v =y wentdo B = (uv w). Entdo, fa™' = (u...v...w)(wovu)=(u...)(v...)(w...).
Sabendo que o(B(a™!, E) = o(8, E)+2e|a|| = |E| —o(a, E) e ||a]| = 2, temos que
|E| = 1B = |E] = 18] + [lell = |Ba7 | = |B]] — [lv]|, e portanto aB. m

Definicao 3.2.8. Dadas duas permutacoes 7 e o sobre E. Uma transposicao aplicavel a
7 é um r-movimento se o(or '77!) = o(on™!) + z.

Lema 3.2.6. Sejam 7 e o permutagdes sobre F. Uma transposicdo p = (u v w) aplicavel
a 7 é um 2-movimento se e somente se p|low 1.

Lema 3.2.7. Sejam 7 e o permutagdes sobre F. Uma transposicdo p = (u v w) aplicavel

a 7 & um O-movimento se e somente se pfor ! e

1. 77 Yom™! ou
2. v,w & orb(u,om™ ), e v € orb(w,on™t).

Definicao 3.2.9. Dadas duas permutacoes 7 e o sobre E. Uma transposicao aplicavel a
1

7 ¢ um r-movimento valido se 0jper (07T ) = Ojpar (07 + 2.
Definicao 3.2.10. Dizemos que a permutacao « 3-divide uma permutacao [, denotado
por af3f, se [[Ba![z = [|Bls — llas.

Lema 3.2.8. Sejam 7 e o permutagdes sobre E. Uma transposi¢do p = (u v w) aplicavel

a 7 é um 2-movimento valido se e somente se plzom .

Demonstragio. Se T ¢ um 2-movimento valido, entao oynper(om 771 E) =
Oimpar (071 E) 4+ 2. Como |||l = (|E| — 0impar (@) /2 para uma permuta¢ao « sobre F,

temos que |E|=2[on 7|3 = |E|—2|lo7!||4+2. Logo, temos |[or 1773 = [[ort|5—1.
Como ||7]|3 = 1 para qualquer transposi¢ao ||[or~t77 |3 = ||en |3 — ||7]|3. Entao, pela
defini¢ao de 3-divisibilidade, temos que 7|zom L.

Por outro lado, se 7|som~! entao |Jor 77|z = [lor |35 — ||7|l3. Uma vez que ||a|z =

(|E|— 0impar (@) /2, temos que (| E|—0impar (07771, E)) /2 = (|E| = 0impar (0771, E)—2) /2.
Consequentemente temos que Ompar (07 71 E) = 0jpar (071, E) 4+ 2. Portanto uma
transposicao aplicavel a m ¢ um 2-movimento vélido se e somente se 7|som . O

Definicao 3.2.11. Sejam 7 e 0 permutacoes sobre E. Dizemos que dois ciclos sao ligados
para om ', 8e T —, . TO U —», . o7 'z e u pertence a Orbita de « e x pertence a rbita

de S.

Lema 3.2.9. Se 7 e ¢ sao permutacoes sobre F tais que nao existe um 2-movimento
aplicavel a 7, mas ha dois ciclos ligados a = (mo'u u...) e f = (vor'z...) para
on~t e um O-movimento 7 = (u x or ! ) aplicavel a 7, entao existe um 2-movimento

aplicavel a 7.
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Demonstragdo. A transposi¢ao 7 = (u x or 'x) é um 0-movimento aplicavel a 7 pela
definicao de ciclos ligados, Proposicao |3.2.1], e Lema Como « e 3 sao ciclos ligados
para ot entdo T —y . 7O U —, . om L, isto é, temos z = 7w, mo~lu = 7R, e
or 'z = m*su (por definigao) para 0 < ky < ky < k3 <mn en = |x|.

Mostraremos que xk = (u x w0 'u) é uma transposi¢ao aplicavel a 77, e que k ¢ um
2-movimento. Como a transposicdo troca os blocos consecutivos de x para 7 lor lze
de o'z para u, entdo, para § = 7w, temos x = "Rtk oty = G RsThy e
orlr = 0Mu. Como ky < ky,en —ks >0,en > k; para 1 <i <3, entdo or 2 —1r
T =y, o tu. Portanto, existem inteiros my e my tais que x = 0™ wu e motu = ™2y, ou,
de forma equivalente,  —, ;» 70~ 'u. Entdo, pelo Lema [3.2.5] temos que (u z 7o~ u)|7.

Para mostrar a aplicabilidade de k sobre 77, e que ele é um 2-movimento, verificamos
que & —, go—17-1 7m0 'u. Neste caso temos que k|or '77! pelo Lema , e k & um
2-movimento aplicavel a 77 pelo Lema Temos entao que or 771 (mo~ u) = u,
pois 77 (o) = motu e on tro~u = u. Portanto, se z € orb(u,or '771) entdo
T Sy on—t,1 TO ‘.

Note que temos or 771 (u) = (on 1%z e on 77 ((on Y)'z) = (on 1)z para
2 <i < |orb(z, o 'z)| — 1. Como (or~1)lrb@om D=1z — (gr=1)~1z entdo
or 't ((or™!)"lz) = 2. Como consequéncia, temos que x = (on 1771 ™y, para m =
lorb(z, on')|, e entdo = € orb(u, o 77h).

Com tudo isso, temos que (v x o 'u)|or 771 e a transposi¢do (v r 7o 'u) é um
2-movimento aplicavel a 7. O

2

1

Proposigao 3.2.2 (Bafna e Pevzner [6]). Sejam 7 e o permutagdes sobre E. Se nao

nao um ha um 2-movimento aplicavel a 7, entdao existem dois ciclos ligados em or 1.

O teorema seguinte decorre dos lemas |3.2.6] |3.2.8| e |3.2.9]

Teorema 3.2.2. Sejam 7 e o permutacoes sobre F, entao existe um 2-movimento apli-
cavel & m ou um 0-movimento seguido de um 2-movimento.

Com todos esses resultados, o seguinte algoritmo pode ser implementado.
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Algoritmo 2 Algoritmo para o problema da distancia de transposicao com razao de
aproximagao 2, segundo método introduzido pelo formalismo algébrico.
Entrada: duas permutacoes m e o
Saida: lista L contendo uma sequéncia de transposicoes capaz de transformar m em o
1: crie uma lista vazia L
2: enquanto 7 # o faga
3 se existe p tal que p|r e p|som~! entdo
4 T 4 pm > 2-movimento valido
5 adicione p no final da lista L
6: senao
7
8
9

se existe p tal que p|m e plor~! entdo

T 4= pm > 2-movimento
adicione p no final da lista L

10: senao

11: Sejam (ro 'uw...) e (xor'z...) em or !

12: 7+ (uxmotu)m > 0-movimento

13: adicione p no final da lista L

14: fim se

15: fim se

16: fim enquanto
17: retorne L
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Capitulo 4

Algoritmo de aproximacao 2 baseado
em Grupos de Permutacoes

Neste capitulo, vamos propor um algoritmo de aproximacao com razao 2 usando conceitos
do formalismo algébrico e resultados classicos de Grupos de Permutacoes. Na Secao 4.1
demonstraremos limites inferior e superior para o problema da distancia de transposi-
¢ao, usando fatoragdo de n-ciclos conforme apresentado no Capitulo 2] Em seguida, na
Secao [4.2 apresentaremos uma prova construtiva, inicialmente proposta para provar a
existéncia das transposigoes usando resultados de produtos minimais de 2-ciclos.

E importante notar que, embora tenhamos encontrado uma demonstracio nao cons-
trutiva (Segao tanto para os limites quanto para a existéncia das transposicoes, o
arcabouc¢o construido na Secao poderé ser utilizado posteriormente para diminuir a
razao de aproximagao, pois possibilita a geragao automatizada dos casos a serem analisa-
dos para obter esse novo fator de aproximacao.

4.1 Limites para o problema da distancia de transposi-
cao

No formalismo algébrico original, um 3-ciclo seria aplicavel a um cromossomo, repre-

sentado por um (n + 1)-ciclo, se este fosse divisivel pelo 3-ciclo. Neste capitulo, redefini-

remos esse conceito, considerando apenas a ordem em que os simbolos aparecem nas duas
permutacoes.

Definicao 4.1.1. Sejam p e 7, um 3-ciclo e um n-ciclo, respectivamente. Suponha que
p = (m m; m). Dizemos que p é aplicavel a 7 se existirem inteiros [ e m tais que
ml(m) = e 7™ (m;) = m, com 1 <l <m < n.

Note que, pela definicao, se p = (m;m;m;) é aplicavel a 7, entao o n-ciclo 7 é da forma:
(7'('1 c T AT T e e T 1T T e e s T 1T T 41 - - - ’/Tn).

Se calcularmos o produto pm, obteremos um n-ciclo 7’ tal que os simbolos entre m; e m;_;
(incluindo estes) em 7 sao recortados e colados entre m,_; e 7, simulando, portanto, uma
transposicao biolégica em 7.
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Exemplo 4.1.1. A transposigao representada pelo 3-ciclo (1 5 4) atua sobre o cromossomo
representado pelo (n + 1)-ciclo (0135 2 4 6), como abaixo:

(154)(0135246)=(0521346).

O proximo resultado mostra que em um produto de dois n-ciclos « e 3, sempre existe
uma tripla (a,b,c) que estd invertida em [ com relagdo ao produto af, quando esse
produto é um k-ciclo.

Proposicao 4.1.1. Sejam « e [ dois n-ciclos, tais que af é um k-ciclo. Entao, existe
pelo menos uma tripla (a,b,c) tal que 5 =(a...c...b...)eaf=(a...b...c...).

Demonstra¢ao. Suponha, por absurdo, que a tripla (a, b, c) enunciada nao exista. Desta
maneira, teremos que «af corresponde a um ciclo cujos simbolos estao em uma sequéncia
crescente, considerando a ordem dos simbolos em 3 . Neste caso, af seria um fator C; de
uma fatora¢do minimal (veja Lema C,...C5C, de p. Portanto, a tinica permutacao
que multiplicada por § resultaria em C] seria o inverso de C, ... (s, e assim a nao poderia
ser um n-ciclo. O]

O proximo resultado mostra que, quando o produto af de dois n-ciclos a e 8 nao é
um k-ciclo e, além disso, nao existe uma tripla como a descrita na proposi¢ao anterior em
um dos ciclos da decomposigao disjunta de a3, sempre existe uma quadrupla (a,b, ¢, d)
tal que {a,b} e {c,d} estdo em suportes de ciclos diferentes de a5 e esses simbolos estao
intercalados em (.

Proposicao 4.1.2. Sejam « e (8 dois n-ciclos, tais que aff = C,....C5C nao é um k-
ciclo. Se ndo existe uma tripla (a,b,c) tal que algum ciclo C; = (a...c...b...) e f =
(@...b...c...), entao existe uma quadrupla (a,b,c,d) tal que = (a...c...b...d...)e
existem ciclos C; = (a...b...) e Cpy=(c...d...),coml#mel,me{l,2,...7r}.

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que a quadrula enunciada nao exista. Entao, para
toda quadrupla de simbolos (a, b, c,d), onde {a,b} estd em um ciclo C; e {¢,d} em um
ciclo Cp,, onde I # m e l, m € {1,2,...k}, teremos que § = (a...b...c...d...). Sem
perda de generalidade, o caso em que = (a...c...d...b...)=(b...a...c...d...)é
equivalente ao anterior, bastando trocar os simbolos a e b.

Entao, cada ciclo da decomposicao disjunta de a3 corresponde a um ciclo cujos simbo-
los estdo em uma sequéncia crescente (considerando a ordem dos simbolos em /). Vamos
chamar af de v. Entao temos que

af =~
B=aly.

Neste caso, temos que o~ ! é equivalente a um produto 7v, onde a permutaciao v corres-
ponde a um produto de 2-ciclos capazes de “unir” os ciclos de ~. Se os ciclos forem unidos
de forma a manter uma sequéncia crescente, o produto vy corresponde a um fator de uma
fatoragao minima de § (veja Lema [2.3.1]). Finalmente, para que Tv7y se iguale a 3, 7 deve
corresponder aos outros fatores dessa fatoracao de f3.

Seja r o nimero de ciclos na decomposicao disjunta de v. Entao, v seria equivalente a
um produto de (r — 1) 2-ciclos. Como cada 2-ciclo deste produto une dois ciclos disjuntos,
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lvy]] = (r — 1) + ||7]]- Uma vez que vy é um fator de 5, entao 7] = |5l — ||lvv]-
Portanto, como o' = Tv, temos que

la™ < [l + Il

< (18I = floy[l) + flvl
((n=1) = ((r =D+ vl)) + (r=1)
(n=1)—=0=1) =+ -1)
(n=1) =[]

IA A CIA

Sendo ||| < (n—1) —||¥|l e [|7]] > 0, entdo ||a™!|| < n —1 e portanto, a ndo pode ser
um n-ciclo.

]

Vamos, agora, aplicar as duas proposicoes anteriores ao problema da distancia de
transposicao. O resultado seguinte trata do caso em que o~ ! & um k-ciclo.

Lema 4.1.1. Sejam 7 e o cromossomos sobre . Se or~! é um k-ciclo, com k < n, entdo
existe um produto minimal de o7~ = X(a ¢)(a b), tal que o 3~ciclo (a bc¢) = (a c)(a b) é
aplicavel a m e X é um produto arbitrario de 2-ciclos.

Demonstragao. Pela Proposicao [4.1.1] existe uma tripla (a, b, c) tal que
ort=(a...b...c...)em t=(a...c...b...).

Portanto, o 3-ciclo (a b ¢) ¢ aplicavel & 7, pois m = (a...b...c...) e on ! pode ser escrito
como o produto minimal (a ¢)(a b). O

O proximo lema representa uma heuristica capaz de melhorar a performance (em
relacao as métricas do GRAAu [30]) do algoritmo proposto nesta dissertacao, conforme

resultados descritos no Capitulo [5}
Lema 4.1.2. Sejam 7 e o cromossomos sobre E. Se or~! é um k-ciclo, com k < n,
da forma (a bc...)em = (a...b...c...). Entdo, existem dois 3-ciclos aplicaveis em

sequéncia a .

Demonstra¢ao. Temos que o 3-ciclo p = (a b ¢) é aplicavel a w. Sendo assim, temos que
o 'p~t & um (k — 2)-ciclo e portanto, pelo Lema existe outro 3-ciclo aplicavel a
pTT. O

O resultado seguinte trata do caso em que or~! nao é um k-ciclo.
Lema 4.1.3. Sejam 7 e o cromossomos sobre E, tais que om ! ndo é um k-ciclo. Entao:

(1) existe um produto minimal de o' = A(a ¢)(a b) e (a b c) = (a c¢)(a b) ¢ aplicavel
a m; ou

(2) existe um produto minimal de o7~ = A(c d)(a b), talque 7 = (a...d...b...c...).
Neste caso, os 3-ciclos (a b ¢) e (a d ¢), gerados a partir do produto (¢ d)(a b) =
(adc)(abc), sdo aplicaveis em sequéncia a .

Demonstracao.
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(1) Se algum ciclo da decomposicao disjunta de or~! for da forma (a...b...c...) e o
3-ciclo (a b ¢) for aplicavel a 7, entdo om ! pode ser escrito da forma A(a ¢)(a b).

(2) Pela Proposicao a decomposi¢ao disjunta C,....C>Cy de on~! tem pelo me-
nos dois ciclos C; e C; tais que C; = (a...b...) e C; = (c...d...) enm =
(@...d...b...c...). Entdo, or~! pode ser escrito de forma minimal A(c d)(a b).

O
Os lemas e demonstram o seguinte teorema.

Teorema 4.1.1. Sejam 7 e ¢ cromossomos sobre E. Sempre existe um 3-ciclo aplicavel
a .

O limite inferior decorre do Lema como mostrado abaixo.
Teorema 4.1.2 (Limite inferior). d;(7,0) > ””2—71”

Demonstracao. Se todos os 3-ciclos que transformam 7 em o forem dados pelo Lema|4.1.1
ou pela parte (1) do Lema [4.1.3 teremos que o niimero de 3-ciclos aplicaveis que trans-
formam 7 em o sera dado por |[or|/2. O

Repare que o limite inferior estabelecido pelo Teorema [4.1.1| equivale aquele do Te-
-1
orema [3.2.1, no Capitulo [3| pois w = |lom~!||3. Este limite pode ser melhorado

considerando apenas os ciclos pares de o ™!, como ji demonstrado no Lema [3.2.2]
O teorema seguinte mostra um limite superior que decorre imediatamente do caso (2)

do Lema 1.3

Teorema 4.1.3 (Limite superior). d;(m,0) < |[or™!||

Demonstragao. Se todos os 3-ciclos que transformam 7 em o forem dados pela parte (2)
do Lema teremos que o nimero de 3-ciclos aplicéveis sera ||or™!||, pois para cada
par de 2-ciclos de um produto minimal de o7, teremos dois 3-ciclos na sequéncia de
transposicoes que transforma 7 em o. ]

4.2 Uma demonstracao construtiva de limites para o
problema da distancia de transposicao

Nesta secao, apresentamos uma demonstracao construtiva dos limites obtidos na segao
anterior. Observamos que na definicao seguinte, usamos como hipotese que um 3-ciclo
p; de uma sequéncia de transposicoes p, ... pir1p;- - - p1, transformando um cromossomo
inicial 7 em um cromossomo final o, nao se cancela no produto p,...p;+1. Além disso,
simbolos que ndo estdo no suporte de om~! ndo serdo utilizados. Isso é justificado, pois
em nossa teoria, nao utilizar stmbolos que nao estdo no suporte de o' é equivalente, no
formalismo classico, a nao aplicar transposi¢oes em elementos adjacentes em 7 (elementos
que nao apresentam breakpoints em relagao a o).

Definigao 4.2.1. Dizemos que um 3-ciclo 8 = (a b ¢) é supérfluo no produto af3, se
{a,b,c} ¢ Supp(af) ou se ||af| < |la|. Caso contrario, dizemos que § é nao-supérfluo.
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O proximo resultado é um lema técnico, e destina-se a auxiliar a demonstracao do
lema subsequente.

Lema 4.2.1. Seja um 3-ciclo 6 = (a b ¢) = (a ¢)(a b). Seja também um produto de
2-ciclos II tal que |Supp(IT) N {a, b, c}| = 2, e cada um dos dois simbolos dessa intersec¢ao
estd no suporte de um ciclo diferente na decomposicao disjunta de II. Temos entao que
é nao-supérfluo em 110 e existe um produto minimal de IId tal que os dois fatores mais a
direita sdo (a c)(a b).

Demonstracao. Seja II' um produto minimal de II. A multiplicacao de II' por § tem
o efeito de adicionar duas arestas ao grafo de II'. Uma primeira aresta conecta duas
arvores do grafo, as arvores que contém os vértices a e ¢, respectivamente. A segunda
aresta conecta as arvores que contém a e b. Desta forma, o grafo de IT'd é uma floresta
e portanto, pelo Teorema [2.2.1] corresponde a um produto minimal. Sendo um produto
minimal, entao |[II'd|| = ||II|| + 2. Portanto, 6 é ndo-supérfluo em I14. O

Notacao 4.1. Por simplicidade, na demonstragao do préoximo resultado, se um simbolo a
estiver no suporte uma permutacao arbitraria a, diremos apenas que “a esta em um ciclo
de o”. Se soubermos precisar qual é o ciclo em cujo suporte o simbolo a esta e, supondo
que este ciclo é o ciclo 3, diremos apenas “a estd em 3.

No proximo lema, observamos que A designa um produto arbitrario de 2-ciclos e nao
deve ser confundido com a notagao de variagao de ciclos do Capitulo 3.

Lema 4.2.2. Seja I' um produto da forma A(a b ¢), onde A corresponde a um produto
arbitrario de 2-ciclos. Se (a b ¢) é nao-supérfluo em I, entdo existe um produto minimal
Q2 de I que assume uma das seguintes formas, onde © é um outro produto arbitrario de
2-ciclos, equivalente ou nao a A:

1. ©

AR
D

Demonstracao. Se computarmos a forma a-reduzida de A, obteremos um produto da
forma A’'¢, onde ¢ = ¢, no caso em que o simbolo a desaparece, ou ¢ = (a d), com d # a.
Note que neste caso, d pode corresponder aos simbolos b ou c¢. De forma semelhante, se
calcularmos a forma b-reduzida de A’, obteremos um produto do tipo A”p tal que, de
forma analoga, = ¢ ou u = (b e). Note que neste caso, o simbolo e ndo pode ser b e
também nao pode ser a, pois a ja nao ocorria em A’. Se finalmente calcularmos a forma
c-reduzida de A”; obtendo um produto do tipo A" tal que pu = v ou ¢ = (¢ f), com
f & {a,b,c}, entdo poderemos escrever A como A”pup. A Figura ilustra o processo
de obtencao dos produtos assumindo esta forma.

Agora, em cada valor possivel de A”¢uip (correspondente a cada uma das folhas
da arvore na Figura , substituiremos os simbolos d e e pelos possiveis valores que
estes podem assumir, lembrando que d # a, e ¢ {a,b} e f ¢ {a,b,c}. Em seguida,
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multiplicaremos cada produto por (a ¢)(a b) = (a b ¢), e mostraremos que nos casos em

que [[A"gpap|| = [|A" ¢pap(a c)(a b)|| e que {a,b,c} C Supp(A”'¢uip(a c)(a b)), o produto
A" pup(a c)(a b) podera ser reescrito como uma das formas enunciadas neste lema.
Suponha que a decomposicao disjunta de A" pu) seja aras ... apy,.

1. A”. O produto A”(a ¢)(a b) pode trivialmente ser escrito como um produto mi-
nimal. Suponha um produto minimal 1) de A”. Pelo Lema [2.2.2] ¥(a c)(a b)
é¢ um produto minimal de I". Note também que {a,b,c} C Supp(¢(a c)(a b)) e

[(a e)(a )| > [4]-

2. A”(c f). Trivial.
3. A"(be). Trivial.
4. A"(c f)(be).

(a) e = ¢ ~ A"(c f)(b ¢). Temos que A" (c f)(be)(a c)(a b) = A"(a ¢)(a f).
Como b nao esta em A”(a c)(a f), (a b c) é supérfluo.
(b) e ¢ {a,b,c} ~ A"(c f)(be).
i. {b,c} estdo no mesmo ciclo o;. Pelo Lema 2.2.3] a; = (¢ f...be...).
Entao temos que

a(ac)ab)=(cf...be...)(ac)(ab)
=(caf...be...)(ab)
=(cbf...)ae...)=p.

Observe que ||8]] = ||a;|| e que 5 pode ser reescrito de forma minimal como
(a e)(b ¢). Suponha A um produto minimal de ajay ... Q1 ... Q.
O produto A¢(a e)(b ¢) é um produto minimal de I

ii. {b,c} estdo em ciclos diferentes. Lema [4.2.1]

5. A"(a d). Trivial.
6. A" (c f)(a d).
(a) d = b~ A”(c f)(a b). Temos que A”(c f)(a b)(a ¢)(a b) = A" (c f)(b ¢).

Portanto, (a b ¢) é supérfluo.
(b) d = ¢~ A"”(c f)(a ¢). Temos que A”(c f)(a ¢)(a ¢)(a b) = A" (c f)(a b).
Trivial.
(¢) d ¢ {a,b,c}~ A"(c f)(ad).
i. {a,c} estdo no mesmo ciclo a;. Pelo Lema 2.2.3, a; = (¢ f...a d...).
Entao temos que

ailac)ab)=(cf...ad...)(ac)(ab)
=(af...)(cd...)(ab)
=(abf...)(cd...)=p.
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Observe que ||B]| = ||cu|| e que  pode ser reescrito de forma minimal como
(e d)(a b). Suponha A um produto minimal de ajay ... 1Q41 ... Q.
O produto A¢(c d)(a b) é um produto minimal de I'.

ii. {a,c} estdo em ciclos diferentes. Lema [£.2.1]

7. A"(be)(ad).

(a) d = bye = ¢ ~» A”(b ¢)(a b). Temos que A" (b ¢)(a b)(a ¢)(a b) = A”.
Portanto, (a b ¢) é supérfluo.

(b) d=c,e =c~ A"(bc)(ac). Temos que A" (b ¢)(a ¢)(a c)(ab) = A" (a b)(a c).
Trivial.

(c) d & a,b,c,e = ¢ ~ A”(b ¢)(a d). Temos que A" (b ¢)(a d)(a c¢)(a b) =
A"(a d)(a ¢). Portanto, (a b c) é supérfluo.

(d) d = be ¢ {a,b,c} ~ A”(b e)(a b). Temos que A”(b e)(a b)(a c¢)(a b) =
A" (b e)(b ¢). Portanto, (a b ¢) é supérfluo.

(e) d = c,e ¢ {a,b,c} ~ A”(b e)(a ¢). Temos que A" (b e)(a ¢)(a ¢)(a b) =
A"(be)(a b). Portanto, (a b ¢) é supérfluo.

(f) d ¢ a,b,c,e ¢ {a,b,c}~ A"(be)(ad)

i. {a,b} estdo no mesmo ciclo ;. Pelo Lema a;=(ad...be...).
Entao temos que

a(ac)ab)=(ad...be...)(ac)(ab)
=(acd...be...)(ab)

=(cd.. ) ae...)=p.

Observe que ||B]| = ||cu]| e que 8 pode ser reescrito de forma minimal como
¥(a e)(b ¢). Suponha A um produto minimal de ajay ... Q1 ... Q.
O produto A¢(a e)(b ¢) é um produto minimal de I

ii. {a,b} estdao em ciclos diferentes. Lema [1.2.1]

8. A" (c f)(be)ad).

(a) d = bye = c~ A"(c f)(bc)(ab). Temos que A" (c f)(b ¢)(a b)(a ¢)(a b) =
A" (c f). Portanto, (a b c) é supérfluo.

(b)y d =c,e =c~ A"(c f)(bc)(ac). Temos que A" (c f)(b ¢)(a ¢)(a ¢)(a b) =
A" (c f). Portanto, (a b c) é supérfluo.

(c) d¢ a,b,c,e=c~ A"(c f)(bc)(ad). Temos que A (¢ f)(a d)(a d)(ac)(ab) =
A"(c f)(a d)(a ¢). Portanto, (a b ¢) é supérfluo.

(d) d=1b,e & {a,b,c} ~ A"(c f)(be)(ab). Temos que A”(c f)(be)(ab)(ac)(ab)=
A" (c f)(be)(bc). Portanto, (a b ¢) é supérfluo.

(e) d=rc,e ¢ {a,b,c} ~ A"(c f)(be)(ac). Temos que A”(c f)(be)(ac)(ac)(ab) =
A" (be)(c f)(ab) Trivial.

(f) d & {a,b,c}, e # (a,b,c) ~ A"(c f)(be)(ad).
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1.

ii.

1il.

1v.

{a,b} estdo no mesmo ciclo o; e {c} em «a;. Pelo Lema a; =
(ad...be...)ea;=(cf...). Entdo temos que

aaj(ac)(ab)=(ad...be...)(cf...)(ac)(ab)
=(af...cd...be...)(ab)
=0bf...cd...)ae...)=p0.

Observe que ||3]| = ||| e que B pode ser reescrito de forma minimal
como Y (a €)(b c).

Suponha A um produto minimal de oqag ... 10441 ... Q1011 . .. Oy
O produto A¢(a e)(b ¢) € um produto minimal de I

{a,c} estdo no mesmo ciclo a; e {b} em a;. Pelo Lema Q=
(ad...cf...)ea;=(be...). Entdo temos que

aaj(ac)ab)=(ad...cf...)(be...)(ac)(ab)
=(cd...)af...)be...)(ab)
=0bf...ae...)(cd...)=p.

Observe que ||5]| = |lasiey]| e que 5 pode ser reescrito de forma minimal
como ¥(c d)(a b).

Suponha A um produto minimal de ooy ... 010441 ... Q1011 ... .
O produto A¢(c d)(a b) ¢ um produto minimal de I'.

{b,c} estdo no mesmo ciclo o; e {a} em «a;. Pelo Lema a; =
(cf...be...)ea;=(ad...). Entdo temos que

aaj(ac)(ab)=(cf...be...)(ad...)(ac)(ab)
=(af...be...cd...)(ab)
=0bf..)ae...cd...)=p.

Observe que ||3]| = ||| e que B pode ser reescrito de forma minimal

como ¥ (b f)(a c).

Suponha A um produto minimal de aqag ... _10Gq1 ... Q1011 ... Oy
O produto A(b f)(a ¢) é um produto minimal de T'.
{a,b,c} estao todos no mesmo ciclo «;.

A. Pelo Lema[2.2.3, a; = (ad...c f...be...). Entdo temos que

ailac)ab)=(cf...be...ad...)(ac)(ab)

=(af...be...)(cd...)(ab)
=0bf..)ae...)(cd...)=p.

Observe que ||5]| < ||ay||. Portanto, nesse caso, (a b ¢) é supérfluo.
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B. Pelo Lema2.2.3| o; = (ad...be...c f...). Entdo temos que

a(ac)ab)=(ad...be...c f...)(ac)(ab)
=(af...)(cd...be...)(ab)
=(ae...cd...bf...)=0.
Observe que ||5|| = ||ci|| e que B pode ser reescrito de forma minimal

como ¥(a b)(a c).
Suponha A um produto minimal de ajay...q; 1q;41 ... Q. O pro-
duto A¢(a b)(a ¢) é um produto minimal de T'.

v. {a,b,c} estao cada um no suporte de um ciclo diferente, a;, a; e ay, res-
pectivamente. Pelo Teorema [2.2.1] o grafo de A”(c f)(b e)(a d) ¢ uma
floresta, com ao menos trés arvores, cada uma referente aos ciclos a;, a;
e ai. O efeito da multiplicacao de A" (¢ f)(b e)(a d) por (a c¢)(a b) é o
mesmo de conectar as arvores referentes aos ciclos a; e a; com uma aresta,
gerando um nova arvore, e em seguida, conectar com uma segunda aresta,
essa nova arvore com a arvore referente ao ciclo a;. No fim, teremos que
A"(c f)(be)(a d)(a c)(a b) também é uma floresta, e portanto, um pro-
duto minimal de T.

]

Corolario 4.2.1. Seja I' um produto da forma A(a b ¢), com (a b ¢) ndo-supérfluo. Se
I' é um k-ciclo, entdao sempre existe um produto minimal €2 de I' que assume uma das
seguintes formas:

1. ©(a ¢)(ab) ou
2. O(ab)(ac).

Demonstracao. Na demonstracao do Lema repare que em todos os casos em que o
produto minimal produzido, correspondendo as propriedades enunciadas, eram produtos
cujos dois fatores 2-ciclos mais & direita eram disjuntos e os simbolos movidos por esses
fatores estavam em suportes de ciclos diferentes e portanto, nao se relacionam com este

caso (em que I' é um k-ciclo). Nos outros casos, os dois fatores 2-ciclos mais a direita
eram (a c)(a b) ou (a b)(a c). O

Corolario 4.2.2. Seja I' um produto da forma A(a b ¢), com (a b ¢) nao-supérfluo. Se
I' € um k-ciclo, entao sempre existe um produto minimal €2 de I' que assume uma das
seguintes formas:

1. ©(a c)(ab) ou
2. O(a b)(a c).

Demonstracao. Na demonstracao do Lema [4.2.2] repare que em todos os casos em que o
produto minimal produzido, correspondendo as propriedades enunciadas, eram produtos
cujos dois fatores 2-ciclos mais & direita eram disjuntos e os simbolos movidos por esses
fatores estavam em suportes de ciclos diferentes e portanto, nao se relacionam com este
caso (em que I' é um k-ciclo). Nos outros casos, os dois fatores 2-ciclos mais a direita
eram (a ¢)(a b) ou (a b)(a c). O
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No Lema [4.2.2] mostramos a relagao entre um 3-ciclo nao-supérfluo (a b ¢) em um
produto arbitrario A(a b ¢) e seus produtos minimais. Nao levamos em considerac¢do se
este 3-ciclo (a b ¢) ou mesmo o produto A(a b ¢) representavam transposi¢oes sobre um
cromossomo arbitrario. Trataremos este caso nos dois lemas subsequentes.

Lema 4.2.3. Sejam 7 e o dois cromossomos sobre E. Se on™! = p,.... pyp; é um k-ciclo,
onde k < n, e p; = (a b c) énao-supérfluo em p, ... pap1, entdo existe um produto minimal
[ de or™ !, tal que I' = A(a c¢)(a b).

Demonstracao. Pelo Lema sabemos que se I' & um produto minimal de o7~ !, entdo
esse produto assume uma das seguintes formas:

O produto T" pode assumir apenas as formas ©(a c¢)(a b) ou O(a b)(a c), pois pelo
Coroléario , se I assumisse qualquer uma das outras formas, om~! nao seria um k-
ciclo e portanto terfamos uma contradi¢do. Por outro lado, I' poderia ser O(a b)(a c).
O problema ¢é que o Lema nao leva em conta se I' é resultante de um produto de
dois n-ciclos. Se levarmos este fato em consideragao, pela Proposicao[4.1.1] o caso em que
" seria equivalente a um produto ©(a b)(a ¢) é descartado. Portanto, I' s6 pode ser da
forma O(a c)(a b). O

Lema 4.2.4. Sejam 7 e o dois cromossomos sobre E. Se om~! = p,...pap; nao é uma
permutacao ciclica e p; = (a b ¢) é ndo-supérfluo em p, ... pap1, entdo:

(1) existe um produto minimal I de o7 ~! tal que T' = A(a ¢)(a b); ou

(2) existe um produto minimal T de o7 ™! tal que T' = A(c d)(a b).

Demonstracao.

(1) Seja C,...C; a decomposi¢ao em ciclos disjunta de on~!. Suponha que algum

ciclo C; tenha como produto minimal ¥ = II(a ¢)(a b). Como os ciclos C1, ..., Cj
comutam entre si, podemos escrever o~ como Cy...Ci1Ci_; ... C1C;. Seja A um
produto minimal de Cy...C;.1C;_1...C:7. Como A e ¥ sdo disjuntos e nao contém
a, b ou ¢, entao pelo Lema AA(a ¢)(a b) é um produto minimal de o7~

(2) O Lema afirma que existe um produto minimal de o7~ ! cujos dois fatores
mais a direita contém a, b e ¢. O caso em que este produto minimal termina com
(a ¢)(a b) ja foi tratado no item (1). Entao, um produto minimal de om~! s6 pode
ser da forma A(b d)(a ¢), A(c d)(a b) ou A(a d)(b ¢). Sem perda de generalidade,
considere todos os casos como casos em que os dois 2-ciclos sao disjuntos, do tipo
(c d)(a b). Neste caso, sendo or~! uma permutagio par, pelo Lema os dois
2-ciclos mais a direita das formas mencionadas correspondem aos geradores de p; e
p2. Portanto, p1 = (abc) e py = (adc).
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]

Se derivarmos limites para o problema da distancia de transposicao a partir dos dois
ultimos lemas, obteremos os mesmos limites da secao anterior.

4.3 Algoritmo de aproximacgao com razao 2

A ideia bésica do algoritmo consiste em procurar pelos 3-ciclos previstos nos Lemas
ed1.3l

O algoritmo comeca computando or~!. Em seguida, testa se a permutacio resultante
é um k-ciclo. Caso positivo, o algoritmo procura por uma tripla (a, b, ¢) tal que o 3-ciclo
p = (a b c) seja aplicavel a 7, de acordo com o Lema Esta tripla deve ser tal que
ambos or ! e 7 sejam da forma (a...b...c...). Se o algoritmo for implementado de
modo a utilizar a heuristica do Lema 4.1.2] entao, antes dessa busca, o algoritmo deve
buscar uma tripla (a,b,c) tal que or ™' = (abc...)emr=(a...b...c...).

Por outro lado, se onr~! ndo resultar em um k-ciclo, entdo para cada ciclo C; da
decomposi¢ao disjunta de om~!, o algoritmo procurara por uma tripla (a,b,c) tal que
ambos C; e m sejam da forma (a...b...c...). Esta etapa corresponde a parte (1) do
Lema [4.1.3] Se mais de uma tripla for encontrada, o algoritmo escolhe a que estd em um
ciclo de comprimento impar. Se tal tripla nao for encontrada, entao para cada par de ciclos
C; e C}, o algoritmo procurara por uma quadrupla (a, b, ¢, d) tal que {a,b} € Supp(C;) e
{c,d} € Supp(C;) tais que (a b c) é aplicavel a w e (a d c) é aplicavel & (a b ¢)r, i.e., 7 é
da forma (a...d...b...c...). Esta etapa corresponde a parte (2) do Lema [£.1.3]
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Algoritmo 3 Algoritmo algébrico de ordenacao por transposi¢oes com razao de aproxi-
magao 2
Entrada: duas permutacoes m e o
Saida: lista L contendo uma sequéncia de transposicoes capaz de transformar 7 em o
1: crie uma lista vazia L
2 U4 ont
3: enquanto i # ¢ faca

4 se u ¢ um k-ciclo entao
5 procure p = (a b c) > Lema [4.1.2)
6: se existe p entao
7 T4 pm
8 adicione p no final da lista L. > o segundo 3-ciclo aplicavel, previsto pelo
Lema [4.1.2] sera descoberto na proxima iteracao.
9: senao
10: encontre p = (a b c) > Lema [4.1.1]
11: T 4 pT
12: adicione p no final da lista L
13: fim se
14: senao
15: procure p = (a b c) > parte (1) do Lema [£.1.3]
16: se existe p entao
17: T4 pT
18: adicione p no final da lista L
19: senao
20: encontre p) = (abc) e p’ = (adc) > parte (2) do Lema
21: w < pp'm
22: adicione p’ no final da lista L
23: adicione p” no final da lista L
24: fim se
25: fim se
2.  p<—on !

27: fim enquanto
28: retorne L
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4.4 Anilise de complexidade

Como o foco principal deste trabalho foi a investigacao de um método para resolver o
problema da distancia de transposi¢ao desvinculado do formalismo de Bafna e Pevzner [4],
nesta secao faremos uma anéalise do tempo de pior caso do algoritmo proposto na segao
anterior, suficiente apenas para demonstrar que ele executa em tempo polinomial.

Teorema 4.4.1. O Algoritmo |3 executa em O(n®).

Demonstracao. Para tornar mais simples a analise de complexidade, dividiremos o Algo-
ritmo [£.3] em sub-rotinas.

1. Rotina que toma um n-ciclo 7 e monta uma tabela hash com todas triplas (a, b, ¢) tais
que m = (a...b...c...). Esta rotina pode ser implementada de modo a executar
em O(n®). Sua chamada ¢ feita logo depois de se entrar no lago mais externo
do algoritmo, na linha 3. O proposito dessa tabela hash é permitir o teste de
aplicabilidade de um 3-ciclo em 7 em tempo constante O(1).

2. Rotina que toma um n-ciclo 7 e monta uma tabela hash com todas as quadruplas
(a,b,c,d) tais que T = (a...d...b...c...). Esta rotina pode ser implementada de
modo a executar em O(n?). Sua chamada ¢ feita logo depois da chamada da rotina
anterior. Essa tabela hash permitira o teste de aplicabilidade de dois 3-ciclos em 7
em tempo constante O(1).

3. Rotina que toma um k-ciclo ;1 e uma tabela hash e verifica se existe alguma tripla
(a,b,c) tal que up = (a b c...) e esta tripla estd na tabela hash fornecida. Esta
rotina executa em tempo linear O(n) e corresponde & chamada na linha 4.

4. Rotina que toma um k-ciclo p e uma tabela hash e verifica se existe alguma tripla
(a,b,c) tal que p = (a...b...c...) e esta tripla esta na tabela hash fornecida. Esta
rotina executa em O(n?) e corresponde a chamada na linha 9.

5. Rotina que toma uma permutacao i e uma tabela hash e verifica se existe alguma
tripla (a,b,c) tal que algum ciclo C; da decomposi¢ao disjunta de p é da forma
(a...b...c...) e esta tripla estd na tabela hash fornecida. Esta rotina executa em
O(n?) e corresponde a chamada na linha 14.

6. Rotina que toma uma permutacao p e uma tabela hash e verifica se existe alguma
quadrupla (a, b, c,d) tal que existem ciclos C; e C; na decomposicao disjunta de
tais que C; = (a...b...) e C; = (c...d...) e a quadrupla estd na tabela hash
fornecida. Esta rotina executa em O(n?) e corresponde a chamada na linha 19.

Como o lago mais externo do algoritmo, que controla a parada quando on~! se igualar
a t, tem complexidade linear, pois ||o7r~!|| < n e este valor diminui em 2 a cada iteragao,

a complexidade do Algoritmo [4.3)é O(n®). O

Na implementacao, todas as operacoes envolvendo permutacoes, como a aplicagao
de transposigoes e o cdlculo de on!, foram delegadas ao GAP [32]. Procuramos na
documentacao deste sistema informacoes a respeito de complexidade computacional, mas
nao encontramos. De toda forma, supomos que a complexidade de tempo dessas operacoes
sejam no maximo lineares. Como essas operacoes ocorrem fora dos procedimentos de busca
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das triplas e quadruplas mencionadas, acabam por nao influenciar na determinacao da
complexidade de tempo de pior caso geral do algoritmo.

A complexidade de espago do algoritmo, por sua vez, ¢ O(n?) e é determinada pela
criacao da tabela hash relacionada ao item 2.
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Capitulo 5

Implementacao

Neste capitulo, apresentaremos detalhes da implementacao do Algoritmo[4.3] na Se¢ao[5.1
Em seguida, na Secao discutiremos os resultados obtidos em relacao a auditoria feita
na ferramenta GRAAu [30].

5.1 Implementacao do algoritmo

Foi desenvolvido um aplicativo desktop, baseado em Java Swing, implementando o Algo-
ritmo [4.3| proposto no capitulo anterior. Neste aplicativo, apenas as estruturas de controle
do algoritmo foram implementadas em Java. As operagoes envolvendo permutacgoes foram
delegadas ao GAP [32], um pacote de algebra computacional.

O aplicativo consiste de um formulério onde o usuério fornece valores para os n-ciclos
m e o, representando, respectivamente, um cromossomo inicial e um final. Se o usuério
nao fornecer nenhuma informacao para o, a permutacao que representa 0 cromossomo
(0,1,2...n—1) é assumida. Para calcular a sequéncia de transposi¢oes que transformara
7 em o, 0 usuario entao pressiona o botao Transfom. Em seguida, o sistema calcula as
transposicoes necessarias para a transformacao e imprime na area rotulada como Output
as informacoes acerca de cada iteracao correspondente a execucao do algoritmo.

O codigo-fonte do aplicativo esta disponivel em um sitioﬂ na plataforma Google Code.
Neste sitio, encontra-se um roteiro mostrando os passos a serem seguidos para compilar
e executar o aplicativo.

5.2 Auditoria

A auditoria de um algoritmo de rearranjo de genomas consiste na geracao das distancias de
rearranjo, para todas as permutacoes de até um certo tamanho, pelo algoritmo auditado
e a comparacao dessas distancias com os valores exatos. A auditoria é util para medir a
qualidade das respostas de um algoritmo de rearranjo.

A ferramenta GRAAu [30|, acronimo para Genome Rearrangement Algorithm Auditor,
¢ uma ferramenta de auditoria de algoritmos de rearranjos (uma ampla gama de tipos
de rearranjos é suportada pela ferramenta) capaz de auditar as respostas para todas as
permutacoes de até tamanho 13, para permutacoes sem sinais, e 10, para permutacoes

'http://code.google.com/p/algebraic-sort-by-transp/m
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Genomic rearrangement using pemutation groups

pi: 1 0,4,321,8765

sigma: 0,1,2,2,4,5657.8

output: Transform

Let omega be the result of the rho's sequence applied over pi until i+h rol®
Let mu be the result of the inverses of rho's sequence applied over sigma

sigma = (0,1,2,3,4,5,6,7.8)
omega = pi = (0,4,3,2,1,8,7,6,5)

ITERATION 1

Mu: (0,6,82,4,1,2,5,7), size: 8
Omega: (0,4,3,2,1,8,7,6,5)
Rhao: (0,6,5)

ITERATION 2

Mu: (0,7)(1,3,5,8,2,4), size: §
Omega: (0,4,3,2,1,8,7.5.6)
Rho: (1,3,2)

ITERATION 3

Mu: (0,7)(1,4)(2,5,8), size: 4
Omega: (0,4,2,3,1,8,7,5.5)
Rha": (0,7.5)

Rho': (0,8,5)

ITERATION 4

Mu: (1,4)(2,5), size: 2
Omega: (0,4,2,3,1,5,6,7,8)
Rhao": (1.4,2)

Rho™: (1,5,2)

[(0,6,5), (1,3,2), (0,7,5), (0,8,5), (1,4,2), (1,5.2]] i/‘
¥

218 S A——

Figura 5.1: Captura de tela do aplicativo implementado, mostrando a ordenagao do cro-
mossomo (0,4,3,2,1,8,7,6,5).

com sinais. Tanto quanto sabemos, nao ha outra ferramenta conhecida na literatura de
Rearranjo de Genomas com tais capacidades.

O GRAAu consiste de um banco de dados, chamado Rearrangement Distance Da-
tabase |31], que contém armazenadas as distancias de rearranjo exatas calculadas para
todas as permutacoes dos tamanhos mencionados, associado a um servico web, pelo qual
as distancias de rearranjo calculadas pelo algoritmo auditado sao enviadas para um ser-
vidor, que entao calcula diversas métricas de performance baseadas nessas respostas. Ao
longo e ao fim do processo de auditoria, todas as métricas calculadas ficam disponiveis
para consulta na webf]

As métricas calculadas e disponibilizadas pela ferramenta GRAAu sio:

e Diametro: valor da maior distancia de rearranjo entre duas permutacoes quaisquer,
calculada e retornada pelo algoritmo auditado;

e Distancia média: média aritmética das distancias retornadas pelo algoritmo au-
ditado;

2http://mirza.ic.unicamp.br:8080/bioinfo/index. jsf
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e Razao média: média aritmética das razoes entre a distancia calculada pelo algo-
ritmo auditado e a distancia exata registrada no banco de dados;

e Razao maxima: razao maxima dentre as razoes determinadas pela distancia cal-
culada pelo algoritmo auditado e a distancia exata registrada no banco de dados;

e Igualdade: percentual de permutagoes para as quais o algoritmo auditado respon-
deu o mesmo valor da distancia exata registrada no banco de dados.

O algoritmo implementado na secao anterior foi auditado na ferramenta GRAAu em
duas versoes: com e sem a heuristica do Lema [£.1.2] Os resultados dessa auditoria, para,
permutacoes de tamanho até 11, estao disponiveis nas Tabelas e Chamamos
o algoritmo implementado sem a heuristica de “LMN”, e de “LMNh”, a versao com a
heuristica. Repare que com a heuristica, as métricas de performance do algoritmo ficam
ligeiramente melhores para as permutagoes de tamanho n > 6.

Tabela 5.1: Resultado da auditoria do algoritmo LMN na ferramenta GRAAu.

n | Diametro | Distancia média | Razao média | Razao maxima | Igualdade
110 0 1 1 100%
2 |1 0.5 1 1 100%
3 |12 1 1 1 100%
4 |3 1.54 1 1 100%
5 |4 2.08 1 1.3333334 99.17%
6 |5 2.64 1.01 1.3333334 96.11%
7 16 3.2 1.02 1.6666666 93.23%
8 |7 3.76 1.03 1.6666666 88.41%
9 |8 4.32 1.04 1.75 84.36%
1019 4.88 1.05 1.75 78.711%
11 ] 10 5.44 1.06 1.8 74.17%

Na Tabela [5.3] o percentual de igualdade obtido por nosso algoritmo é comparado a
outros resultados disponiveis na literatura. Podemos observar que a razao de aproximacao
nao estd diretamente relacionada ao percentual de igualdade. Isso fica evidente quando
notamos que o algoritmo WDM, embora com razao de aproximacao 2.25, apresenta re-
sultados melhores do que os produzidos pelo algoritmo proposto neste trabalho — com
razao 2 — e melhores até que os resultados do algoritmo de Hartman, com razao 1.5.
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Tabela 5.2: Resultado da auditoria do algoritmo LMNh na ferramenta GRAAu.

n | Diametro | Distancia média | Razao média | Razao maxima | Igualdade
110 0 1 1 100%
2 |1 0.5 1 1 100%
3 |2 1 1 1 100%
4 |3 1.54 1 1 100%
5 |4 2.08 1 1.3333334 99.17%
6 |5 2.63 1.01 1.3333334 97.08%
7 16 3.18 1.02 1.6666666 94.35%
8 |7 3.73 1.03 1.6666666 91.06%
9 |8 4.29 1.03 1.75 86.91%
10 |9 4.83 1.04 1.75 82.99%
11 | 10 5.4 1.05 1.8 77.99%

Tabela 5.3: Comparacao dos resultados de igualdade obtidos pelo algoritmo proposto
neste trabalho com outros disponiveis na literatura. Os réotulos das colunas da tabela sao:
WDM - Walter, Dias e Meidanis [66] - razao 2.25, Hartman [36] - razdo 1.5 (implementado
por Honda [40]), BP - Bafna e Pevzner [6]| - razao 1.5 (implementado por Oliveira [56/),
LMN (este trabalho) e LMNh (este trabalho)

Nuamero de
n _ WDM | Hartman | BP LMN | LMNh
permutacgoes
171 100% 100% 100% 100% 100%
2|2 100% 100% 100% 100% 100%
316 100% 100% 100% 100% 100%
4 |24 100% 100% 100% 100% 100%
5 | 120 100% 100% 100% 99.17% | 99.17%
6 | 720 99.16% | 99.72% 100% 96.11% | 97.08%
7 | 5040 98.57% | 97.85% 99.98% | 93.23% | 94.35%
8 | 40320 97.12% | 96.23% 99.66% | 88.41% | 91.06%
9 | 362880 96.06% | 92.99% 98.79% | 84.36% | 86.91%
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Capitulo 6

Conclusoes

Nesta dissertagao, propomos um algoritmo de aproximagao de razao 2 para o problema da
distancia de transposicao, com base em resultados da Teoria de Grupos de Permutacoes.
Embora a razao nao seja a melhor conhecida, a contribuicao desta dissertacao é teorica,
pois propde um algoritmo usando apenas Algebra, de forma desvinculada do algoritmo de
Bafna e Pevzner [6]. E importante notar que nossa solucio formaliza, de maneira natural,
o método de Bafna e Pevzner, e traz provas para certos fatos nao demonstrados por eles.

Na investigacao de uma abordagem alternativa ao problema, encontramos o conceito
de produtos minimais de 2-ciclos e o algoritmo de reducao de permutacoes proposto por
Higgs [|39]. Esses dois resultados mostraram-se bastante interessantes, pois a geragao dos
casos e a analise de boa parte deles podera ser automatizada, permitindo diminuir a razao
de aproximacao e possivelmente obter uma nova prova de que o problema da distancia de
transposicao é NP-dificil.

Durante o levantamento bibliografico feito neste trabalho, notamos que a definicao
de 2-norma de uma permutacao, introduzido no formalismo algébrico, é equivalente ao
numero de fatores em um produto minimal de 2-ciclos. Constatamos que alguns resultados
referentes & 2-norma ja tinham sido demonstrados de forma equivalente em trabalhos
anteriores.

Um resultado interessante deste trabalho diz respeito a inexisténcia de grafos-de-ciclos
com apenas um ciclo nao-orientado ou constituidos de apenas ciclos nao-orientados que
nao se cruzam no formalismo classico de Bafna e Pevzner [6] (considerando a equivaléncia
entre G(m) e om !, conforme mostrado na Se¢do . Demonstramos formalmente que
tais grafos-de-ciclos nao existem (veja proposicoes e . Além disso, demons-
tramos algebricamente um limite superior para o problema da distancia de transposigao,
que é equivalente ao estabelecido por Bafna e Pevzner no Teorema [3.1.4 Este limite ndo
tinha sido demonstrado no formalismo algébrico de Dias e Meidanis [49].

Voltando aos produtos minimais de 2-ciclos, nossa expectativa inicial era de obter
todas as demonstracoes de existéncia dos 3-ciclos aplicaveis e dos limites de aproxima-
¢ao utilizando apenas esses resultados. Porém, ao longo do trabalho, notamos que para
apresentar uma solugao utilizando apenas resultados ligados aos produtos minimais de
2-ciclos, necessitariamos de uma hipotese: a de 3-ciclos nao supérfluos (Secgao . O
problema é que, ao impedir que 3-ciclos representando transposicoes sejam cancelados em
uma sequéncia de 3-ciclos transformando um cromossomo inicial em um final, implicita-
mente estavamos conjecturado um limite superior. Porém, usando fatoracoes de n-ciclos,
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demonstramos formalmente este limite, embora de maneira nao construtiva, de forma
diferente do que pretendiamos inicialmente. Nao obstante, a demonstracao mostrou que
a intuicao para a definicao de 3-ciclos supérfluos estava correta.

Como trabalhos futuros, pensamos que a melhor abordagem sera usar os argumentos
nao construtivos para estabelecer novos limites de aproximacao, especialmente do limite
superior (justificando a hipotese de 3-ciclos nao-supérfluos), e utilizar os resultados de
produtos minimais de 2-ciclos e reducao de permutagoes para diminuir a razao de apro-
ximacgao e para obter uma nova prova de que o problema da distancia de transposicao é
N P-dificil.

23



1]

2]

131

4]

[5]

[6]

|7l

18]

19]

[10]

Referéncias

S. F. Altschul, T. L. Madden, A. A. Schiffer, J. Zhang, Z. Zhang, W. Miller, and
D. J. Lipman. Gapped BLAST and PSI-BLAST: a new generation of protein database
search programs. Nucleic Acids Res., 25(17):3389-402, 1997.

D. A. S. Anjos, G. G. Zerlotini, G. A. Pinto, G. P. Telles, C. J. M. Viana, N. A.
Franco, M. E. M. T. Walter, and M. M. Brigido. A method for inferring biological
functions using homologous genes among three genomes. In Springer, editor, Advan-
ces in Bioinformatics and Computational Biology - Lecture Notes in Binformatics
from the Brazilian Symposium on Bioinformatics - BSB 2007, volume 4643, pages
69-80, 2007. [I]

D. A. Bader, B. M. E. Moret, and M. Yan. A linear-time algorithm for computing
inversion distance between signed permutations with an experimental study. In 7th
International Workshop on Algorithms and Data Structures, pages 2365-376, 2001.

78

V. Bafna and P. A. Pevzner. Sorting by transpositions. In Proceedings of the Sizth
Annual ACM-SIAM Symposium on Discrete Algorithms, pages 614-623, San Fran-
cisco, USA, 1995. [7]

V. Bafna and P. A. Pevzner. Genome rearrangements and sorting by reversals. STAM
J. Comput, 25(2):272-289, 1996.

V. Bafna and P. A. Pevzner. Sorting by transpositions. SIAM Journal on Discrete

Mathematics, 11(2):224-240, 1998. [10] 27 31}

A. Bergeron, J. Mixtacki, and J. Stoye. A unified view of genome rearrangements. In
Springer, editor, Lecture Notes in Computer Science - Algorithms in Bioinformatics,
volume 4175, pages 163-173, Berlin, Heidelberg, 2006. [9)

G. Berkolaiko, J. M. Harrison, and M. Novaes. On inequivalent factorizations of a
cycle. arXiv preprint arXiv:0809.3476, 2008.

P. Berman, S. Hannenhalli, and M. Karpinski. 1.375-approximation algorithm for
sorting by reversals. In Springer, editor, Lecture Notes in Computer Science - Pro-
ceedings of 10th European Symposium on Algorithms (ESA’02), volume 2461, pages
200-210, Berlin - Heidelberg, 2002.

P. Berman, S. Hannenhalli, and M. Karpinski. 1.375-approzimation algorithm for
sorting by reversals. Springer, 2002.

24



[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]
18]

[19]

20]

21]

22]

[23]

[24]

P. Biane. Minimal factorizations of a cycle and central multiplicative functions on
the infinite symmetric group. Journal of Combinatorial Theory, Series A, 76(2):197
~ 212, 1996. [I6]

L. Bulteau, G. Fertin, and 1. Rusu. Sorting by Transpositions is Difficult. CoRR,
abs/1011.1157:1-37, 2010. http://arxiv.org/abs/1011.1157v1.

A. Caprara. Sorting by reversals is difficult. In ACM Press, editor, Proceedings
of the First Annual International Conference on Computational Molecular Biology
(RECOMB’97), pages 75-83, New York, NY, USA, 1997.

D. A. Christie. Sorting permutations by block-interchanges. Information Processing
Letters, 60:165-169, 1996. [8] [9]

D. A. Christie. A 3/2-approximation algorithm for sorting by reversals. In Proceedings
of the ninth annual ACM-SIAM symposium on Discrete algorithms, pages 244-252.
Society for Industrial and Applied Mathematics, 1998.

D. A. Christie. Genome Rearrangement Problems. PhD thesis, Glasgow University,
1998. 8

C. Darwin. A origem das espécies. Editora Itatiaia, 2002.

Z. Dias and J. Meidanis. Genome rearrangements distance by fusion, fission, and
transposition is easy. In Proceedings of the String Processing and Information Retri-
eval: 8th International Symposium (SPIRE 2001), pages 250-253, 2001. [

Z. Dias and J. Meidanis. Sorting by prefix transpositions. In Springer, editor, Lecture
Notes in Computer Science - Proceedings of the String Processing and Information
Retrieval: 9th International Symposium (SPIRE 2002), volume 2476, pages 463-468,
Berlin, Heidelberg, 2002. [8] [9]

J. Dénes. The representation of a permutation as the product of a minimal number
of transpositions, and its connection with the theory of graphs. Publ. Math. Inst.
Hung. Acad. Sci., 4:63-71, 1959.

T. Dobzhansky and A. H. Sturtevant. Inversions in the chromosomes of drosophila
pseudoobscura. Genetics, 23:28—64, 1938.

J. A. Eidswick. Short factorizations of permutations into transpositions. Discrete
Mathematics, 73(3):239-243, 1989.

I. Elias and T. Hartman. A 1.375-approximation algorithm for sorting by trans-
positions. IEEE/ACM Transactions on Computational Biology and Bioinformatics,

3(4):369-379, 2006.

P. Feijao and J. Meidanis. Scj: a variant of breakpoint distance for which sorting,
genome median and genome halving problems are easy. In Proceedings of the 9th
international conference on Algorithms in bioinformatics - WABI'09, pages 85-96,
Heidelberg, 2009. Springer-Verlag. 8, ]

95



[25]

[26]

27]

28]

[29]

30]

[31]

32]

[33]

[34]

135]

[36]

37]

38
[39]

P. C. Feijao and J. Meidanis. A Survey on Genome Rearrangement Problems and
Gene Order Based Phylogenies. Technical Report 1C-08-033, Instituto de Computa-
¢ao, UNICAMP, Dezembro 2008. [vii],

M. S. Soares Felipe, R. V. Andrade, N. F. Almeida, M. J. A. Carvalho, Rede Genoma
Centro-Oeste, M. E. M. T. Walter, and M. M. Brigido. Transcriptional profiles of the
human pathogenic fungus paracoccidioides brasiliensis in mycelium and yeast cells.
The Journal of Biological Chemistry, 280(1074):24706-24714, 2005.

J. Feng and D. Zhu. Faster algorithms for sorting by transpositions and sorting by
block interchanges. ACM Transactions on Algorithms (TALG), 3(3):25, 2007. [9]

G. Fertin, A. Labarre, I. Rusu, E. Tannier, and S. Vialette. Combinatorics of Genome
Rearrangements. The MIT Press, 1st edition, 2009.

J. Gallian. Contemporary Abstract Algebra. Brooks Cole, 7 edition, January 2009.
[l

G. R. Galvao and Z. Dias. Graau: Genome rearrangement algorithm auditor. In In
Proceedings of the 4th International Conference on Bioinformatics and Computatio-

nal Biology (BICoB’2012), pages 97-101, 2012. [10] [35)]

G. R. Galvao and Z. Dias. Computing rearrangement distance of every permutation
in the symmetric group. In Proceedings of the 2011 ACM Symposium on Applied
Computing, pages 106-107. ACM, 2011.

The GAP Group. GAP - Groups, Algorithms, and Programming, Version 4.6.5,
2013. [10} [46} [48]

A. Garcia and Y. Lequain. Flementos de Alegbra (in Portuguese). IMPA, Rio de
Janeiro, Brazil, 2009.

D. A. Gewurz and F. Merola. Some factorisations counted by catalan numbers.
Furopean Journal of Combinatorics, 27(6):990 — 994, 2006.

S. Hannenhalli and P. A. Pevzner. Transforming cabbage into turnip: poly-
nomial algorithm for sorting signed permutations by reversals. In Annual
ACM  Symposium on Theory of Computing (STOC), pages 178-189, 1995.
http://doi.acm.org/10.1145,/225058.225112.

T. Hartman. A simpler 1.5-approximation algorithm for sorting by transpositions.
In Combinatorial pattern matching, pages 156-169. Springer, 2003. [vii]

T. Hartman and R. Sharan. A 1.5-approximation algorithm for sorting by transpo-
sitions and transreversals. J. Comput. Syst. Sci., 70(3):300-320, 2005.

I. N. Herstein. Abstract algebra. Macmillan Publishing Company, 1986.

D. Higgs and P. de Witte. On products of transpositions and their graphs. The
American Mathematical Monthly, 86:376-380, 1979. [16]

o6



[40]

41

42]

43

[44]

[45]

|46]

[47]

48]

[49]

[50]

[51]

[52]

M. I. Honda. Implementagao do algoritmo de hartman para o problema da ordenagao
por transposigoes. Master’s thesis, Universidade de Brasilia, 2004. [vii]

Y. L. Huang, C. C. Huang, C. Y. Tang, and C. L. Lu. An improved algorithm for
sorting by block-interchanges based on permutation groups. Information Processing
Letters, 110(8):345-350, 2010. [

J. Irving and A. Rattan. Minimal factorizations of permutations into star transposi-
tions. Discrete Mathematics, 309(6):1435-1442, 2009.

J. Kececioglu and D. Sankoff. Exact and approximation algorithms for sorting by
reversals, with application to genome rearrangement. Algorithmica, 13(1/2):180-210,
1995. [

W. J. Kent. Blat - The BLAST-Like Alignment Tool. Genome Research, 12:656-664,
Abril 2002.

E. C. Lander and International Human Genome Sequencing Consortium. Initial
sequencing and analysis of the human genome. Nature, 409(5507):860-921, February
2001. doi:10.1038/35057062.

R. S. Lima, C. G. Ralha, H. W. Schneider, A. G. F. Pereira, M. M. Brigido, and
M. E. M. T. Walter. BioAgents: Um sistema multiagente para anotagao manual
em projetos de seqiiénciamento de genomas. In SBC, editor, Anais do VI Encontro
Nacional de Inteligéncia Artificial - ENIA, pages 1302-1310, Rio de Janeiro, 2007.

Y. C. Lin, C. L. Lu, H.-Y. Chang, and C. Y. Tang. An efficient algorithm for
sorting by block-interchanges and its application to the evolution of vibrio species.
J. Comput. Biol., 12(1):102-112, 2005. [9]

G. Mackiw. Permutations as Products of Transpositions. The American Mathema-
tical Monthly, 102(5):438-440, 1995.

J. Meidanis and Z. Dias. Comparative Genomics: Empirical and Analytical Appro-
aches to Gene Order Dynamics, Map Alignment and FEvolution of Gene Families,
chapter An Alternative Algebraic Formalism for Genome Rearrangements, pages
213-223. Kluwer Academic Publishers, 2000. [8] [9] [L0]

C. V. G. Mira, Z. Dias, H. P. Santos, G. A. Pinto, and M. E. M. T. Walter. Transpo-
sition distance based on the algebraic formalism. In Advances in Bioinformatics and
Computational Biology, Proceedings of the Third Brazilian Symposium on Bioinfor-
matics, pages 115-126, Berlin Heidelberg, Germany, 2008. Springer. [J]

C. V. G. Mira and J. Meidanis. Analysis of sorting by transpositions based on
algebraic formalism. In The Eighth Annual International Conference on Research in
Computational Molecular Biology (RECOMB 2004)(March 2004 ), 2004.

C. V. G. Mira and J. Meidanis. Algebraic formalism for genome rearrangements

(part 1). 2005.

57



[53]

[54]

[55]

[56]

[57]

[58]

[59]

[60]

[61]

[62]

[63]

[64]

C. V. G. Mira and J. Meidanis. Sorting by block-interchanges and signed reversals.
In Fourth International Conference on Information Technology (ITNG ’07), pages
670676, 2007. [9

J. H. Nadeau and B. A. Taylor. Lengths of chromosomal segments conserved since
divergence of man and mouse. Proc. Natl. Acad. Sci. USA, 81(3):814-818, 1984.

P. C. S. Angelo, M. M. Brigido, M. E. M. T. Walter, D. A. S. Anjos, R. M. Coimbra,
and S. Astolfi-Filho. Guarana (paullinia cupana var. sorbilis), an anciently consumed
stimulant from the amazon rain forest: the seeded-fruit transcriptome. Plant Cell
Reports, 27:117-124, 2008.

E. T. G. Oliveira. Implementacoes de algoritmos para o problema da distancia de
transposicao. Master’s thesis, Universidade de Brasilia, 2001. [vii]

J. D. Palmer and L. A. Herbon. Plant mitochondrial dna evolves rapidly in structure,
but slowly in sequence. Journal of Molecular Evolution, 28:87-97, 1988.

C. G. Ralha, H. W. Schneider, L.. O. Fonseca, M. E. M. T. Walter, and M. M. Brigido.
Using bioAgents for supporting manual annotation on genome sequencing projects.
In Springer, editor, Advances in Bioinformatics and Computational Biology - Lecture

Notes in Binformatics from the Brazilian Symposium on Bioinformatics - BSB 2008,
volume 5167, pages 127-139, Berlin - Heidelberg, 2008.

E. Ribeiro, M. E. M. T. Walter, M. M. Costa, and G. Pappas. A Peer-to-Peer sys-
tem for distributed execution of bioinformatics applications: a case study of distribu-
ted information management over massive volumes of data. In Sociedade Brasileira
de Computacao, editor, Anais do CSBC 2008 - Semindrio Integrado de Hardware e
Software (SEMISH), 2008.

E. Ribeiro, M. E. M. T. Walter, R. C. Togawa, M. M. Costa, and G. Pappas.
p2pBIOFOCO: Proposing a Peer-to-Peer system for distributed BLAST execution. In
IEEE, editor, The 10th IEEE International Conference on High Performance Com-
puting and Communications (HPCC-08), pages 594-601, 2008.

J. C. Setubal and J. Meidanis. Introduction to Computational Molecular Biology.
PWS Publishing, Estados Unidos, 1997.

M. S. Sousa and A. C. M. A. Melo. PackageBLAST: an adaptive multi-policy grid
service for biological sequence comparison. In ACM, editor, 2006 ACM Symposium
on Applied Computing (SAC), pages 156-160, Dijon, France, 2006.

E. Tannier and M.-F. Sagot. Sorting by reversals in subquadratic time. In Springer,
editor, 15th Annual Symposium on Combinatorial Pattern Matching - CPM 2004,
volume 3109, pages 1-13, Berlin - Heidelberg, 2004.

G. P. Telles, M. M. Brigido, N. A. Franco, C. J. M. Viana, D. A. S. Anjos, and M. E.
M. T. Walter. A method for comparing three genomes. In Springer, editor, Advances
in Bioinformatics and Computational Biology - Lecture Notes in Binformatics from

the Brazilian Symposium on Bioinformatics - BSB 2005, volume 3594, pages 160—
1169, 2005. [1]

o8



[65] M. E. M. T. Walter. Algoritmos em Rearranjo de Genomas. PhD thesis, Instituto
de Computacao - UNICAMP, 1999. Orientador: Dr. Joao Meidanis.

[66] M. E. M. T. Walter, J. Meidanis, and Z. Dias. A new approach for aproximating the
transposition distance. In Annals of the String Processing and Information Retrieval
- SPIRE’2000, pages 279-290, 2000. &k

[67] G. A. Watterson, W. J. Ewens, T. E. Hall, and A. Morgan. The chromosome inversion
problem. Journal of Theoretical Biology, 99(1):1-7, 1982.

[68] S. Yancopoulos, O. Attie, and R. Friedberg. Efficient sorting of genomic permutations
by translocation, inversion and block interchange. Bioinformatics, 21(16):3340-3346,

2005. B, [

29



	Dedicatória
	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Introdução
	Rearranjo de Genomas
	Conceitos básicos
	Levantamento bibliográfico

	Motivação
	Objetivo
	Organização dos capítulos

	Grupos de Permutações
	Conceitos básicos
	Grupo Alternado An

	Produtos minimais de 2-ciclos
	Fatorações de um n-ciclo

	Formalismos empregados no problema da distância de transposição
	Formalismo clássico
	Definições
	Limite inferior
	Limite superior

	Formalismo algébrico
	Definições
	Limite inferior


	Algoritmo de aproximação 2 baseado em Grupos de Permutações
	Limites para o problema da distância de transposição
	Uma demonstração construtiva de limites para o problema da distância de transposição
	Algoritmo de aproximação com razão 2
	Análise de complexidade

	Implementação
	Implementação do algoritmo
	Auditoria

	Conclusões
	Referências

