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Resumo

Neste trabalho, estudamos superficies tipo-espaco imersas no espaco de Lorentz-Heisenberg
tridimensional que possuem curvatura média constante nula, denominadas superficies
maximas. Mostramos que a aplicacao de Gauss de tais superficies é uma aplicacao
harmonica na esfera de Riemann trivial, CU{oo}, munida com uma métrica conforme. Re-
solvemos o problema de Calabi-Bernstein mostrando a nao existéncia de graficos maximos
inteiros no espaco de Lorentz-Heisenberg e perturbando a diferencial de Hopf, obtemos
diferenciais quadraticas holomorfas em superficies maximas neste espaco. Por fim, cons-
truimos uma correspondéncia entre superficies de curvatura média constante nao nula em

R? e superficies maximas no espaco de Lorentz-Heisenberg.

Palavras-chave: Espacgo de Lorentz-Heisenberg. Aplicacao harmonica. Correspondéncia

entre superficies. Superficies maximas.



Abstract

In this paper, we study the spacelike surfaces with zero mean curvature immersed in the
Lorentz-Heisenberg space, called maximal surfaces. We prove that de Gauss map of maxi-
mal surfaces are harmonic maps into the trivial Riemann sphere, CU {oco}, endowed with
a conformal metric. We solve the Calabi-Bernstein problem showing the nonexistence of
entire maximal graphs in the Lorentz-Heisenberg space, and disturbing the Hopf differen-
tial, we obtain holomorphic quadratic differentials on the maximal surfaces. We build a
correspondence between non-zero constant mean curvature surfaces in R?® and maximal

surfaces in the Lorentz-Heisenberg space.

Keywords: Lorentz-Heisenberg space. Harmonic map. Correspondence between surfa-

ces. Maximal surfaces.
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Introducao

As superficies minimas, de um ponto de vista variacional, sdo os pontos criticos do
funcional area em espacgos que possuem métrica positiva definida. Esta condicao é equi-
valente ao fato de que sua curvatura média seja nula em todos os pontos da superficie.
A nomenclatura “minima” vem do problema proposto por Lagrange em 1760: dada uma
curva I" simples e fechada em R®, achar uma superficie de drea minima que tem I' como
fronteira, veja [22]. Nos espagos tridimensionais com métrica semi-Riemanniana, as su-
perficies que sao pontos criticos do funcional area e maximizam o volume na métrica do
espago, em que a métrica induzida do espaco ambiente é positiva definida, sao denomina-
das superficies maximas. Equivalentemente, sao superficies de curvatura média nula que
possuem métrica induzida positiva definida.

O estudo da aplicagao de Gauss de superficies minimas e de curvatura média constante
é uma ferramenta importante que nos auxilia a conhecer melhor tais superficies e nos
proporciona resultados interessantes. Por exemplo, a aplicagao de Gauss de superficies de
curvatura média constante em R3, (respectivamente superficies tipo-espago de curvatura
média constante em L3) é uma aplicacio harmonica em S? (respectivamente, no plano
hiperbdlico H?). Aplicagoes harmonicas entre superficies sao pontos criticos do funcional
energia naturalmente definido. Sao aplicagoes cujo campo de tensao, dado pela Defini¢ao
1.20, é nulo.

Em [15], I. Ferndndez e P. Mira provaram a existéncia de uma aplicacdo de Gauss
harmonica, denominada aplicacao de Gauss hiperbdlica, de superficies de curvatura média
constante 3 em H? xR no plano hiperbdlico H?. Em virtude da correspondéncia isométrica
entre as superficies CMC % em H? x R e superficies minimas no espaco de Heisenberg
Nil*, é natural estudar o mesmo problema para superficies minimas em Nil* munido com

uma métrica invariante a esquerda, veja [10]. Em [11], B. Daniel mostrou que a aplicagao



de Gauss destas superficies é uma aplicacao harmonica no plano hiperbélico H?.

Aplicacoes harmonicas no plano H? também surgem no estudo de superficies de cur-
vatura média constante no espago de Lorentz L?. Em [26], T. Milnor demonstrou que a
aplicacao de Gauss de superficies tipo-espaco de curvatura média constante em L? é uma
aplicacao harmonica em H?.

O espago de Heisenberg surgiu primeiramente nos trabalhos de L. Bianchi em [6], sobre
a classificagdo de métricas Riemannianas g, , que dependem de dois parametros em R?.
Independentemente, E. Cartan em [8], e G. Vranceanu em [28], publicaram na mesma
época artigos relacionados a este tema. A variedade Riemanniana (M, g, ) definida como

o conjunto
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¢ conhecida como espaco de Bianchi-Cartan-Vranceanu, ou espagco BCV. O espaco de
Heisenberg, denotado por Nil3(7), é o espaco Euclidiano R? equipado com a seguinte
métrica

dz® + dy* + (7 (ydw — zdy) + dz)*.

Ou seja, o espaco de Heisenberg é um dos espagos BCV. Nosso espago ambiente Nil:f(T)

é o R3 equipado com a seguinte métrica de Lorentz
dz® + dy* — (1(ydxr — xdy) + dz)*.

Este trabalho se baseia em [23] e nosso objeto de estudo sao as superficies tipo-espago
de curvatura média nula no espaco de Lorentz-Heisenberg Nil}(7), com 7 # 0, denomina-
das superficies maximas em Nﬂ?(T). Estudamos a aplicacao de Gauss de tais superficies,
obtemos uma diferencial quadrética em superficies maximas, resolvemos o problema de
Calabi-Bernstein em Nil}(7) e mostramos a correspondéncia entre superficies maximas e
superficies de curvatura média constante nao nula em R3.

No primeiro capitulo, introduzimos alguns conceitos basicos sobre geometria Rieman-



niana e métricas Lorentzianas, definicoes e propriedades de grupos de Lie, aplicagoes
harmonicas entre superficies e apresentamos uma maneira de construir o espago de Lorentz-
Heisenberg.

No Capitulo 2, mostramos que a aplicacao de Gauss de uma superficie maxima é uma
aplica¢do harmonica em C U {oco}. Obtemos uma representacao tipo Weierstrass para
estas superficies e, observando a férmula de representacao para superficies de curvatura
média prescrita dada por Kenmotsu em [20], vemos que existe uma dualidade entre as
superficies maximas em Nil3(7) e superficies de curvatura média constante em R3.

No Capitulo 3, resolvemos o problema de Bernstein no espago de Lorentz-Heisenberg
Nil?(7) para graficos tipo-espaco. Em [5], Bernstein mostrou que os tinicos graficos
minimos inteiros em R? sdao os planos. Em [7], Calabi obteve uma versio correspon-
dente ao Teorema de Bernstein no espaco de Lorentz L3, demonstrando que os planos
tipo-espaco sdo os tinicos graficos méximos inteiros em L3. Em [16], I. Fernandez e P.
Mira, estudaram o problema de Bernstein no espaco de Heisenberg Riemanniano Nil®
utilizando a diferencial de Abresch-Rosenberg e mostraram que, dada uma diferencial
quadratica holomorfa Qdz?, existe uma familia a 2-parametros de graficos minimos in-
teiros em Nil® tal que a diferencial de Abresch-Rosenberg é Qdz?. E também vale a
reciproca, qualquer grafico minimo inteiro em Nil* é desta forma. Em [12], B. Daniel
e L. Hauswirth, mostraram para o espaco de Heisenberg Nil®>, que todo grafico minimo
completo é inteiro. Para resolver o problema de Calabi-Bernstein em Nil}(7), reescreve-
mos a férmula de representacao de Kenmotsu para superficies cmec em R?. Observamos
as semelhancas entre as duas representagoes tipo Weierstrass e comparando a parte hori-
zontal das duas férmulas, conseguimos mostrar a relagao estreita entre a curvatura média
constante H e o parametro 7. Aplicando esta observacao e o Teorema de Chern que nos
diz que nao existe grafico inteiro de curvatura média constante H # 0 em R®, provamos,
como resultado principal, que nao existe grafico maximo completo em Nil?(T) com 7 # 0.

Em seguida, no Capitulo 4, perturbamos a diferencial de Hopf e introduzimos a di-
ferencial de Abresch-Rosenberg. Em [1], U. Abresh e H. Rosenberg introduziram uma
diferencial quadrética holomorfa nos espacos produto S? x R e H? x R, e estenderam o
resultado de Hopf para esferas de curvatura média constante nestes espacos. Posterior-

mente, em [2], generalizaram o seu resultado para os espacos produto M?(k) x R, onde
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M?(k) é um espaco de formas. Em [3], D. Berdinsky e I. Taimanov, mostraram que se
diferencial de Abresch-Rosenberg é holomorfa em uma superficie contida no espago de
Heisenberg tridimensional Nil®, entdo a superficie é de curvatura média constante. Em
[14], I. Fernandez e P. Mira, obtiveram uma generalizac¢ao deste resultado para espagcos ho-
mogéneos tridimensionais, E3(k, 7), com grupo de isometria de dimensao 4 e os parametros
k e T satisfazendo determinadas condigoes. B. Daniel mostrou em [11] que a diferencial de
Abresch-Rosenberg de uma superficie minima em Nil® coincide com a diferencial de Hopf
de sua aplicacao de Gauss g em H? a menos de uma constante. No espaco de Lorentz-
Heisenberg, encontramos a mesma situagao para uma superficie maxima e mostramos que
sua diferencial de Abresch-Rosenberg é holomorfa.

Por fim, construimos uma correspondéncia entre graficos de curvatura média constante
—7 em R? e gréficos méximos em Nil?(7). Utilizamos esta correspondéncia para construir
exemplos de graficos méaximos em Nili’(r) e para cada um, calculamos sua aplicacao de

Gauss.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, estudamos os conceitos basicos que serao utilizados posteriormente.
Estabelecemos as principais defini¢goes sobre geometria Riemanniana, a métrica de Lorentz
do espaco L3 e as definicoes e resultados relevantes sobre grupos de Lie. Além disso,
construimos o espaco de Lorentz-Heisenberg e mostramos a equacao satisfeita por uma

aplicagao harmonica entre superficies de Riemann.

1.1 Conceitos Basicos de Geometria Riemanniana

Introduzimos os conceitos de geometria Riemanniana usados ao longo do trabalho.

Para uma discussao mais aprofundada sobre o assunto, consulte [13].

Definigao 1.1 Uma variedade diferencidvel de dimensao n é um conjunto M e uma

amilia de aplicacoes biunivocas @, : Uy, C R™ — M de abertos U, em M tais que:
4 ¥ q

1. U, ¢aUs) = M.

2. Para todo par «, 3, com po(Uy) Nps(Ug) =V # 0, os conjuntos p (V) e gpgl(V)

sao abertos de R™ e as aplicacoes ngl 0 Y, Sao diferencidveis.

Definicao 1.2 Uma superficie de Riemann é um conjunto ¥ de dimensao 2 e uma familia

de homeomorfismos o, : U, C ¥ — C de abertos U, no plano complexo tais que:

1. U, Us=%.
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2. Para todo par «, 3, com Uy, NUz =V # 0, os conjuntos 0,(V') e 03(V') sao abertos

1

s

de C e as aplicagoes oz 0 o,' sao holomorfas, ou seja, z = og oo, (w) = f(w) é

uma fungao holomorfa de w € a,(V) em (V).

Exemplo 1.1 A esfera S* = {(a,b,c) € R? : a®> + V*> + * = 1} é uma superficie de

Riemann.

Considere o plano T : ¢ = 0. Denote por V; = S?\{(0,0,1)} e Vo = S\ {(0,0,—1)}. Sejam

z1 € 29 as projecoes estereograficas definidas por:

21 =2(p) =L Vp eV

1—c?

21(0,0,1) = o0;

2 = z(q) = 2, Vg e Vi
22(07()’_1) = 005

A correspondéncia entre pontos de V; e V5 e o plano complexo T é obtida geometricamente:
21 é o ponto de intersegao entre a reta que liga os pontos p € V; e (0,0, 1) com o plano T,
e Zo é ponto de intersegao entre a reta que liga ¢ € V5 e (0,0, —1) com o plano T.

Para todo p € V; N V,, temos que 2 e 25 estao relacionadas por

a® + b? ]
1—¢2
ecomo z; # 0 e 2o # 0 em Vi N Va, segue que a mudanca de coordenada z, = =+ é

zZ1

holomorfa em V; N V5. Portanto, a esfera S? ¢ uma superficie de Riemann.

Definicao 1.3 Sejam M™ e N™ wvariedades diferenciaveis. Uma aplica¢ao diferencidvel

©: M — N € uma imersao se dp, : T,M — T, N € injetiva para todo p € M.

Definicao 1.4 Um campo de vetores X em uma variedade diferencidvel M € uma cor-

respondencia que a cada ponto p € M associa um vetor X, € T,M .

Também vamos considerar um campo de vetores X como uma aplicagdo X : D(M) —
F em que D(M) é o conjunto das fungoes diferenciaveis em M e F o conjunto das fungoes

em M.
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Observe que, se ¢ : M — M ¢é um difeomorfismo, v € T,M e f uma funcao dife-

rencidvel em uma vizinhanga de ¢(p), temos

(dp(v) fe(p) = v(f o ¢)(p).

De fato, seja « : (—d,0) — M uma curva diferencidvel com «(0) = p, o/(0) = v. Entao

(@) )plp) =vF o £)p) = G opom)| =l o))

Definigao 1.5 Sejam X e Y campos diferencidveis em um aberto U C M da variedade
diferenciavel M. O colchete [X,Y] € o campo diferencidvel dado por:
(X, Y]=XY -YX,

que possut as sequintes propriedades: sejam a,b € R, Z wm campo diferencidvel em
UCM e f, g funcoes diferencidveis. Entao,

1. [X,)Y]=-]Y, X];

2. [aX +bY, Z) =alX, Z] + VY, Z];

3. XYL, Z1+ Y, Z), X]|+ [[Z,X],Y] =0 (identidade de Jacobi);

4. [fX,gY] = fglX, Y]+ fX(9)Y — gY (f)X.

Definigao 1.6 Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidvel M é uma
correspondéncia que associa a cada ponto p € M um produto interno (.,.),, ou seja, uma
forma bilinear simétrica positiva definida no espago tangente T,M de tal modo que para
todo par X, Y € T,M de campos diferencidveis em um aberto V de M, a func¢ao (X,Y)

€ diferencidvel em V.

Uma variedade diferencidvel com uma métrica Riemanniana é chamada variedade
Riemanniana.
Sejam x (M) o conjunto dos campos de vetores diferencidveis em M e D(M) o conjunto

das funcgoes reais diferenciaveis em M.
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Definicao 1.7 Uma conexao afim V em uma variedade diferencidvel M é uma aplica¢ao

Vi x(M) x x(M) = x(M)

que satisfaz as sequintes propriedades:

1. VixigvZ = fVxZ +gVyZ,

2. Vx(Y+2)=VxY +VxZ,

3. Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,
em que X,Y,Z € x(M) e f,g € D(M).
A conexao € dita simétrica se

VxY = VyX =[X)Y], VXY € x(M).

Se M é uma variedade Riemanniana, entao a conexao é dita compativel com a métrica se

X(Y,Z) = (VxY, Z)+ (Y,VxZ), X,Y.Z € x(M).

Uma conexao simétrica e compativel com a métrica é chamada de conexao de Levi-

Civita ou conexao Riemanniana de M.

Teorema 1.1 (Levi-Civita) Dada uma variedade Riemanniana (M, (.,.)) eziste uma

unica conexdo Riemanniana associada a métrica (.,.) dada pela formula de Koszul:

UVyX,Z) = XY, Z)+Y(Z,X)— Z(X,Y) "
(X, ZLY) = (Y, 2, X) — (X, Y],2) X,Y,Zex(M).

Demonstragao: Seja V uma conexao Riemanniana em M e XY, Z € x(M). Por ser

compativel com a métrica, temos as seguintes igualdades:

XY, Z2) =(VxY,Z) + {Y,VxZ),
Y{(Z,X)=(VyZ,X)+(Z,VyX),
Z(X,)Y)=(VzX,Y)+(X,V;Y).

15



Somando as duas primeiras e subtraindo a terceira e usando a simetria da conexao temos
a formula de Koszul. Portanto, se a conexao Riemanniana existe, ela é tnica.

Defina V pela formula de Koszul. Podemos verificar facilmente que esta conexao é
simétrica e compativel com a métrica, ou seja, ¢ uma conexao Riemanniana em M. Por-

tanto, a conexao Riemanniana de M existe e é unica.

1.1.1 Conceitos Béasicos sobre a Métrica de Lorentz em R?

Esta sec@o é baseada em [24] e dedica-se ao estudo dos conceitos introdutérios so-
bre espago de Lorentz, também conhecido como espaco de Minkowski, com foco prin-
cipal na métrica deste espaco. Esta métrica é nao positiva definida e é chamada de
métrica semi-Riemanniana. Para uma abordagem mais aprofundada sobre geometria

semi-Riemanniana, consulte [27].
Definigao 1.8 O espago de Lorentz € o espago métrico L3 = (R, (.,.)), em que a métrica
(.,.) € dada por:

{(u,v) = ugvy + ugvy — ugvs, u = (ug, ug, ug),v = (vy,v9,v3) € R3.

A métrica (.,.) é chamada métrica Lorentziana.

Seja {e1, €2, e3} a base canonica de IL3. Os coeficientes da métrica de Lorentz sdao dados

por g;; = (e;, ;) € temos a seguinte representacao matricial:

10 0
(g5)=101 0
00 -1

Definicao 1.9 Um vetor v € L? é chamado
1. tipo-espago se (v,v) >0 ouv =0,

2. tipo-tempo se (v,v) <0 e
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3. tipo-luz se (v,v) =0 com v # 0.

Seja U C R? um subespago vetorial. Consideraremos em U a métrica induzida (., .)p:
(u,v)y = (u,v), u,veU.

Deixaremos de lado o indice U. O subespaco U é chamado tipo-espaco (resp. tipo-
tempo ou tipo-luz) se a métrica induzida é positiva definida (resp. nao degenerada de
indice 1 ou degenerada com {(0,0,0)} € U).

Temos o seguinte resultado

Proposicao 1.1 Seja v € 3. Denote por < v > o subespaco gerado pelo vetor v e por

< v >t seu subespaco ortogonall.

1. O vetor v € tipo-tempo se, e somente se, < v >+ € tipo-espaco. De forma similar,

v € tipo-espaco se, e somente se, < v >+ € tipo-tempo.
2. Seja U C L3 um subespaco. Entdao U € tipo-espaco se, e somente se UL é tipo-tempo.
3. Seja U um subespaco. Entdao U € tipo-luz se, e somente se, UL € tipo-luz também.
Demonstragao:

1. Se v é um vetor tipo-tempo, multiplicando v por um escalar se necessario, com-
pletamos uma base ortonormal de L3, B = {e1, ep,v}. Dai, < v >t=<e;,e9 > é
um subespago tipo-espaco. Reciprocamente, seja {e, es} uma base ortonormal de
<wv >t em que (.,,.) 1 é uma métrica positiva definida. Entao {e;, ey, v} é uma
base que diagonaliza a métrica de 3. Como ¢i; = ga2 = 1, temos que g33 < 0. Ou

seja, v ¢ um vetor tipo-tempo.

2. Seja U é um subespaco tipo-tempo e v € U um vetor tipo-tempo.
Entao U+ C< v >*. Como < v >1 é tipo-espaco, segue que U+ é tipo-espaco. A

reciproca é andloga, em que (U+)t = U.

3. E uma consequéncia dos dois itens anteriores onde usamos a contradicao para de-

monstra-lo.

17



Definigao 1.10 Dado u € L3, definimos a norma de u como +/|{u,u)| em que |-| : R — R

denota o modulo de nimeros reaits. Um vetor é dito unitario se sua norma € igual a 1.

A definicao de produto vetorial em L3 é a mesma do espaco Euclidiano.
Definicao 1.11 Sejam u,v € L. O produto vetorial Lorentziano de u e v € o vetor u x v
que satisfaz:

(u x v,w) = det(u,v,w), w €L

onde det(u,v,w) € o determinante da matriz formada pelos vetores u,v e w.

Tomando w = (e, €9, e3) temos que

€1 €2 —¢€3
UXV=|u uz us

U1 V2 U3

Note que u x v é a reflexdo, com respeito ao plano z = 0, do produto vetorial em R3.

1.2 Grupos de Lie

A teoria dos grupos de Lie é fundamental na construcao do espaco Nil?(7), visto que
este espaco ¢ um subgrupo do grupo linear das matrizes 3 x 3 inversiveis, denotado por
GL(3,R). Nesta segao, definimos os grupos de Lie, estudamos sua dlgebra de Lie associada
e abordamos conceitos referentes aos campos invariantes a esquerda. Para uma discussao

mais aprofundada sobre o tépico, consulte [17].

Definicao 1.12 Um grupo de Lie é uma variedade diferencidvel munida com uma estru-

tura de grupo tal que a aplicacao

GxG — G

(z,y) — zy

18



¢ diferencidvel para todo x,y € G.

1

Consequentemente, a aplica¢io produto f(x,y) = xy e a inversio g(x) = x~" sao dife-

renciquveis.

Exemplo 1.2 O grupo linear GL(n,R) das matrizes reais n X n inversiveis, munido com

a multiplicagao de matrizes é um grupo de Lie. Devemos mostrar que as aplicagoes

f:GL(n,R) x GL(n,R) — GL(n,R)

(A, B) —  f(A,B) = AB;
g : GL(n,R) — GL(n,R)
A = g(4)= A"t

sao diferencidaveis. A diferenciabilidade de f seque da diferenciabilidade da multiplicacao
em R. F a diferenciabilidade de G decorre da regra de Cramer para a inversa de uma

matriz.

Segue da definicao que, para todo g € GG, a translagao a esquerda dada por

Ly:G — G

p — Ly(p) = gp,

¢ diferencidvel para todo p € G. Mais ainda, como Lyo L, = I, em que I ¢ a aplicagao
identidade, temos que L, ¢ um difeomorfismo.

Denote por X(G) o conjunto dos campos diferencidveis em G.

Definigao 1.13 Um campo de vetores X € X(G) € dito invariante a esquerda se

(dLy),(X,) = X, Vg,p € G, (1.2)

onde X, = X(p).

Se X é um campo invariante a esquerda, entao para determinar o campo X em G basta

conhecer o valor de X, ou seja, o valor de X na identidade e € GG, pois

(dLg)e(X.) = Xpe = X, Vg €G.
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Defini¢ao 1.14 Uma métrica Riemanniana (.,.) : TG x TG — R € dita invariante a

esquerda se

(u, ) = ((dLg)nu, (dLg)nv) L, (h), (1.3)

para todo g, h € G e u,v € T;G.

Definicao 1.15 Uma dlgebra de Lie sobre um corpo F é um espago vetorial sobre F
munido com uma operacdo | , |, chamada colchete de Lie, que é bilinear, anti-simétrica
e satisfaz a identidade de Jacobi. Ou seja, um espago vetorial L com |, | : L x L — L

bilinear tal que, Vx,y,z, € L:
L z,y] = =y, =],
2. lz,y], 2] + lly, 2], ] + [[2, 2], 9] = 0.
Exemplo 1.3 Considere o espago vetorial R® e para u,v € R?® defina o colchete de Lie

como o produto vetorial usual do R®. Das propriedades do produto vetorial seque que R?

¢ uma dlgebra de Lie.

Seja G um grupo de Lie e denote por LG o conjunto dos campos invariantes a esquerda
em GG. Temos que LG é um espaco vetorial. De fato, sejam X,Y € LG e k um elemento

escalar, segue que

(X +EY)gn = Xgn + kY,
= dLn(X,) + kdLyY,
= dLp(Xy + kYy)
— dL,(X + kY),.

Vamos mostrar que o espaco LG é isomorfo ao espaco tangente T,G em que e é a

identidade do grupo de Lie G e que se X € LG entao X é diferenciavel.

Proposicao 1.2 Sejam LG o conjunto dos campos invariantes a esquerda em G e T,G

o espago tangente no ponto e € G. Temos que
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1. A aplicagao

a: LG — T.G

X = aX)=X,

em que e € a identidade do grupo de Lie G, é um isomorfismo entre espagos vetoriais.
2. Se X € LG entao X € diferencidvel.

Demonstragao: Para o primeiro item, vamos mostrar que « é uma aplicagao linear. De

fato, se XY € LG

(X +kY)=(X+kY)e =X+ kY. = a(X) + ka(Y).

Seja Z € T,G e defina o campo X em G por X, = dLy(Z). Dal,

Xgp = dLgn(Z) = dLy(dLy(Z)) = dLy(Xp).

Logo, X € LG e

a(X)=X.=dL(2) = Z.

E assim, a é sobrejetora. Vamos mostrar que « ¢é injetora: se (X ) = a(Y') entao X, = Y.

Dado p € G,

Xp =dLy(Xe) = dLy(Ye) =Y.

Portanto, o é um isomorfismo entre espagos vetoriais.

Quanto ao segundo item, veja que é suficiente mostrar que a aplicagao X : D(G) —
D(G) é diferencidvel, em que D(G) é o conjunto das fungoes diferencidveis definidas sobre
o grupo G.

Seja Z € T.G e defina um campo de vetores X em G de modo que X = dL,(Z) para
todo p € GG. Seja U C GG um subconjunto aberto e f : U — R uma funcao diferenciavel.

Escolha uma curva diferenciavel v : (—9,9) — G tal que v(0) = e e 4/(0) = Z. Assim,
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para todo p € U,

(X)) =X(p)f
= dLy(Z) [
= Z(f o L,)
=7 (0)(f o Ly)

d
= G L]
Portanto, X f é diferenciavel e X é um campo diferenciavel.

Vamos mostrar que LG é uma algebra de Lie. Para isto, precisamos verificar que LG
é fechado para o colchete de Lie |, | : X(G) x X(G)— X(G). Necessitamos da seguinte

defini¢ao:

Definicao 1.16 Sejam M, N wvariedades diferencidveis e ¢ : M — N uma aplica¢do de
classe C*°. Dizemos que os campos X €X(M) e Y €X(N) sao p—relacionados se
dpoX =Y oop.

Proposicao 1.3 Se X,Y € LG, entio [X,Y] € LG. Ou seja, LG é uma dlgebra de Lie.

Demonstracao: Sejam X,Y € LG ep,g € G. Entao X é L,—relacionado com si mesmo.

De fato,

dL, o X(g) = dL,(X,) = Xpy,

XoLy(g) = X(pg) = Xpg, Vg €G,
ou seja,

(dL,)X = X o L,
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Considere f : G — R diferenciavel. Temos que [X,Y]|(f) = X(Yf) —Y(Xf) e

dLy([X, Y])g(f) = [X, Y]y(f o Ly)
= X(Y(f o Lp))(g) = Y(X((f o Lp))(9)
= (X(Yf) =Y(X[)(pg)
= [X, Yy (f)

Portanto, LG é uma &algebra de Lie.
[ |

Por tltimo, temos a seguinte definicao que nos auxiliard na construcao do espago de

Lorentz-Heisenberg.

Definicao 1.17 Sejam G e H grupos de Lie e o : G — H um homeomorfismo de classe
C>. FEntao ¢ €é denominada homeomorfismo de Lie. Se ¢ € um difeomorfismo e um

1somorfismo, entao p é denominada isomorfismo de Lie.

1.3 O Espaco de Lorentz-Heisenberg

O espago de Heisenberg surgiu primeiramente nos trabalhos de L. Bianchi em [6],
sobre a classificacao de métricas Riemannianas g, , que dependem de dois parametros em
R3. Independentemente, E. Cartan em [8], e G. Vranceanu em [28], publicaram na mesma
época artigos relacionados a este tema. A variedade Riemanniana (R?, g, ,.) definida como

o conjunto
K

{(m,y, z) € R31 + 1

(% +9°) > 0} :
munido com a métrica

dx? + dy?
5T+ )

(1.4)

ydx — xdy 2
) Y

+(dz+T
< 1+ 5(22 + 32

9rx =
(

é conhecida como espaco de Bianchi-Cartan-Vranceanu, ou espaco BCV. Nesta secao,
construimos o espaco de Lorentz-Heisenberg através do espaco euclidiano R munido com

uma métrica lorentziana invariante a esquerda baseada em (1.4), com 7 # 0 e k = 0.
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Defini¢ao 1.18 Seja GL(3,R) o grupo das matrizes 3 X 3 inversiveis. Definimos o grupo
de Heisenberg tridimensional Nil> C GL(3,R) por

1 a c
Nil® = 01 b |:(abc)eR?
00 1

munido com a estrutura de grupo de Lie de GL(3,R).

Considere uma curva diferencidvel o : (—6,d) — R?® onde «a(t) = (a(t), b(t), c(t)) com

a, b, ¢ funcoes diferenciaveis. Fazendo a identificacao

e derivando termo a termo com relagao a t obtemos

0 d(t) d(t)
dt)y=10 0 V@) |, Vtel
0 O 0

Logo, a &lgebra de Lie hs associada a Nil® é composta pelos elementos da forma

0 z =z
A= 0 0 Yy ) iL‘,y,ZER7
00 O

em que o colchete de Lie [, |: hg X hg — hg é dado pelo comutador de matrizes
[A,B] = AB — BA, VYA,B € hs.

Vamos construir um isomorfismo de grupos de Lie entre R* e Nil*(7) com base na

aplicacao exponencial de matrizes. A principio, escolhemos 7 = % e denotamos o espaco

Nil®(3) por Nil®.
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E simples ver que h3 é um grupo 2-nilpotente, isto é, o produto de trés elementos em
hs é nulo.

Considere a aplicagao exponencial de matrizes

exp(A) = Z R VA € hs.
k=0

Dai,
A2
exp(A) =1+ A+ R
0 =z =z
Seja A= | 0 0 y | € hs. Utilizaremos a identificacdo canonica A — (x,y,2) €
000
R3.

A multiplicacdo de matrizes em Nil® induz em R?, via exp, a seguinte translacdo &

esquerda:
1
(x,y,2)* (a,b,c) = ea:p_l(ea:p(A) ~exp(B)) = (x +a,y+bz+c+ 3 (xb — ya))

em que A = (,y,2), B = (a,b,c) € hs. Dai, a aplicacdo exp : hs(= R?) — Nil®> é um

isomorfismo de grupos de Lie, onde R? ¢ munido com o produto

1
(,y,z) * (a,b,c) = (x+a,y+b,z+c+§(xb—ya)>.

Assim, através da identificacdo dada pela aplicacdo exponencial, se p = expA € Nil?,
vamos denoté-lo por p = (z,y, z) € Nil®. Esta identificacio é conhecida como coordenadas
exponenciais. Dali, a translacao a esquerda pode ser escrita como L, : Nil®> — Nil?,
L,(q) = p*q onde q € Nil®. E fcil ver que L, é diferenciavel.

Cada ponto p € Nil® pode ser visto como uma translacio & esquerda da identidade

e=(0,0,0) € Nil®

Lp(e) = L(:L‘,y,z)(07 07 0) = (.I’, Y, Z) * (07 07 O) = (xvyv Z)
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A diferencial da aplicagdo L, na identidade e € Nil® ¢ dada por

0

0 |, Vp=(z,9,2) € Nil’.
1

Considere a base canonica da algebra de Lie hy dada por

61:(1,0’0)28_'%, 62:(07170):8_y7 63:<07071>:$.

Usando esta base, que é uma base para T,Nil®, definimos para cada e; o campo

Ei(p) = (dL,).(e:), i=1,2,3.

Observe que estes campos, por construcao, sao invariantes a esquerda. Dali,

&
I
—
QU
t~
S
S~—
s
—~ —
9]
N
N—
Il
Flo Slo Flo
_|_
N8 ke
Flo Flo

e também

ep = Ei+3E3
€y = EQ_%Eg

63:E3

Utilizando o comutador de matrizes em hg é facil ver que
{El, EQ] == Eg, [Eh Eg] = 0, [EQ, Eg] = 0 (15)

Vamos introduzir uma métrica Riemanniana invariante a esquerda em Nil*> de modo

que os campos invariantes { £y, Ey, E3} sejam, em cada p € Nil®, uma base ortonormal de

T,Nil®.
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Sejam v = v1 Fy + voFs + v3E3, w = w1 By + waFy + w3F3 € TpNiIS. Definimos uma

métrica invariante a esquerda al52+ em Nil® fazendo
ds (v, w) = ((dLy1)e(v), dLy-1)e(w))ps
Portanto,
1 2
ds?. = da* + dy* + (dz + §(ydx — a:dy)) . (1.6)

Como L, é uma isometria, i.e., (X (p), Y (p)) = ((dL,)X (e), (dL,).Y (p)) ¥p € Nil*(7)
e {e1,ey,e3} 6 uma base ortonormal para T,Nil®, temos que {E}, Es, F5} é uma base de
campos de vetores ortonormais invariantes a esquerda.

Considere 7 € R, 7 # 0. Com base em [25], podemos alterar a métrica de forma que a
&lgebra de Lie associada & Nil?(7) ndo se altere. Assim, da métrica (1.6), definimos uma

nova métrica invariante a esquerda dada por
2
2 2 2 1
gro = dz* +dy* +47° [ dz + §(ydx —zxdy) | .

Ap6s a mudancga de coordenadas (z,y, 272) — (x,y, 2), podemos escrever esta métrica

como
gro = dz? + dy? + (dz + 7(ydz — zdy))* . (1.7)
Introduzindo em Nil*(7) a seguinte translacdo & esquerda
Ly(q)=p*xq=(x+a,y+bz+c+r(xb—ya)),
com p = (2,9, 2),q = (a,b,c) € Nil>(7), temos que em um ponto p € Nil*(7),
9r0(v, W)y = ((dLy 1)o(0), Ly 1) ()50,

onde v = UlEl + UQEQ + U3E3, w = lel + w2E2 + w3E3 S Tlelg(T)
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Tomando a base canonica da algebra de Lie associada hs = T,Nil*(7), podemos definir,

de maneira andloga ao que foi feito para Nil®, os campos E; € T,Nil*(7) como:
g p

E; = (dL,)(e;), i=1,2,3.

em que
1 0 O
(dLp)e = 0 1 0], YVo=(x,y,2) € Nil3(7).
-1y T 1
Assim,
By = 5 Ty5 er = Ei+1yl
Ey, = %—I—Tm% = e = Fy—TxFE3
By = % e3 = k3
Em hs, é facil ver que
[El, EQ] = 2TE3, [El, Eg] = 0, [EQ, Eg] =0. (18)

Como L, é uma isometria e {ey, e, €3} é uma base ortonormal para T,Nil*(7), temos
que {E1, Ey, E5} é uma base de campos de vetores ortonormais invariantes a esquerda.

Vamos agora definir o espago de Lorentz-Heisenberg:
Definigao 1.19 O espaco de Lorentz-Heisenberg Nil3(1) € o espaco (R®,ds®) em que a
métrica ds* € dada por

ds® = dz* + dy* — (dz + 7(ydx — xdy))>.

Podemos identificar o vetor (a,b,c) no ponto p = (z,y,2) € Nil}(7) com suas coorde-

nadas na base ortonormal {E;, Es, E3}:

0 0 9,
am- + ba_y + Coo = aFEy 4+ bEy + (¢ + 7(ya — xb)) Es.
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Encerrando esta secao, vamos definir um produto vetorial em Nil:{’(T). Sejam u =

u1E1 -+ U2E2 -+ U3E3, v = U1E1 + UQEQ + ’03E3 € TNIF{(T), entao

E, Ey Ej
U Xv= Up Uz Usg = (UQ’U3 — U31)2>E1 — (u1U3 — U3U1)E2 - (U1U2 - U2U1)E3.

U1 V2 U3

1.3.1 A Conexao de Levi-Civita em Nil}(7)

Sejam p € Nili’(T) e X, Y, Z T Nil‘;’(T) campos invariantes a esquerda. Denote por

(.,.) : TNil}(7) x TNil}(7) — R a métrica ds> definida anteriormente. Temos que
(X Y), = ((dLy)e X (e), (dLy)cY (€)) = (X, Y)., Vp € Nilj(r).

Logo, (X,Y), é constante. Seja V a conexdo de Levi-Civita em Nil}(7). Entdo a

férmula de Koszul,

2Vy X, Z) = XY, Z) +Y(Z,X) — Z{X,Y)
- <[X7 Z]=Y> - <[K Z]7X> - <[X7 Y]7Z>7

¢é escrita como
2<vXY> Z> = <[X7Y]7Z> - <[Y7 Z]7X> - <[X7 Z]7Y>

Portanto, temos o seguinte resultado:

Lema 1.1 Os campos invariantes a esquerda {Ey, Es, E3} satisfazem

ﬁElEl :0 ?EIEQZTE:), ﬁElEngEQ
VBl = —7F; Vi,Ey =0 Vi, B3 = —TE;
Ve,E =71F, Vi, By = —7E; Ve, Fs=0
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E o0s simbolos de Christoffel da conexdo em Nil} () definidos por:
Vg Ej =T,EL+13E;, + '} Fs
sao tais que
[y =-T3 =1, 5 =Th=r, Py =T5 =7
e 0s demais sao nulos.
Demonstragao: Substituindo os campos E7, F», E3 na férmula de Kozul obtemos

2V, E;, E1)

([Ei, i), Bn) — ([E3 Br], Eq) — (B, B, By

0,
2<inEi7E2> = <[E“ Ei}’E2> - <[Ei7E2]’ EZ) - <[Ei7E2]>Ei> =0,

2(V, B, Bs) = ([E;, Ei, Bs) — ([E;, Es], E;) — ([Ei, Es], E;) = 0.

Logo, ﬁElEZ =0e Fﬁ- =0 para 7,k = 1,2,3. Vamos mostrar que ﬁElEQ =T1khj5:

2V, By, Br) = ([Ey, By, Er) — ([Ey, 1], Er) — (B, B, Es) =0,
2V, By, By) = ([Ey, By, Ey) — ([Ey, B, Er) — ([Ey, B, Es) =0,

2V, By, B3) = ([E1, By, B3) — ([Fa, B3], By) — ([Ey, B3], Ey) = (27 E3, E3)

LT _ 1 _ 12 _ 3 _
Assim, Vg Ey =T7E;, ')y =T, =0e 1Y, =T.
Conseguimos obter os outros coeficientes e os simbolos de Christoffel de forma inteiramente

analoga.

Observacao 1.1 Seja V. = viE; + v9Fy + v3FE3 € TNﬂi’(T). Temos que VyE; =
—TUQEl = (—T)V X Eg.
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1.4 Aplicacoes Harmonicas entre Superficies de Rie-
mann

O objetivo desta secao, que foi baseada em [19], é explicitar a equagao que deve
ser satisfeita por uma aplicacao harmonica entre superficies de Riemann, levando em
consideragao suas estruturas conformes.

Sejam X e M duas superficies de Riemann com coordenadas conformes z = uy + iuy €
w = 1, + iz respectivamente. Seja f : ¥ — M uma aplicacio diferencidvel de classe C?

que é localmente representada por:
fur,ug) = x1(ug, ug) + ixe(ur, ug).
Denote a métrica induzida em 3 por
ds* = o°|dz|* = o*(du? + du3),

que pode ser representada pela matriz

E, em M, denote a métrica por

Ndw|? = N\ (d2? + da?)
220 (1.9)
0 A )

Definicao 1.20 Seja f : ¥ — M wma aplicacdo de classe C? entre as superficies de

Riemann ¥ e M. O campo de tensdo 7(f) € definido por:

2
0 oxy, p 05 01y 0
ij ok 1]
0=, 3 g (vorde) i sl 2

k=1 \¢,5=1 s,t=1

em que (h") é a matriz inversa de (hi;), D = det(hi;) e ¥, denota o simbolo de Christoffel
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de M no ponto f(z).

Note que o primeiro termo na soma acima é justamente o Laplaciano em ¥ da fungao f.

Definicao 1.21 Uma aplicacao f : ¥ — M € dita harmonica se o seu campo de tensao

¢ nulo, ou seja, T(f) = 0.

Considere os operadores

Z@
ov

o _1fo _ 9N o9 _1(9 .0
9z 2\ ou "9z 2\ou 'on )’

definidos sobre o espago tangente complexificado f~1(T'M) @ C.

Por termos uma estrutura conforme em 3, o Laplaciano pode ser escrito como

De fato,

Por outro lado,

0N _1(0 0
ou,; 02 \ Quy Ouy

4 0?

020207

n o 0
8’&2 8uQ ’

.0 90 .0 0

Z@ul 8u2

n o 0
8uQ 8u2

ZaUQ 6u1

0
19 90
_4_1(8u18u1_
1
4

_1(9 9,9 0
N 8u1 8u1 0u2 0u2 ’

Portanto,

4

T 020207

Seja p € M e considere {a%l, 8%2} uma base para o espaco tangente 1T),M. Da férmula

de Koszul (1.1), e da expressao matricial da métrica (1.9) em M, podemos escrever os
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simbolos de Christoffel por:
2

w1 ) ) B o
F = kZ{a g]k+a ki — 8xk92j}g ) 2736{172}'

Assim, os sfmbolos de Christoffel I'¥, satisfazem

Az,

Az
Fll_FZQ_le_ F%ZZTa F22—F11—F12— F%lz :

By

Temos que

Ox, Ox 1 & Oxg Ox Oxg Ox
ij Fk sY4t 4 Fk s t s t
Z h Z G, O, | o 2. T (am 0w, | Duz duy )

2,7=1 s,t,k=1 s,t,k=1

2 Oz, 0
2. St;z aa;t_ Z L

s,t,k=1

0x, _ Z,(‘)xs 0xy . Z,(?:ct
8U1 8uQ (’9u1 8U2
2
_ Z F’;tl (81’5 3It i 8xs 8xt>
st hel 4 (9u1 (9u1 8”2 8U2
Oxgs Oxy  Oxg Oy
r* — .
+ZS§1 St4 (6u1 6u2 8U2 8’&1)

A parte imaginaria da equacao anterior é

Ny

ﬁ 8!)31 8%1 _ 89&1 31‘1 _61’2 85(72 I 8x2 al’g
A aul 8u2 (9u1 8u2 8u1 8u2 3u1 aUQ

4 81’1 8@ _ 3x2 8x1 i 8x2 Bxl _ 81‘1 81’2
Ouy Oug  Ouyp Oug  Oup Ous  Ouq Ous

& (9961 6.771 . 81’1 81’1 _8I2 81’2 8x2 8x2
A (9u1 8u2 8u1 8u2 8u1 8u2 5’u1 3u2

8LU1 8%2 8.1’2 8371 4 8372 (93(:1 81’1 8562:|

8u1 8u2 B 8u1 aUQ 8u1 8UQ - 8u1 8u2

= 0.
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Dai, temos que

2 2 2
. Oxg Ox 4 Oxg Ox
ij ek Zos 2t F pk Zrs Ot
Z h Z St ou; o2 Z 9z 0z

2,7=1 s,t,k=1 s,t,k=1

Portanto, f é harmonica se, e somente se

4 S 0%, & Or,0x, | 0
4 i) G
2 {azaz + 2N 5 9z, 0

s,t,=1

Estas sao as equagoes de Euler-Lagrange para a funcao f e podemos escrevé-las como

821’1 1 0xy 0xy 0xo 0T 9 0xq 019 Oxq 011 B
AR b R s S BN L
821’2 9 0xy 0xq 019 01 1 0x, 019 0xy 011 B
020z 22{ 0= 9z 0z 0z }*FH{ 0z 0z | 0z 0% } =0 (1.13)

Somando a primeira equagao com a segunda multiplicada por 4, obtemos

. 8x1 (91'1 3962 8172 i (%1 8.732 8]32 (9x1
B 1 2 - —
Jz 4 (T "Fm){(az 9 0 az)“<az 9z oz 82)} 0

ox ox oz ox
i 1 2 1, 0T 1, Orp)
fer + (T ZF”)(az +Z82>(82 “az) 0

Jez + (Fh - ngz)(fzfz) =0

Por outro lado, de (1.11), segue que

1
Fil - ZP%Q = X()\Il - Z)‘Iz)

2
A
Portanto, f é harmonica se, e somente se,
2\,
fZE’ + szfg - O (114)

34



Capitulo 2

A Aplicacao de Gauss de Superficies

Maximas em Nil?(T)

No ano de 2007, I. Ferndndez e P. Mira provaram em [15], a existéncia de uma aplicagao
de Gauss harmonica, denominada aplicacao de Gauss hiperbdlica, de superficies de curva-

tura média constante % em H? xR no plano hiperbélico H?. Em virtude da correspondéncia

1

1 em H? x R e superficies

isométrica entre as superficies de curvatura média constante
minimas no espaco de Heisenberg Nil*(1) dada em [10], é natural estudar o mesmo pro-
blema para superficies minimas em Nil?’(%). Em [11], B. Daniel mostrou que a aplica¢ao
de Gauss destas superficies é uma aplicacao harmonica no plano hiperbélico H?.

Nosso objetivo neste capitulo é mostrar que a aplicacao de Gauss de superficies
méximas em Nil3(7) é uma aplicacdio harmonica no plano C U {oco} e construir uma
representacao tipo Weierstrass para as superficies maximas.

Primeiramente, vamos definir o que é uma superficie maxima no espaco de Lorentz-

Heisenberg.

Definigdo 2.1 Uma superficie S C Nil’(1) € dita wma superficie mdzima se € uma su-

perficie tipo-espaco com curvatura média nula em Nil:{’(T).

Seja X : ¥ — Nil}(7) uma imersdo méxima conforme tipo-espaco, onde ¥ é uma

superficie de Riemann orientavel. Considere o parametro isotérmico z = u + v em .
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Escrevemos a imersao X como
X(2) = (21(2), 22(2), 23(2)) = (x1 + iw2, h) = (F, h),

onde F' é chamada de parte horizontal e h de parte vertical da imersao. Vamos denotar

por

0 0
Xu—%a Xv_%a

os campos coordenados referentes ao sistema de coordenadas (u,v) € R? e por

N Xux X
| X x X,|
o campo de vetores normal a imersio X onde | . | : TNil}(7) — R denota a norma do

nosso espaco ambiente.
Os coeficientes da primeira forma fundamental no sistema de coordenadas isotérmicas
(u,v) satisfazem

E =G = \u,v), F=0,

em que A(u,v) > 0 para todo (u,v) € R? De maneira natural, podemos definir os

seguintes campos no pullback do espaco tangente complexificado X*(TNil} (7)) ® C

0 170 0 0 1 /0 w 0

—_— - —_— Z— _— = - JEE— Z_

0z 2\o0u Ov) 9z 2\ou Owv)’
denotando-os por X, e Xz, respectivamente. Note que o espaco X*(TNil}(7)) ® C é o
conjunto de somas formais X +iX5, tal que X, X, € TNil?(7), munido com as operacoes

usuais de nimeros complexos.

Introduzindo a se¢do ¢ € X*(TNil}(7)) ® C dada por

0X
¢ = 25 = ¢1E1 + 92 Fr + ¢3F3, (2.1)

temos que

(6, 0) = (X — i Xy, Xy —iX,) = | Xu]* — | Xo]? — 2i( Xy, X,).
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Como a imersao X é conforme, segue que

0= (¢, 0) = ¢ + 3 — b3

Por X ser méaxima, segue que o vetor curvatura média H = H - N é nulo. E assim,

X, é holomorfa. De fato, como X (u,v) é uma parametrizagao isotérmica,
AX =2)H = AX =0.

Logo, X ¢ harmonica e ¢ satisfaz as equagoes de Cauchy-Riemann. Portanto, X, é
holomorfa.

Seja V a conexao induzida no pullback X*(TNil?(7)). Esta conexdo se estende a uma
conexao no pullback complexificado e sabemos que existe uma tinica estrutura holomorfa

em X*(TNil}(7)) ® C tal que uma secdo W é holomorfa se, e somente se

VoW =0, (2.2)

9
oz

veja [21].

Vamos escrever o campo 4V o (%5) como combinagao dos vetores da base {1, Fa, F3}:

oz

3
4V o (g) = CiEj. (2.3)
k=1

Como ¢ é uma se¢ao holomorfa, segue de (2.2) e (2.3) que

3
0 =4V% (%) = ZOkEk
k=1
:22{<Va¢k>Ek+¢ g }
_22{ ok B+ 0V 5o, B }
SRCIEL AT
A conformalidade e a maximalidade nos conduzem ao seguinte sistema de equacoes
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diferenciais parciais para a imersao X:

0=¢7 + ¢ — &3 (2.4)
¢y

0= 2— — T3 — Thabs (2.5)

0= 2% + To103 + Th103 (2.6)

0_2$+Ta¢2—7'¢1¢_2 (27)

Este sistema nos leva a uma representacao tipo Weierstrass em Nili’(T) para a imersao

tao. P lvé-1 inte funca iliar g = 2 dmit

em questao. Para resolve-lo, usamos a seguinte funcao auxiliar § = %=, que admite
uma interpretagao geométrica. Vamos mostrar que o vetor normal N e a solucao do

sistema acima sao completamente descritos em termos dessa fungao auxiliar.

Definigao 2.2 Os dados de Weierstrass (g,m) de X satisfazem:

3

Ma ¢3 <XZ7E3>

g =
A aplicacao g é chamada aplica¢ao de Gauss da imersao X.

De posse desta defini¢ao e lembrando que podemos escrever a imersao X como X (z) =
(F(z),h(z)), vamos escrever o vetor normal N em termos da aplicacao g.

Primeiramente, note que a imersao X é tipo-espaco. Assim, o campo de vetores
normais unitarios é tipo-tempo, deve satisfazer (N, N) = —1 e sua a imagem estd contida

no seguinte conjunto:
S? = {aE) + bEy + cE3 € TNil} (1) : a* + b* — & = —1}.

Da equagao (2.4) temos ¢F + @3 = ¢3. Como ¢ = 2X, segue que

2Fz:¢1+i¢2
2F; = ¢y + iy
2Fz.§_]:¢3
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e assim,
¢2

2F.5° = (¢1 + Z¢2)m

= ¢1 — i¢s.

Dali,
2F, +2F.3% = 26,
2F, — 2F.,g% = 2i¢,

Portanto, podemos escrever as componentes da secao ¢ como

¢1 = F.(1+7°)
¢2 = =il (1 — g°)

¢3 = 2Fz§
Temos que
¢ x ¢ =2X, x2X; = (X, —iX,) x (X, +iX,) = 2iX, x X,
X, x X, = —%gb X ¢
Assim,
4 | By Ey Ej | D203 — b3
1 - 1 7 — _
_§¢ X ¢ = ) ¢1 G2 @3 | = ) G391 — 0193
0 P P Pap1 — P12
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Temos

* 0205 = —2i|F.[*(9 — glg*)
o ¢302 = 2i|F.|*(5 — glg|*)
P23 — P32 = —2i|F.*(g + ) (1 — |g[*)
o d3¢1 = 2|F.[*(g + glg/’)
o o193 = 2|F.*(9 + 3lgI*)
d3h1 — ¢1ds = 2| F[*(5 — 9)(1 — |g]*)
o o1 = —i|F[*(1+¢* — g° — |g|")
o p1p = ilF|*(1—g* +3° — [g]")

Pap1 — P10y = —2i|F.*(1 — |g|*)

Dali,
2Re{g}
Xux Xy =—|F(1—g]*) | 2Im{g}
1+ g
€

| X x Xo> = ||FL|'(1 = |g1*)*[4(Re{g})* + 4(Im{g})* — (1 + |g*)?]]
= [|F.)*(1 = |g1*)*[4]g]* = 1 —2|g|* — |g["]]

= |F["(1 = |g")".

Logo, | X, x X,| = |F.]*(1 — |g/*)?. Portanto,

2Re{g}

N Xy X Xy o]
T TXux X, 1P | A
1+ |gf?

Agora, vamos dar uma interpretagao geométrica da aplicacao de Gauss g:

Seja g : S? — C U {oo} a projecao estereografica com respeito ao polo sul. Temos
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que

a+ b
ms(v) = o’ v =akl) +bEy + cBEy € S\{—E3};

ms(—F3) = oo.

A aplicacao mg define no plano complexo um sistema de coordenadas & = & + &, e

tem inversa dada por:

7516 = ﬁ (2Re(€), 20m(€), 1+ |¢[?)

Assim, seja g = Re{g} +ilm{g} € C. Temos o seguinte resultado:

Lema 2.1 Seja X : ¥ — Nil3(7) uma imersao mdwima conforme. A aplicacio de Gauss
g : X — C da imersao X € a projecao estereografica com respeito ao polo sul do vetor

normal unitario N.

Demonstragao: O vetor normal unitario pode ser escrito como

2Re{g}
N == | 2imig)
L+gl”
Assim,
- -
ms o V= P ST BV S -

Utilizando o sistema de equagoes dado pelas equagoes de (2.4) a (2.7), vamos mostrar
que se uma superficie tipo-espago em Nili’(r) admite curvatura média nula em todos os
pontos, entao a aplicagao de Gauss é uma aplicagdo harmoénica em C U {oo}. Para isto,

necessitamos de alguns lemas. Lembre-se que F' = 7o X.
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Lema 2.2 A parte horizontal da imersao X, mo X = F, satisfaz:

- — 7 — g7 E.
P=L F=F.= F=F.=2 g ==
2g 2g 2 Fs
Demonstragao: Observe que
2F, = ¢1 + Z¢2
2Fz = (bl - 2¢2

2

Da equacdo (2.4), temos F.F, = . E assim,

Fzzi_a E:iy FE’:@
29 2g 2
Dali,
F: 2 \7

Lema 2.3 Para F' e n definidas anteriormente, sao vdlidas as sequintes relacoes:

1T 1+ gl _
FZZZFZZZ__|/’7’2 2 g, 772+77z:()
4 9]

Demonstracao: Das equagoes (2.2) e (2.3), temos que a parte horizontal Cy + iCy, é

nula. Assim,

0=2¢1: — Thatbs — T3 + 1{200: — T103 + Td103}
0 =2(p1 + i)z +i7((d1 +id2) 3 + (b1 + i) P3)
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Usando o Lema 2.2, segue que

wmofgn m
F:= Y (777 + E)
= —%\77’2 (g + 5)
_ Z.T| 2 ‘g|2 +1 g
- (15) 4
S (1 i W) g
4 lg?

Para a segunda igualdade, observe que o coeficiente C3 é nulo. Da equagao (2.7) temos

—_

022%—1—751(152—7(25152-
z

Tomando o conjugado em ambos os lados

=29 4 6,5~ ity

z

e somando as duas equagoes obtemos

Lema 2.4 A deriwada da aplicagdo de Gauss satisfaz
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Diferenciando com respeito a z obtemos

2ggz =

E do Lema 2.3 segue que

— iT lgl> + 1 iT lgI> + 1
F; — ngzz = __’77‘2 (T - 92_’77‘2 -

4 4 g
1T, 9 o 1
=—— " (I +1g (:+g)
T 1o ( -
— _i_7|77‘2(1 + |g|2)2
4 g

Combinando os resultados anteriores obtemos:

2g 1T 1+g22
w%:TQ_wi—Ml
] 4 g

TN

=Ty 212
. = =201+ 1gP)
1T
|
Lema 2.5 A aplicagao n = —(X,, E3) pode ser descrita em termos da aplicagdo de Gauss
por:
_ 4 99-
RN (ERPOE
com T # 0.
Demonstracgao: Segue imediatamente do Lema 2.4.
|
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Temos também que a diferencial da parte vertical h de X = (F,h) é explicitamente
dada em termos de g e F. O vetor X, = (x, +iy., h.) € TNil}(7) no ponto p = (x,y, h) €

Nil?(7) é escrito em termos da base {E}, Fy, E3} como
Fazendo o produto interno com E3 obtemos

hz = _<Xz7 E3> - T(yl'z - ZL'yz)
n
2

— 7(yz. — zY.)

Como FF, — FF, = —2i(yx. — xy.), segue que

h, =2 "(FF, - FF,)
2 2

O proximo resultado nos diz que a aplicacao de Gauss g de uma superficie maxima

em Nil?(7) é uma aplicacao harmoénica entre superficies.

Teorema 2.1 Seja X : ¥ — Nil’(7) uma imersio mdzima conforme. Entdo a sua

aplicagao de Gauss g : ¥ — CU{oo} € uma aplicagio harmonica no plano C U {oco}.

Demonstragao: Nosso objetivo é mostrar que a aplicagao g satisfaz a seguinte equacao

diferencial parcial:
29

— 3T 7 9 zizov
1+ 9P

2z

que é a equacdo das aplica¢oes harmonicas no plano C U {oco} munido com a métrica

2
2 2
conforme (H'Z‘Q) |dz]°.
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Do Lema 2.4 segue que

iT 0 g-
e 2
27 0z <(1+ !9|2)2>

_ 9:=(1+191%)* — 29:(1 + 99)(9:9 + 932)
(1+1g*)*
9= 209:9:  299:3:
(T+1gP)? (T+1gP)?  (1+]g)?)?

Dali,

iT 2992.@ 25_]92‘92’
~ Pl 19 + s = g —
2 (1+1g[*) (1+1g?)

Entao, é suficiente mostrar que a primeira parte a igualdade acima é nula. Pelo Lema

2.3, temos que

1 1T
e 4 o P+ g23+2ggzg_z}=
<1+|g|2>{ g =1+ 19l

1 it (T 1+ |g)?

ez (T () o) o+ o+ 2}
1 7 |nf?

T 29(gz2——— 1+ [g[*)*

<1+|g|2>{ 91" = 15 g (1 + 1)

E pelo Lema 2.4, temos

. = (2w 1o ) (R + o)

Portanto,
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Combinando os resultados anteriores, obtemos uma representacao para as superficies

méximas em Nil}(7):

Proposicao 2.1 Considere 7 # 0. A imersao mdzima conforme X = (F,h) : ¥ —

Nil}(7) pode ser descrita em termos da aplica¢do de Gauss g e do pardmetro T da sequinte

forma:
oo 2 g: 2 9T
o (g T (I+|gP?
0 5, .
=2 9 U(FF, - FF.)

Observe que a métrica induzida no plano C via X é dada por

(1—g/*)?

4
ds®> = —
72 (14 [g|*)*

|g:[1dz|*.
De fato, no sistema de coordenadas (u,v) € R? temos

ds* = Edu® + 2Fdudv + Gdv*.
Por X ser conforme, segue que

ds* = Adu® 4+ \dv? = \(du® + dv?)
= \dz|?

com A(u,v) > 0. Por outro lado, temos que

<Xz7 X2> = <Xu - in, Xu + ZXU>

DN > x| =

Escrevendo os vetores X, e X; na base {F1, s, F3}

(X.,X:) = }L<((F +F). B +i(F = F).Ey +1E3), (F + F): By +i(F — F): Ey + 7153))
1
4

1 1
= Q\FZP + §’F2|2 — —nl*.
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Dai,
2 2 1o
A= IEP 4+ — S

Utilizando os Lemas 2.2 e 2.5, obtemos

4 (1—gP)®
ds* = Ndz|* = - 2|?[dz]?.
$* = Adsf? = S 91

Lema 2.6 Como g € uma aplicagao harmonica, a equacao

29

zZ_—ZEZO
T g

pode ser expressa como a sequinte condi¢cao de integrabilidade

o (wetrr) = o (o)

Demonstracgao: Basta calcular as derivadas parciais e usar o fato de que g é harmonica.

A condicao de integrabilidade nos permite resolver o seguinte problema para a aplicacao

de Gauss prescrita em Nil3(7):

Proposicao 2.2 Seja g : ¥ — C U {oc} uma aplicagao harménica em que ¥ € uma

superficie de Riemann simplesmente conexa. Seja zy € 3, Fy € C e hg € R.

Se a aplicagdo g satisfaz g,(p) # 0,¥p € X, entdo existe uma unica imersio mdxima

conforme X : ¥ — Nili’(T) tal que g € sua aplicacdo de Gauss e X satisfaz as condicoes

da formula de representagdo dadas na Proposi¢io 2.1 com X (z) = (Fo, ho).

Demonstragao: Veja [11], Teorema 4.1.
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Capitulo 3

O Problema de Calabi-Bernstein em

Nil(7)

Em [5], Bernstein mostrou que os tnicos graficos minimos inteiros em R? sdo os planos.
Em [7], Calabi obteve uma versao correspondente ao teorema de Bernstein no espago
de Lorentz L3, demonstrando que os planos tipo-espaco sao os tinicos graficos méaximos
inteiros em L?. Em [16], 1. Ferndndez e P. Mira, estudaram o problema de Bernstein
no espaco de Heisenberg Nil® utilizando a diferencial de Abresch-Rosenberg e mostraram
que, dada uma diferencial quadratica holomorfa Qdz?, existe uma familia a 2-parametros
de gréficos minimos inteiros em Nil® tal que a diferencial de Abresch-Rosenberg é Qdz2. E
também vale a reciproca, qualquer grafico minimo inteiro em Nil® é desta forma. Em [12],
B. Daniel e L. Hauswirth, mostraram para o espaco de Heisenberg Riemanniano Nil®, que
todo grafico minimo completo ¢ inteiro.

Neste capitulo resolvemos o problema de Bernstein no espago de Lorentz-Heisenberg
Nil?(7). Baseado em [20], construfmos uma representacio tipo Weierstrass para superficies
de curvatura média constante prescrita em R? e observamos as semelhancas com a repre-
sentacao dada pela Proposicao 2.1. Utilizando o teorema de Chern dado em [9], deduzimos
a nao existéncia de graficos maximos inteiros em Nil?(7) com 7 # 0. Isto implica a nao
existéncia de graficos maximos completos em Nil} (7).

Procedendo de forma similar ao que foi feito no capitulo anterior, vamos encontrar
uma férmula de representagao para superficies com curvatura média prescrita (H # 0)

em R3.
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Seja X : ¥ — R? uma imersao conforme em que ¥ é uma superficie de Riemann
orientavel com parametros isotérmicos z = u + iv. Sua primeira forma fundamental é

ds? = N\?|dz|* e definiremos um referencial ortonormal em X (u,v)

10X 10X
AN Ou’ 62_)\61}’

€1 e3 = e1 X ésq.

Denotaremos a imersao X por
X<Z) = (xthax?)) = (F7 h)
Sobre o pullback complexificado X*(TR?) ® C, introduzimos a secao (:

0
C = Q&X = €161 + 4262 —+ <363.

A conformalidade de X nos garante que
_ 2 2 2
0= <2sz 2Xz>R - Cl + CQ + CS'

Lembre-se que (,)r : TR? x TR?® — R denota a métrica usual do R3.

Da definicao do vetor normal unitario segue que

. 1 (81'2 al'g 81’3 8272 8563 81’1 81‘1 81’3 85131 8562 833'2 8x1> (3 1)

63_F ou Ov  Ou Ov’ Ou v Ou Ov Ou Ov  Ou Ov

Ainda da conformalidade de X temos
aLEi 2 8:1:Z 2 2
Z(@u) :Z (81}) =X 3.2)

_ Bu o = 0. (3.3)

Defini¢ao 3.1 Os dados de Weierstrass (g,n) de X satisfazem

G3

m7 n=(3=2(X., e3)r.

g:

A aplicacao g € chamada aplicagao de Gauss de X .
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Escrevendo a diferencial da aplicacao es em sua forma matricial

—h11 —h
des — 11 12 7
—ha1 —hao

definimos a fung¢ao curvatura média H por:
1 1
H = —§trago{d63} = §(h11 -+ h22).

Como |es| = 1, denotando e3 = (e31, €32, €33), temos

des; ox; Oz;

bu = Mgy Mgy (8.4
663i . 0:51 89:1 . .

02} — h?l% h22 8?} , 1= 17 2a3a (35)

onde X = (w1, 72, 23) € R? € hyy = hay.

Seja S? a esfera unitaria em R3. Considerando S? como a esfera de Riemann trivial,
vamos cobri-la usando usando a uniao de dois conjuntos abertos U; = {S*\{(0,0,1)}} e
Uy = {S*\{(0,0,—1)}} do mesmo modo como no Exemplo 1.1 do Capitulo 1. Defina as

projecoes estereograficas

b
T = itzc € C, se (a,b,c) € Uy; (3.6)
a— b
M= . € C, se (a,b,c) € Us. (3.7)

Veja que as duas projecoes estao relacionadas da seguinte maneira: m (p)ma(p) = 1, Vp €
Uy NUs,.

Calculando |m|? temos

|7T |2 _ (631 - Z1632)(631 + 'é€32)

(]_ + 633)2
_ €51 + €3 _ 1 — e
(1 + 633)2 (1 + 633)2
. I —es3
(1 + 633) ’
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Dai,

1— 1 1— 2
14 m2=1+ es3 _ 1Hess+ €33 _ .
(1 + 633) (1 + 633) (1 + 633)
E assim, temos a equagao
(L4 |mol*) (1 + e33) = 2. (3.8)

Observacao 3.1 Pela definicio da aplicacao de Gauss, estamos revertendo o vetor nor-

mal unitdrio ez. Assim, vale a igualdade mo = —3.

Reescrevemos de um modo mais adequado aos nossos propésitos a férmula de repre-
sentacgao para superficies de curvatura média prescrita dada por Kenmotsu em seu artigo

publicado em 1979.

Para tanto, necessitaremos dos seguintes lemas:
Lema 3.1 Usando as defini¢oes anteriores temos que:

871'2 . H 212 (9 3
55 = 2(1—1—|7r2| ) 82(x1 iT9).

Demonstragao: Sabemos que

. 631(2) — i€32(2> 2 . l 2 2
m2(2) = 1+ es3(2) “2z " 2\ou T )

Assim,

0y 1 0 , , 0
9%~ 21+ ex)? ((1 + 633)%(631 —idezz) — (€31 — 2632)@%3)

1

! 0 : N
+ 2(1 + es3)? ((1 + 633)%(631 —iegy) — (€31 — 2632)%633) .
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Usando as equagoes (3.4) e (3.5) temos que

871'2 . 1 0 . . 0 .

9z~ 2(1+ex)? ((1 + es) <%(631 ~ feae) i e - w32)>)
_;( —9 ) 2 + 2
2(1 + e33)? €31 — 1€32 8u633 Z(% €33

o 1 81’1 ,8x2 8515
= m |:{(1 + 633) <—% + ’l%) + (631 — 2632) au } hll

0 0 .6 0
-+ {(1 + 633) (— al; “+1 ax2 1’1 8:1;2) } h12
drs .0
+ {(631 - 2632) (8_ 5173) } his
0 0 0xs
+ {(1 + es3) (_8_3; +1 8901) + (e31 — iess) ax } hm}

_ ! N S Y L N L B A R O
T 2(1 4 e33)? du P ou ' ou ou  Pou  Po H
ox ox ox ox
+ {(1 + e33) (—a—l - 8_2) €31 (%3 + 6328_3} hi2

19) 0 0 19)
(oo (222 vl

+ _%_ %_._ %+' axl_ ax_|_ 83: h
9 €33 90 €32 90 ? o €33 90 €31 90 22

Utilizando a descri¢ao do vetor ez, dada pela equagao (3.1), e as equagoes (3.2) e (3.3),

vamos calcular o valor dos coeficientes que multiplicam cada um dos h;;.
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A parte real do coeficiente de hy; é

_% B i 0xq 0x9 B Oxy 011\ 011 n i 09 03 B Ox30xy \ Ox3
ou A2\ Ou Ov Ou Ov ) Ou N2\ Ou Ov ou Ov ) Ou

JOm 10w ((0n N (0wg\*\ 0wy (0m 0y Dy Oy |
ou N2 | Ov ou ou Ou \ Ou Ov ou Ov N
Lm0 (o (0?0 (0m 00|
ou A2 | Ov ou Oou \ du Ov -

Oy 0z 1| Om (Ow)®  (Ow)"Om)
ou o A ov \ Ou ou ov |

e a parte imaginaria de hy; é dada por

_% B i 0z 0T B 0z 011\ 019 N i Oxs 0xq B Ozy Oxz\ Ors
ou A2\ Ou Ov Oou Ov ) Ou A2\ Ou Ov ou Ov ) ou

O L[ 0 (O (Om\T\ | Ony (Owa0my  Owsdus|
ou A2 ov ou ou Oou \ Ou Ov ou Ov N

LOm L[ om (s (On P\ _Oe (Omon|
ou M2 ov ou Oou \ Ju Ov N

Portanto, o coeficiente de hq; é

ou v ou ov

! JOm om0 Oma) Y
2(1 + e33)? ou ov ou ov N

_ 1 (93(:1 _ Zawg
(14 e33)2 \ 0z 0z )

1 <_ax1 B 01y +i8$2 B Z,é?ah)
2(1 + 633)2
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A parte real do coeficiente de hiy é

_%_%_ 1 [ 0x 0xy (‘31:2 0x, 8;1:1 83:2
ov ou N\ Ou ov ou Ov

1 8372 8x3 axg 3302 .%'3 1 8303 (9x1 8x1 3x3 axg
+ 2 e =

ou Ov ou (91) ov ou dv  Ou ov ) ou
om0 L On (00 AN I AN A
ov ou A2 ou v ov ou ou

6%2 6m1 6171 8x3 8ZE3 8901 @CCQ 61’2 61’3 8[E3 .
+87J (au ov 8u 8v)+ ( N )]
1

ou Ov ou Ov
JOn O L On,  (Or2)T) 0Ty (00 0r

ov ou A2 ou v Oov \ Ou Ov
0w (o (0w T\ 0wy (0w 0wy | _

v Ju ou \ ou v

Oxy  Oxsy N Oxs n 0x1

Ov ou ou R 0-

Analogamente, a parte imagindria do coeficiente de hqy é zero. E procedendo de forma

similar ao que foi feito para o coeficiente de hi1, temos que o coeficiente de hoy é

_ 1 8131 . ,83:2
(1 + 633)2 0z ’ 0z '

Assim,

871'2 . —2H 8371 _ Z@:cg
0z (1+es3)? \ 0z 0z

E pela equagao (3.8), segue o resultado.

Utilizando o mesmo procedimento na demonstracao do Lema 3.1, também podemos
mostrar que

871'1 H

0
5% = 5 —(1+ |m)? ) (1‘1 +ix). (3.9)

Lema 3.2 Seja X : ¥ — R3 wma imersao conforme da superficie de Riemann ¥ com
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coordenadas isotérmicas z = u + 1v. Temos a sequinte relagao:

2
T | T

4
0z 0z

Demonstracgao: Temos que

y|0m 0wt (On 0w (0w | O,
0z 'oz|  \az oz )\az TVo:
_ 4 % 2 Oxy 011 B 0xq 0x9 % 2
oz | T\ oz oz oz oz Bz
B % —i% 2 i 019 _Zﬁxg ory +Z_(9x1
|| ou ov ou ov ou ov
O Om 0o N 0y N O0zy  Oxy 2
! ou ! ov ou ! ov ou ! ov

_(On\ | (9m\', (Ow2)*, (02" (OmOzy _ OOy
\ Ou ov ou ov ou v ou Ov |~

Dali,
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Observe que

2/, 9 2 _i 8%’261‘3_@%36332 2 651338.271_61'18333 2
Alem + ) = A2 ou Ov ou Ov * Oou Ov ou Ov
_ L [(Oma0wy)* ) (O0200s 02y D2y | (D 0w )’
A2 ou Ov Oou Ov Ou Ov ou Ov
o (Oma0m )Ty (010w Oy Oy | (O Oy
ou Ov Oou Ov Ou Ov ou Ov
. 1 61'3 2 833'1 2 8.1'2 2 61'3 2 8:61 2 8:62 2
_ﬁ[(%) ((%) +(% \au) \\aw ) Taw
o (Or30rs [ Ows O
ou Ov ou Ov
. 1 _(9303 2 8x3 2 8953 2 8x3 2 8(E36$3 2
A2 | ov (A_(ﬁu)> ou (A_ ov 2 Ju v
[ Or3\ > Or3\ > O3 O3\ > Oxs 0x3\ >
— )2 et} et} _o XY had: Beded]
= | <(au> +(8v>> 2(8u 82}) +2<8u 81})
_ (9" (95" _ |Oxs _ O
— \ Ou ov | Ou Z@v
Assim,
0y 0z ? 2 2/ 2 2 2 2 2
4 E—Zg =2\ (1+€33)—A (631+€32) =2\ <1+633)—)\ (1—633)

= A2<1 + 633)(2 -1+ 633)

= )\2(1 —+ 633)2.

Lema 3.3 Utilizando as definicoes anteriores, temos a sequinte relacao:

(5-4%) -

ox 3
0z

81'1 o
0z

0z
)

0z

2
(1+ |mef?)>

2
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Demonstracao: Da equagao (3.8), temos

(9173 81’1 .8372 2 T2
4 — -
{8,2(82 Zaz)+/\(1+yw212)2}

. 8x3 ,61‘3 8m1 ,Bxl ,8x2 (91‘2 2 .
B (6’u _Z(%) (8u +28v ~ou - 81}) T+ eas)(en1 = dean)

A parte real da equacgao acima é
Oxs (3x1 N 8@) N Oxs ((9x1 B 8x2>
Ou \ Ou ov ov \ Ov ou
N (8@ Oz  Oxy 3:}02) (1 N 1 <8x1 Oy Oxy 8x1>) _
ou Ov Oou Ov A2\ Ou Ov ou Ov
0x3 014 N 0xs 01, N 1 <8x2 Oz  Oxy 8@) <8x1 Oy Oxy 6x1>
ou Ou ov dv A2\ Ou Ov ou Ov ou Ov ou Ov
Ox3 0xr1  Oxs 01y
ou Ou * ov v

+i 0x1 Ox9 Ox9 013 _8931 03
A2\ Ou Ou Ov Ov Oou Ou \ Ov

Oxy\ B Oxy Oz [ O1s\ > n 0o Ox3 011 0%
ov Ov \ Ou ou Ou Ov Ov |~

Das equagoes (3.2) e (3.3), segue que
i 0x3 014 or\ 2 N % 2 n 0x3 014 Ox1\ 2 . % 2
A2 | Ou Ou v v Jv Ov ou ou

8(E1 (9:102 8[172 (933’3 (91’2 6.1'3 @xl (9(132
Oou Ou Ov Ov ou Ou Ov Ov

1|02 0y (G 02 0| | Og 021 (§= 00 ) |
22 | Ou Ov - ou Ov ou Ov - ou Ov e

Analogamente, podemos provar que a parte imaginaria também é zero. E assim, segue o

resultado.

Lema 3.4 Sejam Uy, Us C S? dados pelas equagoes (3.6) e (3.7). Entdo em Uy N Us vale

8x1 ,8952 _o 8m1 ,81‘2 o
H {(gﬁ‘l@) + T2 (E—Z£>:| = U.
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Demonstragao: Como mm = 1 em U; N Us, temos

0 0
—(7T17T2) =0 = ﬂ’ffg + 271'1 =0.

0z 0z 0z

Utilizando o Lema 3.1 e a equagao (3.9), segue
H 0 H 0
—_< + |7T1’2)27TQ£($1 + 2332) — 7(1 + ”/T2’2)27T1£

2

H 1 0 . H 10 .

5(1 + —)27'(2%(.%1 + 2332) — —<1 + ”/T2’2)2——(IE1 — ZIEQ) =0
0 H 10

2
A i L iz — L4 PP L ( — i) = 0
2 Mooz Y 2 Azt

H 1 1 81:1 . 1 1 8372
. 1 2\2 ] —= — Qs — =0
2< Fiml) Kmff " 7r2) oz (7727?22 ”2) 82}

f{ky+ﬂﬁgi- o,

1+M1—ﬁ%——}:0
8ZE1 ,8902 _o 6171 ,81‘2 o

(fEl — Z.CEQ) =0

|7T2’2 7o 0z

0z 0z

Ja possuimos todas as ferramentas necessarias para demonstrar a férmula de repre-

sentacao dada por Kenmotsu para superficies de curvatura média prescrita nao-nula.

Proposicao 3.1 Se a curvatura média H(p) é constante e nao-nula para todo p € X (%),
entao a imersdo isotérmica X = (F,h) : ¥ — R3 pode ser descrita em termos da aplicagdo

de Gauss g e da curvatura média H por:

2 23, g
. a— FEZ—%, hzzﬂ.
H(1+[g[?)? H(1+g]*)? H(1+g]*)?

Demonstragao: Para a primeira equagao, segue do Lema 3.1 que

1 87'('2 __Eg(
(1+ml2)2 0z 20z

xr1 — ZLUQ)
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Vamos definir por F' = x1 4+ 125 a parte horizontal da imersao X. Assim,

F, = £(x1 —1ix9) €
0 .
Fz = a(flfl +2$2).

Do desenvolvimento anterior, segue que

—2 871'2
H( + [m]?)? 07

Como 7 = —g, temos que

= 29
TOH(+ g

e tomando o conjugado em ambos os lados

_ 29:
T OH(1+|gP)*

Do Lema 3.4, segue que

H(F:+7m°F;) =0

Fg == —7?22F2.
E pelo resultado anterior
2¢%Gs
P __ 20
H(1+ g[*)
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Nos resta a ultima equacao. Combinando os Lemas 3.3 e 3.2, temos

Oxs (O0x1 .0xs 9 o
0z ( 0z oz ) = N U P
B —\2 Ty
F: (14 |mf?)?
:_4‘8x1_i8x22 1 Ty
0z Oz | Fs(1+ ess)? (14 [mf?)?

_ (%m0
N 8. oz )™

Da equagao (3.10),

P 2 07>
o H(1+|m|?)? 0z
segue que
hz = _FZT{-Q
. 27T2 87?2
N H(1+|m|?)? 02
Portanto,

239
T OH( 49

Podemos observar as semelhancas entre a representacao dada pela Proposicao 3.1 e a

representacao tipo Weierstrass para superficies maximas em Nili’ (1) dadas pela Proposigao

2.1 do capitulo anterior. Mais detalhadamente:

Observagao 3.2 Sejam X : ¥ — Nil’(1) e Y : ¥ — R® imersies conformes dadas pelas

Proposicoes 2.1 e 3.1, respectivamente. Quando Y tem curvatura média constante igual

a1 # 0, as projecoes horizontais de X e Y diferem apenas por uma rota¢do no plano

complexo.
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De fato, seja g : ¥ — C U {oo} a aplicagao de Gauss da imersao X. Das Proposi¢oes

2.1 e 3.1, temos que as projecoes horizontais de X e Y satisfazem:

. 2i - 2i 9%7:
X () c Nil? = F,==— — __ Fre—e—
(%) € Nili(7) PN TENPEE P TENPEE
29, 29%55
Y(2) C R? -~  R=__9 .
(%) PR T+ 9P

Definigdo 3.2 Seja X : Q — Nil3(7) wma imersio tipo-espaco. Quando a projecio

horizontal definida por (x1,xs,x3) — x1 +ixy € C € sobrejetora, dizemos que X € inteira.

Antes de demonstrar que nio existem graficos maximos completos em Nil}(7), enun-

ciaremos aqui um resultado que é demonstrado em [29].

Proposigao 3.2 Seja Q0 um dominio em C e seja X : Q — Nil3(7) uma imersdo tipo-
espaco. Suponha que X € completa com respeito a métrica Riemanniana induzida. Entao,

X é um grdfico inteiro e ) é um dominio simplesmente conezxo.

Demonstracao: Veja [29].
Vamos agora demonstrar o teorema mais importante deste capitulo em que o aspecto

principal é justamente a semelhanca descrita na Observagao 3.2.
Teorema 3.1 Ndo existem grdficos mdximos completos em Nil>(1) com T # 0.

Demonstragao: Assuma, por contradicao, que exista uma imersao maxima completa
X : Q — Nil}(7), onde  é um dominio em C. Como a métrica ds®> = da?+dy? — [r(ydx —
xdy) + dz]? do nosso espaco ambiente Nil?(7) satisfaz a estimativa da? 4 dy® > ds?, a
projecao horizontal (z,y,z) — (z,y,0) aumenta o comprimento de arco de curvas. E
pela Proposicao 3.2, concluimos que ¥ = X () é um grafico inteiro sobre todo o plano
R? x {0} e o dominio 2 ¢ simplesmente conexo.

Apo6s uma mudanca de orientacao, podemos assumir também que a aplicacao de Gauss g
de ¥ satisfaz |g| < 1. Como 2 é um dominio simplesmente conexo e g é uma aplicagao
harmonica em C U {oo}, o Teorema de Kenmotsu, Teorema 4 dado em [20], nos permite
construir uma imersao X* :  — R? com curvatura média constate 7 # 0 tal que sua
aplicacdo de Gauss também é a aplicagado harmonica g. Como |g| < 1, temos que ¥* =

X*(Q) também é um gréafico em R3.
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Além disso, de acordo com a Observacao 3.2, apds uma rotacao, podemos assumir que >
e X* possuem a mesma projecao horizontal. Desse modo, ¥* é um grafico inteiro sobre
todo o plano R? x {0}. O que é uma contradi¢ao devido ao Teorema de Chern dado em
[9], que afirma que nao existe grafico inteiro de curvatura média constante diferente de

zero em R3.
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Capitulo 4

Diferenciais Quadraticas em

Superficies Maximas em Nil?l)(T)

Em [18], Hopf descobriu que a parte (2,0) da segunda forma fundamental complexifi-
cada de uma superficie de curvatura média constante H imersa no espaco Euclidiano R?
¢ uma diferencial quadratica holomorfa. Em [1], U. Abresh e H. Rosenberg introduziram
uma diferencial quadratica holomorfa nos espacos produto S? x R e H? x R, e estenderam
o resultado de Hopf para esferas de curvatura média constante nestes espacos. Posterior-
mente, em [2], generalizaram o seu resultado para os espagos produto M?(k) x R, onde
M?(k) é um espaco de formas. Em [3], D. Berdinsky e I. Taimanov, mostraram que se
diferencial de Abresch-Rosenberg é holomorfa em uma superficie contida no espago de
Heisenberg tridimensional Nil®, entdo a superficie é de curvatura média constante. Em
[14], I. Fernandez e P. Mira, obtiveram uma generalizacao deste resultado para espagos ho-
mogéneos tridimensionais, E3(k, 7), com grupo de isometria de dimensao 4 e os parametros
Kk e T satisfazendo determinadas condigoes. B. Daniel mostrou em [11] que a diferencial de
Abresch-Rosenberg de uma superficie minima em Nil® coincide com a diferencial de Hopf
de sua aplicacao de Gauss ¢ em H? a menos de uma constante. Encontramos a mesma
situacdo para as superficies méximas no espago de Lorentz-Heisenberg Nil? (7).

Neste capitulo, mostramos que a diferencial de Abresch-Rosenberg de superficies
méximas em Nil}(7) é holomorfa.

Seja X = (F, h) : ¥ — Nil}(7) uma imersdo maxima conforme tipo-espaco, em que ¥ é

uma superficies de Riemann com parametro isotérmico z = u + v e dados de Weierstrass
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(9,m). Em geral, a parte (2,0) da segunda forma fundamental complexificada
2 _ 1 , 2
ddz® = 5(6 —g—2if)dz

nao é holomorfa em superficies maximas contidas em Nil(7). Perturbamos a diferencial

de Hopf em ¥ usando a diferencial da fungao altura n = —2(X,, Es).

Definicao 4.1 Definimos a diferencial de Hopf da imersao X por:
1
P = pd2? = 5(N, Vi, Xu — Vx, Xy —i(Vx, Xy + Vx, X)) d2>.

onde o vetor normal tipo-tempo N satisfaz a equagao

2Re(g) 2Im(g) 1+ g/
— 1 2
1—1g|? 1—|g/? 1— gl

N Es.

Introduzimos a diferencial de Abresch-Rosenberg
P = pdz* = (p —itn?)dz>

De agora em diante, assumiremos que X tem curvatura média nula.

Definicao 4.2 A diferencial de Hopf da aplicagcao de Gauss g € dada por

49.g
= qd2? = —L% g2,
Q=adz =

O teorema 2.1 nos diz que a aplicacao de Gauss g : ¥ — C U {oo} satisfaz a equagao
2
das aplicagoes harmonicas em C U {00} equipado com a métrica (ﬁ) |dz|?. Segue

que sua diferencial ) é holomorfa.

Teorema 4.1 Quando a imersdo tipo-espaco X : ¥ — Nil¥(1) possui curvatura média

nula, sua diferencial de Abresch-Rosenberg P € holomorfa na superficie X.

Demonstragao: Mostraremos que a diferencial de Abresch-Rosenberg P coincide com a

diferencial de Hopf () da aplicagao de Gauss g a menos de uma constante.
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Da equagao (2.1), temos que

¢ _
4V% (5) = V{Xufin}{Xu - ZXU}

=Vx,Xu —Vx, X, —i(Vx, Xy + Vx, Xu)
= 1By + coby + c3Es,

onde os coeficientes ¢, ¢o, c3 sao dados por

0
cr = 2% — 27293,
2
0
e =227 L 9rg.6, (4.1)
0z
O3
=2—.
e 0z

Também segue da equagao (2.1) que podemos escrever

2F, = ¢1 + i
n = ¢3

Usando o sistema de equacgoes (4.1) e a definicao da diferencial de Hopf P = pdz?, dada

pela Definicao 4.1, temos que

) )
) )
- %W {%(9 +9) i%(é —9) +imn[61(g — g) +ida(g + 7)) —n(1 + IQIQ)]

1 -~ R . — —
= 1_—W [Q(Fzzg + Fzzg) + 2ZT77(FZg — Fzg) — 77,2(1 T ’9’2)} .
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ng.
m +ggzn+|gl2nz}

|
@ loPn. + (gl - )|,

Combinando os resultados acima com o Lema 2.5, obtemos

15:]9—”772: _%n:_%ﬁﬂ — Lq
7 grd+l1gP)? -7
Portanto, a diferencial quadrética P = _LTQ ¢ holomorfa em .
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Capitulo 5

A Correspondéncia entre Graficos

CMC em R? e grificos maximos em

Nil(7)

Neste capitulo, analisamos os graficos maximos em Nili’(T) e através da equacao da
curvatura média, construimos uma correspondéncia entre os graficos maximos no espaco
de Lorentz-Heisenberg Nil?(7) e os graficos de curvatura média constante em R3,

Considere a seguinte imersao tipo-espaco
®(z,y) = (2,y,9(z,y)) € Nilj(7).

Note que

cDa: - (1707%0)
¢, =(0,1,q,).

Escrevendo na base {E1, E,, Es} de TNil3(7)

O, = By + (¢ + 7y) Es
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Para a imersao ¢, um vetor normal tipo-tempo é dado por

n:q)qu)y:—aEl—bEQ—Eg

onde
a={(qy+71Y

b=gq,— 72

(n,n) =a®>+b —1<0.

Assim, obtemos o vetor normal unitario tipo-tempo

1
com (Ng, Ng) = —1 e os vetores ¢, e &, podem ser escritos como

(I)x = E1 + CLE3
(5.1)
o, = By + bE;

Calculando os coeficientes da primeira forma fundamental I temos
E=(,,®,)=1-ad F=(®,d,)=—ab G=(d,®,)=1-"1"

Observacgao 5.1 Por ® ser uma imersao tipo-espaco, a métrica induzida do espago am-

biente Nil2(1) € Riemanniana. Assim, detl =1 —a® —b* > 0.

Defina

U¢=V1—a2—52=\/1—(qx+7y)2—(qy—m)2-
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As segundas derivadas da imersao ®, de acordo com as equagoes (5.1), sdo dadas por

Vo, &, = VE1+(Ty+qz)E3(E1 + (T?J + Qx)E3)

= El(a)E3 -+ aVElEg + CLVE3E1

0
= 2CLTE2 + —aEg,
ox

Vs, 0, = Vi, pm,(F1 + al)

= VE2E1 + EQ(CL)Eg + aVE2E3 + bVEBEQ

0
= —atFk, + b7 E, + (_a - 7'> Es,
dy

Vo,Py = Vi tap, (£ + bE3)

= VE1E2 + El(b)Eg -+ valEg + CLVE3E2

b
= —CLTEl + bTE2 + <a— + 7') Eg,
ox

V@y@y = VE2+bE3 (EQ + bEg)

- Eg(b)Eg + bVEQEg + vagEQ

b
= —QbTEl =+ a—Eg
Jdy

Os coeficientes das segundas derivadas satisfazem as seguintes relagoes:

o0 _ b, o
O = Quu, ay T = ey = O T, 8y = Qyy-

Os coeficientes da segunda forma fundamental induzida por Ng sao

1
e =(Ng,Vg,®,) = —ﬁ(QabT — x5

f = (N, Vo, 8,) = —%v(zﬁ — ) — ), (5.2)

1
g = (Ng, Vq,ytby> = _U(_QabT — Qyy)-

Lema 5.1 Se o grdfico z = q(x,y) tipo-espag¢o em Nili’(T) possut curvatura média nula,
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entdo a equacdo da curvatura média se torna
0= (1 — b*)que + 2abqyy + (1 — a*)qyy, (5.3)

onde (a,b) = (¢ + 7y, qy — 7). Ou equivalentemente,

0= 0 ( a ) n 0 ( b ) (5.4)
Oxr \ V1 —a? — b2 Iy \V1i—a2—=12) .
Demonstracao: Temos que a equacao da curvatura média em termos da primeira e da
segunda forma fundamental é dada por

1eG—2fF +gE

" 2 EG-F?

Logo, para uma superficie tipo-espaco de curvatura média nula, a equagao se reduz a
0=eG —2fF + gFE.

Substituindo os valores encontrados anteriormente em (5.2) para os coeficientes e, f e g

temos

0= —% {(2@1)7’ — o) (1 = D) + 2(7(b* — a?) — Quy)ab + (—2abr — qy,) (1 — a2)}

= (1 — b2)q$:c + 2abQQ§y + (1 - a2)qyy'

O que demonstra a equagao (5.3).
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E desenvolvendo o segundo membro da equagao (5.4) obtemos

0 a 0 b
J— S — +_ ——
Ox (\/1—@2—62> dy <\/1—a2—62>

1 aa aa 8()
= — 122 v [,9% 9P
1— a2 — b2 { m+m(&3x+b8x)}
L ob b da b
_— 1— 22— (9% P
+1—a2—62{8y\/a7+ 1—a2—b2(a3y+ 8y)}
1 da ,0a ab
- 1—a®—b*) +a*— + ab—
(1—a2—62>3/2{8a:( LRy T ax}
— 1 ob 9 28(1 ob
(1 —a?—b2)32 {5_y(1 a b)+b8_y+ ba_y}
1
= (0= = 12)i2 { ) ae + abqy, — Tab+ (1 — )ny + abgy, —i—Tab}
! 2
- (1 — a2 3/2 { qgcx + 2aquy ( —a )ny} .

Como a superficie é de curvatura média nula, vale a equacao (5.3). Logo,

0 a 0 b
T )+ S (———) =0.
Oz <\/1—a2—b2> y (\/1—(12—1)2)
E assim, segue a equivaléncia entre as equagoes (5.4) e (5.3).
[ |

Observagao 5.2 A funcao afim q(z,y) = ax + By satisfaz a equagdo das superficies
de curvatura média nula em Nil}(7). Entretanto, quando T # 0, a limita¢do dada pela

condi¢cao de ser uma superficie tipo-espaco impede solucoes inteiras. De fato,
0<1—(get+7y)°— (g —12)° =1—(a+7Y)*> — (B — T)°.

Vamos construir agora uma correspondéncia entre graficos CMC em R3 e graficos
maximos no espaco de Lorentz-Heisenberg de tal forma que, para cada grafico CMC

H # 0 em R? obtemos um grafico maximo em Nil}(—H) e vice-versa.

Teorema 5.1 Seja H € R uma constante nao-nula. Temos uma correspondéncia entre

0s grdficos z = h(x,y), definidos em um dominio simplesmente conexo ), de curvatura
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média constante H em R3, i.e., grdficos que satisfazem a equacdo

0 h 0 h
o= — [ —— =% = —Y
O (\/1+h§+h§> "oy <\/1+hg+h§)

e 0s grdficos mdzimos z = q(x,y) sobre Q em Nil}(—H), i.e.,

0—3(#)+3(+) (a,0) = (qo — Hy, q, + Hz)
T \Vi—e-pr) w\Vi—e-©)’ e

onde valem as sequintes relagoes

—hy, he
VI+RZ+02\/T+h2+h?

(¢ — Hy,qy + Hzx) = (

ou

b —a 9 9
(hmhy):<\/1—a2—b2’\/1—a2—b2>7 a4+ b° < 1.

Demonstragao: Seja z = h(x,y) um grafico com curvatura média constante H em R3.
Seja a = hy, B = hy, e w = /1 + hZ + hZ. Reescrevemos a equacao da curvatura média

para o grafico h(z,y) na forma do divergente nulo

o:%(g—Hx)+§(§—Hy). (5.5)

Portanto, a 1-forma induzida
J=— (ﬁ—Hy) d + (g—H:U)dy
w w

é fechada. O Lema de Poincaré nos garante que toda 1-forma fechada é exata em um
dominio simplesmente conexo. Assim, existe uma funcao ¢ : 2 — R tal que Dg = J. Ou

seja,

Qz=—§+Hy

I
€10
|
=
=

dy
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ou

(¢z — Hy,q, + Hz) = (—é g) : (5.6)

w w

Vamos mostrar que o grafico z = ¢(z,y) é uma superficie maxima em Nil}(—H).

Da equagao (5.6), temos que

Pelo Lema 5.1, ¢(x,y) deve satisfazer a equagao (5.4). De (5.7) segue que

IR 1
\/1-&2—b2_ B2 a?
T W2 W2

w? — B2 — o2 —-1/2
(=)
w.

Assim,

Como a = h,, = h, e h(z,y) é diferenciavel (C*), segue que

0 a 0 b

- - +_ -

Ox <\/1—a2—b2> oy <\/1—a2—b2>
0 0

= —8—x(hy) + 8—y(hm)

=0.

Logo, a equacio (5.4) é satisfeita. Portanto, ¢(x,y) é um grafico méximo em Nil?(—H).
|
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Observacao 5.3 Temos duas correspondéncias entre grdficos de curvatura média cons-
tante em R? e superficies mdzimas no espaco de Lorentz-Heisenberg: uma via a aplicacdo
de Gauss harmonica, dada pela Observagao 3.2 e o Teorema 3.1, outra pelo Teorema 5.1.
Na equivaléncia dada pelo Teorema 5.1, a aplicagao de Gauss g do grafico z = h(x,y) cor-
responde a aplica¢ao de Gauss ig do grdfico z = q(x,y). Assim, as duas correspondéncias

Sa0 as mesmas.

Usaremos agora o Teorema 5.1 para construir alguns exemplos de superficies maximas

em Nil®(7).

Exemplo 5.1 Considere o hemisfério z = h(x,y) = —+/p* — 22 — y? definido sobre o
dominio x? + y? < p? em que p > 0. Seu grdfico correspondente de curvatura média nula
em Nﬂi’(—%) ¢ o plano z = q(z,y) = c sobre o disco x* + y*> < p?, onde c € R € uma

constante arbitrdaria.

De fato, escolha p = 2. Assim, H = 1 e pelo Teorema 5.1, o grafico maximo em

2
Nil}(—3) satisfaz

1 4—x2—y?
Qe — 3Y =
2 x2 2
\/1 + 4—z2—y2 + 4+$2+y2
Ly
Gz 29 =75
4z = 0

Analogamente, temos que g, = 0.

Portanto, a superficie maxima em Nili’(—%) é qualquer grafico do tipo ¢(z,y) = ¢, com
ceR.

Vamos calcular a aplicagao de Gauss do plano z = 0:

Tomando o vetor normal a superficie como

b, x o 1
M= @, x <I>y| BV (aBy +bE: + By),
X y - -
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temos que a aplicacao de Gauss é dada por:

a—+1b
=nmgo N = . 5.8
g7 VIi-a2 P2 +1 (5:8)
Em termos de ¢(z,y):
\/1—(qz—%y)2—(qy+%w)2+1
a = —3y _
Como q(z,y) = 0, temos que . . Assim, a equacao (5.8) se torna
b = §[E
1 i -
—5Y + 3T —y +1x
g= 2 = 22 = —. (5.10)
l_yI_:vI_i_l 244 —a2*—y

Vamos utilizar a parametrizacao do plano dada por:

4 4v
X = 0 z=u+1w, |z]<]l1
<1+u2+v2’1+u2+v2’ ) T 2l <1,

que é conforme, pois a métrica induzida é dada por

5 16(1 —u? —v?)?

2 2
ds* = (ERTEET (du” + dv?),

Para X, temos que a aplicagdo de Gauss g dada por (5.10) pode ser escrita como:

) oo — 4o + idu
g Z oy =
/ 1662+ 1602 2(1 +u? 4+202) +2(1 — w2 — 02
2+ 4 - (1+u2++v2)2 ( ) ( )
= —v+u=1z.

Além disso, a diferencial de Hopf @) da aplicacao de Gauss ¢ ¢é identicamente nula.

Exemplo 5.2 Seja 6 € R. Considere a parte negativa do cilindro em R3

1 = (wsin(f) — ycos(h))* + 22
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O grdfico correspondente a superficie

z = h(z,y) = —/1 — (xsin(h) — y cos())?

€ a superficie mdzima em Nilj(—1) dada por

sobre o dominio |z sin(f) — ycos(9)| < 1.
Observe que

~ (xsinf — ycost)sind

N V1 — (zsing —ycosh)?’
(xsin® — ycosf) cosb

_\/1 — (zsinf — ycos6)?

xT

hy =

E assim,

1
\J1+h2+h2= .
Y /1= (zsind — ycosh)?

Pelo Teorema 5.1,

(z sin 0—y cos ) cos O
1 \/17(:):sin97yc059)2

Gz + §y = 1
\/1—(msin9—ycos0)2

1
¢z = (zsind — y cosf) cos O — B2

(z sin @—y cos 0) sin O
1 \/1—(wsin€—ycos0)2

@y — 5T = 1
\/1—(xsin6—ycosl9)2

1
¢y = (zsinf — ycosf)sinfh + 2%

Entao,
q(z,y) = %2 sinf cos 0 — xy cos® 0 — sxy + n(y)
q(z,y) = —% sinf cos 0 + xysin® 0 + sxy + m(x)

onde n(y) e m(x) sdo fungoes diferencidveis.
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Resolvendo o sistema acima obtemos

sin 6 cos 0
q(z,y) = —— " — ) —

2
sin260 , cos 20
2

cos?6 — sin? 0

2 Y

= (2° —y®) —

1 xy.

Introduzimos uma parametrizacao conforme
. . . . I . .
X = ucos@—smvsm@,usm@+smvcos€,—§usmv , 2 =u+w,

onde a métrica é dada por ds? = cos® v(du? + dv?). Vamos calcular a aplicacio de Gauss
para esta parametrizacao:

Seja N o vetor normal dado por

X, X X, 1

N: — =
| Xy x Xy|  coswv

{—sinvcosOF; —sinvsinfFE, + 1E3} .

Projetando-o via projecao estereografica pelo polo sul, obtemos a aplicagao de Gauss

— sin v(cos 0+ sin 0)
cosv

g(Z):TrSON: 1+ 1 =

0

e sinv

14 cosv

Cos v

A diferencial de Hopf é dada por

0 49.9. e 4@' e’ i eif (1 +cosv)2d )
= —qazZ = —_ _— —_ A
(1+19/?)? 2\1+cosv/ 2\ 1+cosv 4

1
= ——d*.
1

Exemplo 5.3 Considere o cilindro
1=1y*+ (2cosf + xsinf)?, 96(—% =).

Aplicando a correspondéncia ao grdfico

1—y?
-5 _ _
§ (@) cos 6 cos f

sin @
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obtemos a superficie mdxima em Nil?(—%)

1 1
z=q(x,y) = —5%Y ~ EsiHH(arcsiny +y\/1—19?), ly| < 1.
De fato,
oY
Y cosfy/1 — 12
_ sind
* cosf
e
Jirm -
’ Y cosfy/1 — 2
Segue que
. —y
cos4/1—y2
G+ 5y = =
(cosO+/1 — y?)
3
qﬂ? - 2?/;
1 sin 6

_ cos @ _ : 2
gy — - = — = —sinfy/1 —
. (cosOy/1 —y?)~1 Y

1
qy = —sinf/1 —y2+§m.
Integrando as equacoes acima obtemos

q(z,y) = —3zy + n(y)
q(z,y) = =2 (arcsiny + y/1 — y2) + tzy + m(z), |yl <1.

Assim, resolvendo este sistema

1 1
q(z,y) = A sinf(arcsiny + yv/1 —y?), |y| < 1.

Segue de [4] que esta superficie é invariante sobre a seguinte familia de translagoes &
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esquerda

A
L)\<37,y, Z) = L()\,O,O)(':E?ywz) = ('T + Aaya z— Ey)

onde )\ € R.

Vamos introduzir a seguinte parametrizacao isotérmica:

) . cosf sin 6
X = (wucosh — cosvcosf,sinv, —usinv —v 5 )
que induz no plano a métrica conforme ds?> = cos?vcos? §(du® + dv?). Utilizando a

parametrizacao X vamos calcular a aplicacao de Gauss ¢:

Considere o vetor normal

N =

Xy X Xy sin v sin 6 L 1 >
X X X,| cosveosf | cosf ° ' cosvcosf '

Através da projecao estereografica via polo sul obtemos a expressao para a aplicacao de

Gauss:

sinv + ¢ cosvsin 6

9(z) = —

cosvcosf + 1

Diferenciando com respeito a z obtemos

i cosv+ cosb 1 sinvsin 0
9. = 3
(

cosvcosf + 1)2 T3 (cosvcosf + 1)2

B 7 cosv 4 cosb 1 sinvsin @
g = = - =

2
2 (cosvcosf+1)2 2 (cosvcosh+ 1)

E assim, sua diferencial de Hopf é
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