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RESUMO

Os materiais com comportamento viscoelastico e viscoplastico vém gradativamente
atraindo interesse industrial e adquirindo maior espago entre aplicagBes praticas tais
como o uso de dissipadores de energia sismica. Esse crescente interesse tem estimulado
o desenvolvimento de modelos e estratégias de modelagem computacional nesse tipo de
material. Estes materiais se comportam de modos muito complexos, por isso é
importante fazer um estudo para tentar simular o seu comportamento 0 mais proximo
possivel da realidade. Nesse trabalho, apresenta-se um estudo numérico-analitico de
alguns modelos reoldgicos viscoelasticos e viscoplasticos, cuja andlise é feita tanto
analiticamente — resolucdo de EDO, quanto numericamente através do Método das
Diferencas Finitas. Neste estudo, toma-se como base tanto a representacdo integral
quanto a representacdo diferencial para o desenvolvimento dos seguintes modelos
reoldgicos: viscoelasticos (Maxwell, Kelvin e Boltzmann), elastoplastico (Modelo de
Prandtl-Reuss) e viscoplasticos (modelos conjugados). O estudo apresenta uma analise
da sensibilidade da resposta reoldgica das tensdes o(?), deformacbes &(t), funcdo de
fluéncia especifica D(t) e funcdo de relaxacdo especifica E(t), considerando trés
diferentes tipos de solicitacbes mecanicas e utilizando os modelos reoldgicos
unidimensionais. O MATLAB é usado na implementacgdo dos algoritmos numéricos e na

geracdo dos gréficos dos exemplos apresentados.
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ABSTRACT

Materials with viscoelastic and viscoplastic behavior have gradually attracting industrial
interest and getting more space between practical applications such as the use of seismic
energy sinks. This growing interest has stimulated the development of models and
strategies for computational modeling in this kind of material. These materials behave
very complex ways, so it is important to do a study to try to simulate their behavior as
close as possible to reality. In this work, we present a numerical and analytical study of
some viscoelastic and viscoplastic rheological models, whose analysis is done both
analytically - solving ODE, and numerically by Finite Difference Method. Here we used
both the integral representation as a differential representation for the development of
the following rheological models: viscoelastic (Maxwell, Kelvin and Boltzmann),
Elastoplastic (Prandtl-Reuss) and viscoplastic (mixed models). The study presents an
analysis of the sensitivity of the rheological response of stress o(t), strain (t), specific
creep function D(t) and specific relaxation function E(t) and three different types of
mechanical loads and using one-dimensional rheological models. MATLAB is used in
the implementation of numerical algorithms and the generation of the graphs of the

examples presented.
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CAPITULO 1
INTRODUCAO

1.1. GENERALIDADES

No campo da engenharia de estruturas, tem sido motivo de muitas pesquisas em todo o
mundo, a busca por modelos matematicos que expressem o comportamento real dos
sistemas estruturais. Entretanto, devido & complexidade da maioria dos materiais
utilizados na engenharia, caracterizar e equacionar estes materiais de forma exata é uma
tarefa extremamente dificil. Assim torna-se necessario a adocdo de modelos
simplificados que representem as principais caracteristicas e proporcionem solucdes

proximas do comportamento real das estruturas.

A ndo-linearidade do processo de deformacdo e varios fenbmenos que ocorrem depois
de o material se tornar plastico sdo fatores de complexidade na formulacéo das relacdes
fisicas que descrevem o comportamento real de um material. Em geral o
comportamento fisico dos materiais é influenciado por uma série de parametros como:
tempo, temperatura, condi¢cdes ambientais, carregamentos, etc. Além disso, nao se pode
aplicar uma mesma lei constitutiva para todos os materiais. Assim, em geral séo
construidas relagdes constitutivas para cada tipo especifico de material, sendo que para
materiais mais complexos é feita uma combinacdo entre as relacdes dos modelos

bésicos.

Na engenharia podemos encontrar alguns materiais que podem apresentar,
simultaneamente, caracteristicas de solidos e fluidos viscosos. Estes materiais sdo
chamados de viscoelasticos e 0 comportamento dos mesmos tem como caracteristica
essencial a varidvel tempo. Isto significa que materiais viscoelasticos, quando
submetidos a tenséo constante, produzem deformagdes que crescem com 0 tempo, ou
quando submetidos a deformagéo constante, passam a resultar em tensdes decrescentes

com o tempo. Estes fendmenos sdo chamados, respectivamente de fluéncia e relaxacao.

Muitos materiais, principalmente os materiais ddcteis, podem ter 0 seu comportamento
aproximado pelo modelo da elasticidade linear, mas somente até certo limite de tenséo.
Ap0ds este limite, estes materiais apresentam deformac6es permanentes, ou seja, que ndo

desaparecem ap0s o descarregamento das forgas aplicadas sobre o material. Sendo que a
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elasticidade prevé a reversibilidade das deformacdes ao estado inicial, caso contrario o
comportamento serd ineldstico, ou seja, o material retém parte da deformacdo no
descarregamento e este fenbmeno é chamado de plasticidade. Um critério de
escoamento é adotado para decidir, para que niveis de tensGes, uma particula de um

determinado material, esta se comportando elasticamente ou plasticamente.

O fato € que na busca por modelos que representem o comportamento real dos materiais
muitos deles chegam a equagdes matematicas muito complexas, que por muitas vezes
ndo somos capazes de resolver analiticamente, por isso houve a necessidade da criacao
dos chamados métodos numéricos. O desenvolvimento dos métodos numéricos, que
ocorreu principalmente na segunda metade do século passado, veio para revolucionar o
campo da engenharia, pois permitiu uma andlise eficiente da grande maioria dos
problemas de engenharia e facilitou o trabalho dos engenheiros em geral. Dentre estes
métodos o Método das Diferencas Finitas (MDF) € uma importante ferramenta que

pode ser utilizada para a resolugéo das equacdes diferenciais.

1.2. HISTORICO
1.2.1. Sobre Viscoelasticidade

A teoria da viscoelasticidade teve sua origem no inicio do século XIX. A primeira
contribuicdo relevante para o comportamento viscoelastico dos materiais foi dada por
Wilhelm Weber, em 1835 estudando os fios de seda. Weber observou que este material,
quando solicitado, ndo sO apresentava uma deformacdo elastica instantanea, mas
também uma deformacdo adicional que aumentava gradualmente com o tempo. Ele
concluiu que este comportamento ndo podia ser definido somente pelas leis da
elasticidade, pois 0 mesmo dependia da duracdo da forca aplicada. Weber também
conseguiu deduzir a existéncia do fendmeno da relaxacdo de tensdes, observando que

ocorria a diminuicdo das tensdes nos fios com o passar do tempo.

Pouco tempo depois, R. Kohlrausch e seu filho Friederich, através de testes feitos no
laboratdério de Weber, notaram que outros materiais, como o vidro e a prata, também
exibiam este comportamento. Eles também foram capazes de observar o efeito da
temperatura e de mostrar, em 1863, a linearidade do comportamento. Entretanto, foi

James Clerk Maxwell quem primeiro propds uma descricdo para o fenémeno da



viscoelastidade, independente de hipoteses, em termos de uma equacdo diferencial de

primeira ordem como veremos mais adiante.

O avanco tecnoldgico dos materiais poliméricos e 0 seu emprego crescente, a partir de
1940, trouxeram de novo a atencdo dos cientistas a teoria da viscoelasticidade. As
contribuicdes que surgiram a partir de entdo focaram, basicamente, o estudo da equacéo
constitutiva e das propriedades reoldgicas dos materiais, o estudo do comportamento
linear e ndo linear, e a andlise das solucbes dos problemas de valores de contorno e

inicial.

Um dos materiais mais utilizados na engenharia estrutural € o concreto. E o
comportamento reoldgico do mesmo tornou-se muito importante, principalmente devido
ao maior porte e a maior complexidade das estruturas que tém sido executadas com este
material nas Ultimas décadas. Quando submetido a solicitacdes, o concreto comporta-se
de uma maneira bastante complexa, apresentando uma resposta nao linear. Sensale
(1991) estudou o comportamento ndo linear de estruturas de concreto armado

submetidas a estado plano de tensdes, ao longo do tempo.

Muitos materiais, alguns de natureza betuminosa, apresentam em suas caracteristicas
um comportamento intermediario, tendo tanto caracteristicas viscosas como elésticas e
por isso sdo considerados como materiais viscoelasticos. De acordo com Lakes (1998),
estes materiais tém a sua relacao entre tensdes e deformacdes dependente do tempo e ele
caracteriza os dois fenébmenos reologicos: a deformacdo aumenta com o tempo ao
aplicar-se uma tensdo constante, este fenémeno é chamado de fluéncia; a tensdo diminui
com o tempo ao aplicar-se uma deformacdo constante, este fendbmeno é chamado de

relaxacao.

Gomes, Partridge e Creus (2001) implementaram algoritmos para analise ndo linear de
problemas viscoelasticos, para uso com o Método dos Elementos de Contorno. No seu
trabalho eles obtiveram a deformacéo viscoelastica, baseada no modelo de Kelvin com
envelhecimento. No mesmo trabalho, é feita uma extensdo ao comportamento
viscoelastico ndo linear para a obtencdo da deformacéo viscoelastica em problemas que
envolvem Danos, baseado no modelo de Helman. Os modelos de viscoelasticidade com
envelhecimento e viscoelasticidade n&o-linear sdo apresentados juntamente com o0s

procedimentos numéricos para integracdo no tempo. Os resultados sdo calculados pelos



métodos das Variaveis de Estado (SV) e Diferencas Finitas (DF), e entdo sdo

comparados com a solucéo teorica.

Theisen (2006) apresenta a aplicagcdo de um modelo de comportamento para a previséo
de deformacéo de misturas asfalticas, deduzindo com base na teoria da viscoelasticidade
e na aplicacdo do principio da correspondéncia Elasto-viscoelastica. Na sua dissertacédo
é feita uma revisdo dos fundamentos da viscoelasticidade linear mostrando algumas

aplicacfes que modelam o comportamento de misturas asféalticas.

Seguindo uma linha mais formal sobre a abordagem do tema, mais trabalhos
importantes podem ser citados, como o livro de Marques e Creus (2012). Neste livro
eles explicam os modelos reoldgicos, a formulacdo por variaveis de estado e a resolugédo
de problemas de viscoelasticidade utilizando métodos computacionais. O efeito da
temperatura e o efeito do envelhecimento do material s&o mostrados, bem como a
formulacdo em elementos finitos e elementos de contorno. Apresenta também as
solucdes de problemas viscoelasticos com o0 uso do programa Abaqus e fornece fontes
bibliogréficas riquissimas sobre o tema. Christensen (2010) no seu livro apresenta uma
discussdo geral sobre a teoria da viscoelasticidade linear e ndo linear, sobre condigdes

isotérmicas e nao isotérmicas, para problemas quasi-estaticos ou dindmicos.

1.2.2. Sobre Elastoplasticidade

Pela teoria da elasticidade todas as deformacdes sdo recuperaveis, sendo que as tensdes
podem aumentar de forma ilimitada sem alterar as propriedades dos materiais. A teoria
da plasticidade foi desenvolvida a partir de 1930 devido a necessidade de se conhecer
variacdes no comportamento de materiais como, por exemplo, os metais. Para isso foi
necessario o0 estudo de equacgdes constitutivas que permitiam determinar os estados
limites, ultimo e de ruptura, bem como a modelagem de deformacgdes ndo recuperaveis,

dentre outros.

Segundo Argyris (1982) foi feita uma analise em elementos finitos do comportamento
ndo linear de pdrticos em duas e trés dimensdes. Quando nenhuma condicdo limite foi
atingida, utilizou-se a matriz de rigidez elastica, porém quando atingia uma zona de
plastificagdo era necessario introduzir a matriz de rigidez elastoplastica. As zonas de
plastificacdo foram definidas por superficies de iteracdo plastica e dependiam das

propriedades geométricas dos elementos.



Marques (1990) apresenta uma formulacdo do tipo incremental-iterativa destinada a
analise ndo linear de porticos espaciais. A modelagem do comportamento plastico do
material é efetuada através do conceito de rétula plastica, estabelecido a partir de um
critério de plastificacdo generalizado. A formulacdo permite uma descri¢cdo completa do
desempenho mecénico da estrutura, inclusive um estagio de deformagéo pds-critico em
que ocorre regressdo do carregamento com o aumento dos deslocamentos, ou vice-

versa.
1.2.3 Sobre Viscoplasticidade

A teoria da viscoplasticidade surgiu devido ao fato de que o comportamento de
determinados materiais (polimeros, por exemplo) ndo podiam ser explicado somente
pela teoria da plasticidade, pois o efeito do tempo néo estava incluso. Observou-se que
em certos problemas, como, por exemplo, a conformacdo dos metais a elevadas
temperaturas, era necessario incluir o efeito da viscosidade, ou seja, a analise do
processo de deformacdo com a inclusdo do efeito do tempo era entdo indispensavel.
Assim, na teoria da viscoplasticidade, como o proprio nome indica, os efeitos da
viscosidade do material e do tempo sdo considerados parametros fundamentais do

comportamento do material.

As analises de modelos com materiais viscoplasticos apresentam-se cada vez mais
importantes em projetos de engenharia. Machado (2002) desenvolveu um modelo
computacional para o estudo de estruturas de concreto armado e protendido sob estado
plano de tensdes. O modelo computacional utilizou dois modelos distintos, a saber: no
primeiro determinou a resposta da estrutura ao longo do tempo considerando o material
com comportamento viscoelastico; no segundo considerou o material com um
comportamento elastoplastico, buscando-se a resposta da estrutura para um

carregamento instantaneo.

Carbone (2007) apresenta um novo algoritmo para analise viscoplastica com o Método
dos Elementos de Contorno (MEC), que transforma as integrais de dominio em integrais
de contorno. A existéncia das integrais de dominio em formulacdes viscoplasticas anula
uma das principais vantagens do MEC, que é a facilidade de analisar problemas
complexos discretizando apenas o contorno do modelo. A importancia do seu trabalho é

a transformacdo dessas integrais de dominio, pois exigem que o modelo seja



discretizado por uma malha auxiliar formada por células internas. Esse algoritmo é

fundamentado por uma técnica de visualizacéo proposta por Pereira e Noronha (2003).
1.2.4 Sobre 0o MATLAB

O MATLAB é um programa computacional que possui a sua prépria linguagem de
programacéo. O significado da sigla MATLAB é Matrix Laboratory (Laboratorio de
Matrizes), pois este programa foi desenvolvido baseado no calculo com matrizes. Sua
criacdo se deu no final do ano de 1970, por Cleve Moler, um dos fundadores da
Mathworks, e entdo presidente do departamento de ciéncias da computacdo da
Universidade do Novo México, onde ele foi professor de matematica por quase 20 anos.
Devido a sua grande utilidade para a resolucdo dos mais diversos problemas, esse
programa se espalhou rapidamente pelo mundo, sendo utilizado por profissionais de

diversas areas de atuacdo.

Conforme Chapman (2006) o MATLAB é um programa de computador otimizado para
resolver célculos cientificos e problemas de engenharia. O MATLAB é um ambiente e,
também, uma linguagem de programacao e oferece uma ampla biblioteca de funcdes
predefinidas para que a programacao técnica torne-se mais rapida, eficiente e de facil
utilizacdo, tornando-se assim muito mais facil desenvolver programas técnicos nele do

que em outras linguagens como o Fortran ou C.

No que se refere a exploracdo e utilizacdo de softwares para ensino e pesquisa, 0O
MATLAB tem um papel privilegiado, no que diz respeito a computacéo técnica, pois é
bastante versatil em célculos matematicos, analises numéricas, simulaces,
desenvolvimento de algoritmos, construgdes graficas, dentre outras funcionalidades
(GILAT, 2006).

Devido suas transformacdes ao longo dos anos, 0 MATLAB se tornou capaz de resolver
diversos problemas técnicos de engenharia, por isso ele é hoje muito utilizado por
engenheiros e cientistas para estudos e elaboracdo de projetos. No proprio Programa de
Pds Graduagdo em Estruturas e Construcdo Civil (PECC) da Universidade de Brasilia
ele é muito importante no ensino dos métodos numéricos, que sdo aplicados em vérias

disciplinas do programa.



1.3. MOTIVACAO E OBJETIVOS

O estudo do comportamento inelastico de estruturas € muito importante, porque o
comportamento, para efeito de calculo, que é por muitas vezes aproximado para o
modelo da elasticidade linear, na pratica funciona de uma forma diferente. Os materiais
se comportam de modos muito complexos, por isso é importante fazer um estudo para

tentar simular o seu comportamento o mais proximo possivel da realidade.

Existem diversos materiais que apresentam relacdes constitutivas dependentes de
fatores que influem no seu comportamento. O concreto, por exemplo, que apresenta
caracteristicas mecanicas dependentes do tempo, pode ser modelado com relacdes
constitutivas viscoelasticas (Masuero, 1992), nas quais a resposta de um material, a uma
dada tensdo ou deformacao, depende fundamentalmente do intervalo de tempo entre o
instante de aplicacdo das tensdes e deformacdes, e o instante considerado. Este material
pode assumir um comportamento plastico, uma vez que deformacdes e tensdes
aplicadas podem mudar a sua configuracdo original, quando parte da deformacdo
permanece mesmo apds o descarregamento. Este comportamento é caracterizado pela
dependéncia do historico do carregamento e das deformacdes, ou seja, da forma como o
carregamento foi aplicado no corpo em analise e como as deformacdes plasticas

evoluiram no seu interior.

Os materiais com comportamento viscoelastico e plastico vém gradativamente atraindo
interesse industrial e adquirindo maior espaco entre aplicacfes praticas tais como 0 uso
de dissipadores de energia sismica. Esse crescente interesse tem estimulado o
desenvolvimento de modelos e estratégias de modelagem computacional nesse tipo de

material.

Neste contexto, e buscando dar continuidade a estudos anteriores, este trabalho tem
como objetivo principal fazer um estudo numérico-analitico de alguns modelos

reoldgicos unidimensionais: viscoelasticos, elastoplastico e viscoplastico.

A fim de se cumprir com este objetivo faz-se necessério realizar o desenvolvimento de

alguns objetivos especificos, alguns dos quais serdo citados a seguir:

= Fazer uma analise da sensibilidade da resposta reoldgica das tensdes o(t),
deformacdes «(t), funcdo de fluéncia especifica D(t) e funcdo de relaxacéo

especifica E(t), considerando trés diferentes tipos de solicitagbes mecénicas e
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utilizando os modelos reoldgicos unidimensionais. A importancia de se obter
D(t) e E(t) € que 0s mesmos sdo obtidos em ensaios experimentais, de fluéncia e
de relaxacdo, respectivamente, e podem ser comparados com os resultados
numéricos e analiticos encontrados.

= Neste estudo, toma-se como base tanto a representacdo integral quanto a
representacdo diferencial para o desenvolvimento dos seguintes modelos
reoldgicos: viscoelasticos (Maxwell, Kelvin e Boltzmann), elastoplastico
(Modelo de Prandtl-Reuss) e viscoplasticos (com comportamento instantaneo e
sem comportamento instantaneo).

= Programar numericamente, usando o software MATLAB, o calculo da resposta
reolégica nos modelos, através do método das Diferencas e compara-lo com o

resultado obtido analiticamente, buscando comprovar a eficacia deste método;

1.4. CONTEUDO DO TRABALHO

Este trabalho estd organizado em cinco capitulos, conforme descritos a seguir: a
introducdo com suas generalidades, historico, motivacdo e objetivos descrevem o

primeiro capitulo.

No segundo capitulo se constituira de uma revisdo bibliografica, onde serdo abordados
os conceitos de reologia e a apresentacdo dos trés tipos basicos de comportamento
reoldgico: o elastico, o plastico e o viscoso. Também serdo determinadas as EDOs que
regem o comportamento dos seguintes modelos reologicos: viscoelasticos (Maxwell,
Kelvin e Boltzmann); elastoplastico (Prandtl-Reuss) e viscoplastico (com

comportamento instantaneo e sem comportamento instantaneo).

Os capitulos trés e quatro versam sobre as solucBes analiticas e numeéricas,
respectivamente, e suas aplicagcdes para trés diferentes tipos de testes: teste de fluéncia
com tensdo constante; teste de relaxacdo com deformacédo constante; e teste de fluéncia

com um trecho de tensao linear e depois tensao constante.

No capitulo cinco, serdo apresentadas algumas analises para ilustrar estes estudos
iniciais e validar as solucGes analiticas e numéricas desenvolvidas para os modelos. As
conclusdes deste trabalho, bem como as sugestdes de continuidade do mesmo, finalizam

a parte escrita da dissertacdo no capitulo seis.



CAPITULO 2
MODELOS REOLOGICOS

A reologia estuda as relacdes entre as tensfes, as deformacGes e o tempo. A Macro-
reologia € a parte da Reologia que procura estabelecer as equagdes constitutivas de cada
material, sem se preocupar com as origens fisico-quimicas das mesmas no interior da
matéria. Ja a Micro-reologia € a parte da Reologia que busca as origens fisico-quimicas
das equacdes constitutivas. O estudo que serd desenvolvido nesta dissertacdo enquadra-

se exclusivamente na Macro-reologia.

A Macro-reologia parte do reconhecimento de trés tipos basicos de comportamento
reoldgico, o elastico, o plastico e o viscoso, correspondendo cada um deles a um modelo
de comportamento do material: 0 modelo elastico, o0 modelo pléstico, e 0 modelo
viscoso. Estes tipos basicos de comportamento sdo combinados de diversas formas,
dando origem aos modelos conjugados, que, juntamente com 0s basicos, permitem

descrever com maior ou menor precisdo o comportamento reoldgico dos materiais reais.

Como em geral o comportamento reolégico dos materiais reais e bastante complexo, é
comum procurar associar aos mesmos varios modelos reoldgicos, de modo que cada um
deles descreva satisfatoriamente o comportamento do material real em determinadas
circunstancias. Embora seja possivel procurar definir um unico modelo para todas as
situacdes possiveis, a simplificacdo que se obtém com a decomposi¢do é quase sempre

compensadora.
2.1 MODELOS BASICOS

Os modelos basicos possuem relagdes matematicas bastante simples. A partir destes
modelos € feita uma combinacgéo entre eles para se obter representacdes mais complexas
que retratam de forma mais real o comportamento de um material. A seguir sera
comentado sobre os trés modelos basicos: elastico, viscoso e plastico, que sdo

mostrados na Figura 2.1
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Figura 2.1- Modelos basicos unidimensionais: (a) elastico, (b) viscoso, (c) plastico.
2.1.1 Modelo elastico

Os materiais elasticos sdo aqueles que quando solicitados, apresentam uma deformacéo
reversivel, que é atingida imediatamente ap6s a aplicacdo do carregamento. Assim esse
modelo é adequado para materiais cujo comportamento ndo varia com o tempo e que em

situacdes de descarregamento ndo apresentem deformacdes residuais.

O modelo elastico é representado por uma mola helicoidal ideal de massa desprezivel e
perfeitamente linear conforme a Figura 2.1 (a). Aplicando-se uma tensao constante G
na mola, observa-se uma deformacdo constante ¢, e proporcional a tensdo aplicada

como é mostrado na Figura 2.2.

om *t £(t)

rn|g

Figura 2.2 — Comportamento do modelo elastico

Na elasticidade linear a relacdo constitutiva é expressa pela lei de Hooke da seguinte

forma:
ot)=E-&(t) (2.1)

Onde a constante E é conhecida como médulo de elasticidade ou médulo de Young.
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2.1.2 Modelo viscoso

O modelo viscoso, também conhecido como modelo viscoso de Newton, é caracterizado
pelo comportamento dependente do tempo, ou seja, mesmo que as solicitagdes sejam
constantes, as deformacdes se alteram no decorrer do tempo. Este modelo €
representado por um amortecedor como mostrado na Figura 2.1(b). Aplicando-se nesse
elemento uma tensdo, a taxa de deformagdo é diretamente proporcional a tensdo

aplicada. Assim temos que:
o(t)=n-£(@t) (2.2)
Onde a constante 1 é conhecida como coeficiente de viscosidade.

Se aplicarmos uma tensio constante o, a taxa de deformacao sera constante, dada por:
(o)
et)y=—2 (2.3)
n

De modo que partindo do instante t=0, onde £(0)=0 e integrando a equacéo diferencial

(2.3) com essa condicao inicial, obtemos:
O
g(t) ="t 2.4
, (2.4)

Pode-se visualizar o resultado obtido na Figura 2.3 abaixo.

o) (1)

v

-
v

-

Figura 2.3 — Comportamento do modelo viscoso linear
2.1.3 Modelo plastico

No modelo plastico as deformacbes sdo imediatas e irreversiveis, ou seja, que nao

desaparecem quando ocorre o descarregamento. Este modelo é representado por um
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dispositivo de atrito como mostrado na Figura 2.1(c). Esse dispositivo desliza a partir

do instante em que a tenséo aplicada atinge o valor da tensdo de escoamento Gy.

Na Figura 2.4, abaixo, pode-se observar os diagramas (o, €) em um ensaio de tracdo

uniaxial.
o A o A
A A

o ——>9 7

[ Oy |

l |

[ I

I |

v vV
0 S 0 €
(a) plastico perfeito (b) plastico com encruamento

Figura 2.4 — Comportamento do modelo plastico

E possivel observar que existe uma tenso oy, chamada de tensdo de escoamento, tal que
enquanto ¢ for menor que oy, N80 aparecem deformagcdes plasticas, porém apos atingir a
tenséo o, as mesmas comegam a aparecer. No caso da Figura 2.4 (a), tem-se 0 modelo
plastico perfeito onde a tensdo permanece constante, enquanto a deformacdo pléastica
cresce. A linha tracejada indica que a descarga foi feita e ndo ouve reversibilidade da
deformacéo. No caso da Figura 2.4 (b), observa-se 0 modelo plastico com encruamento,
onde enquanto a deformacgdo plastica cresce a tensdo ndo permanece constante e

também cresce.
2.1.4 Modelos conjugados

Para representarmos os mais diversos tipos de materiais existentes, € necessario
combinar os trés modelos anteriores (elastico, viscoso e plastico), de modo que cada um
deles pode se apresentar em maior ou menor grau. Pode-se também colocar os mesmos
em posicoes diferentes para obter as mais diferentes respostas que caracterizem com

particularidade as caracteristicas de cada material.

Pode-se tomar como exemplo 0 aco, que em um ensaio de tracdo simples, pode

apresentar deformacdes conforme a Figura 2.5 abaixo:
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Figura 2.5 — Deformac0des imediatas no ago

Pode-se observar que enquanto o carregamento ocorre no trecho retilineo AB, esse
material apresenta apenas deformac@es elasticas, sendo que neste caso é representado
por um modelo eléstico linear. Se, no entanto for carregado até o ponto C, seu

descarregamento dar-se-a por CD, aparecendo uma combinacdo de deformacdes

elasticas . com deformacdes plasticas Eq, - Até aqui ja se observa a conjugacdo de um

modelo elastico com um modelo pléastico perfeito.

Se a tenséo aplicada no aco se mantiver constante por algum tempo, é possivel observar
deformacdes nao-imediatas (fluéncia do aco) de origem viscosa. Assim sendo, um
modelo reoldgico que represente o aco doce, por exemplo, deve ser formado através da

conjugacdo de modelos elasticos, plasticos e viscosos.

Da mesma forma, em um ensaio de compressdao simples em uma pega de concreto

apresenta deformacdes imediatas de acordo com a Figura 2.6.

Figura 2.6 — Deformagdes imediatas em uma pega de concreto
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Enquanto o carregamento estd no pequeno trecho retilineo AB, a pe¢a apresenta apenas
deformacdes elasticas, podendo, nestas condicdes, ser representado por um modelo
elastico linear. Se, no entanto for carregado até o ponto C, seu descarregamento se dara

aparecendo uma combinacdo de deformages elasticas . com deformages plasticas

&, - Até aqui ja observamos a conjugacdo de um modelo elastico com um modelo

plastico com encruamento.

Se a tensdo aplicada no concreto se mantiver constante por algum tempo, pode-se
observar deformacdes ndo-imediatas (deformacéo lenta do concreto) de origem viscosa.
Sendo assim, um modelo reoldgico que represente o concreto também deve ser formado

através da conjugacdo de modelos elasticos, plasticos e viscosos.

A obtencdo de modelos conjugados é feita pela combinacdo, em série ou em paralelo,
dos modelos fundamentais ja vistos, ou de outros modelos conjugados. Para uma
melhor organizacdo e compreensdo serdo apresentados separadamente, nos topicos

seguintes, os modelos viscoelasticos, elastoplasticos e viscoplasticos.
2.2 MODELOS VISCOELASTICOS
2.2.1 Conceitos Basicos

De acordo com os Principios Gerais da Mecénica, valem para todos 0s materiais as
equacdes de equilibrio e de compatibilidade e, especificamente para cada material sdo
validas as equacdes constitutivas, que revelam suas propriedades caracteristicas,

relacionando tensdes e deformagdes.

As relagdes constitutivas sdo extraidas de experimentos, para entdo ser estabelecido um
significado matematico através de equacgdes. Assim, para uma historia de tensdo o(t),
variando no tempo (tp < T < ®), pode-se medir a historia de deformacdo &(t)
correspondente, experimentalmente. Ou seja, a deformacéo &(t) dependera, geralmente,
de todos os valores de T no intervalo 1o < t < t, que matematicamente pode ser expressa

da seguinte forma:

&(t) =9 O'T(_T) (2.5)

=1,
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Onde 9 é um funcional, indicando que o valor de €, no tempo t, depende de todos 0s
valores de o(t), para t variando entre 1o e t. Sendo to um tempo inicial arbitréario, tal que

o(t) =0 e g(t) =0 para t < to. Este funcional € diferente para cada classe de material.

Assim, tem-se que, para materiais elasticos, a resposta € instantanea, ou seja, uma
deformacéo ¢(t) no tempo t dependente apenas do valor da tensdo o(t) no tempo t. Dai

pode-se escrever a Eq. (2.5) na forma:

&(t) = D{o(t)} (2.6)

Com D° sendo uma funcdo ordinaria definida nos reais. Se o material é linearmente

elastico a equacdo (2.2) pode ser simplificada para:
g(t) = D o(t) (2.7)

Sendo D um fator de compressibilidade elastica (definido como o inverso do médulo de
elasticidade E).

Isto ndo acontece para materiais viscoelasticos, uma vez que estes sdo caracterizados
pela dependéncia da historia do tempo no processo de deformacéo. Logo, suas relacbes

constitutivas devem ter a estrutura funcional de (2.5).

O comportamento viscoelastico tem como caracteristica essencial a variavel tempo. Isto
significa que materiais viscoelasticos, submetidos a tensdo constante, produzem
deformacdes que crescem com o tempo, ou quando submetidos a deformacéo constante,
passam a resultar em tensGes decrescentes com o tempo. O comportamento de um
material viscoelastico submetido a um teste de fluéncia, no qual uma tensdo constante

6o NO tempo 1, foi aplicada, encontra-se indicado na Figura 2.7.

(1)
/I/—- eve
by
gg | ~

o (t)

Cpo+t

L
Tp 't1 t

Figura 2.7 - Teste de fluéncia de um material viscoelastico, Creus (1986).
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A historia de tensdo, indicada na Figura 2.7, pode ser escrita da seguinte forma:

G(t) = 0Op H( t- 1o ) (28)
onde H(t - 1) € uma funcdo de passo unitério, definida como,

1 parat> 1
0 parat<rty

H(D = {
A equacdo acima define o valor da tensdo aplicada durante o teste de fluéncia e o tempo
de aplicacdo. Neste teste, geralmente séo encontradas duas componentes de deformagéo:

uma instantanea, que diz respeito a componente de deformagdo elastica ., e outra

lenta (ou de fluéncia), que revela a componente de deformacdo viscoelastica ¢

ve !

que

traduz o comportamento viscoelastico.

A linha tracejada, no grafico superior da Figura 2.7, indica a historia de deformacéo
para t > 1, obtida no descarregamento da tensdo aplicada no tempo t; > to. Em um teste
de fluéncia € comum substituir a relagdo funcional (2.5), por uma funcdo de trés

variaveis, isto é,
g(t) =D(oo, t, 1) (2.9)

onde D(oy, t, T) varia com o tempo t, sendo o e T constantes, que estdo diretamente

relacionadas com a linearidade e o envelhecimento de um material, respectivamente.

Muitos materiais apresentam comportamento linear sob baixas tensbes e
comportamento ndo-linear para altas tensGes, ambos para deformacéo elastica e
viscoelastica. Vale ressaltar que, em muitos materiais como, por exemplo, o concreto, a
histéria de carregamento e descarregamento é muito importante no contexto da

linearidade.
Para uma faixa linear, a equagéo (2.5) pode ser reescrita na forma,

g(t) = ooD(t, 1) (2.10)
onde D(t, 1) é a funcdo de fluéncia especifica, definida como a resposta, no tempo t,
para um passo unitario de tensdo aplicado no tempo t. Esta fungdo caracteriza o

comportamento do material viscoelastico linear.
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2.2.2 Representacao Integral

As relacbes viscoelasticas podem ser expressas por ambas as formas integral e
diferencial. A representacdo integral € mais geral, sendo, portanto, mais apropriada para
o desenvolvimento tedrico, ja a representacdo diferencial proporciona uma melhor

interpretacéo fisica do comportamento viscoelastico dos modelos reol6gicos.

Um comportamento viscoelastico é dito linear se, para uma dada historia de tensdes,
obtém-se uma histéria de deformacdes que se inter-relacionam, ou seja, é valido para
ambas as histdrias o principio da superposi¢do dos efeitos. Um comportamento € dito
continuo se, para duas experiéncias com histérias de tensdes proximas, correspondem

duas histérias de deformacges tdo proximas quanto se deseja.

Segundo Riesz (1990), a relacdo funcional de (2.5), para um comportamento

viscoelastico linear e continuo, pode ser escrita como,

5(t):jD(t—r)d(r)jr (2.11)

Além da relacdo (2.11), que é usada para encontrar a deformagdo, pode-se usar a

seguinte relacdo inversa para obter a tenséo:

oft)= [E(t-r)e(eHe 2.12)

onde &(t) e o(t) correspondem as deformagdes e tensdes, respectivamente. D(t-7) e E(t-

7) sdo conhecidas como funcdo de fluéncia e de relaxacao especifica, respectivamente.

Uma forma alternativa para a representacao integral pode ser obtida integrando-se por

partes a equacdo (2.11), onde se obtém a seguinte expressao:

—) I Tﬁ T (2.13)
Onde

T (2.14)
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2.2.3 Representacdes Diferenciais dos Modelos

O comportamento viscoelastico dos materiais em carregamento uniaxial é, geralmente,
representado por modelos constituidos de elementos elasticos e viscosos. Estes
elementos podem ser combinados, resultando em diferentes modelos reoldgicos que
traduzem o comportamento viscoelastico, como descrito por Christensen (2010), entre

o0s principais citem-se: Modelo de Maxwell, Modelo de Kelvin e Modelo de Boltzmann.

2.2.3.1 Modelo de Maxwell

O Modelo de Maxwell é composto por uma mola e um amortecedor, dispostos em série,
como ilustra a Figura 2.8 abaixo. Por ser uma associacdo em série, entende-se que
ambos os modelos bésicos estardo submetidos & mesma tensdo ¢ e que a deformacéo

total é igual a soma das respectivas deformacdes na mola e no amortecedor.

E M
. | .-
G o)
Figura 2.8 — Modelo Reoldgico de Maxwell
Assim, para este modelo, podem-se escrever as seguintes equacdes:

Compatibilidade:  &(t) = & (t) + &, (1) (2.15)
Equilibrio: o (t) = o, (t) = o(t) (2.16)
Constitutivas: o (t) = E&.(t) (2.17)
o,(t)=ns,(t) (2.18)

onde os subindices E e n indicam mola e amortecedor, respectivamente.

Diferenciando a equacdo (2.15) em relacdo ao tempo t e usando as equagOes
constitutivas para ambos, mola e amortecedor, obtém-se a equacdo para o modelo de

Maxwell. Assim tem-se que:

E0) =& (1) + &, (t) (2.19)
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o (t) o(t) &(t) (2.20)

ge (1) :?355('[) Z?jég(t) =
é,[t) = 7, =¢ ()= ao(t) (2.21)
n n

E chega-se a EDO (Equacdo Diferencial Ordinéria) que governa o sistema para o

modelo de Maxwell, dada por:
i o) o(t)
t = _—
£(t) = + ” (2.22)

2.2.3.2 Modelo de Kelvin

Dentre os diversos modelos, o bem conhecido Modelo de Kelvin é composto de uma
mola e um amortecedor, dispostos paralelamente, como ilustra a Figura 2.9. Por ser uma
associacdo em paralelo, entende-se que ambos os modelos basicos estardo submetidos a

mesma deformagao e que a soma das tensdes em cada modelo € igual a tensdo total c.

E
— —_—
c n c

Figura 2.9 - Modelo Reolégico de Kelvin

Sendo E, o Modulo de Elasticidade da mola e n, o coeficiente de viscosidade do

amortecedor, pode-se escrever as seguintes equacdes:

= Equilibrio:
o(t)=oc(t) +o,(t) (2.23)
= Compatibilidade:
eM)=¢e()=¢,(1) (2.24)
= Constitutiva para a mola:
oc(t)=E-&.(t) (2.25)
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= Constitutiva para o0 amortecedor:

o,t)=n-¢£,(t) (2.26)
onde os subindices E e n indicam mola e amortecedor, respectivamente.

Diferenciando e manipulando estas equagdes em relacdo ao tempo t, tem-se que:
o(t)=Eeg(t)+ ne, (9] (2.27)
o(t) = Ee(t) +ne(t) (2.28)
A equacdo 2.28 é a EDO que governa o sistema para 0 Modelo de Kelvin.

2.2.3.3 Modelo de Boltzmann

O modelo viscoelastico de Boltzmann é composto por uma associacdo em série do

modelo viscoelastico de Kelvin com uma mola, como € ilustrado na Figura 2.10 abaixo.

Ex

i Eo
—
«-— e o
o n

Figura 2.10 - Modelo Reoldgico de Boltzmann

onde Ex é o0 Méddulo de Elasticidade da mola que representa 0 modelo de Kelvin, Ep € 0
Mddulo de Elasticidade da mola que estd em série com o modelo de Kelvin e n € o

coeficiente de viscosidade do amortecedor.

Por ser uma associacdo em série de um modelo de Kelvin com uma mola, entende-se
que ambos o modelo de Kelvin e a mola estardo submetidos a mesma tensdo ¢ € que a
soma das deformacfes em cada modelo é igual a deformacdo total. Assim podem-se
escrever as seguintes equagoes:

= Equilibrio:

£() = &0, (©) + 5(6) = &) = &, ©) + 4, 1) (2.29)
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= Compatibilidade:

o(t) =0, (1) =0, (t) = 5(t) = 6¢, () =5, (1) (2.30)
= Constitutivas:
o, =E, &, (2.31)
o, =1"§, (2.32)
og, =By &, (2.33)

onde o subindice Ey indica mola que representa 0 modelo de Kelvin, o subindice Eo
indica mola que esta em série com o modelo de Kelvin e o subindice 1 indica a tenséo

ou deformacao no amortecedor.
Para 0 modelo de Kelvin tem-se que:
0, =0¢, +0, (2.34)
Aplicando as relacGes constitutivas para este modelo, tem-se:
oy =E. & +1n-¢, (2.35)

Ja foi mostrado que no o modelo de Kelvin a deformacéo total ¢, , € a mesma
deformagdo que ocorre na mola & _e que também é igual a deformagdo no amortecedor

¢, Assim, € possivel escrever:

o.=E g +n-& (2.36)

Ja para a mola:
o, =By &, (2.37)
Como de (2.30) o=o0,,entdo o=E, -, +1n-¢, . (2.38)

Da equacéo (2.29) pode-se dizer que & =& —&, = & =& — &,
Partindo da equacao (2.38) pode-se desenvolver da seguinte forma:

o=E(e-¢& )+n(e—¢&) (2.39)

o=Ee&—-Eeé +ne—neg, (2.40)

Como de (2.30) o =o¢,, entdo de (2.37) pode-se dizer que &, = Ez = &g, = I;i , por
0 0

iSsO:
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O'=E,<3—EkE£+77é—77z (2.41)

0 EO
G+—k0+ld:Ek8+ﬂ8 (2.42)
0 EO
E
o{l+—kj+lo‘: E.c+né (2.43)
0 0

A equacdo 2.43 é a EDO que governa o sistema para o modelo viscoelastico de

Boltzmann.
2.3 MODELO ELASTOPLASTICO
2.3.1 Conceitos Basicos

A plasticidade é definida como uma propriedade que permite um dado material se
deformar, sem ruptura, durante a aplicacdo de uma tensdo que excede o limite elastico
do material. Quando ocorre a remocao das cargas, existem deformacdes permanentes,
sendo que a deformacéo final dependera tanto das tensdes finais quanto da histéria de

tensdo desde o inicio do escoamento.
2.3.1.1 Comportamento Plastico

O comportamento plastico da maioria dos materiais, usualmente empregados em
estruturas, pode ser analisado seguindo-se um dos modelos apresentados na Figura 2.11,
obtidos de ensaios de tragdo uniaxial.

T g
s L
(a) £ ) £
g g
UD ........... go

£ £

(® @

Figura 2.11 — Modelos elastoplasticos (Foltran, 1999).
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Na Figura 2.11(a) vé-se o modelo elastopléastico perfeito, onde o material deforma-se
clasticamente até atingir a tensdo op, conhecida como tensdo de escoamento. Deste
ponto em diante, 0 material deforma-se indefinidamente sem que haja um acréscimo nas

tensbes. Este modelo é normalmente empregado para o aco.

Na Figura 2.11(b) observa-se o modelo de plastificagdo com encruamento linear, tendo
o material uma reserva de resisténcia apos a tensdo o ter sido alcangcada. Neste caso, ha
um acréscimo de tensdes acompanhando o acréscimo da deformacdo. O comportamento

de varios metais pode ser representado por este modelo, dentre eles o aluminio.

Nas Figuras 2.11(c) e 2.11(d), trata-se de materiais com comportamento ndo linear. Na
Figura 2.11(c), a nd&o-linearidade ocorre apenas depois de atingir a tensdao de
escoamento o©p. Em 2.11(d), o comportamento é ndo-linear desde o inicio do
carregamento, ndo sendo clara a separagdo das fases elastica e plastica. Estes modelos

podem ser empregados para estudo de materiais como o concreto.
2.3.1.2 Tipos de Encruamento

Tendo em vista 0 comportamento plastico através dos modelos apresentados, serdo
descritos, agora, 0s tipos de encruamento isotopico, cinematico e misto. Na Figura 2.12,
ilustra-se 0 comportamento de um material que, apds sofrer escoamento, é solicitado de

maneira reversa, podendo se comportar de uma maneira diferente da inicial.

Gol"

-Gl

/(@
/

Figura 2.12 — Tipos de encruamento (Foltran, 1999).

Admitindo-se um material com encruamento, na Figura 2.12(a), este é solicitado até
uma tensdo o1, apds o escoamento ter ocorrido em op. Em seguida, o carregamento é

invertido e o material escoa novamente, sob a agdo de uma tensao de modulo 1. Neste
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caso, 0 encruamento representa um ganho de resisténcia para o material, caracterizando

0 encruamento isotrépico.

Na situacdo da Figura 3.2(b), a tensdo de escoamento no carregamento reverso € -o»,
que tem modulo inferior a op. AsSim, tem-se que a existéncia do encruamento
representa uma diminuicdo de resisténcia para cargas no sentido reverso, caracterizando
0 encruamento cinematico, ou efeito de Bauschinger. Qualquer outra possibilidade de
encruamento pode ser escrita como uma combinagdo dessas anteriores, sendo conhecido

como encruamento misto.
2.3.2 Modelo elastopléastico de Prandtl-Reuss

O modelo elastoplastico de Prandtl-Reuss é obtido pela associacdo em série de uma

mola e um dispositivo de atrito, como ilustra a Figura 2.13 abaixo.

E
G

Figura 2.13 - Modelo elastoplastico de Prandtl-Reuss

'y
p

Por ser uma associacdo em série, entende-se que ambos 0s modelos basicos estardo
submetidos a mesma tensdo o e que a deformacéo total € igual @ soma das respectivas
deformacgdes na mola e no dispositivo de atrito. Assim, para este modelo, tem-se as

seguintes equacdes:

Compatibilidade: ¢=¢,_ +¢, (2.44)

Equilibrio: 0L=0, =0 (2.45)

Oy
onde os subindices E e o, indicam mola e dispositivo de atrito, respectivamente.
A tensdo ¢ na mola tem a Seguinte relacdo constitutiva:
o. =Eé, (2.46)
Portanto € necessario caracterizar a resposta mecanica do dispositivo de atrito. Para

entender melhor esta resposta se iniciara falando sobre o comportamento elastoplastico

perfeito.
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2.3.2.1 Comportamento Elastoplastico Perfeito
Sendo ¢ a derivada de € em relagdo ao tempo t, uma mudanca na configuragéo inicial do
dispositivo de atrito, s6 é possivel se égy # 0. Ja a tensdo o, no dispositivo de atrito, ndo

pode ser maior, em valor absoluto, do que o, > 0. Isto significa que as tensdes
admissiveis sdo obrigadas a residir no intervalo fechado [-cy, 6,] —R. Com isso, €

possivel definir o seguinte conjunto de tensdes admissiveis Es.

E,6 = {0' eR| f(o)= |0|—O'y SO} (2.47)
onde a funcdo f(o) :=|G|—ay£0 é chamada de condicdo de escoamento. Se
f(o)= |O'|—Gy <0 a resposta sera somente elastica, isto &, s é possivel que haja

deformacado plastica se f (o) =0. Com isso pode-se definir os seguintes conjuntos:

int(E,) = {o e R| f () =|o]- 5, <0} (2.48)
6E, ={o eR| f(0)=|o]- 0, =0 (2.49)
E_=int(E )USE, (2.50)

O conjunto aberto int(E_ ) corresponde ao intervalo elastico e o conjunto J0E_, chamado
de superficie de escoamento, corresponde ao contorno do conjunto E_, que é a unido
dos dois primeiros. Onde no modelo unidimensional JE_ ={-oy, oy} e reduz-se a dois

pontos, como serd mostrado na Figura 2.14.

ok
Oy ren
N
nt(£,) ——
-
£

/ oF,
T

Figura 2.14 — Representag&o gréafica dos conjuntos int(E_) e JE, .

E possivel observar que, neste simples modelo, o conjunto E_ se mantém constante ao

longo do tempo, devido a ndo existéncia do encruamento.
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Observe que, no caso de se ter f (o) = |<7|—ay =0, a interface de atrito podera sofrer

um deslizamento no sentido da for¢a ¢ aplicada, com taxa de deslizamento constante.

Assim, pode-se definir como y > 0 o valor absoluto da taxa de deslizamento. Tem-se

entdo que:
e, =yz20 se oc=0,>0
’ (2.51)
&, ==y <0 se oc=-0,<0
Entdo é possivel unificar as expressdes acima e escrever a seguinte expressao:
&y = v -sign(o) (2.52)

Que tem por nome lei de fluxo, onde sign(o): R — Ré a funcéo sinal definida como:

) +1 se o>0
sign(o) = {_ (2.53)

1 se o0<0

Para que a equacdo (2.52) seja descrita para qualquer estado de tensdo admissivel

implica-se as seguintes condigoes:

f(o)<0=y=0
(2.54)
y>0= f(o)=0
Entdo se pode dizer, a partir das expressdes acima, que
y-f(o)=0 (2.55)

Estabelecendo as chamadas condig¢des de Kuhn-Tucker.

Agora se deve encontrar uma forma de quantificar o valor de y para qualquer situacao,

em qualquer instante de tempo te[O,T]. Para isso considere o caso para um tempo t

onde partindo da premissa anterior que f(o):= |0|—<7y < 0e empregando-se a notacdo

flo(t)], conclui-se que f[o(t)]<0, uma vez que se f[o(t)] fosse positivo, implicaria

que f[a(t +At)]> 0 para At>0, violando a lei de escoamento. Portanto, tem-se que:
y>0=1f=0
_ (2.56)
f<0=y=0

Ou, alternativamente, pode ser escrito mediante uma Unica condicdo adicional, chamada

de condigao de persisténcia ou consisténcia,
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y-f(0)=0 (2.57)
Entdo como j& se sabe que, se f <O=y =0, deve-se, agora, encontrar o valor de y

quando f =0. Assim tem-se que:

. of . (2.58)
f=—o0
oo
A partir das equacdes (2.44) e (2.46) é possivel dizer que:
o= E(g—gay) (2.59)
Assim pode-se escrever (2.58) da seguinte forma:

foot E(6-¢,) (2.60)
oo y

E substituindo (2.52) em (2.60) tem-se:

fot g O Ey sign(o) (261)
oo oo

Como i =sign(o), resulta que:
oo

f =E¢ sign(c)—Ey (2.62)
Logo, fazendo-se f(c)=0 obtém:

y =¢& sign(o) (2.63)

Assim, pelo exposto é possivel escrever uma expressao que relaciona a taxa de tenséo e

a taxa de deformacdo. Como uma mudanca na configuracdo do dispositivo de atrito é

possivel apenas se éay #0, isso implica que partindo da equacéo (2.59),

c=E(é-¢,) se o=0, (2.64)

Substituindo em (2.64) o valor de égy da equacdo (2.52) é possivel chegar a:

6 =Eé&—Ey sign(o) (2.65)

Substituindo em (2.65) o valor de » da equacéo (2.63) tem-se:

6 = E¢ — E& sign(o)sign(o) (2.66)
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Como o produto sign(o)sign(o) € igual a 1, a taxa de tensdo é nula sendo, portanto

=0 (2.67)
Caso a taxa de deformacéo plastica for éay =0, ndo havera mudanca na configuracdo do
dispositivo de atrito e isso implica que,

c=Eé¢ (2.68)

Entdo, as equacbes que governam o sistema para 0 Modelo elastoplastico de Prandtl-

Reuss para um comportamento elastoplastico perfeito podem ser resumidas como.

. Es Se éay =0
= 0 se g,ay 40 (2.69)

2.3.2.2 Comportamento Elastoplastico com Encruamento Isotropico

Tendo mostrado 0 modelo constitutivo elastoplastico perfeito, sera explicado de forma
mais simplificada, o modelo com encruamento isotropico. Um modelo elastoplastico

com encruamento isotropico linear é apresentado na Figura 2.15 abaixo:

.y

Gy rgn
E, > <—E,
8-‘—

Figura 2.15 — Modelo elastoplastico com encruamento isotropico linear.

E possivel observar que, neste modelo, o conjunto de tensdes admissiveis E_ ndo é
constante ao longo do tempo. A expanséo no intervalo de E_ caracteriza o encruamento

do material. Esta expansao esta sujeita as seguintes condi¢es:

e O encruamento € isotropico, pois 0 centro se mantém na origem. Com isso

podemos definir uma funcdo de escoamento;

e O encruamento é linear em relacédo a éay e independente de sign(éay) :
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Da primeira condigdo podemos definir uma fungéo de escoamento como:

f(o,a) =|o]-[o, +Ka]<0, a=0 (2.70)
onde o, >0 e K >0 sdo constantes conhecidas. K € chamado de mddulo plastico. A

variavel «, chamada de varidvel de endurecimento interno, € uma fungédo do valor do

fluxo plastico.
A partir da segunda condicdo, pode-se definir uma lei de evolugéo para a , como:

; (2.71)

a.: :7/

Oy
A lei de fluxo, as condigdes de Kuhn-Tucker e a condigcao de persisténcia ndo alteram as

suas propriedades gerais em relacdo ao ja apresentado para o caso elastoplastico

perfeito. Assim tem-se que:

¢, =y-sign(o) (2.72)
Define a lei de fluxo. Com relacédo as condi¢bes de Kuhn-Tucker, pode-se dizer que:

y-f(o,a)=0 (2.73)

Ja para a condicao de persisténcia ou consisténcia tem-se a seguinte expressao:

y-f(o,a)=0 (2.74)
Como é necessario encontrar uma expressao explicita para y, deve-se fazer uso da

condicdo de persisténcia. O caso de interesse é aquele onde y # 0, f =0. Portanto, tem-

se que:
PN @19

f =sign(o)E(s—¢, ) —Ka (2.76)

f =sign(c)E& —sign(c)Ey sign(c) — Ky (2.77)

f =sign(o)Es—y(E+K) (2.78)

Logo, fazendo-se f (o, ) =0, resulta que:

_sign(o)Eé¢ (2.79)
~ (E+K)
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Assim é possivel escrever uma expressdo que relaciona a taxa de tensdo e a taxa de

deformacgdo. Como uma mudanga na configuracdo do dispositivo de atrito € possivel

apenas se g'c,y # 0, isso implica que, partindo da equacao (2.59),

dzE(é—éay) se 0>0,

Substituindo na equacéo anterior o valor de éf,y , tem-se:

6 =E[é—y-sign(o)]

Como o valor de y é dado na equagéo (2.79), pode-se dizer que,

6= E{é ——Sigg(ﬁ)f‘é -sign(o)}

E ainda é possivel desenvolver (2.82) da seguinte maneira:
6= E(s’— Ee j
E+K

o=Egl1- E =E K &
E+K E+K

) EK .
o= &
E+K

(2.80)

(2.81)

(2.82)

(2.83)

(2.84)

(2.85)

Caso a taxa de deformacdo plastica seja g'gy =0, ndo havera mudanca na configuracdo

do dispositivo de atrito e isso implica em:

oc=E¢ ,se o <o,

(2.86)

Entdo as equacdes que governam o sistema para 0 Modelo elastoplastico de Prandtl-

Reuss para um comportamento elastoplastico com encruamento isotrépico linear podem

ser resumidas como:

_ = se &, =0
TTIEK sse s 20
E+K !
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2.4 MODELOS VISCOPLASTICOS

2.4.1 Modelo Viscoplastico com Comportamento Instantaneo

O modelo viscoplastico com comportamento instantaneo é obtido pela associacdo de
uma mola com constante elastica E, que esta ligada a um amortecedor com constante n,
onde este estd em paralelo com um dispositivo de atrito com coeficiente de atrito oy,

como ilustra a figura 2.16 abaixo:

A

e
— 4/\/\/\/——b
o 4]

Oy

Figura 2.16 - Modelo viscoplastico com comportamento instantaneo

Sendo o a tensdo aplicada no conjunto ¢ € a deformacéo total obtida, para este modelo,
tem-se a seguinte equacao:

e +e, (2.89)
onde & é a deformacdo na mola. Assim, tem-se que a tensdo o na mola tem a seguinte
relacdo constitutiva:

oc=E& =E(¢—¢,) (2.89)
Portanto € necessario caracterizarmos a resposta de &,=&—¢&; . Para este fim,

considere o conjunto de todas as tensdes possiveis, cujo valor absoluto for menor ou

igual ao coeficiente de atrito oy. Este conjunto é o intervalo fechado [-o,,0,]. Assim
como foi feito na secdo anterior, sera usada a seguinte notacao:

Eaz{ae R f(a):|0'|—0'y SO} (2.90)
E assim serd chamada a funcdo f(a)=|o|—<7y de funcdo de carregamento. Além

disso, lembra-se que int(E ) e OE_ indicam o interior e o contorno de E_ ,

respectivamente, isto é:
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int(g,) =(-o,,0,), 6&, ={~0,,0,} (2.91)
Com essas anotacGes em méaos, consideram-se as duas seguintes possibilidades:

a) Primeiro, sendo o € int(E,). Entdo f(o)=|o]-o, <0 e nenhuma mudanca

instantanea deve ocorrer em &, =& — &, logo,

£, =0 se f(o) E|O‘|—O'y <0 (2.92)

Assim:
E=¢.=0E (2.93)
o":ié‘ (2.94)

b) Segundo, assume que oc¢E, , f(o)=|o]-0,>0 . Entdo, a tensdo no

dispositivo de atrito € o, e a tensdo no amortecedor, chamada de tensdo extra e

denotada por o, , € dada como:
B O'—UyseGZUy B _
Ter _{0'4-0'), se o <-o, _qa|_0y)5'9”(0) (2.95)

Usando-se o fato que a tensdo o, no amortecedor esté ligada a deformagéo através da

relagdo viscosa o, =7¢,, de (2.94), obtem-se:

i :% fo)sign (@) se  f(o)=|o]-0, 20 (2.96)

Para uma melhor interpretacdo de (2.95) primeiro sera introduzido uma constante de

tempo, designada por t, como:

_n
e (2.97)

Esta relagéo entre o coeficiente de viscosidade do amortecedor e a constante da mola é

chamada de tempo de relaxacéo. Assim pode-se reescrever (2.96) como:

-1

, = E7ﬂa|sign (0)-0,sign (o)] (2.98)

32



Ep = ET [0 —o,sign (0)] (2.99)

De (2.89) tem-se que:

& =Eé—Eé, (2.100)
4 (2.101)
6=Eé- EE—[a—oysign (o))
T
1 .
G+-o=Eé+=0sign (o) (2.102)

T T

2.4.2 Modelo Viscoplastico sem Comportamento Instantaneo

O modelo viscoplastico sem comportamento instantaneo é obtido pela associacdo de
uma mola com constante eldstica E em série com um dispositivo de atrito com
coeficiente de atrito oy, que estdo ligados em paralelo a um amortecedor com constante

n, como ilustra a figura 2.17.

Figura 2.17 - Modelo viscoplastico sem comportamento instantaneo

Sendo ¢ a tensdo aplicada no conjunto e € a deformacado total obtida, para este modelo,
tém-se as seguintes equacoes:
E=6, =6y =6 +&, (2.103)
oc=0,+0, (2.104)
onde ¢, € o, sdo a deformagdo e a tensdo elastoplastica, respectivamente. Ja os

subindices E , o, e 7 indicam mola, dispositivo de atrito e amortecedor,

respectivamente.

Assim a deformagéo € na mola tem a seguinte relagéo constitutiva:
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lo (2.105)
Ee = ?

Como a tensdo maxima na mola é o, ja que a mesma encontra-se em série com o

dispositivo de atrito, isso implica que:

O, =O0¢ (2.106)

ep

E a deformacéo méxima na mola é dada por:

o (2.107)

_ y
€E max _E

Tomando como referéncia a funcdo de carregamento f(0)=|0|—0'y, que foi

apresentada no item anterior, e a deformacg&o elastica na mola ¢, podemos considerar

as duas seguintes possibilidades:

a) Primeiro, sendo f(o)=|o]—0, <0 oU |eg|<&pm OU SigN(c) #sign(e:) , ©
sistema se deforma em regime viscoeldstico e nenhuma mudanca instantanea

deve ocorrer em &, =&—&¢, isto €,

&, =0 (2.108)
Entdo é possivel reescrever as equacdes (2.103) como:

=6, =6 &, (2.109)

o=0,+0; (2.110)
Manipulando estas equacfes é possivel chegar a uma Unica equacdo que
descreve o comportamento do sistema:

(7=77é+E(8—80y) (2.111)

E a deformacao elastica na mola sera:

=t (2.112)

b) Segundo, assume que caso contrario, se f(o)=lo]-0,20 e |ez|>epp ©
sign(o) =sign(ez) , o sistema se deforma em regime viscoplastico e a
deformacéo na mola & ndo sofreré alteragdo, sendo seu valor em modulo igual

a &g - POde-se entdo afirmar que a deformagéo na mola sera:

34



Ee = EemSION(EL) (2.113)

Ja atensdo o na mola sera dada por:

or =0o,sign(o) (2.114)

Assim as equac0es (2.103) e (2.104) tornam-se,

£=¢,=6c &, (2.115)

o =0, +0,sign(c) (2.116)

A tensdo no amortecedor, denotada por o, , € dada por:

o, =0-o,sign(c) (2.117)
Usando-se o fato que a tensdo o, no amortecedor esta ligada a deformagéo

atraves da relagdo viscosa o, =n¢, , partindo-se de (2.117) sera escrito:

£, =%[0'—6ysign(a)] (2.118)
Como ¢ = ¢, tem-se:

= %[0' —o,sign ()] (2.119)
E a deformacao plastica no dispositivo de atrito sera:

&5 =&~ EenSION(&E) (2.120)
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CAPITULO 3
SOLUCOES ANALITICAS

3.1 TIPOS DE TESTES

Como ao longo do capitulo anterior foram encontradas as Equagdes Diferenciais
Ordinarias que caracterizam o comportamento de cada um dos modelos reoldgicos
estudados, deve-se, neste capitulo, encontrar suas respectivas solucdes analiticas. Para
0os modelos viscoelasticos e viscoplasticos serdo encontradas as devidas solugdes
analiticas para os seguintes ensaios, apresentados nas figuras 3.1, 3.2 e 3.3,
respectivamente:

e Teste 1: Teste de fluéncia com tensdo constante

o(t)
o o(t) = co.H(t)
Onde:
=0
1o t
0 set<t,
&(t) H(t) =
e=? 1set>t,
o, = tensao inicial
t, = tempo inicial
to t

Figura 3.1 — Teste de fluéncia com tenséo constante

Para o teste de fluéncia apresentado na figura 3.1, tem-se uma tensdo o nula até
0 instante de tempo t,, onde depois de atingir o tempo t, a tensdo passa a ter um
valor constante igual a o, Assim, é possivel dizer que a tensdo pode ser
representada por:

o(t)=o,H ()

onde H(t) é a funcédo de passo unitario.
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A partir deste teste, com o uso das Equacgdes Diferenciais Ordinarias de cada
modelo, que foram encontradas no capitulo 2, sera encontrada a solugédo
analitica para as deformagdes ¢(t). Em seguida, ja com a solucdo de g(t) em
maos, iremos encontrar a Fun¢do de Fluéncia Especifica D(t).

Teste 2: Teste de relaxacdo com deformacéo constante

(1)
Sof——— e(t) = go.H(t)
Onde:
=0
tl} t
0set<t,
o(t) H(t) =
lset>t,
€, = deformacéo inicial
t, = tempo inicial
» =7
to t

Figura 3.2 - Teste de relaxacdo com deformacao constante

Para o teste de relaxacdo com um historico de deformacdo &(t) apresentado na
Figura 3.2, serdo resolvidas as Equacbes Diferenciais Ordinarias de cada
modelo, que foram encontradas no capitulo 2, para entdo chegar a solucdo
analitica para as tensdes o(t). Em seguida, ja com a solucdo de o(t) em maos,
pode-se entdo encontrar a Fungdo de Relaxacéo Especifica E(t).

Teste 3: Teste de fluéncia com um trecho de tensdo linear e depois tensdo

constante

A Figura 3.3 seguinte nos mostra este tipo de teste de fluéncia.
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/
rd
o(t !
© ,” Onde:
’ o(t) = C.t.H(t) - C.(t-t)H(t-t1)
Cof———A
| c=5%%
V\:_,o(r) = C.tH(t) t1
|
0 t : c>0
e(t 0set<t
® £=2 H(t-t,) '
lset>t
0set<O
H (t)
1set>0
0 t, t

Figura 3.3 — Teste de fluéncia com um trecho de tenséo linear e depois tensédo

constante.

Neste teste a tensdo o(t) € linear até o instante de tempo t;, sSendo dada por:

ot)=C-t-H()
Depois de atingir o tempo t; a tensdo o(t) passa a ter um valor constante igual a

oo, Sendo denotada por:

o(t)=0,=C-t-H(t)-C-(t—t)-H(t-1t)
Para este teste, também sera encontrada a solucao analitica para as deformacdes
g(t), a partir das Equagdes Diferenciais Ordinarias de cada modelo apresentadas
no capitulo 2 desta dissertag&o.
Este ensaio é o que mais se aproxima de um ensaio real, ja que em um
experimento de laboratorio as tensdes vdo sendo acrescentadas com o tempo até

atingir um valor maximo, que neste caso € a tensdo o,.

Tendo como base estes ensaios, serdo resolvidos cada modelo, separadamente, para os

trés testes mostrados anteriormente.

3.2 MODELOS VISCOELASTICOS

3.2.1 Modelo de Maxwell

Para este modelo, foi mostrado no capitulo 2, que sua EDO tem a seguinte forma,

repetida aqui:
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g(t):ﬂ_Fﬂ

= (3.1)

Portanto, é necessario resolver esta equacdo para cada um dos trés testes apresentados.
Primeiro deve-se encontrar a solucdo para a deformacdo e(t) e funcdo de fluéncia
especifica D(t) para o teste 1; Em seguida encontrar a solucdo para a tensédo o(t) e
funcdo de relaxacdo especifica E(t) para o teste 2; E por ultimo encontrar a solucéo para
a deformacao (t) para o teste 3.

3.2.1.1 Solucgéo para o Teste 1

Para o teste de fluéncia apresentado na Figura 3.1, tem-se &(t) =0, e iremos considerar

que t, =0. Assim a EDO (3.1) torna-se:

&=—= 3.2
7 (3.2)
Como o(t) =0, para t >0 a EDO de fluéncia é dada por:
. Oq
&£=-0 3.3
7 3.3)
Resolvendo a EDO (3.3) por integracédo, tem-se:
0¢ . [0,

Oy
=—1+C
=, T (3.5)

E necessario agora encontrar as condicdes iniciais para assim achar o valor da constante

C,. Para isso deve-se integrar a EDO (3.1) no intervalo infinitesimal de 0~ a 0*. Assim:

j;g dt = j;%dt +j;%dt

(3.6)
tog 1 ¢too ot
g dt=gl 5 +;L dt 3.7)
0" 1 0" 0t
)| ==ot)| +Zt (3.8)
0 E oo T |o
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[g(o+) —g(O)]=é[a(O*) —0(0)]+%(0+ —0’) (3.9

Como os valores de ¢(07), o(07)e (0+ —O‘) séo nulos chega-se a:

£(0°) = éa(oq (310

Partindo-se da equacdo (3.5) e fazendo-se o valor de (t) igual a £(07) da equacao

(3.10),

L 50)=0t4c,
E n

(3.12)
Como o tempo tinicial é igual a0 e o(0") = o, é possivel afirmar que:
_ %
C=% (3.12)

Uma vez encontrado o valor da constante C,, a solu¢éo &(t) da EDO para esse teste é
dada por:

%o+, %0
=0t ~0
T T E (3.13)

Uma vez que obtida a solucdo para as deformac6es ¢(t) dadas por (3.13), deve-se agora
obter a solucéo para a fungdo de fluéncia especifica D(t). Para isso foi colocado o o, da

solucgéo anterior em evidéncia.

1 1
EZO'O(E+;'[J (3.14)
Como D(t) é dada por,
D(t) = 2V (3.15)

Podemos dizer que D(t) é:

11
PO =g+t (3.16)
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Analisando a solu¢do (3.16) é possivel observar que, se t=0, tem-se D(t) =1/E e isso faz
sentido, porque para um tempo imediato o amortecedor € um membro rigido e a tenséo

é totalmente absorvida pela mola. Uma vez que para materiais lineares elasticos:

—E=E (3.17)

3.2.1.2 Solucdo para o Teste 2

Para o teste de relaxacdo apresentado na Figura 3.2, tem-se £(t) =0, e sera considerado

que t, =0. Assim a EDO (3.1) torna-se:
2+2=0 (3.18)

Resolvendo a EDO (3.18), tem-se:

6_ o (3.19)
E 7n
_E (3.20)
o 7
100 E
—dt =—|—dt
J2%u a8
E
nho=——t+C
A 2 (3.22)
Fazendo-se a inversa de In, tem-se:
—Et+CZ
o=e’” (3.23)
_E
c=C,-e” (3.24)

Deve-se agora encontrar as condigdes iniciais para achar o valor da constante C,. Para

isso deve-se integrar a EDO (3.1) no intervalo infinitesimal de 0"a 0". Assim:
sat=[ L+ [ Zd
Jog t_.[oE t+.[o; t (3.25)

I@Et—_fgzm —ﬁm (3.26)
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st)| =tow)| +Zt (3.27)
0~ E 0~ 77 0~
[(07) - £(07)]= é[a(m) —o(0)]+ %(o+ ~0) (3.28)
Como os valores de £(07), o(07)e (0+ —O‘) sdo nulos chega-se a:
o(0")=Eg(0")
(3.29)

Partindo-se da equagdo (3.24) e fazendo-se o valor de o(t) igual a o(0") da equacéo

(3.29),

_E,

Ee(0")=C,-e " (3.30)

Como o tempo tinicial é igual a0 e £(0") = ¢, € possivel afirmar que:

Eo

Eg,=C,-e " (3.31)

C,=Eg,
(3.32)
Uma vez encontrado o valor da constante C,, a solu¢do o(t) da EDO para esse teste é

dada por:

_E,

o=Eg,-e” (3.33)
Uma vez que obtida a solucédo para as deformacdes ¢(t) dada por (3.33), deve-se agora
obter a solucdo para a funcdo de relaxacdo especifica E(t). Para isso sera colocado o0 &

da solucéo anterior em evidéncia.

o= gO(E -e"t] (3.34)
Como E(t) é dada por:
t
E0)= Gg(o) (3.35)

Pode-se dizer que E(t) é:
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E

—t
E(t)=E-e” (3.36)
Analisando a solucdo (3.36) observa-se que para um tempo t=0, temos que E(t) = E, e
isso faz sentido, porque para um tempo imediato o amortecedor € um membro rigido e a

deformacéo é totalmente aplicada a mola.
3.2.1.3 Solucgéo para o Teste 3

Para o teste de fluéncia com um trecho de tens@o linear e depois tensdo constante
apresentado na Figura 3.3, serd resolvida usando a férmula geral da representacdo

integral (2.11) apresentada no capitulo 2, que € dada pela seguinte equacao:

i oo

g(t):ID(t—r)—df (3.37)
. or
Vé-se entdo que a tensio o(t) é dada por:
o(t)=CtH (t)-C(t—t)H(t-t) (3.38)

Modificando a equacéo anterior e substituindo a variavel t por T, tem-Se:

o(r)=CH(r)-C(r -t)H(r -t) (3.39)

Fazendo-se a derivada de o(z), obtém-se:

d d OH(z)) (o(z-t) oH(r-t)
a—j:CK@—ZH(T)%—T a; J—( Tartl H(f—tl)+(r—tl)#ﬂ (3.40)

1, 9020 4 HE) 50, wZé’(r—tl),aSSimi
T

or
Na equacdo (3.40) — =
quacao ( ) or or T

oo

o, ~ClH@+0@]-[HE-t)+ -1 -v)] (3.41)
onde d(t) € a funcdo Delta de Dirac, que ¢é dada por:
+0 se 7=0

9(9)=10 se 7#0 (3.42)

Como foi mostrado na solucéo para o teste 1, a funcao de fluéncia especifica D(t) é dada

por (3.16) e tem a seguinte forma:
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D(t) =+ + Lt
E 7

Pode-se entdo substituir D(t - t) e Z—G na formula integral (3.37) da seguinte forma:
T

j { }C [H(z)+75(r) - H(z -t) - (c -t)s(r —t) M~ (3.43)

Pode-se expressar como 4 integrais distintas:

:CJ‘{—+ 1 t— r)}H(r)dr+CJ‘[—+ 1 t— Z'):|T§(T)d2’—)
n n
(3.44)

—cj{ }H(r t)dz - CJ'{—+1t r)}(r t1)5(r t)dz
n

Das propriedades da funcdo Delta de Dirac, é possivel afirmar que os termos acima
indicados z5(r) =0¢e (r—t)o(r —t,) =0. Assim a segunda e a quarta integral, as quais

estes termos pertencem, sdo nulas e pode-se reescrever ¢(t) da seguinte forma:

cj H(r)dr+cj t—7)H(r)dr - cj H(r—t)dr - cj t-7)H(r-t)dz (3.45)
n

1

:E!H(T)dr+;tJ;H(T)dT—;{M(T)dT—EE[H(T—tl)dr—)

(3.46)
—Etj H(r —tl)dr+EIZH (r—-t)dr
n ny
3.47
6‘(t)= (% +Et)jH (r)dz ——IZH (r)dz _(%+_tjj H(r-t)dr+— . ItH (r—-t)dz (347)
1* Integral 2% Integral 32 Integral 4 Integral
Resolvendo a 12 Integral, tem-se:
jH (r)dz =H(2) - [tH (t) - OH (0)]
! H(z)dr =tH (t) (3.48)

Para resolver a 22 Integral, é possivel utilizar a regra de integracdo por partes da

seguinte forma:
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EH(r)drzj'udv:uv—.[vdu:r-zH(r)—j'zH(r)dr (3.49)

[ Y SE—

sz(r)dr =r-z‘H(r)—j.z'I-|(2')dr

2j‘z‘H (r)dz =7*H(7)

! H(z)dr = %(T) - P g(t) 0 g(o)} (3.50)
jTH ()dr = tz';(t) (3.51)

E para resolver a 3% Integral tem-se:

=[t-t)HE-t) -t —t)H -t)] (3.52)

t
t

[HE-t)dr=(r-t)H(E-1)

1

jH (r-t)dr=(t -t )H({t-t,) (3.53)

4

E finalmente para a 42 Integral tem-se:

ng(r—tl)dr:judv:uv—jvdu:r-(r—tl)H(r—tl)—j(T—tl)H(r—tl)dr

4

(3.54)

_t[rH(z'—tl)dz' =z'~(2'—t1)H(1'—t1)—jz'l-|(r—y)dr+ng (r—t)dr

2[H(r-t)dr =7 (—DHE-t) + (T —)H 1)
jﬁ(r—tl)dn%z(f‘@mr—tl)

(=t ) o (=t ). ] (355)
[ . JH(t t) [—2 jH(y q)}

2 2
Tt -t

t
t

ij(r—tl)dr:( )H(r—q)

1

t? -t

J'z-H(T_t,l)dz': JH(t_tl) (3.56)

Pode-se entdo retornar para a equacao (3.47), onde a partir das solugdes das 4 integrais

encontradas, € possivel reescrever &(t) da seguinte forma:
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e(t)= [% +EtJtH ) _Etz"'% _(% +%tj(t CHE-t) > (3.57)

n n
+9[t2 t12JH(t—tl)
n
S| S Se Sy € S S et He - (358)
g(t)—(Et+77t 277tJH(t)+( E nt+277t+277t1](t tl)H(t t,)
Ci Ly C c..cC (3.59)
E(t)z[Et-i‘%t jH(t)—i_(_E_z_nt—i_ztlj(t_tl)H (t—tl)
o= Str Lo o+ [-Se- S See o So- Sy
= E 3 2 _9 _3 2 E 9 _E 2 _

3.2.2 Modelo de Kelvin

Para 0 modelo viscoelastico de Kelvin, foi mostrado no capitulo 2, que sua EDO ¢é dada

pela seguinte equacéo:
o(t) =Ee(t) + ne(t) (3.62)

Agora esta equacdo serd resolvida para cada um dos trés testes apresentados

anteriormente.
3.2.2.1 Solucgéo para o Teste 1

Para o teste de fluéncia apresentado na Figura 3.1, tem-se o(t) =o,, para t > t,. Sera

considerando para efeito de célculo que t, =0. Sendo assim a EDO (3.62) torna-se:
o, =Ec+né (3.63)
Resolvendo primeiro a solugdo homogénea da EDO (3.63), considera-se o, =0, logo:
Ee, +né, =0 (3.64)

néy =—Eey
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Integrando ambos 0os membros, tem-se:

1dey . (E
Ig el Indt (3.65)
E
I - _=
ney ” t+C, (3.66)

Fazendo a inversa do logaritmo natural In chega-se a:

—Et+C3

&y =e” (367)
_E,
gy =Cy-€ 7 (3.68)
Uma vez encontrada a solugdo homogénea (3.68), deve-se agora partir para a solucédo

particular. Como o, é constante no tempo t > 0, a solucéo particular &, serd também

uma constante, assim:

ép =0 (3.69)

Partindo-se, entdo da nossa EDO (3.63), pode-se escrever para a forma particular:

o, =Es&y +1¢; (3.70)
_5%
= (3.71)

Sabe-se que a solucdo total é dada pela soma da solugdo homogénea com a solugédo

particular, logo:
E=¢&, +& (3.72)
_E o
e=C;-e” +E0 (3.73)

Deve-se agora encontrar as condicdes iniciais para achar o valor da constante Cs. Para

isso deve-se integrar a EDO (3.62) no intervalo infinitesimal de 0"a 0*. Assim:

[[odt=[Esdt+]nedt (5.7
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GJ-; dt = Egjz dt + 77]2% dt (3.75)

0* 0* 0*
o-t| =Ee-t| +net) (3.76)
0~ 0~ 0~
o(0" =07 )=Eeg(0" —0) +7[£(0") —£(07)] (3.77)
Como os valores de £(07) e (0" —07) séo nulos chega-se a:
ne(07)=0
(3.78)
£(0)=0

Partindo-se da equacdo (3.73) e fazendo-se o valor de ¢(t) igual a £(0") da equacédo

(3.78):

_E,

£(0) = %+c3 e (3.79)
Como o tempo tinicial é igual a0 e £(07) =0 é possivel afirmar que:

_%

C=—F (3.80)

Uma vez encontrado o valor da constanteC,, a solu¢éo &(t) da EDO para esse teste é

dada por:

e=——-—¢e’ (3.81)

Uma vez que obtida a solucédo para as deformacdes ¢(t) dada por (3.81), deve-se agora
obter a solucdo para a funcéo de fluéncia especifica D(t). Para isso sera colocado o o da

solucdo anterior em evidéncia.

1 1
=0y ———e” .82
£ O'O(E c J (3.82)
Como D(t) é dada por:
@ = £

(3.83)

Pode-se dizer que D(t) €:
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E

1 1 ¢
D(t)==—-—¢e "

® T E (3.84)

3.2.2.2 Solucgéo para o Teste 2

Para o teste de relaxacdo apresentado na Figura 3.2, tem-se g(t) = g,H(t), para t > t,.

Sera considerado para efeito de calculo que t, =0. Sendo assim a EDO (3.62) torna-se:

o(t)=Ee(t)+n % £(t) (3.85)
o(t)=EgH(t) + n%goH ®) (3.86)
o(t) = Eg,H (t) + e, o (t) (3.87)

onde d(t) ¢é a funcdo Delta de Dirac, que é dada por:

+o0 se t=0
=1 se t=0 (3.88)

Para o tempo inicial t, =0, a tensdo o(t) da equagdo (3.87) € infinitamente grande, ou

seja, 0 teste de relaxacdo para o modelo de Kelvin é fisicamente impossivel. Sendo

assim € possivel resumir essa solucdo da seguinte forma:

+o se t=0 (3.89)

o(t) =
Ee, se t>0

3.2.2.3 Solucéo para o Teste 3

Para o teste de fluéncia com um trecho de tensdo linear e depois tensdo constante

apresentado na Figura 3.3, resolver-se-a usando a formula geral da representacdo
integral (2.11) apresentada no capitulo 2, que e dada pela seguinte equacao:

i 0

£(t)= [D(t-7)2dz (3.90)
. or
E possivel ver que a tensdo o(t) é dada por:
o(t)=CtH (t)-C(t—t)H(t-t) (3.91)

Modificando a equacdo anterior e substituindo a variavel t por T, obteremos:
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o(r)=CH(r)-C(r-t)H(r —-t) (3.92)

Ja foi mostrado que a derivada de o (7), é:
% —cHE@+w@]-[HE 1) + (c-t)o¢ 1)) (3.93)

or
Como foi mostrado na solugdo para o teste 1, a funcao de fluéncia especifica D(t) € dada

por (3.84) e tem a seguinte forma:

E
1 1 —t
Dt)==-=¢e "
® E (3.94)

E possivel entdo substituir D(t - 7) e 8_0 na formula integral (3.90) da seguinte forma:
T

1 o1 “Etr) 1 1 —7E(t—r) S
5(t):CJ.{—_Ee ! H(T)dT+CJ E_Ee " jwo(r)dr —
(3.96)

—Cj{l—ie_”(t }H(r t)dz - CI{——%e_”(t_ }(r—g)w—maf

Das propriedades da funcdo Delta de Dirac, é possivel afirmar que os termos acima
indicados z6(r) =0e (7 —1)o(r —t) =0. Assim a segunda e a quarta integral, as quais

estes termos pertencem sdo nulas e pode-se reescrever &(t) da seguinte forma:

t t _Eq ct B
ZEJH(T)dT—%je " H(r)dr——jH(r t)dr+— Ie 2 H(r—tl)dr (3.97)
0
Ect E E.t E, (3.98)
:—jH(r)dr—Ee g !e" H(r)dr——jH(r tl)dH%e y je" H(r —t)dz
22 Integral 32 Integral 42 Integral

12 Integral

Para a 12 Integral, ja foi mostrado que:

j H(r)dz =tH (t) (3.99)
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Para resolver a 22 Integral, pode-se utilizar a regra de integracdo por partes da seguinte

forma:

t E E t E
=7 _ _ B _ .E TT_ E —T
_([Hu(r)e” dr—judv—uv jvdu_ H(7) Ee’ '([Ee” S(r)dz (3.100)

dv

E

t E
e n .ot n
H(r)e” dr=H(7) - —e” ——LH
{ (t)e” dr=H(0)- 2 =HE)

Ao

[H(e dr = %( —1]H (1 (3.100)

j.H (r)e” dr = %(e” —1}4 ()

Para a 3% Integral ja foi mostrado que:

[H@E-t)dr=(t-t)H({E-t,) (3.102)

|7

E finalmente para a 42 Integral tem-se:

je’f’H (r-t)dr %Me”t - e"tlJH (t—t)- [e”” —er” ]H (t, —tl)} (3.104)

4

j e" H(r—t)dr = (3.103)

I'I'Ild

[ (e —t)dr zg[e"t —e"“]H (t-t) (3.105)

Pode-se entdo retornar para a equacao (3.98), onde a partir das solugdes das 4 integrais

encontradas, € possivel reescrever &(t) da seguinte forma:

E

C C fipf E C
t)=ZtH(t)——e " L|e” —1|H(t)—=(t—t)H(t-
)= S~ e 2 e 2o~ Sy -

B (BB,
+Ee 7 %[e” —e” ]H(t—tl)

E(t_l)

()=EtH(t)——[1 e”JH(t)——(t H(t—-t)+ =1 (1 o

(3.106)

by
(3.107)

51



_|C¢_Cn Cn - _Ci G Cn Cno ~
g(t)_[Et =2+ e ]H(t)+( St e JH(t t) (3.108)

3.2.3 Modelo de Boltzmann

Para este modelo, foi mostrado no capitulo 2, que sua EDO ¢ dada pela equacéao (2.43).

Esta equacdo tem a seguinte forma:

a(1+%J+l¢= E.c+né (3.109)
0

0
Deve-se, portanto, resolver esta equacdo para cada um dos trés testes apresentados.
3.2.3.1 Solucgéo para o Teste 1

Para o teste de fluéncia apresentado na Figura 3.1, tem-se o(t) = o,e o(t) =0, e sera

considerado quet, =0. Assim a EDO (3.109) torna-se:

E .
o-o(l+ E—kj =E.&+né (3.110)

0

Resolvendo primeiro a solugdo homogénea da EDO (3.110), considera-se

0'0[1+ %J =0, logo:

0

E.s, +7é, =0 (3.111)

néy =—Eé&y (3.112)
B

&n n (3.113)

Integrando ambos 0s membros, tem-se:

J‘ldEH

E
dt =-| fdt (3.114)
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E
Ing, =——%t+C,

(3.115)
Fazendo a inversa do logaritmo natural In chega-se a:
—EH—C4
g, =¢e " (3.116)
=
gy =C,-e 7 (3.117)

Uma vez encontrada a solu¢do homogénea (3.117), deve-se partir agora para a solucao

. E ). ~ . )
particular. Como 00(1+E—kJ é constante no tempo t > 0, a solugéo particular &, sera
0

também uma constante, assim:

é,=0 (3.118)

Partindo-se, entdo da nossa EDO (3.110), pode-se escrever para a forma particular:

E (3.119)
o, 1+E—k =E,&p +1ép

0

Oy Ey
=—2|1+=
€p Ek( on (3.120)

Sabe-se que a solucdo total é dada pela soma da solugdo homogénea com a solugédo

particular, logo:

E=¢&y +é& (3.121)

E,

o E

e=C,-e " +E—°[1+E—"] (3.122)
k 0

Deve-se agora encontrar as condigdes iniciais para achar o valor da constante C,. Para

isso deve-se integrar a EDO (3.109) no intervalo infinitesimal de 0"a 0". Assim:

t E, tn o o
J.Oo'(l+ E—Ojdt + L £ dt = jOEkg dt + jong dt (3.23)
E, ¢t n poo . t tog
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o{l+ %Jt ' +Lot) " Ect ' T e(t) ’ (3.125)
0 + Eo . o o

a(1+ E—zj(m ~0 )+ Elo l6(07) = 5(07)]= E,£(0" =07 )+ 7]e(0%) — £(07)] (3.426)
Como os valores de (0+ —O‘), o(07) e &(07) sdo nulos chega-se a:

Eio (0") =72(0") (3.127)

¢(07) = % (3.128)

0
Partindo-se da equacdo (3.122) e fazendo-se o valor de g(t)igual a £(0") da equacao

(3.128),

E,
=kt o E -
g(0")=C,-e 7 + =014k |=20
©)=C. Ek( EOJ E, (3.129)

Como o tempo t inicial é igual a 0, pode-se afirmar que:

c,=2 % %
4 E, E. E (3.130)
O
c =_%
4 E, (3.131)

Uma vez encontrado o valor da constante C,, a solucdo (t) da EDO para esse teste é

dada por:

o, —t o E
e=——2.e 7 +2 1+E—k (3.132)

Uma vez obtida a solugdo para as deformagdes &(t) dada por (3.132), deve-se agora
obter a solucdo para a funcéo de fluéncia especifica D(t). Para isso sera colocado o oy da

solucdo anterior em evidéncia.

By
(i Ee ) @139

Como D(t) é dada por:
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(3.134)

Pode-se dizer que D(t) €:

1(, E .
D(t):E_(1+E_k_e 7 J (3.135)
3.2.3.2 Solucgéo para o Teste 2

Para o teste de relaxagdo apresentado na Figura 3.2, tem-se ¢(t) =¢, e £(t) =0, para

>1t,. Sera considerado para efeito de calculo que t, =0. Sendo assim a EDO (3.109)

torna-se:

E,
(1+ j+la E. (3.136)
E,) E

0

Resolvendo primeiro a solugdo homogénea da EDO (3.136), considera-se E, &, =0,

logo:

E .
(1+ E—k]aH + 1 s, =0 (3.137)
0

0 EO
Ou _ _L_Eo +E ]5 (3.138)
Ox E, n
Integrando ambos os membros, temos:
J‘ldO'Hdt J.E +Ekdt
n
E,+E
Ino, =——2—*t+C
OH 7 5 (3.139)

Fazendo a inversa do logaritmo natural In chega-se a:

EotEyp,q,
— n
o, =¢€
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_(Eg+Ey),

o, =Ce 7 (3.140)
Uma vez encontrada a solu¢do homogénea (3.140), deve-se partir agora para a solucao

particular. Como E, &, é constante no tempo t > 0, a solucéo particular o, sera também

uma constante, assim:

6, =0 (3.141)

Partindo-se, entdo da nossa EDO (3.136), pode-se escrever para a forma particular:

(3.142)
Op 1+E +io"P =E, &,
E0 EO
O'P(1+ %} =E, &,
0
o, = —xEo_,
PTE +E, ° (3.143)

Sabe-se que a solucdo total é dada pela soma da solucdo homogénea com a solucao
particular, logo:
oc=0, +0, (3.144)

_(Eo+B),
o(t)=Ce " + EE
E.+E,

& (3.145)
Deve-se agora encontrar as condic¢@es iniciais para acharmos o valor da constante C,.
Partindo-se, da equacéo (3.127), pode-se escrever a seguinte condicdo inicial:

Ela(w) —7¢(0")

0
o(07) =E,e(0") (3.146)
Partindo-se da equacdo (3.145), fazendo-se o valor de o (t) igual a o(0") da equacédo
(3.146) e considerando que £(0") = &,
(Eo+Ey)
R Ek Eo

0)=Ce "7 +—"" ¢ =E¢
co(0") 5 E, +E, 0 00 (3.147)

Como o tempo t inicial é igual a 0, pode-se afirmar que:
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E.E

C.=E ¢, — &
5 0“0 Ek+EO 0
(3.148)
2
C, = B &,
E.+E,

Uma vez encontrado o valor da constanteC,, a solugdo o(t) da EDO para esse teste é

dada por:

& (3.149)

Uma vez que ja obtemos a solucdo para as tensdes o (t) dada por (3.149), deve-se agora

obter a solucdo para a funcdo de relaxacdo especifica E(t). Para isso sera colocado 0 &g

da solucéo anterior em evidéncia.

E 7(E0+Ek)t
t) = ° |Ee "7 +E 1
o(t)=¢, Ek+EO|: 0 k:| (3.150)
Como E(t) é dada por:
_o(t)
Et) = ‘. (3.151)
Podemos dizer que E(t) é:
c EO c _(EO;;EK)I c
t) = e + 3.152
0= |5 k (3.152)

3.2.3.3 Solucéo para o Teste 3

Para o teste de fluéncia com um trecho de tensdo linear e depois tensdo constante
apresentado na Figura 3.3, resolver-se-a usando a formula geral da representacao
integral apresentada no capitulo 2, que € dada pela seguinte equacao:

e(t)= I D(t - r)a—o-df (3.153)

” ot

E possivel ver que a tensio o(t) é dada por:
o(t) =CtH(t) - C(t—t)H(t—t,) (3.154)
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Modificando a equagdo anterior e substituindo a variavel t por T, temos:

o(r)=CH(r)-C(r -t)H(r -t) (3.155)
Foi mostrado que a derivada de o(r) é
0 _

- CH@) +w(@)]-[H(r-t)+(-t)5( -t,)]} (3.156)

Como foi mostrado na solugdo para o teste 1, a funcao de fluéncia especifica D(t) € dada

por (3.135) e tem a seguinte forma:

&,
o)=L (10 Ee e
E E

k 0

Pode-se entéo substituir D(t - t) e Z—U na formula integral (3.153) da seguinte forma:
T

Eeir)

g(t)—J[EiEiEie " ]'C‘[H(f)”ﬂf)H(ftl)(“lw(”l)]df (3.157)

Pode-se expressar como 4 integrais distintas:

¢ E, t Ex Q
K (t-7) K (t-7) |——
g(t)ij i+i_ie 7 H(T)dTJrC.[ i-}-i—ie 7 o(r)dr >
E. E, E o| Bk Eo Ey

t o)
Cf| 22 -2e  HE-t)r -

o B B0 B | (3.158)
e[ 1 1 1 75@4)_,—9%

—cj —t+=——e " |r-t)5(r-t)dr
t E, E E

Das propriedades da fungdo Delta de Dirac, pode-se afirmar que os termos acima
indicados 76(r) =0e(r —t,)0(r —t,) =0. Assim a segunda e a quarta integral, as quais
estes termos pertencem sdo nulas e é possivel reescrever ¢(t) da seguinte forma:

_E(t_
n

£(t)= C(Eik+EioJi H (Z‘)dZ‘—EEk.:[e Mydr -

t t
—c(i+ijo(f—tl)dr+£je
Ek EO t Ek t

(3.159)

,E(t,
n

g
H(r -t,)dz
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By B,

5(t)zc(i+—]j|‘|(f r—Ege 7 je” H(r)dr >

E
k %/—/
12 Integral 22 Integral (3160)
C —hf
—c[—+—jo(r t)dr+—e ” je’f H(r-t,)dz
Ek 0 t Ek
3% Integral 42 Integral

Resolvendo a 12 Integral, obtém-se:

[H@dz=tH () (3.161)

Para a 22 Integral, pode-se utilizar a regra de integracao por partes e assim obter:

Ey Ex,
_[H(r)e” dr—El[e” —1}H(t) (3.162)
Para a 32 Integral, tem-se:
t
[HE-t)dr=(t-t)H(-t) (3.163)
t1
E finalmente para a 42 Integral tem-se:
t B, Ee; Eq
je" H(r - t)dr—E [e” —e” JH(t t,) (3.164)
k

l

Pode-se entéo retornar para a equacao (3.160), onde a partir das solugdes das 4 integrais

encontradas, é possivel reescrever g(t) da seguinte forma:

E, E, (3.165)
st)=c| L+ lHm-Se " Tler “1lHE) >
Ek EO Ek Ek
—Et Ek Ekt
of L et H-t)+Se " Ller —en" [H(t-t)
Ek EO Ek Ek
C C S C C
t)=| = +— |tH(t) - l1-e " |H({) —| =+—=tH (-t (3.166)
(t) ( on ® Ek{ } (t)- [Ek EOJ t-t) -
—E—(t—t
JL.C t H (t — t)+C—’Z 1-e " H(t-t)
E. E, E,
(3.167)
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3.3 MODELOS VISCOPLASTICOS
3.3.1 Modelo com Comportamento Instantaneo

Para 0 modelo viscoplastico com comportamento instantaneo, a solugdo depende da
seguinte condigdo:

seloj<o, =>éP=0=0= 13‘ (resposta elastica)
E (3.168)

) .1 .1 . . .
selo|>0, =& 20=>0+ ~o= Es+ —o,sign (o) (resposta viscopastica)

Deve-se, portanto, resolver este problema para cada um dos trés testes apresentados,
para encontrar a solucdo para as deformacdes ¢(t) e para as tensdes o(t) quando for o

caso.
3.3.1.1 Solucdo para o Teste 1

Para o teste de fluéncia apresentado na Figura 3.1, tem-se o(t) =o,e 6(t) =0, e deve
ser considerado que t,=0. Uma vez que o caso elastico é elementar (o, <o), sera

resolvida apenas a situagdo em que ocorre resposta viscoplastica (o, > o).

Sendo o, >0, da condicdo (3.168), onde o = o, > 7, , tem-se:

1 o, =E¢+-0,
T T
1 (3.169)
&= E_z' (00 O'y
Resolvendo esta a EDO por integracao, tem-se:
oe 1
Jatt=lg; e o (3.170)
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1
EZE—T(GO—Gy)t+C6 (3171)

Deve-se agora encontrar as condi¢des iniciais para achar o valor da constante C;.

[[o dt+£%cr dt=[ Es dt+£%o-ydt

(3.172)
ra—o- dt + —'[dt = Ej—dt —y'[;dt (3.173)

0" 0* 0* - 0"
o) | +Z2t| =Ee(t)| +2t (3.174)

0" 2 0 0" T 0"
lo(07) - o(0)]+ % 0" —07) =E[e(07) - £(0) ]+ %(m ~07) (3.175)

Como os valores de o(07), (0+ —O‘)e £(07) sdo nulos chega-se a:
+ 1 +

£(07)=20o(0) (3.176)

Partindo-se da equacdo (3.171) e fazendo-se o valor de g(t) igual a £(0") da equacédo

(3.176):

£(07) = (00—, )t + Cy = = 5(07)
Er E

(3.177)
Como o tempo t inicial é igual a0 e o(0") = o, pode-se afirmar que:
_ 9
Co=% (3.178)

Uma vez encontrado o valor da constante C;, a solu¢do ¢(t) da EDO para esse teste e

dada por:

1 o,
¢=p (O —o)t+ (3.179)

3.3.1.2 Solucdo para o Teste 2

Para o teste de relaxacdo apresentado na Figura 3.2, tem-se g(t) =¢, e £(t) =0, para

>1t,. Sera considerado para efeito de calculo que t, =0. Uma vez que o caso elastico
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e elementar (Eg, <o, ), sera resolvida apenas a situagdo em que ocorre resposta

viscoplastica (Eg, > o).

Pode-se entdo simplificar a condicdo (3.168), da seguinte forma:

o"+10= o (3.180)

L A , 1
Resolvendo primeiro a solugdo homogénea da EDO (3.180), considera-se —o, =0,

T
logo:
o, +—o, =0
, 1
On :_;GH (3.181)
ou__1
oy T
Integrando ambos 0os membros, tem-se:
1 doy, 1
J o a 0T -t (3.182)
I = 1t C
Noy =-_t+% (3.183)
Fazendo a inversa do logaritmo natural In, chega-se a:
—+C;
oy =€7 (3.184)
t
oy =Cer (3.185)

Uma vez encontrada a solugdo homogénea (3.185), deve-se partir agora para a solucao

. 1, x . . .
particular. Como — o, € constante no tempo t > 0, a solugdo particular o, sera também
T

uma constante, assim:

6, =0 (3.186)
Partindo-se, entdo da nossa EDO (3.180), pode-se escrever para a forma particular:
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(3.187)

(3.188)

Sabe-se que a solucdo total é dada pela soma da solugdo homogénea com a solugédo

particular, logo:

oc=0,+0, (3.189)

t

oc=C,e " +o, (3.190)
Deve-se agora encontrar as condi¢Oes iniciais para achar o valor da constante C, .

Partindo-se, da equacéo (3.176), pode-se escrever a seguinte condicdo inicial:

(0) =0 (0) .19)

o(0")=Eg(0")
Partindo-se da equacdo (3.190) e fazendo-se o valor de g(t)igual a £(0") da equacao

(3.191):

t

o(0")=C.e 7 + o, = Eg, (3.192)

Como o tempo t inicial é igual a 0, pode-se afirmar que:

C, =Eg —o, (3.193)
Uma vez encontrado o valor da constanteC., a solugdo o(t) da EDO para esse teste é

dada por:

t

o =(Eg—0,)e " +o, (3.194)
3.3.1.3 Solucéo para o Teste 3

Para o teste de fluéncia com um trecho de tensdo linear e depois tensdo constante

apresentado na Figura 3.3, foi visto que a tensédo o(t) é dada por:

o(t)=CtH (t) - C(t—t)H (t -t (3.195)
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Uma vez que o caso elastico € elementar (o, <o, ), sera resolvida apenas a situagdo em

gue ocorre resposta viscoplastica (o, > o, ), como é mostrado na Figura 3.4:

o(t)

Gol _ 111

OylL ———

Figura 3.4 — Teste 3 para 0 modelo viscoplastico com o, >0, .

Para este teste tem-se, sendo o, >0, o, >0 e t>t,com t, =0, a condigdo (3.168),

pode gerar 3 situacdes diferentes:

l.  Se 0<o<o,,observa-se que o=Ct e tem-se a seguinte EDO:

o=E¢
3.196
o (3.196)
E=—
E
Que resolvendo, obtém-se a seguinte solug&o:
C
e=—t 3.197
= (3.197)
Il.  Se o,<o<0,, tamhém o =Ct e tem-se a seguinte EDO:
< E . E 1 Eil
c=Eé-E-E'[o-0,] (3.198)

o1 o1
0+—0=E5+—0y
T T
C+1C-t: Eg’+10y
T T
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Ec= C+g—&

i T (3.199)
Resolvendo esta a EDO por integracao, tem-se:
Ct o
Lt =[|c+—== -2 it
f | ( = (3.200)
Ec=C- t+£9t Dy C,
27 T
C 1 C
=—.t+ —Lt+Cq
e 2E e (3:201)

Deve-se agora aplicar as condicOes iniciais para achar o valor da constante C,. Para
isso pode-se dizer que a condicdo final de | para o tempo t,, é igual a condicdo inicial

de Il para 0 mesmo tempo t,

C 1C,, C
t,)=—-t, +>—t2 ——Lt, +Co==
&(t,) el ol T ET £l (3.202)
Cy = Vt —lgti =t _%
Er @ 2Ec ” v C
1 o,
C,=-—2
=5 CEs (3.203)

Uma vez encontrado o valor da constante C,, a solugéo ¢(t) da EDO para esse teste é

dada por:

L1C e, (C o), 10
2Er \E E¢) 2CEr (3.204)

I1l.  Se o=0,,entdo 6 =0 e tem-se a seguinte EDO:

o= Eé‘—ElE’l[O'—O'y]
T

(3.198)
o"+l0': Eé+10'y
T T
= Eé+ﬁ
T T
. 0, ©O
Eé=—2-— (3.199)

Resolvendo esta a EDO por integracao, tem-se:
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a 0 y
Ef Egdt = (“7 = %jdt (3.200)

Cy—OC
0
&= :

t+C
Er 9 (3.201)

Deve-se agora aplicar as condicOes iniciais para achar o valor da constante C,. Para
isso pode-se dizer que a condigdo final de Il para o tempo t; é igual a condigdo inicial

de 11l para 0 mesmo tempo t; .

Oy — 0y 1Cc_, (C o 1 0'5
£(t) = t+C =2y Ty p 2
=g WG =gt (E Ec)' 2CEr (3.202)

cgzlitlz{g_@jtﬁi % _t_%
2Er

E Er

1 o7 o, o, 1 o
__0+0 0+ y

°"2CEr E CEr 2CEr

2 2 2 2
_0y log 10, o, 1(0,-0)

°"E 2CEr 2CEr E 2 CEr (3.203)

Uma vez encontrado o valor da constante Cy, a solugéo ¢(t) da EDO para esse teste é

dada por:

2 2
gz—yt+ﬁ+lw

Er E 2 CEs (3.204)
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CAPITULO 4
SOLUCOES NUMERICAS

Um modelo matemaético representa o fenémeno fisico para o qual se deseja a solugéo,
sendo este modelo formado pelas equacgdes governantes do problema, podendo ser uma
Unica equacdo ou um sistema de equac@es diferenciais. Assim, para resolver equacdes
diferencias, utilizam-se métodos numéricos, como o Método das Diferencas Finitas,
para aproximar as derivadas. Geralmente, usa-se a Série de Taylor da funcdo derivada
para a formula da aproximacao.

Este capitulo trata das solucbes numéricas a serem desenvolvidas para simular o
comportamento dos modelos reoldgicos citados. Inicialmente, sera abordada apenas a
formulacdo através do Método das Diferengas Finitas para cada modelo separadamente.
O procedimento consiste em escrever, a partir da equagdo diferencial de qualquer

modelo, uma solu¢do numeérica.
4.1 TIPOS DE TESTES

Para os modelos viscoelasticos e viscoplasticos, devem-se encontrar as devidas solucdes
numéricas para 0S seguintes ensaios, apresentados nas Figuras 4.1, 4.2 e 4.3,

respectivamente:

e Teste 1: Considere o teste de fluéncia da Figura 4.1 abaixo:

o(t)

Go

t ts t

Figura 4.1 — Teste de fluéncia

Para o teste de fluéncia apresentado acima, tem-se uma tensdo o(t) = oo até o
instante de tempo t;, onde a partir do tempo t; a tensdo passa a ter um valor nulo
ate atingir um tempo final t;. Assim, pode-se dizer que a tensdo pode ser

representada por:
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o, =0,%€ 0<t<t;
{0'i =0set <t<t, (4.1)
Ao, =0,-0,, (4.2)
A partir deste teste, com o uso das EquacBes Diferenciais Ordinarias de cada
modelo, que foram encontradas no capitulo 2, serd encontrada a solugdo
numerica para as deformagoes &(t).

Teste 2: Considere o teste de Relaxacdo da Figura 4.2.

g(t)

Eo

1 te t

Figura 4.2 - Teste de relaxagdo

Para o teste de relaxagédo apresentado acima, tem-se uma deformagéo &(t) = g
o(t) até o instante de tempo t;, onde a partir do tempo t; a deformacdo passa a ter
um valor nulo ate atingir um tempo final t;. Assim, pode-se dizer que a

deformacéo pode ser representada por:

g =& 5 0<t<t
{gi =0 set, <t<t, (4.3)
Ag, =€ —¢ 4 (4.4)
A partir deste teste, com o uso das EquacGes Diferenciais Ordinarias de cada
modelo, que foram encontradas no capitulo 2, serd encontrada a solucgdo
numerica para as tensoes o(t).
Teste 3: E o Teste de fluéncia com um trecho de tensdo linear e depois tenso

constante. A Figura 4.3 mostra este tipo de teste de fluéncia.
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o(t)

t t2 tr ¢t
Figura 4.3 — Teste de fluéncia com um trecho de tenséo linear e depois tenséo

constante.

Para o teste de fluéncia apresentado acima, tem-se uma tensdo o(t) = C.t até o
instante de tempo t;; a partir do tempo t; a tensdo passa a ter um valor o(t) = o
até o tempo t,; e a partir do tempo t, a tensdo passa a ter um valor o(t) = 0 até o
tempo final t; . Ap6s o tempo t, a tensdo passa a ter um valor nulo. Assim, pode-
se dizer que a tensdo pode ser representada por:

o,=C-tseO<t<t
o, =0, set <t<t, (4.5)
o, =0 set, <t<t,

Ao, =0,—-0,4 (4.6)

Para este teste serd encontrada a solucao para as deformagoes &(t).
Agora se deve desenvolver a solugcdo numérica de cada modelo separadamente.
4.2 MODELOS VISCOELASTICOS
4.2.1 Modelo de Maxwell
4.2.1.1 Solucdo para os Testes 1 e 3

Para 0 modelo viscoelastico de Maxwell, que foi desenvolvido na se¢do 2.2.3.1 na

pagina 18 deste trabalho, chegou-se a seguinte equacao:

o) , o (4.7)

£)="2 ;

Pode-se aproximar a taxa de deformacédo da equacdo acima de forma incremental, por

Diferencas Finitas. Assim é possivel reescrever esta equacao da seguinte forma:
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A _lag 1.
A, E A, ! (4.8)
_ (4.9)
Ag, = lﬂ+£0'i At
EA, 7

E dai, obter o incremento de deformacéo seguinte, como:
&g = & T Ag (4.10)
4.2.1.2 Solucdo para o Teste 2

Também se pode aproximar a taxa de tensdo da equacdo (4.7) de forma incremental, por

Diferencas Finitas. Assim é possivel reescrever a mesma equacao da seguinte forma:

A _1Ag 1.
M EM g0 (4.11)
1Ac, Ag 1
__:___O-i
EA, At 7

: (4.12)

Ao; =[%—£UJE.AQ
At 7

E dali, obter o incremento de tensdo seguinte, como:

o,,, =0, +Ac, (4.13)
4.2.2 Modelo de Kelvin
4.2.2.1 Solucdo para os Testes 1 e 3

Para 0 modelo viscoelastico Kelvin, que foi desenvolvido na se¢do 2.2.3.2 deste

trabalho, chegou-se a seguinte equacao:
o(t) = E&(t) + né(t) (4.14)

Pode-se aproximar a taxa de deformacdo da equacdo acima de forma incremental, por

Diferencas Finitas. Assim é possivel reescrever esta equacdo da seguinte forma:

A&
o.=Eg +n—-
i it AL

(4.15)
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- —E¢ 4.16
As Z(O', Ee j‘Ati (4.16)
n
E dai, obter o incremento de deformagéo seguinte, como:
&4 =& TAg (4.17)

4.2.2.2 Solucdo para o Teste 2

Para o teste 2 também pode-se aproximar a tensdo da equacdo (4.14) por Diferencas

Finitas. Assim é possivel reescrever a mesma equacao da seguinte forma:

(4.18)

4.2.3 Modelo de Boltzmann
4.2.3.1 Solucdo para os Testes 1 e 3

Para o modelo viscoelastico de Boltzmann, que foi desenvolvido na secdo 2.2.3.3 deste

trabalho, chegou-se a seguinte equacao:

(4.19)
o 1+i +lo":Ekg+77é
0 EO

Pode-se aproximar a taxa de deformacgéo da equacdo acima de forma incremental, por

Diferencas Finitas. Assim é possivel reescrever esta equacao da seguinte forma:

E n Ao, Ag;
o|l+ =X |+ ——F =E¢&+n—"
|( EO} EO Atl ki 77Atl (420)
U%:Gi 1+E +l%_Ek8i
At, E,) E, At
Ag =| o 1456 |+ 1A% _E L (4.21)
o) Eo A% n

E dai, obter o incremento de deformagéo seguinte, como:

g =& tAg (4.22)
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4.2.3.2 Solucdo para o Teste 2

Foi visto que para o modelo viscoelastico de Boltzmann, chegou-se & equacao (4.19).
Pode-se também aproximar a taxa de tensdo desta equacdo de forma incremental, por

Diferencas Finitas. Assim é possivel reescrever a mesma da seguinte forma:

E n Ao, Ag;
oi|1+=* |+ ——L=E. +n—r
|( EO} EO Atl ki n Atl (423)
7 Ao _ E.& +77%—(7i 1+E
E, At At, E,
Ao, =| E¢ +77%—o-i 1+E E.Ati (4.24)
At o/ |1

E dali, obter o incremento de tensdo seguinte, como:
0,1 =0; +A0, (4.25)
4.3 MODELOS VISCOPLASTICOS
4.3.1 Modelo com Comportamento Instantaneo
Foi visto que para o modelo viscoplastico com comportamento instantaneo, que foi

desenvolvido na secdo 2.4.1 deste trabalho, chegou-se as seguintes equacoes:

. .1, o
seloj<o,=é,=0=>06= ¢ (resposta elastica)

selo|>0,=>¢&,#0=>0+ 10 =E&+ 1aysign (o) (resposta viscopastica) (4.26)
T T

Deve-se, portanto, resolver este problema para cada um dos trés testes apresentados,
para encontrar a solucdo para as deformacgoes e(t) e para as tensdes o(t) quando for o

caso.
4.3.1.1 Solucdo para os Testes 1 e 3

Uma vez que o caso elastico é elementar (quando o, <o, ), para os testes de fluéncia

apresentados nas Figuras 4.1 e 4.3, sera resolvida a situacdo em que ocorre resposta

viscoplastica, ou seja, quando o, > o, .
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Pode-se aproximar a taxa de deformacgéo da equacdo (4.26) de forma incremental, por
Diferencas Finitas. Assim € possivel reescrever esta equacdo considerando as seguintes

possibilidades:

e Caso |oj| <o, , entdo a deformagéo seré:

4.27
Aoy _gAs e
At AL,
1
Ag; =—Ao; (4.28)
&4 =& +Ag (4.29)
o Se |ai| > o, pode-se escrever a deformagao como:

Ao L, _gha,l, sign (o) 4.30
A, Ay ' (4.30)
£(t) (4.32)
Ag _Ac 1 [o'i —o,sign (ai)] (4.32)

JA\ PREVA\ P
As, :é{Ao‘i +£[ai —o,sign (ai)]} (4.33)

T
&4 = & TAg (4.34)

4.3.1.2 Solucdo para o Teste 2
Para o teste de relaxagdo apresentado na Figura 4.2, seré resolvida a situacdo em que

. - : o f

ocorre resposta viscoplastica (ou seja, &, ZEV ), uma vez que o caso elastico é
O-y

elementar (quando ¢, < E).

Para a tensdo pode-se considerar as seguintes possibilidades:

e Se|oj|<o,, é possivel escrever a tensédo como:
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At, At, (4.35)
Ao, =EAg, (4.36)
0,4, =0, + Ao, (4.37)

e Caso |o;|> 0, entdo a tensdo sera:

Ao; +10_ —E%-l-la sign (o) 4.38
AL T A T i (439)
Ao _gh& 1 sign (0)-1o 4.39
A, AL Y o 439
AT
AO'i = EAgi +i[o-y5|gn (O'i) —Gi] (4.40)
T
o,, =0, + Ao, (4.41)

4.3.2 Modelo sem Comportamento Instantaneo

Foi visto que para o modelo viscoplastico sem comportamento instantaneo, que foi

desenvolvido na secdo 2.4.2 deste trabalho, chegou-se as seguintes equacoes:

c=né+E(e—¢,) se |o]<o, 0U |gg|< &g OU Sign(o) = sign(se)

£= i[a—aysign (0')] caso contario (4.42)
n

Deve-se, portanto, resolver este problema para cada um dos trés testes apresentados,
para encontrar a solucdo para as deformag0es e(t) e para as tensdes o(t) quando for o

caso.
4.3.2.1 Solugdo para os Testes 1 e 3

Uma vez que sendo o, <o, , 0 comportamento do sistema sera idéntico ao modelo

viscoelastico de Kelvin e 0 mesmo ja foi mostrado anteriormente, para 0s testes de
fluéncia apresentados nas Figuras 4.1 e 4.3 sera resolvida a situagdo em que ocorre

resposta viscoplastica, ou seja, o, > o, .
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Pode-se reescrever a equacéo (4.42) considerando as seguintes possibilidades:

e Se |oj|<o, ou |eg| <& OU sign(o;) #sign(e.) . € possivel escrever a

deformacéo total como:

né=o-E(e-¢,) (4.43)

Ag 11 B
A_ti = ” [ai E(e gay)] (4.44)
Ag, = % [O'i —E(g - gay)] (4.45)
&4 =& +Ag (4.46)

A deformacéo elastica na mola é:

Ee =& — &, (4.47)
E a deformacdo plastica no dispositivo de atrito &g, néo se altera.
e Caso contrario, entdo a deformagcdo total seguinte sera:
Ae. 1 .
—t =—|o, —o,sign (o,
AL 77[ . —a,sign (o7)] (4.48)
At .
a5, == o= a,sign (@) (4.49)
&y =& TAS (4.50)

A deformacdo elastica na mola ndo se altera. J& a deformacdo plastica no

dispositivo de atrito sera:

o, = Ein ~ EemSIGN(EE) (4.51)

y
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4.3.2.2 Solucdo para o Teste 2
Para o teste de relaxacdo apresentado na Figura 4.2, apenas a situagdo em que ocorre

: - . o , .

resposta viscoplastica (ou seja, ¢, > Ey) sera analisada, uma vez que 0 caso em que a
Lo - Oy ire

resposta e viscoelastica (quando g, < E) ja foi apresentado.

Para a tensdo pode-se considerar as seguintes possibilidades:

o Se |eg| <& OU SigN(Ag) #sign(e.) , é possivel escrever a tensdo total

seguinte como:
&
Oia =7 E(si.—¢., (4.52)

E a deformacao elastica na mola é:

€ T 6in &, (4.53)

y

e Caso contrario, entdo a tensdo total sera:

Ag, .
n—+=0,,—0,sign (o) (4.54)
At,
Ag; .
Oia =1 +0,Sign (o) (4.55)

Ja a deformacao plastica no dispositivo de atrito sera:

o, = €1~ EemmSIGN(EE) (4.56)

y
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CAPITULO5
ANALISE DAS RESPOSTAS

Neste capitulo, serdo apresentadas as analises das respostas analiticas e numéricas com
a finalidade de ilustrar as deformac6es, tensdes, funcdes de fluéncia e funcdes de
relaxacdo obtidas pelos modelos reoldgicos em estudo. Estas andlises servirdo de base,
dentre outros, para testar e validar as solugGes desenvolvidas para os modelos. As
solucBes analiticas serdo comparadas com as solugbes numéricas, que Serdo
implementadas com o Software MATLAB, utilizando-se o Método das Diferencas

Finitas.

Para cada modelo serdo feitas trés analises correspondentes a cada um dos trés testes
mostrados no inicio dos capitulos 3 e 4 desta dissertagdo. Assim, o capitulo sera
iniciado ilustrando as analises para 0 Modelo de Maxwell e depois serdo mostrados
analises para cada um dos demais modelos reoldgicos apresentados. As unidades
correspondentes que serdo apresentadas no decorrer desta secdo serdo as seguintes: E
em MPa (Mega Pascal); 1 em MPa.t; 6 em MPa; ¢ é adimensional e o tempo t em s

(segundos).
5.1 ANALISES PARA O MODELO DE MAXWELL

Anélise 1 — Considere 0 modelo de Maxwell e o teste de fluéncia apresentados na

Figura 5.1:

ls

E o(t)
Oo I
|
|
n| l |
—_— |
0
l to t1 te T
lc

Figura 5.1 — Teste de fluéncia para o modelo de Maxwell.
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A Tabela 5.1 mostra os respectivos valores atribuidos para este teste:

Tabela 5.1 — valores atribuidos ao teste de fluéncia no modelo de Maxwell.

E n Go to t tf

100 1000 50 0 20 60

A partir dos dados da Tabela 5.1, obter-se-a a solugdo analitica e numérica, sendo que
para a solugdo numeérica, sera adotado um passo de tempo At=0,2 e comparar-se-a com

os resultados obtidos analiticamente.

Com as solugBes analiticas e numéricas apresentadas nos capitulos 3 e 4,
respectivamente, e com o auxilio do software MATLAB, pode-se chegar aos resultados
das deformacoes e(t) para diferentes valores de 6o, como sé&o mostradas na Figura 5.2

abaixo, para o tempo t variando de tp a t;:

4.5 T
= Diferencas Finitas (co)
a4l Analitica (oo)
Diferencas Finitas (2.00)
350 | 7 — Analitica (2.c0)
< Diferengas Finitas (3.00)
al | 7" 7 " Analitica (3.00) ]

Deformacgao - ()

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
tempo -t

Figura 5.2 — Deformacdes para 3 valores de op no tempo tp a t; (At=0,2).

A Figura 5.2 apresenta a solucao para trés valores de cp. Sendo 6o = 50 (op), 6o = 100
(2. 00) e oo = 150 (3. 6p). A solugdo numérica por diferengas finitas permite calcular a
historia de deformac6es, gerando resultados idénticos em comparagcdo com a solucao
analitica. No grafico 3D da Figura 5.3 é mostrada a solucdo analitica para todos os

valores de og variando de 0 a 150.
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Figura 5.3 — Deformagdes analiticas para diferentes valores de 6o no tempo.

E possivel também chegar aos valores da Funcgio de Fluéncia Especifica D(t), como
podem ser observados na Figura 5.4:

0.03
0.025
002

0.015

Fator de fluéncia Dit)

0.01°

0.005

o Diferencas Finitas
Analitica

log ()

Figura 5.4 — Funcéo de fluéncia especifica em escala logaritmica do tempo (At=0,2).

Ser4 mostrado agora o comportamento completo deste teste, até o tempo final t; pelo
método das diferencas finitas na figura seguinte.

79



e Diferencas Finitas (oo) ;

..............
o i
1 K .

e e s e B
E :
& :
T :

(=) L [ demeeeeee Lcmcmmcec oo 1
4 :

) A — HE—— S T —— S— a

O e e o ;

0 i i i i i i

] 10 20 30 40 50 60

tempo - t

Figura 5.5 — Solugdo numérica completa de to a tr.

A partir dos resultados apresentados, observa-se que o teste de fluéncia para o modelo
de Maxwell apresenta uma deformacdo instantanea inicial. Em seguida a deformacéo
cresce com comportamento linear no intervalo de tempo t, a t;, onde em seguida
apresenta uma descontinuidade no momento em que houve o descarregamento no teste.
A partir deste momento seu comportamento é constante no intervalo de tempo t; a t;.
Observa-se, portanto que a deformacdo viscosa permanecera como uma deformacéo

residual mesmo apos o descarregamento do sistema.

Analise 2 — Considere o modelo de Maxwell apresentado na analise anterior. Considere

ainda o teste de relaxacao apresentado na Figura 5.6:
lo

E e(t)

Eo

—l 0
l to ts te t
lc

Figura 5.6 — Teste de relaxag@o para 0 modelo de Maxwell.
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A Tabela 5.2 abaixo mostra os dados para esta analise:

Tabela 5.2 — Dados para a analise 2

E n €0 to t tf

100 1000 50 0 20 60

Com estes valores pode-se obter a solucdo analitica e numérica, sendo que para a
solucdo numeérica, serdo adotados trés diferentes passos de tempo At para comparar a
solugdo numérica com os resultados obtidos analiticamente. Os resultados para as

tensdes sdo apresentados na Figura 5.7:

5000

+  Diferengas Finitas (At=0.5)
Diferencas Finitas (At=0.3)
“  Diferencas Finitas (At=0.1)
Analitica

4500 g+ -

4000 -

3500

3000

2500

Tensdo - ait)

2000

1500

1000 -

500 -

1] 2 4 ] 8 1I0 12 14 16 18 20
tempo - 1
Figura 5.7 — Tensdes analiticas e numéricas para diferentes valores de At

Na Tabela 5.3 apresentam-se os valores iniciais (t = 0,5) e finais da tensdo da Figura 5.7

Tabela 5.3 — Tens0es iniciais e finais

Tensdo inicial (t=0,5) Tenséo final

NG Analitica MUTETIEE Analitica
At=05 | At=0,3 | At=0,1 At=0,5 | At=0,3 | At=0,1
5000 4900 4803 4756,10 676,38 676,52 | 676,67 | 676,67

Observa-se que os resultados numericos melhoram com a diminui¢do do passo de

tempo e se aproximam da solucdo analitica. Nota-se também que para tempos finais a

resposta numérica se aproxima mais da solucdo analitica.
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Ser4 mostrada agora, outra comparacao de resultados das tensfes o(t), mas desta vez

para diferentes valores de €y, com um passo de tempo At = 0,2, como ilustrado na Figura
5.8:

15000 T T

| Qoo *  Diferengas Finitas (go)
,: \?Qo Analitica (z0)
| 0?‘% Diferencas Finitas (2.20)
% — — Analitica (2.20)
! QO% 3.c0 % Diferencas Finitas (3.20)
10000 [+ %, — - — " Analitica (3.20) 5
1% %,

Tensio - ait)

5000 k.,

o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Figura 5.8 — Tensdes para trés valores de gy, com tempo t de to a t; e At=0,2

Observa-se que os resultados obtidos por diferencas finitas sdo relativamente proximos
da resposta analitica e que os valores de o(t) sdo diretamente proporcionais aos valores

de &. Na Figura 5.9 é mostrada a resposta analitica para todos os valores de ¢ variando
de 0 a 150.

10000~ ...

Tensdo - oY)

8000~ ..o

20
Deformagio - =0

Figura 5.9 — Tensdes analiticas para diferentes valores de g9 no tempo.

Os valores da funcdo de relaxacdo especifica E(t) sdo mostrados na Figura 5.10, em
escala logaritmica, para um passo de tempo At=0,2.
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Figura 5.10 — Funcdo de relaxacao especifica

Uma vez mostrada a eficacia do método das diferencas finitas em comparagdo com a
solucdo exata, serd& mostrado agora o comportamento completo deste teste, somente

através do seu resultado numerico. Este resultado esta na Figura 5.11 seguinte:

5000FT""'""""}"""""""T'"""'""".’"'"""""".'""""""""""""""i
Y : i i D] me— Diferencas Finitas ||
4000 -3 oo oo ee o domommmes e oo ;
\, : ! ! ! : !
3000 |------ L e
\> ] 1 1 1 1 1
\- 1 ] ] ] 1 ]
2000 | ---------- Y R it id6 el ;
~ 1000 s N — s
I3 ' ~4 ! ! ' !
: i : : :
b 0 fromoreees R A B
w 1 ' [T b '
5 | i el |
P 000 [ ---mmm oo s Rty SRR LT LUEERS CEEEREEPRERRE DR PERPREPERS:
| ! I,f"
' 1 A
41170 J A ¥ S S
' i ra
: i s
23000 |- -nememeneend fronnnnennees LR R S S PO
i
: i : : : :
4000 |- oo mmm oo S ;
5000 I I I I I I
0 10 20 a0 40 50 60
Tempo -1

Figura 5.11 — solucéo numérica completa do teste.

A partir da solugdo numeérica completa, nota-se que este teste gera uma tensao
instantanea inicial e em seguida a tensdo cai exponencialmente até o tempo t;. Em

seguida sofre uma descontinuidade e atinge seu valor negativo maximo. Esta
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descontinuidade é provocada pela deformacdo instantanea aplicada, que é totalmente
absorvida pela mola. Apos este momento a tenséo total no modelo cresce e no decorrer

do tempo tende a voltar para a sua condicdo inicial.

Analise 3 — Considere 0 modelo de Maxwell apresentado na sec¢éo 2.2.3.1, com as suas
propriedades mostradas na Tabela 5.4. Considere ainda o teste de fluéncia apresentado

na Figura 5.12 abaixo, tendo seus dados também apresentados na mesma tabela:

lo
(1) 1 o(t)=Ct
c=2%
ol — — __ 11 | t,
[ | 11 — o(t) = 6o
L | | i 1 — o(t) = 0
0

III
l 1 t2 tr t

lo

E
n

Figura 5.12 — Teste 3 para 0 modelo de Maxwell.

Tabela 5.4 — Valores adotados para 0 modelo de Maxwell e andlise 3

E n 6o t; t tf

100 1000 50 20 40 80

Adotando-se diferentes passos de tempo At é possivel comparar a resposta numérica
com os resultados obtidos analiticamente. Estes resultados para as deformagdes totais

sdo apresentados na Figura 5.13:
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Analitica

+ Diferengas Finitas (At=2.0)
o Diferengas Finitas (At=1.0)
°  Diferencas Finitas (At=0.1)

156

Deformacgan - it)

05

...................................................

_______________________________________________________________

Figura 5.13 — Deformacg0es analiticas e numéricas para diferentes valores de At

A Tabela 5.5 apresenta os valores finais das deformag6es do grafico da Figura 5.13.

Tabela 5.5 — deformagdes finais

Resposta Numerica Resposta
At=2,0 | At=1,0 | At=0,1 | Analitica
2,05 2,025 2,0025 | 2,0000

A solucdo numérica por diferencas finitas permite calcular a histéria de deformacdes,

gerando bons resultados em comparag¢do com a solucgdo analitica. Observa-se que para

tempos iniciais a resposta numérica se aproxima mais da solucdo analitica e que 0s

resultados numéricos melhoram com a diminuicdo do passo de tempo.

Sera mostrada agora a resposta numérica completa do teste, com um passo de tempo At

= 0,2, para diferentes valores de C, como ilustrado na Figura 5.14:
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Figura 5.14 — Resposta numérica para diferentes valores de C

Observa-se que ao se inserir o carregamento mais rapidamente, com a mudanca da

constante C de 2,5 para 10, as deformagdes se tornam maiores no decorrer de todo o

teste.
De modo geral, a deformacao cresce em forma parabdlica até atingir o tempo t; e logo
em seguida este comportamento passa a ser linear no intervalo de tempo t; a t,. Logo em
seguida apresenta uma descontinuidade no momento em que houve o descarregamento
no teste. A partir deste momento seu comportamento € constante no intervalo de tempo
t, a t; e apresenta uma deformacdo permanente mesmo ap6s o descarregamento do teste.

5.2 ANALISES PARA O MODELO DE KELVIN

Anélise 1 — Considere o modelo de Kelvin e o teste de fluéncia apresentado na Figura

5.15:
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l Oto t te t

Figura 5.15 — Teste de fluéncia para o modelo de Kelvin.

Tendo como dados os valores apresentados na Tabela 5.6.

Tabela 5.6 — Valores adotados para a analise

E n 00 to t tf
100 1000 50 0 20 60

Com estes dados em maos, pode-se obter as respostas analitica e numérica, sendo que
para a solugdo numérica € possivel adotar diferentes passos de tempo At. Os resultados

para as deformacdes totais no tempo de 0 a 20 s&o apresentados na Figura 5.16:

0.45
04b
035
03-
o 0251
i)
js 3
o
E o2}
o
D
(]
015}
0.1 +  Diferengas Finitas (At=1.0)
o Diferencas Finitas (At=0.5)
0.05- ®  Diferencas Finitas (At=0.1)
Analitica
W] | | | | | | | | | ]
o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

tempo - t

Figura 5.16 — DeformagGes analiticas e numéricas para diferentes valores de At

Os valores finais dos resultados sdo mostrados na seguinte tabela:
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Tabela 5.7 — deformagdes finais

Resposta Numérica Resposta
At=1,0 | At=05 | At=0,1 | Analitica
0,4392 0,4357 | 0,4330 | 0,4323

Com os resultados apresentados é possivel observar que a resposta numérica se
aproxima da analitica e pode gerar 6timos resultados com a diminui¢do do passo de

tempo.

Para um passo de tempo At=0,2 serdo comparados os resultados das deformacdes &(t)
para diferentes valores de op. Considere os resultados numéricos e analiticos que s@o

mostrados na Figura 5.17:

Diferencas Finitas (oo)

08

06

*  Analitica (o)

— — Diferengas Finitas (2.q0)

Analitica (2.o0)

— - — - Diferengas Finitas (3.q0)

& Analitica (3.00)

el
it

£
<>
&%

Rt
3.0 _w.@roffw
Fiatd

2.(_5_9

Deformagio - s(f)

* &

04r

021

Figura 5.17 — Deformac0eses para trés valores de oo, com tempo t de tp a t;

Observa-se na Figura 5.17, que o algoritmo numerico, permite calcular a histéria de
deformacdes razoavelmente bem, em comparagdo com o resultado analitico. Os valores
de ¢(t) sdo diretamente proporcionais aos valores de op. Na Figura 5.18 abaixo é

mostrada a resposta analitica para todos os valores de o, variando de 0 a 150.
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Figura 5.20 — Solucdo numérica completa de ty a ts.

A deformacédo cresce exponencialmente até o tempo t;, onde atinge o seu valor maximo.
Em seguida este valor decresce no decorrer do tempo até voltar para a sua condigdo

inicial cuja deformagéo € zero.

Anélise 2 — Considere 0 modelo de Kelvin apresentado na andlise anterior. Considere
ainda o teste de relaxacdo apresentado na Figura 5.21 abaixo. Para a solu¢do numérica

desta andlise, utilizou-se um passo de tempo At=0,2.

e(t)

o

Figura 5.21 — Teste de relaxacao para o modelo de Kelvin.
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A Tabela 5.8 abaixo mostra os respectivos valores atribuidos para este teste:

Tabela 5.8 — valores atribuidos ao teste de relaxacdo no modelo de Kelvin.

E n €0 to t ts

100 1000 50 0 40 80

Na Figura 5.22 abaixo € mostrada a solu¢do numérica para este teste.

- aif)
1
1
1
1
1
1
1
L
1
1
1
1
1
1
1
L
1
1
1
1
I
1
1
L
1
1
1
1
1
1
1
)

Tensdo

Figura 5.22 — Solucdo numérica completa

A solucdo numérica acima mostra que a tensdo sofre um impulso no tempo inicial de
valor muito grande. Em seguida seu comportamento € constante com valor de 5000 no
intervalo de tempo tp a t;, onde em seguida apresenta um impulso negativo e permanece
com valor nulo até o tempo tz. Nota-se que os impulsos positivo e negativo ocorrem,

respectivamente, ao se aplicar a deformacéo ¢, e quando a mesma é retirada.

Analise 3 — Considere o modelo de Kelvin e o teste de fluéncia mostrado na Figura 2.23

abaixo, com as seguintes propriedades:

Tabela 5.9 — Valores adotados para 0 modelo de Kelvin e teste 3

E n 00 t1 t tf

100 1000 50 20 40 80
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Figura 5.23 — Teste 3 para 0 modelo de Kelvin.

Para a solucdo numeérica desta analise, um passo de tempo At=0,2 é considerado e 0s
resultados sdo comparados com os obtidos analiticamente. Estes resultados para as

deformagcdes totais séo apresentados na fFgura 5.24 para diferentes valores de n:

0-5 T T T T
Diferencas Finitas (1)

0.45 Analitica (1)
Diferencas Finitas (2.1)
0.4+ — — Analitica (2.1 b

“  Diferencas Finitas (3.1)

0351 — - — Analitica (3.m)

0.3

0.25

0.2

Deformagao - ()

0.15

0.1

0.05

tempo - t

Figura 5.24 — Deformagdes para trés valores de 1, com tempo t de tp a ;.

Esta figura permite notar que valores maiores de n geram deformagdes menores. As
solugdes numeéricas permitem calcular a histéria de deformagdes com valores bem

proximos, em comparacao com o resultado analitico.

Veja agora a resposta completa deste teste até o tempo final t; através da solucéo

numérica para dois diferentes valores de C na Figura 5.25.
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Figura 5.25 — resposta numérica completa de tp a tz.

A deformacdo cresce até atingir o seu valor maximo, sendo que com C = 10 as
deformacdes se tornam maiores do que com C = 2,5 até o tempo t, = 40. A partir deste
momento ambos 0s resultados sdo bem proximos e seus valores decrescem no decorrer

do tempo e tendem voltar para a sua condi¢do inicial cuja deformacé&o é zero.
5.3 ANALISES PARA O MODELO DE BOLTZMANN

Analise 1 — Considere 0 modelo de Boltzmann que foi apresentado na secdo 2.2.3.3,
com as seguintes propriedades: Eq = 100, Ex = 150 ¢ n = 1000. Considere ainda o teste
de fluéncia apresentado na Figura 5.26 abaixo, tendo como dados: 60=50, to =0, t; = 20
e tr = 60. Para a solugcdo numérica desta analise, um passo de tempo At=0,2 €

considerado e os resultados sdo comparados com os obtidos analiticamente.
lo

» ()

E
EK -r] T ‘
— 0
% to t1 tr t

!
|o

Figura 5.26 — Teste de fluéncia para o0 modelo de Boltzmann.
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Com as solugBes analiticas e numéricas apresentadas nos capitulos 3 e 4,
respectivamente, e com o auxilio do software Matlab para desenvolvimento dos
algoritmos, pode-se chegar aos resultados para as deformacdes &(t), que sdo mostrados

na Figura 5.27:

Diferencas Finitas {(oo)
— Analitica (o)
Diferencas Finitas (2.00)
— — Analitica (2.c0) 3.00 i
“  Diferencas Finitas (3.c0) WMW
— -~ Analitica (3.00) e

25+

o
o35

P
o"w

%
g
!
1
!
!

Deformacgan - =it)
%%

-

e oo

05§

"] 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ]
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

tempo - t

Figura 5.27 — Deformagoes para 3 valores de o até o tempo t;

A Figura 5.27 mostra que o aumento do valor de 6o 0casiona 0 aumento proporcional
das deformacdes totais do modelo e que a solugdo numérica gera resultados proximos
da solucdo analitica. Na Figura 5.28 apresenta-se um grafico tridimensional das

solugdes analiticas para todos os valores de 6o que variam de 0 a 150

o
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Figura 5.28 — Deformagdes analiticas para diferentes valores de oo N0 tempo.
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Veja o comportamento completo deste teste, até o tempo final t; pelo método das

diferencas finitas na préxima figura:

-

o s S
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Figura 5.29 — Solucdo numérica completa para o exemplo

A partir da solucdo numérica completa, nota-se que este teste apresenta uma
deformacéo instantanea inicial e em seguida a mesma cresce exponencialmente até o
tempo t;=20. Em seguida sofre uma descontinuidade no momento em que houve 0
descarregamento devido a deformacdo instantdnea da mola Eo. Depois a deformacéo
total no modelo decai e no decorrer do tempo tende a voltar para a sua condicéo inicial,

cujo valor é nulo.

Anélise 2 — Considere 0 modelo de Boltzmann apresentado na analise anterior.

Considere ainda o teste de relaxacdo apresentado na Figura 5.30:
lo

0

&(t)

E
o |
|
| [
Ex 1 ’ :
] . |
to t1 te t

lc
Figura 5.30 — Teste de relaxacéo para o modelo de Boltzmann.
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A Tabela 5.10 mostra os dados para esta anélise:

Tabela 5.10 — Dados para a anélise 2 do modelo de Boltzmann
Ex Eo n €0 ty tf

100 150 1000 50 20 60

Adotando-se um passo de tempo At=0,2 para a obtencdo da solucdo numérica, as

tensdes sdo apresentadas nas Figuras 5.31 e 5.32.

8000 -

e = Diferencas Finitas (1)
&
7000 |55, Analitica ()
- \\fi’g%o Diferencas Finitas (2.7)
L g, oy — — Analitica (2.)
6000 | : oy, . e
= = &-"%% “  Diferengas Finitas (3.1)
s R, Ptog, O] . .
U g Analitica (3.1)
" ey on“?o
5000 . g, "
= ‘ 2‘;‘? ! gy,
Rt
g 4000 :1% e e,
5 00 e
D eRe0ecanes
h
3000 -
2000
1000 |
W] | 1 | | | 1 | | | |
o 2 4 6 ] 10 12 14 16 18 20

Tempo - t

Figura 5.31 — Tens0es para trés valores de n, até o tempo t;

Na Figura 5.31 é mostrada a solugdo para trés valores de 1. Sendo n = 1000 (n), n =
2000 (2.m) e n = 3000(3.1) os resultados numMeéricos apresentaram-se ruins no inicio e
melhoraram com o passar do tempo.
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Figura 5.32 — Tens0Ges para trés valores de &, até o tempo t;

Jé& a Figura 5.32 apresenta a solugdo para trés valores de g. Sendo gy = 50 (eo), €0 = 100
(2. e0) € g = 150 (3. g0), sendo que os resultados numéricos apresentaram-se melhores
nos tempos finais em comparacdo com a resposta analitica. Na Figura 5.33 abaixo é

mostrada a resposta analitica para todos os valores de ¢ variando de 0 a 150.

18- ...

Tensdo - oit)

Deformagén - eo 0

Figura 5.33 — Tens0es analiticas para diferentes valores de g, no tempo.

Os valores da fungdo de relaxacdo especifica E(t) sdo mostrados na Figura 5.34 para
diferentes passos de tempo.
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Figura 5.34 — Funcdo de relaxacao especifica

Observa-se que 0s resultados numéricos melhoram com a diminuicdo do passo de

tempo e se aproximam da solucdo analitica. Nota-se também que para tempos finais a

resposta numeérica se aproxima mais da solucéo analitica.

Sera mostrado agora o comportamento completo deste teste através do seu resultado

numérico. Estes resultados estdo na Figura 5.35 seguinte:
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Figura 5.35 — solucdo numérica completa do teste.

A partir da solugdo numérica completa, nota-se que este teste gera uma tensédo

instantanea inicial e em seguida a tensdo cai lentamente até o tempo t;. Em seguida

sofre uma descontinuidade e atinge seu valor negativo maximo, depois a tensao total no

modelo cresce e no decorrer do tempo volta para a sua condicéo inicial, cujo valor €
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nulo. Esta resposta é semelhante a resposta apresentada pelo modelo de Maxwell na

pagina 83.

Anélise 3 — Considere 0 modelo de Boltzmann que foi apresentado na secdo 2.2.3.3,
com as seguintes propriedades: Eq = 100, Ex = 150 ¢ n = 1000. Considere ainda o teste
de fluéncia apresentado na Figura 5.36 abaixo, tendo como dados: 6o =50, to =0, t; = 20,
t, =40 e t; = 80.

ls

o(t)

Eo
— Got—— -5
Ex n __‘ . ’
T t1 t2 te t

!
|o

Figura 5.36 — Teste 3 para 0 modelo de Boltzmann.

Adotando-se diferentes passos de tempo At é possivel comparar a resposta numérica
com os resultados obtidos analiticamente. Estes resultados para as deformacgdes totais

séo apresentados na Figura 5.37:
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Figura 5.37 — Deformagdes analiticas e numéricas para diferentes valores de At
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Observa-se que 0s resultados numéricos melhoram com a diminuicdo do passo de
tempo. Também é possivel observar que para tempos iniciais e finais a resposta

numérica se aproxima mais da solucéo analitica.

Uma vez mostrada a eficacia do método das diferencas finitas em uma comparagdo com
a solucdo exata, sera mostrado agora o comportamento completo deste teste, somente

através do seu resultado numeérico. Estes resultados sdo mostrados na Figura 5.38:
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Figura 5.38 — Resposta numérica para diferentes valores de C

De modo geral, a deformag&o cresce até atingir o tempo t, e logo em seguida apresenta
uma descontinuidade no momento em que houve o descarregamento no teste. A partir
deste momento ambos os resultados sdo bem proximos e seus valores decrescem no

decorrer do tempo e tendem voltar para a sua condicao inicial cuja deformacao é zero.
5.4 ANALISES PARA OS MODELOS VISCOPLASTICOS
5.4.1 Modelo Viscoplastico com Comportamento Instantaneo

Analise 1 — Considere o modelo Viscoplastico com Comportamento Instantaneo e o

teste de fluéncia apresentado na Figura 5.39.
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to t1 t: 1

Figura 5.39 — Modelo viscoplastico e teste de fluéncia

Considere as seguintes propriedades do modelo: E = 100, oy = 25 e n = 1000. Considere

ainda os seguintes dados para o teste: 6o =50, to =0, t; = 20 e t; = 60.

Com as solucdes analiticas e numéricas encontradas, adotando-se um passo de tempo At

= 0.2, pode-se chegar aos resultados para as deformagdes &(t), que sdo mostrados na

Figura 5.40:

Deformacgao - £it)

0.2} < Diferengas Finitas (oy=0,5.00)

Analitica (cy=0,5.00)

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ]
1] 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

tempo - t

Figura 5.40 — Deformac®es para o teste até o tempo t;

A figura acima revela que as solug¢des numéricas coincidem com as solucdes analiticas.

Tendo observado isto, serdo comparadas as solugfes numéricas com a resposta do

modelo de Maxwell, alterando-se os valores de oy, (ver Figura 5.41).
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\ | | |
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tempo - t

Figura 5.41 — Solugdo numerica completa das deformagoes para diferentes valores de oy

Observa-se que quando o valor de oy se aproxima de zero, 0 comportamento deste
modelo tende ao comportamento do modelo de Maxwell. Ja o aumento no valor de oy

ocasiona uma reducao nos valores das deformagdes. Quando o, > o, 0 comportamento

do modelo é constante e 0 mesmo deforma-se apenas elasticamente. Assim é possivel

afirmar que para este teste o modelo é recomendado apenas para valores onde

O<o,<o0y.

Analise 2 — Observe 0 modelo viscoplastico com comportamento instantaneo (MVCCI)

e o teste de relaxagéo apresentados na Figura 5.42:

IE

e(t)

to 1 te

Figura 5.42 — Modelo viscoplastico e teste de relaxacao
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Considere as seguintes propriedades do modelo: E = 100, n = 1000 e oy = 2500.
Considere ainda os seguintes dados para o teste: oo =50, top = 0, t; = 40 e t; = 80.
Adotando-se um passo de tempo At =0,2 para a obtencdo da solugdo numérica, as
tensdes para este modelo sdo comparadas com o modelo de Maxwell como se ilustra na
Figura 5.43.

6000 . . : ' ' I :
.......... Maxwell (D. F.)
Maxwell (Analitica)

" +  MVPGCI (D. F)
————— MVPCCI (Analitica)

4000 ¢

3000

Tensdo - oit)

2000 |

1000

Tempo -t

Figura 5.43 — Comparacao de tensdes até o tempo t;

Note-se que para ambos os modelos, a tensao decai exponencialmente com o tempo. De
fato, para o MVCCI, quando t/t — «,c(t) — oy. Do ponto de vista fisico, & importante
perceber que o fator de controle no processo de relaxacdo ilustrado na Figura 5.44 é o
tempo relativo t / 7. O tempo absoluto t € [0, o] é considerado como curto ou longo
apenas quando comparado com 1 = n/E. De forma equivalente, o que interessa é a razao
entre a viscosidade n no amortecedor e a rigidez E na mola. Ja para o modelo de

Maxwell, quando t/ T — o0,o(t) — 0.

Agora serdo comparadas as solugdes numericas completas desta analise alterando-se 0s

valores de o, como serd ilustrado na Figura 5.44.
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Figura 5.44 — Solugdo numérica completa para diferentes valores de oy até 0 tempo t

Pode-se observar na figura acima que existem tensdes finais negativas para valores em

que 0<o, <Eg,. Quando o, >Eg,, 0 modelo deforma-se apenas elasticamente e
quando o, =0, ndo ocorrerdo tensdes plasticas e o comportamento do modelo €

semelhante ao modelo de Maxwell. Os dois Gltimos casos resultardo em tensoes nulas

ao final do teste.

Analise 3 — Considere 0 modelo viscoplastico com comportamento instantaneo que foi
apresentado na segdo 2.2.4.1, com as seguintes propriedades: E = 100 e n = 50.
Considere ainda o teste de fluéncia apresentado na Figura 5.46 abaixo, tendo como
dados: 60=50, t; = 20, t, = 40 e t; = 80. Para a solu¢cdo numeérica desta analise, um passo

de tempo At=0,2 é considerado.

IE

o(t)

t1 t2 tr t

Figura 5.45 — Teste 3 para este modelo viscoplastico.
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Adotando-se diferentes valores de oy, & possivel comparar a resposta analitica com os
resultados obtidos para 0 modelo de Maxwell. Estes resultados para as deformacoes

totais sdo apresentados na Figura 5.46.

Maxwell
MVPCCI - oy=0,05.00

ag || ——--- MVPCCI - oy=0,25.c0
.......... MVPGCI - oy=0,50.00
- MVPCCI - oy=0,75.00
MVPCCI - oy 2 go

o5H .

Deformacgao - =it)

Figura 5.46 — Solugdo analitica para diferentes valores de oy ateé o tempo t;

Observa-se que quando o valor de oy € muito pequeno, 0 comportamento deste modelo
tende ao comportamento do modelo de Maxwell, pois o dispositivo de atrito passa a ndo
interferir no comportamento do modelo. J4 o aumento no valor de oy ocasiona uma

redugdo nos valores das deformacdes. Quando o, > o, 0 modelo deforma-se apenas
elasticamente.

Ser& mostrado agora o0 comportamento completo deste teste até o tempo final, através do
resultado numérico, para diferentes valores da constante C = o, /t,, a partir da alteracdo
do valor de t;. Para isso considerou-se que o, =0,50-0, =25. Estes resultados sdo

mostrados Figura 5.47 seguinte.
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Figura 5.47 — Resposta numérica para diferentes valores de C

E possivel notar varios comportamentos distintos que ocorrem desde o inicio até o final
do teste para ambos os casos. Inicialmente 0 modelo se deforma linearmente até o
tempo em que a tensdo atinge o valor de oy. A partir deste momento o seu
comportamento é de uma parabola até o tempo t;. De t; até t, a resposta volta a ser
linear e entdo sofre uma descontinuidade e permanece constante até o tempo final tz. A
diferenca entre os dois casos € que ao se inserir o carregamento mais rapidamente, as

deformacdes se tornam maiores desde o inicio até o final do teste.
5.4.2 Modelo Viscoplastico sem Comportamento Instantaneo

Anélise 1 — Considere o modelo Viscopléastico sem Comportamento Instantaneo e o
teste de fluéncia apresentados na Figura 5.48:

o(t)

to t1 te t

Figura 5.48 — Modelo viscoplastico e teste de fluéncia
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Considere as seguintes propriedades do modelo: E = 100 e n = 500. Considere ainda 0s

seguintes dados para o teste: oo =50, to =0, t; = 40 e t; = 80.

Com as solugdes numéricas encontradas, adotando-se um passo de tempo At = 0.2, €
possivel comparar a resposta das deformagoes &(t) para diferentes valores de oy, cCOmo

podem ser observadas na Figura 5.49:

251

Deformagdo - ()

05F

0 10 20 30 40 50 60 70 80
tempo - t

Figura 5.49 — Solugdo numerica para diferentes valores de oy

Nota-se que quando o valor de oy € igual a zero, a tenséo no dispositivo de atrito e na
mola sdo nulas e somente o amortecedor resistira as tensdes aplicadas e serd o
responsavel pelas deformagdes totais no teste. Com o aumento no valor de oy ocorre a
diminuicdo das deformacdes totais, pois a mola e o dispositivo de atrito passam a

resistir as tensdes aplicadas. Quando o, >o, o modelo deforma-se de forma

semelhante ao modelo de Kelvin.

Analise 2 — A Figura 5.50 abaixo mostra 0 modelo viscoplastico sem comportamento

instantaneo e o teste de relaxacdo para esta analise.
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&(t)

o

to t1 tr t

Figura 5.50 — Modelo viscoplastico e o teste de relaxacao

Considere as seguintes propriedades do modelo: E = 100, o, = 2500 ¢ n = 500.
Considere ainda os seguintes dados para o teste: gy =50, to = 0, t; = 40 e t; = 80.
Adotando-se um passo de tempo At =0,2 para a obtencdo da solu¢do numérica, a

resposta para as tensoes neste modelo séo ilustradas na Figura 5.51.

Tensdo - qit)

25 i i i i i i i
0
Figura 5.51 — Solugdo numérica completa

A solucdo numérica acima mostra que a tensdo sofre um impulso no tempo inicial de
valor muito grande. Em seguida seu comportamento € constante com valor de 2500 no
intervalo de tempo tp a t;, onde em seguida apresenta um impulso negativo e continua
com valor de -2500 até o tempo t;. Nota-se que o0s impulsos positivo e negativo

ocorrem, respectivamente, ao se aplicar a deformacéo ¢, e quando a mesma € retirada.
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Anélise 3 — Considere 0 modelo viscoplastico sem comportamento instantaneo que foi
apresentado na secdo 2.2.4.2, com as seguintes propriedades: E = 100 ¢ n = 500.
Considere ainda o teste de fluéncia apresentado na Figura 5.52 abaixo, tendo como

dados: 6p=50, t; = 20, t, = 40 e t; = 80. Para a solu¢do numérica desta analise, um passo

de tempo At=0,2 é considerado.

a(t)

Figura 5.52 — Teste de fluéncia para este modelo viscoplastico.

Adotando-se diferentes valores de oy, € possivel comparar as respostas numericas
obtidas. Os resultados para as deformacdes totais séo apresentados na Figura 5.53

abaixo:

25

n

Deformagdo - g(t)

0.5

Figura 5.53 — Solugdo numerica completa para diferentes valores de oy.
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Nota-se que quando o valor de oy € igual a zero, as tensdes no dispositivo de atrito e na
mola sdo nulas, portanto o comportamento do sistema sera igual ao de um amortecedor
isolado. Com o aumento no valor de oy ocorre a diminuicdo das deformagdes totais e

Quando o, > o, 0 modelo deforma-se de forma semelhante ao modelo de Kelvin e nao
apresentard deformacdes permanentes ao final do teste.

Agora ser4 mostrado o comportamento completo deste teste até o tempo final, através

do resultado numérico, para diferentes valores da constante C =o,/t,, a partir da

alteragdo do valor de t;. Para isso considerou-se que o, =25. Estes resultados sdo

mostrados Figura 5.54:
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Figura 5.54 — Resposta numérica para diferentes valores de C

E possivel notar varios comportamentos distintos que ocorrem desde o inicio até o final
do teste para ambos os casos. De forma resumida temos que inicialmente 0 modelo
aumenta a sua deformacao total até atingir o seu valor maximo no tempo t;, onde a
partir de entdo a resposta passa a ser decrescente até o modelo deixar de se deformar e
passa a ter uma deformacdo constante e permanente até o tempo final t;. A diferenca
entre os dois casos € que ao se inserir 0 carregamento mais rapidamente, as deformacdes

se tornam maiores desde o inicio até o final do teste.
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CAPITULO 6
CONCLUSOES E SUGESTOES

A pesquisa materializada no presente trabalho teve como objetivo fazer um estudo
numérico-analitico de alguns modelos reoldgicos unidimensionais: viscoelasticos,
elastoplasticos e viscoplasticos. Para isso necessitou-se fazer uma analise da
sensibilidade da resposta reologica das tensdes o(t), deformacdes e(t), funcdo de
fluéncia especifica D(t) e funcdo de relaxacdo especifica E(t), considerando trés
diferentes tipos de solicitages mecanicas para 0os modelos reoldgicos viscoelasticos e
viscoplasticos. Para o modelo elastoplastico foram derivadas apenas as equacOes
diferenciais do modelo para o0s casos sem e com encruamento, devido as solugfes deste

modelo ndo serem dependentes da variavel tempo.

No capitulo 2 foi introduzido o conceito de reologia e sobre suas subdivisdes em
Macro-reologia e Micro-reologia. Foram apresentados os trés tipos basicos de
comportamento reoldgico: o elastico, o plastico e o viscoso, que dao origem aos trés
modelos reoldgicos basicos. Em seguida foram apresentadas e determinadas as EDOs
que regem o comportamento dos seguintes modelos: viscoelasticos (Maxwell, Kelvin e
Boltzmann); elastoplastico (Prandtl-Reuss) e viscoplastico (com comportamento

instantaneo e sem comportamento instantaneo).

A partir das EDOs encontradas, nos capitulos 3 e 4 foram desenvolvidas as solugdes
analiticas e numéricas (através do Método das Diferencas Finitas) para os modelos
viscoelasticos e viscoplasticos para trés diferentes tipos de testes: teste de fluéncia com
tensdo constante; teste de relaxacdo com deformacédo constante; e teste de fluéncia com

um trecho de tenséo linear e depois tensdo constante.

No capitulo 5, foram apresentadas analises com a finalidade de ilustrar as deformacdes,
tensbes, fungdes de fluéncia e fungdes de relaxacdo especificas obtidas pelos modelos
reolégicos em estudo. Estes exemplos serviram para testar e validar as solucdes
desenvolvidas para os modelos. Assim foram apresentadas as respostas analiticas e as
mesmas foram comparadas com as solugdes numéricas, que foram obtidas pelo Método

das Diferencas Finitas.
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As conclus@es acerca das analises do capitulo 5 serdo feitas a seguir pra cada um dos

modelos apresentados.
6.1 SOBRE ANALISES PARA O MODELO DE MAXWELL

No teste 1 concluiu-se que a solucdo numérica permite calcular a histéria de

deformacdes, gerando resultados compativeis em comparacao com a solucdo analitica.

No Teste 2 concluiu-se que os resultados numéricos melhoram com a diminui¢do do
passo de tempo e se aproximam da solucdo analitica. Concluiu-se também que o0s
resultados obtidos pelo método das diferencas finitas sdo relativamente proximos da
resposta analitica e que os valores de o(t) sdo diretamente proporcionais aos valores de
€o0. Observou-se também que, para tempos finais, a resposta numérica se aproxima mais

da solucdo analitica.

Ja no teste 3, observou-se que para tempos iniciais a resposta numeérica se aproxima
mais da solucdo analitica e que os resultados numéricos também melhoram com a
diminuigdo do passo de tempo. Concluiu-se também que ao se inserir o carregamento
mais rapidamente, com a mudanca do valor da constante C, as deformacGes se tornam
maiores e que quando o valor desta constante € muito grande o teste 3 pode substituir o
testel.

6.2 SOBRE ANALISES PARA O MODELO DE KELVIN

No teste 1 concluiu-se que a resposta numérica se aproxima da analitica e pode gerar
6timos resultados com a diminuicdo do passo de tempo. J& os valores de &(t) sdo
diretamente proporcionais aos valores de oo adotados. Na solugdo numérica completa a
deformacéo cresce exponencialmente até o tempo t;, onde atinge o seu valor maximo,
em seguida este valor decresce no decorrer do tempo até voltar para a sua condi¢do

inicial cuja deformacdo € zero.

No teste 2 foi visto que a tensdo sofreu um impulso no tempo inicial de valor muito
grande. Em seguida seu comportamento foi constante no intervalo de tempo t, a t;, onde
em seguida apresentou um impulso negativo e permaneceu com valor nulo até o tempo
final. Concluiu-se também que valores maiores de n geram deformagdes menores NO
teste 3.
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6.3 SOBRE ANALISES PARA O MODELO DE BOLTZMANN

O teste 1 mostrou que o aumento do valor de 6o ocasiona o0 aumento proporcional das
deformac0es totais do modelo e que a solugdo numérica gera resultados préximos da
solucéo analitica. J& no teste 2 concluiu-se que os resultados numéricos apresentaram-se

pobres no inicio e melhoraram nos tempos finais do teste.

No teste 3 observou-se que o0s resultados numéricos melhoram com a diminui¢do do
passo de tempo. Também foi possivel concluir que para tempos iniciais e finais a
resposta numérica se aproxima mais da solugdo analitica. Concluiu-se também que no

final deste teste 0 modelo ndo apresenta deformacdes permanentes.

64 SOBRE O MODELO VISCOPLASTICO COM COMPORTAMENTO
INSTANTANEO

Nos testes 1 e 3 foi possivel concluir que quando o valor de oy Se aproxima de zero, o
comportamento deste modelo tende ao comportamento do modelo de Maxwell. Ja o
aumento no valor de o, ocasiona uma redugdo nos valores das deformacdes. Quando

o, >0, 0 comportamento do modelo é constante e o mesmo deforma-se apenas

elasticamente.

O teste 2 foi importante para perceber que o fator de controle no processo de relaxacao €
o tempo relativo t/z. Ja o tempo absoluto t é considerado como curto ou longo apenas
quando comparado com t = n/E, desta forma concluiu-se que o que interessa € a razao

entre a viscosidade n no amortecedor e a rigidez E na mola.

65 SOBRE O MODELO VISCOPLASTICO SEM COMPORTAMENTO
INSTANTANEO

Nos testes 1 e 3 concluiu-se que quando o valor de oy € igual a zero, as tensdes no
dispositivo de atrito e na mola s&o nulas, portanto 0 comportamento do sistema se
mostrou igual ao de um amortecedor isolado. Notou-se também que com o aumento no

valor de oy ocorreu a diminuicdo das deformacdes totais e quando o, > o, 0 modelo

deformou-se de forma semelhante ao modelo de Kelvin e ndo apresentou deformacdes

permanentes ao final do teste.

113



No teste 2 a solugdo numérica mostrou que a tensdo sofreu um impulso no tempo inicial
de valor muito grande. Em seguida seu comportamento foi constante com valor de 2500
no intervalo de tempo tp a t;, onde em seguida apresentou um impulso negativo e
continuou com valor de -2500 até o tempo tr. Notou-se também que os impulsos
positivo e negativo ocorreram, respectivamente, no momento da aplicacdo da

deformacéo ¢ e quando a mesma foi retirada.
6.6 CONTRIBUIC}AO E SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

O desenvolvimento deste trabalho serve de base para uma grande variedade de novas e
ricas frentes de pesquisas. As solucBes analiticas e numéricas aqui apresentadas podem
ser ampliadas para que os modelos viscoelasticos e viscoplasticos sejam estudados para
outros tipos de testes ou solicitagdes mecénicas, como por exemplo, a utilizagéo de

cargas senoidais ou cossenoidais.

A importancia de termos obtido as respostas de D(t) e E(t) é que 0s mesmos Ssao
medidos nos ensaios experimentais, de fluéncia e de relaxacdo, respectivamente, e assim
¢ possivel comparar 0s nossos resultados numeéricos e analiticos encontrados com 0s
valores adquiridos nos ensaios experimentais. Ensaios estes que na engenharia, por
exemplo, podem ser aplicados para testes envolvendo materiais como o concreto, bem

como para argamassas de cimento.

Abaixo seguem algumas sugestdes para trabalhos futuros:

A extensdo dos modelos apresentados para uso com a aplicacdo do Método dos
elementos finitos e Método dos elementos de contorno para fazer uma extenséo
da analise viscoelastica e viscoplastica para problemas multidimensionais.

e Uma aplicacdo na modelagem de sdlidos viscoelasticos e viscoplasticos em um
trabalho com ensaios experimentais para a calibracdo da solugdo dos modelos
aqui apresentados.

e Fazer um estudo para diferentes associacdes (série ou paralelo) dos modelos

basicos apresentados, bem como de modelos generalizados compostos por n-

ésimas associa¢fes dos modelos aqui apresentados.

e Desenvolver outro trabalho utilizando como método numérico a aproximacgéo
por Variaveis de Estado e para a solucdo analitica as Transformadas de Laplace

para problemas que envolvam viscoelasticidade linear e ndo-linear.
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