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Resumo

A questao central abordada nesse trabalho é a seguinte:

Conjectura. Sejam w uma palavra de grupo e n um inteiro positivo. Se
G é um grupo residualmente finito no qual todos os w-valores sao n-Engel,
entao o subgrupo verbal associado, w(G), é localmente nilpotente.

Quando w = =z, essa conjectura coincide com o célebre resultado de J.
Wilson para grupos n-Engel residualmente finitos. Obtemos solugao positiva
para tal questao em outras classes de palavras. Nossas principais contri-
buigoes foram determinar critérios de nilpoténcia locais para subgrupos ver-
bais de grupos residualmente finitos e grupos profinitos finitamente gerados.
Cabe ressaltar que em diversas demonstragoes foram empregados métodos
Lie-tedricos criados por E.I. Zelmanov.

Palavras-chave: Elementos Engel; grupos residualmente finitos; grupos
profinitos.



Abstract

The main theme in this work is the following:

Conjecture. Let w be a group-word and n a positive integer. Assume that
G is a residually finite group in which all w-values are n-Engel. Then the
corresponding verbal subgroup w(G) is locally nilpotent.

When w = z, this conjecture coincides with the result due to J. Wilson
for n-Engel residually finite groups. Here, we obtained the positive solution
for many classes of words. Our main contributions are to give nilpotency cri-
teria for verbal subgroups of residually finite and finitely generated profinite
groups. In the proofs we used Lie-methods created by E.I. Zelmanov.

Keywords: Engel elements; residually finite groups; profinite groups.
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Introducao

Nosso objetivo é obter critérios de nilpoténcia para subgrupos verbais de gru-
pos residualmente finitos e profinitos finitamente gerados. Mas a motivacao
para o nosso estudo ¢ baseada em certos problemas gerais sobre subgrupos
verbais.

Antes de citar os problemas que motivam o nosso trabalho, fixamos algu-
mas notagoes minimas. Um elemento nao trivial do grupo livre F' = F(X),
onde X = {z1,25,...} é um conjunto de geradores livres de F', é chamado
de palavra de grupo (ou simplesmente, palavra). Sejam w = w(xy,...,Ts)
uma palavra e G um grupo. Dados ¢1,...,¢9s € G, o elemento w(g, ..., s)
¢ chamado de w-valor (em G); o conjunto de todos os w-valores é denotado
por Gy, isto é, Gy, = {w(g1,...,9s) | gi € G}. E o subgrupo verbal w(G) ¢
definido como sendo o subgrupo gerado pelo conjunto G,,.

Problema 1. (Hall) Sejam G um grupo e w = w(xy,...,zs) uma palavra.
Se G, ¢ um conjunto finito, entdo o subgrupo w(G) ¢ finito?

Tal problema admite resposta positiva [R, Capitulo 4, pags. 119-121]
para as palavras da forma

Ve = [T1, .-, xk] € Ok = [Ok—1(z1, .., Tor—1), Op—1(Tor—141, . .., Tor )]

Quando uma palavra satisfaz o Problema de Ph. Hall, chamamos tal palavra
de concisa. Em [I], S. V. Ivanov mostrou que tal problema em geral é falso.
Ou seja, existem palavras que nao sao concisas.



Recentemente, D. Segal [SD1] sugeriu uma questao anédloga a essa questao
de Ph. Hall, mas restrita a classe dos grupos residualmente finitos. Em [AS],
C. Acciarri e P. Shumyatsky obtiveram o seguinte avango para tal questao:

Teorema. (Acciarri e Shumyatsky, [AS, Teorema 1.1]) Seja ¢ a poténcia de
um primo p e w um comutador multilinear. Considere v = w?. Entao v é
concisa na classe dos grupos residualmente finitos.

Outra questao interessante nessa perspectiva foi proposta por I. D. Mac-
donald (e reapareceu, sugerida por V. D. Mazurov em “The Kourovka Note-
book” [Kh.M, Problema 13.34]) é a seguinte:

Problema 2. (Macdonald) Seja n um inteiro positivo e G um grupo. Se
[z,y]" = 1, para todos z,y € G, entao cada elemento do subgrupo derivado
tem ordem finita?

A resposta para tal questao é também, em geral, negativa. Foram dados
contra-exemplos por: G.S. Deryabina e P. A. Kozhevnikov [DK] e S.I. Adyan
[ASI]. Dado a palavra w;(z1,79) = [21,72] = 2] 25 7129, denotamos por
G’ o subgrupo gerado por G,,. Usando a solu¢do do Problema Restrito de
Burnside, P. Shumyatsky [S] mostrou que o Problema 2 tem resposta posi-
tiva se o problema for restrito a classe dos grupos residualmente finitos e n
¢ uma poteéncia de um primo. Mais precisamente:

Teorema. (Shumyatsky, [S]) Sejam G um grupo residualmente finito e ¢
uma poténcia de um primo p. Se [z,y|? = 1, para todos z,y € G, entdao G’ é
localmente finito.

Esses dois problemas sao parte importante da motivacao desse trabalho.
A perspectiva do trabalho é determinar que restri¢bes devemos impor sobre
o conjunto G, para que o subgrupo w(G) seja localmente nilpotente. Mais
precisamente:

Problema 3. Sejam X uma classe de grupos, G € X e w uma palavra.
Quais restricoes devemos impor sobre o conjunto G,,, para que o subgrupo

w(G) seja localmente nilpotente?

A restrigao que impomos sobre o conjunto GG, sao as condi¢oes de Engel.



Sejam G um grupo e g € G. Dizemos que g é Engel se para cada h € G
existir um inteiro positivo n = n(h) tal que

[hm g] =L

Caso a escolha do n seja independente da escolha do elemento h € GG, dizemos
que g é n-Engel. Dizemos que um grupo G é Engel se todos os seus elementos
sao Engel; um grupo é n-Engel (ou ainda, G satisfaz a n-ésima condigao de
Engel) se todos os seus elementos sdo n-Engel. Dizemos ainda que G é Engel
limitado se cada elemento x € G é n-Engel, onde n depende da escolha do
elemento . Chamamos HP(G) o tnico subgrupo normal localmente nil-
potente contendo todos os subgrupos normais localmente nilpotentes de G.
Chamamos H P(G) o radical de Hirsch-Plotkin de G.

Dai, o nosso objeto de estudos sao os elementos Engel de um grupo G.
Sabemos que,
HP(G) C (@),

sendo que £(G) é o conjunto dos elementos Engel de G. Em geral, tais
conjuntos nao coincidem e, na verdade, o conjunto £(G) nao precisa a0 menos
ser subgrupo de GG. Nosso objetivo é estudar elementos Engel em subgrupos
verbais de grupos residualmente finitos. Para justificar a escolha de tal classe
de grupos, cabe destacar alguns fatos:

Em 1991, usando a solucao positiva do Problema Restrito de Burnside,
J. Wilson mostrou que:

Teorema. (Wilson, [W, Teorema 2|) Seja n um inteiro positivo. Se G é um
grupo n-Engel residualmente finito, entao G' é localmente nilpotente.

Em particular, HP(G) = ¢(G) = G. Em 1999, P. Shumyatsky estendeu
tal teorema da seguinte forma:

Teorema. (Shumyatsky, [S1]) Sejam k,n inteiros positivos e G um grupo re-
sidualmente finito. Se [x1,..., x| € n-Engel, para quaisquer xq,..., 1, € G,

entdo o k-ésimo termo da série central inferior € localmente nilpotente.

Isso nos sugere a seguinte Conjectura:



Conjectura A. Sejam w palavra de grupo e n um inteiro positivo. As-
suma que G é um grupo residualmente finito no qual todos os w-valores sao
n-Engel. Entao, o subgrupo verbal correspondente w(G) é localmente nilpo-
tente.

Em relacao a Conjectura A, obtemos os seguintes avangos:

Teorema A. (B., Shumyatsky, Tortora e Tota, [BSTT, Teorema A]) Sejam
d,n inteiros positivos e w um comutador multilinear. Considere v = w?. Se
G é um grupo residualmente finito no qual todos os v-valores sao n-Engel,
entao o subgrupo verbal correspondente, v(G), é localmente nilpotente.

Teorema B. (B., Shumyatsky, Tortora e Tota, [BSTT, Teorema B]) Sejam
n um inteiro positivo e w um comutador multilinear. Se G é um grupo local-
mente graduado no qual todos os w-valores sao n-Engel, entao o subgrupo
verbal w(G) é localmente nilpotente.

Teorema C. Sejam d,n inteiros positivos. Se G é um grupo residualmente
finito no qual x é n-Engel ou z? é n-Engel, para todo z € G, entdao o sub-
grupo verbal G? é localmente nilpotente.

Teorema D. (B., Shumyatsky, Tortora e Tota, [BSTT, Teorema C]) Sejam
n um inteiro positivo e w uma palavra nao-comutador. Se GG é um grupo re-
sidualmente finito no qual todos os w-valores sao n-Engel, entao o subgrupo
verbal correspondente, w(G), é localmente nilpotente.

Na classe dos grupos profinitos finitamente gerados foram obtidos resul-
tados interessantes acerca de condi¢ao de Engel. Por exemplo:

Teorema. (Wilson e Zelmanov, [WZ]) Seja G um grupo profinito finita-
mente gerado. Se GG é Engel, entao G é nilpotente.

Teorema. (Shumyatsky, [S5]) Sejam & um inteiro positivo e G um grupo
profinito finitamente gerado. Se [x1,..., x| é Engel, para todos x1, ...z €
G, entao v, (G) é localmente nilpotente.

Note que para grupos profinitos foi exigido que os elementos sejam apenas
Engel. Por exemplo, existem grupos Engel residualmente finitos que nao sao



localmente nilpotentes (grupos de Golod-Shafarevich, [G]). Assim, nos resul-
tados gerais para grupos residualmente finitos é necessario que os elementos
sejam, pelo menos, n-Engel. Com isso, parece razoavel considerar a seguinte
pergunta:

Problema 4. Seja w um palavra. Se GG é um grupo profinito finitamente
gerado no qual todos os w-valores sao Engel, entao o subgrupo verbal cor-
respondente, w(G), é localmente nilpotente?

Observagao 0.0.1. Seja G um grupo profinito e w uma palavra. Em principio,
o grupo abstrato (G.,) nao precisa ser um subgrupo fechado de G.

A titulo de ilustragao, cabe destacar um resultado geral de A. Jaikan-
Zaparain acerca dos subgrupos verbais de grupos pro-p finitamente gerados:

Teorema (Jaikin-Zapirain, [J-Z, Teorema 1.1]) Seja w = w(xy,...,zs) uma
palavra. Chamemos F' = F(zy,...,xs). Entdo sdo equivalentes

(a) w(P) C. P (gerado como grupo abstrato), para qualquer grupo pro-p
finitamente gerado P;

(b) w ¢ (F')PF".

Mesmo com tais restrigoes, obtemos os seguintes resultados:

Teorema E. Sejam k,d inteiros positivos e G um grupo pronilpotente fini-
tamente gerado. Se [x1,...,2]¢ é Engel, para todos z1,...,7; € G, entdo
v&(G) é localmente (nilpotente-por-finito).

Observamos que o Teorema A nao parece admitir uma versao analogo
no caso profinito. O resultado mais préoximo que obtivemos nessa diregao foi
o teorema acima, o qual ainda esta restrito aos grupos pronilpotentes finita-
mente gerados.

Teorema F. Sejam w palavra nao-comutador e G um grupo profinito fini-
tamente gerado. Se todos os w-valores sao Engel, entao o subgrupo verbal
correspondente w((G) é nilpotente.



Direta ou indiretamente, nos resultados anteriores consideramos que nos-
sos grupos satisfaziam identidades (ou identidades de classe). E, em geral,
tal fato tem relacao com a imposicao da condicao de Engel em certos ele-
mentos. Os dltimos resultados do trabalho destoam um pouco do escopo dos
primeiros resultados, pois nao sao critérios de nilpoténcia ou solubilidade (lo-
cal) para subgrupos verbais. Consideramos grupos residualmente finitos (ou
localmente graduados) satisfazendo uma identidade f = 1 e demonstramos
0s seguintes teoremas:

Teorema G. (B., A. Tortora e M. Tota) Seja G um grupo residualmente
finito satisfazendo alguma identidade f = 1. Se G é Engel limitado, entao G
¢ localmente nilpotente.

Teorema H. (B., A. Tortora e M. Tota) Seja G um grupo localmente gra-
duado satisfazendo alguma identidade f = 1. Se GG é Engel limitado, entao
G é localmente nilpotente.

A estrutura desse trabalho, em vias gerais, é a seguinte:

Capitulo 1. Apresentamos as nocoes basicas para a leitura do texto. In-
cluindo, especialmente, as nocoes de subgrupos verbais, grupos profinitos e
resultados Lie-Tedricos.

Capitulo 2. Apresentamos os resultados classicos associados as Condigoes
de Engel, especialmente aqueles que sao usados ao longo do trabalho. Os
Capitulos 1 e 2 sao a base conceitual da Tese.

Capitulo 3. Estudamos critérios de nilpoténcia local para subgrupos verbais
de grupos residualmente finitos, supondo que certos elementos sao n-Engel.
E, adicionalmente, como aplicagao obtemos resultados semelhantes para gru-
pos localmente graduados. Os Teoremas A, B, C e D sao os resultados
mais importantes do capitulo.

Capitulo 4. Esse capitulo é uma continuacao natural do Capitulo 3. Mas
estudamos critérios de nilpoténcia e solubilidade para subgrupos verbais de
grupos profinitos finitamente gerados. Porém, nesse caso, estamos supondo
que certos elementos sao apenas Engel. Os Teoremas E e F sao os resulta-
dos mais importantes do capitulo.



Capitulo 5. Estudamos condicoes para que os elementos Engel limitados
de um dado grupo residualmente finito ou localmente graduado estejam no
radical de Hirsch-Plotkin. Os Teoremas G e H sao os resultados mais im-
portantes do capitulo.

Apéndice A. Enunciamos os célebres Problemas de Burnside. Como con-
sequéncia do Problema Restrito de Burnside, demonstramos que todo grupo
localmente graduado de expoente finito é localmente finito [M, Teorema 1].

Apéndice B. Nessa Apéndice fazemos um apanhado (comentado) das Conjec-
turas que aparecem no meio do texto. Incluimos ainda, problemas genéricos
associados aos Problemas gerais de Engelianidade e/ou Problemas sobre Sub-
grupos Verbais, nao necessariamente conectados entre si.

Em principio, os Capitulos 3, 4 e 5 sao independentes. Com isso, o texto
pode ser lido linearmente ou seguindo as relagoes de dependéncias entre os
capitulos:

Capitulo 1 |<—>| Apéndice A

Capitulo 2

Capitulo 4 | | Capitulo 3 |

Apéndice B



CAPITULO 1

Preliminares

Aqui fazemos um apanhado geral das terminologias e fatos relacionados que
sao usados ao longo do texto. Sendo que os resultados que nao apresenta-
mos demonstracao sao seguidos de uma referéncia, onde a prova pode ser
encontrada.

1.1 Subgrupos Verbais

Para uma melhor ambientacao introduzimos as terminologias necessérias
para o entendimento das conjecturas e dos resultados a respeito de palavras
e subgrupos verbais.

Uma palavras de grupo, ou simplesmente palavra, é um elemento nao
trivial do grupo livre F' = F(X), onde X é um conjunto de geradores livres
{z1,x9,...}. Considere w = w(zy,...,xs) uma palavra, podemos escrever

— N1 Y3
w=x". . Tk,
onde n; é um ndmero inteiro e 7; € {1,...,s}, 7 = 1,..., k. A partir de
agora, todas as palavras vao ser tomadas em sua forma reduzida.
Definigao 1.1.1. Sejam G um grupo e w = w(wy,...,xs) uma palavra.
Dizemos que G satisfaz a identidade w =1 se

w(gr,...,gs) =1
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para todos gy, .. .,q9s € G. Algumas vezes, podemos dizer que G satisfaz a lei
w = 1.
Sejam G um grupo e w = w(xy,...,rs) uma palavra. Podemos associar

a seguinte aplicagao de G X ... x G (s vezes) em G:

S vezes

®, : GXx...xG — G
(915---,95) > w(gi,---,9s)-
Ou seja, dados os elementos g1, . . ., gs € G e uma palavraw = w(zy, ..., ),
a imagem de (g1,...,gs) via ®,, é dada por

w(gy,-..,9s) € G.
Definigao 1.1.2. Sejam G um grupo e w = w(xy,...,xs) uma palavra.

e Dizemos que um elemento h € G é um w-valor (em G) se existem elemen-
tos g1,...,g9s € G de tal sorte que h possa ser escrito como:

h=w(gi,...,9s)-

Denotamos por G, o conjunto dos w-valores em G, ou seja, G, =
Im o,

e O subgrupo verbal associado a palavra w em G € definido como sendo o
subgrupo gerado por todos os w-valores em G. Denotamos tal subgrupo
por w(G), ou seja:

w(G) = (w(g1,...,9s) | g1,---,9s € G) = (Gy).

Por uma questao de uniformidade, adotamos as seguintes convencgoes so-
bre comutadores:

Definicao 1.1.3. Seja G um grupo. Dados g1, g2 € G. Denotamos o comu-
tador de g; e go (nessa ordem) como sendo:

(91, 92) = 91" 95 " 912

Para k > 3 e elementos gy,...,9xr € G. Denotamos o comutador dos ele-
mentos gi, ... gk (nessa ordem) de forma indutiva:

(91,92, -, gk) = 91, G2 - - -, Gr—1], Gk)-
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Nos referimos ao comutador (g1, ga] como sendo o comutador simples de
peso 2. E, para k > 3, chamamos o comutador (g1, ga, - . ., gx| como sendo o
comutador de peso k.

Proposicao 1.1.4. Sejam G um grupo e w uma palavra de grupo. Entao, o
subgrupo verbal w(G) € um subgrupo caracteristico de G.

Para uma demonstragao desse fato, veja em [R2, pagina 56].

Defini¢ao 1.1.5. Dizemos que uma palavra de grupo w = w(xy,...,xs) €
uma palavra do tipo comutador se a soma dos expoentes de cada varidvel
envolvida em w € zero. Quando uma palavra nao for do tipo comutador,
dizemos que ela € nao-comutador.

Exemplo 1.1.6. Sejam G um grupo e k um inteiro positivo.

o vy = vy(x) = ¥ € a palavra “poténcia” (k-ésima poténcia).

o wy = wi(zy, T2, x3) = [T1, T2)x3 é um exemplo de uma palavra nao-comutador
que nao € uma poténcia.

Nas palavras do tipo comutador ha uma familia muito importante que
sao os comutadores multilineares, explicitamente:

Definicao 1.1.7. Sejam 1, x5, ... um conjunto de geradores livres. Enten-
demos por comutador multilinear de peso 1, simplesmente as palavras da
forma w = x;, para algum i. Dizemos que uma palavra w € um comuta-
dor multilinear (de peso k > 1), se ela tem a forma w = [wy,ws], onde wy
e wy sao comutadores multilineares em varidveis distintas, de pesos s e t,
respectivamente, com s +t = k.

Seguem exemplos de palavras do tipo comutador.
Exemplo 1.1.8.

o O comutador multilinear de peso 2 € uma palavra w = [x;, x|, nos gera-
dores z; e xj, com i # j;

e Seja k € N. Definimos a palavra vy da sequinte forma:

’Yl(xl) = € f}/k‘(xla B ,l'k) = [[xlv R 7'rk—1]7xk]-
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e Seja k € N. Definimos a palavra 6y da sequinte forma:

do(x) =z e Op(x,. .., Tor) = [Op—1, Op_1]-

e Seja k € N. Consideramos e, = ex(z,y) a k-ésima palavra de Engel dada
da sequinte forma:

S [xuywuvy = [x,ky]
k wvezes

onde os comutadores sao tomados indutivamente:

[0yl = e lrpyl = [[T5-19],9).

Observagao 1.1.9. Seja k € N. Temos que v e 0 sao comutadores multi-
lineares. Enquanto isso, para k = 2, €, nao é um comutador multilinear.

Associado ao Exemplo 1.1.8, temos as seguintes classes de grupos (que
s@o parte do nosso objeto de estudo).

Definicao 1.1.10. Sejam G um grupo e k um inteiro positivo.

e Dizemos que G € nilpotente (de classe < k) se vx(G) =1, ou seja:

[gla s >gk+1] = 17
para todos g1, ..., g1 € G;

e Dizemos que G € soluvel (de comprimento derivado < k) se 6x(G) =1, ou
seja:
[Ok-1(g1, -+, gor—1), Op—1(gor-1415 - -+, G )] = 1,
para todos g, ..., g € G.

Notacao 1.1.11.

» Sejak > 2. Usamos G* para denotar o k - ésimo termo da série derivada
do grupo G. Seguindo a Notagao 1.1.3, deviamos escrever ox(G), mas
em geral tal forma € menos usada.
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» Seja k um inteiro positivo. Denotamos o subgrupo verbal associado a
palavra k-ésima poténcia em G como sendo G*. Ou seja,

Gt = (2% | z € Q).

H&4 uma relagao muito 1util entre os comutadores multilineares de peso k
e a palavra d,. Mais precisamente:

Lema 1.1.12. ([S3]) Sejam k um inteiro positivo, G um grupo e w um
comutador multilinear de peso k. Entao todos os dy-valores em G sao também
w-valores em G.

Para uma demonstragao desse fato, veja [S3, Lema 4.1].

Observacao 1.1.13. Para uma visao mais aprofundada e completa sobre
variedades de grupos e subgrupos verbais veja H. Neumman [N] ou D. Segal

/2],

1.2 Propriedades de grupos

Definimos agora as principais classes de grupos estudadas ao longo do nosso
trabalho. Especialmente, grupos residualmente finitos, localmente nilpoten-
tes e localmente graduados.

Definicao 1.2.1. Seja X uma propriedade arbitrdria de grupos. Seja G um
grupo. Entao:

o Dizemos que G ¢ localmente-X se todos os subgrupos finitamente ge-
rados de G tém a propriedade X.

e Dizemos que G € residualmente-X se

(| N={1}.

NG

G/Nex
Algumas vezes, escrevemos “residualmente X7 e “localmente X7, sem
incluir o hifen, especialmente quando nao houver perigo de confundir
a qual classe de grupos estamos nos referindo.
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Ao longo do texto os grupos localmente nilpotentes, residualmente fini-
tos e residualmente-p sao as classes de grupos que vao aparecer com mais
frequéncia. Seguem suas defini¢coes abaixo:

Definicao 1.2.2. Seja G um grupo.

e Dizemos que G € localmente nilpotente se todos os subgrupos finitamente
gerado de G sdao nilpotentes.

e Dizemos que G € residualmente finito se

(| N={1}

NaG
|G/N|<oo

e Seja p um primo. Dizemos que G é residualmente-p se

(| N={1}.

NG
|G/N|=pk<oo
Observacao 1.2.3. Com o wntuito de nao causar dubiedade, muitas ve-
zes, quando estivermos escrevendo que um dado grupo € residualmente-X ou
localmente-X, vamos escrever a propriedade entre parénteses. Por exemplo,

» G é um grupo residualmente (nilpotente finito) significa que:

(| N={1}.

NeF(G)
G/NeN

onde F(G) ={N <G | |G: N| < oo} e N €a classe dos grupos
nilpotentes finitos.

» G € localmente (solivel-por-finito) se cada subgrupo finitamente gerado H
de G possui um subgrupo solivel K = Ky, o qual é normal em H e
cujo grupo quociente H/K € finito.

Relembrando: Sejam X; e X5 classes de grupos. Como ¢é usual na Teoria de
grupos, dizemos que um grupo G é X;-por-X, se existe um subgrupo normal
H em G tal que

HE%leG/HE%Q.

Note que, a classe dos grupos residualmente finitos é “grande”, no sentido
de conter diversas classes importantes de grupos. Vejamos alguns exemplos:
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Exemplo 1.2.4. Seja G um grupo.
e (Hirsch) Se G ¢é policiclico, entao G € residualmente finito.
Para uma demonstragao desse fato, veja [R2, 5.4.17];

e (Iwasawa) Seja p um primo. Se G é um grupo livre, entdo G € residualmente-
.

Para uma demonstragao desse fato, veja [R2, 6.1.9].

Lema 1.2.5. Seja G um grupo residualmente (nilpotente finito) finitamente
gerado. Consideramos, para cada primo p, o subgrupo R, que € dado pela
intersecao de todos os subgrupos normais de G cujo indice € uma poténcia
do primo p. Se G/R, € um grupo nilpotente, para cada primo p, entio G é
nilpotente.

O Lema acima é um caso particular do Lema 2.1 em [W]. Para uma

demonstragao desse fato, veja [S5, Lema 3.5].

Conjuntos normais e conjuntos c-fechados

Nessa secao também definimos conjuntos normais e conjuntos c-fechados.
Tais defini¢oes sao de grande importancia no nosso estudo.

Definicao 1.2.6. Sejam G um grupo e X um subconjunto de G.
e Dizemos que X € um conjunto normal de G se
e X
sempre que x € X, para todo g € G,
o Dizemos que X € um conjunto c-fechado de G se
[z,y] € X

sempre que x,y € X. Adotamos tal notagao para adaptar ao termo em
inglés: “‘commutator-closed set”.
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Grupos localmente graduados

Aqui estamos interessados em uma certa classe de grupos que contém os
grupos residualmente finitos.

Definicao 1.2.7. Dizemos que um grupo G € localmente graduado se todo
subgrupo finitamente gerado possui um subgrupo proprio de indice finito.

O resultado a seguir garante que todo grupo residualmente finito é, em
particular, localmente graduado.

Proposicao 1.2.8. Seja G um grupo. Se G € residualmente finito, entao G
¢ localmente graduado.

Demonstracao. Seja H um subgrupo finitamente gerado de G. Digamos

H = (hy,..., h.). Como G é residualmente finito, podemos obter subgrupos
normais Ny, ,..., Ny, tais que

h; g Nhi e ‘G/Nhly < 00
para cada ¢ = 1,...,r. Agora, consideramos

N =(\Nw, <G e|G/N| < .
=1

Assim, usando o Teorema dos Homomorfismos

HN — H
N ~HNN
Em particular, HNN tem indice finito em H. Como h; € H\N,i=1,...,r,
temos que H N N é um subgrupo proprio de H. O

Observacgao 1.2.9. Note que todos os grupos localmente finitos e localmente
nilpotentes sao localmente graduados. Portanto, existem grupos localmente
graduados que nao sao residualmente finitos. Por exemplo, o grupo aditivo
dos numeros racionais (Q,+) € localmente ciclico e nao € residualmente fi-
nito.

Acerca de tal classe de subgrupos cabe ressaltar algumas propriedades.
Como grupos livres sao residualmente finitos (em particular, grupos local-
mente graduados), temos que a classe dos grupos localmente graduado nao é
fechada para imagens homomorficas. Mas, o seguinte resultado de P. Longo-
bardi, M. Maj e H. Smith [LMS], nos d4 uma condicao suficiente para que o
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quociente de um grupo localmente graduado seja ainda um grupo localmente
graduado.

Lema 1.2.10. (Longobardi, Maj e Smith, [LMS]) Sejam G um grupo local-
mente graduado e N um subgrupo localmente nilpotente de G. Entao G/N é
localmente graduado.

No Apéndice A, usando o Problema Restrito de Burnside, mostramos
que todo grupo localmente graduado de expoente finito é localmente finito
M, Teorema 1].

1.3 Grupos Profinitos

A classe dos grupos profinitos é extensao da classe dos grupos finitos. E
muitos dos teoremas que sao verdadeiros para grupos finitos sdo comuns (com
certas adaptagoes) para grupos profinitos, tais como Teorema de Lagrange
[RZ, Proposicao 2.3.2], Teorema de Sylow [RZ, Coroldrio 2.3.6], Teoremas de
Hall, entre outros.

Nessa secao introduzimos algumas terminologias a respeito de grupos to-
poldgicos, especialmente grupos profinitos.

Definicao 1.3.1. Dizemos que uma terna (G,-,T) € um grupo topoldgico se
(G, T) € um espago topoldgico e as aplicagoes:

m:GxG— G comm(g,h)—g-h=gheit:G— G comi(g)=g*

sao aplicagdes continuas (com respeito a topologia T).

Quando dizemos que G = (G, -, 7) é um grupo compacto, queremos dizer
que (G, ) é um grupo topoldgico e (G, T) é um espago topoldgico compacto.
Para maiores detalhes sobre espagos topoldgicos veja Kelley [K].

Para simplificar a escrita dos resultados e/ou suas demonstragoes, ado-
tamos algumas notagoes no contexto de grupos topoldgicos. Denotamos por
K <. Ge H <, G, que o subgrupo K ¢ fechado em G e o subgrupo H é
aberto em G.

Umas das propriedades fundamentais de grupos compactos é a seguinte:

Proposicao 1.3.2. Seja G um grupo compacto. Se H <, G, entao H <. G
e |G: H| < 0.

Para uma demonstragao desse fato, veja [DDMS, Proposi¢ao 0.17, pag.
08].
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Grupos Profinitos e pro-C

Definicao 1.3.3. Dizemos que um grupo G € profinito se ele é um grupo
topologico compacto Hausdorff cujos subgrupos abertos formam uma base de
vizinhancas da identidade.

Podemos ainda dar uma definigdo de grupos pro-C (incluindo os grupos
profinitos), onde C é uma classe de grupos finitos, baseada em limite inverso.
Seja C uma classe de grupos finitos. Definimos um pro-C grupo como sendo
o limite inverso:

il
onde os grupos G; sao grupos na classe C e cada G; esta sendo considerado
munido com a topologia discreta. Dizemos que um grupo ¢é profinito se
for um grupo pro-C, onde C é a classe de todos os grupos finitos. Para
maiores detalhes sobre a construcao e propriedades de limite inverso veja
[RZ, Capitulo 1 e 2] ou [DDMS, pégs. 16-18].

Além dos grupos profinitos, as classes de grupos pro-C que estudamos sao
as seguintes:

1) Sejam p um primo e F, a classe de todos os p-grupos finitos. Um grupo
pro-F, é chamado, simplesmente de grupo pro-p.

2) Seja N a classe dos grupos nilpotentes finitos. Um grupo pro-A é cha-
mado, simplesmente, de grupo pronilpotente.

Seguem alguns exemplos de grupos profinitos:
Exemplo 1.3.4.

e Grupos finitos munidos com a topologia discreta;

e Sejam p um primo e G um grupo. Consideramos N, o conjunto de todos
0s subgrupos normais de G cujo indice seja poténcia de p, isto €,

Ny ={N <G | |G:N|=p"}

Ordenamos tal conjunto pela inclusao “inversa”. Temos que o conjunto dos
quocientes @, = {G/N | N € N,} forma um sistema inverso de p-grupos
finitos. Definimos o completamento pro-p do grupo G como sendo o segquinte
limite inverso:

G = lim G/N;

NeNp
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e Seja p um primo. Z, o grupo dos inteiros p-dadicos;
o Seja p um primo. SLy(Z,), GL,(Z,);

Para os detalhes sobre as construgoes desses exemplos, veja [DDMS, pags.
18-19].

Defini¢ao 1.3.5. Seja G um grupo profinito. Denotamos por w(G) o con-
Junto dos primos que comparecem na fatoragao de |G| (no sentido de nimeros
supernaturais [RZ, Capitulo 1]).

Lema 1.3.6. Sejam p um primo, d, k inteiros positivos e G um grupo pro-
finito. Chamemos © = 7(G) ¢ X = {[z1,..., 2] | x; € G}. Se p e d sdo
coprimos e p € w, entio X = G, .

Demonstragao. Usando um argumento de limite inverso (veja por exemplo
[DDMS, Proposigao 1.5]) podemos assumir que G' é um grupo finito. Como
p e d sao coprimos, pelo resultado [GS, Teorema 3], segue que

X ={[z1,...,2)* |2 € G} =G, :={[x1,...,m] | z: € G}.
[

Grupos pro-p admitem um resultado andlogo ao Teorema da base de
Burnside para p-grupos finitos [R2, 5.3.2].

Lema 1.3.7. Seja G um grupo pro-p gerado por um conjunto X. Se G € m-
gerado, entdo existem elementos xy,..., Ty, € X tais que G = (x1,...,Zy).

Demonstragao. Usando um argumento de limite inverso (veja por exemplo
[DDMS, Proposigao 1.5]), podemos assumir que G é um p-grupo finito.
Agora, pelo Teorema da base de Burnside [R2, 5.3.2], existem elementos
X1,y Ty € X tais que G = (21,...,%py). O

Grupos p-adicos analiticos

Uma classe importante de grupos pro-p sao os grupos p-adicos analiticos.
Tais grupos tem muitas propriedades interessantes e tem papel importante
no nosso estudo. Antes de definir o que vem a ser um grupo p-adico analitico
consideramos as seguintes definigoes:

Definicao 1.3.8. Seja G um grupo profinito.
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e Denotamos por d(G) o menor nimero de elementos de G que sdo ne-
cessarios para gerar (topologicamente) o grupo G.

e Dizemos que G tem posto finito se

sup {d(H) | H <. G} < 0.
Os grupos pro-p que sao p-adicos analiticos podem ser definidos da se-

guinte forma:

Definicao 1.3.9. Dizemos que um grupo pro-p € p-ddico analitico se ele tem
posto finito.

Notagao 1.3.10. Quando G é um grupo de posto finito, denotamos por r(Q)
o posto do grupo G, ou seja:

r(G) =sup {d(H) | H<.G} < .

Cabe ressaltar uma caracterizagao a qual evidencia a importancia de tais
grupos:

Teorema 1.3.11. Seja G um grupo pro-p. Entao as sequintes afirmagoes
sao equivalentes:

(a) G € p-ddico analitico;
(b) G < GL,(Zy) (isto é, G € isomorfo a um subgrupo de GL,(Zy,)).

Para uma lista mais completa de equivaléncias e suas devidas demons-
tragoes, veja [DDMS, pags. 97 e 98].

Observagao 1.3.12. Muitas vezes, em vez de escrever G < GLy(Z,), escre-
vemos “G possui uma representagao linear fiel sobre os numeros p-adicos”.

Teorema 1.3.13. (Alternativa de Tits, [T, Coroldrio 1]) Seja G um grupo
finitamente gerado. Suponhamos que G admite uma representacao linear fiel
sobre um corpo de caracteristica 0. Entao uma das sequintes afirmagoes é
valida:

(a) G possui um subgrupo soluvel de indice finito;

(b) G possui um subgrupo isomorfo a um grupo livre nao abeliano.
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1.4 Resultados Lie-Tedricos

Com muita frequéncia, usamos métodos de “natureza” Lie-tedrica nas de-
monstracoes dos nossos resultados. Apresentamos as defini¢oes e resultados
que sao usados ao longo do texto.

Definicao 1.4.1. Sejam L um conjunto e F um corpo. Dizemos que L é
uma dlgebra de Lie (sobre F) se,

e [ ¢ um F-espaco vetorial;

e em L podemos definir um produto bilinear que chamamos de colchete de
Lie, o qual € denotado por |.,.], e tem as sequintes propriedades:

> (Identidade de Jacobi) Para todos x,y,z € L, temos
[, 9, 2] + [y, z, 2] + [z, 2, 9] = 0;
> (Anti-simétrica) Para todo x € L, temos [z, z] = 0.

Muitas vezes nos referimos ao colchete de dois elementos, como sendo o
comutador (de Lie) de tais elementos.

Notagao 1.4.2. Seja L uma dlgebra de Lie. Adotamos a motacdo cujos
comutadores sao tomados “a esquerda”. Ou seja, sely,...,l, sao elementos
de L entao

A S (AR AR A

Definigao 1.4.3. Sejam L uma dlgebra de Lie e a € L. Dizemos que a €
ad-nilpotente se existe um inteiro positivo n = n(a) de tal forma que

[z,a,...,a] =0

n vezes

para todo x € L. Se n € o menor inteiro com a propriedade acima, entao
dizemos que a € ad-nilpotente de indice n.

Sejam L uma algebra de Lie e X um subconjunto arbitrario de L. Dizemos
que h € L é um comutador nos elementos de X se h pode ser escrito a partir
de algum sistema de colchetes de Lie nos quais os tnicos elementos que
comparecem sao elementos de X.

Seja L uma algebra de Lie sobre um corpo F. Denotamos por F a algebra
de Lie livre (sobre IF) sobre uma quantidade enumeravel de geradores livres
T1,To,. ...
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Definigao 1.4.4. Seja f = f(x1,...,x,) um elemento ndao trivial de F.
Dizemos que uma dlgebra L satisfaz a identidade f = 0 se

fly, ..., 0,) =0,

para todos ly,...,l, € L. Nesse caso, dizemos que L é PI, ou que L satisfaz
uma tdentidade polinomial nao trivial.

Aqui cabe ressaltar um importante critério de nilpoténcia para algebras
de Lie:

Teorema 1.4.5. (Zelmanov, [Z]) Seja L uma dlgebra de Lie gerada pelos
elementos ly,...,l,. Se L é PI e todos os comutadores em {l1,la, ..., 1}
sao ad-nilpotentes, entao L € nilpotente.

Tal resultado é muito importante na Teoria de algebras de Lie e tem
inimeras aplicagoes na Teoria dos Grupos.

Algebra de Lie associada a um grupo G

Sejam ¢ um inteiro positivo, p um primo e G um grupo. Denotamos por
D; = D;(G) o seguinte subgrupo de G:

D; = {¢” | g€~.(G), onde cp’ > i).

Tais subgrupos formam uma série central de GG, chamada série de Zassenhaus-
Jennings-Lazard (ou abreviadamente, série ZJL). Definimos a dlgebra de Lie
associada a série ZJL do grupo G da seguinte forma:

o0

D;
Diy1

L(G) =
i=1
Seja [F,, um corpo com p elementos. Assim, L(G) pode ser vista como uma
algebra de Lie sobre F,, onde o colchete de Lie, [.,.], é definido inicialmente
nos elementos homogeéneos aD;y; e bD;,; como sendo

[CLDZ', bD]] = [CL, b]Di-l-j—H‘

Para os demais elementos em L(G), podemos estender o colchete por line-
aridade. Para mais informagoes acerca de dlgebras de Lie, veja [S2, pags.
375-380] ou [DDMS, Capitulos 11 e 12].



1.4 Resultados Lie-Tedricos 22

Notacgao 1.4.6.

» Denotamos por §(z) o grau do elemento x com respeito a série ZJL, ou
seja, 0(x) € o inteiro positivo i tal que x € D; \ Dy (veja [WZ] para
mais detalhes).

» Para um elemento x € D; \ D;1. Denotamos por & o elemento xD;y 1 €

L(G).

Observagao 1.4.7. (Cdlculos de comutadores) Sejam n um inteiro positivo
e FF = F(x,y,2) o grupo livre nas varidveis x,y,z. FEntdo, o comutador
[x2,, y] pode ser escrito da sequinte forma:

[ Y[z ylv(2, Y, 2)

onde v € o produto de comutadores de peso, no minimo, n+2. Sendo que tal
comutador envolve as varidveis x, z e envolve ainda y pelo menos n vezes.
A demonstracdo dessa observacdo seque por inducdo sobre n.

O enunciado do Lema a seguir foi retirado do artigo [S5, Lema 2.4]. A
prova do Lema, bem como a Observacao 1.4.7, segue como consequéncia da
demonstracao de um dos resultados em [WZ, Segao 3]. Com o intuito de
simplificar a leitura, apresentamos a demonstracao explicitamente.

Lema 1.4.8. Seja G um grupo pro-p. Se x é um elemento Engel, entdio T €
ad-nilpotente.

Demonstracao. Para cada inteiro positivo n consideramos a seguinte aplicacao:

v, : G — G

a — la,z,...,xl.

(n) vezes

Temos que V¥,, é uma aplicacao continua. Consideramos, para cada inteiro
positivo n o seguinte subconjunto:

T, =9'1)={acG | [a,7] =1}

Dessa forma, cada T, é um subconjunto fechado de G. Como x é um elemento
Engel, temos que o grupo G ¢é a uniao de uma quantidade enumeravel de
subconjuntos fechados,

Un=¢

neN
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Pelo Teorema da Categoria de Baire (veja por exemplo [K, p. 200]), existe
um subconjunto aberto de G' em algum dos T),’s. Dai, podemos obter um
inteiro positivo n, um elemento a € G e um subgrupo aberto H de G de tal
sorte que

[ah,, z] =1,

para todo elemento h € H. Em particular, podemos considerar H <G (veja,
por exemplo [DDMS, B2, pag. 358]) e temos

[ah,, x| = [a,, x][h,, z]v(a, x, h),

onde v é um produto de comutadores de G (veja a Observagao 1.4.7). Nesse
caso, temos ainda:

d(v(a,z,h)) = 0(a) +no(z) + 6(h),

para cada h € H. Chamemos |G : H| = p*. Dado um elemento g € G,
temos que o comutador hy = [g,x 2] € H e §(ho) = 6(g) + kd(z). Assim, pela
Observagao 1.4.7, [ho,, ] = v(a,z, hy)~'. Agora, vamos fazer uma estimativa
para 0([ho,n z]),

5<[gm+k *T]) - 5([h0m ZL'D - 5(U<a7x7h0>71)
> 0(ho) + 0(a) + nd(z)
> 0(g9) + ké(z) + nd(z) + (a)
> 60(g) + (k+n)d(x)+1,
com isso temos que Z é ad-nilpotente (de indice < n + k). ]

Lema 1.4.9. (Lazard [L, pag. 131]) Sejam G um grupo e v € G. Entao
(ad Z)P = ad (zP).

Notagao 1.4.10. Seja L(G) a dlgebra de Lie associada a um grupo G. De-
notamos por L,(G) a subalgebra de Lie gerada pela componente Dy/Ds.

Informagoes importantes do grupo G podem ser obtidas a partir da nil-
poténcia da algebra de Lie L,(G). Por exemplo, um resultado muito im-
portante devido a Lazard [L2] relaciona uma dada propriedade estrutural de
um grupo pro-p finitamente gerado G' com a estrutura da sua dlgebra de Lie

Ly(G).
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Teorema 1.4.11. (Lazard, [L2]) Seja G um grupo pro-p finitamente gerado.
Se L,(G) € nilpotente, entao G é grupo p-ddico analitico.

Como ¢ de se esperar, temos que as propriedades estruturais de um grupo
tem fortes implicagoes na algebra de Lie L,(G). Uma condicao ttil para
garantir que uma dada &élgebra de Lie satisfaz uma identidade polinomial foi
dado por J. Wilson e E.I. Zelmanov [WZ].

Definicao 1.4.12. Sejam G um grupo e H um subgrupo de indice finito
em G. consideramos w = w(xy,...,xs) uma palavra de grupo e elementos
J1,---,9s € G. Dizemos que w é uma identidade de classe sobre g1H, . .., g9:H,
se

w(glhla-"7gshs> = 17
para todos hq,...,hs € H.

Teorema 1.4.13 (Wilson, Zelmanov, [WZ]). Sejam G um grupo, H um

subgrupo de indice finito e aq,...,a, € G. Se w € uma identidade de classe
sobre a1 H, ..., a,H, entdo para qualquer primo p a dlgebra de Lie L,(G) é
PI.

Em particular, podemos obter o seguinte corolario:

Corolario 1.4.14. Seja G um grupo. Se G satisfaz uma identidade de grupo
w =1, entao L,(G) é PI.

Observacao 1.4.15. Uma referéncia mais completa acerca de aplicagoes de
dlgebras de Lie em Teoria dos Grupos veja o artigo [S2].



CAPITULO 2

Condi¢oes de Engel

Nosso objetivo ¢é estudar propriedades que generalizam o conceito de nil-
poténcia. Mais precisamente, condigoes de Engel. Nesse capitulo, fazemos
um apanhado dos resultados que usamos ao longo do texto acerca de grupos
e elementos Engel.

2.1 Condicoes de Engel

Definicao 2.1.1. Sejam n um inteiro positivo e G um grupo.
e Dizemos que g ¢ n-Engel se

[mmg]:[xagv"'?g :1}

n vVezes

para todo x € G. Algumas vezes dizemos que g € G € Engel limitado,
sem explicitar o numero n.

e Dizemos que g € Engel, se para qualquer x € G eziste n, = n(x,g) > 1 tal

que
@ 0] = [2,9, -, g) = 1.

ng vezes
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Definicao 2.1.2. Seja G um grupo.

e Seja n um inteiro positivo. Dizemos que G satisfaz a n-ésima condi¢cao de
Engel (ou simplesmente, G é n-Engel) se todos os seus elementos sao
n-FEngel. Equivalentemente, G satisfaz a identidade

[x,ny] = [xvya"Wy = 1;

para todos x,y € G.

e Dizemos que G € um grupo Engel limitado, se todo elemento x de G ¢é
n-Engel, para algum inteiro positivo n = n(x).

e Dizemos que G é um grupo Engel, se todos os elementos de G sao Engel.

Observacao 2.1.3. Definimos todos os nossos conceitos de Engelianidade
a esquerda, mas existem ainda definicoes cldssicas a direita, na qual, o ele-
mento g € G ¢ dito n-Engel a direita se

[gmx] =1

para todo x € G. Também poderiamos definir: “g € Engel a direita”, etc.
Entretanto, esse mao serd o mosso objetivo e, mo nosso contexto, sempre
estamos considerando nossas definicoes “a esquerda”. Para maiores detalhes
sobre elementos Engel a direita veja [R, Capitulo 7].

Notacao 2.1.4. Seja G um grupo.

» Denotamos por e(G) o conjunto de todos os elementos Engel de G.

» Denotamos por €(G) o conjunto de todos os elementos Engel limitados de

G.

» Dado n um inteiro positivo. Denotamos por £,(G) o conjunto de todos os
elementos n-FEngel de G.

Observacao 2.1.5. Naturalmente, temos o sequinte conjunto de inclusoes:
en(G) CE(G) C (@),

para cada inteiro positivo n. Em particular,

2(G) = |J =(G).

neN
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A proposicao a seguir nos diz que existem elementos n-Engelianos e ele-
mentos Engel. Mais ainda, sao encontrados como elementos em subgrupos
normais nilpotentes e subgrupos normais localmente nilpotentes, respectiva-
mente.

Proposicao 2.1.6. Sejam G um grupo e N < G.
i) Se g€ N e N € nilpotente, de classe < n, entdo g € (n+ 1)-Engel.
ii) Se N € localmente nilpotente e g € N, entdo g € Engel.
Demonstracao.
Dem.i) Dado z € G. Temos [z, g] € N, pois N é normal em G.
Como N ¢ nilpotente de classe no méaximo n, segue

[z,9l,9,...,9] = 1.
Com isso, o elemento g é (n + 1)-Engel em G.
Dem.ii) Dado 2 € G. Temos [z, g] € N, pois N é normal em G.

Como N ¢é localmente nilpotente, segue que

H = ([z,9],9)

é nilpotente, digamos de classe n = n([z, g],¢). E, em particular,

[z, 9],ng] = 1.

Mais geralmente, para cada escolha de elemento = € GG, podemos associar
um subgrupo H, gerado por [z, g] e g. Chamamos a classe de nilpoténcia de
H, de n, = n([:ﬁ,g],g) Daia

[z, 9], 9] = 1.
0

Naturalmente, todo grupo n-Engel é Engel e todo grupo localmente nil-
potente é Engel. Entretanto, nao sabemos se a classe dos grupos n-Engel
forma uma subclasse dos localmente nilpotentes. Na verdade, tal questao é
uma das conjecturas mais importantes relacionadas as condicoes de Engel.
Explicitamente:
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Conjectura 2.1.7. (E. Plotkin, [Kh.M, Problema 14.70]) Seja n um inteiro
positivo. Se G € um grupo n-Engel, entao G € localmente nilpotente.

Sem restricoes adicionais, salvo para n = 2,3 e 4, a Conjetura 2.1.7
permanece em aberto. O diagrama a seguir descreve as relacoes de inclusoes
nas classes de grupos nilpotentes, localmente nilpotentes e Engelianos.

Engel

Localmente
_| nilpotente

Nilpotente de
classe n

para cada inteiro positivo n.

Em certas classes de grupos ¢é sabido que a Conjectura é verdadeira. Por
exemplo, J. Wilson [W], mostrou que todo grupo residualmente finito n-Engel
¢é localmente nilpotente. Temos ainda que grupos localmente graduados n-
Engel sao localmente nilpotentes (Y.Kim e A.H.Rhemtulla [KR]). Adici-
onalmente, em certas classes de grupos Engelianidade é suficiente garantir
que o grupo é localmente nilpotente. Por exemplo, grupos finitos Engel (M.
Zorn,[R2, 12.3.4]) ou, mais geralmente, grupos Engel satisfazendo a condigao
maximal (R. Baer, [R2, 12.3.2]) sdo nilpotentes. Ou ainda, grupos Engel que
sejam soliveis (K. Gruenberg, [GK]) ou profinitos (J. Wilson e E. 1. Zelma-
nov, [WZ, Teorema 5]) ou compactos (Y. Medvedev, [MY]) sao localmente
nilpotentes.

2.2 Radical de Hirsch-Plotkin

Duas questoes sao centrais no estudo dos elementos Engelianos, sao elas:
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a) Sob que hipéteses temos que o radical de Hirsch-Plotkin HP(G) de um
grupo G coincide com o conjunto de todos os elementos Engel de G}

b) Ou sob que condigoes temos que £(G) é um subgrupo de G.

Para uma referéncia na qual possui um apanhado com os principais
avangos recentes, veja o artigo [A].

Para grupos localmente nilpotentes temos um resultado analogo ao Teo-
rema de Fitting [R2, 5.2.8, pag. 133]:

Proposicao A. (Hirsch e Plotkin) Sejam G um grupo. Se H e K sao sub-
grupos normais localmente nilpotentes de G, entao J = HK ¢é localmente
nilpotente.

Para uma demonstragao desse fato, veja [R2, 12.1.2]. Um corolério ime-
diato dessa Proposicao é a seguinte:

Proposicao A’. Em um grupo G existe um tnico subgrupo normal maximal
localmente nilpotente (chamado radical de Hirsch-Plotkin), contendo todos
os subgrupos normais localmente nilpotentes de G.

Para uma demonstracao, veja [R2, 12.1.3].

Notacao 2.2.1. HP(G) denotard o radical de Hirsch-Plotkin de G (dado
na Proposicao A e Proposigao A’)

Em particular, pela Proposicao 2.1.6, temos que

HP(G) C £(G).

Para certas classes de grupos tais conjuntos coincidem, tais como para grupos
finitos. Apresentamos alguns resultados onde a igualdade ocorre, especial-
mente, aqueles que usamos no decorrer do trabalho.

Definicao 2.2.2. Dizemos que um grupo G satisfaz a condicao mazimal
se todo conjunto nao vazio de subgrupos de G, parcialmente ordenado pela
inclusao, possui um elemento mazximal.

Teorema 2.2.3. (Baer) Seja G um grupo satisfazendo a condi¢ao mazimal.
Entao HP(G) € nilpotente. Mais ainda, os conjuntos €(G),e(G) e HP(G)
coincidem.
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Para uma demonstragao, veja [R2, 12.3.7]. Podemos obter um resultado
analogo para grupos localmente finitos.

Corolario 2.2.4. Seja G um grupo localmente finito. Entao HP(G) = ¢(G).

Demonstragao. Ja sabemos que HP(G) C ¢(G). Resta mostrar a outra
inclusao. Seja = € ¢(G). Vamos mostrar que A = (29 | g € G) é localmente
nilpotente. Tomamos uma quantidade finita e arbitraria de elementos em G,
digamos ¢1,...,gs € G. Vamos mostrar que

H = (z9,... x%).

é nilpotente. Como G é localmente finito e H é finitamente gerado, temos
que H é finito. Por outro lado, cada x% € ¢(G), pois x é Engel. Portanto,
A ¢ localmente nilpotente. Em particular, x € HP(G) e isso conclui a
demonstracao. O

Teorema 2.2.5. (Gruenberq) Seja G um grupo solivel. FEntao £(G) =
HP(G).

Para uma demonstragao, veja [R2, 12.3.3]. Naturalmente, como corolario
desse resultado, podemos obter um analogo para grupos localmente soliveis.

Corolario 2.2.6. Seja G um grupo localmente solivel. Entao HP(G) =
e(G).

Demonstracao. Chamemos E = £(G). Basta mostrar que E ¢é localmente
nilpotente. Escolha uma quantidade finita e arbitraria de elementos em F,
digamos yi, ...,y € E. Assim, existem xy, ...,z € ¢(G) tais que

Y1y yr) CH = (21,...,24).

Por hipétese, H é soluvel. Pelo Teorema 2.2.5, HP(H) = ¢(H) e como
x; € HP(G), para cada ¢ = 1,...,s. Temos que H é nilpotente. Como os
elementos de G foram tomados arbitrariamente, segue que E é localmente
nilpotente. O

Cadeias de Subgrupos

De modo geral, o estudo dos elementos Engel de um dado grupo G é bastante
influenciado pela estrutura dos seus quocientes. Aqui apresentaremos um
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resultado muito importante devido a B.I. Plotkin que assegura a igualdade
HP(G) = ¢(G) caso o grupo G tenha uma certa série de subgrupos cujos
fatores sao localmente nilpotentes.

A série nilpotente superior de um grupo G é dada por

1=Us(G) <UL(G) < ...

onde U;(G) = Fit(G) que é o subgrupo gerado por todos os subgrupos nor-
mais nilpotentes de GG e cada U, ; é obtido como sendo o seguinte subgrupo
de G:

Uis1/U; = Fit(G/U;)

para cada ¢ € N.
Observagao 2.2.7. Seja G um grupo.

» Dizemos que G tem altura de Fitting m se U, (G) = G e Uy,—1(G) < G.
Em particular, denotamos a altura de Fitting de G por h(QG).

» Naturalmente, se G € um grupo simples finito e nao abeliano, entao U, (G) <
G para todo n € N. E, nesse caso, nao estaria definida a altura de Fit-
ting do grupo G.

No nosso estudo estamos particularmente interessados em grupos que pos-
suem uma série finita de subgrupos cujos fatores sao localmente nilpotentes.
Com isso, de modo analogo a “série localmente nilpotente superior” de um
grupo, podemos definir a seguinte série:

Definigao 2.2.8. Seja G um grupo.
e Definimos a série de Hirsch-Plotkin superior de G como sendo
I<R <Ry<...

onde Ry = HP(G) € o radical de Hirsch-Plotkin e cada R, € obtido
como sendo o sequinte subgrupo de G:

Ra/Ra-1 = HP(G/Ra_1).

E para um limite ordinal \:

Ry = | J Ra.

a<
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Dizemos que um grupo G € radical se ele coincide com algum termo da sua
série de Hirsch-Plotkin superior.

Teorema 2.2.9. (Plotkin) Seja G um grupo. Se G € radical, entio (G) =
HP(QG).

Para uma demonstracao, veja [R, Teorema 7.34].

Observagao 2.2.10. Aqui cabe ressaltar que, em geral, HP(G) C &(G).
Nesse ponto, podemos citar um dos exemplos mais importantes associados a
Engelianidade que é o famoso exemplo de E. S. Golod e I. R. Shafarevich.

Exemplo 2.2.11. (Golod e Shafarevich, [G]) Se n > 3, entao eziste um
grupo G n-gerado Engel nao-nilpotente.

Na verdade, tais exemplos sao ainda mais fortes. Esses grupos sao, adi-
cionalmentente: p-grupos, residualmente finitos e periodicos! E foram os
primeiros contra-exemplos de grupos finitamente gerados periédicos que nao
sao finitos. Tal problema é o célebre Problema Irrestrito de Burnside ou
Problema Geral de Burnside. O Apéndice A contém os enunciados dos
Problemas de Burnside e umas referéncias historicas. Para uma referéncia
completa, veja [GN].

Com isso, em geral, grupos podem conter elementos Engelianos fora do
radical de Hirsch-Plotkin. E nosso objetivo central serd obter condigoes para
que dados elementos Engel sejam elementos do radical de Hirsch-Plotkin.

2.3 Elementos Engelianos

Salvo mencao em contrario, todos os resultados que apresentamos nessa se¢ao
foram descritos em [BSTT].

Notagao 2.3.1. Sejam H um subgrupo de um grupo G e Y um subconjunto
de G. Denotamos por HY o menor subgrupo de G contendo H e normalizado
por'Y. Isto €, se g € HY, entio ¢V € HY, para todo y € Y.

Lema 2.3.2. Sejam G um grupo e x,y € G. Se
[ZL’,n ym] = 17

para inteiros positivos n e m, entdo o subgrupo (x)¥ € finitamente gerado.
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Demonstracao. Nossa demonstracao sera feita em duas partes.

Parte 1: (Exercicio 12.3.6, [R2]) Se [z,,y] = 1, entdo (x)¥ é finitamente
gerado.
E suficiente mostrar que:

n+1

A R LA

. J n .
Pois, nesse caso, ¥ € (z,z¥,...,2Y"), para todo j = n+ 1. Vamos demons-
trar usando inducgao sobre n.

Caso n = 1. Temos que z e y comutam. Portanto, ¥ = x e
(@) = (x),
que, em particular, é finitamente gerado.

Caso n = 2. Temos que [z,y,y] = 1. Assim, (z~")Va(z ')Va? = 1 e,
consequentemente,

1

2V = avrlaY € (z,aY).

Dali,
v = (a:yz)y — ¥ (Jvfl)yacy2 € (:L',xy,xy2>.
Suponhamos que o resultado vale para n = k > 2. Agora vamos mostrar

que o resultado vale para n = k + 1. Observamos [[z, y],, y] = 1, portanto,

k k

[x’y]y S <[$7y]7 [x’y]y’ s [I7y]yk71> C <5(7,$y7~-,$y > =: K.

Logo,

= [z, = @),

. k+1 k
com ¢ € K. Finalmente, ¥ =aY c€ K.

Parte 2: Chamamos X = ()", Pela Parte 1, temos que X é finitamente
gerado. Por outro lado,

()W = (XY |i=0,...,m—1),

que ¢ finitamente gerado. O
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Como consequéncia imediata do Lema anterior, temos o seguinte:

Corolario 2.3.3. Sejam G um grupo, m um inteiro positivo e y € G. Se
H < G ¢€ finitamente gerado e y™ € Engel, entdo HY) ¢ finitamente gerado.

Lema 2.3.4. Se G € um grupo gerado por dois elementos x ey, entao

G' = [z, y]"Y |r, s € Z).

1

Demonstracio. Seja N = ([x,y]*"¥" |r,s € Z). Naturalmente, N¥ e NY_
estao contidos em N. Para mostrar que N <G, vamos mostrar que N* C N.
Mais ainda,

[, g7V = [y = [y ]y [y, ),
Temos que
s—1 s—2
[ysﬁ I] - [yv I]y [ya x]y e [y’ [E],
para todo s > 1. Assim N* < N. De modo analogo, temos N*' <N e,
consequentemente, N é um subgrupo normal em G. Dai, G' = N. O]

Lema 2.3.5. Sejam m um inteiro positivo e G um grupo gerado por um
congunto finito X. Se x™ é um elemento Engel para todo x € X, entao G' €
finitamente gerado.

Demonstracao. Suponhamos que X = {z,y}. Pelo Lema 2.3.4, temos
G = ([, y)"Y |1, s €Z)

e, pelo Coroldrio 2.3.3, segue que ({[z,y]))® é finitamente gerado. Agora,
consideramos X = {z1,...,2441}, com d > 2 e suponhamos que o resultado
¢ valido para subgrupos com até d geradores. Tomamos, para cada i =
1,...,d+ 1, o respectivo subgrupo:

Gi = <IL'1, sy Lim1s L1y - - - 7$d+1>'

Por hipétese de indugao, segue que cada G’ ¢ finitamente gerado. Nova-
mente, pelo Corolério 2.3.3, segue que (G)®) é, ainda, finitamente gerado.
Como o grupo G é gerado pelos elementos x € X, temos que o subgrupo

K= (@)

i=1,...,d+1)

é normal em G. Logo, K = GG', que é finitamente gerado. O
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O préximo resultado nos garante que em um grupo finitamente gerado
no qual temos propriedades adicionais em certas poténcias e em seus gerado-
res, podemos garantir que os termos da série derivada sao ainda finitamente
gerados.

Corolario 2.3.6. Sejam m um inteiro positivo e X um conjunto normal e
c-fechado de elementos de um grupo G. Suponhamos que G € gerado por um
numero finito de elementos de X. Se x™ ¢é Engel, para todo v € X, entao
todos os termos da série derivada de G sao finitamente gerados.

Demonstracao. Pelo Lema 2.3.5, temos que o subgrupo derivado G’ é finita-
mente gerado. Agora, suponhamos que G*) é finitamente gerado, para um
dado & > 1. Como o conjunto X é normal e c-fechado, segue que G*) é
gerado por uma quantidade finita de elementos de X. Aplicando novamente
o Lema 2.3.5, segue que G**Y ¢ ainda finitamente gerado. n

O objetivo final desse capitulo é demonstrar o seguinte resultado:

Proposicao 2.3.7. Seja G um grupo gerado por um conjunto de elementos
Engel. Se G®) ¢ localmente solivel para algum inteiro positivo k, entdo G é
localmente nilpotente.

Antes de demonstrar essa proposicao, vamos demonstrar o seguinte lema
técnico.

Lema 2.3.8. Sejam G um grupo gerado por um conjunto de elementos Engel
e H um subgrupo normal localmente solivel de G. Entao [H,G] € localmente
nilpotente.

Demonstracao. Seja X um conjunto de elementos Engel tal que G = (X).
Consideramos N o subgrupo gerado pelos elementos obtidos de [H, x], onde
x estd variando no conjunto X. Dai, N < H e temos ainda [H,z] < N.
Note que cada x € X normaliza N. Como G é gerado por X, temos que N
é subgrupo normal de G e, consequentemente, N = [H, G|. Dal, ¢é suficiente
mostrar que [H, z| é localmente nilpotente, para cada z € X, visto que:

N={([H,z] | =€ X).
Consideramos, para cada z € X, o subgrupo

Ky=(h,...,hp,x | by € Hj=1,... 7).
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Pelo Corolario 2.3.3, o subgrupo J o qual é gerado pelos conjugados de K,
por (x), ou seja,
J={(hj|lj=1,...,r®

¢ finitamente gerado e, portanto, solivel. Como J é um subgrupo normal de
K,, temos K, solivel. Em particular, (H,z) é localmente solivel. Assim,
pelo Corolario 2.2.6, x € HP((H,x)). Logo, [H,z] é localmente nilpotente.

O

Demonstracao da Proposicao 2.3.7. Sabemos que

G+ — [G(k),G(k)] < [G(k),G].

Pelo lema anterior, temos que [G*), G] é localmente nilpotente. Em par-
ticular, G*+1) ¢ localmente nilpotente. Pelo Teorema 2.2.5, G/G*+1 é local-
mente nilpotente, pois o radical de Hirsch-Plotkin coincide com o conjunto
dos elementos Engel em grupos soluveis. Logo, pelo Teorema 2.2.9, G é
localmente nilpotente. O]

Observacao 2.3.9. Mais geralmente, se G é um grupo no qual G*) € lo-
calmente solivel, temos que (G) = HP(G). E a demonstracao é similar a
prova da Proposicao 2.3.7.



CAPITULO 3

Subgrupos verbais de grupos residualmente finitos

Os resultados descritos nesse capitulo estao relacionadas a obtencao de critérios
de nilpoténcia para subgrupos verbais de grupos residualmente finitos. Mais
precisamente, obtemos condigoes suficientes para que certos elementos n-
Engel estejam no radical de Hirsch-Plotkin.

Salvo mencao em contrario, todos os resultados apresentados nesse capitulo
foram obtidos em colaboragao com P. Shumyatsky, A. Tortora e M. Tota e
estao no artigo: [BSTT]. Algumas vezes, para simplificar a escrita, incluimos
as iniciais BSTT ao nos referirmos ao artigo [BSTT].

3.1 Motivacao e resultados principais

Usando resultados associados a solugao positiva do Problema Restrito de
Burnside, J.S. Wilson mostrou o seguinte Teorema sobre grupos n-Engel:

Teorema (Wilson, [W]) Sejam n um inteiro positivo e G um grupo residu-
almente finito. Se G é n-Engel, entao GG é localmente nilpotente.

Em seguida, P. Shumyatsky [S1] mostrou que tal resultado pode ser es-
tendido da seguinte forma:
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Teorema (Shumyatsky, [S1, S2]) Sejam k, n inteiros positivos e G um grupo
residualmente finito. Se os comutadores [z1, ..., x| sdo n-Engel, para todos
x1,...,Tx € G, entdo o k-ésimo termo da série central inferior v, (G) é local-
mente nilpotente.

Nesse capitulo, estudamos outros subgrupos verbais w(G) de grupos re-
sidualmente finitos GG, nos quais impomos condi¢ao de Engel sobre os seus
w-valores. Mais especificamente, estudamos a seguinte conjectura:

Conjectura A. Sejam w uma palavra de grupo e n um inteiro positivo. Se
G é um grupo residualmente finito no qual todos os w-valores sao n-Engel,
entao o subgrupo verbal w(G) é localmente nilpotente.

No nosso contexto, o resultado de P. Shumyatsky, em [S1, S2] nos d&
solucao positiva para tal questao quando w é a palavra 7, para cada inteiro
positivo k. Aqui nosso objetivo é estender tal resultado da seguinte forma:

Teorema A. Sejam d,n inteiros positivos e w um comutador multilinear.
Considere v = w?. Se G é um grupo residualmente finito no qual todos os
v-valores sdo n-Engel, entao o subgrupo verbal v(G) ¢ localmente nilpotente.

Teorema B. Sejam n um inteiro positivo e w um comutador multilinear. Se
G é um grupo localmente graduado no qual todos os w-valores sao n-Engel,
entdo o subgrupo w(G) é localmente nilpotente.

Teorema C. Sejam n, m inteiros positivos. Se GG é um grupo residualmente
finito no qual = é n-Engel ou 2™ é n-Engel, para todo x € G, entao o sub-
grupo G™ é localmente nilpotente.

O Teorema C nao comparece em BSTT e, em principio, nao é um
avanco direto para a Conjectura A. Por outro lado, tal resultado serve
para demonstrar que tal questao é valida para outras classes de palavras,
tais como as palavras do tipo nao-comutador.

Teorema D. Sejam n um inteiro positivo e w uma palavra nao-comutador.
Se GG é um grupo residualmente finito no qual todos os w-valores sao n-Engel,
entao o subgrupo w(G) é localmente nilpotente.



3.2 Demonstragoes dos resultados 39

3.2 Demonstracoes dos resultados

Para organizar melhor o capitulo, dividimos as se¢oes de acordo com o tipo de
palavra estudado. Inicialmente vamos considerar comutadores multilineares
e, depois, palavras do tipo nao-comutador.

3.2.1 Comutador Multilinear

Antes de demonstrar o Teorema A, vamos considerar a seguinte proposigao:

Proposicao 3.2.1. Sejam d,n inteiros positivos e w um comutador multi-
linear. Considere v = w?. Suponha que G é um grupo residualmente finito
gerado por um numero finito de elementos Engel. Se todos os v-valores sao
n-FEngelianos, entao G € nilpotente.

Demonstracao. Usando o Teorema 2.2.3, obtemos que todos os quocientes
finitos de G sao nilpotentes, pois sao grupos finitos gerados por elementos
Engelianos. Assim, G é residuamente (nilpotente finito). Pelo Lema 1.2.5,
podemos supor que G é residualmente-p, para algum primo p. Por outro lado,
pelo Lema 1.1.12, existe um inteiro k& de tal sorte que todos os d,-valores sao,
em particular, w-valores em G. Agora, a demonstragao segue em duas partes:

Parte I. Inicialmente mostramos que G*) ¢é localmente solivel. Tomemos
uma quantidade finita e arbitraria de d,-valores hq,..., h, e consideramos o
subgrupo

H={hy,...,h).
Agora, devemos mostrar que H é solivel. Consideramos a algebra de Lie
associada a série Zassenhaus-Jennings-Lazard

H=Dy>Dy>-.

de H. Entao, L = L,(H) é gerado por h; = h;Dy, i =1,2,...,r. Dado h um
comutador de Lie em h; e h o comutador de grupo em hy, ..., h, associado a
h tendo o mesmo sistema de colchetes que h. Pelo Lema 1.4.9, temos
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Desde que h? é n-Engel, segue que hé ad-nilpotente. Em particular, a
ad-nilpoténcia de h tem indice no maximo dn. Mais ainda, H satisfaz a
identidade

f=[ym 0y, ... z0)] = 1.

Do Lema 1.4.13, a algebra de Lie L é PI. Portanto, pelo Teorema 1.4.5,
L é nilpotente. Chamemos H o completamento pro-p de H. Temos que
L,(H) = L (pois H e H tem os mesmos quocientes finitos [RZ, Proposicao
3.2.2]) é nilpotente e segue do Teorema 1.4.11 que H ¢ p-adico analitico.
Assim, H admite uma representacao linear fiel sobre os nimeros p-adicos.
Finalmente, observe que H satisfaz a identidade f =1 e, consequentemente,
H nao possui um subgrupo isomorfo a um grupo livre nao abeliano. Pelo
Teorema 1.3.13, H possui um subgrupo soluvel de indice finito. Logo, H é
solivel (pois seus quocientes finitos sdo nilpotentes). Como isso, concluimos
a demonstragao da Parte I, pois a escolha dos di-valores foi arbitraria.

Parte II. Agora, chamemos M = v(G). Note que M é um um grupo
gerado por elementos n-Engel. Pela Parte I, M®) é localmente soltivel. De
acordo com a Proposicao 2.3.7, M ¢é localmente nilpotente. Isso conclui a
demonstracao. O

Agora, a parte técnica da demonstracao do Teorema A foi feita e o res-
tante da prova ficou bem simples, vejamos:

Teorema A. Sejam d,n inteiros positivos e w um comutador multilinear.
Considere v = w?. Se G é um grupo residualmente finito no qual todos
os v-valores sao n-Engel, entdo o subgrupo verbal correspondente v(G) é

localmente nilpotente.

Demonstragao. Seja X um subconjunto finito e arbitrario de v(G). Assim,
existem finitos v-valores vy, ..., v, tais que

(X) < (vyg,...,04).

Com isso, é suficiente mostrar que N = (vy,...,v,) é nilpotente. Agora,
podemos aplicar a Proposicao 3.2.1 ao subgrupo N e o resultado segue. [

Note que, de maneira indireta, obtemos a igualdade entre o conjunto
dos elementos Engel e o radical de Hirsch-Plotkin quando G é um grupo
residualmente finito satisfazendo uma identidade f = 1, mais precisamente:
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Corolario 3.2.2. Sejam d,n inteiros positivos e w um comutador multili-
near. Considere v =w?. Se G é um grupo residualmente finito no qual todos
0s v-valores sao n-Engel, entao HP(G) = £(G).

Demonstragio. E suficiente mostrar que E = (¢(G)) é localmente nilpotente.
Pelo Lema 1.1.12, existe um inteiro k de tal sorte que todos os d,-valores sao,
em particular, w-valores em (. Pelo mesmo argumento usado na Proposicao
3.2.1, temos que G®) é localmente solivel. Em particular, E*) é localmente
soluvel. Finalmente, pela Proposicao 2.3.7, E é localmente nilpotente. O]

Comutadores multilineares em grupos localmente gra-
duados

Estudamos uma versao da Conjectura A para a classe dos grupos local-
mente graduados.

Conjectura B. Sejam w uma palavra de grupo e n um inteiro positivo. Se
G é um grupo localmente graduado no qual todos os w-valores sao n-Engel,
entdo, o subgrupo verbal w(G) é localmente nilpotente.

Obtemos um resultado anédlogo ao Teorema A. Entretanto, o resultado
é parcial e fica restrito aos comutadores multilineares.

Teorema B. Seja n um inteiro positivo e w um comutador multilinear.
Se GG é um grupo localmente graduado no qual todos os w-valores sao n-Engel,
entao o subgrupo verbal w(G) é localmente nilpotente.

Demonstracao. Pelo Lema 1.1.12, existe um inteiro positivo k tal que todos
os dp-valores em G sao ainda w-valores em G. Denotamos por X o conjunto
de todos os di-valores em G. Tomamos uma quantidade arbitraria e finita
de dj-valores hq,..., hg e considere

H=(hi,..., ha).

Mostraremos que H é nilpotente.

Afirmacao: E suficiente mostrar que H ¢ residualmente finito.
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Caso H seja residualmente finito, podemos usar a Proposi¢ao 3.2.1 dire-
tamente. Com isso, consideramos R a intersecao de todos os subgrupos de
indice finito em H. Sem perda de generalidade, podemos supor que, R # 1
(sendo H j4 seria residualmente finito). O quociente H/R é residualmente
finito e, pela Proposicao 3.2.1, é nilpotente. Dai, existe um inteiro positivo
s tal que

H® < R.

Note que H/H®tY ¢ nilpotente, visto que é um grupo solivel o qual
é gerado por uma quantidade finita de elementos Engel (Teorema 2.2.5).
Assim, H/H®*Y ¢ também residuamente finito [R2, 5.4.18]. Dai,

H® — g+

Por outro lado, X N H é um conjunto c-fechado de H e, consequente-
mente, pelo Corolario 2.3.6, H®) é finitamente gerado. Temos que R/H) é
um subgrupo finitamente gerado, pois € um subgrupo de um grupo nilpotente
finitamente gerado. Portanto, R é finitamente gerado. Digamos, R tem r ge-
radores. Como G é um grupo localmente graduado e R ¢ finitamente gerado,
temos que R possui um subgrupo préprio N; de indice finito. Chamamos
t =|R: Nj| < oco. Agora, tomamos N como sendo a interse¢ao de todos os
subgrupos de R cojo indice é, exatamente, t. Por [H, Teorema 7.2.9], temos
que o numero de subgrupos de indice t em R é limitado por uma fungao que
depende somente de t e r. Assim,

|R: N| < 0.

Temos que N é um subgrupo caracteristico de R e, portanto, N<t{H. Com
isso, H/R é policiclico e R/N é finito, temos que H/N satisfaz a condigao
maximal [R2, 5.4.12]. Pelo Teorema 2.2.3, H/N é nilpotente. Logo, H®*Y ¢
um subgrupo normal préprio de H®). Absurdo. Com isso, temos que R = 1
e, consequentemente, H é residualmente finito. O

Observacao 3.2.3. Recentemente, P. Shumyatsky, A. Tortora e M. Tota
demonstraram que o Teorema A admite uma generalizacdo para grupos
localmente graduados, veja [STT].
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3.2.2 Palavra nao-comutador

Os resultados a seguir estao diretamente relacionados a poténcias de elemen-
tos de grupos residualmente finitos.

Teorema C. Sejam k,n inteiros positivos. Se GG é um grupo residual-
mente finito no qual = é n-Engel ou 2% é n-Engel, para todo z € G, entdo
G* ¢ localmente nilpotente.

Demonstracao. Inicialmente, mostramos que z% é um elemento do radical de

Hirsch-Plotkin de GG, independente da escolha do x € G. Seja x € G. Temos
duas possibilidades a serem consideradas:

Caso 1: = é n-Engel.

Tome A = (2€) = (29 | g € G). E suficiente mostrar que A é localmente
nilpotente (e, em particular, obteremos z e ¢ € HP(G)). Escolha arbitra-
riamente um conjunto finito de elementos em G, digamos X = {g1,...,9s}
Chame H = (hy,...,hs), onde h; = %, i =1,2,...,s. Note que, cada h; é
ainda n-Engel, pois é conjugado a z.

Pelo Teorema 2.2.3, segue que em grupos finitos o subgrupo de Fit-
ting coincide com o conjunto dos elementos Engelianos. Dessa forma, G
é residualmente-(nilpotente finito). Pelo Lema 1.2.5, H pode ser conside-
rado residualmente-p, para algum primo p. Consideramos a algebra de Lie
associada a série Zassenhaus-Jennings-Lazard:

H=Dy>2Dy,> ...

Entdo, a dlgebra de Lie L = L,(H) é gerada por h; = h;Dy, i = 1,2,... 5.
Note que G satisfaz a identidade f = 1:

_ d d] —
f=lyz...,2,2%...,29 =1L
——
n vezes n vezes

Assim, L satisfaz uma identidade polinomial nao trivial, pois H satisfaz
também a identidade f =1 (Coroldrio 1.4.8). Dado h um comutador de Lie
em h; e h o comutador de grupo em hy, . . ., hy associado a h tendo o mesmo
sistema de colchetes que h. Pelo Lema 1.4.9, temos
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Desde que h? é n-Engel, segue que h ¢é ad-nilpotente. Em particular, a
ad-nilpoténcia de h tem indice no maximo dn. Considere H o completamente
pro-p de H. Desde que H e H tem os mesmos quocientes finitos, L = Lp(H ).
Segue do Teorema 1.4.5, L é nilpotente. Com isso, H é um grupo pro-p e
a algebra L é nilpotente. Pelo Teorema 1.4.11, H possui uma representacao
linear fiel sobre os nimeros p-adicos. Por outro lado, H satisfaz a lei f =1
e, consequentemente, nao pode conter um subgrupo isormorfo a um grupo
livre nao abeliano. Pelo Teorema 1.3.13, H possui um subgrupo solivel de
indice finito. Como os quocientes finitos de H sao nilpotentes, segue que H
é soluvel. Pelo Teorema 2.2.5, obtemos que H ¢é nilpotente. Em particular,
os elementos = e z¢ pertencem ao subgrupo HP(G).

d

Caso 2: Se x nao ¢é n-Engel, entao x é n-Engel.

Nesse caso podemos proceder da mesma forma que no Caso 1, fazendo
B = {(z9)%). Portanto, ¥ € HP(G), para todo z € G. Logo, G4 C
HP(G). O

Corolario 3.2.4. Sejam m,n inteiros positivos e G um grupo residualmente
finito. Se x? € n-Engel, para todo x € G, entdao G¢ é localmente nilpotente.

Observacao 3.2.5. O Coroldrio acima é consequéncia imediata do Teo-
rema C. FE, em particular, temos solugao positiva para a Conjectura A
quando a palavra € a k-ésima poténcia. Ou seja, w = x¥.

Teorema D. Sejam n inteiro positivo e w uma palavra nao-comutador.
Se G é um grupo residualmente finito no qual todos os w-valores sao n-Engel,
entao o subgrupo verbal w(G) ¢ localmente nilpotente.

Demonstragao. Seja w = w(xy,...,x,) uma palavra nao-comutador. Por-
tanto existe uma variavel x;, ¢ = 1,...,r tal que a soma dos expoentes da
variavel x; que comparecem na palavra w é diferente de 0. Sem perda de
generalidade, podemos supor que seja a varidvel z; (a menos de uma reor-
denagao dos indices, se necessario) e chamemos tal soma de d # 0.

(r—1) vezes (r—1) vezes

Com isso, temos que ¢g? é um w-valor, para cada g € G. Ou seja, todas as
d-ésimas poténcias sao n-Engel em G. Em particular, G¢ C w(G).
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Pelo Corolario 3.2.4, temos que G? é localmente nilpotente. Agora, toma-
mos um subconjunto finito e arbitrario em w(G), digamos X = {g1,...,g:}.
Chamamos H = (g1,...,q)- E suficiente mostrar que H é nilpotente. Sa-
bemos que H? é localmente nilpotente. Segue do Lema 1.2.10, H/H? ¢é
localmente graduado. Por outro lado, pelo Lema A.3.1, segue que H/H? ¢
finito, pois é um grupo localmente graduado finitamente gerado de expoente
finito. Mais ainda, podemos garantir que H¢ é finitamente gerado, pois ¢ um
subgrupo de indice finito de um grupo finitamente gerado [R2, 1.6.11]. Por-
tanto, H?¢ é nilpotente. De acordo com o Teorema 2.2.3, H/H¢? ¢ nilpotente,
pois ¢ finito e gerado por elementos Engel e, consequentemente, H ¢é soluvel.
Pelo Teorema 2.2.5, H é nilpotente. O]

Observagao 3.2.6. Por um resultado de B. H. Neumann [N, Teorema 12.12],
toda palavra w pode ser escrita como o produto wiws, onde

mi

wy = ] mr

..z,

e wy € uma palavra do tipo comutator. Assim, a partir do Teorema D con-
cluimos que a demonstra¢ao da Conjectura A (caso ela seja verdadeira)
depende da obtencao de solucao positiva para todas as palavras do tipo co-
mutador. Adicionalmente, pelo Teorema A, podemos restringir o estudo
as palavras do tipo comutador que nao sejam comutadores multilineares ou
poténcias de comutadores multilineares.

Poténcias em grupos localmente graduados

Aqui apresentamos algumas aplicacoes para grupos localmente graduados.
Em particular, demonstramos um resultado analogo ao Teorema D na classe
dos grupos localmente graduados. Ou seja, obtemos que a Conjectura B é
valida para as palavras do tipo nao-comutador.

Teorema 3.2.7. Sejam n um inteiro positivo e w uma palavra nao-comutador.
Se G € um grupo localmente graduado no qual todos os w-valores sao n-Engel,
entdo o subgrupo verbal w(G) € localmente nilpotente.

Demonstragao. Seja w = w(xy,...,x,) uma palavra nao-comutador. Por-
tanto existe uma variavel x;, ¢ = 1,...,r tal que a soma dos expoentes da
variavel x; que comparecem na palavra w é diferente de 0. Sem perda de
generalidade, podemos supor que seja a varidvel z; (a menos de uma reor-
denacao dos indices, se necessério) e chamemos tal soma de d # 0. Faga a
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substituicao de 1 por cada variavel xo,...,x, e substitua um elemento ar-
bitrario ¢ € G por ;. Isto, temos que g¢ é um w-valor, para cada g € G. A
demonstragao segue em dois passos:

Passo 1: G é localmente nilpotente.

Tomemos uma quantidade arbitraria e finita de elementos de GG, digamos
g1, gm € considere o subgrupo H = (¢%,...,¢%). E suficiente mostrar
que H é residualmente finito e o resultado segue da Proposicao 3.2.1. Seja R
a intersecao de todos os subgrupos de indice finito de H. Suponhamos que
R # 1. Assim, o grupo quociente H/R é residualmente finito e, pela Pro-
posicao 3.2.1, segue que H/R é nilpotente. Dali, existe um inteiro positivo
s tal que H®) < R. Mais ainda, temos que H®) é finitamente gerado (Co-
rolario 2.3.6). E podemos proceder da mesma forma que na demonstragao do
Teorema B, o que nos leva a uma contradicao. Portanto, H é residualmente
finito.

Passo 2: w(G)/G? é localmente nilpotente.

Como G é localmente nilpotente, segue que W = w(G)/G? é local-
mente graduado (Lema 1.2.10). Por outro lado, pelo Lema A.3.1, W é lo-
calmente finito e, consequentemente, W é localmente nilpotente (Corolério
2.2.4). Como G e W sdo localmente nilpotentes, pelo Teorema 2.2.9, temos
que w(G) C HP(G). O

Agora, obtemos alguns corolarios para grupos localmente graduados nos
quais certas poténcias sao n-Engel.

Corolario 3.2.8. Sejam m,n inteiros positivos. Se G € um grupo localmente
graduado no qual x é n-Engel ou % é n-Engel, para todo x em G, entio

HP(G) = =(G).

’

Demonstragao. Denotamos por F = (¢(G)). E suficiente mostrar que E é
localmente nilpotente. Do Teorema 3.2.7, E? é localmente nilpotente. Pelo
Lema 1.2.10, segue que E = E/E? é localmente graduado (e de expoente
m). Temos ainda que E é localmente finito, pois é um grupo localmente
graduado de expoente finito (Lema A.3.1). Mais ainda, pelo Corolério 2.2.4,
E élocalmente nilpotente. De acordo com o Teorema 2.2.9, E C HP(G). O
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A partir do Teorema 3.2.7, obtemos um critério de solubilidade para gru-
pos localmente graduados (finitamente gerados) nos quais certas poténcias
fixadas de G sao elementos n-Engel, mais precisamente:

Corolario 3.2.9. Sejam n inteiro positivo e ¢ uma poténcia de um primo
p. Se G € um grupo localmente graduado finitamente gerado no qual z9 €
n-FEngel, para todo x € G, entao G € soluvel.

Demonstracao. Pelo Teorema 3.2.7, temos que G? é localmente nilpotente.
Com isso, segue do Lema 1.2.10, G/G? é localmente graduado. Temos ainda,
pelo Lema A.3.1, G/G? é um p-grupo finito. Como G? é um subgrupo de
indice finito de um grupo finitamente gerado, temos que G? ¢é finitamente ge-
rado [R2, 1.6.11]. Portanto, G? e G/GY sao nilpotentes e, consequentemente,
G ¢ soluvel. O

Observacao 3.2.10.

» Observe que o Corolario 3.2.9, em certo sentido, nao pode ser melhorado.
Mais precisamente, nao podemos concluir que G € milpotente. Por
exemplo, considere o diedral infinito D, cuja apresentacdo de grupo
€ a sequinte:

Do ={z,y | ¥*=1ea¥=0"").
Temos que g € 2-Engel, para todo g € Dy e Do ndo é nilpotente.
Na verdade, a mesma andlise pode ser feita para qualquer diedral nao
nilpotente
D,={r,y | a"=1=y* eaV=2a"1),

onde n nao € uma poténcia de 2;

» Em particular, no Coroldrio 3.2.9 temos que a altura de Fitting de h(Q)
€ menor ou tqual a dois.

» A suposicdo do grupo ser localmente graduado no Coroldrio 3.2.9 € impor-
tante e, a priori, nao pode ser retirada sem incluir uma outra restri¢ao.
Por exemplo: dados n um inteiro positivo e p um primo (p > 107°).
Existe um grupo G de expoente p, o qual satisfaz a identidade f = 1:

f = [mm yp] =1
que nao € soluvel. Adicionalmente: tal grupo é 2-gerado, qualquer sub-
grupo préprio (nao trivial) tem ordem p e G = G'. Esses grupos foram
criados por A. Ol’shankii e sao conhecidos como monstros de Tarski.
Para outros exemplos e referéncias bibliogrificas, veja [GN].
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Consideracoes finais do Capitulo

e Considerando as hipdteses da Conjectura A. Cabe observar algumas si-
tuagoes que fornecem resposta positiva para tal problema:

i) (Corolario 2.2.6) Se w(@G) é localmente soluvel, entao G,, C HP(w(G)).
Em particular, w(G) ¢é localmente nilpotente.

ii) (Teorema 2.2.9) Se w(G) é radicéavel, entdo G,, € HP(w(G)). Em
particular, w(G) é localmente nilpotente.

iii) (Proposicdo 2.3.7) Seja k um inteiro positivo. Se G*) é localmente
soluvel, entdao G, € HP(w(G)). Em particular, w(G) é local-
mente nilpotente.

e Note que os seguintes fatos sempre foram imprescindiveis nas demons-
tracoes:

i) G satisfaz alguma identidade de grupo f = 1;

ii) todos os w-valores sdo n-Engel, para alguma palavra de grupo w.
Na maioria dos nossos resultados, para garantir que um dado grupo
satisfazia uma identidade estavamos usando implicitamente a suposi¢ao
de que todos os w-valores eram n-Engel. Por exemplo: sejam w =

w(z1,...,rs) uma palavra e G um grupo residualmente finito. Se todos
os w-valores (em G) sdo n-Engel, entao G satisfaz a identidade f = 1:

1.

f=lymw(xy,... x5

e A grosso modo, com poucas adaptacoes da demonstracao da Proposicao
3.2.1 podemos obter um Critério para decidir quando um certo elemento
Engel (mais precisamente, um elemento de (G)) pertence ao radical
de Hirsch-Plotkin de GG. Veja Teorema G no Capitulo 5.

e Recentemente, P. Shumyatsky, A. Tortora e M. Tota demonstraram resul-
tados analogos aos Teorema A e Teorema C para grupos ordenaveis.
Para maiores detalhes, veja [STT2].

e No préximo capitulo iremos investigar problemas analogos a Conjectura
A, mas para subgrupos verbais de grupos profinitos finitamente gera-
dos. Entretanto, nesse outro contexto, vamos exigir que os w-valores
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sejam Engel. Mais ainda, para os grupos em questao, em principio, nao
vamos dispor que eles satisfazem identidades, mas apenas identidades
de classe (maiores detalhes, veja a Definigao 1.4.12 ¢ o Teorema 1.4.13).



CAPITULO 4

Subgrupos verbais de grupos profinitos

Nesse capitulo estudamos critérios de nilpoténcia (ou “quase nilpoténcia”)
para subgrupos verbais de grupos profinitos finitamente gerados.

4.1 Motivacao e resultados principais

Ao longo desse capitulo adotamos as seguintes convengoes. Seja G um grupo
profinito. Salvo meng¢ao em contrario, quando dizemos que H é um subgrupo
de GG, estamos assumindo que H é um subgrupo fechado de GG. Ou seja, todos
os subgrupos sao pensados “topologicamente” e adotamos a notacao H < G
no lugar de H <. G. Dado uma palavra w. O subgrupo verbal w(G) denota
o fecho do grupo abstrato (G,,).

Os nossos resultados sobre subgrupos verbais em grupos profinitos finita-
mente gerados foram motivados, especialmente, pelos seguintes resultados:

Teorema (Wilson e Zelmanov, [WZ, Teorema 5] ) Seja G um grupo profi-
nito finitamente gerado. Se GG é Engel, entao G é nilpotente.

Teorema (Shumyatsky, [S5, Teorema 1.1] ) Sejam k& um inteiro positivo e
G um grupo profinito finitamente gerado. Se [z1, ..., x| é Engel, para todos
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x1,...x, € G, entao v(G) é localmente nilpotente.

Lema 4.1.1. (Nikolov e Segal, [NS2, Coroldrio 1]) Seja k um inteiro positivo.
Se G é um grupo profinito finitamente gerado, entao G* é um subgrupo aberto

de G.

Recentemente, A. Jaikin-Zapirain demonstrou o seguinte resultado sobre
subgrupos verbais de grupos pro-p finitamente gerados.

Teorema (Jaikin-Zapirain, [J-Z, Teorema 1.1]) Seja w = w(xy,...,zs) uma
palavra de grupo. Chamemos G = F(xy, ...,z ). Entao sdo equivalentes

(a) w(P) C. P (gerado como grupo abstrato), para qualquer grupo pro-p
finitamente gerado P;

(b) w ¢ (G"*G".

Nesse contexto obtemos os seguinte resultados:

Teorema E. Sejam k,d inteiros positivos e G um grupo pronilpotente fini-
tamente gerado. Se [x1,...,x]¢ é Engel, para todos z1,...,7; € G, entdo
v&(G) é localmente (nilpotente-por-finito).

No teorema acima consideramos apenas grupos pronilpotentes finitamente
gerados e nao pudemos assegurar que vZ(G) é localmente nilpotente. Cha-
mamos K = 7¢(G). Assim, K C 7;(G). Temos que o k-ésimo termo da série
cetral inferior 74 (G) é localmente (nilpotente-por-finito). Até agora, nao sa-
bemos se é possivel estender tal resultado para grupos profinitos finitamente
gerados quaisquer.

Teorema F. Sejam w uma palavra nao-comutador e G um grupo profinito
finitamente gerado. Se todos os w-valores sao Engel, entao o subgrupo verbal
correspondente w(G) é nilpotente.

4.2 Demonstracoes dos resultados

As terminologias e notagoes empregadas nesse capitulo podem ser encontra-
das em J. Dixon, et al [DDMS] ou L. Ribes e P. Zalesskii [RZ].
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Poténcias de Comutadores

Denotamos por N a classe de todos os grupos soliveis finitos G cuja altura
de Fitting h(G) ¢, no méximo, h.

Lema 4.2.1. Sejam k, h inteiros positivos e G um grupo pro-N" finitamente
gerado. Entdo qualquer elemento da série central inferior v(G) pode ser
escrito como o produto de uma quantidade finita de comutadores (de peso

k).

Para uma demonstragao desse fato veja [S5, Corolério 3.3]. Inicialmente,
o resultado acima foi feito para comutadores simples por B. Hartley. Em
[S5], P. Shumyatsky estendeu tal resultado para comutadores de tamanho
maior. Recentemente, N. Nikolov e D. Segal [NS2] mostraram que se G é um
grupo profinito finitamente gerado, entao todo elemento de ~;(G) pode ser
escrito como o produto de um nimero finito de comutadores de peso k.

Lema 4.2.2. (Shumyatsky, [S5]) Sejam k um inteiro positivo e G um grupo
profinito finitamente gerado. Suponha que G € solivel e gerado por uma
quantidade finita de elementos de ordem finita. Se [x1,...,x;] tem ordem
finita, para todos x4, ...,z € G, entao G € finito.

Para uma demonstracao desse fato, veja [S5, Lema 4.8].

Notagao 4.2.3. Sejam d e k inteiros positivos. Denotamos a palavra
como sendo

ST = [21,...,zk]...[21,...,Zkl.

-

Vv
d vezes

O seguinte resultado é um Corolario do Teorema 1.4.13.
Lema 4.2.4. Sejam d, k inteiros positivos e p um primo. Se G € um grupo

profinito no qual todos os comutadores |x1,...,x4]? sio Engel, para todos
x1,...,2, € G, entao a dlgebra de Lie L,(G) é PL

Demonstracao. Denotamos por G =G % ...x G. Para cadan € N conside-
———
(k+1) vezes
ramos o seguinte subconjunto em G:

X, ={(b,as,...,ax) € G | [bnl]ar,... )% =1}.
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Note que cada X,, é um subconjunto fechado de é, n € N. Por outro

lado, [z1,...,7]? é Engel, para quaisquer 1, ...,7, € G. Logo, o grupo G
¢ uma uniao enumeravel dos subconjuntos fechados. Mais precisamente,
oo
G=]JX.
n=1

Pelo Teorema da Categoria de Baire (veja [K, péagina 200]), existe um
inteiro positivo n tal que X,, possui interior nao vazio. Em particular, existe
um subconjunto K C, G e K C X,,. Com isso, podemos obter elementos

b,ay,...,a; € G e um subgrupo H <, G de modo que as classes laterais bH,
a1 H, ..., a,H satisfazem a identidade de classes v = 1 que tem a forma:

v =[ymlz1,..., 2% = 1.
Pelo Teorema 1.4.13, temos que L,(G) é PL O

Lema 4.2.5. Sejam k,d inteiros positivos e G um grupo pro-p finitamente
gerado. Se [zy,...,x]¢ é Engel, para todos xy,...,x, € G, entao v(G) €
localmente soluwvel.

Demonstra¢ao. Dado X um conjunto finito e arbitrario de ~; - valores de G,
digamos X = {a4,...,a;}. Chamamos H = (ai,...,a;). Mostramos que o
subgrupo H é soluvel. Consideramos a dlgebra de Lie associada a série ZJL

H=Dy>Dy>---

de H. Entao L = L,(H) é gerada por a;, = a;D,, i = 1,2,...,t. Note que,
dado h um comutador em ai, ..., a;, podemos associa-lo a um comutador de
grupo h nos elementos ay, ..., a; para algum sistema de colchetes. Ou seja,
podemos obter elementos x1, ...,z € H de modo que

h = [l’l,...,i[}k].

Por hipétese, h? = [y, ..., 24]* é Engel e, pelo Lema 1.4.8, h¥ é ad-nilpotente.
Por outro lado, o Lema 1.4.9 nos d& uma relacao entre a ad-nilpoténcia de
um elemento com a ad-nilpoténcia de uma dada poténcia, mais precisamente:

(ad h)* = ad (h?),

por isso, h é ad-nilpotente. Temos ainda L = L,(H) é PI (Lema 4.2.4). Com
isso, podemos usar o Teorema 1.4.5 e garantir que L ¢é nilpotente. De acordo
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com o Teorema 1.4.11, H é p- adico analitico. Portanto, H tem posto finito e,
por conseguinte, H nao pode ter um subgrupo isomorfo a um grupo livre nao
abeliano. Em decorréncia da Alternativa de Tits, H tem um subgrupo soltuvel
de indice finito. Como todos os quocientes finitos de H sao nilpotentes, segue
que H é soluvel. |

Proposicao 4.2.6. Sejam k,d inteiros positivos e G um grupo pro-p fini-
tamente gerado. Se [xy,...,x4]? é Engel, para todos x, ...,z € G, entdo
v&(G) € localmente (nilpotente-por-finito).

Demonstrac¢ao. Denotamos por X o conjunto de todos os 7 - valores de G.
Agora, consideramos uma quantidade finita e arbitraria de elementos de X,
digamos hq,...,hs e H = (hy,..., hs). Pelo Lema 4.2.5; H é soluvel. Con-
sideremos Xy o conjunto de todos os yZ-valores contidos em H e K = (Xj).
A demonstracao segue em duas partes:

Parte 1. Mostramos que o grupo quociente H/K é finito. Como todos os
comutadores da forma [z1, ..., x| tem ordens dividindo d, em decorréncia
do Lema 4.2.2, H/K é finito.

Parte 2. Mostramos que K é nilpotente. Temos que K é um conjunto
de indice finito em H. Portanto, K ¢é finitamente gerado. Chamemos
d(K) = m. Pela Proposigao 1.3.7, podemos escolher exatamente m ele-
mentos x1,...,x, € Xy de modo que

K ={(x1,...,2m).

Como K estd contido em (@), jé temos que K é soluvel. Escolhamos um
subgrupo abstrato A gerado por elementos Engel e que seja um subgrupo
denso em K. Pelo Teorema 2.2.5, A é nilpotente e, consequentemente, K é
nilpotente. [

Agora, podemos demonstrar o Teorema E.
Teorema E. Sejam k,d inteiros positivos e G um grupo pronilpotente fini-

tamente gerado. Se [x1,...,x]¢ é Engel, para todos z1,...,7; € G, entdo
v&(G) é localmente (nilpotente-por-finito).

Demonstracao. Como G é um grupo pronilpotente, temos que

G =]]6G
p
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onde G, é o p-subgrupo de Sylow de G. Seja p um primo. Se mdc (p,d) =
1, entdo todos os elementos de 7{-valores sao Engel e, pelo Lema 1.3.6,
temos que o conjunto {[z1,...,2x]? | z; € G,} coincide com o conjunto
{lz1, ..., 2] | z; € Gp}. Assim, por [S5, Teorema 1.1}, 74(G,) ¢ localmente

nilpotente. Dai, o subgrupo
H Ye(Gp)

PZA
é um grupo localmente nilpotente, sendo que A = {py,...,p,} é o conjunto
de todos os primos que comparecem na fatoracao de d. Sem perda de gene-
ralidade, podemos supor que

W(G) =[] (Gy)-

Por outro lado, pela Proposicao 4.2.6 obtemos que v;(G),) é localmente nilpo-
tente, para cada p € A. Com isso, concluimos que v;(G) é, necessariamente,
localmente (nilpotente-por-finito). O

Palavra nao-comutador

Notagao 4.2.7. Sejam G um grupo e k um inteiro positivo. Um p-subgrupo
de Sylow do subgrupo G* serd denotado por (G¥),,.

Para simplificar a demonstracao do Teorema F, mostramos o seguinte
resultado auxiliar:

Proposicao 4.2.8. Sejam k um inteiro positivo e G um grupo pronilpotente
finitamente gerado. Se x* é Engel, para todo x € G, entdo o subgrupo G* ¢é
nilpotente.

Demonstracao. Como G é um grupo pronilpotente, temos que
G=]]6G»
p

onde os G, sao os p-subgrupos de Sylow de G. Seja p um primo. Se
mde (p, k) = 1, entdo todos os elementos de G, sao Engel e, pelo Teorema
(WZ, Teorema 5.], G, é nilpotente. Sem perda de generalidade, podemos

supor que
G =[G,

pEA
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sendo que A = {p1,...,p,} é o conjunto de todos os primos que comparecem
na fatoracao de k. Em particular, A é um conjunto finito. Mais ainda, como
G ¢ finitamente gerado, segue que cada p-subgrupo de Sylow ¢ finitamente
gerado. Mais ainda, pelo Lema 4.1.1, G¥ <, G e, consequentemente, G* é
também finitamente gerado. Dessa maneira, é suficiente mostrar que cada
pi-subgrupo de Sylow de G* é nilpotente, para p; € A.

Dado um primo p; € A, consideramos H = (G¥),,,. Pela Proposicio 4.2.5,
H ¢ soltuvel e, por conseguinte, H* é localmente nilpotente. Em particu-
lar, pelo Lema 4.1.1, H ¢ finitamente gerado, pois H* <, H. Assim, H* é
nilpotente. A mesma analise pode ser feita para cada primo p e, consequen-
temente, obtemos que G* é o produto de grupos (localmente) nilpotentes.
Como G* ¢ finitamente gerado, segue que G* ¢ nilpotente. O

Teorema 4.2.9. Seja k um inteiro positivo. Se G € um grupo profinito fini-
tamente gerado no qual x* € Engel, para todo x € G, entio G* € nilpotente.

Demonstracao. Pelo Teorema 2.2.3, todos os quocientes finitos de G* sao nil-
potentes. Dai, G¥ é um grupo pronilpotente. Em decorréncia do Lema 4.1.1:
G /G* é finito e, em particular, G* é finitamente gerado. Chamemos B = G*.
Aplicando a Proposicao 4.2.8, temos que B* é nilpotente. Novamente, te-
mos que B* <, B. Portanto, B = B/B* é um grupo nilpotente, pois é um
grupo finito gerado por elementos Engel (Teorema 2.2.3). Com isso, B e B*
sao nilpotentes. Assim, B é soluvel e pelo Teorema 2.2.5 obtemos que B é
nilpotente. [

Teorema F. Sejam w uma palavra nao-comutador e G um grupo pro-
finito finitamente gerado. Se todos os w-valores sao Engelianos, entao o
subgrupo verbal correspondente w(G) é nilpotente.

Demonstragao. Seja w = w(xy,...,x,) uma palavra nao-comutador. Por-
tanto, existe um ¢ € {1,...,r} de modo que a soma dos expoentes referentes
a variavel x; que comparecem na palavra w é diferente de 0. A menos de
uma reordenacao dos indices, se necessario, podemos supor que tal variavel
¢é x1 e chamemos a soma desses expoentes como sendo d. Faga a substituicao
de 1 por cada variavel xo, ..., x, e substitua um elemento arbitrario g € GG
por x1, isto é,
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Com isso, temos que g¢ é um w-valor, para cada g € G. Pela Proposicao
4.2.8, G¢ ¢ nilpotente. Segue do Lema 4.1.1 que o quociente G/G? ¢ finito.
Portanto, w(G)/G¢ é nilpotente, pois é um grupo finito gerado por elementos
Engel. Assim, w(G) é soluvel e pelo Teorema 2.2.5, w(G) é nilpotente. [

A partir da Proposicao 4.2.8 temos um critério de solubilidade para grupos
profinitos finitamente gerados nos quais certas poténcias fixadas sao elemen-
tos Engel, mais precisamente:

Corolario 4.2.10. Seja q a poténcia de um nimero primo. Se G € um grupo
profinito finitamente gerado no qual x? é Engel, para todo x € G, entao G €
solivel.

Demonstracao. Pelo Teorema 4.2.9, temos que GY é nilpotente. Sabemos que
G /G é um p-grupo finito (Lema 4.1.1). Portanto, G é solivel. ]

Observacao 4.2.11. De maneira andloga ao que foi evidenciado no Co-
rolario 3.2.9, as restrigoes sobre as poténcias serem elementos Engel nao é
suficiente para assequrar que tais grupos sejam nilpotentes. Consideramos o
diedral D,, (onde n ndao é poténcia de 2) e apresentagao:

D,={r,y | a"=1,9" ea? =27 ").

Temos que g* € 2-Engel, para todo g € D,,, mas D,, ndo é nilpotente.

Consideracoes finais do Capitulo

e Nesse capitulo, por uma questao técnica acerca de subgrupos verbais de
grupos profinitos, consideramos todos os grupos finitamente gerados.
As referéncias [NS, NS2], [SD1, SD2] e [J-Z] nos fornecem uma visao
geral dos avancos recentes associados aos subgrupos verbais de grupos
profinitos.

e De certa forma, o Teorema F é o analogo profinito finitamente gerado
do Teorema D. Entretanto, obtemos que o subgrupo verbal associado
a palavra nao-comutador é nilpotente. Enquanto isso, o Teorema D,
assegura que w(G) é “apenas” localmente nilpotente.

e O Teorema A nao parece admitir uma versao andloga no caso profinito.
Nessa perspectiva, o resultado mais proximo obtido foi o Teorema E
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para grupos pronilpotentes finitamente gerados. E, ao mesmo tempo,
esse resultado parece ser o melhor possivel. Uma razao que sugere tal
comentario é baseada no fato de nao haver um resultado semelhante
ao Lema 4.2.1 no caso de comutadores multilineares quaisquer. Na
verdade, mesmo para a palavra w = [[z,y], [z, t]] (palavra metabeliana)
nao ¢é claro que possamos obter uma extensao para o Lema 4.2.1.



CAPITULO b

Grupos satisfazendo identidades

Nosso objetivo é determinar critérios de nilpoténcia para grupos residual-
mente finitos e grupos localmente graduados. Em principio, nesses grupos
supomos adicionalmente que eles sao Engel limitados e satisfazem a uma
identidade f = 1. Todos os resultados abordados nesse Capitulo foram obti-
dos em parceria com A. Tortora e M. Tota [BTT].

5.1 Motivacao e resultados principais

Como ja citamos anteriormente uma das questoes centrais relacionadas a
elementos Engel é determinar condigoes suficientes para termos a seguinte
igualdade de subconjuntos de um grupo G:

e(G) = HP(G).

Nos capitulos anteriores vimos que as identidades de um grupo podem in-
duzir que os elementos Engel estejam no radical de Hirsch-Plotkin. E, nesse
contexto, as identidades estavam intimamente relacionadas as condigoes de
Engel. Agora, mudamos o foco do nosso estudo e damos énfase a condigoes
analogas ao seguinte Teorema:
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Teorema. (Wilson, [W]) Sejam n um inteiro positivo e G um grupo residu-
almente finito. Se G é n-Engel, entao GG é localmente nilpotente.

A grosso modo, um grupo que satisfaz as hipdteses do Teorema [W] tem
todos os seus elementos n-Engel (esse n é um inteiro fixado) e satisfaz a
identidade:

En=[Tmy] = 1.

Vamos generalizar tal resultado na seguinte perspectiva: continuamos es-
tudando grupos residualmente finitos satisfazendo uma identidade de grupo
f = 1. Mas suporemos que G é Engel limitado. Em principio, essa identi-
dade nao precisa estar relacionada ao fato de GG ser Engel limitado.

Relembrando. Dizemos que G é Engel limitado se para cada g € G existir
um inteiro positivo n = n(g) tal que g é n-Engel. Note que, a priori, o con-
junto de inteiros {n(g) | g € G} nado é, necessariamente, limitado.

Demonstramos os seguintes resultados:

Teorema G. Seja G um grupo residualmente finito satisfazendo uma iden-
tidade nao trivial f = 1. Se G ¢ Engel limitado, entao G ¢é localmente
nilpotente.

Teorema H. Seja G um grupo localmente graduado satisfazendo uma iden-
tidade nao trivial f = 1. Se G é Engel limitado, entao G é localmente
nilpotente.

5.2 Demonstracoes dos resultados

Antes de apresentar os teoremas principais demonstramos um resultado au-
xiliar no qual substituimos a hipdtese geral do grupo ser tomado como sendo
Engel limitado para uma suposicao na natureza dos geradores de um dado
grupo. Em principio, tal suposicao é menos restritiva, mas ainda nos permite
usar resultados Lie-tedricos.

Proposicao 5.2.1. Seja G um grupo residualmente finito satisfazendo uma
identidade nao trivial f = 1. Se G € um grupo gerado por um conjunto
c-fechado X de elementos Engel limitados, entao G € localmente nilpotente.
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Demonstragao. Devemos demonstrar que X C H P(G) e, consequentemente,
G é localmente nilpotente. Consideramos um subconjunto com uma quanti-
dade finita e arbitraria de elementos em X, digamos {z1, ..., z;}. Chamamos
H = (zy,...,2;). Vamos mostrar que H é nilpotente. Pelo Teorema 2.2.3,
todos os quocientes finitos de H sao nilpotentes. Dai, H é um grupo resi-
duamente (nilpotente finito). Como H é um grupo finitamente gerado, pelo
Lema 1.2.5, podemos assumir que H ¢ residualmente-p, para algum primo p.
Consideramos a algebra de Lie associada a série de ZJL

H=Dy>2Dy,> ...

de H. Em particular, L = L,(H) é gerado pelos elementos &; = z;Ds,
1=1,2,...,t. Como X é c-fechado, temos que um comutador de grupo ar-
bitrario h nos elementos x4, ..., z; € X é ainda Engel limitado, pois é um ele-
mento de X. Dessa maneira, dado um comutador i nos elementos 71, . . ., Z,
temos associado um comutador de grupo h (tomado sobre z1, ..., x;) tendo
o mesmo sistema de colchetes de h. Dali, hé ad-nilpotente. Como H satisfaz
a identidade f =1, segue do Lema 1.4.13, que a algebra L é PI. Finalmente,
pelo Teorema 1.4.5, L é nilpotente.

Tome H o completamento pro-p de H. Em particular, Lp(ﬁ ) = L, pois
H e H tem os mesmos quocientes finitos [RZ, Proposicao 3.2.2]. A partir do
Teorema 1.4.11 concluimos que H é p-adico analitico. Finalmente, H tem
uma representagao linear fiel sobre os niimeros p-adicos. Mais ainda, como H
satisfaz uma identidade, temos que H nao pode conter um subgrupo isomorfo
a um grupo livre nao abeliano. De acordo com o Teorema 1.3.13, H possui
um subgrupo soltivel de indice finito. Como todos as imagens finitas de H
sao nilpotente (Teorema 2.2.3), temos que H é solivel. Finalmente, pelo
Teorema 2.2.5, obtemos que H é nilpotente. Como os elementos zq, ..., x;
foram escolhidos arbitrariamente, concluimos a demonstracao. O

Agora, podemos fazer uma demonstracdo bem curta do Teorema G.

Teorema G. Seja G um grupo residualmente finito satisfazendo uma iden-
tidade nao trivial f = 1. Se G é Engel limitado, entao G é localmente
nilpotente.

Demonstracao. Consideramos o conjunto X como sendo o proprio GG. Natu-
ralmente, GG é c-fechado e podemos aplicar diretamente a Proposicao 5.2.1.
O
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Coroldrio 5.2.2. Sejam n um inteiro positivo e w = w(xy,...,Ts) uma
palavra. Suponha que G € um grupo residualmente finito no qual todos os
w-valores sao n-Engel. Se G, é c-fechado, entao o subgrupo verbal associado
w(@G) € localmente nilpotente.

Demonstracao. Por defini¢ao, (G,,) = w(G). Temos que o grupo G satisfaz
a identidade:
1.

[T w(z, ..., x)]

Pela Proposi¢ao 5.2.1, o subgrupo verbal w(G) é localmente nilpotente. [

Em grupos localmente graduados

Teorema H. Seja G um grupo localmente graduado satisfazendo uma iden-
tidade f = 1. Se G é Engel limitado, entao G é localmente nilpotente.

Demonstracao. Considere um subconjunto finito e arbitrario de elementos de
G, suponhamos gy, ..., gs € G. Chamemos H = (gy,...,¢gs). Vamos mostrar
que H ¢é nilpotente.

Afirmacao: E suficiente mostrar que H é residualmente finito.

Caso H seja residualmente finito, basta usar o Teorema G. Agora, a
demonstragao segue por contradi¢ao. consideramos R como sendo o subgrupo
residual de H e suponhamos que R # 1. Sabemos que H/R é residualmente
finito e, pela Proposigao 5.2.1, temos que H/R é nilpotente. Assim, existe
um inteiro s tal que H® < R.

Note que H/H®+ é nilpotente. Visto que é um grupo soliivel gerado por
uma quantidade finita de elementos Engel (Teorema 2.2.5). Assim, H/H )
¢ também residuamente finito [R2, 5.4.18]. Dal,

H® — g+

Como H é Engel limitado (e finitamente gerado), temos que H® ¢ fini-
tamente gerado para cada inteiro positivo s (pelo Coroldrio 2.3.6). Temos
que R/H®) é um subgrupo finitamente gerado, pois ¢ um subgrupo de um
grupo nilpotente finitamente gerado. Em particular, R ¢ finitamente gerado.
Digamos, R tem r geradores. Como G é um grupo localmente graduado,
temos que R possui um subgrupo préprio N7 de indice finito. Chamemos
|R : Ni| =t < co. Agora, tomemos N como sendo a intersegdo de todos
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os subgrupos de R com indice igual a t. Por [H, Teorema 7.2.9], temos que
o numero de subgrupos de indice t em R é limitado por uma funcao que
depende somente de t e r. Assim,

|R: N| < 0.

Temos ainda que N é um subgrupo caracteristico de R. Portanto, H/N satis-
faz a condicdo maximal [R2, 5.4.12]. Pelo Teorema 2.2.3, H/N é nilpotente.
Logo, H¢*1 é um subgrupo normal préprio de H®). Absurdo. Logo, H é,
necessariamente, residualmente finito e o resultado segue. O]

Consideracoes finais do Capitulo

e Cabe destacar a importancia dos conjuntos normais e/ou c-fechados em
varios resultados de Teoria de Grupos. Por exemplo: Lema de Dietz-
man [R2, 14.5.7]; extensao do Problema Restrito de Burnside [S6] e o
fecho normal de p-elementos em um grupo finito [GM]. Em particular,
os resultados em [S6] tem grande influéncia no presente capitulo.

e Seja G um grupo. Para cada inteiro positivo k, consideramos os conjuntos:

G’Yk = {[x17"'7xk] ’ xlEG}
(§
ng = {[5k(1‘1, . ,$2k—1), 6k($2k—1+1, R ,xzk)] | x; € G}

sao conjuntos c-fechados em G. A grosso modo, podemos dizer que
existem “diversos” conjuntos c-fechados em qualquer grupo. Mas, even-
tualmente, tais conjuntos podem ser todo o grupo G ou mesmo triviais.

e Em principio, as hipéteses que impomos nos resultados desse capitulo sao
razoaveis, no seguinte sentido: existe um grupo G que satisfaz uma
identidades f = 1, o qual é gerado por uma quantidade finita de ele-
mentos n-Engel e G nao é localmente nilpotente. Tal grupo é construido
a partir de resultados de Ivanov [12]. Adicionalmente, esse grupo tem
expoente finito (na verdade, a identidade em questao é f = 2™ = 1,
com m = 2*®) e, consequentemente, pelo PRB tal grupo nao pode ser
residualmente finito. Nessa perspectiva, parece natural considerar a
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seguinte questao:

Pergunta: Seja G um grupo residualmente finito satisfazendo uma
identidade f = 1. Se G é gerado por um conjunto de elementos Engel
limitados, entao G ¢é nilpotente?

Com a Proposicao 5.2.1, obtivemos solucao positiva para a questao
acima quando G é gerado por um conjunto c-fechado de elementos En-
gel limitados. Caso a pergunta acima seja falsa, qual hipdtese seria
natural adicionar ao questionamento acima para termos solugao posi-
tiva? Para maiores detalhes sobre o exemplo citado acima, veja [I12| ou
veja [A, pags. 6-7].



APENDICE A

Problemas de Burnside

Fazemos um apanhado de certos problemas de finitude, conhecidos como
Problemas de Burnside. Tais questoes tem grande influéncia em diversos
avacos recentes da Teoria de Grupos.

A.1 Problemas de Burnside

Conjectura A.1.1. Seja G um grupo finitamente gerado. Se todos os seus
elementos tem ordem finita, entao G € finito.

Tal problema foi proposto por W. Burnside em 1902 e é conhecido como
Problema Irrestrito de Burnside (ou Problema Geral de Burnside).
Embora seja uma proposicao de facil enunciado, ela ficou em aberto por mais
de 60 anos e, em geral, tem resposta negativa (grupos de Golod-Shafarevich
[G], 1964). Uma outra questao, também proposta por W. Burnside, foi a
seguinte:

Conjectura A.1.2. Sejam n um inteiro positivo e G um grupo finitamente
gerado. Se G tem expoente n, entao G ¢é finito.

Esta quesao é conhecida como Problema de Burnside. Também tem

resposta negativa e os primeiros exemplos s6 apareceram em 1968 (S. 1. Adyan
e P.S. Novikov [AN]).
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A.2 Problema Restrito de Burnside

Proposicao A.2.1. Sejam m,n inteiros positivos. As sequintes afirmagoes
sao equivalentes:

(a) Eziste um numero B(m,n) dependendo somente de m e n tal que a
ordem de qualquer grupo m-gerado de expoente n tem ordem no madximo
B(m,n);

(b) Todo grupo residualmente finito de expoente n é localmente finito;

(c) A classe dos grupos localmente finitos de expoente n forma uma varie-
dade;

(d) A classe dos grupos localmente nilpotentes de expoente n forma uma
variedade;

A afirmacao (a) é conhecido como Problema Restrito de Burnside.
Tal questao foi proposta por W. Magnus (1950). O Problema Restrito de
Burnside foi demonstrado completamente por E.I. Zelmanov [Z2, Z3]. Tal
resultado e sua demonstracao tem forte impacto em diversos avangos re-

centes da Teoria de Grupos. Cabe destacar alguns alguns desses avancos
[S, S1, S2, S3, W, WZ].

Mais informagoes sobre o Problema Restrito de Burnside, veja [GN].

A.3 Grupos localmente graduados

Como consequéncia direta do Problema Restrito de Burnside, temos a se-
guinte condicao de finitude:

Lema A.3.1. (Macedonska, [M, Teorema 1]) Sejam n um inteiro positivo e
G um grupo localmente graduado. Se G tem expoente n, entao G € localmente
finito.

Demonstracao. Seja H um grupo finitamente gerado de (G. Precisamos mos-
trar que H ¢é finito.

Suponhamos que H ¢ infinito. Consideramos R a intersecao de todos os
subgrupos normais de indice finito. Em particular, H/R é finito. Assim, R
é finitamente gerado [R2, 1.6.11]. Como G é localmente graduado, temos
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que existe um subgrupo préoprio N < R e |R: N| < co. Em particular, N é
subgrupo de indice finito de H. Dessa forma, R < N < R. Portanto, H é
finito. O]



APENDICE B

Conjecturas

Essa secao tem como finalidade explicitar algumas questoes que surgiram ao
longo da preparacao desse trabalho. Dali, incluem tanto problemas genéricos
sobre elementos Engel como problemas gerais acerca de subgrupos verbais e
variedades de grupos. Cabe destacar que muitos dos problemas ja surgiram
ao longo do texto e sao apresentados novamente e, eventualmente, tem nu-
meracoes distintas. Ou seja, esse apéndice é independente da numeragao do
restante do texto.

Outro fato de suma importancia é que os problemas retirados da “The
Kourovka Notebook” [Kh.M] foram traduzidos de maneira livre, com o in-
tuito de torna-los mais naturais e compativeis do ponto de vista das notagoes
do texto. Para coibir eventuais erros, sugerimos que o leitor veja as questoes
no texto original que, nesse caso se encontrada disponivel em arXiv:1401.0300.

B.1 Subgrupos Verbais

Conjectura B.1.1. (Shumyatsky [Kh.M, Problema 15.104]) Sejam n um
intetro positivo e w uma palavra de grupo nas varidveis xi,xs,.... Se G €
um grupo residualmente finito satisfazendo a identidade w™ = 1. Entdo o
subgrupo verbal w(G) € localmente finito.

Observacao B.1.2. Quando w € a palavra w = x1, tal conjectura € valida,
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pois coincide com o célebre Problema Restrito de Burnside. Uma referencia
com o0s desenvolvimentos recentes dessa questao podem ser encontradas em

J. Caldeira e P. Shumyatsty [CS].

Conjectura B.1.3. (Macdonald, [Kh.M, Problema 13.34]) Se G é um grupo
satisfazendo f = [x,y|" =1, entao G’ € periddico.

Observacao B.1.4. Tal questao foi proposta originalmente for 1. D. Mac-
donald e foi incluida entre os problemas da décima terceira edigao da “Kou-
rovka Notebook” por V. D. Mazurov. Em geral, tal problema ndo ¢é ver-
dadeiro. Independentemente, G. S. Deryabina e P. A. Kozhevnikov [DK]
(usando técnicas de A. Ol’shanskii) e S. 1. Adyan [ASI] (usando técnicas de
Novikov-Adyan) obtiveram contra-exemplos para tal problema.

Conjectura B.1.5. (Shumyatsky, [Kh.M, Problema 17.126]) Se G € um
grupo residualmente finito satisfazendo a identidade f = [z,y|" = 1, entdo
G’ € localmente finito.

Em [S], P. Shumyatsky obteve solu¢ao positiva para a Conjectura acima
quando n é poténcia fixada de um primo p.

Conjectura B.1.6. (Mazurov, [Kh.M, Problema 15.51]) Seja G um grupo
periddico. Se G satisfaz a lei f = [x,y]° =1, entdo G’ € 5-grupo.

Definicao B.1.7. Seja G um grupo. Denotamos por A\(G) o conjunto de
todas as ordens de elementos de G. Tal conjunto ¢ chamado de espectro do
grupo G.

Conjectura B.1.8. (Mazurov, [Kh.M, Problem 16.56]) Seja G um grupo.
Se M(G) ={1,2,3,4,5,6}, entdo G € localmente finito.

Conjectura B.1.9. Sejam n um inteiro positivo e q a poténcia de um primo
p. Se X € a classe dos grupos G localmente soliveis e satisfazendo a identi-
dade f = [x,,y? =1, entdo X € uma variedade.

Pergunta B.1.10. Para quais identidades (leis) de grupos w, temos: Se G
¢ um grupo residualmente finito satisfazendo f = 1, entao G € localmente
soluvel?

Bem a pergunta acima tem algumas solugoes positivas:
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Ay) Seja g a poténcia de um primo fixado. Pelo PRB, se G é um grupo
residualmente finito satisfazendo a identidade f = 2% = 1, entao G é
localmente (p-grupo finito). Em particular, G ¢é localmente nilpotente.

Ay) Pelo Teorema de Wilson [W], se G é um grupo residualmente finito satis-
fazendo a identidade f = [z,,y| = 1, entdo G é localmente nilpotente.

Asz) Pelo Teorema C no Capitulo 3, se G é um grupo residualmente finito
satisfazendo a lei f = [z,,y9 = 1, onde ¢ é poténcia de um primo,
entao GG é localmente solivel.

Conjectura B.1.11. (Shumyatsky, [S4]) Sejam w uma palavra de grupo e
n um inteiro positivo. Considere X a classe de todos os grupos G tais que
o subgrupo verbal w(G) € localmente nilpotente e todos os w-valores sao n-
Engel. Entao, X é uma variedade.

Conjectura B.1.12. (Shumyatsky [S2]) Sejam w uma palavra de grupo e
n um inteiro positivo. Assuma que G € um grupo residualmente finito no
qual todos os w-valores sao n-Engelianos. Entdo, o subgrupo verbal corres-
pondente w(G) € localmente nilpotente.

Conjectura B.1.13. Sejam w uma palavra de grupo e n um inteiro positivo.
Assuma que G € um grupo localmente graduado no qual todos os w-valores sao
n-Engelianos. Entao, o subgrupo verbal correspondente w(G) é localmente
nilpotente.

Conjectura B.1.14. (Shumyatsky, Tortora e Tota [STT]) Sejam w uma pa-
lavra de grupo e n um inteiro positivo. Assuma que G € um grupo ordendvel
no qual todos os w-valores sao n-Engelianos. Entdao, o subgrupo verbal cor-
respondente w(G) € localmente nilpotente.

Ressaltamos os seguintes avancos:

A;) (Para a Conjectura B.1.12) No Teoremas A e Teorema C (e/ou em
[BSTT]), conseguimos demonstrar que tal questao é verdadeira quando
w é uma palavra nao-comutador ou w = v?%, onde v é um comutador
multilinear e d é um inteiro positivo.

Ay) (Para a Conjectura B.1.13) Com o Teoremas B e Teorema D (e/ou em
[BSTT]), conseguimos demonstrar que tal questao é verdadeira quando
w € uma palavra nao-comutador ou w é um comutador multilinear. Em
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[STT], P. Shumyatsky, A. Tortora e M. Tota mostraram que tal resul-
tado também vale para v = w?, onde w é um comutador multilinear e
d é um inteiro positivo qualquer.

As3) (Para a Conjectura B.1.14) Em [STT2], P. Shumyatsky, A. Tortora e
M. Tota mostraram que tal conjectura é verdadeira para a palavra
v = w?, onde w é um comutador multilinear. Na verdade, mostraram
adicionalmente que w(G) é localmente nilpotente. E para a palavra
nao-comutador w, eles mostraram que o subgrupo verbal w(G) é nil-
potente.

B.2 Engelianidade

Conjectura B.2.1. (Plotkin, [Kh.M, Problema 14.70]) Se G é um grupo
n-FEngel, entao G € localmente nilpotente.

Para n = 2 (Levi, [R2, 12.3.6]), 3 (H. Heineken) ou 4 (G. Havas e M.
Vaughan-Lee, [HV]) a conjectura tem resposta positiva. Se n > 5 a Con-
jectura permanece em aberto. Nessa conjectura hé outros avancos quando
restringimos a classe de grupos considerada. Por exemplo: se o grupo satisfaz
a condigdo maximal (R. Baer, [R2, 12.3.7]), grupos solivel (K. Gruenberg,
[R2, 12.3.3]), grupos residualmente finitos (J. Wilson, [W] ), profinitos (J.
Wilson e E.I. Zelmanov, [WZ]), grupos topolégicos compactos (Yu. Med-
vedev, [MY]) ou grupos localmente graduados (Y.Kim e A.H.Rhemtulla,
[KR]) temos também resposta positiva para a Conjectura.

Conjectura B.2.2. (Traustason, [Kh.M, Problema 16.96]) Seja G um p-
grupo n-Engel localmente finito, com p > n. Entdo G é um grupo de Fitting.

Conjectura B.2.3. (Abdollahi, [Kh.M, 17.11]) Sejam G um grupo e x € G.
Se x € 3-Engel, entio x € HP(G).

B.3 Nil-automorfismos

Sejam G um grupo e ¥ € Aut(G). Tem-se o seguinte elemento em G:

l9,9] :=g7"g",
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onde ¢g¥ é a imagem de g via 1. Tal elemento pode ser pensado como sendo
um comutador usual no produto semidireto: K = G x Aut(G). B. Plotkin
definiu a seguinte noc¢ao (generalizacao) de Engelianidade: sejam G, H gru-
pos. Suponha que H < Aut(G). Diz-se que ¢ € H é um nil-automorfismo
de GG se para cada g € G existe n = n(g) tal que

[SLMM = 1.

Seja k um inteiro positivo. Um automorfismo v é k-unipotente em G se
lg,x Y] = 1, para todo g € G.

Como corolario (direto) do resultado de Casolo e Pusglisi [CP] segue o
seguinte resultado sobre nil-automorfismos de grupos residualmente finitos.

Teorema. (Casolo, Puglisi, [CP]). Sejam G um grupo finito e H um
grupo residualmente finito. Se G < Aut(H) e todo elemento de G é um
nil-automorfismo de H, entao G é nilpotente.

Tal resultado motiva as seguintes questoes:

Conjectura B.3.1. Sejam G um grupo finito e H um subgrupo residual-
mente finito. Seja w uma palavra de grupo. Se G < Aut(H) e todos os

w-valores de G sdo nil-automorfismos de H, entao o subgrupo verbal w(G) é
nilpotente.

Conjectura B.3.2. Sejam G um grupo solivel finito e H um subgrupo
residualmente finito. Se G < Aut(H) e todos os elementos de G sdo k-
unipotentes em H, entdo h(G) € limitada por uma fun¢do que sé depende de
n.

Conjectura B.3.3. Sejam G um grupo soluvel finito e H um subgrupo re-
sidualmente finito. Se G < Aut(H) e g € um nil-automorfismo de H, entao
g € Fit(G).

Conjectura B.3.4. Sejam G um grupo finito e H um subgrupo residual-
mente finito. Se G < Aut(H) e g é um nil-automorfismo de H. Entao
g € Fit(G).
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