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RESUMO

UM ESTUDO COMPARATIVONANALI’TICO E NUMERICO DOS EFEITOS DAS
VINCULACOES NAS VIBRACOES LIVRES DE PLACAS QUADRADAS FINAS

Autor: Ronaldo Bastos Cesarino Dutra

Orientador: Lineu José Pedroso

Programa de Pds-graduacao em Estruturas e Construcao Civil
Brasilia, Junho de 2014.

As estruturas em estudo se caracterizam por placas finas, sdo laminas nas quais uma
dimensdo, a espessura, € muito menor que as outras e classifica-se em fina respeitando
determinadas relacGes. Estas placas se constituem num tipo estrutural de grande utilizagéo
na engenharia e na inddstria: pavimento de uma ponte, muros de contencéo, caixas d’agua,
lajes de piso ou cobrimento, cascos de navio, partes componentes de automaveis,
estruturas aeroespaciais e reatores nucleares sdo alguns dos exemplos de seu vasto
emprego. Estas estruturas muitas vezes trabalham sobre acdo dindmica: vento, caminhada
ou corrida de pessoas, movimentos de veiculos e outros movimentos ritmados, sdo
exemplos de solicitagbes dindmicas ocasionando o surgimento de esforcos que se
desenvolvem ao longo do tempo, podendo também causar sérios problemas. Como um
estudo completo é de enorme complexidade e também se faz necessario entender a placa e
o fendmeno em sua esséncia, foi estudada a base do calculo dindmico para o bom
entendimento. Os resultados foram obtidos de maneira analitica e numérica, comparando
ambos entre si, evidenciando as frequéncias naturais da estrutura, 0s modos de vibracao e
suas deformadas e a eficacia da analise numérica por meio de tabelas e graficos que

permitem uma visualizacdo adequada do fenémeno.
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ABSTRACT

UM ESTUDO COMPARATIVONANALI’TICO E NUMERICO DOS EFEITOS DAS
VINCULACOES NAS VIBRACOES LIVRES DE PLACAS QUADRADAS FINAS

Author: Ronaldo Bastos Cesarino Dutra

Supervisor: Lineu Jose Pedroso

Programa de Pds-graduacao em Estruturas e Construcao Civil
Brasilia, June of 2014.

The structures studied are characterized by thin plates, a three-dimensional solid in which
one dimension, the thickness, is much smaller than the others and the plate ranks as thin
respecting certain relationships. These plates constitute a structure of great use in
engineering and industry: a bridge deck, retaining walls, water tanks, slabs or floor
coverings, ship hulls, automobile parts components, aerospace structures and nuclear
reactors are some examples of its vast employment. These structures often work on
dynamic action: wind, people walking or running over it, movement of vehicles and other
rhythmic movements are examples of dynamic loads resulting in stresses that develop over
time and can also cause serious problems. As a full study is highly complex and it is also
necessary to understand the plate and the phenomenon in its essence, the basis of the
dynamic analysis was studied for the proper understanding. The results were obtained from
numerical and analytical solutions, compared to each other, showing the natural
frequencies of the structure, the mode shapes and effectiveness of numerical analysis in

tables and charts that allow adequate visualization of the phenomenon.
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- momento fletor sobre a face y e ao redor do eixo x
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M,y - momento torcor

- menor de a;

- numero de meia-ondas na dire¢do y ou posic¢éo no eixo y do ponto das

" diferencas finitas
p - forca inercial
P - carregamento distribuido
a, - esforco cortante por unidade de comprimento na face x
q, - esforgo cortante por unidade de comprimento na face y
G, - forca adicional de Kirchhoff sobre a face x
d, - forga adicional de Kirchhoff sobre a face y
S - superficie média da placa
t - tempo
V, - esforco cortante total na face x
\' - esforgo cortante total na face y
w - deslocamento na direcdo z
X,Y,Z - eixos coordenados
X, Y - pontos da placa
Ccos - funcdo cosseno
sen - fungéo seno
cosh - funcdo cosseno hiperbélico
senh - funcdo seno hiperbolico
B - parametro criado envolvendo m, Ae D
Y - deformacéo especifica transversal
d - deslocamento dos pontos
€ - deformacéo especifica longitudinal
- espacamento da malha de pontos na direcdo x no metodo das diferengas
Ax finitas
- espacamento da malha de pontos na dire¢do y no método das diferencas
Ay finitas
A - espacamento geral da malha de pontos
A - parametro criado representando o quadrado da frequéncia
I - relagdo entre o nimero de elementos finitos e 0 niUmero de meia-ondas em

XiX



uma direcdo da placa
- coeficiente de Poisson
- tamanho do elemento na malha

- massa especifica do material

Q T Jywn <

- tensdo normal

- tenséo de cisalhamento

a

- rotacao

- frequéncia de vibracdo em rad/s

H e S

- par&metro ficticio de frequéncia

det - determinante de uma matriz

XX



1 INTRODUCAO

“Placa € definida como uma estrutura laminar na qual uma de suas dimensdes (espessura) €
muito menor que as outras duas. A superficie plana equidistante das faces se denomina
plano médio da placa. Define-se como estado de placa a configuracdo de cargas que agem
paralelamente ao plano da placa: for¢as normais ao plano médio e momentos cujos eixos

estdo contidos neste plano” (Silva, 1998).

O comportamento estrutural bidimensional das placas resulta em estruturas mais leves e
econémicas. Algumas estruturas requerem cobrimentos, como tetos por exemplo, 0 que
pode ser obtido facilmente com o uso de placas, podendo até mesmo economizar outros
tipos de material. Alguns exemplos de placas utilizadas em constru¢es sao mostradas na
Figura 1.1 a seguir: tabuleiro de uma ponte, comportas, caixas d’agua, lajes de piso ou
cobrimento, cascos de navio, partes componentes de automaveis, estruturas aeroespaciais,

lajes de edificio, etc.

VANWA,
A XA XA

-

(a)Tabuleiro de ponte (b)Laje

engastada
{c) Comporta (dyPlaca de uma asa
de aeronave
T - | 1 - T
\
' Placa lateral
(e)Petroleiro

Figura 1.1 — Exemplos de uso de placas. a) Pavimento de uma ponte; b) Laje; ¢) Comporta
de barragem; d) Componente de uma asa; €) Componente de um navio petroleiro (Ventsel,
2001)
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Das teorias desenvolvidas a partir do século XIX, duas sdo as mais usuais na engenharia,
diferenciando-se nas hipoteses sobre o giro das normais ao plano médio: a teoria cléssica
de placas finas de Kirchhoff-Love, que estabelece que as normais se mantém retas e
ortogonais a deformada do plano médio (Timoshenko e Woinowsky-Krieger, 1987), e a
teoria de Reissner-Mindlin que mantém a condicdo de deformagdo reta da normal, mas néo
exige a sua ortogonalidade com a deformada do plano médio (Reissner, 1945 e Mindlin,
1951). Vale ressaltar que a teoria de Kirchhoff-Love é vélida para o caso de placas finas
enquanto a teoria de Reissner-Mindlin pode ser aplicada tanto para placas finas quanto

para espessas.

Sob certas condi¢cdes de geometria, vinculacdo e carregamento a placa de Kirchhoff possui
solucdo analitica, sendo que, por vezes, € bastante trabalhosa. Exemplos para a solucao
analitica de problemas dindmicos de placas de Kirchhoff (obtencdo das frequéncias
naturais) séo apresentadas no trabalho de (Leissa, 1973). No caso da placa de Reissner-
Mindlin, solugdes analiticas sdo quase inexistentes devido ao alto grau de complexidade de
suas equac0es. Portanto, a analise de placas foi uma das primeiras aplicagfes com sucesso

do método dos elementos finitos na década de 60.

1.1 MOTIVACAO E JUSTIFICATIVA

As placas sdo estruturas muito utilizadas na engenharia e indUstria, desde uma simples laje
até estruturas aeroespaciais, passando por pavimento rodoviario, a placa esta presente no
dia-a-dia de todas as pessoas e estdo sujeitas a todo tipo de carregamento. Carregamentos
dindmicos sdo de extremo interesse, pois 0 caminhar, ou corrida de pessoas caracterizam-
se como carregamentos dinamicos, bem como o trafego de veiculos, ventos, sismos, etc,

que produzem agOes dinamicas.

Comega-se 0 estudo dindmico em vibracGes livres da estrutura que se pretende analisar.
Portanto é de grande importancia nessa etapa entender a teoria dindmica basica e saber
analisar corretamente o problema, encontrar as frequéncias naturais e modos de vibragéo,

para depois proceder a outros célculos, com diferentes formas de vinculagdo, por exemplo.

Os estudos realizados sdo importantes por se constituirem na primeira etapa da anélise

dindmica, que se caracteriza pela determinacdo das propriedades dinamicas da estrutura,
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em termos das frequéncias naturais e deformadas modais, tdo necessarias nos estudos do

comportamento e da resposta dindmica.

1.2 OBJETIVOS

O objetivo geral desse trabalho é investigar o comportamento dindmico, em vibracao livre,
de placas retangulares finas submetidas a varias condicdes de vinculacdo e tentar
estabelecer relacBes de interesse que explicitem o grau de importancia dos diversos

parametros que intervém no fendmeno.

Especificamente, pretende-se:

e Elaborar um material didatico que permita uma iniciagdo aos interessados no
campo de andlises dindmicas de placas;

e Obter as frequéncias naturais de placas finas por meio de equac@es analiticas (teoria
classica) e método numeérico, a fim de comparar os resultados entre si;

e Comprovar a eficacia e precisdo da analise numérica para obter respostas de
frequéncias naturais utilizando os resultados obtidos analiticamente como base;

e Mostrar a ndo conformidade da teoria de Kirchhoff-Love para resolver casos de
placas espessas ou moderadamente espessas;

e Mostrar a influéncia das condi¢des de vinculacdo na deformada dos modos de
vibracdo;

e Adquirir experiéncia de uso e modelizacdo no ANSYS para placas.

1.3 METODOLOGIA

PropOe-se estudar, em placas retangulares, o problema de vibraces livres, no qual
buscam-se as frequéncias naturais e deformadas modais, em diferentes condigcdes de
contorno para evidenciar a influéncia das vinculagfes e outros pardmetros nas respostas

numeéricas.

O trabalho consiste em estudo comparativo analitico e numérico realizado com o programa
ANSYS (método dos elementos finitos). As andlises serdo realizadas sob diversas

condicgdes e comparadas com os resultados analiticos.



Serd também efetuada uma anélise, pelo método das diferencas finitas, para uma placa ja

resolvida analiticamente e por elementos finitos, e os resultados comparados entre si.

1.4 ABRANGENCIAS E LIMITACOES

O estudo realizado nessa dissertacdo limita-se a placas finas, embora a andlise feita pelo
método dos elementos finitos possa ser utilizada para placas espessas, a teoria analitica
utilizada nao é valida para tal. As analises serdo feitas com material linear, elastico e
isotropico. Por se tratar de problemas de vibragdo livre, o amortecimento ndo sera
abordado. As condicBGes de contorno abordadas foram as condicbes bésicas de apoio,
engaste e livre ao longo de toda borda. Explora-se, nos estudos, 0s seguintes parametros:

h a

2 b e Q onde h é a espessura da placa, a e b sdo as dimensdes da placa e € é o

parametro de frequéncia- Nao foram feitos cortes nas deformadas modais devido a maior

riqueza da representagéo tridimensional utilizada.

1.5 ORGANIZACAO DA DISSERTACAO

O capitulo 2 efetua uma breve revisdo bibliografica das teorias classicas e métodos
tradicionais a respeito de placas em vibrages livres, que foram publicados por diversos

autores, bem como alguns trabalhos mais préximos do tema em quest&o.

O capitulo 3 apresenta o desenvolvimento tedrico basico das placas em estudo sob a 6tica
estatica e dindmica (vibracdo livre). S&o mostradas as principais equagcdes que regem 0s
problemas estaticos e modais, bem como o método geral de obtencdo das mesmas. O
método das diferencas finitas também é apresentado, bem como a parte computacional
aplicada na dissertacdo. Aborda-se o elemento finito utilizado na analise numérica, suas
caracteristicas e funcionalidade, as dificuldades na modelagem e comentarios acerca da

malha e condicGes de contorno.

O capitulo 4 apresenta os resultados obtidos e discute as comparacdes entre os calculos
analiticos e numéricos, baseados respectivamente na teoria desenvolvida no capitulo 3 e
obtidos pelo programa ANSYS. E feita uma “anélise visual” da influéncia das condicdes

de contorno na deformada dos modos de vibragdo (resposta qualitativa das deformadas
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modais). Além disso, realiza-se uma analise pelo método das diferencas finitas (para o caso

da placa totalmente apoiada) comparando com os resultados analiticos pertinentes.

A Tabela 1.1 a seguir ilustra os casos estudados, mostrando as condi¢des de contorno

aplicadas, a analise e abordagens realizadas e os principais objetivos.

Tabela 1.1 — Casos analisados e suas principais caracteristicas

Esquema Analise | Abordagem Obijetivos
Caso 1 (caso de
referéncia)
. — Aplicar a metodologia
A . apresentada;
a . _ | —Analitica
Vibragédo — Comparar os resultados
) — Elementos . . )
A b la livre o analiticos e numericos obtidos;
finitos o
— Visualizar a deformada dos
A b modos de vibrag&o.
Caso 2
y
L
s Vibragdo| - Idem ao
) —ldem ao Caso 1
. b |1 livre Caso 1
T X
Caso 3
v
L
. Vibracdo| — Idem ao
) — ldem ao Caso 1.
A b L livre Caso 1
L X
A=Apoiado E=Engastado L=Livre



Caso 4
y
L - ~
. Vibracdo| — Idem ao
) — ldem ao Caso 1.
livre Caso 1
E
L
Caso 5
¢
L
Vibracdo| - Idem ao
R ) — ldem ao Caso 1.
livre Caso 1
A
Caso 6
g
L
Vibracdo| - Idem ao
) — ldem ao Caso 1.
A livre Caso 1
L
Caso 7
v
L
Vibracdo| - Idem ao
E i — ldem ao Caso 1.
livre Caso 1
L
A=Apoiado E=Engastado L=Livre



Caso8
v
L
2 Vibracdo| - Idem ao
] — ldem ao Caso 1.
. b livre Caso 1
L
A
Caso 9
y
L
Vibracdo| - Idem ao
E b ) — Idem ao Caso 1.
F livre Caso 1
L
Caso 10
v
L
Vibragdo| — Idem ao
. B | . — Idem ao Caso 1.
livre Caso 1
E
Caso 11
v
L
Vibragdo| — Idem ao
b ) — Idem ao Caso 1.
A A livre Caso 1
A
A=Apoiado E=Engastado L=Livre



Caso 12
y
L
: Vibracdo| - Idem ao
] — ldem ao Caso 1.
livre Caso 1
A A
E X
Caso 13
y
L
Vibragdo| - Idemao
) — ldem ao Caso 1.
E E livre Caso 1
A X
Caso 14
y
L
Vibragdo| — Idem ao
) —ldem ao Caso 1.
E A livre Caso 1
A X
Caso 15
y
L
Vibragdo| — Idemao
) —ldem ao Caso 1.
F A livre Caso 1
£ X
A=Apoiado E=Engastado L=Livre



Caso 16
v
L
2 Vibragcdo| —Ildem ao
) — ldem ao Caso 1.
livre Caso 1
E E
E X
Caso 17
y
A
Vibracdo| - Idem ao
A ) — Idem ao Caso 1.
4 livre Caso 1
E X
Caso 18
v
A
Vibracdo| - Idem ao
. _ — ldem ao Caso 1.
A livre Caso 1
E X
Caso 19
y
E
Vibragcdo| —Idem ao
N ) — ldem ao Caso 1.
4 livre Caso 1
E X
A=Apoiado  E=Engastado  L=Livre



Caso 20
v
A
Vibracdo| - Idem ao
) — ldem ao Caso 1.
E B (g livre Caso 1
E X
Caso 21
y
E
Vibragdo| - Idemao
E B |g ) — ldem ao Caso 1.
livre Caso 1
E X

A=Apoiado = E=Engastado L=Livre

O capitulo 5 fornece as conclusdes percebidas nesta dissertacdo e sugestdes para estudos
futuros
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Nesta secdo serdo mostrados os principais estudos realizados que envolvem a resposta
dindmica de placas, seja em vibracdo livre ou forcada. Todos esses estudos foram

realizados para mostrar a importancia desse conhecimento.

2.1 ESTUDOS RECENTES E RELEVANTES

Gupta, Lal e Sharma (2007) realizaram estudo sobre a vibragéo livre de placas circulares
ndo-homogéneas com espessura variavel. Valeram-se da teoria de placas de Mindlin e
obtiveram as trés primeiras frequéncias naturais e 0s respectivos modos de vibracao
investigando, assim, a influéncia das condi¢cfes de contorno e da ndo-homogeneidade na
resposta da frequéncia natural. Concluiram que a frequéncia aumenta com o aumento do
parametro que representa a ndo-homogeneidade e também com o aumento da espessura,

entretanto ela decresce com o aumento do parametro que representa a densidade.

Mochida e llanko (2010) estudaram a resposta transiente de uma placa livre em todas as
bordas usando o método da superposicdo de Gorman. A placa possui como carregamento
apenas 0 peso proprio. Verificaram que os modos mais baixos dominam a respostas
transiente (os primeiros modos) e que o método da superposi¢do, em compara¢do com a
aplicacdo do método de Rayleigh-Ritz, fornece respostas mais precisas, com convergéncia

mais rapida e, por fim, mais confiavel para esse tipo de analise em uma placa livre.

Xu, Du e Li (2010) estudaram a vibracdo de placas retangulares reforcadas por vigas.
Apresentam um método analitico para a resolucéo desse problema o comparando com um
método hibrido analitico-numérico e com a resposta numérica obtida com o ANSYS. As
placas foram estudadas com diferentes condi¢bes de contorno e excelentes resultados
foram obtidos para todas as analises feitas, concluindo que um método inteiramente

analitico foi desenvolvido.
Zhou, Wong, Xu e Leung (2011) estudaram a resposta da frequéncia natural de placas finas
circulares e anulares pela aproximagéo de Hamilton. Diferentes condigdes de contorno séo

estudadas e as respostas obtidas para os primeiros modos de vibracdo mostraram-se
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excelentes em comparacdo com outros métodos de célculo. Concluiram que a aplicacdo
ndo se restringe apenas ao caso da vibracdo livre das placas e que o método pode ser

utilizado para validar a precisao de métodos numéricos.

Lin, Tan, Yan e Hargreaves (2011) analisaram a vibragdo de placas em forma de L devida
a excitagdo por uma forga pontual ou momento. Formularam solugdo analitica para ambos
0S casos e compararam 0s resultados com respostas numéricas, pesquisando, também, a
influéncia do local de aplicacdo da excitacdo na resposta de frequéncia. Procederam com a

solucgéo de forma fechada o que ndo necessita inversdo de matriz na solugéo.

Amabili e Carra (2012) realizaram estudos experimentais acerca de vibracdes forcadas de
grande amplitude em placas retangulares carregando diferentes massas concentradas.
Excitadores eletrodinamicos foram utilizados para aplicar a excitagdo harmonica, a placa
foi engastada em todas suas bordas e simulagbes numéricas foram realizadas para
comparar os resultados e entender melhor o problema. A Figura 2.1 a seguir mostra o
experimento montado. Os resultados mostraram que a gravidade produz deflexdes estaticas
na placa, que aumentam ndo linearmente com o aumento das massas. O amortecimento

aumenta de maneira ndo linear com a amplitude de vibragéo.

Figura 2.1 — Placa do experimento com duas massas de 50 g dispostas sobre a mesma
(Amabili e Carra, 2012)
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Figura 2.2 — Resposta da amplitude de frequéncia para a placa com uma massa concentrada
de 25 g no centro (Amabili e Carra, 2012)

Lin (2012) estudou a resposta de vibracdo de uma placa engastada reforcada com uma
nervura. Resultados analiticos e experimentais sdo obtidos para a vibracdo livre e forcada
da placa (a mesma é excitada por uma carga pontual), sendo que os resultados
experimentais foram obtidos para verificar os resultados analiticos. Também ha alguns
resultados obtidos pelo método dos elementos finitos para comparacdo e verificacdo da boa
precisdo do mesmo. Concluiu que quando o comprimento da meia-onda do modo de
vibracdo é maior que a maior dimens&o da nervura, a mesma se comporta como um apoio.
Uma vez que a frequéncia aumenta e, consequentemente, o comprimento da meia-onda
diminui a nervura passa a comportar-se como um engaste, sendo observado para quando o
comprimento da meia-onda é menor que a metade da maior dimensdo da nervura. A Figura
2.3 mostra alguns resultados observados e o comportamento de apoio e engaste da nervura

situada a 0,3 da borda.

Kim, Cho e Beom (2012) estudaram analiticamente a vibracdo de uma placa circular com a
borda externa elasticamente restrita (apoio elastico). Apresentam as equacdes analiticas
resolvidas de maneira exata, as fungdes modais, as frequéncias naturais e os modos de
vibracdo. Para confirmar a acurdcia da proposta, comparam os resultados obtidos pelas

equac0es desenvolvidas com resultados de placas engastadas e livres da literatura.

Ismail e Cartmell (2012) estudaram a vibracdo forcada de uma placa contendo uma fissura
de orientacédo varidvel em sua superficie. Propuseram um novo modelo analitico para obter
as respostas de vibracdo (baseado na teoria classica de placas) para essa situacdo

investigada. Solucionaram a placa para trés condi¢des de contorno, placas retangulares e
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quadradas. Mostraram a influéncia da orientagcéo e tamanho da fissura, bem como do local

de aplicacdo da forca pontual excitatoria. A validacdo dos resultados é comprovada por

comparagdo com resultados experimentais.
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Figura 2.3 — Resultados analiticos (a), experimentais (b) e pelo método dos elementos
finitos (c) para os modos 1, 2, 5 e 8 (Lin, 2012)

Shi e Dong (2012) estudaram a vibracdo em placas anulares, com diferentes tipos de apoio

interna e externamente, submetidas a variacdo de temperatura no ambiente. Estudaram o

caso de aumento de temperatura de ndo linear, comparando os resultados analiticos e

numéricos obtidos para os diferentes casos analisados, concluindo que as frequéncias

naturais diminuiam com o aumento da temperatura.
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Hosseini-Hashemi, Rezaee, Atashipour e Girhammar (2012) estudaram a vibracado livre de
placas circulares espessas com um nucleo rigido agregado ao centro das mesmas, conforme
Figura 2.4. Apresentam solucdo analitica e numérica para diferentes condi¢6es de contorno
e parametros que controlam o problema, como a relacdo entre a espessura e o raio, relacao
entre os raios da placa e do nucleo rigido e massa do nucleo, entre outros. Concluiram que
a solugdo analitica apresentada é excelente pois os resultados obtidos estdo em

concordancia com os resultados numéricos obtidos pelo método dos elementos finitos.

Figura 2.4 — Secdo transversal da placa com o nucleo rigido (Hosseini-Hashemi, Rezaee,
Atashipour e Girhammar, 2012)

Senjanovic, Vladimir e Tomic (2013) apresentam uma teoria avancgada para a resposta de
vibracdo de placas retangulares moderadamente espessas. Buscaram reduzir o nimero de
equacOes governantes de trés para apenas uma equacdo em funcdo da deflexdo. Obtiveram
resultados muito bons para placas totalmente apoiadas e placas apoiadas em duas bordas
opostas e engastadas nas outras duas. Os mesmos foram comparados com os resultados
retirados da literatura para diferentes relagdes de espessura. Concluiram que a vantagem do
método € a simplicidade e transparéncia do mesmo, reduzindo o recurso computacional

necessario para resolver o problema.

Askari, Jeong e Amabili (2013) investigaram a vibragdo de placas circulares imersas em
um recipiente contendo liquido com a superficie livre. Apresentaram um método teorico
para a andlise de vibracdo livre desse caso e validaram os resultados mediante a realizacéo

de alguns experimentos. As frequéncias naturais sao obtidas levando em consideracdo a
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interacdo fluido-estrutura. Realizaram analises para as condi¢es de contorno livre e
engastada. Concluiram que os resultados obtidos estdo de acordo com os resultados

experimentais.

Wang e Unal (2013) analisaram a vibracdo livre de placas retangulares, com aumento da
espessura ndo gradual, mediante 0 método dos elementos finitos espectral. O objeto de
estudo foi uma placa com um aumento brusco na espessura, considerando duas condicdes
de contorno, apoiada e engastada, conforme Figura 2.5. Compararam resultados obtidos da
literatura e de anélises feitas com o programa NASTRAN com os resultados obtidos pelo
método proposto. Concluiram que a solugdo proposta constitui um método de andlise
eficiente e preciso e que apenas uma porcdo da malha € necessaria para obter resultados

semelhantes aos obtidos com o método dos elementos finitos tradicional.

__________________________ y SONNNNNNNNNNN

\.\\\\;\\\‘\\\

=
SNONNNNNNNNNNN

ANNNNYNNNNNNN
> a € > a

Figura 2.5 — Placas com aumento brusco de espessura analisadas: (a) apoiada em todas as
bordas e (b) engastada em todas as bordas (Wang e Unal, 2013)

Bose e Mohanty (2013) estudaram o caso de uma placa fina retangular com uma fissura de
posicdo e orientacdo arbitrarias sobre vibracdo livre. As frequéncias naturais sdo obtidas
para diferentes condi¢des de apoio nas bordas da placa, diferentes comprimentos, angulos e
posicdes da fissura. Alguns resultados obtidos, analiticamente, sdo comparados com a
literatura, mostrando a influéncia da fissura nos modos de vibracdo da placa. Concluiram
que os resultados estdo em acordancia com os apresentados na literatura para fissuras
longas, as frequéncias naturais diminuem com o aumento do comprimento da fissura e com

0 aumento do angulo da mesma até o limite de 45°.
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Li, Fang e Xu (2014) estudaram o efeito do amortecimento devido ao ar presente nos furos
da microestrutura analisada. Realizaram estudos analiticos e compara¢fes com o método
dos elementos finitos para as respostas de vibracdo. A estrutura trata-se de uma placa
circular com furos circulares disposto na mesma a fim de fornecer o0 amortecimento para a
estrutura. O problema tem aplicagdo em micro sistemas eletromecénicos. A Figura 2.6
mostra a placa analisada. Concluiram que para placas com razdo de perfuracdo pequena e
média o resultado analitico proposto é extremamente satisfatorio, de acordo com os valores
numéricos, enquanto que, para razdo de perfuracdo grande, ha discrepancia entre os
resultados numérico e analitico em modos de vibragdo mais altos. A razdo de perfuracdo é
dada pelo didmetro do furo dividido pela distancia entre os centros de dois furos

adjacentes.

Figura 2.6 — Microplaca perfurada com distribuicdo uniforme dos furos (Li, Fang e Xu,
2014)

Wang (2014) estudou a vibracdo de placas circulares livres em suas bordas externas e
concentricamente apoiadas no interior, variando a distancia do apoio. O autor analisou 0s
primeiros modos de vibragdo variando as condi¢des de apoio interna, juntamente com a
distancia do mesmo em relagdo ao centro da placa. Obteve resultados analiticos e 0s
comparou com os resutados da literatura, evidenciando singularidades para o caso do raio
do apoio ser zero (condigédo de contorno apenas no ponto central da placa). A Figura 2.7 a

seguir ilustra os resultados do caso simplesmente apoiado.
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Figura 2.7 — Modos de vibracdo para o caso simplesmente apoiado e livre na borda. Os
valores de b representam a distancia relativa dos apoios internos (Wang, 2014)
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3 DESENVOLVIMENTO TEORICO

Uma apresentagdo simplificada das teorias e formulagOes para o estudo e resolucdo de
problemas dindmicos de vibragdo livre de cascas retangulares serd apresentado neste
capitulo. Sera abordado, também, a base da teoria de Kirchhoff-Love para casos estaticos.
Por fim, mostra-se uma breve formulacdo do método das diferencas finitas para poder
aplicad-lo ao problema dinamico. A teoria desenvolvida nesse capitulo baseia-se nos
seguintes autores (Szilard, 2004), (Ventsel, 2001), (Soedel, 2004), (Pedroso, 1998, 1999,
2005, 2011) e (Timoshenko e Woinowsky-Krieger, 1987).

Uma andlise rigorosa requereria que a placa fosse considerada como um meio
tridimensional continuo ao invés de uma acao estrutural bidimensional como indicam os
autores. Devido a dificuldades matemaéticas criadas e a ndo praticidade da solucéo,
(Szilard, 2004), (Ventsel, 2001) e outros autores fornecem tipos de placa, intervalos
diferentes nos quais as placas se encaixam e sdo categorizadas para proceder as solucfes

analiticas apropriadas a cada caso.

Usando a relacdo — (espessura dividida pelo comprimento, ou dimensdo governante)
a

pode-se classificar as placas segundo os autores:
(Szilard, 2004)

e Placas finas (0,02 < h < 0,1) X
a
e Placas moderadamente espessas (0,1 < h < O,ZJ ;
a

e Placas espessas (D > 0,2).
a

(Ventsel, 2001)

e Placas finas [0,01 < E < 0,1) ;
a

e Placas espessas (E > 0,1) .
a
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Embora (Ventsel, 2001) ndo considere a classificagdo de placas em moderadamente
espessas, 0s intervalos propostos pelo autor sdo mais usuais, estdo presentes na grande
maioria dos trabalhos na area. Portanto, prefere-se utilizar sua classificacdo ao longo desse
trabalho.

3.1 HIPOTESES GERAIS

De acordo com (Pedroso, 1998) pode-se imaginar que a forma de uma placa fina é definida
pela geometria de sua superficie média. A teoria de placas de Kirchhoff-Love baseia-se nas
seguintes condi¢oes:

e O material da placa é elastico, homogéneo e isotrépico (o = E¢);

e A espessura h é pequena em relacdo as outras dimensdes (placas finas);

e As tensbes normais a superficie média sdo despreziveis em relacdo as demais
tensdes (o, =0);

e Os pontos pertencente (antes da deformacédo) a retas normais a superficie média
encontram-se, apds a deformacdo, sobre retas perpendiculares a superficie média
deformada (deformagdes devido ao esforco cortante sdo desprezadas);

e Os deslocamentos s@o pequenos se comparados com a espessura da placa, sendo
possivel desprezar a influéncia dos mesmos no estado das condicGes de equilibrio
do elemento de superficie (teoria linear e superposicédo de efeitos);

e As deflexdes sdo muito menores que 1 (teoria de pequenas deformacdes).
3.2 EQUACAO DIFERENCIAL DA PLACA

Na Figura 3.1 a seguir, encontra-se uma representacdo de uma placa D, de forma qualquer,
e sua superficie media S, bem como os eixos coordenados X, y € z. Os pontos X e Y
pertencem a placa sendo que X é um ponto contido na superficie média e Y um ponto logo
abaixo de X (distancia perpendicular a superficie media). De acordo com as hipoteses da

secdo 3.1, os deslocamentos dos pontos X e Y sdo, respectivamente, (X )=(0,0,w) e

5(Y)=(u,v,w).
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Figura 3.1 — Placa fina com um corte passando por X (Pedroso, 1998)

Apbs a deformacdo, a situacdo da placa é explicitada na Figura 3.2. Pode-se observar que a
distancia d entre os dois pontos considerados permanece a mesma e 0s pontos X e Y
continuam pertencentes a uma reta normal a superficie média deformada (eixo neutro
deformado). Ha uma rotacdo do ponto Y (devido a deformacéo da superficie média) e um
deslocamento v na direcdo y. Infere-se que o deslocamento w de um ponto ¢é funcéo apenas
da posicéo (x,y) do mesmo, uma vez que o mesmo deslocamento w é compartilhado por

pontos com diferentes posi¢cdes em z e mesma posigao (X,y).

* A
T
x  Eixo neutro ] 0
Y [
d .
Eixo neutro
'Y
deformado .
g
g |w
N 2
&
-
%
o = a;r_' d\ |\
- z
o = W __}

ay

Figura 3.2 — Corte no plano Oyz e deformagéo da placa (Pedroso, 1998)
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Entdo, evidenciando o sinal dos deslocamentos de acordo com a disposi¢do dos eixos nas
Figuras 3.1 e 3.2 e de acordo com a hipotese de deflexGes muito pequenas:

-V = dsen(@j =v=-d [a—w) (3.1)
oy oy
De forma analoga para o plano 0xz:
—-u= dsen(a—wj =u= —d(a—wj (3.2)
OX OX

Mostrando que todos os deslocamentos de um ponto da placa, ponto Y por exemplo, séo
determinados mediante o conhecimento de w, também um deslocamento do ponto. As
deformacgdes do ponto, do mesmo modo que os deslocamentos, serdo perfeitamente

determinadas ao se conhecer w:

ou 0w
= g 3.3
o ox ox? (3:3)
2
£y = % =—d ‘Zyvzv (3.4)
2

Vxy M N g O (3.5)

oy X OXoy

3.2.1 Calculo das tensdes e dos momentos

De posse das deformacdes, pode-se aplicar a validade da lei de Hooke (fato contemplado
por uma hipoOtese na secdo 3.1) e determinar equacOes para obtencdo das tensoes,

lembrando que o, =0:

o, = (3X+vgy):—

Ed (o*w  d°w
X 1_V2 ( j (36)

+v
1-vZ | ox® oy?
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2 2
o :1 E (8y+V8X)=— Ed2(8W+V8Wj (3.7)

Yoo1-y? 1-v2 oy® Ox?
E Ed ( 0°w
Ty = —yxy = | =&~ (38)
2(1+v) 1+v | oxoy

As equacdes (3.6) a (3.8) mostram que as tensfes variam linearmente com a distancia d
medida a partir do eixo neutro, mantendo a posic¢do (X,y) constante, e anula-se no eixo
neutro, ou seja, quando d=0. A Figura 3.3 ilustra a distribui¢do de tensdes nas faces de um

elemento infinitesimal da placa ao longo de uma normal genérica a superficie S.

A convencdo de sinais adotada sera:

e Forgas internas, externas e deslocamentos sdo positivos quando estdo no sentido
positivo dos eixos;

e Momentos fletores sdo positivos quando tracionam as fibras inferiores. Momentos
torgores sdo positivos quando estiverem no sentido positivo dos eixos para as faces
primarias;

e Momentos por unidade de comprimento, produzidos pelas tensdes, serdo positivos
quando tracionarem as fibras inferiores (para os momentos fletores) e quando
estiverem no sentido positivo dos eixos (para momentos torcores nas faces

primarias).

Para auxiliar no entendimento, todas as grandezas apresentadas na Figura 3.3 estdo
representadas em suas gquantidades positivas. Caso haja mudanca dos eixos coordenados
muda-se convencdo do momento fletor, conforme indica a Figura 4.2 e sua representacao

das quantidades positivas.

De acordo com (Szilard, 2004) é costume trabalhar em placas com os esforgos por unidade

de comprimento, portanto utiliza-se os mesmos (representados por letras minusculas).
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Figura 3.3 — Distribuicao das tensdes no elemento infinitesimal de placa (Szilard, 2004)

Procedendo ao calculo dos momentos:
m = [dFd = [odAd ou [dAd (3.9)

Como se trata de manter a posicdo (X,y) constante (normal genérica a superficie S),

variando apenas no eixo z, o diferencial de area dA se torna apenas dz.

_
mx_j-“zaxddz I/ 1-v? (ax Y Jd
(3.10)
w

—Eh® (o°w 0w 0
= 2 7 TV —5 |=-D| — +V 2
120-v?) ox* oy ox ay
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De maneira analoga para m,

A o'w  o'w),
j o,ddz = j/ = V( sV 2=

(3.11)
—ER® (o°w  0o*w o’'w 0w
= 5 > tV— |=-D| —+v—;
120-v2) ay?  ox oyt ox
Para a torgéo:
h 2 2
j/r ddz = j/—ﬂﬁaw iz =
1+v | oxoy
(3.12)

:—125“;)(;;;)=-<1—v>o(s;;;j

Introduziu-se a grandeza D definida como rigidez flexional da placa cuja equacéo é:

Eh®

T 120—v?)

3.2.2 Condicdes de equilibrio de um elemento de placa

A Figura 3.4 mostra um elemento infinitesimal de placa (dx,dy) submetido a um
carregamento P(x,y) perpendicular a superficie média com todos os esforcos atuantes.
Utilizando os esfor¢os por unidade de comprimento (representados pelas letras mintsculas)

e aplicando o equilibrio dos esforcos para o elemento.
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.. .)dy Vetor de momento

o

+ .. .= Incremento

Figura 3.4 — Equilibrio dos esforcos no elemento infinitesimal (Szilard, 2004, modificado)

Equilibrio de forgas verticais z F, =0:

aqx aqy
q, + 5 dx [dy+| q, + —dy |[dx—q,dy—q, dx+ pdxdy=0
X

% (3.13)
aq,

OX

a __
% p(x,y)



Somatorio dos momentos em relagéo ao centro de gravidade Z M, =0:

om,, om,
m,, + 3 dx [dy +| m, + Y dy [dx-m, dy-m, dx-

X
3 5 5 (3.14)
m m
-1q +idy dxﬂ—q dxﬂ:O:q =—2 4+
Y 2 T2 YTUx oy

O termo %dydx?y foi desprezado por ser infinitesimal e muito menor que os termos

restantes, tornando-se portanto irrelevante.

Somatdrio dos momentos em relacdo ao centro de gravidade Z M, =0:

om,, om
(mxy + Y dyjdx+(mX + 6xx dxjdy— m,, dx—m,dy —

5 (3.15)
m
- qx+aqx dX dy%_qxdygzojqx = i +6mx
OX 2 2 oy OX
Combinando as equacdes (3.13) a (3.15):
02 o’m_  o’m
et L —=—p(x,y) (3.16)
OX oxoy oy

Valendo-se das equaces (3.10) a (3.12), a equacdo (3.16) é reescrita na seguinte forma:

6—22{— D(az‘f’waz‘f’ﬂu o {-(1-@0(62""}}
X X oy oxoy oxoy

0° o’w 0w
" {— D( 5 o ﬂ =—p(x,y) (3.17)
0w o'w  o'w 1
=p(x,y)

+ + =
ox*  Taxley’ ey' D
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A equacdo (3.17) e, portanto, uma equacdo diferencial parcial de 42 ordem que permite
obter w em funcdo do carregamento aplicado na placa. Durante a se¢do 3.2 inteira
percebeu-se que conhecendo o deslocamento w obtém-se todas as grandezas relevantes
para a placa, fica assim expresso a importancia primordial da equacgéo (3.17). Essa equacéo
possui em seu lado esquerdo o operador Laplaciano bi-harmonico, podendo ser escrita de
forma mais compacta, conforme (Ventsel, 2001):

DV*w(x, y)= p(x, y) (3.18)

O problema € considerado resolvido se for encontrada uma expressdo da deformada da
superficie média (w) que satisfaca a equacdo de Lagrange (3.18) e as condi¢Bes de
contorno. Ressalta-se que as equacdes (3.10) a (3.12) sdo aplicaveis para as grandezas

resultantes (letras maiusculas) e ndo s6 para os esforcos por unidade de comprimento.

E interessante representar os esforcos cortantes ¢, e q, em funcdo do deslocamento w:

2 2
Jy =—D§(ZT\ZV+;—\ZVJ (3.19)
0 (o*w o°w
dy :_D@(ayz + X j (3.20)

Os esforcos cortantes resultantes sdo constituidos de duas parcelas, portanto ndo se pode
apenas utilizar a mesma equacdo obtida para os esforcos por unidade de comprimento,
equacdes (3.19) e (3.20). E necessario somar uma parcela do efeito do momento torcor a

parcela ja obtida por unidade de comprimento, tem-se:

om 3 3
V,=q, 4 =—D{a—‘;"+(2—v) 0 Wz} (3.21)
oy OX oXoy
am 3 3
Vv, =q, + axxy = _D{gy‘;"ﬂz_v)aiz‘gy} (3.22)



De acordo com (Szilard, 2004), a segunda parcela das equagles (3.21) e (3.22)
representam esforgos cortantes adicionais ao longo das bordas. Substitui-se 0 momento

e ” ) dx
torcor por uma equivaléncia estatica ao longo da borda igual a m,, % e m,, — de acordo
y

dx
com a Figura 3.5. As forcas se cancelam entre os elementos adjacentes, conforme Figura

m,,

m
3.5, exceto a parte incremental ﬁdy e dx. Dividindo por dy e dx, respectivamente,

encontram-se as forcas adicionais de Kirchhoff:

eqd,= axxy (3.23)

Nos cantos das placas as forcas ndo se cancelam, mas se somam resultando uma forca
adicional no canto, fato que explica a “tendéncia de elevacdo dos cantos de uma laje”
(Climaco, 2008). A Figura 3.5 mostra esse efeito em um dos cantos da placa com a
presenca da forca Ro. Na pratica denomina-se esse efeito como momento volvente e é
necessario colocar uma armadura adicional na regido para combater o surgimento de

fissuras diagonais nos cantos da laje.

Figura 3.5 — Efeitos do momento torcor nas bordas (Szilard, 2004)
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Com todas as grandezas definidas, procede-se a qualquer calculo necessario, inclusive
consideracOes sobre as condigdes de contorno, uma vez que ao necessitar definir que o

momento fletor é nulo, por exemplo, recorre-se a equacéo (3.10).

3.3 SOLUCAO DE NAVIER

(Szilard, 2004) informa que a equacéo diferencial (3.18) é uma equacéo diferencial parcial
linear de quarta ordem com coeficientes constantes e que had quatro tipos de solucbes
matematicas para o problema de placas:
e Solucdo exata;
e Superposicdo da solucdo da equacdo bi-harmbnica homogénea com a solucédo
particular imposta;
e Solucdo em dupla série trigopnométrica (Solucao de Navier);

e Solucdo em série trigopnométrica simples (Solucdo de Levy).

Aborda-se apenas a solugdo em dupla série trigonométrica, chamada de solucao de Navier,
que funciona apenas para 0 caso de uma placa simplesmente apoiada em todas as suas
bordas. As condi¢bes de contorno sdo, lembrando que as equacdes para utiliza-las ja foram

definidas:

=

X=0,Xx=a = O mx x=0,x=a = O
: e (M), (3.24)
0 (my)y oyd = 0

y=0,y=b ~

O deslocamento e o0 carregamento sdo expressos por dupla série trigonométrica:

iiw sen[ jsen(ngy} mn=123,... (3.25)

m=1 n=1

iiP sen( Jsen(%); mn=123,... (3.26)

m=1 n=1

O coeficiente P, é obtido utilizando o carregamento do problema (carga distribuida, carga

concentrada no centro da placa, entre outros) e procedendo a resolucdo classica para
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expansdo em dupla série de Fourier. Para o caso de carregamento uniformemente

distribuido sobre a placa, chamando p(x, y) =p,:

16p
P =—2: mn=13p5,...
™ mnz? (3.27)

Pon=0; m,n=24,6,...

Levando as respostas na equacdo de Lagrange, equacdo (3.17) ou (3.18), obtém-se a

expressdo para o coeficiente W_ . e, com isso, a resposta final para o deslocamento w em

forma de série.

Como foi visto na secdo 3.2, a partir do deslocamento w calcula-se qualquer grandeza

pertinente a placa. O problema estéa resolvido.

3.4 EQUACAO DE MOVIMENTO

(Szilard, 2004) atesta que embora 0 amortecimento esteja presente em qualquer vibracéo
de placas, é intrinseco a estrutura, ele ndo tem efeito para uma analise inicial de vibracédo
buscando frequéncias naturais da estrutura, portanto pode ser ignorado sem prejuizo.

Para obter a equacéo diferencial de movimento pode-se recorrer a dois modelos: aplicacao

do principio de equilibrio dindmico de D’Alembert ou a formulagdo baseada na

conservacao de energia. Aplica-se o principio do equilibrio dindmico, por ser mais simples,
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para um elemento de placa como o da Figura 3.4. Sendo m = ph sendo definido como a

massa por unidade de area, a forca inercial pode ser expressa por:

= MW (3.29)

Sabe-se que as respostas de deslocamento e as forcas sdo dependentes do tempo em uma
analise dindmica. Estendendo a equacéo de equilibrio estatica, equacao (3.18), ao adicionar
a forca inercial, tem-se a equacdo diferencial de movimento ndo amortecida sobre a agédo

de carregamento dindmico externo, vibragéo forgada.

DV*w(x, y,t)= p(x, y,t)—m(x, y,t) (3.30)
Percebe-se que o deslocamento ndo é mais funcdo apenas da posicdo (X,y) nos eixos
coordenados (independe de z), mas é também funcdo do tempo t, assim como a forca

externa agindo na estrutura.

Para obter a equacdo de movimento ndo amortecida de uma placa sujeita a vibracao livre,

basta fazer a forca externa igual a zero na equacao (3.30).
DV*w(x, y,t)+ mwi(x, y,t)=0 (3.31)

Assumindo uma vibracdo harménica de frequéncia @ para representar a dependéncia do

tempo, escreve-se juntamente com as suas derivadas necessarias:

w(x, y,t)=w(x, y)sen(at)
W(x, y,t) = w(x, y ) cos(at) (3.32)
vi(x, y,t) = —w(x, y)o?sen(wt)

onde W(x, y) descreve os modos de vibracdo, é a funcdo de forma, e @ é a frequéncia

natural da placa dada em rad/s. Trabalhando com as equagOes chega-se em, suprimindo a

dependéncia das coordenadas (x,y) apenas por praticidade na escrita:
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Mo

Viw-— w=0 (3.33)

Utilizar-se-4 a técnica da separacdo de varidveis para proceder aos célculos e obter a

resposta de frequéncia da equacéo de vibracao livre. Seja:

w(x, y)=H(x)F(y) (3.34)

Lembrando do operador Laplaciano bi-harmdnico e sua formulagéo nas equagdes (3.17) e
(3.18):

2 2

V4W_ma) W:HIIIIF+2HIIFII+HFIIH_ma)

HF =0 (3.35)

Para a condi¢do de contorno simplesmente apoiada, equacgéo (3.24), aplicada nas quatro

bordas da placa, a funcao de forma pode se dar pela dupla série de Fourier.
w(x, y)=H(x)F(y)= iiwmnsen(%jsen(%zyj; mn=123...  (3.36)
a

As derivadas necessarias sdo:

a
2 2
nEn NN mz\ (nz mzx nzy

HYF =3 3w, | 2| [ 22| sen| T2 [sen| —2 3.37
e L e e S I
w o 4

HF""=ZZWmn(n—ﬂj sen(%}en(n—ﬂy)
m=1 n=1 b a b

Utilizando e combinando as equacdes (3.36), (3.37) na equacéo (3.35):
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4 2,~2 4
w_ 7' m_4 + 2”;—2 + n_4 sen[%jsen(wj -
a a’b b a b

.2
_ho Wmnsen(m—ﬂxjsen(n—ﬂyj =0
D a b

Resolvendo para @ obtém-se a equacdo para as frequéncias naturais de uma placa

(3.38)

qualquer com dimensdes a e b simplesmente apoiada nas quatro bordas. Vale ressaltar que

a massa por unidade de area é dada por m = ph.
m® n?) (D
a)=722(—+—J — (3.39)

Ao utilizar a equacdo (3.39) calcula-se as frequéncias naturais da placa para qualquer
combinacdo modal m,n. O termo m representa 0 ndmero de meia-ondas no modo de
vibracdo ao longo do eixo X e 0 n representa 0 numero de meia-ondas ao longo do eixo .
(Szilard, 2004) indica que apesar de existirem combinagbes modais com a mesma
frequéncia (combinacdo m=1; n=2 e m=2; n=1 por exemplo) os modos de vibracdo seréo
diferentes, apresentardo deformadas diferentes. Esse fato serd mostrado em figuras dos

deslocamentos dos modos apresentadas nos resultados.

Segundo (Ventsel, 2001) a primeira frequéncia natural (m=1; n=1) € denominada

frequéncia natural fundamental.

Vale ressaltar que a equacédo (3.39) diz respeito a placa simplesmente apoiada apenas e
para obter a solucdo analitica de outros casos de vinculagdo procede-se com a separacao de
variaveis e aplicacao das condi¢des de contorno referentes a cada caso:

Engaste:

ow

— =0
Wx:O,x:a 0 e aX x=0,x=a (3 40)
Wy =0 W -0

8y y=0,y=b
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Livre:

(VX )X:O,x:a = O

(mx )x:O,x:a = 0
€
0 (v

(my )y:()'y:b

(3.41)

y )y:Oyy:b

As equacdes (3.24), (3.40) e (3.41) referem-se aos casos de placas com todas as bordas
submetidas aquela condicdo de contorno. Obviamente que, em casos de combinacgdes das
diferentes condicGes de vinculacdo, deve-se aplica-la apenas para as bordas necessarias

(equacdo (3.40) apenas em x=a e y=0, por exemplo).

Tendo sido entendido o processo de obtencdo da resposta, recorre-se a (Blevins, 1979), que
condensou as solucgdes analiticas de diversos casos de vinculacdo em forma de tabelas, para
obter as diversas solucdes apresentadas mais adiante. Blevins valeu-se do trabalho de
(Leissa, 1973) para apresentar as equagdes analiticas que fornecem as frequéncias naturais

das placas, equacgdes essas que serdo apresentadas no apéndice D.

A Figura 3.6 apresenta padrGes para a deformada dos modos de vibracdo de placas

engastadas.

Resgatando a equacdo (3.39) a fim de realizar algumas operacGes na mesma para
evidenciar relacbes e termos importantes, que influenciam de maneira contundente a
resposta de frequéncia buscada. E vélido utilizar de representacdes diferentes para a

frequéncia, pois auxiliam em estudos paramétricos, representacdes graficas e visualizacdo

dos principais parametros que controlam as frequéncias naturais. Portanto:
w=r’ m_2+£ En’ =2 _Im +(Enj2 n = (3.42)
a®> b’ 12‘1—1/2 ’ph 7’ b a®\121—v?)p '

2 2
@;\/—12:1—1/ jp {mﬁ(ﬂnj F (3.43)
T E b a
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2 2
o.@ M:Q:[m2+(%nj }ﬂ (3.44)
a

A equacdo (3.44) mostra um parametro de frequéncia Q obtido pela multiplicacdo da
frequéncia natural por algumas constantes presentes na equagédo geral. A equacdo (3.43)

evidencia a relagdo — e mostra que a frequéncia e diretamente proporcional a mesma.
a

o . a : a
Outra relagdo de interesse representada é Bn ou simplesmente b enguanto este apresenta

a evolucdo da frequéncia de acordo com a relacdo entre as dimensdes da placa, aquele
mostra a influéncia que o nimero de meia-ondas tem sobre a frequéncia natural. Pode-se
definir parametros de frequéncia Q diferentes, alterando as constantes que multiplicam a

frequéncia o, por exemplo Q= wa .
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Figura 3.6 — Modos de vibracdo para placas engastadas (Szilard, 2004)
3.4.1 Deformadas modais
(Soedel, 2004) apresenta o desenvolvimento para as deformadas modais. O processo sera
descrito de maneira sucinta para obter a resposta final e aplica-la posteriormente a fim de

comparar essa deformada obtida analiticamente com as deformadas modais obtidas
numericamente (pelo ANSYYS).
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Primeiramente, considera-se a placa simplesmente apoiada ao longo de duas bordas
opostas, no eixo x. Levando em consideracdo as condi¢Oes de contorno mostradas na

equacao (3.24), elas estardo satisfeitas caso:

Mm7zx

w(x,y) = Y(y)sen[TJ (3.45)

Levando a resposta da equacao (3.45) na equacdo de movimento (3.33) obtém-se:

4 2 42 4
d Z—z(m”j I, (m”j Ay =0 (3.46)
dy a ) dy a D

A solucdo dessa equacdo diferencial de quarta ordem precisa satisfazer as quatro condicdes
de contorno do apoio (duas condi¢fes em cada borda). Substituindo, na equacéo (3.46), a

solucdo apresentada na equacao (3.47) desenvolve-se a resposta de Y(y).

Y(y)-3ce ) (3.47)
A ]

[0 . ~ . s
onde K =———— com o denominador sendo a equagao para calculo da frequéncia
mz D

a ) \ph
de uma viga simplesmente apoiada. Logo, K>1 e procede-se com o0 seguinte

desenvolvimento:

A=t  A=-r A=ir, A, =i, (3.49)
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r =Em7z K+1 o, =Em7z\/K -1 (3.50)
a a

A solucdo estipulada na equacdo (3.47), escrita com todas as suas parcelas, é:

n Y -n )/ i, y —ir, Y/
Y(y)=Ce M)+Cze %)+C3e M)+C4e (%) (3.51)
Trabalhando com as constantes:
A+B A-B C+D C-D
o2 22 2 fD (352)

Utilizando relacGes trigonométricas e definicdes das funcdes seno e cosseno hiperbdlicos:
Y(y)= Acosr(r1 %) + Bsen h(r1 %} +C cos(r2 %) + Dsen(r2 %) (3.53)

3.4.1.1 Placa apoiada nas outras duas bordas

Assumindo que as outras duas bordas opostas estdo, também, simplesmente apoiadas, no
eixo y, aplica-se as condicdes de contorno do caso apoiado para a equacdo (3.53), ou seja,

a equacdo de Y(y) deve satisfazer as condi¢Oes expressas na equacao (3.24).

C+A=0 Acosh(r,) + Bsenh(r,) + C cos(r,) + Dsen(r,) =0

2 2 ) ) ) ) ~ (3.54)
Ar”-Cr, =0 Ar,” cosh(r,) + Br,"senh(r,) — Cr, cos(r,) — Dr, sen(r,) =0

Expandindo o determinante do sistema de equagdes definido em (3.54) e igualando a 0,
obtém-se:

(rf +r} )2 senh(r, )sen(r,)=0 (3.55)

Para solugdes nio triviais, apenas sen(r,) pode ser nulo. Portanto:
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r,L=nz = K :(ﬂj (E) +1 (3.56)

m b

Ao substituir a equacdo (3.56) em K = , obtém-se a equacdo (3.39) para

2
mrz D

a ) \ph
calcular as frequéncias naturais de uma placa totalmente apoiada. Para obter as deformadas
modais resolve-se o sistema de equacdes descrito em (3.54) para trés dos quatro

coeficientes.

1 0 1 A 0
cosh(r,) senh(r,) cos(r,)[{B¢=—-D1sen(r,) (3.57)
r} 0 -1} ||C 0
Como resposta obtém-se:
A B C nzy
—=0 —=0 —=0 Y(y)=Dsen — 3.58
5% 579 5 () [ » j (3.58)
Substituindo na equagéo (3.45):
w(x,y)= Dsen(%)sen(%j (3.59)

(Szilard, 2004) afirma que o modo de vibragdo de uma placa totalmente apoiada em suas
bordas € uma curva senoidal simples nas duas direcdes, x e y (de acordo com a equacao
(3.59)).

Para o caso de mesma frequéncia natural e deformadas diferentes, m=1; n=2 e m=2; n=1,

por exemplo, desde que a razdo a/b seja racional, pode-se superpor as deformadas dos dois

modos, obtendo:

w(x,y)= Dsen(n—ﬂyjsen(m—ﬁxj + Csen(n—ﬂxjsen(m—ﬂyj (3.60)
b a a b
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A equacdo (3.59) fornece as deformadas modais evidenciando as meia-ondas nas diregdes
X ey, mas nunca fornecerd a deformada de maneira alternativa. Ao se utilizar a equagédo

(3.60) € possivel verificar as deformadas alternativas paras os modos de vibracéo.

(Szilard, 2004) atesta que as constantes sdo arbitrérias podendo utilizar a equacao (3.60)
como equacao geral, obtendo as deformadas alternativas quando D=-C e D=C, e
obtendo as deformadas que evidenciam as meia-ondas quando D=0eC =0 ou D#0
C=0.

3.4.1.2 Placa engastada nas outras duas bordas
Assumindo que as outras duas bordas opostas estdo engastadas, no eixo y, aplica-se as

condicdes de contorno do caso engastado para a equacgdo (3.53), ou seja, a equacao de Y(y)

deve satisfazer as condigdes expressas na equagao (3.40).

C+A=0 Acosh(r,) + Bsenh(r,) + Ccos(r,) + Dsen(r,) =0
3.61
B%+ D% =0 A%senh(rl) + Br—gcosh(rl) —C%sen(rz) + D%cos(rz) =0 (3.6

Expandindo o determinante do sistema de equacdes definido em (3.61) e igualando a 0,

obtém-se:

21,1, (cosh(r, )cos(r, )—1)+ (rZ — 2 Jsenh(r, Jsen(r, ) = 0 (3.62)

Resolvendo a equacdo (3.62) para as raizes K, e substituindo em K =

S

mﬂjD:
a ) \ph

K.m’z? =a’w ph (3.63)
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Os valores de K m?z* séo os valores de a® que constam na Tabela D.1. As deformadas

dos modos de vibragdo séo obtidas resolvendo o sistema (3.61) para trés dos quatro
coeficientes e definindo as equagdes expressas em (3.64)

r, zgmm/Kn +1 :gmm/Kn -1 (3.64)

0 1 0 B 1
senh(r, ) cos(r,, ) sen(r,,)|sCt=—Ajcosh(r, ) (3.65)
r, 0 [ D 0

Como resposta obtéem-se:

_ Ian (COS(an )_ COSh(rln )
r,,sen(r,, )—r,,senh(r,
_r,sen(r,, )—r,,senh(r,

B )

A )

C )

~_ nS=—-1 3.66
A r,sen(r,, )-r,senh(r, ) (3.66)
b ) _

A

n

r,, (cosh(r,, )—cos(r,,

r,B
rlnsen(an )_ r2nsenh(r-1n) anA

Substituindo na equagéo (3.53) e posteriormente na equacéo (3.45):

s -A (s eof ) e

X [sen h(rl"—y) I sen( Fon yjﬂsen(m—ﬂx)
b I, b a

A constante A também sera arbitréria, os valores de r,, e r,, dependem da combinagdo

(3.67)

modal para a qual pretende-se achar a deformada e esta sera representada evidenciando as

meia-ondas nas direcbes x e y.
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3.5 ANALISE PELO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

A modelagem numérica foi feita pelo método dos elementos finitos por meio do software
ANSYS, sendo possivel obter as mais diversas respostas, como deslocamento, esforcos e

também uma representacdo grafica dessas grandezas.

Escolheu-se, para a modelagem, o elemento SHELL281 em virtude de suas propriedades,
rapida convergéncia das respostas e dados de saida pertinentes, como o momento fletor,
por exemplo, que ndo é um dado de saida de todos os elementos contidos no programa. O
elemento se utiliza, ainda, da teoria de Reissner-Mindlin, o que indica a validade do

elemento para analises de placas finas e espessas.

O elementos é adequado para analises de placas ou cascas finas e espessas. Possui seis
graus de liberdade em cada um dos seus oito nos (translacdo nos eixos X, y e z, e rota¢gdo ao
redor de X, y e z). Pode simular comportamento de membrana utilizando uma de suas
opcdes, sendo que, neste caso, apresenta apenas 0s graus de liberdade translacionais.
Caracteriza-se num bom elemento para analises lineares, ndo-lineares ou de grande
rotacdo. A geometria do elemento SHELL281 é mostrada na Figura 3.7. Seus oito nds
estdo representados por letras e 0s nimeros nos circulos indicam cada uma das superficies.
A forma triangular também pode ser utilizada, conforme representado na Figura 3.7,
porém, nesse trabalho, utilizou-se apenas a forma quadrilateral do elemento, uma vez que
até a biblioteca do ANSYS desaconselha 0 uso da vertente triangular e a divisdo de uma
placa quadrilateral em elementos quadrilaterais é, ndo s intuitiva, como também o

procedimento mais correto.

O fato do elemento apresentar um no intermediario em cada face, resultando em oito nds,
caracteriza-o como um elemento de ordem mais alta que um elemento com apenas quatro
nos, um em cada Vértice, canto do elemento. Isso permite que o elemento modele melhor
contornos e condicBes curvas. O nd intermediario fornece uma variacéo parabdlica para os
deslocamentos naquela face enquanto que, sem esse no, o deslocamento varia de forma

linear.
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Figura 3.7 — Geometria do elemento SHELL281 (Biblioteca do ANSYYS)

Varios itens sao ilustrados nos resultados de tensdo, a saida de impresséo inclui 0 momento
sobre a face x e ao redor do eixo y (M11=M, ), o momento sobre a face y e ao redor do
eixo X (M22=M ) e o momento de torcao (M12=M21=M, ). Os momentos s&o
calculados por unidade de comprimento no sistema de coordenadas do elemento e as

direcdes de tensdo sdo paralelas a esse sistema. A descri¢do geral esta representada na
Figura 3.8.

SXRTOR)
SX (WD}
SX(BOT

Figura 3.8 — Tens6es e momentos no elemento SHELL281 (Biblioteca do ANSYS)
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Né&o sdo permitidos elementos de area igual a zero, isto acontece frequentemente quando os
elementos ndo sdo numerados corretamente, e ndo sdo permitidos elementos de espessura
nula. A deflexd@o de cisalhamento esta incluida nesse elemento. Uma malha desse elemento

produz boas aproximac6es para superficies curvas.

De acordo com (Cook, 1995) deve-se evitar elementos muito grandes por néao
representarem variagdes importantes das quantidades buscadas e evitar 0 uso excessivo de
elementos. Assim, torna-se um exagero refinar a malha indefinidamente, deve-se buscar a
convergéncia dos resultados. Outro fator importante é o tempo de analise, pois analises

dindmicas demandam bastante recurso computacional.

Um modelo de analise encontra-se representado na Figura 3.9, pode-se perceber a divisao
de uma placa quadrada em varios elementos quadrados iguais entre si. As cores diferentes
é apenas a forma do programa indicar que tratam-se de elementos distintos, embora
possam ter as mesmas propriedades. As analises desse trabalho seguirdo essa premissa,
divisdo de uma placa quadrilateral em elementos quadrilaterais, buscando a convergéncia

dos resultados, ou seja, refinando cada vez mais a malha.

Figura 3.9 — Malha de elementos finitos

E interessante definir uma relacdo de elementos na malha para poder inferir a quantidade
de elementos necessarios em uma estrutura similar a trabalhada. A relagdo indicard, ao
invés do numero bruto de elementos utilizados, a quantidade de elementos utilizada ou a se

utilizar ao longo de um lado. Escolheu-se, para isso, trabalhar com o tamanho do elemento
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representado na equacédo (3.68) na qual o nimero de elementos representa a quantidade de
elementos utilizados ao longo da borda da placa (lado da placa) e a € o comprimento da

placa em questdo:

a

elementos

As condicbes de contorno pertinentes serdo aplicadas nos nos das bordas de acordo com
suas especificagdes. A Figura 3.10 mostra um exemplo de combinagdo das condicdes de
contorno estudadas. A borda da esquerda estd apoiada, a da direita estd engastada e as
demais estdo livres. Ao longo do eixo z (sentido para fora do plano do papel) também ha
um simbolo da condicdo aplicada, ndo foi mostrado pois a figura esta mostrando o plano

Xy que contém a placa.

- ... ... e e gl oL ozo 2014
08:02:-4%

X |

Figura 3.10 — Condigdes de contorno aplicadas aos nos externos
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4 RESULTADOS

Neste capitulo, apresentam-se diversos resultados de frequéncias referentes as andlises
realizadas pelo método dos elementos finitos (utilizando o software ANSYS) e
comparacfes com as respostas analiticas obtidas com o auxilio de (Blevins, 1979). H4,
também, uma analise comparativa entre 0 método das diferencas finitas e a solugédo

analitica para um caso estudado.

4.1 TESTES E QUALIFICACAO DO ELEMENTO UTILIZADO

Primeiramente, realiza-se uma andlise estatica a fim de conhecer o elemento adotado,
aprender alguns de seus usos e obter uma idéia da acurdcia do mesmo. Embora uma
verificacdo da aproximacdo da resposta estéatica, mediante gréaficos e tabelas de erros, ndo
seja representativa para o caso dinamico, € possivel ter nocao da quantidade de elementos a
utilizar. A placa estatica, nome dado a esta placa analisada estaticamente, tera as mesmas
dimensdes e propriedades do material que as placas analisadas dinamicamente, com a

diferenca de um carregamento uniformemente distribuido sobre a mesma.

Em seguida, realizam-se analises dindmicas de placas com resultados conhecidos, para tal
utilizam-se trés placas estudadas por (Silva, 1998) em sua dissertacdo de mestrado. Silva
fornece resultados analiticos e numéricos, os quais serdo usados para comparacdo. Os
fatores de interesse nesses resultados sdo a resolucdo numeérica realizada pelo autor,
utilizando um tipo de elemento finito diferente do SHELL281 e sem utilizar o0 ANSYS,
portanto, explora-se a validade do elemento escolhido e do programa utilizado para as
analises comparando com as boas respostas obtidas por Silva, e a resposta apresentada para

uma placa espessa, podendo verificar quéo eficaz é o elemento adotado para este caso.
4.1.1 Placa sob carregamento estatico

O caso a ser resolvido é o de uma placa quadrada simplesmente apoiada em suas quatro
bordas (os apoios sdo representados por linhas tracejadas), conforme Figura 4.1. Nesse
caso a e b sdo iguais, pois a placa é quadrada. Ela possui espessura h, a qual define em qual

grupo seré classificada a placa (fina, espessa, membrana ou moderadamente espessa) de
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acordo com a relacdo h/a. Ao longo de todo esse trabalho manter-se-4 a dimensdo a na
direcdo x e a dimenséo b na direcéo y.

Figura 4.1 — Placa apoiada nas quatro bordas

A placa ¢ feita de concreto com as seguintes propriedades do material: E=30 GPa, p=2500
kg/m3, v=0,3. Suas dimensfes sdo: a=b=6 m e h=0,1 m. H4, ainda, um carregamento
uniformemente distribuido na superficie da placa, entrando no plano da mesma (direcéo z

positiva), P=5000N/m2. De acordo com o exposto no capitulo 3 a placa € fina.

Realizam-se testes de convergéncia para a resposta numérica, tendo como valor de

referéncia os resultados analiticos, para trés grandezas de interesse: deslocamento w no

centro da placa (x=a/2 e y=b/2), momentos fletores M, e M, no centro da placa (x=a/2 e

y=b/2) e momento M na origem do eixo cartesiano (x=0 e y=0).

Nas tabelas a seguir, encontram-se os resultados analiticos e numéricos para as grandezas
referidas anteriormente, bem como o erro calculado. Os resultados analiticos foram obtidos
por meio da solucdo de Navier (secdo 3.3) utilizando seis termos da série. Os erros foram
f

. . f . — .
calculados mediante a equagdo: E(%)= —umérico__analiico , 10

analitico
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Tabela 4.1 — Comparacdo entre os resultados analiticos e numéricos do deslocamento w

Numerico Analitico
Erro (%)

g w (m) w (m)
3 0,010332 0,0098280 5,128
15 0,0098522 0,0098280 0,246
0,75 0,009737 0,0098280 -0,926
0,6 0,0097329 0,0098280 -0,968
0,429 0,0097326 0,0098280 -0,971
0,3 0,0097328 0,0098280 -0,969
0,2 0,0097328 0,0098280 -0,969
01 0,0097329 0,0098280 -0,968

Tabela 4.2 — Comparagdo entre os resultados analiticos e numéricos dos momentos M, e

M y

Numérico Analitico
: M,=M, M,=M, Erro (%)

(Nm/m) (Nm/m)
3 4392,6 9749,1 -54,943
15 7582,4 9749,1 -22,225
0,75 8412,1 9749,1 -13,714
0,6 8518,1 9749,1 -12,627
0,429 8612,9 9749,1 -11,654
0,3 8663,6 9749,1 -11,134
0,2 8690,7 9749,1 -10,856
01 8707,0 9749,1 -10,689
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Tabela 4.3 — Comparagdo entre os resultados analiticos e numéricos do momento M

Numerico Analitico
g (Nl\r/r:;;n) M,, (Nm/m) Erro (%)
3 -2202,6 -5249,5 58,042
15 -4405,9 -5249,5 16,070
0,75 -5243,8 -5249,5 0,109
0,6 -5320,6 -5249,5 -1,354
0,429 -5283,8 -5249,5 -0,653
0,3 -5084,0 -5249,5 3,153
0,2 -5387,6 -5249,5 -2,631
01 -5711,8 -5249,5 -8,806

Em virtude da natureza quadrada da placa (a=b) os valores de M, e M, foram iguais.

Buscaram-se os valores maximos, em pontos onde os valores das grandezas sdo maximos,

para efetuar as comparacoes.

Observa-se a excelente aproximacao dos deslocamentos, ja esperado em virtude dos bons
resultados que o ANSYS apresenta para deslocamentos e pelo fato dos deslocamentos

serem dados por uma equacéo direta que ndo envolve derivada. J& para os momentos M, e
M, , a equacdo envolve duas derivadas, derivada de segunda ordem em relagdo a mesma
direcdo x ou y. Para o caso de M, a equacdo envolve uma derivada cruzada também de

segunda ordem, deriva-se em x e em y. Como a funcdo a ser derivada é a funcdo que
fornece o valor do deslocamento, é de se esperar que 0S erros para 0S momentos sejam

maiores, como observado nas Tabelas 4.1 a 4.3.

Apesar dos erros constatados para as respostas dos momentos, os resultados foram
satisfatorios, pois ha uma clara convergéncia em todos os casos estudados e 0s momentos
convergiram para um erro em torno de 10%, resultado ainda aceitavel. Logo, verificou-se a

boa eficacia do elemento e rapida convergéncia dos resultados.
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Esses fatos permitem criar boas expectativas quanto a resposta dindmica ao discretizar a

placa com esse elemento. A seguir encontram-se os gréficos referentes as Tabelas 4.1 a
4.3.

6,0
5,0
4,0
3,0
2,0
1,0
0,0
-1,0
-2,0

Erro (%)

0 1000 2000 3000 4000
N° de elementos

Figura 4.2 — Convergéncia dos resultados do deslocamento w

0,0

-10,0 -

-20,0

)
S
o
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A
S
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-50,0

-60,0

0 1000 2000 3000 4000
N° de elementos

Figura 4.3 — Convergéncia dos resultados dos momentos M, e M
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Figura 4.4 — Convergéncia dos resultados do momento M
4.1.2 Placas em vibracao livre

Os casos a serem resolvidos sdo de placas quadradas, sendo duas placas engastadas e uma
placa com uma borda engastada e trés bordas livres, conforme Figuras 4.5 e 4.6. Séo

definidas, também, por suas propriedades geométricas, lados a e b e espessura h, e
propriedades do material.

Pl
~

y

Figura 4.5 — Placa engastada nas quatro bordas
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y

Figura 4.6 — Placa engastada em apenas uma borda
4.1.2.1 Placa engastada nas quatro bordas

A placa escolhida foi definida e resolvida por (Silva, 1998), é feita de concreto com as
seguintes propriedades do material, sem qualquer relacdo com valores fisicos usuais:
E=1365 N/m?, p=1 kg/ms3, v=0,3. Suas dimensdes sdo: a=b=3 m e h=0,03 m. De acordo
com o exposto no capitulo 3 a placa é fina.

Na Tabela 4.4, encontram-se os resultados analiticos e numéricos para as frequéncias
naturais, bem como o erro calculado. Os erros foram calculados mediante a equacéo:
f f

E(%)= —uméico_“analiico , 100, O parametro de frequéncia é definido por:

analitico

2

0w 2(1+E)pa
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Tabela 4.4 — Comparacao entre os resultados analiticos e numéricos para as primeiras
frequéncias naturais de uma placa fina

c . i Numérico Analitico* Erro (%)
f (Hz) o (rad/s) Q Q
1 1 0,213 1,341 0,176 | 0,176 -0,243
06 2 1 0,436 2,737 0,358 | 0,358 0,098
1 2 0,436 2,737 0,358 | 0,358 0,098
2 2 0,645 4,050 0,530 | 0,528 0,422
1 1 0,213 1,340 0,175 | 0,176 -0,350
03 2 1 0,434 2,730 0,357 | 0,358 -0,168
1 2 0,434 2,730 0,357 | 0,358 -0,168
2 2 0,640 4,021 0,527 | 0,528 -0,282
1 1 0,213 1,340 0,175 | 0,176 -0,350
0.2 2 1 0,434 2,729 0,357 | 0,358 -0,175
1 2 0,434 2,729 0,357 | 0,358 -0,175
2 2 0,640 4,021 0,526 | 0,528 -0,291

*Resultados retirados de (Silva, 1998)

Silva (1998) encontrou erros entre 2% e 8% em suas analises, enquanto o elemento
utilizado no presente trabalho apresentou todos os erros menores que 1%, mostrando,
entdo, a eficacia do elemento, excelente aproximacdo com a teoria analitica e rapida
convergéncia dos resultados, bem parecido com as respostas de deslocamento obtidas na

analise estatica feita anteriormente.

Em seguida utiliza-se a mesma placa engastada, mas aumenta-se a espessura para h=0,3 m,
fazendo com que a classificagdo mude de placa fina para placa espessa ou moderadamente
espessa (dependendo da referéncia utilizada, conforme capitulo 3). De qualquer forma, as

equacOes que regem o comportamento de uma placa fina ndo se aplicam nesse novo caso.

Verificar-se-4, portanto, a validade do elemento finito para placas espessas mediante
comparacdo com os resultados analiticos fornecidos por (Silva, 1998) baseados na solugéo
comparativa de (Dawe & Roufaeil, 1980). De acordo, tem-se a Tabela 4.5.
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Tabela 4.5 — Comparacao entre os resultados analiticos e numéricos para as primeiras
frequéncias naturais de uma placa espessa

: o I Numérico Analitico* Erro (%)
f (Hz) o (rad/s) Q Q
1 1 1,929 12,122 1,587 1,594 -0,429
06 2 1 3,682 23,134 3,029 3,046 -0,559
1 2 3,682 23,134 3,029 3,046 -0,559
2 2 5,161 32,424 4,245 4,285 -0,925
1 1 1,929 12,121 1,587 1,594 -0,439
03 2 1 3,680 23,121 3,027 3,046 -0,613
1 2 3,680 23,121 3,027 3,046 -0,613
2 2 5,158 32,406 4,243 4,285 -0,983
1 1 1,929 12,121 1,587 1,594 -0,439
0.2 2 1 3,680 23,121 3,027 3,046 -0,616
1 2 3,680 23,121 3,027 3,046 -0,616
2 2 5,157 32,404 4,243 4,285 -0,987

*Resultados retirados de (Silva, 1998)

Silva (1998) encontrou resultados melhores para o caso da placa espessa, com erros de no

maximo 3,6%, ao passo que 0s erros encontrados neste trabalho estdo todos abaixo de 1%.
4.1.2.2 Placa engastada em apenas uma borda

A placa é feita de ago com as seguintes propriedades do material: E=200 GPa, p=7800
kg/m?, v=0,3. Suas dimensdes sdo: a=b=3 m e h=0,03 m. De acordo com 0 exposto no

capitulo 3 a placa é fina.

Na Tabela 4.6, encontram-se os resultados analiticos e numéricos para as frequéncias

naturais, bem como o erro calculado. Os erros foram calculados mediante a equacéo:
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fo o= oo oy .
E(%)= —wmérco__analitco . 100, O parAmetro de frequéncia € definido por:

analitico
O wa? [121-v?)ph
Eh? '

Tabela 4.6 — Comparagdo entre os resultados analiticos e numéricos para as primeiras
frequéncias naturais de uma placa fina com trés bordas livres e uma engastada

c . i Numérico Analitico* Erro (%)
f(Hz) o (rad/s) Q Q
1 1 2,822 17,728 3,471 3,49 -0,551
0,6 2 1 17,292 108,649 21,271 21,43 -0,741
1 3 22,069 138,664 27,147 27,33 -0,668
1 1 2,821 17,724 3,470 3,49 -0,572
0,3 2 1 17,285 108,605 21,262 21,43 -0,782
1 3 22,065 138,638 27,142 27,33 -0,686
1 1 2,821 17,724 3,470 3,49 -0,572
0,2 2 1 17,285 108,605 21,262 21,43 -0,782
1 3 22,065 138,638 27,142 27,33 -0,686

*Resultados retirados de (Silva,1998)

Silva encontrou erros de até 5% em suas analises, enquanto o elemento utilizado neste
trabalho apresentou todos os erros menores que 1%, mostrando assim, a eficacia do
elemento, excelente aproximacdo com a teoria analitica e rapida convergéncia dos
resultados, mesmo com a mudanca da condicdo de contorno. Portanto pode-se utilizar o
elemento indiscriminadamente, desde que os passos de implementacdo no programa

estejam corretos, ele funcionara bem para qualquer analise dindmica de placas.

4.2 RESULTADOS NUMERICOS PELO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

As andlises propostas sdo de placas quadradas de concreto, definidas pela geometria,
propriedades do material e condigdes de contorno delas. Os casos estudados diferem entre

si nas condigOes de contorno, ao todo 21 casos, cada um com uma combinagédo diferente
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das condicBGes engastada, apoiada e livre aplicadas as quatro bordas da placa. As
propriedades do material e a geometria das placas permanecerdo iguais para cada caso,
assim, tem-se um estudo da influéncia das condi¢6es de contorno na resposta de frequéncia
(magnitude, combinagdes modais). As respostas buscadas sao as frequéncias naturais, mais
precisamente as seis primeiras frequéncias percebidas. Haverd comparacdo com resultados
analiticos fornecidos por (Blevins, 1979), equacdes fornecidas no apéndice D, que, por sua

vez, adaptou-os de (Leissa, 1973).

A Figura 4.7 mostra a placa padréo a ser estudada, cada nimero na borda da placa seréa
utilizado para referenciar facilmente qual condicdo de contorno serd aplicada em
determinada borda (A para apoiado, E para engastado e L para livre). Como as placas serdo

quadradas as dimensdes a e b sdo iguais e tem-se a na direcdo X e b na direcdo y.

=z (3)

Figura 4.7 — Placa padrdo a ser resolvida

E interessante definir os valores que serdo constantes para todos os casos analisados, logo
tem-se: a=b=6 m, p=2500 kg/m?, E=30 GPa ¢ v=0,3. A espessura h e as condigdes nas

bordas serdo mostradas em cada caso.

4.2.1 Caso 1 - Placa quadrada apoiada nas quatro bordas

Este caso € caracterizado pelas condigdes: 1-A, 2-A, 3-A e 4-A, conforme Figura 4.7. O
primeiro caso foi escolhido como a placa toda apoiada devido a facilidade em sua

manipulacdo e investigacdo, muitas referéncias que dizem a seu respeito e a equagao
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analitica completa. Serdo feitos cinco casos diferentes no que concerne a espessura da
placa: h=0,1 m, h=0,2 m, h=0,5 m, h=1,0 m e h=2,0 m. Utilizando (Ventsel, 2001)
percebe-se que para as espessuras de 0,1 m, 0,2 m e 0,5 m a placa é considerada fina e para
as espessuras de 1,0 m e 2,0 m a placa é espessa. Realizam-se testes de convergéncia para

as analises numéricas, tendo a resposta analitica como referéncia.

Ja sabendo, da secdo 4.1, que a resposta numérica serd muito boa para todos 0s casos,
pretende-se comprovar a validade das respostas analiticas de (Blevins, 1979), mostrando
que realmente s6 vale para placas finas (teoria de Kirchhoff-Love). Como j& visto, as
respostas numeéricas para placas espessas apresentam poucos erros, as respostas analiticas
para 0S casos espessos serdo obtidas pela teoria de placas finas, evidenciando grandes
diferencas entre os valores numéricos e analiticos. Como se pode assumir que os valores
numeéricos estardo corretos, a teoria analitica ndo é valida de acordo com os erros muito

grandes encontrados, sendo necessario obter os resultados analiticos por outra teoria.

Nas Tabelas 4.7 a 4.11 estdo os resultados referentes ao maior numero de elementos
utilizados, deixando que as demais andlises, com nuimero menor de elementos, sejam
representadas nos graficos de convergéncia. Cada tabela € referente a um valor diferente de
espessura. Apresentam-se as combinaces modais, as frequéncias associadas a cada uma
delas e o erro tomando o valor analitico como referéncia, sendo calculado por:
f f

numérico

f

E(%)= analitico »100. O calculo das frequéncias, de maneira analitica, se dara

analitico
pela equacdo (3.37) porque pretende-se mostrar mais modos de vibracdo do que 0s

fornecidos por (Blevins, 1979) e expostos no Caso 1 da Tabela D.1.
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Tabela 4.7 — Comparacao entre os resultados analiticos e numéricos das frequéncias
naturais para o Caso 1 com h=0,1 m
Numérico | Analitico

& m n Erro (%)
f (Hz) f (Hz)
9,072 9,148 -0,832
22,705 22,870 -0,722
22,705 22,870 -0,722
36,178 36,592 -1,132
45,390 45,740 -0,765
45,392 45,740 -0,761
58,707 59,462 -1,270
58,707 59,462 -1,270
76,975 77,758 -1,007
76,975 77,758 -1,007
80,997 82,332 -1,622
90,143 91,480 -1,462
90,152 91,480 -1,452

112,180 | 114,350 | -1,898

112,180 | 114,350 | -1,898

117,270 | 118,924 | -1,391

117,270 118,924 -1,391

130,300 | 132,646 | -1,769

130,300 | 132,646 | -1,769

143,020 | 146,368 | -2,288

01

A D O O W NN PR~ R, BN O, NN DN
A~ oD O R W0 RN WO, O DD WO, DN
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Tabela 4.8 — Comparacao entre os resultados analiticos e numéricos das frequéncias
naturais para o0 Caso 1 com h=0,2 m
Numérico | Analitico

& m n Erro (%)
f (Hz) f (Hz)
17,959 18,296 -1,842
44,869 45,740 -1,904
44,869 45,740 -1,904
71,002 73,184 -2,982
89,226 91,480 -2,464
89,246 91,480 -2,442

114,540 | 118,924 | -3,687

114,540 118,924 -3,687

150,020 | 155,516 | -3,534

150,020 | 155,516 | -3,534

156,820 | 164,664 | -4,764

174,460 | 182,960 | -4,646

174,530 | 182,960 | -4,608

215,350 | 228,700 | -5,837

215,350 | 228,700 | -5,837

225,960 | 237,848 | -4,998

225,980 | 237,848 | -4,990

249,600 | 265,292 | -5915

249,600 | 265,292 | -5915

272,060 | 292,736 | -7,063

01

A D O O W NN PR~ R, BN O, NN DN
A~ oD O R W0 RN WO, O DD WO, DN
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Tabela 4.9 — Comparacao entre os resultados analiticos e numéricos das frequéncias
naturais para o Caso 1 com h=0,5m
Numérico | Analitico

& m n Erro (%)
f (Hz) f (Hz)
43,13 45,740 -5,706
105,65 114,350 | -7,608
105,65 114,350 | -7,608
162,16 182,960 | -11,369
202,74 228,700 | -11,351
203,01 228,700 | -11,233
253,07 297,310 | -14,880
253,07 297,310 | -14,880
325,82 388,790 | -16,197
325,82 388,790 | -16,197
335,18 411,660 | -18,579
369,97 457,401 | -19,115
370,70 457,401 | -18,955
443,56 571,751 | -22,421
443,56 571,751 | -22,421
466,74 594,621 | -21,506
466,95 594,621 | -21,471

01

= o1 W bR N DWW R, RN O, P DN
g L b~ WO A DN WO B P WO WO PR, DN PR
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Tabela 4.10 — Comparacéo entre os resultados analiticos e numéricos das frequéncias
naturais para 0 Caso 1 com h=1,0 m
Numérico | Analitico

& m n Erro (%)
f (Hz) f (Hz)
78,929 91,480 -13,720
182,54 228,700 | -20,184
182,54 228,700 | -20,184
265,55 365,920 | -27,430
324,95 457,401 | -28,957
326,13 457,401 | -28,699
391,02 594,621 | -34,240
391,02 594,621 | -34,240
486,76 777,581 | -37,401
486,76 777,581 | -37,401
49548 | 823,321 | -39,819
538,46 914,801 | -41,139

540,93 914,801 | -40,869

01

N A WA WO, N DN
A DD W R R, O W, DN

Tabela 4.11 — Comparacdo entre os resultados analiticos e numéricos das frequéncias
naturais para o Caso 1 com h=2,0 m
Numérico | Analitico

¢ m n Erro (%)
f (Hz) f (Hz)
128,60 | 182,960 | -29,711
265,62 | 457,401 | -41,928
265,62 | 457,401 | -41,928
362,98 | 731,841 | -50,402
426,40 | 914,801 | -53,389
431,13 | 914,801 | -52,872
499,28 [1189,241| -58,017
499,28 [1189,241| -58,017
580,99 |1555,162| -62,641

580,99 |1555,162| -62,641

01
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E possivel perceber, nas Tabelas 4.7 a 4.11, que os erros s30 maiores nas combinagfes
modais mais altas, conforme (Blevins, 1979), a convergéncia é atingida com o aumento
dos nameros de elementos na discretizacdo. H4 um erro intrinseco ao uso do programa,

mas tém-se bons resultados como os da Tabela 4.7 com erros da ordem de 1%.

As Tabelas 4.10 e 4.11 comprovam, de acordo com os grandes erros, que ndo é possivel
utilizar a teoria de placas finas para obter respostas para placas espessas. Outro fato
interessante é 0 aumento do erro ao passo que se aumenta a espessura, Ou Seja, 0S erros
aumentam conforme a placa caminha para tornar-se espessa. De acordo com (Ventsel,
2001) e a classificacdo proposta para as placas (capitulo 3), as Tabelas 4.7 a 4.9

representam placas finas (D =0,01666..., h =0,0333... e h = 0,08333...), logo a teoria
a

a a
analitica tem aplicabilidade para esses casos, porém 0S erros aumentaram

consideravelmente conforme se aproxima da relacdo limite entre placas finas e placas

espessas (ﬂ = 0,1) :
a

Isso deve-se ao fato de o limite de placas finas ndo ser bem definido (variando de autor
para autor) e ser proposto para casos estaticos. Portanto, percebe-se que ndo se pode usar
indiscriminadamente o intervalo de placas finas para classificar as placas em analises
dindmicas, sendo que propde-se o estreitamento do intervalo para consideracdes dinamicas,
diminuir o limite maximo do intervalo (embora alguns erros da Tabela 4.9, em especial dos

modos mais baixos e de maior interesse pratico, apresentem erros aceitaveis para projetos).
4.2.1.1 Estudo da convergéncia

A seguir estdo os graficos de convergéncia referentes as Tabelas 4.7 a 4.11, mostrando
como a convergéncia € boa e ocorre rapidamente, com poucos elementos finitos na malha.
Para melhor visualizacdo, plotou-se apenas os dados referentes as seis primeiras
combinagBes modais e até se obter a convergéncia (embora tenham sido feitas analises
com malhas mais discretizada, a convergéncia ja havia sido atingida com uma malha mais
grosseira). Os modos mais baixos sdo de maior interesse na engenharia, devido a isso

apenas as seis primeiras frequéncias de cada placa serdo estudadas nos proximos casos.
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Figura 4.8 — Convergéncia das frequéncias naturais referentes a Tabela 4.7
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Figura 4.9 — Convergéncia das frequéncias naturais referentes a Tabela 4.8

64



I

-6,0
-7,0 —=—f(1,1)
PR o——0n 0 <>
80 & ——f(1,2)
90 £ =121
L
-10,0 ——1(2,2)
—_— T Ty
—o—f(3,1
I T T '12,0 ( )
0,6 0,4 0,2 0
&

Figura 4.10 — Convergéncia das frequéncias naturais referentes a Tabela 4.9
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Figura 4.11 — Convergéncia das frequéncias naturais referentes a Tabela 4.10
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Figura 4.12 — Convergéncia das frequéncias naturais referentes a Tabela 4.11

Apesar da boa convergéncia e do fato esperado que os modos de vibragdo mais altos
apresentem erros maiores, deve-se atentar para a influéncia da discretizacdo do objeto em

estudo em comparacdo com as meia-ondas desenvolvidas nos modos de vibracao.

Pretende-se investigar, portanto, a influéncia da discretizacdo ao seguir ou ndo as meia-
ondas de determinado modo de vibracdo. Sabe-se que para o caso de uma viga, a boa
discretizacdo da mesma esta relacionada nao s6 ao numero de elementos, mas a posi¢do
deles e dos seus nos em relacdo as meia-ondas do modo de vibragdo em estudo. A Figura
4.13 a seqguir ilustra o caso de uma viga com boa discretizacdo para o segundo modo mas
uma discretizacdo ruim para o terceiro modo de vibracdo. Isso deve-se ao fato dos nos dos
elementos de barra utilizados estarem numa posicdo que ndo mapeia corretamente a

deformada modal procurada (terceiro modo da viga).
Percebe-se que ndo basta simplesmente dividir cada vez mais o objeto em estudo, mas sim

fazer uma analise correta da resposta que pretende-se obter para otimizar a discretizacdo

em elementos finitos.
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Figura 4.13 — Caso ilustrativo de uma viga discretizada em elementos de barra

Tendo em mente essas consideragcdes, procurou-se tracar um grafico que evidenciasse esse
efeito na placa, ao invés dos simples graficos que dizem respeito apenas ao numero de
elementos utilizados. Utilizando a espessura h=0,1 m (placa fina), as mesmas dimensoes e
propriedades do material ja definidas, mantendo a condicdo apoiada-apoiada (A-A) para as
bordas opostas no eixo X e mantendo o numero de meia-ondas em X igual a 1 (m=1),

obteve-se o  grafico do  erro relativo  das  frequéncias  naturais

f

f .- "
(E(%): numérico ana"“°°><100j em funcdo da relacdo entre o nimero de elementos

analitico

0

- o o . : N
finitos utilizados na direcéo y e o nimero de meia-ondas n g = ——=gementes
n

A Figura 4.14 a sequir ilustra a relacdo discutida para o caso da placa totalmente apoiada
para diferentes n. E possivel notar o aumento dos erros com a maior discretizacio,
especialmente para 0os modos mais altos, isso se deve ao fato de néo ter sido feita uma
discretizacdo criteriosa. Nao se importou com a posi¢do do centro de massa dos elementos
em relacdo as meia-ondas obtidas nas respostas, portanto, alguns centros de massa nédo
estardo bem localizados para representar as respostas. Apesar disso, 0s erros finais,
atingida a convergéncia dos resultados, sdo muito pequenos, indicando boas respostas para
as andlises. Justifica-se, assim, a ndo modificacdo da malha nas andlises subsequentes
levando em conta os pontos abordados. O modo (1,1) praticamente ndo apresenta variagdo

no erro percentual, por isso ndo foi mostrado no grafico.
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Figura 4.14 — Erro relativo relacionado com a discretizacdo em y e 0 nimero de meia-onda
na mesma direcéo

4.2.1.2 Influéncia dos parametros caracteristicos na resposta da frequéncia natural

Como dito anteriormente, pretendia-se mostrar que as equacdes tedricas utilizadas sdo
validas apenas para as placas finas, para isso construiu-se o seguinte grafico, exposto na
Figura 4.15. Pode-se observar a grande diferenca entre as respostas analiticas e numéricas
contidas no dominio das placas espessas. Também é possivel verificar o afastamento entre
as respostas analitica e numérica ao passo que o grafico caminha em direcdo a linha
divisoria, caminha para sair do dominio das placas finas, ou seja, as respostas se

distanciam ao passo que a espessura aumenta (mantendo-se as demais dimensdes da placa
constantes).
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Figura 4.15 — Seis primeiras frequéncias naturais do Caso 1

Nas Figuras 4.16 e 4.17 ha uma representacdo grafica das combina¢des modais obtidas
para h=0,1 m e h=0,2 m, relacionando o numero n de meia-ondas no modo de vibragdo ao
longo do eixo y com a frequéncia em Hertz. Pode-se observar o erro, diferenga entre os

resultados analiticos e numéricos, maior para o caso de h=0,2 m.

160 |
140

B numérico m=1

— /"
120
E 100 /‘r // ——analitico m=1

= N
o ¢ numérico m=2
S 80 v -
< 50 ——analitico m=2
g / A numérico m=3
L 40 "
20 ——analitico m=3
0 — numérico m=4
0 2 4 6 analitico m=4

Figura 4.16 — Frequéncias naturais do Caso 1 com h=0,1 m
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§ 150 analitico m=2
g 100 X A numérico m=3
LT & v o
50 -~ analitico m=3
0 numérico m=4
0 2 4 6 analitico m=4
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Figura 4.17 — Frequéncias naturais do Caso 1 com h=0,2 m

A evolugdo das frequéncias naturais em fun¢do do nimero de meia-onda n evidencia a
presenca apenas do tramo ascendente para as placas. A menor energia, a frequéncia natural
mais baixa, sera sempre referente ao primeiro modo de vibracdo (1,1) e para valores
maiores de m a menor energia se da sempre com a presenca de uma meia-onda na outra
diregdo, isto é (2,1) e (3,1) seriam os modos de menor energia (frequéncias mais baixas)
para 0s casos m=2 e m=3 (mostrados nos graficos). Fica evidenciado, assim, a
previsibilidade do surgimento dos modos de vibragdo das placas, bem como a

independéncia dos mesmos em relacdo a espessura h e a relagéo h/a.

Na figura a seguir, apresentam-se as evoluc6es da frequéncia de acordo com outra relacao

que controla o fenbmeno. Para tal, manteve-se todas as grandezas constantes e variou-se

. X « a . . -
apenas o que era pertinente a relacéo estudada (E) para o eixo X e para o eixo y utilizou-

: [12(L—v?)
se 0 parametro de frequéncia Q = @; TVP .
T

Na Figura 4.18, sempre relacionou-se o pardmetro Q ao primeiro modo de vibra¢do (m=1;
n=1, com a placa simplesmente apoiada nas quatro bordas), logo as grandezas mantidas

constantes foram: E, v, p, a, h, m e n. Variou-se a largura b fazendo, assim, variar a

. a o A . -
relagdo b e o valor @ da primeira frequéncia natural (frequéncia natural fundamental
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segundo (Ventsel, 2001)). Os valores das grandezas constantes sdo aqueles ja definidos na
secdo 4.2.
Posteriormente utilizou-se diferentes valores de h para tragar novas curvas com diferentes
N h A
relagcOes de espessura | — |. Ao observar a tendéncia das curvas, procurou-se aumentar o
a

modo de vibracdo, para tal utilizou-se de valores de m maiores enquanto o nimero n foi
mantido constante.

1,8
(5.1)
1,6
O @n
w12 —=—h/z=0,01
= (3.1)
'1.:.' ) / . —4—h/a=0,01666...
k=1 L= Lt
= / A//( —4—h/a=0,0333...
2 os /‘rl 1}
E / M R —<—h/a=0,0333...
g 06 ———— t—h/a=0,0333. .
c
04 M s (L1} —8—h,/a=0,0333. .
e h/a=0,0333. .
. /*//":;‘///’:____' w1 /a
T e
0 M . |
0 1 2 3 a 5 6
a/b

Figura 4.18 — Evolucéo da frequéncia de acordo com a relagédo % para o Caso 1

Ao analisar as curvas do modo de vibragdo (1,1) na Figura 4.18, percebe-se que para
valores muito baixos da relagdo a/b o parametro de frequéncia Q apresenta variagdes
minimas. Esse fato deve-se ao valor grande da dimensdo b, como os valores de h, m, ne a
permanecem constantes ao longo de cada curva (embora h seja diferente entre as mesmas)
o0 valor de b comanda o valor do pardmetro de frequéncia. Mesmo com o aumento do valor
de h (diretamente proporcional a Q), a grandeza b (inversamente proporcional a Q) é muito
maior e estd elevada ao quadrado, conforme as equacdes (3.39) e (3.44). Portanto a

mudanca em h torna-se praticamente irrelevante quando a dimensdo b é muito grande.
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Ao se diminuir bastante a dimens&o b, a influéncia da mudanca de h torna-se mais sensivel

na resposta de frequéncia.

4.2.1.3 Deformadas modais

Na Tabela 4.12 estdo as deformadas dos modos de vibragdo para as seis primeiras
frequéncias naturais com h=0,1 m, mostrando as meia-ondas nas direcbes X e y que
fornecem os indices m e n, respectivamente. Figuras semelhantes sdo apresentadas para 0s
préximos casos, nas quais € possivel observar as diferentes condi¢cBes de contorno,
condigdes das bordas da placa, influenciando a deformada de cada modo de vibragdo
apresentado, por exemplo, pode-se comparar a deformada para o0 modo m=1; n=1 e
perceber as diferencas apresentadas devido a presenca de uma borda livre. No apéndice A,
encontram-se as representacfes dos modos de vibracdo para as quatorze frequéncias
naturais restantes do Caso 1.

Tabela 4.12 Deformadas dos seis primeiros modos de vibracdo para o Caso 1

. Mogo de |Frequéncia Deformada modal (numérico) | Deformada modal (analitico)
vibragdo (m,n) (Hz)
1,1 9,072
2,1 22,705
1,2 22,705
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2,2 36,178

3,1 45,390

1,3 45,392

4.2.2 Andlises subsequentes para a placa, variac6es das condicBes de contorno

Serdo analisados dois casos diferentes no que concerne a espessura da placa: h=0,1 m,
h=0,2 m. Abandonou-se as espessuras que caracterizavam a placa como espessa devido a

ndo validade da teoria de Kirchhoff-Love e também deixou-se de lado a espessura de 0,5 m
~ h . . .
porque a relagdo — esta muito alta, produzindo erros muito grandes. Realizam-se testes de
a

convergéncia para as analises numéricas, tendo a resposta analitica como referéncia. De
acordo com o exposto no capitulo 3, as placas estudadas em todas as analises subsequentes

sdo finas.

A cada novo caso, tomando a placa padrdo exibida na Figura 4.7, variou-se apenas as
condi¢des de contorno nas bordas das placas, combinando as situagdes livre, apoiada e
engastada até se esgotar as possibilidades. Soluciona-se as placas de modo analitico e
numerico para comparagdo dos resultados de frequéncia natural. Representam-se, também,

as deformadas modais por meio de figuras tridimensionais obtidas das analises numéricas.
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Procura-se mostrar as diferengas causadas pelas condi¢fes de contorno, tanto no aspecto
visual das deformadas modais, permitindo a facil identificacdo e relacdo entre as
caracteristicas visuais da deformada e as condicdes de contorno adotadas, como nos
valores numéricos das frequéncias naturais, indicando uma combinacdo de condi¢cbes de

contorno mais rigida que as outras, por exemplo.

Nas tabelas a seguir, estdo os resultados referentes aos diferentes nimeros de elementos
finitos utilizados na malha, as seis primeiras frequéncias naturais e as duas espessuras
adotadas, para todos os vinte casos. Apresentam-se as combinagdes modais, as frequéncias
associadas a cada uma delas e o erro tomando o valor analitico como referéncia, sendo

f f anait . Anci i
analitico , 100. O calculo das frequéncias, de maneira

analitico

numérico

calculado por: E(%)=

analitica, se dara pela equacdo fornecida por (Blevins, 1979) e exposta nos casos 2 a 21 da
Tabela D.1.

E possivel perceber, em todas as tabelas construidas, os erros maiores nas combinagoes
modais mais altas, conforme (Blevins, 1979), a convergéncia é atingida com o aumento
dos nimeros de elementos na discretizacdo. Ha um erro intrinseco ao uso do programa,
mas tém-se bons resultados como os referentes a espessura h=0,1 m com 0s maiores erros
da ordem de 1% e os referentes a espessura h=0,2 m da ordem de 2%. Observa-se, ainda, 0

aumento dos erros com o0 aumento da espessura.

Devido as condi¢cbes de contorno adotadas, o Caso 2 apresenta trés combinacdes modais
como movimento de corpo rigido, sdo os trés primeiros modos de vibragdo: m=1; n=1,
m=1; n=2 e m=2; n=1. Pelo mesmo motivo o Caso 3 apresenta o primeiro modo de

vibracdo como movimento de corpo rigido, é a combinagcdo modal m=1; n=1.
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Tabela 4.13 — Comparacéo entre os resultados analiticos e numéricos das frequéncias
naturais para o Caso 2 (L-L-L-L)

h=0,1m h=0,2m
Numeérico | Analitico Numeérico | Analitico
¢ m n £ (H2) f (H2) Erro (%) f (H2) f (H2) Erro (%)
2 2 6,198 6,252 -0,863 12,295 | 12,504 -1,669
1 3 9,073 9,172 -1,075 18,092 | 18,343 -1,369
06 3 1 11,234 | 11,322 -0,777 22,388 | 22,644 -1,130
’ 3 2 16,008 | 16,230 -1,367 31,675 | 32,460 -2,417
2 3 16,008 | 16,230 -1,367 31,675 | 32,460 -2,417
4 1 28,246 | 28,516 -0,946 55,964 | 57,031 -1,872
2 2 6,198 6,252 -0,866 12,295 | 12,504 -1,669
1 3 9,0722 9,172 -1,083 18,090 | 18,343 -1,380
0.4 3 1 11,233 | 11,322 -0,785 22,385 | 22,644 -1,143
3 2 16,006 | 16,230 -1,379 31,671 | 32,460 -2,429
2 3 16,006 | 16,230 -1,379 31,671 | 32,460 -2,429
4 1 28,222 | 28,516 -1,030 55,919 | 57,031 -1,950
2 2 6,198 6,252 -0,866 12,295 | 12,504 -1,669
1 3 9,072 9,172 -1,085 18,090 | 18,343 -1,380
03 3 1 11,233 | 11,322 -0,785 22,384 | 22,644 -1,148
’ 3 2 16,005 | 16,230 -1,385 31,671 | 32,460 -2,429
2 3 16,005 | 16,230 -1,385 31,671 | 32,460 -2,429
4 1 28,218 | 28,516 -1,044 55,911 | 57,031 -1,964
2 2 6,198 6,252 -0,866 12,295 | 12,504 -1,669
1 3 9,072 9,172 -1,085 18,090 | 18,343 -1,380
0.2 3 1 11,232 | 11,322 -0,794 22,384 | 22,644 -1,148
' 3 2 16,005 | 16,230 -1,385 31,670 | 32,460 -2,433
2 3 16,005 | 16,230 -1,385 31,670 | 32,460 -2,433
4 1 28,217 | 28,516 -1,047 55,908 | 57,031 -1,970
2 2 6,198 6,252 -0,866 12,295 | 12,504 -1,669
1 3 9,072 9,172 -1,085 18,090 | 18,343 -1,380
01 3 1 11,232 | 11,322 -0,794 22,384 | 22,644 -1,148
’ 3 2 16,005 | 16,230 -1,385 31,670 | 32,460 -2,433
2 3 16,005 | 16,230 -1,385 31,670 | 32,460 -2,433
4 1 28,217 | 28,516 -1,047 55,907 | 57,031 -1,972
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Tabela 4.14 — Comparacéo entre os resultados analiticos e numéricos das frequéncias
naturais para o0 Caso 3 (L-L-L-A)

h=0,1m h=0,2m
Numeérico | Analitico Numeérico | Analitico
¢ m n £ (H2) f (H2) Erro (%) f (H2) f (H2) Erro (%)
1 2 3,048 3,081 -1,060 6,031 6,162 -2,122
2 1 6,897 6,961 -0,926 13,752 | 13,922 -1,220
06 2 2 11,664 | 11,813 -1,263 23,083 | 23,626 -2,300
’ 1 3 11,993 | 12,110 -0,964 23,813 | 24,220 -1,679
3 1 22,286 | 22,574 -1,277 43,989 | 45,149 -2,569
2 3 23,303 | 23,566 -1,116 46,124 | 47,132 -2,139
1 2 3,048 3,081 -1,064 6,031 6,162 -2,125
2 1 6,896 6,961 -0,931 13,752 | 13,922 -1,220
0.4 2 2 11,663 | 11,813 -1,271 23,081 | 23,626 -2,308
1 3 11,991 | 12,110 -0,981 23,810 | 24,220 -1,691
3 1 22,279 | 22,574 -1,308 43975 | 45,149 -2,600
2 3 23,294 | 23,566 -1,155 46,105 | 47,132 -2,179
1 2 3,048 3,081 -1,064 6,031 6,162 -2,127
2 1 6,896 6,961 -0,933 13,752 | 13,922 -1,220
03 2 2 11,663 | 11,813 -1,271 23,080 | 23,626 -2,312
’ 1 3 11,991 | 12,110 -0,981 23,809 | 24,220 -1,695
3 1 22,277 | 22,574 -1,317 43,973 | 45,149 -2,604
2 3 23,293 | 23,566 -1,159 46,101 | 47,132 -2,188
1 2 3,048 3,081 -1,064 6,031 6,162 -2,128
2 1 6,896 6,961 -0,933 13,751 | 13,922 -1,227
0,2 2 2 11,663 | 11,813 -1,271 23,080 | 23,626 -2,312
1 3 11,991 | 12,110 -0,981 23,809 | 24,220 -1,695
3 1 22,277 22,574 -1,317 43,971 45,149 -2,608
2 3 23,292 | 23,566 -1,163 46,100 | 47,132 -2,190
1 2 3,048 3,081 -1,067 6,031 6,162 -2,130
2 1 6,896 6,961 -0,933 13,751 | 13,922 -1,227
01 2 2 11,663 | 11,813 -1,271 23,080 | 23,626 -2,312
1 3 11,991 | 12,110 -0,981 23,809 | 24,220 -1,695
3 1 22,276 | 22,574 -1,322 43,970 | 45,149 -2,611
2 3 23,292 | 23,566 -1,163 46,100 | 47,132 -2,190

76



Tabela 4.15 — Comparacéo entre os resultados analiticos e numéricos das frequéncias
naturais para o0 Caso 4 (L-L-L-E)

h=0,1m h=0,2m
Numeérico | Analitico Numeérico | Analitico
¢ m n £ (H2) f (H2) Erro (%) f (H2) f (H2) Erro (%)
1 1 1,608 1,618 -0,652 3,212 3,237 -0,775
1 2 3,922 3,951 -0,730 7,789 7,902 -1,428
06 2 1 9,844 9,932 -0,879 19,580 | 19,863 -1,426
’ 1 3 12,556 | 12,666 -0,868 24936 | 25,332 -1,563
2 2 14,258 | 14,418 -1,108 28,216 | 28,835 -2,148
2 3 24,894 | 25,230 -1,331 49,028 | 50,460 -2,837
1 1 1,608 1,618 -0,652 3,211 3,237 -0,781
1 2 3,922 3,951 -0,730 7,788 7,902 -1,443
0.4 2 1 9,844 9,932 -0,879 19,575 | 19,863 -1,451
1 3 12,556 | 12,666 -0,868 24,933 | 25,332 -1,574
2 2 14,258 | 14,418 -1,108 28,209 | 28,835 -2,173
2 3 24,894 | 25,230 -1,331 49,012 | 50,460 -2,869
1 1 1,608 1,618 -0,652 3,211 3,237 -0,784
1 2 3,922 3,951 -0,730 7,787 7,902 -1,448
03 2 1 9,844 9,932 -0,879 19,574 | 19,863 -1,456
’ 1 3 12,556 | 12,666 -0,868 24,932 | 25,332 -1,578
2 2 14,258 | 14,418 -1,108 28,206 | 28,835 -2,183
2 3 24,894 | 25,230 -1,331 49,008 | 50,460 -2,877
1 1 1,608 1,618 -0,652 3,211 3,237 -0,788
1 2 3,922 3,951 -0,730 7,787 7,902 -1,452
0,2 2 1 9,844 9,932 -0,879 19,573 | 19,863 -1,461
1 3 12,556 | 12,666 -0,868 24,932 | 25,332 -1,578
2 2 14,258 | 14,418 -1,108 28,205 | 28,835 -2,186
2 3 24,894 | 25,230 -1,331 49,005 | 50,460 -2,883
1 1 1,608 1,618 -0,652 3,211 3,237 -0,788
1 2 3,922 3,951 -0,730 7,787 7,902 -1,454
01 2 1 9,844 9,932 -0,879 19,573 | 19,863 -1,461
1 3 12,556 | 12,666 -0,868 24,932 | 25,332 -1,578
2 2 14,258 | 14,418 -1,108 28,205 | 28,835 -2,186
2 3 24,894 | 25,230 -1,331 49,004 | 50,460 -2,885
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Tabela 4.16 — Comparacéo entre os resultados analiticos e numéricos das frequéncias
naturais para o0 Caso 5 (L-L-A-A)

h=0,1m h=0,2m
Numeérico | Analitico Numeérico | Analitico
¢ m n £ (H2) f (H2) Erro (%) f (H2) f (H2) Erro (%)
1 1 1,545 1,561 -1,066 3,057 3,123 -2,103
1 2 7,973 8,069 -1,186 15,815 | 16,137 -1,996
06 2 1 8,905 8,977 -0,801 17,705 | 17,954 -1,386
' 2 2 17,521 17,745 -1,264 34,545 35,491 -2,664
1 3 23,558 | 23,784 -0,950 46,665 | 47,568 -1,898
3 1 24,688 | 24,905 -0,873 48,8900 | 49,811 -1,849
1 1 1,545 1,561 -1,066 3,057 3,123 -2,107
1 2 7,972 8,069 -1,192 15,813 | 16,137 -2,008
0.4 2 1 8,905 8,977 -0,807 17,704 17,954 -1,391
2 2 17,520 | 17,745 -1,269 34,541 | 35,491 -2,675
1 3 23,546 | 23,784 -1,000 46,642 | 47,568 -1,946
3 1 24,674 | 24,905 -0,929 48,862 | 49,811 -1,905
1 1 1,545 1,561 -1,066 3,057 3,123 -2,107
1 2 7,972 8,069 -1,193 15,813 | 16,137 -2,008
03 2 1 8,904 8,977 -0,808 17,704 | 17,954 -1,391
' 2 2 17,519 17,745 -1,275 34,540 35,491 -2,678
1 3 23,544 | 23,784 -1,009 46,638 | 47,568 -1,955
3 1 24,672 | 24,905 -0,937 48,857 | 49,811 -1,915
1 1 1,545 1,561 -1,066 3,057 3,123 -2,110
1 2 7,972 8,069 -1,194 15,813 | 16,137 -2,008
0,2 2 1 8,904 8,977 -0,809 17,704 | 17,954 -1,391
2 2 17,519 | 17,745 -1,275 34,539 | 35,491 -2,681
1 3 23,543 | 23,784 -1,013 46,637 | 47,568 -1,957
3 1 24,671 | 24,905 -0,941 48,855 | 49,811 -1,919
1 1 1,545 1,561 -1,072 3,057 3,123 -2,110
1 2 7,972 8,069 -1,194 15,813 | 16,137 -2,008
01 2 1 8,904 8,977 -0,809 17,704 | 17,954 -1,391
’ 2 2 17,519 | 17,745 -1,275 34,538 | 35,491 -2,684
1 3 23,543 | 23,784 -1,013 46,636 | 47,568 -1,959
3 1 24,670 | 24,905 -0,945 48,855 | 49,811 -1,919
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Tabela 4.17 — Comparacéo entre os resultados analiticos e numéricos das frequéncias
naturais para 0 Caso 6 (L-A-L-A)

h=0,1m h=0,2m
Numeérico | Analitico Numeérico | Analitico
¢ m n £ (H2) f (H2) Erro (%) f (H2) f (H2) Erro (%)
1 1 4,458 4,463 -0,113 8,898 8,927 -0,328
1 2 7,396 7,480 -1,121 14,606 | 14,960 -2,366
06 1 3 16,831 | 17,022 -1,124 33,173 | 34,045 -2,560
’ 2 1 18,007 | 18,051 -0,244 35,776 | 36,102 -0,904
2 2 21,503 | 21,661 -0,731 42,481 | 43,323 -1,943
2 3 32,375 | 32,784 -1,248 63,490 | 65,568 -3,169
1 1 4,458 4,463 -0,115 8,897 8,927 -0,331
1 2 7,396 7,480 -1,124 14,605 | 14,960 -2,373
0.4 1 3 16,830 | 17,022 -1,130 33,168 | 34,045 -2,575
2 1 18,001 | 18,051 -0,278 35,763 | 36,102 -0,940
2 2 21,496 | 21,661 -0,763 42,467 | 43,323 -1,975
2 3 32,364 | 32,784 -1,281 63,468 | 65,568 -3,203
1 1 4,458 4,463 -0,115 8,897 8,927 -0,331
1 2 7,396 7,480 -1,125 14,605 | 14,960 -2,373
03 1 3 16,829 | 17,022 -1,135 33,166 | 34,045 -2,581
’ 2 1 18,000 | 18,051 -0,283 35,761 | 36,102 -0,945
2 2 21,495 | 21,661 -0,768 42,465 | 43,323 -1,980
2 3 32,362 | 32,784 -1,287 63,463 | 65,568 -3,210
1 1 4,458 4,463 -0,115 8,897 8,927 -0,332
1 2 7,396 7,480 -1,127 14,605 | 14,960 -2,373
0,2 1 3 16,829 | 17,022 -1,135 33,165 | 34,045 -2,584
2 1 17,999 | 18,051 -0,289 35,760 | 36,102 -0,948
2 2 21,494 | 21,661 -0,773 42,463 | 43,323 -1,984
2 3 32,361 | 32,784 -1,290 63,461 | 65,568 -3,213
1 1 4,458 4,463 -0,115 8,897 8,927 -0,332
1 2 7,396 7,480 -1,128 14,604 | 14,960 -2,379
01 1 3 16,829 | 17,022 -1,135 33,164 | 34,045 -2,587
2 1 17,999 | 18,051 -0,289 35,760 | 36,102 -0,948
2 2 21,494 | 21,661 -0,773 42,463 | 43,323 -1,984
2 3 32,360 | 32,784 -1,293 63,459 | 65,568 -3,217
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Tabela 4.18 — Comparacéo entre os resultados analiticos e numéricos das frequéncias
naturais para o0 Caso 7 (L-A-L-E)

h=0,1m h=0,2m
Numeérico | Analitico Numeérico | Analitico
¢ m n £ (H2) f (H2) Erro (%) f (H2) f (H2) Erro (%)
1 1 7,030 7,086 -0,798 14,000 | 14,172 -1,214
1 2 9,471 9,579 -1,132 18,741 19,159 -2,181
06 1 3 18,246 | 18,436 -1,029 35,972 | 36,872 -2,440
’ 2 1 22,846 | 23,047 -0,872 45,222 | 46,094 -1,892
2 2 25,924 | 26,240 -1,205 51,124 | 52,480 -2,585
1 4 35,563 | 35,857 -0,819 69,941 | 71,713 -2,471
1 1 7,028 7,086 -0,815 13,998 | 14,172 -1,229
1 2 9,468 9,579 -1,159 18,736 | 19,159 -2,207
0.4 1 3 18,241 | 18,436 -1,057 35,964 | 36,872 -2,461
2 1 22,830 | 23,047 -0,942 45,192 | 46,094 -1,957
2 2 25,905 | 26,240 -1,277 51,089 | 52,480 -2,651
1 4 35,528 | 35,857 -0,917 69,883 | 71,713 -2,552
1 1 7,028 7,086 -0,821 13,997 | 14,172 -1,236
1 2 9,468 9,579 -1,167 18,735 | 19,159 -2,212
03 1 3 18,240 | 18,436 -1,062 35,961 | 36,872 -2,470
’ 2 1 22,827 | 23,047 -0,955 45,186 | 46,094 -1,970
2 2 25,901 | 26,240 -1,293 51,081 | 52,480 -2,666
1 4 35,523 | 35,857 -0,930 69,873 | 71,713 -2,566
1 1 7,028 7,086 -0,823 13,997 | 14,172 -1,236
1 2 9,467 9,579 -1,172 18,734 | 19,159 -2,217
0,2 1 3 18,239 | 18,436 -1,067 35,960 | 36,872 -2,472
2 1 22,826 | 23,047 -0,959 45,183 | 46,094 -1,977
2 2 25,899 | 26,240 -1,300 51,077 | 52,480 -2,674
1 4 35,520 | 35,857 -0,939 69,868 | 71,713 -2,573
1 1 7,028 7,086 -0,825 13,996 | 14,172 -1,243
1 2 9,467 9,579 -1,175 18,733 | 19,159 -2,222
01 1 3 18,238 | 18,436 -1,073 35,958 | 36,872 -2,478
2 1 22,825 | 23,047 -0,963 45,182 | 46,094 -1,979
2 2 25,898 | 26,240 -1,304 51,075 | 52,480 -2,678
1 4 35,519 | 35,857 -0,942 69,866 | 71,713 -2,576
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Tabela 4.19 — Comparacéo entre os resultados analiticos e numéricos das frequéncias
naturais para o Caso 8 (L-L-A-E)

h=0,1m h=0,2m
Numeérico | Analitico Numeérico | Analitico
¢ m n £ (H2) f (H2) Erro (%) f (H2) f (H2) Erro (%)
1 1 2,467 2,486 -0,745 4,905 4,972 -1,350
1 2 8,798 8,884 -0,975 17,468 | 17,768 -1,691
06 2 1 11,389 | 11,479 -0,788 22,605 | 22,959 -1,542
’ 2 2 19,793 | 20,016 -1,115 39,026 | 40,032 -2,514
1 3 24,333 | 24,563 -0,934 48,186 | 49,125 -1,912
3 1 29,423 | 29,684 -0,878 58,073 | 59,367 -2,180
1 1 2,467 2,486 -0,757 4,904 4,972 -1,360
1 2 8,797 8,884 -0,987 17,466 | 17,768 -1,702
0.4 2 1 11,386 | 11,479 -0,814 22,601 | 22,959 -1,559
2 2 19,788 | 20,016 -1,140 39,017 | 40,032 -2,536
1 3 24,319 | 24,563 -0,991 48,160 | 49,125 -1,964
3 1 29,395 | 29,684 -0,972 58,020 | 59,367 -2,269
1 1 2,467 2,486 -0,757 4,904 4,972 -1,362
1 2 8,796 8,884 -0,992 17,465 | 17,768 -1,708
03 2 1 11,386 | 11,479 -0,814 22,600 | 22,959 -1,564
’ 2 2 19,787 | 20,016 -1,145 39,015 | 40,032 -2,541
1 3 24,317 | 24,563 -1,000 48,156 | 49,125 -1,973
3 1 29,390 | 29,684 -0,989 58,009 | 59,367 -2,288
1 1 2,467 2,486 -0,761 4,904 4,972 -1,364
1 2 8,796 8,884 -0,994 17,465 | 17,768 -1,708
0,2 2 1 11,385 | 11,479 -0,823 22,599 | 22,959 -1,568
2 2 19,787 | 20,016 -1,145 39,014 | 40,032 -2,544
1 3 24,316 24,563 -1,004 48,154 49,125 -1,977
3 1 29,387 | 29,684 -0,999 58,005 | 59,367 -2,294
1 1 2,467 2,486 -0,761 4,904 4,972 -1,366
1 2 8,796 8,884 -0,995 17,464 | 17,768 -1,713
01 2 1 11,385 | 11,479 -0,823 22,599 | 22,959 -1,568
2 2 19,786 | 20,016 -1,150 39,013 | 40,032 -2,546
1 3 24,316 24,563 -1,004 48,154 49,125 -1,977
3 1 29,386 | 29,684 -1,002 58,003 | 59,367 -2,298
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Tabela 4.20 — Comparacéo entre os resultados analiticos e numéricos das frequéncias
naturais para o0 Caso 9 (L-E-L-E)

h=0,1m h=0,2m
Numeérico | Analitico Numeérico | Analitico
¢ m n £ (H2) f (H2) Erro (%) f (H2) f (H2) Erro (%)
1 1 10,251 | 10,321 -0,677 20,364 | 20,642 -1,346
1 2 12,187 | 12,295 -0,880 24,133 | 24,590 -1,860
06 1 3 20,070 | 20,234 -0,810 39,590 | 40,468 -2,169
’ 2 1 28,238 | 28,488 -0,877 55,652 | 56,976 -2,323
2 2 30,964 | 31,306 -1,091 60,885 | 62,611 -2,757
1 4 36,755 | 37,029 -0,740 72,255 | 74,058 -2,435
1 1 10,247 | 10,321 -0,716 20,357 | 20,642 -1,380
1 2 12,180 | 12,295 -0,937 24,122 | 24,590 -1,904
0.4 1 3 20,061 | 20,234 -0,855 39,575 | 40,468 -2,206
2 1 28,207 | 28,488 -0,986 55,593 | 56,976 -2,427
2 2 30,926 | 31,306 -1,213 60,817 | 62,611 -2,866
1 4 36,710 | 37,029 -0,862 72,191 | 74,058 -2,521
1 1 10,246 | 10,321 -0,726 20,355 | 20,642 -1,389
1 2 12,178 | 12,295 -0,953 24,118 | 24,590 -1,921
03 1 3 20,058 | 20,234 -0,870 39,571 | 40,468 -2,216
’ 2 1 28,200 | 28,488 -1,011 55,581 | 56,976 -2,448
2 2 30,917 | 31,306 -1,241 60,801 | 62,611 -2,891
1 4 36,703 | 37,029 -0,881 72,179 | 74,058 -2,538
1 1 10,246 | 10,321 -0,726 20,354 | 20,642 -1,394
1 2 12,177 | 12,295 -0,961 24,116 | 24,590 -1,929
0,2 1 3 20,057 | 20,234 -0,875 39,569 | 40,468 -2,221
2 1 28,197 | 28,488 -1,021 55,575 | 56,976 -2,459
2 2 30,912 | 31,306 -1,257 60,793 | 62,611 -2,904
1 4 36,700 | 37,029 -0,889 72,174 | 74,058 -2,544
1 1 10,245 | 10,321 -0,735 20,353 | 20,642 -1,399
1 2 12,176 | 12,295 -0,969 24,115 | 24,590 -1,933
01 1 3 20,056 | 20,234 -0,879 39,568 | 40,468 -2,224
2 1 28,196 | 28,488 -1,025 55,573 | 56,976 -2,462
2 2 30,910 | 31,306 -1,264 60,789 | 62,611 -2,910
1 4 36,699 | 37,029 -0,892 72,173 | 74,058 -2,546
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Tabela 4.21 — Comparacéo entre os resultados analiticos e numéricos das frequéncias
naturais para o Caso 10 (L-L-E-E)

h=0,1m h=0,2m
Numeérico | Analitico Numeérico | Analitico
¢ m n £ (H2) f (H2) Erro (%) f (H2) f (H2) Erro (%)
1 1 3,197 3,217 -0,619 6,366 6,434 -1,068
2 1 11,034 | 11,137 -0,921 21,886 | 22,273 -1,738
06 1 2 12,280 | 12,365 -0,685 24,379 | 24,729 -1,417
’ 2 2 21,927 | 22,143 -0,977 43,235 | 44,287 -2,375
1 3 28,933 | 29,215 -0,967 57,094 | 58,431 -2,288
3 1 30,255 | 30,508 -0,831 59,712 | 61,017 -2,139
1 1 3,197 3,217 -0,641 6,365 6,434 -1,086
2 1 11,029 | 11,137 -0,966 21,879 | 22,273 -1,769
04 1 2 12,277 | 12,365 -0,709 24,375 | 24,729 -1,433
’ 2 2 21,917 | 22,143 -1,022 43,221 | 44,287 -2,406
1 3 28,907 | 29,215 -1,056 57,045 | 58,431 -2,372
3 1 30,222 | 30,508 -0,939 59,654 | 61,017 -2,234
1 1 3,196 3,217 -0,647 6,364 6,434 -1,092
2 1 11,028 11,137 -0,975 21,877 22,273 -1,778
03 1 2 12,277 | 12,365 -0,709 24,374 | 24,729 -1,437
’ 2 2 21,915 22,143 -1,031 43,217 44,287 -2,415
1 3 28,902 | 29,215 -1,073 57,036 | 58,431 -2,387
3 1 30,216 | 30,508 -0,959 59,642 | 61,017 -2,253
1 1 3,196 3,217 -0,650 6,364 6,434 -1,095
2 1 11,027 | 11,137 -0,984 21,875 | 22,273 -1,787
0,2 1 2 12,277 | 12,365 -0,709 24,374 | 24,729 -1,437
2 2 21,914 | 22,143 -1,036 43,215 | 44,287 -2,420
1 3 28,900 | 29,215 -1,080 57,032 | 58,431 -2,394
3 1 30,213 | 30,508 -0,969 59,637 | 61,017 -2,262
1 1 3,196 3,217 -0,654 6,364 6,434 -1,096
2 1 11,027 | 11,137 -0,984 21,875 | 22,273 -1,787
01 1 2 12,277 | 12,365 -0,709 24,374 | 24,729 -1,437
2 2 21,913 | 22,143 -1,040 43214 | 44,287 -2,422
1 3 28,899 | 29,215 -1,083 57,030 | 58,431 -2,398
3 1 30,212 | 30,508 -0,972 59,635 | 61,017 -2,265
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Tabela 4.22 — Comparacéo entre os resultados analiticos e numéricos das frequéncias
naturais para o0 Caso 11 (L-A-A-A)

h=0,1m h=0,2m
Numeérico | Analitico Numeérico | Analitico
¢ m n £ (H2) f (H2) Erro (%) f (H2) f (H2) Erro (%)
1 1 5,384 5,413 -0,536 10,694 | 10,826 -1,220
1 2 12,733 | 12,865 -1,028 25,141 | 25,730 -2,291
06 2 1 19,019 | 19,094 -0,392 37,719 | 38,188 -1,228
’ 2 2 27,100 | 27,376 -1,007 53,336 | 54,751 -2,585
1 3 28,445 | 28,669 -0,780 56,082 | 57,337 -2,189
3 1 41,680 | 41,844 -0,393 82,128 | 83,689 -1,865
1 1 5,384 5,413 -0,538 10,693 | 10,826 -1,229
1 2 12,733 | 12,865 -1,028 25,139 | 25,730 -2,298
0.4 2 1 19,012 | 19,094 -0,429 37,707 | 38,188 -1,259
2 2 27,092 | 27,376 -1,036 53,321 | 54,751 -2,612
1 3 28,431 | 28,669 -0,829 56,054 | 57,337 -2,238
3 1 41,611 | 41,844 -0,558 81,994 | 83,689 -2,025
1 1 5,384 5,413 -0,538 10,693 | 10,826 -1,229
1 2 12,733 | 12,865 -1,028 25,138 | 25,730 -2,302
03 2 1 19,011 | 19,094 -0,434 37,704 | 38,188 -1,267
’ 2 2 27,091 | 27,376 -1,040 53,317 | 54,751 -2,620
1 3 28,428 | 28,669 -0,839 56,048 | 57,337 -2,249
3 1 41,599 | 41,844 -0,586 81,971 | 83,689 -2,052
1 1 5,384 5,413 -0,540 10,693 | 10,826 -1,229
1 2 12,732 | 12,865 -1,035 25,138 | 25,730 -2,302
0,2 2 1 19,010 | 19,094 -0,439 37,704 | 38,188 -1,267
2 2 27,090 | 27,376 -1,043 53,316 | 54,751 -2,621
1 3 28,427 | 28,669 -0,843 56,046 | 57,337 -2,252
3 1 41,594 | 41,844 -0,598 81,962 | 83,689 -2,063
1 1 5,384 5,413 -0,540 10,693 | 10,826 -1,229
1 2 12,732 | 12,865 -1,035 25,137 | 25,730 -2,306
01 2 1 19,010 | 19,094 -0,439 37,703 | 38,188 -1,269
2 2 27,090 | 27,376 -1,043 53,315 | 54,751 -2,623
1 3 28,427 | 28,669 -0,843 56,045 | 57,337 -2,254
3 1 41,593 | 41,844 -0,601 81,960 | 83,689 -2,066
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Tabela 4.23 — Comparacéo entre os resultados analiticos e numéricos das frequéncias
naturais para o Caso 12 (L-A-E-A)

h=0,1m h=0,2m
Numeérico | Analitico Numeérico | Analitico
¢ m n £ (H2) f (H2) Erro (%) f (H2) f (H2) Erro (%)
1 1 5,846 5,881 -0,590 11,608 | 11,762 -1,311
1 2 15,193 | 15,326 -0,868 29,996 | 30,652 -2,141
06 2 1 19,252 | 19,326 -0,381 38,174 | 38,651 -1,235
’ 2 2 28,938 | 29,202 -0,903 56,912 | 58,403 -2,553
1 3 33,309 | 33,553 -0,728 65,512 | 67,107 -2,376
3 1 41,828 | 41,993 -0,392 82,406 | 83,985 -1,880
1 1 5,846 5,881 -0,592 11,607 | 11,762 -1,319
1 2 15,191 | 15,326 -0,881 29,993 | 30,652 -2,150
0.4 2 1 19,245 | 19,326 -0,417 38,161 | 38,651 -1,268
2 2 28,924 | 29,202 -0,951 56,893 | 58,403 -2,586
1 3 33,284 | 33,553 -0,803 65,464 | 67,107 -2,448
3 1 41,757 | 41,993 -0,561 82,272 | 83,985 -2,040
1 1 5,846 5,881 -0,592 11,607 | 11,762 -1,319
1 2 15,191 | 15,326 -0,881 29,992 | 30,652 -2,154
03 2 1 19,244 | 19,326 -0,422 38,158 | 38,651 -1,276
’ 2 2 28,922 | 29,202 -0,957 56,890 | 58,403 -2,591
1 3 33,280 | 33,553 -0,815 65,455 | 67,107 -2,461
3 1 41,745 | 41,993 -0,590 82,248 | 83,985 -2,069
1 1 5,846 5,881 -0,593 11,607 | 11,762 -1,319
1 2 15,191 | 15,326 -0,881 29,991 | 30,652 -2,157
0,2 2 1 19,243 | 19,326 -0,427 38,157 | 38,651 -1,279
2 2 28,921 | 29,202 -0,961 56,888 | 58,403 -2,594
1 3 33,278 | 33,553 -0,821 65,452 | 67,107 -2,466
3 1 41,740 | 41,993 -0,602 82,239 | 83,985 -2,079
1 1 5,846 5,881 -0,593 11,607 | 11,762 -1,319
1 2 15,191 | 15,326 -0,881 29,991 | 30,652 -2,157
01 2 1 19,243 | 19,326 -0,427 38,157 | 38,651 -1,279
2 2 28,921 | 29,202 -0,961 56,887 | 58,403 -2,596
1 3 33,278 | 33,553 -0,821 65,450 | 67,107 -2,469
3 1 41,739 | 41,993 -0,604 82,237 | 83,985 -2,082
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Tabela 4.24 — Comparacéo entre os resultados analiticos e numéricos das frequéncias
naturais para o Caso 13 (L-E-A-E)

h=0,1m h=0,2m
Numeérico | Analitico Numeérico | Analitico
¢ m n £ (H2) f (H2) Erro (%) f (H2) f (H2) Erro (%)
1 1 10,800 | 10,872 -0,666 21,434 | 21,745 -1,429
1 2 16,392 | 16,503 -0,674 32,399 | 33,006 -1,840
06 2 1 29,010 | 29,257 -0,845 57,138 | 58,514 -2,352
’ 1 3 30,759 | 30,963 -0,658 60,598 | 61,925 -2,143
2 2 35,607 | 35,917 -0,863 69,856 | 71,834 -2,753
2 3 50,004 | 50,515 -1,012 97,543 | 101,031 | -3,452
1 1 10,796 10,872 -0,703 21,427 21,745 -1,461
1 2 16,387 | 16,503 -0,704 32,391 | 33,006 -1,865
0.4 2 1 28,979 | 29,257 -0,951 57,079 | 58,514 -2,453
1 3 30,733 | 30,963 -0,742 60,562 | 61,925 -2,202
2 2 35,574 | 35,917 -0,955 69,802 | 71,834 -2,828
2 3 49,923 | 50,515 -1,173 97,451 | 101,031 | -3,543
1 1 10,795 | 10,872 -0,712 21,425 | 21,745 -1,471
1 2 16,386 | 16,503 -0,710 32,388 | 33,006 -1,874
03 2 1 28,972 | 29,257 -0,975 57,067 | 58,514 -2,474
’ 1 3 30,729 | 30,963 -0,755 60,556 | 61,925 -2,211
2 2 35,568 | 35,917 -0,971 69,790 | 71,834 -2,845
2 3 49,912 | 50,515 -1,194 97,436 | 101,031 | -3,558
1 1 10,794 10,872 -0,721 21,423 21,745 -1,480
1 2 16,385 | 16,503 -0,716 32,387 | 33,006 -1,877
0,2 2 1 28,969 | 29,257 -0,985 57,061 | 58,514 -2,484
1 3 30,727 | 30,963 -0,761 60,553 | 61,925 -2,216
2 2 35,564 | 35,917 -0,982 69,785 | 71,834 -2,852
2 3 49,908 | 50,515 -1,202 97,429 | 101,031 | -3,565
1 1 10,794 | 10,872 -0,721 21,423 | 21,745 -1,480
1 2 16,384 | 16,503 -0,722 32,386 | 33,006 -1,880
01 2 1 28,967 | 29,257 -0,992 57,059 | 58,514 -2,487
1 3 30,726 | 30,963 -0,764 60,553 | 61,925 -2,216
2 2 35,563 | 35,917 -0,985 69,783 | 71,834 -2,855
2 3 49,906 | 50,515 -1,206 97,427 | 101,031 | -3,567
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Tabela 4.25 — Comparacéo entre os resultados analiticos e numéricos das frequéncias
naturais para o Caso 14 (L-A-A-E)

h=0,1m h=0,2m
Numeérico | Analitico Numeérico | Analitico
¢ m n £ (H2) f (H2) Erro (%) f (H2) f (H2) Erro (%)
1 1 7,753 7,818 -0,835 15,404 | 15,637 -1,487
1 2 14,302 | 14,432 -0,898 28,253 | 28,863 -2,114
06 2 1 23,725 | 23,928 -0,847 46,910 | 47,855 -1,975
’ 1 3 29,461 | 29,679 -0,734 58,063 | 59,358 -2,181
2 2 31,040 | 31,352 -0,995 61,023 | 62,704 -2,681
2 3 46,356 | 46,900 -1,161 90,572 | 93,801 -3,442
1 1 7,752 7,818 -0,854 15,401 | 15,637 -1,507
1 2 14,300 | 14,432 -0,912 28,249 | 28,863 -2,128
0.4 2 1 23,709 | 23,928 -0,914 46,880 | 47,855 -2,038
1 3 29,442 | 29,679 -0,798 58,032 | 59,358 -2,234
2 2 31,023 | 31,352 -1,049 60,993 | 62,704 -2,729
2 3 46,306 | 46,900 -1,268 90,506 | 93,801 -3,513
1 1 7,751 7,818 -0,859 15,401 | 15,637 -1,507
1 2 14,299 | 14,432 -0,919 28,248 | 28,863 -2,132
03 2 1 23,705 | 23,928 -0,930 46,874 | 47,855 -2,050
’ 1 3 29,439 | 29,679 -0,808 58,027 | 59,358 -2,242
2 2 31,019 | 31,352 -1,062 60,986 | 62,704 -2,740
2 3 46,299 | 46,900 -1,282 90,495 | 93,801 -3,524
1 1 7,751 7,818 -0,863 15,400 | 15,637 -1,513
1 2 14,298 | 14,432 -0,926 28,247 | 28,863 -2,135
0,2 2 1 23,704 | 23,928 -0,934 46,871 | 47,855 -2,057
1 3 29,438 | 29,679 -0,812 58,024 | 59,358 -2,247
2 2 31,018 | 31,352 -1,065 60,983 | 62,704 -2,745
2 3 46,296 | 46,900 -1,289 90,490 | 93,801 -3,530
1 1 7,751 7,818 -0,865 15,400 | 15,637 -1,513
1 2 14,298 | 14,432 -0,926 28,246 | 28,863 -2,139
01 2 1 23,703 | 23,928 -0,939 46,870 | 47,855 -2,059
1 3 29,437 | 29,679 -0,815 58,023 | 59,358 -2,249
2 2 31,017 | 31,352 -1,068 60,982 | 62,704 -2,746
2 3 46,295 | 46,900 -1,291 90,488 | 93,801 -3,532
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Tabela 4.26 — Comparacéo entre os resultados analiticos e numéricos das frequéncias
naturais para o Caso 15 (L-A-E-E)

h=0,1m h=0,2m
Numeérico | Analitico Numeérico | Analitico
¢ m n £ (H2) f (H2) Erro (%) f (H2) f (H2) Erro (%)
1 1 8,097 8,166 -0,845 16,083 | 16,332 -1,523
1 2 16,577 | 16,707 -0,779 32,738 | 33,414 -2,024
06 2 1 23,918 | 24,132 -0,885 47,286 | 48,263 -2,024
’ 2 2 32,694 | 32,993 -0,905 64,236 | 65,985 -2,651
1 3 34,218 | 34,457 -0,694 67,274 | 68,914 -2,380
3 1 48,806 | 49,264 -0,930 95,675 | 98,528 -2,896
1 1 8,095 8,166 -0,867 16,080 | 16,332 -1,542
1 2 16,573 | 16,707 -0,803 32,732 | 33,414 -2,042
0.4 2 1 23,901 | 24,132 -0,955 47,254 | 48,263 -2,091
2 2 32,667 | 32,993 -0,987 64,201 | 65,985 -2,704
1 3 34,185 | 34,457 -0,789 67,222 | 68,914 -2,455
3 1 48,687 | 49,264 -1,171 95,453 | 98,528 -3,121
1 1 8,095 8,166 -0,873 16,079 | 16,332 -1,548
1 2 16,572 | 16,707 -0,809 32,730 | 33,414 -2,048
03 2 1 23,897 | 24,132 -0,972 47,248 | 48,263 -2,103
’ 2 2 32,663 | 32,993 -0,999 64,194 | 65,985 -2,714
1 3 34,180 | 34,457 -0,804 67,213 | 68,914 -2,468
3 1 48,665 | 49,264 -1,216 95,413 | 98,528 -3,162
1 1 8,094 8,166 -0,877 16,079 | 16,332 -1,548
1 2 16,571 | 16,707 -0,815 32,729 | 33,414 -2,051
0,2 2 1 23,896 | 24,132 -0,976 47,245 | 48,263 -2,109
2 2 32,661 | 32,993 -1,005 64,191 | 65,985 -2,719
1 3 34,178 | 34,457 -0,810 67,210 | 68,914 -2,473
3 1 48,656 | 49,264 -1,234 95,397 | 98,528 -3,178
1 1 8,094 8,166 -0,878 16,078 | 16,332 -1,554
1 2 16,571 | 16,707 -0,815 32,729 | 33,414 -2,051
01 2 1 23,895 | 24,132 -0,980 47,244 | 48,263 -2,111
2 2 32,660 | 32,993 -1,008 64,189 | 65,985 -2,722
1 3 34,178 | 34,457 -0,810 67,209 | 68,914 -2,474
3 1 48,654 | 49,264 -1,238 95,392 | 98,528 -3,183
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Tabela 4.27 — Comparacéo entre os resultados analiticos e numéricos das frequéncias
naturais para o Caso 16 (L-E-E-E)

h=0,1m h=0,2m
Numeérico | Analitico Numeérico | Analitico
¢ m n £ (H2) f (H2) Erro (%) f (H2) f (H2) Erro (%)
1 1 11,056 | 11,132 -0,682 21,939 | 22,264 -1,459
1 2 18,444 | 18,556 -0,605 36,438 | 37,113 -1,818
06 2 1 29,173 | 29,424 -0,853 57,454 | 58,848 -2,369
’ 1 3 35,356 | 35,574 -0,613 69,489 | 71,148 -2,332
2 2 37,108 | 37,405 -0,793 72,762 | 74,809 -2,736
2 3 53,647 | 54,130 -0,893 | 104,450 | 108,260 | -3,520
1 1 11,051 11,132 -0,727 21,931 22,264 -1,495
1 2 18,436 | 18,556 -0,648 36,428 | 37,113 -1,845
0.4 2 1 29,140 | 29,424 -0,965 57,394 | 58,848 -2,471
1 3 35,312 | 35,574 -0,736 69,432 | 71,148 -2,412
2 2 37,062 | 37,405 -0,916 72,702 | 74,809 -2,817
2 3 53,518 | 54,130 -1,131 | 104,330 | 108,260 | -3,631
1 1 11,049 | 11,132 -0,745 21,928 | 22,264 -1,508
1 2 18,434 | 18,556 -0,659 36,425 | 37,113 -1,853
03 2 1 29,133 | 29,424 -0,989 57,382 | 58,848 -2,491
’ 1 3 35,306 | 35,574 -0,753 69,423 | 71,148 -2,424
2 2 37,054 | 37,405 -0,937 72,691 | 74,809 -2,831
2 3 53,504 | 54,130 -1,157 | 104,310 | 108,260 | -3,649
1 1 11,049 11,132 -0,745 21,927 22,264 -1,513
1 2 18,433 | 18,556 -0,664 36,424 | 37,113 -1,855
0,2 2 1 29,129 | 29,424 -1,003 57,376 | 58,848 -2,501
1 3 35,304 | 35,574 -0,759 69,419 | 71,148 -2,430
2 2 37,0561 | 37,405 -0,945 72,685 | 74,809 -2,839
2 3 53,499 | 54,130 -1,166 | 104,310 | 108,260 | -3,649
1 1 11,048 | 11,132 -0,754 21,926 | 22,264 -1,517
1 2 18,433 | 18,556 -0,664 36,423 | 37,113 -1,858
01 2 1 29,128 | 29,424 -1,006 57,373 | 58,848 -2,507
1 3 35,303 | 35,574 -0,762 69,418 | 71,148 -2,431
2 2 37,049 | 37,405 -0,951 72,683 | 74,809 -2,842
2 3 53,497 | 54,130 -1,170 | 104,300 | 108,260 | -3,658
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Tabela 4.28 — Comparacéo entre os resultados analiticos e numéricos das frequéncias
naturais para o0 Caso 17 (A-A-E-A)

h=0,1m h=0,2m
Numeérico | Analitico Numeérico | Analitico
¢ m n £ (H2) f (H2) Erro (%) f (H2) f (H2) Erro (%)
1 1 10,888 | 10,960 -0,661 21,568 | 21,921 -1,610
2 1 23,799 | 23,946 -0,614 47,010 | 47,892 -1,842
06 1 2 27,015 | 27,181 -0,611 53,283 | 54,362 -1,985
’ 2 2 39,543 | 39,916 -0,935 77,501 | 79,833 -2,921
3 1 46,221 | 46,483 -0,564 90,819 | 92,967 -2,310
1 3 52,165 | 52,462 -0,566 | 102,100 | 104,924 | -2,691
1 1 10,888 | 10,960 -0,661 21,567 | 21,921 -1,614
2 1 23,789 | 23,946 -0,656 46,996 | 47,892 -1,871
0.4 1 2 27,002 | 27,181 -0,658 53,259 | 54,362 -2,029
2 2 39,512 | 39,916 -1,013 77,462 | 79,833 -2,970
3 1 46,142 | 46,483 -0,734 90,683 | 92,967 -2,457
1 3 52,056 | 52,462 -0,774 | 101,900 | 104,924 | -2,882
1 1 10,888 | 10,960 -0,661 21,566 | 21,921 -1,619
2 1 23,788 | 23,946 -0,660 46,994 | 47,892 -1,876
03 1 2 27,000 | 27,181 -0,666 53,255 | 54,362 -2,036
’ 2 2 39,508 | 39,916 -1,023 77,456 | 79,833 -2,977
3 1 46,129 | 46,483 -0,762 90,660 | 92,967 -2,481
1 3 52,038 | 52,462 -0,808 | 101,860 | 104,924 | -2,920
1 1 10,888 | 10,960 -0,661 21,566 | 21,921 -1,619
2 1 23,787 | 23,946 -0,665 46,993 | 47,892 -1,878
0,2 1 2 26,999 | 27,181 -0,669 53,254 | 54,362 -2,038
2 2 39,507 | 39,916 -1,026 77,454 | 79,833 -2,980
3 1 46,125 | 46,483 -0,771 90,651 | 92,967 -2,491
1 3 52,031 | 52,462 -0,821 | 101,850 | 104,924 | -2,929
1 1 10,888 | 10,960 -0,661 21,566 | 21,921 -1,619
2 1 23,787 | 23,946 -0,665 46,993 | 47,892 -1,878
01 1 2 26,999 | 27,181 -0,669 53,253 | 54,362 -2,040
2 2 39,506 | 39,916 -1,028 77,453 | 79,833 -2,981
3 1 46,124 | 46,483 -0,773 90,649 | 92,967 -2,493
1 3 52,029 | 52,462 -0,825 | 101,850 | 104,924 | -2,929
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Tabela 4.29 — Comparacéo entre os resultados analiticos e numéricos das frequéncias
naturais para o Caso 18 (A-A-E-E)

h=0,1m h=0,2m
Numeérico | Analitico Numeérico | Analitico
¢ m n £ (H2) f (H2) Erro (%) f (H2) f (H2) Erro (%)
1 1 12,472 | 12,541 -0,548 24,708 | 25,082 -1,489
2 1 27,903 | 28,057 -0,548 55,020 | 56,114 -1,949
06 1 2 28,013 | 28,173 -0,567 55,231 | 56,345 -1,978
’ 2 2 42,675 | 43,035 -0,837 83,534 | 86,071 -2,947
1 3 52,793 | 53,111 -0,598 | 103,270 | 106,221 | -2,778
3 1 52,876 | 53,157 -0,529 | 103,460 | 106,314 | -2,684
1 1 12,470 12,541 -0,564 24,707 25,082 -1,493
2 1 27,887 | 28,057 -0,605 54,994 | 56,114 -1,996
0.4 1 2 27,995 | 28,173 -0,631 55,205 | 56,345 -2,024
2 2 42,621 | 43,035 -0,963 83,479 | 86,071 -3,011
1 3 52,672 | 53,111 -0,826 | 103,060 | 106,221 | -2,976
3 1 52,750 | 53,157 -0,766 | 103,250 | 106,314 | -2,882
1 1 12,470 | 12,541 -0,564 24,706 | 25,082 -1,497
2 1 27,884 | 28,057 -0,616 54,990 | 56,114 -2,003
03 1 2 27,992 | 28,173 -0,642 55,200 | 56,345 -2,033
’ 2 2 42,616 | 43,035 -0,974 83,472 | 86,071 -3,019
1 3 52,652 | 53,111 -0,864 | 103,030 | 106,221 | -3,004
3 1 52,730 | 53,157 -0,803 | 103,220 | 106,314 | -2,910
1 1 12,470 | 12,541 -0,564 24,706 | 25,082 -1,497
2 1 27,883 | 28,057 -0,620 54,989 | 56,114 -2,004
0,2 1 2 27,992 | 28,173 -0,642 55,199 | 56,345 -2,035
2 2 42,614 | 43,035 -0,979 83,469 | 86,071 -3,023
1 3 52,645 | 53,111 -0,877 | 103,020 | 106,221 | -3,014
3 1 52,723 | 53,157 -0,816 | 103,200 | 106,314 | -2,929
1 1 12,470 | 12,541 -0,564 24,706 | 25,082 -1,497
2 1 27,883 | 28,057 -0,620 54,988 | 56,114 -2,006
01 1 2 27,991 | 28,173 -0,645 55,199 | 56,345 -2,035
2 2 42,614 | 43,035 -0,979 83,469 | 86,071 -3,023
1 3 52,644 | 53,111 -0,879 | 103,010 | 106,221 | -3,023
3 1 52,722 | 53,157 -0,818 | 103,200 | 106,314 | -2,929
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Tabela 4.30 — Comparacéo entre os resultados analiticos e numéricos das frequéncias
naturais para o Caso 19 (E-A-E-A)

h=0,1m h=0,2m
Numeérico | Analitico Numeérico | Analitico
¢ m n £ (H2) f (H2) Erro (%) f (H2) f (H2) Erro (%)
1 1 13,356 | 13,417 -0,452 26,456 | 26,833 -1,406
2 1 25,239 | 25,369 -0,512 49,834 | 50,738 -1,781
06 1 2 31,943 | 32,126 -0,569 62,815 | 64,252 -2,236
’ 2 2 43,483 | 43,837 -0,808 85,058 | 87,674 -2,984
3 1 47,151 | 47,364 -0,450 92,589 | 94,728 -2,258
1 3 59,451 | 59,831 -0,634 | 115,760 | 119,661 | -3,260
1 1 13,355 | 13,417 -0,460 26,454 | 26,833 -1,414
2 1 25,225 | 25,369 -0,567 49,817 | 50,738 -1,815
0.4 1 2 31,920 | 32,126 -0,641 62,773 | 64,252 -2,302
2 2 43,429 | 43,837 -0,931 84,998 | 87,674 -3,053
3 1 47,055 | 47,364 -0,652 92,446 | 94,728 -2,409
1 3 59,285 | 59,831 -0,912 | 115,460 | 119,661 | -3,511
1 1 13,355 | 13,417 -0,460 26,453 | 26,833 -1,418
2 1 25,223 | 25,369 -0,575 49,815 | 50,738 -1,819
03 1 2 31,916 | 32,126 -0,653 62,766 | 64,252 -2,313
’ 2 2 43,424 | 43,837 -0,942 84,989 | 87,674 -3,063
3 1 47,042 | 47,364 -0,680 92,423 | 94,728 -2,433
1 3 59,256 | 59,831 -0,960 | 115,400 | 119,661 | -3,561
1 1 13,355 | 13,417 -0,460 26,453 | 26,833 -1,418
2 1 25,223 | 25,369 -0,575 49,814 | 50,738 -1,821
0.2 1 2 31,915 | 32,126 -0,657 62,763 | 64,252 -2,317
' 2 2 43,422 | 43,837 -0,947 84,986 | 87,674 -3,066
3 1 47,037 | 47,364 -0,690 92,414 | 94,728 -2,443
1 3 59,245 | 59,831 -0,979 | 115,380 | 119,661 | -3,578
1 1 13,355 | 13,417 -0,460 26,453 | 26,833 -1,418
2 1 25,223 | 25,369 -0,575 49,814 | 50,738 -1,821
01 1 2 31,914 | 32,126 -0,660 62,762 | 64,252 -2,319
2 2 43,422 | 43,837 -0,947 84,985 | 87,674 -3,067
3 1 47,036 | 47,364 -0,692 92,412 | 94,728 -2,445
1 3 59,243 | 59,831 -0,982 | 115,380 | 119,661 | -3,578
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Tabela 4.31 — Comparacéo entre os resultados analiticos e numéricos das frequéncias
naturais para o Caso 20 (A-E-E-E)

h=0,1m h=0,2m
Numeérico | Analitico Numeérico | Analitico
¢ m n £ (H2) f (H2) Erro (%) f (H2) f (H2) Erro (%)
1 1 14,693 | 14,751 -0,396 29,103 | 29,503 -1,355
1 2 29,216 | 29,359 -0,488 57,583 | 58,718 -1,933
06 2 1 32,766 | 32,942 -0,533 64,418 | 65,883 -2,224
’ 2 2 46,398 | 46,715 -0,679 90,646 | 93,430 -2,980
1 3 53,669 | 53,945 -0,511 | 104,940 | 107,890 | -2,734
3 1 60,059 | 60,433 -0,619 | 116,900 | 120,866 | -3,281
1 1 14,689 | 14,751 -0,423 29,100 | 29,503 -1,365
1 2 29,190 | 29,359 -0,576 57,554 | 58,718 -1,983
0.4 2 1 32,736 | 32,942 -0,624 64,373 | 65,883 -2,292
2 2 46,310 | 46,715 -0,867 90,569 | 93,430 -3,062
1 3 53,523 | 53,945 -0,782 | 104,720 | 107,890 | -2,938
3 1 59,873 | 60,433 -0,927 | 116,590 | 120,866 | -3,538
1 1 14,689 | 14,751 -0,423 29,100 | 29,503 -1,365
1 2 29,187 | 29,359 -0,586 57,550 | 58,718 -1,990
03 2 1 32,732 | 32,942 -0,636 64,366 | 65,883 -2,303
’ 2 2 46,302 | 46,715 -0,884 90,559 | 93,430 -3,073
1 3 53,503 | 53,945 -0,819 | 104,690 | 107,890 | -2,966
3 1 59,843 | 60,433 -0,976 | 116,540 | 120,866 | -3,579
1 1 14,689 | 14,751 -0,423 29,099 | 29,503 -1,369
1 2 29,187 | 29,359 -0,586 57,548 | 58,718 -1,993
0,2 2 1 32,730 | 32,942 -0,642 64,363 | 65,883 -2,307
2 2 46,300 | 46,715 -0,889 90,555 | 93,430 -3,077
1 3 53,495 | 53,945 -0,834 | 104,680 | 107,890 | -2,975
3 1 59,833 | 60,433 -0,993 | 116,520 | 120,866 | -3,596
1 1 14,689 | 14,751 -0,423 29,099 | 29,503 -1,369
1 2 29,186 | 29,359 -0,590 57,548 | 58,718 -1,993
01 2 1 32,730 | 32,942 -0,642 64,363 | 65,883 -2,307
2 2 46,300 | 46,715 -0,889 90,554 | 93,430 -3,078
1 3 53,494 | 53,945 -0,836 | 104,670 | 107,890 | -2,984
3 1 59,830 | 60,433 -0,998 | 116,510 | 120,866 | -3,604
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Tabela 4.32 — Comparacéo entre os resultados analiticos e numéricos das frequéncias
naturais para o Caso 21 (E-E-E-E)

h=0,1m h=0,2m
Numeérico | Analitico Numeérico | Analitico
¢ m n £ (H2) f (H2) Erro (%) f (H2) f (H2) Erro (%)
1 1 16,630 | 16,679 -0,296 32,932 | 33,359 -1,279
2 1 33,865 | 34,021 -0,460 66,559 | 68,043 -2,181
06 1 2 33,865 | 34,021 -0,460 66,559 | 68,043 -2,181
’ 2 2 49,890 | 50,191 -0,600 97,287 | 100,382 | -3,083
3 1 60,654 | 60,989 -0,550 | 117,990 | 121,978 | -3,270
1 3 60,976 | 61,267 -0,475 | 118,640 | 122,535 | -3,178
1 1 16,623 | 16,679 -0,338 32,927 | 33,359 -1,294
2 1 33,823 | 34,021 -0,583 66,510 | 68,043 -2,253
0.4 1 2 33,823 | 34,021 -0,583 66,510 | 68,043 -2,253
2 2 49,755 | 50,191 -0,869 97,185 | 100,382 | -3,185
3 1 60,450 | 60,989 -0,884 | 117,670 | 121,978 | -3,532
1 3 60,751 | 61,267 -0,843 | 118,320 | 122,535 | -3,439
1 1 16,622 | 16,679 -0,344 32,927 | 33,359 -1,294
2 1 33,818 | 34,021 -0,598 66,503 | 68,043 -2,263
03 1 2 33,818 | 34,021 -0,598 66,503 | 68,043 -2,263
’ 2 2 49,743 | 50,191 -0,892 97,172 | 100,382 | -3,198
3 1 60,420 | 60,989 -0,933 | 117,620 | 121,978 | -3,573
1 3 60,719 | 61,267 -0,895 | 118,260 | 122,535 | -3,488
1 1 16,622 | 16,679 -0,344 32,927 | 33,359 -1,294
2 1 33,816 | 34,021 -0,604 66,500 | 68,043 -2,267
0,2 1 2 33,816 | 34,021 -0,604 66,500 | 68,043 -2,267
2 2 49,740 | 50,191 -0,898 97,168 | 100,382 | -3,202
3 1 60,409 | 60,989 -0,951 | 117,600 | 121,978 | -3,589
1 3 60,707 | 61,267 -0,914 | 118,240 | 122,535 | -3,505
1 1 16,622 | 16,679 -0,344 32,927 | 33,359 -1,294
2 1 33,816 | 34,021 -0,604 66,500 | 68,043 -2,267
01 1 2 33,816 | 34,021 -0,604 66,500 | 68,043 -2,267
2 2 49,739 | 50,191 -0,900 97,167 | 100,382 | -3,203
3 1 60,407 | 60,989 -0,955 | 117,590 | 121,978 | -3,598
1 3 60,705 | 61,267 -0,918 | 118,240 | 122,535 | -3,505

Apresentam-se, a seqguir, graficos comparativos entre 0s casos em estudo e o Caso 1 (placa
simplesmente apoiada nas quatro bordas). Verifica-se a comparagdo entre 0S
desenvolvimentos das frequéncias naturais para 0s seis primeiros modos de vibragdo

observados. Plotou-se a frequéncia natural correspondente a cada modo de vibracao, sendo
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que os modos foram ordenados em ordem crescente de frequéncia (conforme sdo
apresentados nas tabelas desse trabalho).
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Figura 4.19 — Frequéncias naturais analisadas no Caso 2
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Figura 4.20 — Frequéncias naturais analisadas no Caso 3

95



50
40 //
£ 30
£ F\-'/ /’ A-A-A-A
~ -l A-A-A-
e % / ,__/ L-L-L-E
—o—L-L-L-
10 //'
0 —

0 2 4 6
Ordem dos modos de vibracéo

Figura 4.21 — Frequéncias naturais analisadas no Caso 4
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Figura 4.22 — Frequéncias naturais analisadas no Caso 5
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Figura 4.23 — Frequéncias naturais analisadas no Caso 6
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Figura 4.24 — Frequéncias naturais analisadas no Caso 7

50
—=—A-A-A-A

/“/
/

0 2 4 6
Ordem dos modos de vibragdo

N
o

w
o

o (rad/s)

N
o

[EEN
o

o

Figura 4.25 — Frequéncias naturais analisadas no Caso 8
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Figura 4.26 — Frequéncias naturais analisadas no Caso 9
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Figura 4.27 — Frequéncias naturais analisadas no Caso 10
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Figura 4.28 — Frequéncias naturais analisadas no Caso 11
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Figura 4.29 — Frequéncias naturais analisadas no Caso 12
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Figura 4.30 — Frequéncias naturais analisadas no Caso 13

" A
YA

//q/ ——L-A-A-E

0 2 4 6
Ordem dos modos de vibragdo

N
o

w
o

o (rad/s)

N
o

[EEN
o

o

Figura 4.31 — Frequéncias naturais analisadas no Caso 14
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Figura 4.32 — Frequéncias naturais analisadas no Caso 15
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Figura 4.33 — Frequéncias naturais analisadas no Caso 16
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Figura 4.34 — Frequéncias naturais analisadas no Caso 17
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Figura 4.35 — Frequéncias naturais analisadas no Caso 18
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Figura 4.36 — Frequéncias naturais analisadas no Caso 19
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Figura 4.37 — Frequéncias naturais analisadas no Caso 20
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Figura 4.38 — Frequéncias naturais analisadas no Caso 21
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Nas tabelas a seguir estdo os modos de vibragdo para as seis primeiras frequéncias naturais
para h=0,1 m, mostrando as meia-ondas nas dire¢Bes x e y que fornecem os indices m e n,
respectivamente. E interessante notar uma correlacdo entre as deformadas obtidas no Caso
1 e as outras deformadas, embora a condicdo de contorno livre ndo permita o
desenvolvimento completo das meia-ondas, é fécil fazer a correlagdo pra identificar os

modos de vibragdo observados em todos 0s casos.

Tabela 4.33 Deformadas dos seis primeiros modos de vibracdo para o Caso 2

Modo de vibracao Frequéencia Deformada modal
(m,n) (Hz)
2,2 6,198
1,3 9,072
31 11,232
32 16,005
2.3 16,005
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41

28,217

Tabela 4.34 Deformadas dos seis primeiros modos de vibracdo para o Caso 3

Modo de vibracéo Frequéncia Deformada modal
(m,n) (Hz)
1,2 3,048
2,1 6,896
2,2 11,663
1,3 11,991
3,1 22,276
2,3 23,292
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Tabela 4.35 Deformadas dos seis primeiros modos de vibragéo para o Caso 4

Modo de vibrag&o Frequéncia Deformada modal
(m,n) (Hz)
1,1 1,608
12 3,022
21 9,844
13 12,556
22 14,258
23 24,894
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Tabela 4.36 Deformadas dos seis primeiros modos de vibragdo para o Caso 5

Modo de vibragdo Frequencia Deformada modal
(m,n) (Hz)
1,1 1,545
1,2 7,972
2.1 8,904
22 17,519
1,3 23,543
31 24,670
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Tabela 4.37 Deformadas dos seis primeiros modos de vibragdo para o Caso 6

Modo de vibragao Frequencia Deformada modal
(m,n) (Hz)
1,1 4,458
1,2 7,396
1,3 16,829
2.1 17,999
22 21,494
2.3 32,360
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Tabela 4.38 Deformadas dos seis primeiros modos de vibragdo para o Caso 7

Modo de vibragdo Frequencia Deformada modal
(m,n) (Hz)
1,1 7,028
1,2 9,467
13 18,238
21 22,825
22 25,898
14 35,519
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Tabela 4.39 Deformadas dos seis primeiros modos de vibragdo para o Caso 8

Modo de vibrag&o Frequéncia Deformada modal
(m,n) (Hz)
1,1 2,467
12 8,796
21 11,385
22 19,786
13 24,316
31 29,386

108



Tabela 4.40 Deformadas dos seis primeiros modos de vibracgdo para o Caso 9

Modo de vibrag&o Frequencia Deformada modal
(m,n) (Hz)
11 10,245
12 12,176
13 20,056
2.1 28,196
22 30,910
14 36,699
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Tabela 4.41 Deformadas dos seis primeiros modos de vibragéo para o Caso 10

Modo de vibragdo Frequencia Deformada modal
(m,n) (Hz)
11 3,196
21 11,027
12 12,277
22 21,913
13 28,899
31 30,212
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Tabela 4.42 Deformadas dos seis primeiros modos de vibragéo para o Caso 11

Modo de vibragdo Frequencia Deformada modal
(m,n) (Hz)
11 5,384
1.2 12,732
2.1 19,010
2.2 27,090
13 28,427
31 41,593
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Tabela 4.43 Deformadas dos seis primeiros modos de vibragéo para o Caso 12

Modo de vibragao Frequencia Deformada modal
(m,n) (Hz)
1,1 5,846
1,2 15,191
2.1 19,243
2.2 28,921
1,3 33,278
31 41,739
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Tabela 4.44 Deformadas dos seis primeiros modos de vibragéo para o Caso 13

Modo de vibragdo Frequencia Deformada modal
(m,n) (Hz)
1,2 16,384 -
2,1 28,967 -
13 30,726
2,2 35,563 -
2,3 49,906 ~
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Tabela 4.45 Deformadas dos seis primeiros modos de vibragéo para o Caso 14

Modo de vibragéo Frequéncia Deformada modal
(m,n) (Hz)

. - -
1,2 14,298 -
2,1 23,703 -
13 29,437

2,2 31,017 -
2,3 46,295 -
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Tabela 4.46 Deformadas dos seis primeiros modos de vibragdo para o Caso 15

Modo de vibragdo Frequencia Deformada modal
(m,n) (Hz)
11 8,094
1.2 16,571
2.1 23,895
2.2 32,660
1.3 34,178
31 48,654
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Tabela 4.47 Deformadas dos seis primeiros modos de vibragéo para o Caso 16

Modo de vibragdo Frequencia Deformada modal
(m,n) (Hz)
11 11,048
12 18,433
2.1 29,128
13 35,303
2.2 37,049
23 53,497
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Tabela 4.48 Deformadas dos seis primeiros modos de vibragéo para o Caso 17

Modo de vibrag&o Frequencia Deformada modal
(m,n) (Hz)
11 10,888
21 23,787
12 26,999
22 39,506
3,1 46,124
13 52,029
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Tabela 4.49 Deformadas dos seis primeiros modos de vibragao para o Caso 18

Modo de vibragdo Frequencia Deformada modal
(m,n) (Hz)
1,1 12,470 -
2.1 27,883 -
o

2,2 42,614

N o -
3,1 52,722 -
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Tabela 4.50 Deformadas dos seis primeiros modos de vibragéo para o Caso 19

_Mogo de Frequencia Deformada modal (numérico) | Deformada modal (analitico)
vibragdo (m,n) (Hz)

1,1 13,355 -

2,1 25,223 - :

1,2 31,914 "

2,2 43,422

3,1 47,036

r U4
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1,3 59,243

Tabela 4.51 Deformadas dos seis primeiros modos de vibragdo para o Caso 20

Modo de vibragéo Frequéncia Deformada modal
(m,n) (Hz)
11 14,689
12 29,186
2.1 32,730
22 46,300
13 53,494
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3,1 59,830

Tabela 4.52 Deformadas dos seis primeiros modos de vibragéo para o Caso 21

Modo de vibracéo Frequéncia Deformada modal
(m,n) (Hz)
11 16,622
2,1 33,816
1,2 33,816
2,2 49,739
3,1 60,407
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1,3

60,705
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5 CONCLUSOES E SUGESTOES

Este capitulo divide-se em conclusfes observadas durante os estudos, realizagbes das
andlises e reflexdes sobre 0s resultados, e sugestdes para trabalhos futuros.

5.1 CONCLUSOES

Neste trabalho foi mostrado um procedimento para estudo da vibragdo livre em placas
retangulares finas, aplicado mais especificamente em placas quadradas. Mostrou-se a
variacdo e influéncia de alguns pardmetros e das condicGes de vinculacdo nas respostas de

frequéncias naturais e deformadas modais.

A partir das equacOes analiticas e tabelas desenvolvidas por autores consagrados foi
possivel obter as solucGes de frequéncias naturais para diversos casos. Obteve-se as
solucdes analiticas para a deformada modal de apenas dois casos, (A-A-A-A) e (E-A-E-A),
pois exigem a utilizacdo e resolucdo de expressées complicadas. Surgem como um artificio

para a validacgéo e interpretacdo dos resultados obtidos numericamente.

A simulacdo numérica, realizada em elementos finitos por meio do programa ANSYS,
proporcionou resultados que foram comparados com os analiticos e representacdes

tridimensionais das deformadas modais.

Foi realizada uma rapida analise pelo método das diferencas finitas, mostrando a sua
eficacia, simplicidade e rapidez, evidenciando ndo ser preciso conhecimentos profundos e
avancados para utilizd-lo em um problema de dificil solucdo como o de vibracdo em

placas.
Para a analise numérica foi utilizado o elemento SHELL281 da biblioteca do ANSYS, o
qual foi testado e validado com resultados encontrados em (Silva, 1998). Foram feitos

testes de convergéncia e analises de duas placas, uma fina e uma espessa.

Das analises, é possivel perceber que as respostas obtidas por elementos finitos séo

extremamente precisas, inclusive sendo eficazes para analises de placas espessas. A analise
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numérica é, portanto, um processo interessante que apresenta resultados rapidos e
satisfatorios, podendo ser aplicados em estruturas de geometrias complexas sem solugdes

analiticas.

A evolugdo das frequéncias naturais em funcdo do nimero de meia-onda em determinada
direcdo evidenciou a presenca apenas do tramo ascendente para as placas. Conclui-se que a
menor energia serd sempre referente ao primeiro modo (1,1) e para valores maiores de m
ou n a menor energia se da com a presenca de uma meia-onda na outra direcdo, isto € (1,2),
(1,3), (6,1) e (7,1) seriam os modos de menor energia (frequéncias mais baixas) para 0s
casos constantes n=2, n=3, m=6 e m=7. Evidencia-se esse fato nas Figuras 4.16 e 4.17. A
comparacdo imediata com as cascas € natural, esta apresenta ramo descendente e
ascendente, ndo sendo previsiveis 0s modos de menor energia (sdo, ainda, influenciados
pelos pardmetros geométricos da casca), em contrapartida conclui-se a previsibilidade dos
modos da placa. A Figura 5.1 a seguir mostra o desenvolvimento das frequéncias de uma

casca de modo analogo as Figuras 4.16 e 4.17.

18000
16000 /"
~ 14000
§ 12000 ~ m=1 Analitico
?L;’ 10000 \ i{/ m=2 Analitico
2 8000 \ / m=1 Numérico
% 6000 /" + m=2 Numérico
L 4000 t\ 7 x m=1 Experimental
2000 ‘;I:/ m=2 Experimental
0 .

0 2 4 6 8 10
NuUmero de ondas circunferenciais (n)

Figura 5.1 Frequéncias naturais para uma casca cilindrica circular vibrando livremente com
seus extremos engastado-engastado (Lopez, Dutra e Pedroso, 2013)

Em cada caso de vincula¢do estudado evidenciou-se o desenvolvimento das frequéncias
naturais em ordem de surgimento (ordem crescente de energia e de frequéncia)
comparando com o0 caso da placa totalmente apoiada (Caso 1) esclarecendo se a

configuracdo de apoios em questdo é mais ou menos rigida. Quando é menos rigido a curva
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valores menores de frequéncia e estd abaixo da curva de comparacdo (placa A-A-A-A),

para casos mais rigidos é observado o contrério.

As representacdes tridimensionais das deformadas modais sdo uma adicdo interessante
pelo fécil entendimento visual proporcionado e pela dificuldade em encontra-las na
literatura. S&o representagdes qualitativas que evidenciam as diferengas que as condicOes
de vinculacdo causam na deformada e permitem a visualizacdo clara das meia-ondas. A
presenca de deformadas alternativas para os modos de vibracdo atrapalham a visualizagao

das meia-ondas, mas sdo facilmente identificados pois se repetem entre casos.

Deste modo, este trabalho tem como contribuicdo, a elaboracdo de um material didatico
que permita uma iniciacdo no campo de analises dindmicas de placas, investigacdo e
representacdo de tendéncias das respostas em funcdo de pardmetros que controlam o
fendmeno e a representacao das deformadas modais para varios casos de vinculacgao, sendo

este Ultimo escasso na literatura.

5.2 SUGESTOES

Expandir o estudo para placas espessas, utilizar a teoria de Reissner-Mindlin e

comparar as respostas analiticas e numéricas para varios casos;

e Estudar condigdes de vinculacdo especiais, como uma placa apoiada em apenas
alguns pontos por exemplo;

e Realizar o estudo com placas de diferentes geometrias, circular ou triangular por
exemplo;

e Realizar o estudo com carregamento dindmico;

e Expandir a andlise feita com o método das diferencas finitas para malhas mais
refinadas, utilizando um computador para auxiliar nos calculos;

e Realizar analises para outras condi¢Ges de contorno por meio do meétodo das

diferengas finitas.
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APENDICE A DEFORMADAS ADICIONAIS

A tabela a seguir contém os quatorze modos de vibragdo do Caso 1 que ndo foram
mostrados na sec¢do 4.2.1. Referem-se ao caso de h=0,1 m, mostrando as meia-ondas nas
direcdes x e y que fornecem os indices m e n, respectivamente. Em alguns modos percebe-
se a distor¢do na deformada por ser se tratar de uma representacao alternativa, tornando,

assim, dificil de saber qual o niUmero de meia-onda correspondente a cada direcao.

Tabela A.1 — Modos de vibracao restantes e suas respectivas deformadas modais para o
Caso 1 (A-A-A-A)

Modo de vibragéo Frequéncia Deformada modal
(m,n) (Hz)
3’2 o -
e - -
4,1 76,975 -
14 76,975
3,3 80,997 -
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4,2 90,143
2,4 90,152
4,3 112,180
3,4 112,180
5,1 117,270
1,5 117,270
52 130,300

131




2,5

130,300

4,4

143,020
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APENDICE B METODO DAS DIFERENCAS FINITAS

A idéia do método das diferencas finitas é transformar a resolugdo de uma equacgdo
diferencial na resolucdo de um sistema de equagbes algébricas, usando para isto
aproximacgOes das derivadas que aparecem nas equacbes em diferencas finitas. E um
método numeérico que pode ser usado em muitos problemas de engenharia, como resolucao
de placas, transferéncia de calor, deformacdes em vigas e outros, especialmente quando
resolucbes analiticas sdo de dificil determinagdo. Esse tratamento numérico das equacgdes
diferenciais rende resultados aproximados, aceitaveis na maioria dos casos (Szilard, 1974).

O método consiste em considerar uma funcédo geral y=f(x) com o eixo x sendo dividido em
intervalos regulares Ax, ndo sendo necessariamente iguais. Caracteriza-se 0s pontos

criados por indices para representar o ordenamento dos mesmos, tem-se entdo pontos m-1,
m, m+1, etc, com os respectivos valores da fungdo nesses pontos Y. ., Y, € Ymu

(Pedroso, 2011).

7/ y=f(x)

Ax AxX >
X m-1 Xm X m+1

Figura B.1 — Aproximacéo de Taylor por diferenca centrada (Pedroso, 2011)

Por série de Taylor:

(B.1)




Por meio das equacdes (B.1) formula-se as aproximacdes de diferencas finitas centrais das
derivadas de qualquer ordem, porém mostra-se apenas até a quarta ordem por ser as mais

usuais nos problemas de engenharia:

Derivada de primeira ordem 5
X

£ (xr ax)— (= a) = £()+ Iy gy I - AIX) o
dx dx dx (B 2)
df (X) _ f(X+AX)_ f(X_AX) — Y = Yma .

dx 2AX 2AX
2
Derivada de segunda ordem %Sx) :
X
2 2
f(x+Ax)+ f(x—Ax)= f(x)+ d;(xx) ax+ 2 digX) (A;)
df (x) 2 £ (x) (Ax)’ d” f (x) (Ax)’
+ f(x)- ™ ax+ 2 VT =2f(x)+2 I (B.3)
d*f(x) _ f(x+Ax)-2F(x)+ fF(X=A%) _ Yo =2V + Vs
dx? (Ax)* (Ax)*
3
Derivada de terceira ordem %gx) :
X
d?f(x+Ax) d?f(x—Ax)
d*f(x)_d(d*f())_  dx* = dx*  _
dx*  dx| dx® ) 2AX -
_ L[ (A AX) -2 (x+ AX)+ F(x+ Ax—AX)
2AX (AxY (B.4)
P AX+ AX) -2 (x— AX)+ F(x—AX—AX) | _
(Ax)
_ f(X+2A%) = 2f (X + Ax)+ 2 f (x — AX)— f(x— 2Ax) Voo =2V +2Yr 4 = Yoo
2(Ax)* 2(Ax)*
d*f(x).

Derivada de quarta ordem 4

dx
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d?f(x+Ax) dzf(x)+d2f(x—Ax)

a0 A% (FH0)) e el ¢ _
dx*  dx®( dx? (Ax )’
_ L] (A AX) - 2F (x+ AX) + f(x+ AX—AX)
(Ax)’ (Ax)’
f(x+Ax)-2f(x)+ f(x—Ax) f(x=Ax+Ax)—2f(x—Ax)+ f(x— Ax— AX)
—2 : + > = (B.9)
(Ax) (Ax)
_ F(x+2A%) - 4F(x+ Ax)+ 6 f (x) - 4f (x - Ax) + f (x — 2AX)
(Ax)*
d ! f (X) _ ym+2 _4ym+l + 6ym _4ym—1 + ym—Z
dx* (Ax)*

A Figura B.2 a seguir mostra o resumo dos operadores para a utilizacdo do método das
diferencas finitas. E necessario uma manipulacdo extra para chegar ao operador que se
utiliza na analise de placas (definido na secdo B.2), mas é de extrema importancia definir

esses operadores basicos que serdo necessarios.

Operador Célula
Aproxim. (coeficientes)

‘I\_{

E: —
—_1
®
®
©
O,
)

{575T4 ); (Ai ' @ © © © ®]

Figura B.2 — Representacdo esquematica dos operadores para diferenga finita central
(Pedroso, 2005)
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B.1 CONDICOES DE CONTORNO

As condi¢bes de contorno, no método das diferencas finitas, tém a funcdo de diminuir o
numero de variaveis do sistema por meio de valores conhecidos dos pontos que estdo sobre
0 contorno e/ou relagbes entre pontos fora da viga ou placa, (pontos virtuais que
complementam a malha) e pontos no interior. Chega-se, entdo, a sistemas possiveis e
determinados para problemas estaticos e problemas de autovalores e autovetores para

problemas dinamicos (Pedroso, 2005).

Engaste:

i-1 i i+1

Figura B.3 — Extremo engastado com ponto virtual e ponto interno (Pedroso, 2005)

Deslocamento (flecha) no engaste é zero: y,, =0

% 0= ym+l B ym—l

Rotacéo no engaste é zero:
¢ g dx 2AX

= Yna = Yma

Apoio:

1 i+1
Figura B.4 — Extremo apoiado com ponto virtual e ponto interno (Pedroso, 2005)

Deslocamento (flecha) no apoio é zero: y,, =0

d’y Yora = 2Yn +Y
m_Q0= m+1 m m-1 = - _
dX2 (AX)Z ym—l ym+l

Momento fletor no apoio é zero:
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Livre:

2 i1 i+ 2

Figura B.5 — Extremo livre com pontos virtuais e pontos internos (Pedroso, 2005)

2

d Y 0= ym+1_2ym+ym—l

Momento na extremidade é zero: —; 5
dx (Ax)

= ym—l = 2ym - ym+1

Cortante na extremidade ¢ zero: dx’ 2(Ax)’
Y2 = Ym2 ~ 2ym+1 + 2ym—l = Y2 _4ym+1 + 4ym

d 3ym —0= Y2 — 2ym+l + 2ym—l ~—Ymo

Apesar dos esquemas representados e das equacOes terem utilizados a viga como exemplo,
pode-se facilmente extrapolar os resultados para o caso de placas. O interesse estd na
ordem da derivada, relacdo entre o ponto virtual e o ponto interno e valor do ponto no
contorno, basta utilizar o que foi apresentado para uma borda e encontrar-se-4 0 que €

necessario, claro que aplicando para x e para y conforme necessario.
Portanto, se faz a substituicdo das derivadas pelas equaces ja apresentadas para diferencas
finitas centrais (equaces (B.2) a (B.5)) nas equacdes pertinentes para o contorno da placa,

hora para uma linha paralela ao eixo x, hora para uma paralela ao eixo y.

Exemplo para o engaste tendo em vista as equac6es em (3.40):

(Wm!n )x:o,x:a =
(Wm,n )y=0,y=b =
ow
(&] ‘0 xn =0= Wm+1,n = Wm—l,n (BG)
[a_WJ = O = Wm,n+l = VVm,n—l
8}/ y=0,y=b
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O subindice n representa 0 mesmo que o0 subindice m, mas diz respeito ao eixo y.
Anteriormente trabalhou-se com uma curva ficticia que tinha a posi¢do no eixo x como
variavel independente, para placas deve-se trabalhar em duas dimens@es e tanto o eixo X

guanto o eixo y fornecem variaveis independentes.

As relacbes na equacdo (B.6) mostram como € simples aplicar para placas as relagdes

estabelecidas utilizando vigas.
B.2 APLICAQAO PARA PLACAS

A solucdo de problemas de placa pelo método classico é limitada a placas de geometria,
carregamentos e condi¢Ges de contorno muito simples. A analise pode ganhar muito em

complexidade, conforme o problema, e tornar-se impraticavel (Pedroso, 1999).

Devido a isso, 0s métodos numéricos tornaram-se bastante difundidos, em especial com o
desenvolvimento dos computadores. O método das diferencas finitas constitui um método
numeérico extremamente simples e que pode ser utilizado para resolugdo de problemas de

placas apresentando resultados bastante interessantes.

O tratamento numérico de equacOes diferenciais pode produzir resultados aproximados
aceitaveis para os propdésitos mais praticos. Aplicando as diferengas finitas, as derivadas
nas equacles sdo substituidas por pequenas diferencas em pontos selecionados, pontos
localizados nas juntas de uma rede de formato retangular, triangular ou algum outro (malha
de pontos). O deslocamento w(x,y) da placa é determinado por valores aproximados nos

pontos da malha.

Dada uma malha com espacamentos uniformes AX e Ay para 0S €ixos X eV,

respectivamente, e o conhecimento da equacdo (3.18) e do operador Laplaciano bi-
harmonico, tem-se as seguintes diferencas para os termos do Laplaciano (utilizando as
equacdes (B.2) e (B.4)):

64W _ Wm+2,n - 4Wm+1,n + 6Wm,n - 4Wm—1,n

ot (Ax)’

+W

m-2n (B.7)
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4
o'w _ Winni2 — 4w 1t 6Wm,n _4Wm,n—1 T Winno

B — B.8
oy* (A )4 (B.8)
o'w o o*w N o*w
o'w _ 0 (o'w)_ o) .o\ ) o ex? not
ox*oy®  oy* | ox® (ay)?
1
= W [Wm+l,n+1 - 2Wm,n+1 + Wi — 2(Wm+l,n - 2Wm’n + W,y )+ (B.9)

+ Wm+l,n—l - 2Wm,n—l +W

m-1,n-1

Valendo-se das parcelas do Laplaciano bi-harmdnico aproximadas pelas diferencas finitas
centrais nas equacdes (B.7) a (B.9), obtém-se o Laplaciano aproximado por diferencas
finitas para utilizar na equacdo (3.33) a fim de obter respostas dindmicas:

84W 84W 64W Wm+2,n - 4Wm+l,n + 6Wm,n - 4Wm—1,n +W
= t2 ot = 4
x' eyt oy (ax)

m-2,n

t— [WmH’n+1 —2W, 1 T W, Z(W —2W, W, )+ (B.10)

(ax)*(ay)

2w

m-1,n+1 m+1,n

" Wm,n+2 - 4Wm,n+l + 6Wm,n - 4Wm,n—l + Wm,n—2

o] o

+ W +W

m+l,n-1 — m,n—1

Caso a malha seja igualmente espagada em x e em y (procura-se sempre utilizar essa

facilidade) define-se Ax = Ay = A e a equacdo (B.10) apresenta-se de forma simplificada:

1

4

e W [WerZ'n - 4Wm+1,n + 6Wm,n - 4Wm—1,n +Wpoon t

+ 2Wm+l,n+l - 4Wm,n+l + 2Wm—l,m—l - 4Wm+1,n + 8Wm,n - 4Wm—1,n +

+ 2Wm+l,n—1 - 4'Wm,n—l + 2Wm—l,n—l + Wm,n+2 - 4'Wm,nJrl + 6Wm,n - 4'Wm,n—l + Wm,n*Z ] = (Bll)
1

= [Wm+2,n + Wm—2,n + Wm,n+2 + Wm,n—z _8Wm+l,n o 8Wm—l,n - 8Wm,n+1 _8Wm,n—1 +

(a)

+ 2Wm+l,n+l + 2Wm—1,n+1 + 2Wm+1,n—l + 2Wm—1,n—1 + 20Wm,n ]

A Figura B.6 representa a malha igualmente espacada bem como a ordem dos pontos

representada pelos subindice m e n.
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Z,W m-2 m-1 m m+1m+2
T T T | T =

Ax | Ax
n-2
n-1 p
ﬁy | ponto prvot
n R |
sﬁy fm, 1
n+1

n+ 2 I \
¥y ponto da malha

Figura B.6 — Malha igualmente espacada (Pedroso, 1999)

A Figura B.7 apresenta uma representacdo esquematica do operador de diferencas finitas
utilizado em andlises de placa. Este operador aproxima o operador Laplaciano em qualquer

problema a ser resolvido, seja estatico (equacéo (3.18)) ou dinamico (equacéo (3.33)).

Figura B.7 — Operador de diferencas finitas usado em problemas de placas

Aplicando o operador sobre cada ponto da malha e utilizando as condic¢des de contorno
para saber a relagdo entre pontos virtuais e pontos internos, bem como para saber o valor
dos pontos no contorno, monta-se um sistema de equagdes. Para 0 caso dindmico, caso

pertinente a esse trabalho, vale-se da equacdo (3.33) e tem-se um sistema do tipo

[AJx}—2[B]{x} =0, no qual [A] é a matriz dos coeficientes obtidos pela expressdo das
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diferencas finitas, [B] é a matriz diagonal das constantes, A é uma constante,

normalmente 1 = @”, € {x} é o0 vetor que representa amplitudes de vibragdo, no caso das

placas é o vetor dos deslocamentos w.

Pré-multiplicando o sistema por [B]™* e colocando {x} em evidéncia obtém-se o problema

de autovalores a ser resolvido para calcular as frequéncias naturais da placa:
[B]"([Al-4[B]fx}= 0= (C]- Al )ix}=0=C]-2[1] =0 (B.12)

Onde [I] é a matriz identidade e [C] é a matriz obtida da multiplicagéo da inversa de [B]

por [A].
B.3 PROPOSTA DO METODO DAS DIFERENCAS FINITAS

Embora o método das diferencas finitas ndo seja utilizado com frequéncia, por vezes
esquecido completamente, ele fornece bons resultados de maneira pratica e rapida.
Pretende-se demonstrar a eficicia e simplicidade da técnica aplicando-a para o Caso 1,
solucionado na secédo 4.2.1 pelo método dos elementos finitos e pela solucéo analitica de
(Blevins, 1979).

De acordo com as explicacGes e teorias apresentadas, utilizar-se-a duas discretizacoes
grosseiras para mostrar a boa evolugao dos resultados com o aumento da malha de pontos
(eficiéncia) e a praticidade e rapidez da técnica, procedendo, para tanto, com os célculos de
forma manual, com ajuda de uma calculadora cientifica e sem auxilio computacional ou de

uma calculadora gréfica.
B.3.1 Discretizagéo 1

Sabe-se que a quantidade de respostas fornecidas, quantas frequéncias naturais serdo
obtidas, estara de acordo com o numero de pontos utilizados na malha. A primeira

discretizagdo proposta diz respeito a divisdo de cada lado da placa em dois segmentos

. : . N a
iguais, assim tem-se a malha igualmente espacada nas direcbes X e y com: AX =

— €
2
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Ay :g. A configuracdo dos pontos esta representada na Figura B.8, lembrando que os

valores numéricos sao 0s mesmo apresentados no capitulo 4 por se tratar da mesma placa

sendo resolvida.

Os pontos no contorno da placa, nas bordas, apresentam deslocamento nulo pois as quatro
bordas sdo apoiados (condicGes de contorno fornecem informacgdes acerca dos pontos nas
bordas). Os pontos que estdo fora do limite da placa s&o os pontos virtuais que terdo
relacBes definidas pelas condi¢bes de contorno. Como apenas 0 ponto 1 apresenta

deslocamento, os pontos virtuais de interesse serdo aqueles que se relacionam com aquele
N o a b . ]
ponto. Os pontos virtuais também distam Ax = > ou Ay = > dos pontos vizinhos, é uma

grade de pontos uniforme e de espagamento constante.

A condicdo para 0s pontos virtuais € 0 momento nulo no contorno da placa:

2 w —2W_ +W
g \;V =0=—"12" (A m); = Wiian = Wnin (B.13)
X X ’ ’
Analogamente:
Wm,n+l = _Wm,n—l (814)
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y.n

» *» *»
3+n
a2 a/2
» L » % -
2 3 4
b/2
- » ] » »
5-m 5 1 G 6+m
b/2
» » * » L x.1m
7 g8 9
. . »
a-n

Figura B.8 — Malha de pontos das diferencas finitas com um ponto interno

Portanto, os pontos virtuais se relacionam com um ponto interno ao longo de uma linha
reta paralela a x ou a y que contenha os pontos em questdo. Os pontos virtuais de interesse,
os que foram nomeados na Figura B.8, apresentardo deslocamentos com o mesmo valor
absoluto do deslocamento do ponto 1, mas com sinal trocado. Como a e b tém o mesmo
valor, as divisdes Ax e Aytem o mesmo valor também, logo pode-se utilizar 0 mesmo
simbolo para ambas, ja que representara o passo com um valor Unico, para tanto adotar-se-
AAX=Ay=A.

Aplicando a técnica a equacéo diferencial de movimento, ou seja, substituindo a derivada

pela expresséo das diferengas finitas:

20w, —W, —W, —W, —W, @°M
(A) D

W, (B.15)
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Conforme dito, a quantidade de frequéncias obtidas esta ligada a discretizacdo da malha,
assim como a acuracia do método (erros menores séo obtidos com a maior discretizagao).
Pode-se eliminar o termo w, e encontrar a primeira frequéncia natural ou «,,, conforme
secdo 4.2.1. Entdo, substituindo os valores de acordo com o que j& foi apresentado

anteriormente e usando a primeira espessura estudada (a=b=6 m, p=2500 kg/m3, E=30

GPa, h=0,1 m e v=0,3, h=0,1 m):

= 16D4 = w,, =46,59rad /s = f,, =7,415Hz (B.16)
m(a)

Valendo-se da resposta analitica da Tabela 4.7 calcula-se o erro do resultado:

_ 7,415-9148

E(%) — fnumérico B fanalitico %100

f x100 = —18,944% (B.17)

analitico y

O erro é grande pois a malha é extremamente grosseira, € a menor malha que pode ser
utilizada. Mesmo assim ndo € um resultado alarmante, uma vez que a discretizacdo maior
melhorara a resposta e 0 erro ndo esta tdo grande. O processo € rapido e simples e pode

fornecer bons resultados.
B.3.2 Discretizagao 2

A segunda discretizacdo diz respeito a divisdo de cada lado da placa em trés segmentos

iguais (um passo a mais), assim tem-se a malha igualmente espacada nas direcfes x e y
a b . « . .
com: AX = 3 e Ay = 3 A configuracdo dos pontos esta representada na Figura B.9 com

0s pontos no contorno da placa novamente apresentando deslocamento nulo pois as quatro
bordas sdo apoiados. Os pontos que estdo fora do limite da placa sdo os pontos virtuais,
distantes Ax e Ay dos pontos vizinhos, que terdo relacdes definidas pelas condicdes de
contorno. Como apenas 0s pontos 1, 2, 3 e 4 apresentam deslocamento, os pontos virtuais

de interesse serdo aqueles que se relacionam com aqueles pontos.
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A condicdo para os pontos virtuais € o0 momento nulo no contorno da placa, conforme
secdo B.3.1. Portanto o ponto virtual se relaciona com um ponto interno que estd na mesma
linha dele, ou seja, deve-se andar duas casas, dois pontos, na grade de pontos para
encontrar o ponto interno que se relaciona com o ponto virtual em questdo. Para facilitar a
visualizagdo, os pontos virtuais foram nomeados com o nUmero do ponto interno
correspondente acompanhado de um sinal negativo que indica a diferenca de sinal no valor

do deslocamento, mas o0 mesmo valor absoluto.

y.n
-_1 -_2 -
a/3 a/3 a/3
» L & % »
3 6 7 8
b/3
» » - ] L
-1 9 1 2 10 2
b/3
1_3 |11 .3 |4 '12 1_4
b/3
» » » » » & X.m
13 14 15 16
» » * L

3 4
Figura B.9 — Malha de pontos das diferencas finitas com quatro pontos internos

Adotando Ax = Ay = A e de posse dos valores numéricos das grandezas relevantes (a=b=6
m, p=2500 kg/m?, E=30 GPa, h=0,1 m e v=0,3, h=0,1 m) procede-se & aplicacdo do
método a equacdo de movimento, sendo que, desta vez, obter-se-a quatro frequéncias

naturais com maior precisao. Constradi-se, entéo, o sistema de quatro equacdes:
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20w, —8w, —8w, +2w, —W, —W, _ @’M

2:

3:

(a)°

20w, —8w, —8w, + 2w, —w, —W,

W
D 1

®*m

()

20w, —8w, —8w, + 2w, — W, —W,

4

(a)

2 —
20w, —8w, —8w, +2w, —W, —W, @M

(a)

(B.18)

Em forma matricial para proceder ao problema de autovalores e autovetores, fazendo

— (. \4
A =" e adotando m(TA) = % como parte da constante:
% 0 0 O
18 -8 -8 2 |w 1 w,
818 2 -s|w,| |0 5 0 Oy,
-1
-8 2 18 -8|w, 0 0 1 0 [l Ws
2 -8 -8 18w, B W,
1
0 0 0 =
i B
g 0 0 018 -8 -8 2 10
o g 0 0(|-8 18 2 -8 01
= -1
O 0 p 0(|-8 2 18 -8 00
0O 0 0 p|2 -8 -8 18 00
186-1 -8 -84 2p3
-84 18p5-4 2p3 -84
= =0
-84 2 18p-4 -8p
2p3 -84 -84 18p-1

=0

wé I\)E I—‘E

o O O
O O O

=

=0=>

(B.19)

Calculando o determinante por expansdo em co-fatores (todos os célculos das se¢bes B.3.1

e B.3.2 foram realizados manualmente com o auxilio apenas de uma calculadora cientifica)

obtém-se uma equacdo polinomial de 4° grau, sendo A a incognita:

det = 2" —7282° +1680 32 1% —14848 ° 1 + 36864 8* =0
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O resultado da equacéo serdo quatro valores para A, que representam as quatro primeiras
frequéncias naturais que esperava-se obter, bastando apenas transformar os valores em
frequéncias (o,,, o,,, ®, € o,, de acordo com a Tabela 4.7). A seguir encontram-se as
respostas com 0s respectivos erros, no apéndice C encontra-se uma breve explicagédo sobre
como utilizar a expansdo em co-fatores para encontrar determinantes de matrizes e 0

passo-a-passo do célculo do determinante realizado nessa secao.

AN=Af=aw =2/f=2 /% —52,414rad /s = w,, = f,, =8,342Hz
(B.21)

analitico . 10() — M x100 =-8,811%

analitico y

E(%): fnumér;co_ f

A, =168 = w, =4/ =4 % =104,828rad /s = w,, = f,, =16,684Hz
m(a) (B.22)

E(%) — fnumérico — fanall’tico %100 = 16,684 — 22,87 %100 = —27,049%
fanall’tico 22’87
D
2y =168 = 0, =4[ =4 | —— =104,828rad /s = w,, = f,, =16,684Hz
m(a)
f f (B.23)
E(%) _ __numérico " analitico %100 = % x100 = —27,049%

analitico

A, =368=w, =6,/ =6 /% =157,243rad /'s = w,, = f,, = 25,026 Hz
m(a) (B.24)
25,026 — 36,592

E(%) — fnumérico B fanalitico %100 = 26592

¢ x100 = —-31,608%

analitico

Pode-se observar como a melhora na resposta foi grande apesar do pouco aumento na
malha, apenas uma divisdo a mais nos lados da placa. Obteve-se mais respostas, mais
frequéncias, e a resposta piora a cada combinacdo modal mais alta, apresenta erros
maiores. Duas raizes do polindmio foram iguais, fato que indica a representagdo das
combinagbes m=1; n=2 e m=2; n=1 que possuem 0 mesmo valor para a frequéncia natural,

conforme esperado de acordo com as respostas da Tabela 4.7.
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Utilizaram-se as menores malhas possiveis e a resposta da primeira frequéncia ja apresenta
erro menor que 10% com a melhora da discretizagdo. A cada malha mais refinada essas
respostas serdo mais e mais precisas, provando, portanto, a eficacia do método, sua
precisdo, sua simplicidade e rapidez, pois os calculos sdo faceis, diretos e ndo demandam
alto grau de conhecimento matematico, bem como séo possiveis de serem feitos de forma

manual.

N&o serdo apresentadas resolugdes para os demais casos estudados, mas acredita-se que as
respostas sejam igualmente satisfatorias. A aplica¢do continua simples, mudando apenas as
condigdes de contorno, ou seja, a relagdo do ponto virtual com o ponto interno e o valor do

ponto na borda.

N&o serdo resolvidos problemas com malhas mais refinadas pois a idéia era mostrar o facil
entendimento e a aplicacdo simples do método das diferencas finitas por meio de uma
resolucdo manual, assim como a boa precisdo inicial do mesmo. O processo torna-se
extenso e tedioso com o aumento da malha, recorrendo a algum programa de computador

para auxiliar nos célculos.
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APENDICE C METODO DA EXPANSAO EM CO-FATORES

De acordo com (Anton, 2001) a expansdo em co-fatores é um método para calcular
determinantes que é Util para célculos manuais. Primeiramente define-se o conceito de
menor e de co-fator: “Se A € uma matriz quadrada, entdo o determinante menor da entrada

a; , ou simplesmente 0 menor de a,, € denotado por M e definido como o determinante

ij?
da submatriz que sobra quando suprimimos a i-ésima linha e a j-ésima coluna de A. O

namero (— l)i” M;; € denotado por C; e € chamado de co-fator de a;” (Anton, 2001).

Seja a matriz A 4x4 definida a seguir e os menores M,,, M,,, M;; e M,,:

[A]= (C.1)

Ay dp3 Ay Ay 8y Ay

My=la, a3 ayl, M,=a; a5 aj (C.2)
Qg Q3 Ay Ay 843 Ay
Ay 8y Ay Ay 8y Ay

My =lay a; ayl, My =a; a;, ag (C.3)
A Qg Ay Ay 84 Ay

Os co-fatores C,,, C,,, C,; e C ,serdo:

C11 = (_ 1)l+1 M111 C12 = (_ l)l+2 M12 ) Cls = (_ 1)l+3 M13 ) C14 = (_ 1)l+4 M14 (C4)

E importante notar que a diferenca, quando ha, entre o co-fator e o menor de um elemento

a; € somente o sinal. Com as definicOes anteriores, pode-se enunciar o teorema da

expansdo em co-fatores: “O determinante de uma matriz A quadrada de qualquer tamanho

pode ser calculado multiplicando as entradas de qualquer linha, ou coluna, pelos seus co-
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fatores e somando 0S produtos resultantes, ou seja,
det(A)=a,,C,; +a,,C,; +a,,Cs; +...+a;C; (expansdo em co-fatores ao longo da j-ésima
coluna) e det(A)=a,C;, +8,,C;, +8,;C;; +...+a;C; (expanséo em co-fatores ao longo da

i-ésima linha)” (Anton, 2001).

A equacdo do determinante da matriz A da equagdo (C.1) para a expansdo ao longo da

primeira linha sera:

det(A)=a,,C,, +a,,C,, +a,.C,s +a,,C,, (C.5)
O determinante para expansao ao longo da primeira coluna sera:

det(A)=a,,C,, +a,,C,, +a,C,, +a,,C,, (C.6)

Nas defini¢bes anteriores, utilizou-se uma matriz 4x4 propositalmente, porque a matriz que
sera utilizada no exemplo a seguir € a matriz criada na secdo 4.3.2, uma matriz também
4x4. Foi necessario calcular o determinante da matriz para proceder ao problema de
autovalores, escolheu-se 0 método da expansdo em co-fatores ao longo da primeira linha e

0 passo-a-passo do calculo é mostrado a seguir:

186-4 -88 -8B 2
-88 188-1 28 -8B
~88 2B 188-1 -8p

2  -88 -8B 18B-1

=0 (C.7)
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185-1 28  -8p
(-1 (@8p-1) 28 188-1 -8p |+
88  -88 188-1
-84 28 -84
+(-1)"*(-8p)-858 185-1 -8p |+
28 -8B 185-4 8
88 188-4 88
+(-1)°(-88)-88 28 -8B |+
28 -8B 185-4
88 188-4 28
+(-1)"*(2B)-88 28 188-4|=0
2 -8p -8p
(18,8 A\37128° ~840 824 + 54 87 — 1% |+ (83)— 2048 8° + 256 82 — 8842 |+
(—8)[2048 8% — 256 82 4 + 8872 |+ (— 28)- 1408 5° + 56 8% 4 + 2842 | = 0 (©9)
det = 2* — 7284 +1680 5212 —14848 5°/ + 36864 3° =0 (C.10)
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APENDICE D EQUACOES ANALITICAS PARA FREQUENCIAS
NATURAIS

A seguir encontram-se as equacdes analiticas apresentadas em (Blevins, 1979) utilizadas
para o célculo das frequéncias naturais dos Casos 2 a 21, secdo 4.2.2 a 4.2.21. A Tabela
D.1 apresenta a equacdo analitica geral, um esquema das placas e suas condi¢Ges de
contorno (A para apoiado, E para engastado e L para livre) e os seis primeiros modos de

vibracédo para placas quadradas (a=b).

Tabela D.1 — Frequéncias naturais para placas quadradas (Blevins, 1979)

2

A D

Frequéncia natural em Hertz: f_ = @ —
m

2ma°
Esquema (m;n) e a®
Caso 1
y
A
: 1) | @) | @2 | (22) | &) | (@3)
A o |, 19,74 | 49,35 | 49,35 | 78,96 | 98,70 98,70
A X
Caso 2
v
L
- (22) | 13) | 81 | (&2 | (23) | &1)
. Bl 13,49 | 19,79 | 24,43 | 35,02 | 35,02 61,53
L X
Modos (1;1), (1;2) e (2;1) sdo movimento de corpo rigido
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Caso 3
y
L
: L2) | 2D | 22 | @3 | B | (23
A b olL 6,648 | 15,02 | 25,49 | 26,13 | 48,71 | 50,85
L
Modo (1;1) é movimento de corpo rigido
Caso 4
v
L
a ) | G2 | @D | @3 | @2 | 23
E B L 3,492 8,525 21,43 27,33 31,11 54,44
L
Caso 5
y
L
a L) | @2 | @D | @2 | @3 | ()
A B L 3,369 17,41 19,37 38,29 51,32 53,74
A
Caso 6
y
L
- ®) | 12 | (13 | @D | @2 | (23)
A bo|a 9,631 16,14 36,73 38,95 46,74 70,74
L
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Caso 7

1Y) | ©2) | @3 | 21 | 22 | (L4
e b 15,29 | 20,67 | 39,78 | 49,73 | 56,62 | 77,37
C
Caso 8
,
L
: @Y | @2 | D) | @2 | 13 | (31
B o | 5364 | 19,17 | 24,77 | 4319 | 53,00 | 64,05
%
Caso 9
y
L
: L1 | B2 | (3 | @21 | 22 | @4
. b g 22,27 | 26,53 | 43,66 | 61,47 | 67,55 | 79,90
3
Caso 10
.
L
: L) | @) | @2 | 22 | 13 | G
E bl 6,942 | 24,03 | 26,68 | 47,78 | 63,04 | 6583
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Caso 11
.

€y | @2 | @21 | 22 | &3 | &1
N bl 11,68 | 27,76 | 41,20 | 59,07 | 61,86 | 90,29
Caso 12
¥y

Gy | @2 | @1) | 22 | @3) | (31)
R bl 12,69 | 33,07 | 41,70 | 63,01 | 72,40 | 90,61
Caso 13
¥y

T | @2 | @21 | &3 | 22 | 23
. b 23,46 | 3561 | 63,13 | 66,81 | 77,50 | 109,0
Caso 14
¥y

(1;1) (1;2) (2;1) (1;3) (2;2) (2;3)
. b |, 16,87 | 31,14 | 51,63 | 64,04 | 67,65 | 1012
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Caso 15
y
L
: L) | B2 | ) | 22 | 13 | G
. o |, 17,62 | 36,05 | 52,07 | 71,19 | 74,35 | 106,3
- X
Caso 16
y
L
: L) | &2 | @1 | B3 | @22 | (23
; bl 24,02 | 40,04 | 63,49 | 76,76 | 80,71 | 116,8
- X
Caso 17
y
A
: L) | &) | @2 | 22 | &) | @3
A b, 23,65 | 51,67 | 58,65 | 86,13 | 100,3 | 1132
- X
Caso 18
,
A
: L) | &) | @2 | 22 | @3 | 3
: v, 27,06 | 60,54 | 60,79 | 92,86 | 114,6 | 114,7
- X
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Caso 19

y

@y | @) | 2 | 22 | G | L3
A 28,95 | 54,74 | 69,32 | 9459 | 1022 | 129,1
Caso 20
¥y
(1,1) (1;2) (2;1) (2;2) (1;3) (3;1)
E 31,83 | 63,35 | 71,08 | 100,8 | 1164 | 1304
Caso 21
.
(1,1) (2;1) (1;2) (2;2) (3;1) (1;3)
E 35099 | 73,41 | 73,41 | 1083 | 1316 | 132,2
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APENDICE E SCRIPT DO ANSYS PARA ANALISE DE VIBRACAO
LIVRE DA PLACA

A seguir encontra-se o script do ANSYS para andlise de vibracgéo livre da placa do Caso 1,

totalmente apoiada.

IPREP7

!*
ET,1,SHELL281
!*

|*

MPTEMP.,,,,,,,,
MPTEMP,1,0
MPDATA,EX,1,,30e9
MPDATA,PRXY,1,,0.3
MPTEMP.,,,,,,,,
MPTEMP,1,0
MPDATA,DENS,1,,2500
sect,1,shell,,

secdata, 0.1,1,0.0,3
secoffset,MID
seccontrol,,,, , , ,
RECTNG,0,6,0,6,
FLST,2,1,5,0RDE,1
FITEM,2,1
AESIZE,P51X,0.1,
CM,_Y,AREA

ASEL, ,,, 1
CM,_Y1AREA
CHKMSH,'AREA'
CMSEL,S, Y

|*

MSHKEY,1
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AMESH,_Y1
MSHKEY,0
I
CMDELE,_Y
CMDELE,_Y1
CMDELE,_Y2
I

FINISH

/SOL

NPLOT
NSEL,S,EXT
NPLOT
FLST,2,480,1,0RDE,2
FITEM,2,1
FITEM,2,-480
I

/GO

D,P51X, .0, , , ,UX,UY,UZ, , ,
NSEL,ALL
NPLOT

.
ANTYPE,2

.

|1*

MODOPT,LANP,20
EQSLV,PCG

MXPAND,0, , ,0

LUMPM,0

PSTRES,0

.

MODOPT,LANP,20,0,0,
PCGOPT,0, AUTO, NO, AUTO
MSAVE,0

|*
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ISTATUS,SOLU
SOLVE

FINISH

/POST1
SET,LIST
SAVE
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