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Resumo

Nesta dissertacao sera apresentado um estudo de classes de métricas Riemannianas, tendo como
objetivo um resultado de classificacao de sélitons de Ricci gradiente, steady ou shrinking, que
sao localmente conformemente planos. Este resultado é baseado em um trabalho de Manuel
Fernandez Lopéz e Eduardo Garcia Rio, onde os autores mostram que todo séliton de Ricci gra-
diente completo, localmente conformemente plano e simplesmente conexo deve ser localmente
isométrico ao produto warped de uma forma espacial com uma variedade unidimensional. Se,

em adicao, tal séliton for shrinking ou steady, entao deve ser rotacionalmente simétrico.

Palavras-chave: sélitons de Ricci, produto warped, variedades localmente conformemente

planas.
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Abstract

In this dissertation it will be presented a study about classes of Riemannian metrics, where
the goal is a classification result of locally conformally flat steady or shrinking gradient Ricci
solitons. This result is based on an article due to Manuel Fernandez Lopéz and Eduardo Garcia
Rio, where it is proved that a locally conformally flat gradient Ricci soliton, simply connected,
is locally isometric to an warped product of a space form with an one dimensional manifold.

In addition, if such soliton is shrinking or steady, then it will be rotationally symmetric.

Keywords: Ricci solitons, warped product, locally conformally flat manifolds.
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Introducao

Em seu artigo seminal de 1982, Hamilton [23], com o objetivo de resolver a conjectura da
geometrizacao, introduziu o chamado fluxo de Ricci. O fluxo de Ricci é uma equacgao de evolucao
que faz a métrica evoluir na direcao do tensor de Ricci. Uma caracteristica deste fluxo é que ele é
invariante por difeomorfismos, como se pode ver em Chow [1]. Uma classe notével de solugoes
para o fluxo de Ricci é a classe das solugoes auto-similares que, geometricamente, evoluem
sobre o fluxo de Ricci apenas por mudanca de escala. Considerando o conjunto das métricas
Riemannianas (em uma dada variedade diferencidvel) mdédulo homotetia e difeomorfismo, a
auto-similaridade significa que esta métrica é um ponto fixo para a equacao do fluxo de Ricci.
Dessa forma, uma solugao auto-similar nao evolui durante o fluxo, se este estiver devidamente
normalizado. Como o objetivo de Hamilton era fazer com que a métrica evoluisse através do
fluxo para obter uma métrica conveniente, uma solucao auto-similar seria uma obstrucao para
a sua estratégia. Isto claramente motivou o estudo da geometria das solucoes auto-similares
do fluxo de Ricci, bem como a classificacao de tais variedades, como sera visto mais adiante.
Como pode ser visto em Chow [1], as solugoes auto-similares do fluxo de Ricci podem, em um
certo sentido, ser descritas por uma condicao estatica, isto é, uma condi¢ao dada nao para uma
familia a um parametro de métricas, mas para apenas uma métrica. Tal métrica é chamada
de soliton de Ricci. Uma variedade Riemanniana (M, g) é um séliton de Ricci se é satisfeita a
condicao Ric, + %ng = \g, para algum campo de vetores X e para alguma constante A. De
acordo com a constante A, um séliton de Ricci é dito shrinking, steady ou expanding, conforme
A for positivo, nulo ou negativo, respectivamente. Pode acontecer que o campo envolvido na
condicao de séliton seja o gradiente de alguma funcao suave definida na variedade. Tais sélitons
sao chamados de sélitons gradiente. Em [37], Perelman mostrou que, em variedades compactas,
qualquer séliton deve ser um séliton gradiente.

Um outro aspecto relevante sobre solitons de Ricci é que eles generalizam as famosas va-



riedades de Eisntein. Para ver isto basta fazer X = 0 na condicao de séliton. No sentido
contrario, Hamilton [25] e Ivey [28] mostraram que no caso compacto, quando o séliton for
steady ou expanding, estas variedades Riemannianas devem ser variedades de Einstein. No
caso remanescente, quando o séliton é shrinking e ainda no caso compacto, Xiadong Cao [15]
mostrou que os solitons devem ser variedades de Einstein no caso localmente conformemente
plano. No entanto, existem exemplos de sélitons de Ricci gradiente (necessariamente nao lo-
calmente conformemente plano) com A > 0 que nao sao variedades de Einstein (ver Cao [11]
para mais detalhes). No caso ndo compacto existem também sélitons de Ricci que nao sao
variedades de Einstein. A existéncia de sélitons de Ricci que nao sao variedades de Einstein
valida a ideia de que estas variedades de fato generalizam tais variedades. Um exemplo é o
charuto de Hamilton [24] ou, mais geralmente, o séliton de Bryant [9]. O séliton de Bryant é
um exemplo de séliton com A = 0 que nao é compacto e que nao é uma variedade de Einstein.
Outras propriedades do séliton de Bryant é que ele é localmente conformemente plano e possui
simetria rotacional.

Desde sua aparicao, os solitons de Ricci vém sendo objeto de estudo sob diversos pontos de
vista. Um ponto de vista importante é o da classificacao de sélitons de Ricci conformemente
planos.

No caso compacto, quando o séliton é shrinking, Derdzinski e Eminenti et al [19] mostraram
que as unicas possibilidades sao a esfera, com a métrica canonica, ou um dos seus quocientes.

Ni e Wallach [36] classificaram sélitons shrinking completos localmente conformemente pla-
nos, assumindo que a curvatura de Ricci do séliton é nao negativa e que a norma do tensor de
curvatura tem crescimento no maximo exponencial. Nestas condigoes, o séliton deve ser R™, S™,
R x S"! ou um de seus quocientes. Xiadong Cao, Biao Wang e Zhou Zhang [15] obtiveram o
ultimo resultado assumindo apenas que a curvatura de Ricci é limitada por baixo. No entanto,
com um trabalho de Zhang [40], foi provado que as hipdteses de curvatura decorrem das anteri-
ores, alcancando a classificagao no caso shrinking, completo e localmente conformemente plano

De fato, com estas hipdteses o autor mostra que o operador de curvatura de tais sélitons é
nao negativo e que o crescimento da sua norma é no maximo exponencial.

No caso steady, solitons completos e rotacionalmente simétricos foram classificados por
Bryant [9]. O autor provou que, além do caso Gaussiano R"™, existe um unico tal séliton, a

menos de reescala, que ficou conhecido como séliton de Bryant, ja citado anteriormente. Estas



sao também as tunicas possibilidades no caso steady, completo e localmente conformemente
plano, como mostram Cao e Chen [14].

Esta dissertacao ocupa-se em estudar classes de métricas Riemannianas, baseando-se em
uma classificagao presente no artigo de Lépez e Garcia Rio [21], onde eles dao uma classificacao
unificada das classificacoes supracitadas. De fato, primeiro mostra-se que o séliton deve ser
rotacionalmente simétrico assumindo que ele é gradiente (com a fungao potencial nao trivial),
completo, localmente conformemente plano e simplesmente conexo, sem fazer referéncia quanto
ao sinal da constante A\. Em seguida, é feita tal classificacao para sélitons gradiente localmente
conformemente planos com A > 0.

O trabalho possui quatro capitulos divididos da seguinte maneira. No capitulo 1 serao
introduzidas as variedades diferenciaveis bem como conceitos da geometria Riemanniana que
serao necessarios para o desenvolvimento dos capitulos seguintes. No capitulo 2, serao estu-
dadas algumas métricas especiais em variedades Riemannianas, com o intuito de tornar claras
propriedades destas métricas que aparecem no resultado de classificacao. No terceiro capitulo
serao apresentados alguns lemas e, finalmente, uma classificacao para soélitons gradiente. No
capitulo 4 serao apresentados, sem demonstracao, alguns resultados e defini¢goes com o objetivo
de mostrar como a area vem se desenvolvendo. Sera exibida uma classificacao semelhante no

caso Lorentziano e, em seguida, serao enunciados resultados envolvendo outros tensores.



Capitulo 1

Variedades Riemannianas

Grande parte das definicoes encontradas na primeira e na segunda secao deste capitulo
podem ser encontradas em Lee [33]. J4 para as segdes terceira, quarta e quinta foram utilizados
principalmente Lee [32] e do Carmo [18].

Na primeira secao deste capitulo serao introduzidas as variedades diferenciaveis. Em tais
espagos, todas as nogoes locais da andlise podem ser generalizadas. E desta generalizagao que
trata o desenvolvimento do capitulo primeiro. Serao introduzidos conceitos como os de vetor
tangente e de campo vetorial. Serd explicado também o que se entende por uma aplicagao
diferenciavel definida entre tais espacos, bem como a derivada de uma tal fungao. Serd definida
também a derivada de Lie de campos de vetores.

Na segunda secao sao introduzidos os tensores, objetos indispensaveis no tratamento de
muitas propriedades de cardter local e global envolvendo variedades diferenciaveis. No fim
desta secao sera generalizada a ideia da derivada de Lie para tensores e algumas propriedades
serao listadas.

Na terceira secao deste capitulo serao introduzidas as variedades Riemannianas. Uma vari-
edade Riemanniana é uma variedade diferenciavel munida de uma métrica Riemanniana, noc¢ao
também introduzida neste capitulo. Partindo do fato que toda variedade diferenciavel possui
uma métrica Riemanniana, o proximo passo é explorar as consequéncias da consideracao de
uma tal estrutura. Sera definida também uma maneira compativel com métrica de derivar
campos de vetores. O aparato técnico introduzido é a conexao de Levi-Civita. A partir da
conexao de Levi- Civita serd introduzido o tensor de curvatura.

Na quarta secao sera definido o tensor de Ricci, que é o traco do tensor de curvatura. Serd



definida também a curvatura escalar.
Na quinta secao serao definidos alguns operadores diferenciais, generalizando seus analogos

Euclidianos. Serao exibidas algumas identidades envolvendo tais operadores.

1.1 Variedades diferenciaveis

Um espaco topologico M é dito de Hausdorff se, dados dois pontos distintos p e ¢ em M,
existem vizinhancas U, de p, e V', de ¢, que sao disjuntas. Um espacgo topoldgico é dito ter base
enumeravel se a topologia nele considerada possui uma base com uma quantidade enumeravel

de abertos, chamados basicos.

Definicao 1.1. Uma variedade diferencidvel de dimensao n é um espaco topologico M de
Hausdorff, possuindo base enumerdvel e munido com uma cole¢ao de homeomorfismos {x, :

Uy, — R"} tais que a colegao {U,} € uma cobertura aberta para M e a aplicagao
Ty O x;l c 2, (U, NUL) = 20(Uy N U,)
¢ um difeomorfismo, sempre que U, N U, # 0, para quaisquer indices o e 7.

A colegao {z, : Uy — R"} é chamada de atlas diferencidvel e a aplicagao z 027 1'é chamada
de mudanga de cartas. Se um ponto p € M esta contido em um aberto U, como na definigao
acima, U, é chamado de vizinhanga coordenada de M em p e a aplicacao x,, chamada de carta

coordenada de M em p. E de costume denotar uma carta coordenada por (U, z,).

Observacao 1.1. Sejam M uma variedade diferencidvel de dimensio n e {x, : U, — R"}
um atlas diferencidvel para M. Seja x : V — R™ um homeomorfismo (sobre sua imagem) que

possui a sequinte propriedade: se (U,, o) € uma carta coordenada tal que U, NV # (), entdo

1 1

as aplicagoes v oz, ex,0x™ " sao diferencidveis. Nessas condigoes, a colegcao

{20 : Uy = R"}U{z:V - R"}

¢ também um atlas diferencidvel para M. Serd admitido que o atlas de uma variedade dife-
rencidvel € maximal com relacao a propriedade acima, isto €, uma tal x sempre pertence ao
atlas. E sempre possivel consequir tal atlas usando o lema de Zorn. A este atlas mazimal
chama-se uma estrutura diferencidvel em M. Serd admitido que uma variedade diferencidvel

sempre estd munida com a estrutura diferencidvel que contém o atlas diferencidvel em questao.



Definicao 1.2. Sejam M e N wvariedades diferencidveis, p € M e f : M — N uma aplica¢dao
continua. Diz-se que f é diferencidvel (suave) em p se existem cartas (U,p)e (V,9) tais que

flU)ycVve

bofopipU) = (V)

1

¢ uma aplicagao diferencidvel. A aplicacdo o fop™ € chamada representacdo local de f. Se f €

uma bijecao diferencidvel, cuja inversa também € diferencidvel, f é chamada de difeomorfismo.
Alguns comentarios sobre essa definicao devem ser dados:
1. Primeiro, apesar de a representacao em cartas locais de f depender das parametrizagoes

envolvidas, a propriedade de ser f uma aplicacao diferenciavel nao depende das cartas;

2. Segundo, com esta definigao, uma parametrizagao passa a ser nao s6 um homeomorfismo,
mas sim um difeomorfismo. Deste modo, pode-se pensar nas variedades diferenciaveis

como espacos que sao localmente difeomorfos ao espaco euclidiano.
Definicao 1.3. Uma curva em uma variedade diferenciavel M é uma aplicacao diferencidavel
a:(—ee) = M.
Diz-se que a passa por p se a(0) = p.
Seja C°(M) o conjunto de todas as fungbes suaves definidas em M.

Definigao 1.4. O vetor tangente a o em p, ou velocidade de ov em p, € uma aplicagdo o' (0) :
C>®(M) — R definida por

d
—| (foa).
dt|,_,

Um vetor tangente a M em p é o vetor tangente de alguma curva passando por p. O conjunto

o (0)f =

de todos os vetores tangentes a M em p é denotado por T,M.

Considere um sistema de coordenadas (U, ) tal que ¢(q) = (z1,...,2,), Yq € U, e o(p) =
(0,...,0). Fixando j € {1,...,n} tem-se a curva z;(t) = (0,...,%,...,0), onde o t aparece na

j-ésima coordenada. Sendo assim, o vetor tangente a z; é dado por:

BOF = (ot

_ 9
= a—xj(p

0
- (a—xj)pf |

6



Isto sugere a notacao (a%j)p para o vetor (0) € T,M Vj.

Seja v € T,M. Entdo existe uma curva a : (—¢,e) - M com «(0) = p tal que o/(0) = v.

Assim,

vof = a(0)f
d
- a(fooé(t))mo

- (ila;(m(@ii)p)f,

para todas as fungdes f € C°°(M). Portanto, para todo v € T,M, pode-se escrever

o= ga;m)(ai)p. (1.1)

As igualdades acima induzem a seguinte estrutura de R-espaco vetorial de dimensao n em T, M.

Dados v,w € T,,M, pode-se definir
v+w = zn:(vi—i-wi) 9
- 8@ p’
. 0
A = ) =— | .
v = 2 0m(5n)

i=1
Com esta estrutura de espago vetorial, o conjunto

0 0

(D), (),

passa a ser uma base do espaco vetorial T,M, que serd denotado apenas por {0i,...,0,}.

Decorre da mudanca de cartas que as defini¢oes acima nao dependem do sistema de coordenadas
em questao.
A nocao de espaco tangente permite introduzir o conceito de diferencial de uma aplicacao

diferenciavel entre duas variedades diferenciaveis.

Definicao 1.5. Sejam f : M — N wuma aplicagcao diferencidvel entre as variedades dife-
rencidveis M e N, p € M, v € T,M e ¢ € C®(N) uma aplicagcao suave. A diferencial de f

em p € a aplicacdo linear
dfp : TpM — Tf(p)N

definida por (df,v)p = v(po f).



Para definir o conceito de subvariedade sao necessarias as definicoes de imersao e de mer-

gulho.

Definicao 1.6. Sejam f : M — N uma aplicacao diferencidavel entre as variedades M e N e

dfy : TyM — Ty N sua diferencial em p € M. Diz-se que

1. f € uma imersao em p, se df, € uma aplicacao injetiva. f € uma imersao se o for para

todo p € M;
2. uma imersao f é um merqulho se for um homeomorfismo sobre sua imagem f(M).

Definicao 1.7. Sejam M™ e N™ variedades diferencidveis. Diz-se que M € uma subvariedade

de N se existe uma imersao f: M — N. A variedade N € chamada de variedade ambiente.
A proposicao seguinte é indispensavel para a teoria local de subvariedades.

Proposicao 1.1. Sejam N™ e M™ na variedades diferencidveis, f : N™ — M™ uma imersao,
e p € N. Entao existe uma vizinhanca U de p tal que a aplicagio fly : U — N € um

homeomorfismo sobre f(U).
Demonstragao. Ver [18]. O

Dado p € M, pode-se identificar a vizinhanca U dada pela proposicao 1.1 com sua imagem
f(U). Neste mesmo raciocinio, pode-se identificar v € T,M com df,v € Ty M, bem como p
com f(p). Dessa maneira uma subvariedade pode ser pensada, a menos de propriedades globais,
como um subconjunto da variedade ambiente.

A nocao de diferencial de uma aplicacao diferenciavel entre variedades permite estender

muitas nocoes familiares do espaco FEuclidiano para uma variedade diferencidvel qualquer.

Definicao 1.8. Seja U um aberto de M. Um campo de vetores em U € uma aplicagao X que a
cada ponto p € M associa um vetor X (p) € T,M. Seja (21, ..., x,) um sistema de coordenadas

para M em torno de p. Entao
0
X(q) = Zai(Q)%,

com funcgoes a; : U — R. Diz-se que o campo X € diferencidvel se as func¢oes a; sao dife-

renciduels.



Definicao 1.9. Se M ¢ uma variedade diferencidvel de dimensao n, a um conjunto de n
campos de vetores diferencidveis {Xi,...,X,,} em um aberto U de M tal que o conjunto

{Xq1(p),..., Xu(p)} € linearmente independente em T,M chamamos um referencial em U.

Observacao 1.2. Campos de vetores satisfazem a regra do produto, isto €, se X € X(M) e

fr9. € C*(M), entio X(fg) = [X(g) +9X(f).

O conjunto dos campos de vetores diferencidveis sobre M é representado por X(M). Com
as operagoes pontuais de soma e multiplicagdo por escalares reais, X(M) se torna um espago
vetorial real. De maneira andloga pode-se considerar o dual Ty M, de T),M, e o conjunto X*(M)
de todas as aplicagoes 7 tais que 7(p) € Ty M. A aplicacdo n(p) : Ty M — R é entdo chamada
uma 1-forma em 7,M e n é chamado de um campo de 1-formas em M, ou simplesmente de
uma 1-forma em M.

Se {8%1, cee %} ¢ um referencial coordenado, entao pode-se considerar o referencial dual
{dxq,...,dz,} tal que dacz-(a%j) = 0,5, € assim 7(p) = Z c¢j(p)dx;. Além disso, da identificagao

J
d

canénica de T,M com (T;M)*, obtém-se que 5=~ pode ser visto como um funcional lineal

definido em Ty M pela expressao X (1) = n(X). Daf segue que:

0
G—%(d%‘) = 0gj.

Definigao 1.10. Sejam M e N wvariedades diferencidveis, X € X(N),n€ X*(N)ef: M — N

um difeomorfismo. Entao:

1. O campo de vetores f*X € X(M), definido por

(f*X)(p) = d(f )X (f(), p€ M,

¢ chamado de pull back de X por f.

2. A 1-forma f*n € X(M) sobre M, definida por

(') (p) =n((df,(Y))(p)), p€ M,

¢ chamado de pull back de n por f.



Sejam XY € X(M) campos de vetores sobre M e f € C*°(M). Como X(f Z ala
xl

ainda uma fungao, pode-se entao calcular Y (X (f)) como segue:

Y(X(f) = Zy(gi)

2

- Z i o Oz, <al (9951-)
B da; Of 0 f
= Z (b] 8,jljj a—xj + Clibj axja%) .

/l:hj

Como vetores satisfazem a regra do produto (como foi visto na observacao 1.2) segue que, na
92 9%

Orjz; — Owxz;’

maioria dos casos, Y X nao é um campo de vetores. No entanto, como segue que

a combinagao XY — Y X denotada por [X, Y] e chamada de colchete de Lie de X e Y, é um

campo de vetores em M.

Proposicao 1.2. Sejam M e N wariedades diferencidveis, X, Y € X(N), f,g € C*(N) e

h: M — N uma aplicacao diferencidvel. Entdo

1. [X,)Y]=-]Y, X];

2. [ X+Y,Z)=[X,Z)+ Y, Z];

31X Y 2N+ 12, X, Y]+ [V, [2, X]] = 05

4. X9V = fglX, Y+ FX(9)Y — gV () X;

5. h*[X,Y] = [h* X, h*Y].

O colchete de Lie [X,Y] de dois campos de vetores X,Y € X(M) pode ser interpretado
como a taxa de variacao de Y ao longo de curvas obtidas a partir do campo X, chamadas as
curvas integrais de X. Tal nocao leva a derivada de Lie. Antes é necessario introduzir a nogao

de fluxo. Para definir e mostrar a existéncia, sera considerado o seguinte teorema de Equagoes

Diferenciais,

Teorema 1.1. Seja X € X(M) ep € M. Entao existem e > 0, U C M wvizinhan¢a de p e uma
fungao diferencidvel ¢ : (—e,e) x U — M tais que @, : (—€,€) — M € a tnica curva tal que

pe(0) =q e

X(golt)) = %0,
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para todo g € U. A curva

t= op(t) = p(t,p), peU

¢ chamada a curva integral de X comecando em p, e a aplicacao

g wilq) =0(t,p), pelU
¢ chamada o fluxo local de X .

Defini¢ao 1.11. Sejam M wma variedade diferencidvel. Um campo X € X(M) € chamado

completo se seu fluzo esta definido em R x M.
A demonstracao do teorema abaixo pode ser encontrada em [33].

Teorema 1.2. Se M € uma variedade diferencidvel compacta, qualquer campo de vetores é

completo.

Proposicao 1.3. Seja X € X(M) e seja ¢ : (—e,e) x U = M seu fluxo. Entdo:
1. po=1d;
2. o1 0Ys = Pris, Sempre que t + s € (—e,¢).

E, se o campo X for completo, o conjunto de todos os fluzos infinitesimais de X é um subgrupo

do grupo de difeomorfismos de M.

Agora a derivada de Lie de campos de vetores pode ser definida. Sejam M uma variedade

diferencidvel, p € e Y, X € X(M).

Definicao 1.12. Define-se a derivada de Lie do campo Y com relagcao ao campo X, como

sendo o campo de vetores

Ex¥ = G| w0V =T
onde p € o fluro do campo X.

A demonstracao do proximo resultado pode ser encontrada em [18]. Ele é quem estabelece

a interpretacao do colchete como taxa de variagao.
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Proposicao 1.4. Se X, Y € X(M), entdo vale a igualdade:
[X,Y] = £xY.

Esta secao sera encerrada tratando das variedades produto. Dadas as variedades dife-
renciaveis M{"' e My", é possivel munir o espaco produto M; x M, com uma etrutura dife-

renciavel tal que, fixando (a,b) € My x M, tem-se:
1. as aplicagbes m; : My X My — M;, definidas por m;(p1,p2) = p;, sdo submersoes, com
i€ {1,2};
2. as aplicagoes p, : My — My X My e @y : My — My x My, definidas respectivamente por
Ya(q) = (a,q) e wu(p) = (p,b), sdo imersodes
3. M e M5 sao subvariedades de My x Mos;
4. a aplicacao
T: TaMl D TbM2 — T(a,b)(Ml X MQ)
T(‘/, W) = (dﬂ'l)av + (dﬂ'g)bW
é um isomorfismo de espagos vetoriais (independente de escolhas), isto é

TaMl D TbM2 = T(a,b)<M1 X MQ)

Tal estrutura é descrita da seguinte maneira. Dado (a,b) € M; X Ms, existem cartas (U, ¢) e

(V,¢), de a em M; e de b em M, respectivamente. Definindo ¢ x ¢ :— R™ x R™2 por

(o x ) (x,y) = (p(x),¥(y)),

e tomando o atlas maximal que contém todos as cartas obtidas desta maneira, obtém-se a

estrutura diferenciavel desejada em My x M.

1.2 Tensores em Variedades Diferenciaveis

Um tensor r-contravariante e s-covariante, ou simplesmente um (7, s)-tensor, é uma aplicac¢ao

(r + s)-linear

T:X(M)x - x X(M) x X*(M) x - x X*(M) — C*(M).

r vezes S vezes

12



O conjunto de todos os (r, s)-tensores, se munido com as operagoes de soma e multiplicac¢ao
pontuais, é um espago vetorial sobre R e um médulo sobre C(M).

Com o objetivo de encontrar uma R-base para tal conjunto, serd definida uma aplicacao ®
tal que, dados T', (ry, s1)-tensor de M, e G, (rs, so)-tensor de M, associa um (r; 4 13, 51 + S2)-
tensor de M, denotado por T'® G. Sejam T um (ry, $1)-tensor e G um (rz, sy)-tensor. Define-se

0 (r1 + re, $1 + so)-tensor T'® G pela férmula

T ® G(‘Xl? tee 7X7‘17X7“1+17 e 7X7’1+7‘277717 vy Nsyy Nsy 415+ -+ 77781-1—82)

T(Xla st 7X7“17 L/ATRI 77781)G(X7"1+17 cee 7X7"1+T27 Msy1+15 - - - 77]81+82>‘
Segue desta defini¢ao que T'® G é realmente um (ry+ry, s1+ s2)-tensor. Fixando um sistema de
coordenadas (z1,...,x,) em M e considerando 7" um (r, s)-tensor em M, Xi,..., X, € X(M)
en,...,n € X*(M) com

Jk=1

i = Z 77(111 dIai )

a;=1

onde k € {1,...,r} et € {l,...,s}, obtém-se
T(Xl,...,XT,Th,...,T]S):

1 r 1 S _
E T TG Ny ey T( gy, 05,5 day, o dag,) =

j17"'7j7‘

ag,...,8 Tg}l]&rg
E Loooprpl oS pivedr —
‘rjl ijnal nasTal---ars -
jlrn’jr
Q1,008
J1g . ... . .. —
T da, (X1) -+ drj, (X0) 0y (1) - Oay (0s) =
jl"“’j’r‘
Q1,008
JieJ
( 5 T dey, @+ ®@drj, @ 0gy @ -+ ® aas> (X1, Xy M1y ey 1)
J1ses Jr
Q1 yeee, LS

Dessa forma T pode ser escrito como

T = Zle"'jr ATy @+ @ dTe, ® 0, ® -+ @ 0;,.

o

Isto mostra que o conjunto

Q:{d$a1®"'®d$as®8jl®"'®ajr ‘ 1<j,0<n, 1<I1<r, 1§i§s}
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gera o conjunto dos (r, s)—tensores de M. Tem-se também que [ é um conjunto linearmente

independente pois, considerando a combinacao linear nula

N AT e, ® - ® dia, ® 0, @ ©8;, =0,

e fixando jy -+ jp, a1 as € {1,...,n}, pode-se tomar o vetor

(05, ® - ®0;,,dxq,, ..., des,) € X(M) x - - X(M) x X*(M) x --- X*(M). (1.2)
Assim Agl'jj?gs = 0 e, pela arbitrariedade de 1.2, segue que {2 é um conjunto linearmente
independente.

As fungoes T7 7 M — R sao ditas os coeficientes do tensor T' na base . Também

representa-se um tensor 7' por (Tgllﬂoj)

Defini¢ao 1.13. Diz-se que um (r,s)-tensor T € diferencidvel se os seus coeficientes o sao em

alguma base de TI(M). Denota-se o conjunto de todos os (r,s)-tensores diferencidveis de M

por T (M).

Observagao 1.3. As aplicagoes s-lineares T : X(M) x X(M) — X(M) podem ser vistas como

-

s vezes

(1, s)-tensores da segquinte maneira. Dados X1,...,Xs € X(M) en € X*(M), definimos T* €
TYHM) como:

T*(X1, ..., Xen) = n(T(X1,..., X,)).

Da maneira como foi definido, T* € realmente um (1, s)-tensor. Por isso é comum, algumas

vezes, chamar uma aplicagao T, como descrita aqui, de um (1, s)-tensor.

Dentre o conjunto dos (0,s)-tensores, serao destacados aqui os tensores simétricos e os ten-

sores anti-simétricos que serao definidos abaixo.

Definigao 1.14. Sejam T € T(M) um (0,s)-tensor em M e (T,,..o.) Sua representagao em

coordenadas. Diz-se que T € simétrico se
T(Ouays---30ns--100;--,00,) =T(Onyys---1 003005 --,0a,), Vi, €{1,... 5}
e que ele € anti-simétrico se
T(Onys---+00s--+100--s00,) = =T (Onys---y0ny-0a;---,0a,), Vi, €{1,... s}

14



Da mesma maneira define-se tensores covariantes simétricos e anti-simétricos.

Agora serd definido o pull back de um (0,s)-tensor.

Definicao 1.15. Sejam M e N wariedades diferencidveis, f : M — N uma aplicacao dife-
rencidvel e T € TO(N) um (0,s)-tensor em N. O pull back de T € o (0,s)-tensor f*T € T2(M)
definido por

(f*T)(Xla cee 7XS) = T(df(Xl)v cee 7df(Xs))

Se G € TI(N) e se f for um difeomorfismo, o pull back de G € o (r,s)-tensor f*G € T7 (M)
definido por

(f*G)(Xb'"7XS>771a--'7777‘) :G(df(Xl)’7df(XS)7nlodf77777“odf)

Observacgao 1.4. Sejam M, N e O variedades diferencidveis, f : M — N e h : N — O

aplicagées diferencidveis, e G, T € T°(O). Entao:
1. (ho f)*T = f*h*T};
2. fX(T+G)= T+ fG.
Agora pode-se definir a derivada de Lie para tensores.

Definigao 1.16. Sejam T € T°(M) e X € X(M). A derivada de Lie £xT do tensor T na

direcao do campo X € o tensor

d A
T = —| T = lim 2> — =

dt 0 t—0 t

onde p € o fluro do campo X.
Algumas propriedades da derivada de Lie de tensores é dada pela proposi¢ao abaixo.

Proposigao 1.5. Sejam M uma variedade diferencidvel, X € X(M), T,G € T? e f € C>(M).
Entao:

L Exf=X[;
2. Ex(fT) = (Ex /)T + fLxT:
3. Lx(TRG)=LxTRG+T® LxG;
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b (8xT)(X1,. . X,) = X(AX1, .., X)) = T(X, X1], ..., Xs) — - — T(X1,...,[X, X))

Proposigao 1.6. Sejam M uma variedade diferencidvel, X € X(M) e T,G € T?. Entao

d .
E (SOtT) = ’Q(soIOX)(QOtOT)

- 80:0(£XT)7
onde p é o fluro do campo X.

Demonstracao.

d T'—or T
dt to t=to  t— 1ty
— lim (¢t 0 Pty 0 0t)"T — @i T
t—to t—1p
— lim (Pr—t)) 01, T — 07, T
t—to t—1p

= Ly(p;,T),

onde Y é o campo cujo fluxo é ¢;_4,, isto é:

Y(SOt*to (p>> = 7

d
20 ®)\ s _

»
— (dy >% (X (2p))
)

= (05, X)(Pi-1,(p)),
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o que nos da Y = ¢; X, donde %‘togoZ‘T = S(sot*oX)(SO?oT)- Além disso,

d T —pr T
ST = lim Pt = Prod
dt|, t=to  t—tp
— (1 0ty 0 p1)" T — 0} T
= lm
t—to t—ty
_ hm ‘PIO @?tfto)T - QPZOT
t—to t—1p
. SOZ()(SO?t—tO)T o T)
= lim
t—to t— t()

Lo \T =T
e (10:0 ( hm —SD(titO) >

t—to t—1p

1.3 Métrica Riemanniana

Seja M uma variedade diferenciavel. Para falar em objetos geométricos em M, como por
exemplo a area de uma regiao ou o comprimento de uma curva, sera necessario considerar um
tensor em M, chamado de métrica Riemanniana. Uma métrica Riemanniana introduz em cada
espago tangente um produto interno. Além disso, é exigido de um tal objeto que ele varie

diferenciavelmente com os pontos de M.

Definicao 1.17. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma métrica Riemanniana g em M
¢ um (0,2)-tensor simétrico, diferencidvel, que € positivo definido para todo p € M, isto €, a
forma bilinear g, : T,M x T,M — R ¢ positiva definida. Uma variedade Riemanniana, (M, g),

¢ uma variedade diferencidvel na qual foi escolhida uma métrica Riemanniana g.

Exemplo 1.1 (Espago Euclidiano). O espa¢o Euclidiano n-dimensional é o conjunto R", de
todas as n-uplas de numeros reais, munido com a métrica Fuclidiana, que € definida em cada
ponto x = (xq,...,x,) pelo produto interno FEuclidiano, isto €, por

(gE)x<V7 W) = <‘/7 W>

n

= g V; Wy,

=1
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onde V.= (vy,...,v,), W= (w,...,w,) € T,R"=R".

Exemplo 1.2 (Esfera). A esfera n-dimensional é definida como sendo o conjunto R" = {z €
R gp(x,2) = 1}, onde a métrica é dada pela restricio da métrica Euclidiana, em cada

espago tangente.

Exemplo 1.3 (Espaco hiperbdlico). O espago hiperbdlico n-dimensional € definido como sendo

o conjunto H" = {x € R™";x,, > 0}, onde a métrica é

2
Tn

gx(V,W) =
. - V;w;
- Z 22

=1 n

Exemplo 1.4 (Pull Back). Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana, N uma variedade di-
ferencidvel e f : N — M uma tmersio. Entdo o pull back f*g do tensor g é uma métrica

Riemanniana em N. Sendo assim, (N, f*g) é uma variedade Riemanniana.
Sempre existem métricas Riemannianas em variedades diferenciaveis.

Proposicao 1.7. Seja M uma variedade diferencidvel. Entdo existe uma métrica Riemanni-

ana.

Demonstragao. Ver [18]. O

Na demonstragao deste fato é essencial que o espaco topoldgico subjacente seja de Hausdorff
e que ele possua base enumerdvel. O interesse existe pois tais hipoteses garantem a existéncia
de certo aparato técnico, chamado de particao da unidade. Particoes da unidade sao tteis
para, de certa forma, colar métricas definidas no dominio de cada atlas através do pull-back da
métrica euclidiana, obtendo assim, uma métrica definida em toda a variedade.

As proximas definigoes sao para introduzir a nogao de curva e comprimento de arco.

Definig¢ao 1.18. Sejam M uma variedade diferencidvel e p, ¢ € M. Uma curva « : [a,b] — M
ligap aq sea(a) =p esead) =q. Una curva o : [a,b] — M € diferencidvel se existem e > 0
e uma curva diferencidvel & : (—e,e) = M tal que [a,b] C (—¢,¢) € @l = a.

Definig¢ao 1.19. Seja « : [a,b] — M uma curva suave. O comprimento de arco de o € definido

como

la) = [ Vol (0, D)
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Defini¢ao 1.20. Uma curva « : [a,b] — M € chamada regular por partes se existe uma parti¢ao
de |a, b],

a:t0<t1<---<tn_1<tn:b,

tal que a curva « 0 <i<n-—1, € diferenciavel. O comprimento de arco de uma tal

[tsstiv1]s

curva € definido como sendo

(o) :i /t @), D)t

A nogao de comprimento de arco permite dar a variedade Riemanniana (M, g) uma estrutura
de espago métrico de modo que a topologia induzida pela métrica coincide com a topologia que
foi considerada inicialmente em M.

Agora pode-se definir uma funcao distancia em uma variedade Riemanniana.

Definicao 1.21. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana e p, ¢ € M. Denote por A,, o
conjunto de todas as curvas requlares por partes ligando p a q. A distancia de p até q, induzida

por g, € definida como

d(p,q) = inf{l(a); e € Ay 4}

Observagao 1.5. Para ver que a fun¢ao da definicao anterior define uma fun¢ao distancia na
variedade Riemanniana (M, g) e, que a topologia induzida pela distincia é a mesma do espago

topoldgico considerado inicialmente, veja [32].

Defini¢ao 1.22. Uma variedade Riemanniana (M, g) é chamada completa se a fungdo distancia

mduzida pela métrica faz de M um espago métrico completo.

Seja M um espago topoldgico. Quando em M considera-se uma estrutura diferenciavel,
dada uma outra variedade diferenciavel que seja difeomorfa a M, elas sao indistinguiveis do
ponto de vista da diferenciabilidade. Quando escolhe-se uma métrica Riemanniana em uma
variedade diferenciavel, as fungoes que cumprem o papel dos difeomorfismos sao as isometrias.

Sejam (M, g) e (N, h) variedades Riemannianas e seja f : M — N uma aplicagao dife-

rencidvel.

Definicao 1.23. Se f ¢ um difeomorfismo, diz-se que f € uma aplicacao conforme se existe uma

aplicagio ¢ : M — R, tal que g, = p(p)(f*h),. Neste caso diz-se que M e N sao conformes
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e p € chamado de fator conforme. Se p =1, diz-se que f é uma isometria e que M e N sao

1sométricas.

Defini¢ao 1.24. Dado p € M, diz-se que [ € localmente conforme (isometria local) em p se
existe uma vizinhanga U C M dep tal que f : U — f(U) é uma aplicagao conforme (isometria).
Se f € localmente conforme (isometria local) em p, para todo p € M, diz-se que M e N sao
localmente conformes (localmente isométricas). Neste caso diz-se também que a métrica g €é

localmente conforme (localmente isométrica) a métrica h.

Com as defini¢oes que virao, ficard claro o quanto a nogao de métrica Riemanniana enriquece
uma variedade diferencidvel. Serao definidos abaixo conceitos como divergente, gradiente, La-
placiano e outros. A métrica também permite definir o chamado tensor de curvatura, de onde
derivam outros tensores, como por exemplo, a curvatura seccional e a curvatura de Ricci. De
notavel interesse é também o tensor de Ricci. Primeiro, serd definida uma maneira de derivar

campos de vetores.
Definicao 1.25. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma conexao afim em M é uma atri-
buicao
V:i(X,)Y)eX(M)x X(M)— VxY € X(M),
tal que:
1. V € C®(M)-linear em X, isto é: Vxi57Y =VxY + fVY;
2. V € aditiva em Y, isto é: Vx(Y + 7)) =VxY +VxZ;
3. V € uma derivacao em Y, isto é: Vx(fY) = fVxY + X(f)Y.
Além disso, V € dita simétrica se:
4. VxY —VyX =[X,Y].
Considerando uma métrica Riemanniana g em M, diz-se que NV € compativel com a métrica se:
5. Xg(Y,Z) = g(VxY,Z) + g(Y,VxZ);

Se uma conexao afim em uma variedade Riemanniana satisfaz 4. e 5., entao ela é chamada de
conexao Riemanniana. O campo VxY € chamado a derivada covariante de Y com relagao a

X.
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Sejam {0y, ..., 0,} um referencial coordenado em M e sejam X = Z x;0; eY = Z y;0;

Usando as propriedades que definem a conexao de Levi-Civita de g, a expressao do campo VxY

em coordenadas locais é:

VxY = V(s za) (Z i0;)

= > %V (y;0;)
i

= sz{ijaﬁj -+ dyj}@j
i’j
Como Vy,0; é um campo de vetores, ele pode ser escrito como combinacao linear da base

coordenada, isto é, como

Vo, 0 _Zrkak

Sendo assim,
VxY = Z {X(yk) + inyjrfj}ak, (1.3)
k irj

onde as funcoes coordenadas FZ], que sao suaves, sao chamadas de simbolos de Christoffel.

Observagao 1.6. A equacdo 1.3 revela uma informagao sobre a conexrdao Riemanniana: apesar
de ser definida para campos definidos em M, VxY depende apenas dos valores de X mno ponto
p e dos valores de Y ao longo de uma curva integral de X. E possivel entao falar da derivada
covariante de um campo Y ao longo de uma curva v com relagio a um vetor v € T,M. Para

mais detalhes veja [18].

O teorema abaixo diz que sempre existe uma conexao Riemanniana em uma variedade

Riemanniana.

Teorema 1.3 (Levi-Civita). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Entdo existe uma unica

conexdo Riemanniana em (M, g).
Demonstragao. Ver [18]. O

Por causa do Teorema acima acima, uma conexao Riemanniana é também chamada de

conexao de Levi-Civita.
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Como pode-se ver em [18], a demonstragao deste teorema consiste em estabelecer a equagao

29(VxY,Z) = Xg(Y. Z) + Yg(X, Z) — Zg(X,Y) + g([X, Y], Z) + g([Z, X]. Y) + g([Y’ Z], X),
conhecida como férmula de Koszul. Uma simples aplicacao da férmula de Koszul é dada na
proposicao abaixo.

Proposicao 1.8. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana com conexao de Levi-Civita V9 e
¢ uma constante positiva. Entao h, definida por h(X,Y) = cg(X,Y), é uma métrica Rieman-

niana em M tal que V" = V9.

Demonstrac¢ao. Que h é uma métrica Riemanniana decorre imediatamente das propriedades de
g e do fato de ¢ ser uma constante positiva. Decorre da férmula de Koszul que V9 é a conexao
de Levi-Civita de h. De fato,
20(V%Y, Z) = 2c9(VSY,Z)
= o(Xg(Y,2)+Yy(X,Z) - Zg(X,Y) + g([X, Y], Z) + g([Z, X].Y) + g([Y, Z], X))
+ cg(lY, Z], X)
— XW(Y,Z) +Yh(X,Z) = Zh(X.Y) + h([X.Y], Z) + h([Z. X],Y) + h(]Y, 2], X),
e isto conclui que V" = V9.

]

Agora sera introduzido o conceito de geodésica, nocao fundamental na teoria das variedades
Riemannianas que generaliza, em um certo sentido, as retas dos espacgos Fuclidianos para

variedades Riemannianas mais gerais.

Definicao 1.26. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana, X € X(M) e v : (—e,e) = M
uma curva reqular em M. O campo X ¢é dito paralelo se V., X = 0. A curva y é uma geodésica

se o seu campo tangente ' € paralelo ao longo de 7.
A definicao abaixo contém dois tipos de referenciais que serao muito tteis.

Definigao 1.27. Sejamp € M e U C M um aberto contendo p. Um referencial {ey, ..., e,},
definido no conjunto U, € ortonormal se g,(ei(q),e;(q)) = d;j. Ele é geodésico em p, se ele é

ortonormal e se (V.,e;)(p) = 0.
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Observacao 1.7. Em 1.21 foi definida a distancia induzida por uma métrica Riemanniana
de um ponto p = ~y(a) a um ponto ¢ = ~y(b). Pode acontecer de o infimo ser realizado por
uma curva. E possivel provar (ver em [18]) que, neste caso, a curva é uma geodésica neste
intervalo. A reciproca nao € vdlida: nem toda geodésica ligando dois pontos realiza a distancia
entre eles, isto €, o comprimento da por¢cao da curva entre estes dois pontos pode ser maior do

que distancia entre eles.

Defini¢ao 1.28. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Uma geodésica 7y : (—e,e) — M €
dita mazimal se nao existem € > € e outra geodésica 7y : (—€,€) — M tal que ¥|(_..) = 7. Se

toda geodésica mazximal estd definida em R, entao (M, g) € dita geodesicamente completa .

Teorema 1.4 (Hopf-Hinow). Uma variedade Riemanniana (M,g) € completa se, e somente

se, € geodesicamente completa.

Demonstragao. Ver Lee [32]. O

Uma consequéncia muito importante do Teorema de Hopf-Hinow é o seguinte resultado,

cuja demonstragao também pode ser encontrada em [32].

Corolario 1.1. Se a variedade Riemanniana (M, g) € completa, entdo dois quaisquer de seus

pontos podem ser ligados por uma geodésica minimizante.
Demonstragao. Ver O’Neill [35]. O

Existe também uma caracterizacao de variedades Riemannianas completas, dada através de

conjuntos fechados e limitados. Mais precisamente:

Teorema 1.5. Uma variedade Riemanniana é completa se, e somente se, 0s conjuntos fechados

e limitados sao compactos.
Demonstragao. Ver Lee [32]. O
Agora serd definido o tensor de curvatura.

Defini¢ao 1.29. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana com conexdo de Levi-Civita V. O

operador de curvatura da métrica g
Rm : X(M) x X(M) x X(M) — X(M)
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¢ definido pela regra
Rm(X, Y)Z =VyVxZ —-VxVyZ + V[X,y}Z
Considerando um referencial coordenado {0, ...,d,}, pode-se escrever

Rm(9;, ;) Z R0,

onde os R, ik Sa0 as fungoes coordenadas do operador de curvatura Rm.

Defini¢ao 1.30. O tensor de curvatura de g é o (0,4)-tensor que a cada quatro campos orde-

nados (X,Y,Z, V) em M associa a fungao
Rm(X,Y,Z, V) =g(Rm(X,Y)Z,V).
Em coordenadas locais, tem-se
Rijw = Rm(0;,0;,0k,0)
= nglRZ‘Lk'

A proxima proposicao lista algumas propriedades do tensor de curvatura.
Proposicao 1.9. Simetrias do tensor de curvatura.

1. Riju = Rpiij = —Rjig = — Rijiks

2. Riju + Rjki + Ryiji = 0 (identidade algébrica de Bianchi);

3. ViRjkim + VjRiiim + ViRijim = 0 (identidade diferencial de Bianchi).
Demonstragao. Ver [32]. O

E possivel mostrar que, dados campos linearmente independentes X, Y € X(M), a expressao

g(Rm(X,Y)X,Y)
9(X, X)g(Y,Y) — (9(X,Y))?

nao depende dos campos X e Y, mas apenas do plano gerado por estes dois campos.

Defini¢ao 1.31. Sejam X,Y € X(M) campos linearmente independentes e p € M tais que
X(p) =z eY(p) =y. A curvatura seccional do plano o, gerado por X e porY, no ponto p, €

definido pelo nimero

g(Bm(z,y)z,y)

Klop) = g(z,x)g(y,y) — (9(z,y))*
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Pode ser dificil manipular o tensor de curvatura, pois ele depende de 4 campos de vetores.
Em [18] pode-se ver que o conhecimento de todas as curvaturas seccionais permite reobter o
tensor de curvatura. Além disso, a curvatura seccional é algebricamente mais facil de manipular,

pois ela depende apenas de dois campos de vetores.

Teorema 1.6. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. A curvatura seccional de M é uma

constante Ky se, e somente se, seu operador de curvatura € dado por
Demonstragao. Ver [32]. O

Exemplo 1.5. O espaco Fuclidiano n-dimensional possui curvatura seccional constante igual

a 0.
Exemplo 1.6. A esfera n-dimensional possui curvatura seccional constante igual a 1.

Exemplo 1.7. O espaco hiperbolico n-dimensional possui curvatura seccional constante igual

a —1.

Definicao 1.32. Uma variedade Riemanniana completa que possui curvatura seccional cons-

tante é chamada de forma espacial.
Um dos resultados mais importantes sobre as formas espaciais é o teorema abaixo.

Teorema 1.7. Seja (M, g) uma forma espacial simplesmente conexa com curvatura constante

K. Entao ela € isométrica a
1. S*, se K =1;
2. R", se K =0;
3. H", se K = —1.
Demonstragao. Ver [32]. O

O objetivo agora é introduzir a nogdo de subvariedade Riemanniana. Se (M ,g) é uma

variedade Riemanniana, a existéncia de uma imersao f : M — M faz de M™ uma variedade
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Riemanniana, considerando-se a métria induzida em M. Para cada ponto p, toma-se a vi-
zinhanca U, que faz de f um mergulho, e considera-se a métrica f*g no aberto U. Feitas
estas consideracdes, f(U) passa a ser chamada de subvariedade Riemanniana de (M, g), que
serd identificado com U. Tal identificagao pode ser feita, uma vez que a maioria das questoes
discutidas neste trabalho serao locais. Se m = n + 1, entao U é chamada de hipersuperficie.
Seja (M, g) uma subvariedade Riemanniana de (M, g). Denotando a conexao de Levi-Civita
de (M,g) por V e a conexdo de Levi-Civita de (M, g) por V, pode-se verificar que VxY =
(V)T onde (V5Y)T(p) é projegao de VY sobre T,M, X, Y € X(M) e X,Y € X(M), de
modo que X (p) = X(p) e Y(p) = Y(p), para todo p € M. Tem-se entdo a seguinte definicao.

Definicao 1.33. A segunda forma fundamental da imersao f € uma aplicagcao
IT:X(M) x X(M) — XH(M)

definida como

II(X,Y) = (VgY)" =VxY — VY.

A importancia da segunda forma fundamental sera revelada com a chamada férmula de

Gauss. Esta formula mostra de que maneira a segunda forma relaciona os tensores de curvatura

de M e de M.

Teorema 1.8 (Férmula de Gauss). Seja M uma subvariedade Riemanniana de (M, g). Deno-

tando por Rm e Rm os tensores de curvatura de M e M, respectivamente, tem-se

g(BRm(X,Y)Z, W) = g(Rm(X,Y)Z, W) + g(II(X, Z), [1(Y,W)) — g(II(X,W),I1(Y, 7)),

onde X, Y, Z,W € X(M).

Demonstragao. Ver [18]. O
Em termos de curvatura seccional tem-se o seguinte corolario.

Corolério 1.2. Sejam K e K as curvaturas seccionais de M e M, respectivamente, e X,Y €

X(M) campos linearmente independentes (possivelmente localmente). Entao

gII(X, X), I[I(Y,Y))—g({I(X,Y),I[I(X,Y))

K(X)Y)=K(X,Y)+ 9(X. X)g(Y,Y) = (9(X,Y))>

De acordo com a segunda forma fundamental, destacam-se dois tipos de variedades.
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Defini¢ao 1.34. Sejam (M™, gyr) uma variedade Riemanniana e (N", gn) uma subvariedade
Riemanniana de M. N ¢é dita totalmente umbilica (em M) se existe um campo n € X+(N)
tal que Ily = gyn. Se o campo n for identicamente nulo, entao diz-se que N ¢é totalmente

geodésica (em M ).

1.4 Tensor de Ricci

Além da curvatura seccional, é possivel definir outros tensores que sao muito importantes do
ponto de vista da geometria da métrica g. Serao descritos agora o tensor de Ricci, a curvatura
de Ricci e a curvatura escalar de uma métrica g. Para isto, serd introduzido o conceito de traco
de um (0, s)-tensor. A definicdo nao serd feita diretamente, mas as observagoes que seguirao

darao consisténcia ao que serd definido.

Observagao 1.8. Uma métrica Riemanniana identifica os conjuntos TY(M) e Ty (M), asso-
ciando para cada campo de vetores X a forma diferencial X*, definida por X*(Y) = g(X,Y)
para todo Y e, reciprocamente, a cada forma diferencial n, um campo de vetores n*, onde

n(X) = g(X,n*) para todo X .

Observacao 1.9. Dado um (1,s)-tensor T, pode-se associar a ele, de maneira unica, uma
aplicacao, denotada por T, que a cada s-upla de campos atribui um campo de maneira linear.

Tal aplicagao € definida por
T(X17 AR 7XS7/)7) = g(T*(X17 AR 7XS)777*)7

onde n* € definido na observa¢ao acima. Tendo a observagao 1.3 em mente, é natural perguntar
qual a relagdao entre (T*)*, o qual serd denotado por T**, e T, pelo fato de ambos possuirem a
mesma natureza, isto €, ambos sao (1, s)-tensores. Descrevamos a relagao entre eles.

Utilizando a observagao 1.3 e a definicao do campo n*, tem-se:

T**(Xh--stﬂ?) = 9<T*(X17"'7X8)an*)
= (T (Xy,...,Xy))
- T(Xla"'7X8777)7

donde T** =T
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Defini¢ao 1.35. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana.
1. Se

T:X(M) x ... x X(M) = X(M)

N

S vezes

e
¢ uma aplicagcao s-linear e, se 1 < 7 < s, 0 j-ésimo trago da aplicacao T € o tensor

tr;T € T? (M) definido por:
(tTjT)(Xl,... Zg Xl,... j— 17€Z,Xj+1,... XS 1) 62)
com Xq,...,Xs 1 €X(M) e{eq,..., en} uma base ortonormal;

2. Se T for uma (0,s)-forma linear, utilizamos a aplicagao T*, dada pela observagao 1.9,

para definir o j -ésimo trago de T, isto €, tr;T = tr;T*;

3. Se s =1, entao o primeiro traco de T' é chamado apenas de trago e denotado por trT.
Observacao 1.10. A definicao acima nao depende da base utilizada.

Agora pode-se definir o tensor de Ricci.

Definicao 1.36. O tensor de Ricci da métrica g € o (0,2)-tensor Ric : X(M) x X(M) —

C>®(M), definido pelo sequndo trago do operador de curvatura Rm, isto €,
tro(Rm) = Ric.
Se X € X(M) ¢€ tal que | X| = 1, a curvatura de Ricci na diregio de X € definida como
ric(X) = Ric(X, X).
Considerando um sistema de coordenadas (x1,...,z,), define-se as coordenadas do tensor

de Ricc por R;; = Ric(0;,0;). Seja {e;} uma base ortornormal e escreva ey, = Z ap0;. Assim,
!

Rij = RZC(@Z, 83)
= (tT’gRTﬂ) (82, 8J)
= Zg(Rm(@i, ex)0;, ex)
k

= > g(BRm(0:, and)d;, ar0;)

k,lr

= Z Gkrak[g(Rm(aia al)aj7 81”)

k,lr

= E akraklRiljr-

k,lr
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Agora, escrevendo 0; = Zg(@l, €r)er, Como ey = Z a0, segue que
k

r

0 = Zg(alaek>ek
Kk
= Zg(alaek)akrar
k,r

- Z (Zg(ah ek)akr)ar.

Isto mostra que Zg(@l, er)ag, = 0. Como g(9, er) = g(0, Z aps0s) = Z arsqis, tem-se que
k s s

oy = Z g(al, €k>akr
k
= Z Qs JisAkr
k,s
= Z ( Z aksakr)glsv
s k

Dai segue que

E ST
AksQrr = g .

k

E, por fim,

Ry = Z ( Z agragr) Rigjr
7l k
= Z 9" Ry
7l

Através de restricoes feitas na curvatura de Ricci, pode-se obter respostas quanto a topologia

da variedade diferenciavel. Um exemplo é o Teorema de Bonnet-Myers.

Teorema 1.9. Seja M uma variedade Riemanniana completa. Se a curvatura de Ricci de M

satisfaz

, 1
Ric(X) > 5> 0,

para todo campo X € X(M), com || X|| =1, entao M é compacta e diam(M) = sup{d(p,q);p,q €
M} <r.

Demonstragao. Ver [18]. O
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Como corolario do teorema acima, tem-se.

Corolario 1.3. Se M € uma variedade Riemanniana completa com curvatura seccional K >

1
— >0, entio M € compacta, diam(M) < 7r e o grupo fundamental m (M) € finito.
,

Definicao 1.37. A curvatura escalar R : M — R, da métrica g, € definida como sendo o trago

do tensor de Ricci , isto €,
R = tr(Ric"),
onde Ric* ¢ dado pela observacgao 1.9.

Em coordenadas locais (z1,...,x,), considerando a base ortonormal {e;} de modo que

e; = E a;0;, a curvatura escalar se escreve como
1

R = tr(Ric")
= Y g(Ric*(ex), ex)
_ zk:Ric(ek,ek)
- imc(; akmam,;aklal)

= Z akmak;[RiC(am> al)

k,m,l

Como consequéncia direta das defini¢oes dadas acima, obtém-se a seguinte proposicao.

Proposicao 1.10. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana e ¢ € R,. Considere a métrica

cg em M. Entao:
1. Rm.= Rm;
2. K.= %K;
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3. Ric. = Ric;

4. Re=1R.

1.5 Hessiano, Laplaciano e divergente

Agora serao definidos os operadores diferenciais Hessiano, Laplaciano e divergente. Para tanto

necessita-se do conceito de vetor gradiente.

Definigao 1.38. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana e f : M — R uma aplicag¢do suave.

O gradiente de f é o unico campo de vetores V f € X(M) satisfazendo

X(f)=9(Vf X).

Em coordenadas locais os campos X e V f podem ser escritos como

Entao VI f = Zgijaif, isto é:

Definicao 1.39. Seja f : M — R uma funcdo diferencidvel. O tensor Hessiano de f € o
(0,2)-tensor Hy definido por

Em coordenadas locais,

Hy(X,)Y) = Zﬂfiyij(amaj)
1,]
= lefiyj{aiajf = Vi0;f}
1,]
= > aw{0:0;f =D Thouf}
i, k
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A equac@o acima permite concluir que o tensor Hy é um (0, 2)-tensor simétrico.
O Hessiano de uma funcao f : M — R e a métrica Riemanniana podem ser relacionados,

através da derivada de Lie, da seguinte maneira.

Proposicao 1.11. Se (M, g) é uma variedade Riemanniana e f : M — R € suave, entao
(Lvrg)(Y, Z) = 2H, (Y, Z).

Demonstracao. Considerando a conexao de Levi-Civita de g e usando o item 4 da proposi¢ao

1.5, tem-se que

(Exg)Y.2) = X(9(Y,2)) —g([X,Y], Z) — g(Y,[X, Z])
= 9(VxY,2) +g(Y,VxZ) — g([X,Y],Z) — g(Y,[X, Z])
= g(VxY - [X,Y],Z)+g(Y,VxZ — [X, Z])
= 9(VyX,Z) +g(Y,V2X).

Fazendo X = V f na equagao acima, obtém-se

(Lvrg)YV, Z) = g(VyV [, Z)+g9(Y,VzVf)
= Hi(Y,Z)+ H(Z,Y)

= 2H(Y,Z).

Dado o campo X € X(M), convém considerar o operador C*°(M)-linear
VX X(M) — X(M),
definido como VX (Y) = Vy X. Assim obtém-se a seguinte defini¢ao.

Definicao 1.40. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana e X € X(M) um campo de vetores.
O divergente do campo X ¢ a fun¢ao div(X) : M — R definida pela trago do operador VX,

isto é:

div(X) = tr(VX).
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Considerando um referencial ortonormal {e;} e um sistema de coordenadas (xy,...,z,) tal
que Y = Zykﬁk, tem-se:
k
div(X) = tr(VX)
= Z g(vein ei)

= > {0(we) +ur Y Ti}

k l

Definigao 1.41. O Laplaciano de uma fungao diferencidvel f : M — R € a fungio Af : M — R
definida por

Af = tT(Hf).
Considerando um referencial ortonormal {ey, ..., e,} e um referencial coordenado {0y, ...,0,},
tem-se
Af = tr(Hy)

= Z Hf(ekv ek)
k

= ) anazH(8;,0))
i

= Zaikajk{aiajf - V.0,f}
——

W

= Zgij{az‘ajf - ng‘akf}
ij k

A derivada covariante pode ser estendida para tensores na variedade. Esta extensao sera

tratada no caso em que o tensor é do tipo (0, s).

Definigao 1.42. Seja T um (0, s)-tensor em (M, g). A diferencial covariante de T € o (0, s+1)-
tensor VT definido por

(VI) (X1, X, X) = X(T(Xy, .., Xo) = > T(Xy, o, Xim1, Vi Xy, X, X).
i=1
A derivada covariante do tensor T' na dire¢ao do campo X € o (0, s)-tensor VxT definido por
(VxT)(Xy,...,Xs) = (VT)(Xq,..., X, X).
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A relacao entre o traco de um tensor e a derivada covariante é dada na proposicao a seguir.
Proposicao 1.12. Em uma variedade Riemanniana (M, g) tem-se que
tr(VxT) = Vx(trT),
para todo (0, s)-tensor T
Demonstragao. Ver [35]. O
Com esta nocao tem-se a seguinte caracterizacao do Hessiano de uma funcao.

Proposicao 1.13. Seja f : M — R uma funcao suave definida na variedade Riemanniana

(M, g). Entao

Hi(X,Y) = VVf(X,Y)
= YX[— (VyX)f.

Demonstracao. Por um lado, tem-se

Hy(X,Y) = ¢g(VxV[.Y)
— XYf - (VxV)f.

Por outro lado

VVH(X,Y) = Y(Vf(X)) - Vf(VyX)
= YXf— (VyX)f
= YX[+[XY]f— (VxY)f
= YXf+XYFf-YXf— (VxY)f
= XY[—(VxY)/,

e isto mostra o resultado. O

Agora serao definidos o divergente e Laplaciano para tensores.
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Defini¢ao 1.43. Seja T um (0, s)-tensor em (M, g). O Laplaciano de T' é o (0,s — 1)-tensor
div(T) definido por

n

div(T)(X1, ..., Xe1) = Y (Ve T)(X1, ..., Xoor,€),

i=1

onde {e1,...,e,} € uma base ortonormal.

Uma expressao muito ttil envolvendo o divergente é a forma contraida da identidade dife-
rencial de Bianchi. Ela apresenta uma relacao entre a curvatura escalar e o tensor de Ricci de

uma métrica.

Proposicao 1.14 (Forma contraida da identidade diferencial de Bianchi). Para uma variedade

Riemanniana (M, g), vale a expressao
XR = 2divRic(X).
Demonstrag¢ao. Sejam X um campo em M e {e;}; uma base ortonormal. Entao

divRic(X) = Y (VeRic)(X,e)

(2

= > (Ve (trRm))(X, e)
= Ztr(VCiRm)(X, €;)
= Z Z g((Ve, Rm)(e;, X)ej, €;).
i
Pela identidade diferencial de Bianchi, tem-se

9(Ve,Bm)(X, e;)ej, i) + g((VxRm)(ei, e5)ej, €) = —g((Ve, im)(ej, X)ej, €;),
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e portanto
divRic(X) = 33 {=9((Ve, Rm)(X, e)ej, ) = g(VxRm)(eis ¢5)es, e0)}
= i{— > 9((Ve, Rm)(ei, X)eiej) + 3 g(VxRm)(eisej)eis )}
— i{—trz(v Rm)(X, e;) + tT(VXRm)Eej: €}
_ Z{ S(trRm))(X, e;) + (ex(trRm))(ej, e;)}
_ Z Ve, Ric)(X,e;) + Y _(VxRic)(ej, ;)

J

J
= —divRic(X) + tr(VxRic)
= —divRic(X) + Vx(trRic)
= —divRic(X)+ VxR

= —divRic(X) + XR,
de onde X R = 2divRic(X).

Outra féormula muito utilizada envolvendo o divergente é dada na proposicao abaixo.

Proposicao 1.15 (Férmula de Bochner). Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana e f :

M — R uma fun¢do suave. Entdo

divH;(X) = Ric(Vf,X) + XAf.
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Demonstra¢ao. Sejam p € M e {e;}; um referencial geodésico em p. Entéao

divHp(X) = ) (Ve Hp)(X,e)

i

= Z(el(Hf<X7 6,)) - Hf(veiX7 ei) - Hf(Xa veiei))

i

= Y (a(g(VxVf.e) = g(Vy, xVf &) — Hy(X, Veer)

g 0
= Y (9(Ve,VxVf.e) +g(VxVf Vee) = g(Vv, xVf e))

= > 9(VeVxVf—Vy, xVfe)
= Y g(Rm(X,e)Vf+VxVe VI~ Vi, VS e)

= Y g(Bm(X,e)Vf,e)+ Y 9(VxVe,Vf=Vy, e VS e)
i i ~—~—

0

= Ric(X,Vf)+ ) Xg(V.Vfe)

= Ric(X,Vf)+ XAf.
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Capitulo 2

Classes de métricas Riemannianas

Neste capitulo serao introduzidas classes especiais de métricas Riemannianas e relagoes entre
elas serao estudadas.

Na primeira secao deste capitulo sera introduzido o produto twisted, que consiste em defi-
nir uma métrica na variedade produto que depende de uma funcao positiva, chamada funcao
twisting, definida nos dois fatores do produto. Em seguida serao estabelecidas algumas relagoes
entre quantidades do produto e dos fatores do produto. Na sequéncia, serao listados alguns
resultados sobre como reduzir a dependéncia da funcao twisting para apenas um dos fatores,
obtendo assim um produto warped. Sao listados alguns resultados sobre folheagoes no fim desta
Secao.

Na segunda secao sera introduzida a nocao de variedade localmente conformemente plana.
Tal nogao sera utilizada em enunciados objetivando a classificacao em muitos casos. Um dos
teoremas mais importantes desta teoria, o teorema de Weyl-Schouten, sera citado e aplicado
nesta secao. Sera citado também um teorema que diz quando um produto warped é localmente
conformemente plano.

Na terceira secao serao definidas as variedades de Einstein. Serd determinado nesta segao
quando variedades de Einstem sao localmente conformemente planas. Sera exibida também sua
relagao com as variedades de curvatura constante.

Na quarta secao serd introduzido o conceito de séliton de Ricci gradiente. Em seguida serao
dados exemplos, alguns dos quais aparecerao em alguns resultados de classificagao do capitulo
seguinte. Serao listadas também propriedades dos sélitons no caso gradiente e teoremas que

serao utilizados no capitulo posterior. Na secao seguinte serda apresentada, de maneira breve,
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a relagao entre sélitons de Ricci e o fluxo de Ricci, servindo assim de motivacao para o estudo

de solitons de Ricci, mais precisamente, o caso gradiente.

2.1 Produto twisted

Nesta secao sera apresentado o conceito de produto twisted. Tal conceito é uma generalizacao
do produto warped que, por sua vez, é uma generalizacao do produto Riemanniano. As nocoes
de produto Riemanniano e de produto warped também serao dados nesta secao. O produto
warped foi introduzido por Bishop e O'Neil (em [8]) com o objetivo de construir exemplos
de variedades Riemannianas com curvatura negativa. Uma classe importante de produtos
warped sao as variedades rotacionalmente simétricas, nocao introduzida também nesta secao,
que generaliza as conhecidas coordenadas polares do espaco Euclidiano.

Para as defini¢oes abaixo, sejam m; : M7 X My — M, as projegOes canonicas, definidas por

7;(p1, p2) = pi, com i € {1,2}.

Defini¢ao 2.1. Sejam (M, g1) e (Ma, g2) variedades Riemannianas e ¢ : My x My — R uma

funcdo suave e positiva. A variedade produto My x My munida com a métrica

g(p,q)<X> Y) = (ngl)(p,q) (X, Y) + 90(177 Q) (7T592)(p,q)(X> Y)7

onde X, Y € X(M; x M) e (p,q) € My X My, é chamada de produto twisted de (M, g1) por

(Ma, g2), com fungdo twisting p. Neste caso denotamos por My X, Ms.

Definicao 2.2. Se na definicao anterior o produto twisting My X, My € tal que a funcdo ¢
depende apenas de My, entao a variedade Riemanniana My X, My é chamada de produto warped
de (M, g1) por (Ma, g2), com fungao warping ¢. Se ¢ =1, chama-se My X, My de o produto
Riemanniano de (M, g1) por (Ma, go) e representa-se por My x Ms.

Um caso particularmente interessante ¢ quando se tem um produto warped M; X, M, onde

M, é um intervalo (—e,e) e My é a esfera com a métrica canonica.
Definicao 2.3. Uma variedade Riemanniana (M™,g) é dita rotacionalmente simétrica se

g=dt’ + %

sn—17

onde (S, g ) € a esfera com a métrica candnica, isto é, se for isométrica ao produto warped
sn

(—e,8) X, S
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Agora serao determinadas as expressoes da conexao de Levi-Civita, do operador de curva-
tura, do tensor de Ricci e da curvatura escalar de um produto twisted M; x My em funcao dos
respectivos entes em (M;, g;), i € {1,2}. Com esta finalidade, serdo feitas algumas identificagoes

e definigbes. Considere os seguintes subconjuntos de X(M; x Ms):
L(M;) = {X € X(My x My);dms_ X =0}, i € {1,2}.

Os conjuntos L(M;) e L(M,) podem ser pensados como o conjunto de todos os campos de
X(M; x My) que sao tangentes & M; e My, respectivamente.

Dado um campo X € ¥(M;), o campo X € £(M;) chama-se o levantamento de X se dm; X = X.
Note que um tal levantamento é unico pois, se X’ € L(M;) é um outro levantamento de X,

entao tem-se dms_;(X — X’) = 0, e também

dm(X — X') = dm(X) — dmy(X)
= X-X

= 0,

de onde X — X’ = 0. Portanto pode-se identificar X e X.

Considere o produto twisted M; x, My e seja k = In(yp). Serao denotados por V', Rm’,
Ric* e R as quantidades associadas a M; e por V, Rm, Ric e R, as quantidades associadas a
My x, M.

As proposigoes abaixo podem ser encontradas em Fernandez-Lépez [20]. Sera exibida apenas
a demonstracao da primeira delas, pois as outras seguem a mesma linha de raciocinio.

Em todas as proposi¢oes abaixo serao considerados X,Y,Z € £(M;) e V,W,U € £(My).

Proposicao 2.1. A conezao de Levi-Civita de My X, My € dada por:

VxY = ViY;
VxV = Vv X =X(k)V;
VW = VW + V()W +W(k)V — g(V,W)VE.
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Demonstracao. Por um lado:

29(VxY,V) =

Por outro lado,

QQ(V)(Y, Z) =

XgY,V)+Yg(X,V) = Vg(X,Y) — g(X,[Y,V]) + g(V, [ X, Y]) + g(Y, [V, X])
~Vg(X.,Y)

V(T g1 (X,Y) + ¢*m592(X,Y))

V(" )m39:(X,Y) — 9’ Vi go(X,Y)

0.

Xg(Y,2)+Yy(X,Z) = Z9(X,Y) — g(X,[Y, Z]) + 9(Z,[X,Y]) + g(Y, [Z, X])
Xg1(dm(Y),dm(Z2)) + Yg(dm (X),dm(Z)) — Zg(dm(X),dm (Y)) —
—g(dm (X), dm\([Y, Z])) — g(dm(Z), dm ([X,Y])) + g(dm (Y), dm ([Z, X]))
Xa(Y,2)+Yq(X,Z) - Zg:(X,Y) — (X, [V, Z]) + 91 (Z, [ X, Y]) + a1 (Y, [Z, X])
21(VxY, Z)

2mi1(VXY, Z) + 20°m595(Vy Y, Z)

0

29(VyY, Z).

Conclui-se entdao que VxY = VLY.

Como consequéncia da compatibilidade da métrica tem-se:

ViV = Vv X = [X,V] =0,

de onde VxV =V X. Além disso, dado E € X(M; x M),

Xg(‘/, E) + Vg(X7 E) _Eg(X7 V) _g(X7 [V, E]) _'_g(V? [EvX]) +g<E7 [Xv V])
v v e

X(¢*m505(V, E)) = i1 (X, [V, E]) +¢* m300(V, [E, X])

~~ ~~
0

0

20X (0)m392(V. E) + ¢* X(m592(V, E))
—_—
0

X
20° 7305 ( ff)v, E)

29(X (k)V, E).

Assim, VxV = Vy X = X (k)V.
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Para a parte tangente, tem-se:

2(VyW,U) =

e, assim, (VyW)" =

VgW,U) + Wg(V.U) = Ug(V,W) — g(V,[W,U]) + g(W, [U, V]) + g(U, [V, W])
V(*m592(W,U)) + W (@592 (V,U)) — U(*m592(V, W) — p*m595(V, [W, U]) +
P> m592(W, [U, V]) + p*m595(U, [V, W])

V(¢*)m392(W, U) + W(p*)m302(V, U) = U(*)m392(V, W) + @*[V (13,92 W, U)) +
W (m592(V,U)) = U(m395(V, W) — @*m395(V, [W,U]) + p*m590(W, [U, V])
+p*m3g2(U, [V, W)

V(¢*)g2(W,U) + W (p*)g2(V.U) = U(*)g2(V.W) + @?[V (g2(W. U)) +

W (g2(V.U)) = U(g2(V, W) = g2V, [W, U]) + 6o (W, [U, V]) + go(U, [V, W])]

20V (9)ga(W, U) + 20W () ga(V, U) — 20U () g2(V, W) + 2% g5 ( Vi, W, U)

2020, (prw) Wg(f)
20292 (Vs W + V(EYW + W (k)V,U) — 20%go(V,W)g(Vk,U)

W+

\Y%
V+ViW,U) - 2s0292(7¢, U)g2(V. W)

29(VEW + V(YW + W (k)V,U) — 29(V,W)g(Vk",U)
29(VEW + V(YW + W (E)V — g(V,W)Vk",U)

V2W + V()W + W(k)V — g(V,W)VE'.

Para a parte normal tem-se:

QQ(V\/W X) =

e assim (Vi W)+ =

VW, X)+Wg(V,X) =Xg(V.W) — g(V, W, X]) + g(W, [ X, V]) + g(X, [V, W])
0 0 0 0 0
_X(ﬂ—;gl(vv W) +9027T>2ng(V7 W))
0
~X () g2(dma(V), dma(W)) — ©* X (ga(dma(V), dma(W)))

-

0

—20X(p)g2(V, W)
—209(Vip, X)ga(V, W)
—202go(V, W) g(Vk, X)
—29(V,W)g(Vk*, X)
29(—g(V,W)Vk*, X)
—g(V,W)Vk*. Consequentemente,
VoW = VEW + V(W + W(k)V — g(V, W)Vk.
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Para as duas proposigoes seguintes, sejam H* h* e h% definidos por
hy(V.W) = VW(k) — (ViW)(k)
WX, V) = XV(k)—V(k)W(k)
W(V,W) = g(H*(V),W).
Proposicao 2.2. O operador de curvatura de M, X, My € dado por:
Rm(X,Y)Z = Rm'(X,Y)Z;
Rm(X,Y)V = 0
Rm(X, V)Y = (XY (k)+ X(k)Y (k) — (VxY)(k))V;
Rm(X, VW = —XW(k)V + (X(k)VE+ VxVk)g(V,IWV);
Rm(V,W)X = WX(k)V —-VX(k)W;
Rm(V,W)U = Rm*(V.W)U — g(W,U)[Hx(V) +V (k)VEK] = [h5(W,U) = W (U (1)]V
+g(V.U)H (W) + W (k)VE] + [h5(V.U) = V(k)U (k)] W.
Proposicao 2.3. O tensor de Ricci de My x, My € dado por:
Ric(X,Y) = Ric'(X,Y)+n(HZX,Y)+ X(k)Y(k));
Ric(X,V) = (1—no)VX(k);
Ric(V,W) = Ri(V,W)+ hu(V,W) + (1 — na)hE(V, W) + naV (k)W (k)
—g(V,W)[Ak + g(VE, VE)].
Onde n; = dimM,.
Teorema 2.1 (Condigao Ricci-flat). Seja My %, My o produto twisted de (M, g1) e (Ma, ga),
com fun¢ao twisted v, e ng = dimMy > 1. Entao, Ric(X,V) = 0 para todos X € L(M;) e
V e L(M,) se, e somente se, My x, My pode ser escrito como o produto warped M; xg Mo
de (My,g1) € (Ma, g2), com fungao de tor¢ao ¢ : My — R, onde g € uma métrica conforme a
métrica gs, isto €, Go = $>ga, para alguma $ : My — R.
Demonstra¢ao. Suponha que Ric(X,V) =0, VX € X(M;),VV € X(M;). Pela proposicao 2.3,
segue que

(1 —n2)VX(k) = (1 — no) XV (k) = Ric(X,V) =0,
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donde X (k) depende apenas dos pontos de M; e V (k) depende apenas dos pontos de M. Assim
segue que k(p,q) = k1(p) + k2(q), com k; : M; — R suaves e positivas. Dai ¢(p,q) = &(p)¢(q),

com @(p) = 1) e p(q) = 2@, Assim, pode-se escrever

g = g+ P Tige
= mg + @M g
= g1+ & (% g0)
——

g2
= w1+ @30,
e segue que M; X, M, pode ser visto como um produto warped M; X5 My de (M, g1) com
(My, ¢*g5), com fungao warping @ = e® : M; — R.
Suponha que M; X, M, seja um produto warped, isto ¢, que ¢ dependa apenas de pontos

de M;. Tem-se entao que k s6 depende de pontos de M;. Pela proposicao 2.3 tem-se que

Ric(X,V) = (1 — n)VX (k) = 0, VX € X(M,),VV € X(My). O

A fim de enunciar alguns resultados que nos serao tuteis na demonstracao de Teoremas
posteriores, o conceito de folheacao de uma variedade sera apresentado. Algumas das defini¢oes

aqui citadas podem ser encontradas em Fernandez-Lépez [20].

Defini¢ao 2.4. Uma folheagio § de dimensao k de uma variedade diferencidvel M™, (k < n),
¢ uma particao de M em subvariedades de dimensao k, chamadas folhas da folheagao, tal que

para cada p € M existem um aberto U de M contendo p e uma submersao fy : U — R"™*, tal

que f;'(x) é uma folha de §

ps § restrita a U, para todo x € R,

Definicao 2.5. Duas folheagoes §,, com dimensao k1, e §,, com dimensao ko, de uma variedade

diferencidvel M™ sdo ditas complementares se ki + ko = m.

Defini¢ao 2.6. Uma folheacio § de dimensao k de uma variedade Riemanniana (M,qg) €
chamada totalmente umbilica (totalmente geodésica) se cada folha da folheagdo for totalmente

umbilica (totalmente geodésica).

Exemplo 2.1. Sejam M™ e N™ variedades diferencidveis. As colegoes §, = {M x {q}}qen €
5. = {{p} X N}pem sdo folheagoes de M x N chamadas de folheagdes candnicas. Note que §,

e 5, sao folheagcoes complementares.
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Exemplo 2.2. Considerando o produto twisted M x ¢ N, de (M™,gn) e (N™, gn) com fungdo
twisting f pode se mostrar que, para todo (p,q) € M x N:

1. M x {q} € uma subvariedade totalmente geodésica de M xy N;
2. {p} x N € uma subvariedade totalmente umbilica de M x s N;
Assim, a folheacdo §, € totalmente geodésica e a folheacao §, € totalmente umbilica.

Os dois Teoremas abaixo relacionam produtos twisteds com folheagoes umbilicas e geodésicas.

As demosntragoes podem ser encontradas em Ponge [38].

Teorema 2.2. Seja (M,g) uma variedade Riemanniana simplesmente conexa com duas fo-
lheacoes complementares §, e §, cujas folhas se intersectam perpendicularmente. Se as folhas
de §, sao totalmente geodésicas e completas e as folhas de §, sao totalmente umbilicas, entao
(M, g) € isométrica a um produto twisted My X s My, tal que §, e §, correspondem as folheagies

canonicas do produto My X M.

Teorema 2.3. Seja (M X My, g) uma variedade Riemanniana, onde (My,g1) e (Ma, g2) sdo
variedades Riemannianas. Suponha que as folheacdoes canonicas §, € §, se intersectam perpen-

dicularmente em todo ponto. Entao a métrica g é:

1. um produto twisted My x4, My se, e somente se, §, € totalmente geodésica e §, € totalmente

umbilica;

2. o produto Riemanniano M, X My se, e somente se, §, e §, sao totalmente geodésicas.

2.2 Variedades localmente conformemente planas

Nesta secao serao introduzidas as variedades localmente conformemente planas, os tensores de
Weyl e de Schouten, bem como algumas proposi¢oes envolvendo estes tensores. Em seguida, sera
apresentado o Teorema de Weyl-Schouten, que consiste em uma caracterizacao das variedades
localmente conformemente planas em termos dos tensores de Weyl e de Schouten. Serao feitas

duas aplicagoes deste teorema.

Defini¢ao 2.7. Uma variedade Riemanniana (M,q) € localmente conformemente plana se,

para todo ponto p € M, existem uma vizinhanc¢a aberta U em M contendo p e uma fungao
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suave @ : U — (0,400) tal que a variedade Riemanniana (U, e“’g‘U) tem curvatura seccional

nula.

Exemplo 2.3. Toda variedade Riemanniana de dimensao 2 € localmente conformemente plana.

De fato, em todas as variedades Riemannianas de dimensao 2 existem coordenadas isotérmicas.

O produto de tensores definido abaixo serd util na definicao dos tensores de Weyl e de

Schouten.

Defini¢ao 2.8. Sejam T e G (0,2)-tensores simétricos. O produto de Kulkarni-Nomizu de T
e G, TG, édefinido como

(TOGX,Y,Z,W) = T(X,2)GY,W)+T(Y,W)G(X, Z)
—T(X,W)G(Y, Z) = T(Y, Z)G(X,W).

Propriedades do produto Kulkarni-Nomizu:
L To)X, Y, ZW)+(ToOY,Z, X, W)+ (ToG)(Z X,Y,W) = 0;
2. TOG=GoOT,;

3. Vx(T®G)=(VxT) G +T o (VyG).

Definigao 2.9. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana com operador de curvatura Rm, ten-

sor de Ricci Ric e curvatura escalar R. Define-se o tensor de Schouten como o tensor

_ R
S = Ric— mg

O tensor de Weyl é definido como o tensor
1
W=Rm—-——504g.
n—2
Uma condicao utilizada no enunciado do Teorema de Weyl-Schouten é a definida abaixo.

Definig¢ao 2.10. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana e T um (0, 2)-tensor em M. Diz-se
que T € tipo Codazzi se

(VxT) (Y, Z) = (VyT)(X, Z).
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Sobre os tensores de Weyl e de Schouten tem-se os seguintes resultados, cujas demonstragoes

podem ser encontradas em Hertrich-Jeromin [26].

Proposicao 2.4. Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana. Se n = 3 entdo o tensor de Weyl

¢ identicamente nulo

Proposicao 2.5. Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana com n > 3. Se o tensor de Weyl

¢ identicamente nulo, entdo o tensor de Schouten € tipo codazzi.

Teorema 2.4 (Weyl-Schouten). Uma variedade Riemanniana (M,g) € localmente conforme-

mente plana se, e so se
1. o tensor de Schouten € tipo Codazzi, se n = 3;
2. o tensor de Weyl é identicamente nulo, se n > 3.

Exemplo 2.4. Os espacos de curvatura constante K sao localmente conformemente planos.
Para mostrar isto serd usado o Teorema de Weyl-Schouten. Neste caso sabe-se que Rm =
%g ©® g. Dai, decorre que Ric = (n —1)Kg e, consequentemente, que R =n(n — 1)K. Assim,

o tensor de Schouten fica

, R
S = Ric 2(n_1>g
— (n- DKy - G
_ (n—2)Kg'

Calculando o tensor de Weyl obtém-se

1
W = Rm———S50®g
n—2

K 1 (n—2)K

= EQQQ_n_2 B gOg
K K

= EQQQ—EQQQ

= 0.

Assim, se o espago possuir dimensao maior do que 3, o Teorema de Weyl-Schouten garante o

resultado. Agora falta o caso em que o espago tem dimensao 3. Isto seque do fato do tensor

47



métrico ser paralelo. De fato, sejam X,Y,Z € X(M). Entao

(VxS)(V.2) = K(Vxg)(Y.2)
= K{X(g(Y.2)) - 9(VxY,Z) - g(Y,VxZ)}

= 0.

Entao (VxS)(Y,Z) =0= (VyS)(X,Z). Pelo Teorema de Weyl-Schouten, seque o resultado

no caso 3.

Uma aplicagao do Teorema de Weyl-Schouten e da condigao Ricci-flat é dada na proposigao

a seguir.

Proposicao 2.6. Seja M x, N o produto twisted das variedades Riemannianas (M", gn) e
(N®,gn) com fungdo twisting ¢. Suponha que r > 2 e s > 2. Se M x, N € localmente

conformemente plana, entdo ela pode ser escrita como um produto warped.

Demonstragao. Sejam n =r + s, X € X(M) e V € X(N). Como r > 2, é possivel escolher
Y € X(M) de modo que g(X,Y) = gu(X,Y) = 0. Escolhendo desta maneira, tem-se que

1

[\

_ _LQw(Y, Y) g(X, V) +S(X, V)g(Y,Y)
n — —

—S(Y,V)g(X,Y) =S(X,Y) g(Y,V))
T RO,—/
= — L (RiC(X,V)—z(n—R_l)

n—2

g(X;V)g(Y,Y)

1

1
=~ Rif(X,V)g(YY).

n —

Como M x, N ¢ localmente conformemente plana, pelo Teorema de Weyl-Schouten tem-se que

W = 0. Dai 2Ric(X, V)g(Y,Y) = 0. Dessa forma tem-se que Ric(X,V) = 0, para todo
n —_—

X € X(M) e todo V € X(N). O resultado segue da condi¢ao Ricci-flat, pois s > 2. O

Esta secao sera finalizada com um teorema que caracteriza produtos warped que sao local-
mente conformemente planos, e que serd util futuramente. Os critérios fornecidos pelo teorema
sao em termos da dimensao e da curvatura. Ele serd utilizado para exibir um exemplo simples

de uma variedade Riemanniana que nao é localmente conformemente plana.
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Teorema 2.5 (B-Varquez, G-Rio,V-Lorenzo). Seja M x, N o produto warped de (M, gr) e
(N, gn), com funcao warping ¢. Entdo:

i) sedim M =1, entao M x,N € localmente conformemente plano se, e somente se, (N, gn)

€ um espaco de curvatura constante.

ii) se dim M > 1 e dim N > 1, entdo M X, N € localmente conformmente plano se, e

somente se,

ii.a) (N, gn) € um espaco de curvatura constante cy;

s

i.b) a func¢ao ¢ : M — R define uma deformagao global em M tal que (M, ﬁgM) ¢ um

espaco de curvatura constante cyy = —cy.

iii) se dim N = 1, entdo M x, N € localmente conformemente plano se, e somente se, a
fungio ¢ : M — Ry define uma deformagao conforme em M tal que (M, %gM) ¢ um

espaco de curvatura constante.
Demonstragao. Ver [5]. O

Exemplo 2.5. Considere o produto Riemanniano S* x S? de duas esferas de raio unitdrio.
Como este é um produto warped que possui fun¢ao warping constante f(p) = 1, Vp € S?, e
como as dimensoes sio maiores do que 1 (ambas iguais a 2), seque que a variedade S* x S* nao

¢ localmente conformemente plana, como mostra o item ii) do Teorema acima.

2.3 Variedades de Einstein

Nesta secao serao introduzidas as variedades de Eisntein, que desempenham um papel impor-
tante na Teoria da Relatividade Geral e possuem interesse geométrico proprio. Em seguida
serao discutidas algumas propriedades destas variedades e serd apresentado um resultado que
explica o que acontece quando uma variedade de Einstein possui uma estrutura de variedade

localmente conformemente plana.

Definigao 2.11. Uma variedade Riemanniana (M,g) € dita uma variedade de Einstein se

existe uma constante X tal que Ric = Ag. A constante A é chamada de constante de Einstein.
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A proposicao abaixo mostra que, em dimensao maior do que 3, nao é possivel flexibilizar a

defini¢ao acima permitindo que a constante A seja uma funcao.

Proposicao 2.7. Seja (M",g), n > 3, uma variedade Riemanniana. Se existe uma fung¢do

A: M — R tal que Ric = \g, entao A é constante, isto €, M é uma variedade de Finstein.

Demonstragao. Seja {e;}; uma base ortonormal local e seja X um campo qualquer. Por um

lado,

divRic(X) = div(A\g)(X)
VL)X )

%

= Z(ez‘)\g + )\Ze;-_g))(Xa €;)

— Zei)\g(X, e;).

Por outro lado,
XR = X(trRic)
= X(tr(rg))
= X(Mn)

= nX(\).

Fazendo X = e; na segunda forma contraida da identidade diferencial de Bianchi, tem-se

1
e;A = divRic(e;)) = = XR = Eei)\,
2 2
de onde e; A = 0, pois g # 1. Pela arbitrariedade de 7, tem-se que A é constante. O

Tomando o traco da equacao Ric = A\g, tem-se que R = n\, mostrando que variedades
de Einstein possuem curvatura escalar constante. Além disso, considerando o tensor Ric =
Ric — —g, tem-se que uma variedade Riemanniana (M™, g), n > 3, é de Einstein se, e somente

n o
se, o tensor Ric se anula.
E importante observar que variedades de Einstein também possuem curvatura de Ricci cons-

tante. Mais do que isso, as variedades de Einstein sao exatamente as variedades Riemannianas
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que possuem curvatura de Ricci constante. De fato, se (M, g) é uma variedade de Einstein,

com constante de Einstein A\, e X um campo qualquer em M, entao

Ric(X, X)

9(X, X)
Ag(X, X)
9(X, X)
Y

ric(X) =

Reciprocamente, se (M, g) é uma variedade Riemanniana que possui curvatura de Ricci cons-

_ Ric(X, X)

tante igual a A, isto é, ric(X) = = )\, obtém-se
W=

Ric(X,Y) = Ric(X+Y =Y, Y + X — X)
= Ric(X+Y,X+Y)+ Ric(X +Y,—X) + Ric(=Y, X +Y) + Ric(-Y,—X)
= Ric(X+Y,X+Y)+ Ric(X,—X) + Ric(Y,—X) + Ric(-Y,Y),

e assim, 2Ric(X,Y) = Ric(X +Y, X +Y) — Ric(X, X) — Ric(Y,Y). Por M ter curvatura de

Ricci constante igual a A, tem-se

Ric(X,Y) = S(Ric(X +Y,X +Y) ~ Rie(X, X) ~ Rie(Y, )
_ %(g(X LY, X 1Y) - g(X,X) — g(Y,Y))
_ %(g(x,x) +29(X,Y) +g(Y,Y) — g(X, X) —g(Y,Y))
= MN(X,Y),

para quaisquer campos de vetores X,Y € X(M).
A préxima proposicao mostra que as variedades de Einstein generalizam as variedades de

curvatura constante.

Proposicao 2.8. Se (M, g) é uma variedade de curvatura seccional constante, entao (M, g) €

uma variedade de Einstein.

Demonstragao. Seja (M, g) uma variedade de curvatura seccional constante igual a K. Seu

operador de curvatura é dado por

Rm(X,Y)Z = K(g9(X, 2)Y — g(Y, 2)X), VX,Y,Z € X(M).
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Considerando uma base ortonormal {ey,...,e,} e campos X = > xe; e Y =) y,e;, tem-se

Ric(X,Y) = (trRm)(X,Y)

— Zg(Rm(X, e)Y,e)

= inng(Rm(ei7€l>€jael)
ij.l

= Y zwg(K(gleiej)er — gler e))ei), )
1,5,

= Z 2y K (0ij — 010u)
1,7,

= (n—1)Kg(X,Y).
Isto mostra o resultado. O

A demonstracao da proposicao acima permite concluir que, em variedades de Einstein que
n
R.
n—1
As demosntragoes das duas proposi¢oes abaixo podem ser encontradas em [31]. A primeira

possuem curvatura seccional constante K, tal constante é dada por K =

delas estabelece o que acontece nas dimensoes 2 e 3.

Proposicao 2.9. Seja (M",g) uma variedade de Finstein. Se n =2 oun = 3, entao M tem

curvatura constante.

O exemplo abaixo mostra que em dimensoes maiores do que 3 uma variedade de Eisntein

pode ter curvatura nao constante.

Exemplo 2.6. Considere o produto Riemanniano S* x S?, onde S? representa a esfera com a
métrica induzida pelo espagco Fuclidiano tridimensional. Tomando vetores tangentes a esferas
distintas, tem-se que a curvatura seccional se anula, mostrando que a curvatura seccional deste

produto nao € constante. No entanto, como a métrica considerada € a produto,

Ric = Ric, + Ric,,

S2 xs2

= Ag, + Ag,

982x82'

Assim, S? x S? ¢ uma variedade de Eisntein que ndo possui curvatura constante.
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Apesar de existirem variedades de Eisntein que nao possuem curvatura constante em di-
mensoes maiores do que 3, existe um critério, dado pelo corolario do teorema abaixo, que

determina quando isto acontece. Para isto, considere o tensor Z, dado por

Z = Ric® g, (2.1)

n—2
onde Ric = Ric — %g.
Proposicao 2.10. Seja (M", g) uma variedade Riemanniana, com n > 3. Entao,
1. M tem curvatura constante se, e somente se, Z =W = 0;
2. M ¢é uma variedade de Finstein se, e somente se, Z = 0.
Como consequéncia imediata da proposicao acima segue o seguinte resultado.

Coroldério 2.1. Seja (M", g) uma variedade de Einstein comn > 3. M tem curvatura constante

se, e somente se, M ¢é localmente conformemente plana.

2.4 Soliton de Ricci

2.4.1 Definicao e exemplos

Defini¢ao 2.12. Uma variedade Riemanniana (M,q) é um sdliton de Ricci se existem um

campo X € X(M) e uma constante A satisfazendo a equagao do sdliton, dada por
, 1
Ric + §ng = \g.
Notagao: (M, g, X, ).

Defini¢ao 2.13. Um sdliton de Ricci (M, g, X,\) é chamado séliton gradiente se existe uma

funcao suave f: M — R tal que
. 1
Ric + §2vfg = \g.
Neste caso, usando a Proposicao 1.11, pode-se escrever
Ric+ Hy = Ag. (2.2)
Notagao: (M, f, X, \).
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Definigao 2.14. Seja (M, g, X, \) um soliton de Ricci. O séliton é

1. shrinking, se A > 0,
2. steady, se A =0,

3. expanding, se A < 0.
Dadas as definicoes, serao listados alguns exemplos.

Exemplo 2.7 (Variedades de Einstein). Toda variedade de Einstein (M, g) € um sdliton gra-
diente. De fato, sendo X\ a constante de Finstein de M, considere uma aplicagcdo constante

f: M — R. Seque que \g = Ric = Ric+ Hj.

Exemplo 2.8 (Espagos de Curvatura Constante). As variedades de curvatura constante sdo
solitons gradiente. De fato, como foi visto na Proposi¢ao 2.8 as variedades de curvatura cons-

tante sao variedades de Finstein e, portanto, solitons gradiente.

Exemplo 2.9 (Séliton Gaussiano). Considere o espa¢o Fuclidiano R™ com a métrica Euclidi-

ana gg e seja f : R"™ — R definida por
A

f(@) = Slal®

para alguma constante \. Tem-se entao que V f(x) = Az = (A)(z), onde I : R® — R" denota

a aplicagao identidade. Denotando por m; : R™ — R a projecao na i-ésima coordenada, tem-se

que I = Zm@. Assim,

VyVi = Vy(M)

= A Z Yi Vo, (m:0;)
,J
= A Z yj(ﬂ‘i V@jai + ajﬂ'i 61)
i N—— =
? 0 0ji
= A Y00,
,J
= A Z Yyi0; = AY.

Assim,
Hy(X,Y) = g(VxV[Y)
= g(AX.Y)
= M(X,Y).
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Como a curvatura do espaco Fuclidiano R™ € nula, a condi¢cao do soliton ¢ satisfeita. O
séliton (R™, g, f,\) aqui descrito é chamado de soliton Gaussiano. Ele € steady, shrinking ou

expanding conforme a escolha de .

Exemplo 2.10 (Produto do séliton Gaussiano com uma variedade de Einstein). Seja (M, gr)
uma variedade de Einstein com constante de Finstein . Considere o sdliton Gaussiano (R", gg, f, A),
descrito no exemplo acima. O produto Riemanniano (M X R, g), de M por R"™, é um séliton

gradiente. De fato, como Ric™ = \gy; e H}Rn = A\gE, Seque que
Ric+ Hy = Ric™+ Hf"
= Agu + A\gE
= Ag.
Exemplo 2.11 (Séliton Charuto de Hamilton). Considere o conjunto R* com sua estrutura

diferencidvel natural e defina nele a métrica
B dx? + dy?
I 121 y?
Vamos mostrar que (R? g, f,0) € um sdliton gradiente steady, onde

f(z,y) = —In(1 + 2% + ¢%).

Considerando a base canonica de R?, os coeficientes da métrica sao dados por

1

S = g = 0.
1+.T2+y2 g12 g21

g11 = g22 =
Além disso, a matriz inversa da matriz da métrica tem como coeficientes
=2 142242 e g2=g" =0

Agora serdao calculados os simbolos de Christoffel da métrica. Note que

1
Ffj =5 Z 9"™{0ig51 + 0;9u — Dugi;},
I

e
—2z

gy = gy = ————

1911 1922 1+ a2 1 12)2
—2y

Bagry = Doy = ———————

2911 2022 1+ a2 + 12)2

('Z-glg = &;ggl = 0, \V/’l,j c {1, 2}

95



Assim

oy, = Zglk{aigjl + 0590 — Oigis }
.
= ¢"{dig11 + dign — g}

= 91131911
—2x

— 1 2 2

e portanto I't, = ﬁ Analogamente mostra-se que
F%l :F%ZZFgl = _F%QZ H;—Qx—l—yz
1%2 = Fb = F%l = _F% = H;—Qy_i_yg
Dai
Voudy = gy (a0 + yih):
1+a2 492
Vo,0o = m(—yal — x0s);
Vindh = T (00 — 000
Vo,01 = m(—yal — x0y).

Agora pode-se calcular a forma hessiana de f e a curvatura de Ricci da métrica considerada.

Por definicao seque que, por um lado

1 i
gV, X) = Hf—wizjvfaijxj
B Vifr, + V2 fa,
O 14a? 42
e por outro
Xf = 1:1(91]” -+ x282f.
Assim,

Vif = (1+22+yHof
Vif = (1+2+4%)dsf,

26



donde

Vi = (1+2°+y?)(01f01 + 0:f0,)
= (—22)0; + (—2y)0,

= —2(1’81 + yf)g)

Seja A dado por A = a101 + a20s. Como, VAV f =a1Vy Vf+a Ve, V[ e

—2

Vo, Vf = —0
aVf T2t 2t
—2
Vs, Vf = —————0s,
auVf L
seque que
—26L1 —2CL2
VaVf =
A e R e
—2
= — A
14 22 + 42
Assim,

Hg(A,B) = g(VaV/f,B)

—2

— 2 _4(A B).
1+x2+y29(7 )

Agora serd calculado o tensor de Ricci. Para isto considere a base ortonormal {eq,es}, onde,

€1 = \/1+x2—|—y281
€y = \/1+x2+y282.

Dat,

Ric(A,B) = (trRm)(A, B)
= Zg(Rm(A,ek)Bvek)

= (L+2°+9°)) aibjg(Rm(0;,0)0;, k),

k7i7j
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onde Rm(0;,0;)0; = Vo, V5,0, — V5, Vs,0;. Usando os simbolos de Christoffel seque que

1
Vo,V 0 = m[(%y)@ + (227 = 2y% + 1))
1
VQI Vazal == m[(élxy)al + (23['2 — 2y2 - 1)82]
Portanto
2
Rm(@l,(’?g)@l = m@g,
e assim
2
g(Rm(81,a2)31,82) = Q(Rm(az,al)azaal) = m7
donde

Ric(A,B) = (1+x2+y2)( b b, >

(1+I2+y2)3 + (1+x2+y2)3

- 2 a1by + aghy
S () \ I+ a?+y?
2

= — (A, B).
1+x2+y29(’ )

Isto conclui que Ric + Hy = 0.
Observemos também que o charuto tem curvatura seccional positiva em todo ponto. De fato,
seja {eq,es} a base ortonormal considerada anteriormente e seja o o plano tengente gerado por

esta base. Entao,

K(o) = g(Rm(e1,ez)er,e2)
= (V1 +22+y2)g(Rm(0y,0)01, 0s)
(TP

2
1+a2+y2
> 0.

(1+22+92)3

Observe também que quanto mais o ponto (x,y) se afasta da origem, a curvatura seccional

K (o) se aproxima de zero.

E possivel mostrar que o charuto de Hamilton é uma variedade Riemanniana completa e
que ele é rotacionalmente simétrico, como mostra Chow em [17]. Mais geralmente, tem-se o

seguinte.
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Teorema 2.6 (Bryant). FEziste, a menos de constantes, um tunico séliton gradiente steady

n-dimensional, completo, rotacionalmente simétrico que possui curvatura nao nula.

Demonstragao. Ver [9]. O

O solitom acima é chamado de séliton de Bryant, devido ao fato de ele ter encontrado esta
variedade e mostrado sua unicidade.

Agora serao apresentados alguns fatos sobre sélitons de Ricci.
Proposicao 2.11. Seja (M", g, f,\) um sdliton de Ricci gradiente. Entdo, valem as relagies:
1. R+ Af =n)\;
2. XR =2Ric(Vf X), VX € X(M);
8. R+ ||[Vf|> —2\f = C = constante.

Demonstragao. 1. Tomando o traco na equagao Ric + Hy = \g obtém-se o resultado dese-

jado.

2. Seja X um campo de vetores em M. Pelo item 1 obtém-se:
XR=-XAf. (2.3)
Pela forma contraida da identidade diferencial de Bianchi, vale que X R = 2divRic(X).
Usando a equacao 2.3, tem-se
XR = 2divRic(X)
= —2divH(X). (2.4)
Pela férmula de Bochner, segue que div(Hy)(X) = Ric(Vf, X)+XAf. Usando a equagao
2.3, tem-se também
div(Hf)(X) = Ric(Vf,X)+ XAf
= Ric(Vf,X)—XR. (2.5)
Substituindo a equacao 2.5 na equacao 2.4, obtém-se

XR

2divRic(X)
—  2Ric(Vf, X)+2XR,
donde X R = 2Ric(V f, X), e segue o resultado.
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Seja X um campo de vetores arbitrario. Pela equacao acima segue que

XR = 2Ric(Vf,X)
= 2g(V/f.X) ~ 2H;(V ], X)
= X(2\f) — 29(VosV S, X)
= X(2Mf) — Xg(VL.V])
= X(2\) — X|IVfI%

Dessa forma X (R+ ||V f||*—2\f) = 0. Pela arbitrariedade do campo X, segue que a expressao
R+ [V f|> — 2\f é constante. O

Proposicao 2.12 (Hamilton, Ivey). Todo Sdliton gradiente compacto, expanding ou steady, é

uma variedade de Einstein.

Demonstra¢ao. Como M é uma variedade compacta e f : M — R é uma fungao continua,

existem xq, xo € M tais que
f(x1) < flz) < fl22), Vo € M.
Subtraindo as equagoes 1 e 2 da proposigao 2.11, obtém-se
—2\f — Af+||Vf||? = Cy = C —nA.
Supondo que M é expanding, tem-se

—20f(x1) = Af (1) + [V f[*(21) = Co,

>0 0
e assim
U
fl) > o

Como vale também que Af(z5) <0 e [|[Vf||*(x2) = 0, tem-se

Co

f(x2) < o\
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E, assim

Co
—2A

< J) < fla) < f(a2) € 0 Vo€ M,

20\
Supondo agora que M é steady tem-se que R = Af e R+ |V f||*> = C. Dessa maneira

tem-se que Af + ||V f]|? = C. Considerando a fungao e/, tem-se que A(ef) = e/ (|Vf||>+Af).

Portanto, f(z) = Vo € M, o que completa o caso expanding.

De fato, para o gradiente de ef, tem-se

g(V(e), X) = X()
= efo
= efg(Vf,X)
- g(erf,X),

onde V(e/) = e/Vf. Logo
A(ef) = divVf(el)
= Zg(vaivf(ef),&')
= ig(vai(efvf%@i)
- zz:g(@(ef)ijLerainaai)
- e; Zg(@if)Vf, ;) + ¢/ Zg(Vain, ;)
- 6fg(zv £ 0if0r) +ef dinVf

= g(Vf V) +elAf
= J(IVIIP+Af).

Assim,



de onde C' = 0. Segue entao que |V f||? = —Af e, portanto

Jwese = [ ar

= 0.

Dai segue que V f = 0 e, consequentemente, f é constante, concluindo a demonstragao no caso

steady. O
Outro fato importante sobre sélitons compactos é o seguinte.

Proposicao 2.13 (Perelman). Qualquer soliton de Ricci compacto € gradiente.

Demonstragao. Ver [37]. O

Juntando os dois ultimos resultados obtém-se que todo séliton compacto, expanding ou

steady, ¢ uma variedade de Einstein. No caso shrinking tem-se o seguinte.

Proposigao 2.14 (Xiadong Cao). Todo sdliton compacto shrinking, localmente conformemente

plano € uma variedade de Einstein e possui curvatura seccional constante.
Demonstracao. Ver [15]. O

Da maneira como foram apresentados os trés tltimos resultados, poderia surgir o questi-
onamento sobre a existéncia de soélitons compactos que nao sao variedades de Einstein. No
entanto eles existem e, pelo que foi exposto acima, estes devem ser shrinking e nao podem
ser localmente conformemente planos. Alguns exemplos foram encontrados por Cao [11]. Para
descreve-los é preciso introduzir o conceito de variedades de Kéahler. Como esta introducao foge
ao escopo deste trabalho, tais exemplos nao serao apresentados aqui.

Outro fato importante sobre sélitons de Ricci é que sao, em alguns casos, espagos de curva-

tura escalar limitada, como pode-se ver nos seguintes resultados.

Proposicao 2.15. Seja (M, g, f,\) um soliton de Ricci shrinking completo. Entdo, sua cur-

vatura escalar R € positiva.
Demonstragao. Ver Chow et al [17]. O

Proposicao 2.16 (Cao). Seja (M, g, f,0) um sdliton de Ricci steady completo. Entao sua

curvatura escalar R é nao negativa.
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Demonstragao. Ver Chow et al [17]. O
Proposicao 2.17. Um soliton gradiente possui operador de curvatura nao-negativo se:

1. for steady ou shrinking e possuir dimensao 3;

2. for steady possui dimensdo 4 e for localmente conformemente plano.

A primeira parte da Proposigao acima foi provada por Chen [16] e a segunda por Zhang
[40]. Como observam Cao e Qiang Chen em [14] e Ferndndez-Lépez e Garcia-Rio em [21],
os argumentos utilizados por Zhang valem para sélitons shrinking localmente conformemente

plano em dimensao maior do que 3. Assim obtem-se o seguinte:

Proposicao 2.18. Um soliton gradiente, steady ou shrinking, possui operador de curvatura

nao-negativo se:
1. possuir dimensao 3;
2. possuir dimensao 4 e for localmente conformemente plano.

O proximo teorema garante a existéncia de um sistema de coordenadas analitico para um

soliton de Ricci, gradiente ou nao, completo ou nao.

Teorema 2.7. Seja (M, g, X, \) um soliton de Ricci. Entao M admite um sistema de coorde-

nadas real analitico, tal que g e X sao analiticos.
Demonstragao. Ver Ivey [27]. O
Esta secao sera finalizada com o seguinte teorema de classificacao.

Teorema 2.8. Se (M™",g), n > 2, é um soliton gradiente shrinking, completo e rotacionalmente

simétrico, que € difeomorfo a R®, R x S"~1 ou S, entdo

1. se M € difeomorfo a R™, entao (M™,g) € isométrico ao espago Euclidiano (soliton Gaus-

siano shrinking);

2. se M ¢é difeomorfo a R x S™ ! entao (M" € isométrico ao cilindro com a métrica
) )

_ n—1 (n — 1)t )
1 de Taio wy = e f(t) = i = A\t*;

canonica dt* + wig
3. se M ¢é difeomorfo a S", entao (M", g) € isométrico a esfera com a métrica candnica.

Demonstragao. Ver kotschwar [29]. O
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2.4.2 Solitons e o fluxo de Ricci

O fluxo de Ricci foi introduzido por Hamilton [23]. O objetivo de Hamilton era provar a con-
jectura da geometrizacao, que afirma existirem apenas 8 geometrias que sao “basicas” em um
sentido que pode ser melhor compreendido em Thurston [39]. A estratégia de Hamilton foi
a seguinte. Fixada uma variedade diferencidvel compacta M? e dada uma métrica inicial go,
encontrar uma métrica Riemanniana ¢g que possuisse curvatura constante positiva através da
equacao de evolucao do fluxo pela curvatura de Ricci, tendo em vista que em dimensao 3 a
curvatura de Ricci determina o tensor de curvatura. Os pontos fixos da equacgao de evolucao
introduzida por Hamilton (definida a seguir) sdo exatamente os sélitons de Ricci. Sendo eles
pontos fixos, nao iriam evoluir através deste fluxo, tornando-se assim, uma obstrugao na es-
tratégia de Hamilton. Isto motivou o estudo da geometria dos sélitons de Ricci, principalmente
no caso gradiente, onde a conexao com o fluxo é mais forte, como mostra o 1ltimo teorema

desta secao.

Defini¢ao 2.15. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. O fluzo de Ricci com condi¢do
mictal g € a equagao de evolugao
0

agt = _2Rict7

onde {g: }1e(—c) € uma familia de métricas Riemannianas definidas em M e Ric, € o tensor de

Ricci da métrica g.

Exemplo 2.12. Considere a esfera S™ junto com a métrica canonica gs», induzida pelo R"*1,
Tendo em wvista que Ric(X,Y) = (n — 1)gsa(X,Y), defina g = (1 —2(n — 1)t)gsn. Como o

tensor de Ricci € invariante por reescala, tem-se que Ric; = Ric. Assim,

0 0

70 = a(l —2(n — 1)t)gsn
= —2(n— 1)gsn
= —2Ric
= —2RiCt.

Defini¢ao 2.16. Uma solugao {g;}+ para o fluxo de Ricci é chamada:
1. ancia, se estd definida para t € (—oo,c), com ¢ € R;
2. imortal, se esta definida para t € (¢, +00), com ¢ € R;
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3. eterna, se estd definida para t € R.

Exemplo 2.13. A familia de métricas {g;}, definida no exemplo anterior, é um exemplo de

solugao ancia do fluxo, pois estd definida para 1 — 2(n — 1)t > 0, isto €, para t € (—o0, ﬁ)

No conjunto das solugoes da equacao do fluxo de Ricci destacam-se as solugoes auto-
similares, pois estas modelam algumas singularidades do fluxo. Acontece que as solucoes auto-
similares do fluxo de Ricci e os sélitons de Ricci estao intimamente relacionados. A relagao fica

ainda mais forte se o soliton for gradiente e a métrica for completa.
Definigao 2.17. Seja (M, g) wma variedade Riemanniana. Uma solu¢do {g:}ie(—-z) para o
fluxo de Ricci, com condigdo inicial g, é dita auto-similar se existem uma funcao o : (—e,&) —

(0, +00) e uma familia {p;}ie(—ce) de difeomorfismos de M tais que, para cadat € (—¢,€), vale
ge = o(t)eiy,
com pg = idy e o(0) = 1.

A relagao entre uma solucao auto-similar para o fluxo de Ricci e a equagao que define um

soliton de Ricci é dada pela proposicao abaixo.

Proposigao 2.19. Se (M, g) € a condi¢ao inicial para uma solugao auto-similar do fluzo de

Ricci em M, entao (M, g) é um sdliton de Ricci.

Demonstragdo. Seja {g:}ie(—e) uma solucao auto-similar para o fluxo de Ricci em uma vari-
edade Riemanniana (M, g), com condigao inicial g. Entao, existem uma familia de difeomor-
fismos ¢; : M — M e uma funcao suave positiva o : (—e,e) — R, tais que ¢ = o(t)¢;g.

Assim,

L 0
ogt = 0(0)9009+0<0)8t

vig
0

019

, 0
= U(O)QJFaO

* * d
©rg = po(Lxg) = £xg, onde X (p(p)) = E(wt(p))- Da

Da Proposicao 1.6, segue que —

ot |,

equacao do fluxo de Ricci, obtém-se

—2Ric = —2p,Ric
0
ot
= 0'(0)g + £xyg,

gt
0
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1 1 1
isto é, Ric + §£Xg = —50’(0)51, e assim, (M, g, X, —50’(0)) é um soliton de Ricci. O

Teorema 2.9. Se (M,g, f,\) é um sdliton gradiente, com g completa, entio o campo Vf €

completo, isto €, seu fluxo estd definido em R x M.

O Teorema abaixo mostra que, dado um sdéliton de Ricci gradiente completo (M, g, f, \),
entao existe uma solucao do fluxo de Ricci em M que comecga em g. Isto significa que, neste
caso, estudar o fluxo de Ricci, que é uma equacao de evolucao, é, em certo sentido, estudar
um soliton de Ricci gradiente, que é uma condigao estatica, pois muitas propriedades sao
preservadas pelo fluxo. Um exemplo disso é a positividade do tensor de curvatura, como foi

provado por Hamilton em Chow [1].

Teorema 2.10. Seja (M, g, f,\) um sdliton gradiente completo. Entdo existem uma solu¢do
g: para o fluxo de Ricci com gy = g, difeomorfismos @, : M — M, com po = idyr, uma familia

de fungoes fi - M — R, com fo = f, definidos para todo t, onde 7(t) = X\t + 1 > 0, tais que

1. a familia p; € gerada pelo campo X; = %ng, isto €,

0 1
a%(x) = m(vgf)%(x);

2. g € o pull back por ¢, de g, a menos do fator de escala T(t), isto é,
ge = T(t)eig;
3. f(t) € o pull back por ¢, de f, isto €,
fe=¢"f=Ffouw.

Além do mais,

of
50 = Vool

Ric H = ————,
o T E T T
onde H}?t denota o hessiano da funcdao f com relagao a métrica g;.

Demonstragao. Ver [1]. O
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Capitulo 3

Solitons de Ricci gradiente localmente

conformemente planos

Neste capitulo sera discutido um teorema de classificacao presente em um trabalho de
Fernandez-Lépez e Garcia-Rio [21] sobre sdlitons de Ricci gradiente, shrinking ou steady, que
sao localmente conformemente planos.

Serao provados dois lemas que estabelecem as expressoes para o tensor de curvatura e para
o tensor de Weyl, no caso em que o tensor de Schouten é tipo Codazzi e a quarta entrada em
ambos os tensores é fixada sendo o campo gradiente da fungao potencial do séliton, que pode ser
shrinking, steady ou expanding. Em seguida serda demonstrado que tais sélitons sao localmente
(em vizinhangas onde V f # 0) um produto warped de uma variedade de dimensao 1 com uma
variedade de curvatura constante, desde que sejam localmente conformemente planos. Se seu
operador de curvatura é nao negativo, sera provado também que o séliton é rotacionalmente

simétrico, culminando a classificacao.

3.1 Um teorema de classificacao

Os lemas abaixo mostram a simplicidade do tensor de curvatura e do tensor de Weyl de um
soliton gradiente quando o tensor de Schouten é tipo Codazzi e a quarta entrada é fixada com

o gradiente da funcao potencial.

Lema 3.1. Seja (M", g, f,\), n > 2, um séliton gradiente. Se o tensor de Schouten de g for
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um tensor tipo Codazzi, entdao

Rm(X,Y, Z,Vf) =

L Ric(Y, V)g(X, Z) - = Rie(X, V)g(Y, 2),

onde X,Y, 7 € X(M).

Demonstracao. Por hipotese, o tensor de Schouten

, R
S—RZC—mg

¢ um tensor tipo Codazzi, isto é,

(VxS)(Y, Z) = (VyS)(X, Z). (3.1)
Dali,
(VAS)(V.2) = (Vx(Ric = 5t (.2)
= (VxRio)(Y. Z) = s (Vx(R9)(Y.2)

X(R)
2(n—1)

= (Vx(\g = Hy)(Y, Z) - 9(Y,Z) = R(Vxg)(Y, Z)

X(R) B

= _<VXHf)(Y7 Z) - 2(n_ 1)

9(Y, 2)

X(R)
2(n —1)

= _X(g(vafa Z)) +g(vVXYVf7 Z) +g(VYVf7 VXZ) -

= —X(Hy(Y,Z)) + Hy(VxY,Z) + Hy(Y,VxZ) —

9(Y, 2)

X(R)
2(n—1)

= =X(g(VyVf.2)) + g(VyV [, VxZ) +9(VyvVf, Z) - Q(Xn(f)l)

9(Y, Z)

9(Y, Z)

G(VxVyV12)
X(R)
2(n—1)

=g(-VxVyVf+ Vo vVf,Z) - g, Z).

Trocando X por Y, tem-se

(VyS)(X,Z) =g(—VyVxVf+Vy,xVf 2Z) -

Assim, usado a equagao 3.1, obtém-se que

X(R)

_ 7y WY
9(=VxVyVf+VyovVf 7) 2 —1)7

g(—VyVXVf + Vvyxvf, Z) — %g()(, Z),
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donde

g(VyVXVf — vany + VvaVf — Vvyxvf, Z) =

T oY 2) = o (X, 2),
isto é
Rn(X,Y,V5.2) = o (v 2) - o s g(x,2),

Usando a Proposicao 2.11 e as propriedades de simetria do tensor de curvatura conclui-se que

1 1
’ Y)g(X,Z) —

Rm(X,Y,Z,Vf) = Ric(V 1, X)g(Y, Z).

]

Lema 3.2. Sejam (M™, g, f,\), n > 3, um séliton de Ricci gradiente nao Einstein e {Ey, ..., E,}
Vf

um referencial ortonormal definido onde V f # 0, com E,, = Se o tensor de Schouten de

VA
g for um tensor tipo Codazzi, entao, Vi, j, k € {1,...,n}

(53' iC A 5'Lk
OV IO R SRt g s yorg

- 2ch(Ej, Ey) + - - QRZC(Ez‘, Ey)
5in5jk 5jn5zk
e T oD

W(Ela E]a Ek;7 En) = -

Ric(E;, E,)

(3.2)
onde W € o tensor de Weyl.

Demonstracao. Usando o lema 3.1, tem-se

W(Em Ej> Ek’7 En) ==

RiC(Ej, En)ézk —

n—l n—lRZC( () n)5]k
1
— —— (S ©9)(E;, Bj, By, Ey).

(3.3)
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Pela definicao de ®, tem-se

(S © 9)(Ei, Ej, By, En) = S(Ei, Ex)djn + S(Ej, En)og — S(Ei, Ey)dje — S(Ej, Ex)dim

= RZC(EZ', Ek)éj — 2(’)’1,——]1)R -+ RZC(Ej, En)élk — WR — RZC(EZ', En)djk
S L » R E. ENS. e L
T o= 1 RielEy Bom + 507
61’ 6'71 . .
— Ric(E;, By)6;, — ’f—flR + Ric(E;, Ey)bi, — Ric(E;, E,)dj
n —
Oin0s ,
+ n—_]llgR - R’LC(Ej, Ek)ém
(3.4)
Multiplicando a equacao 3.4 por — e subtraindo o resultado de 3.3, fica
W(E;, Ej, Ex, E,) =( CR JRic(Ej, E,)0i + (— ! + ! VRic(E;, E,)5;
iy gy Lk n_TL—l n—29 1C\ L, Loy )Oik n—1 n—29 1O\ LY, Lo, ) Ok
1 _ 0105 Oinlik
. R E@ ENS: ikVjn o inlj
e L prp Y gy Ll g T p
d; .
+ (n — 1)(7’L — 2) RZC(Ej, Ek)
Ok . ik .
= R EZ', En - R E'a En
(0= 1) (n = 2) el Bn) = gy g gy Biel B Bn)
n j_ QRZC(Ei7 Ek) + n— QRZC(EJ', Ek)
5m5jk 5]’ Oik
— R .
)= T o )m="
O

O teorema abaixo diz que todo séliton gradiente localmente conformemente plano é local-
mente o produto warped de uma forma espacial com um espaco de dimensao 1, supondo que f

é nao constante.

Teorema 3.1. Seja (M", g, f,\), n > 3, um sdliton gradiente, com f nao constante, e lo-
calmente conformemente plano. Entao, todo ponto p € M tal que V f(p) # 0 possui uma

vizinhanca em M que € localmente isométrica ao produto warped
((_57 5) X Nv dt2 + 902(091\7)7
onde (N, gn) € uma variedade Riemanniana de curvatura constante —1 ,0 ou 1.
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Demonstragao. Sejamp € M e {Ey, ..., E,_1, E,} um referencial ortonormal, onde V f(p) # 0,
Vi
— VT
hipersuperficie N = f~1(c), com f(p) = c¢. O objetivo é mostrar que a hipersuperficie N ¢

tal que F, Assim tem-se que {Fi,...,E, 1} é um referencial ortonormal para a
totalmente umbilica. Dados ¢ € N e dois campos de vetores X,Y € T; N, com

n—1

n—1
X:ZIZEI [§ Y:Zy]E]
j=1

i=1
obtém-se que

n—1
I1(X,Y) =Y w1 1(E;, Ej),

ij=1
onde /I denota a segunda forma fundamental de N. Considerando II(E;, E;), com 1 <14, j <

n — 1, tem-se que

II(E,E;) = —g(Vg,E, Ej)
_ Vi g
= ~o(%a(jor) 2

= 9B (HWH)V“HWHVEW’ 2

1
= o (nwu)vf’ ) <HVf||VEvf’ )
g(VE,Vf E))
h,_/

Hy(Eq,Ej)

= —E(-——) gV E,
E(nwn)&;ﬂ ]l

1
= EzaE
e e ).

Além disso, como M é localmente conformemente plana, pelo Teorema de Weyl-Schouten, segue
que o tensor de Weyl de ¢ é identicamente nulo e o tensor de Schouten de g é tipo Codazzi.

Assim, pelo Lema 3.2, vale que

0 :W(En7 E’i; Ei? En)

1 1 1
= _ Ric(E,, E, Ric(E;, E;) — R,
(=10 = 2y B Bu) + S5 RiclEL B) = 25—
para 1 <i <n — 1, de onde tem-se
. 1 .
Ric(E;, E;) = Tl(R — Ric(E,, E,)).
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Usando a equagao 2.2,

Assim, [I(FE;, E;) =

1
n—

1
- ((n— 1A = R+ Ric(E,, E,)

=L ((n— DA~ R+ A~ Hy(E,, )

:)\—

. (R — Ric(E,, Ey,)

= : (nA— R—H¢(E,, E,))
Af

L (ar - (B B).

W(Af H¢(E,, E )) Agora, considerando a equacao 3.2, com

i=nej#kel <jk<n-—1,obtém-se Ric(E;, Ey) = 0. Usando a equagdo 2.2 e tomando

j # k, obtém-se

donde I1(E}, Ey)

onde F' =

- (- 1 IV

Hy(Ej, Ey) = — Ag(Ej, Ey) + Ric(Ej, Ey)

=0,

= 0, sempre que j # k. Logo

n—1

II(X,Y) =Y zy;l1(E;, E))
ij=1
n—1

= Z vy [ 1( B, By)

:—szyz — Af Hf(EnvE))

1
T —— A n» 191
o A B B Z“’

=Fg(X,Y),

(Af H¢(E,, E )) ¢ uma funcao suave que s6 depende dos pontos de V.

Isto conclui a afirmacao de que N é uma subvariedade totalmente umbilica de M. O traco da

geodésica definida em (—¢, ) que no instante 0 passa por p com velocidade E,, sera denotado

por (—¢,¢). Sabe-se que (—¢,¢) é uma subvariedade totalmente geodésica de M. Dessa forma,
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pelo Teorema 2.3, segue que p possui uma vizinhanca aberta U que é isométrica ao produto
twisted (—¢,¢) x4 N, com ¢ : (—¢,e) x N — (0,400) sendo a funcéo twisted.
Usando a equacdo 3.1 com Z = Vf e Y € X(N) e as simetrias do tensor de curvatura,

obtém-se

0 =Rm(Vf,X,Vf,X)

—— L Rie(X, V1) gV, V) - Rie(Y, V )g(X, V f)
n—1 T n—1

_ CRie(Y, V)g(X,Vf).

Como X é arbitrario, segue que Ric(Y,Vf) =0, VY € X(N). Assim, pelo Teorema 2.1, tem-se
que o produto twisted pode ser visto como um produto warped (—¢,¢€) X, N, com funcéo de
torgao ¢ : (—e,e) — (0,+00). Tem-se entdao que as variedades (U, g|y) e ((—¢,&) x N, dt* +
©?gn) sao isométricas, o que implica que (—¢,€) X, N é um produto warped que é localmente
conformemente plano. Usando o Teorema 2.5 segue que a variedade Riemanniana (N, gy) tem

curvatura seccional constante. [
Uma consequéncia muito importante do Teorema acima é o seguinte Corolario.

Corolario 3.1. Seja (M, g, f,\), n > 3, um sdliton gradiente e localmente conformemente

plano, com f nao constante. Entao a funcdo potencial f € uma funcao radial.

Demonstragao. Seja p € M um ponto tal que f(p) = ¢, e Vf(p) # 0. Entdo existe uma
vizinhanca V' C M de p tal que f(q) = ¢, e Vf(q) # 0, para todo ¢ € V. Para cada q € V,
pode-se aplicar o Teorema anterior e obter um subconjunto U, um £, > 0 e uma fungao
@,  (—¢,,6,) — Ry tais que U, é isométrico a (—¢,,¢,) X, N,, com N, = f~'(c,). Se
U,NU, #0, como dt* + gongC =g=dt*+ g@ngr nesta intersegao, segue que ¢, = ¢,. Sendo
assim, diminuindo U se necessario for, obtem-se que U é folheado por superficies de nivel da
fungao potencial. Dessa forma segue que a restricao f : U — R é radial. Como os pontos em
que V f se anula tém que ser isolados com respeito essa propriedade, por continuidade segue

que f: M — R é radial.
]

Teorema 3.2. Seja (M",g) um séliton gradiente, shrinking ou steady, completo, simplesmente

conezo e localmente conformemente plano. Entao (M™,g) € rotacionalmente simétrico.
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Demonstragao. Seja p € M tal que Vf(p) # 0, f(p) = c e seja U C M um aberto tal
que (U, g|v) é isométrico a um produto warped (—¢,¢) x4 N, onde (N, g|y) é uma variedade
curvatura constante, com N = f~!(c). Pelo teorema anterior, tem-se que N é totalmente
umbilica. Seja Il = gyn, onde n: N — R é uma funcao suave. Pela desigualdade de Cauchy-
Schwarz, segue que a expressao gy (X, X)gn(Y,Y) — (gn(X,Y))? > 0 é ndo negativa, portanto,

a expressao
(X, X)II(Y)Y) - (II(X,Y))* = (n)*(gn(X, X)gn(Y.Y) = (9~ (X, Y))?)

¢ nao negativa. Tal expressao nao pode se anular, pois se assim o fosse, tomando dois campos

X,Y € X(N) nao nulos e ortogonais, entao
0 < gn (X, X)gn(Y,Y) = (gn(X,Y))* = 0.

Como os solitons em questao sao shrinking ou steady, pelo teorema 2.18,; tem-se que o tensor

de curvatura de M ¢é nao negativo. Pela formula de Gauss segue que

Rmy(X,Y,X,Y) = Rmu(X,Y,X,Y)+ II(X,X)II(Y,Y) — (II(X,Y))
= RmM(X7 Y7 X7 Y) + ("7)2(91\7()(7 X)QN(Yv Y) - (gN<X7 Y))2)7 (35)

com X,Y € X(N), o que implica que a curvatura seccional de N é nao negativa. Pode-se entao
dividir a andlise em dois casos: curvatura nula e curvatura positiva.

Supondo que N tem curvatura seccional constante igual a 0, segue que (—¢,¢) X, N possui
curvatura seccional nula e, da equacao 3.5, segue que n = 0, implicando que a /I = 0, isto é,
que N é totalmente geodésicas. Como os outros niveis de f, suficietemente proximos de nivel
N, sao homotéticos a (IV, gy), segue que U admite uma folheagao cujas folhas sdo totalmente
geodésicas. Diminuindo U se necessario, podemos considerar uma folheacao de U por geodésicas
na dire¢ao do campo %(q), com q € N. Assim temos duas folheagoes complementares de
U que sao totalmente geodésicas. Pelo Teorema 2.3, segue que U é isométrico ao produto
Riemanniano (—¢,e) x N. Como cada uma das variedades possui curvatura seccional igual
a zero, segue que U tem curvatura seccional nula, isto é, a curvatura seccional de M restrita
a U é nula. Considerando o sistema de coordenadas analitico do séliton de Ricci, dado pelo
Teorema 2.7, tem-se que a curvatura seccional de M ¢é uma funcao analitica que se anula em

um aberto. Como os abertos em variedades diferenciaveis possuem pontos de acumulacao, pelo
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principio da identidade segue que a curvatura seccional de M ¢ identicamente nula. Sendo M
uma variedade completa, simplesmente conexa e com curvatura nula, segue do Teorema 1.7 que
M é isométrica ao plano.

Para o caso em que a curvatura seccional de N é constante positiva, serd considerado o
conjunto

I = {t e Ryg = dt* + p’gn € dy'([0,1])},

onde dy : M — R é definida por dy(p) = inf{d(z,p);z € N}. O conjunto I, é nao vazio, pois
0,e) C 1.

Sejam ¢ € R e 7, a geodésica tal que 7,(0) = x e 7.(0) (). Seja também

_ VI
vl
N, = {7.(t);z € N}. Pelo Coroldrio 3.1, segue que N; = f~'(¢;), para algum ¢, € R. Pelo
Teorema 3.1, se ¢; € R é um valor regular de f, entao f~1(c;), portanto N;, ¢ uma hipersuperficie
totalmente umbilica com a métrica induzida.

Sejam %1_1381 o(t) =p. #0e N, = f~1(c.). Se c. 6 um valor regular de f, entdo N. = f~!(c.)
¢ totalmente umbilica. Se c. nao é um valor regular de f, isto é, se V f se anula no nivel V.,
como V f é uma funcao analitica nao nula, segue que € é um ponto isolado com relacao a esta
propriedade, isto é, existe p > 0 tal que V f(t) # 0,Vt € (g,e+p), com N, totalmente umbilica,
Vt € (e,e+p). Sejam k; : M — R, i € {1,...,n — 1}, tais que k;(p) é uma curvatura principal
de Ny em p, comp € M et =dy(p). Parat € (—e,e) U (e, + p), tem-se que k;(x) = k;(z),
Vi, j e Vo € N;. Se N, nao fosse totalmente umbilica, existiria uma vizinhanca de xy em M tal
que k;(x) # k;(x) nesta vizinhanca. Em particular, existiria um tg € (—¢,¢) U (e, + p) tal que
ki(v2(to)) # kj(72(to)), o que seria uma contradi¢do, pois Ny, é totalmente umbilica. Sendo
assim NNV, é totalmente umbilica.

Em ambos os casos N, é totalmente umbilica e, pelo Teorema 3.1, existem um aberto V-C M
e uma fungao suave ¢ : (e —d,e+4d) — (0,400) tal que ((e — 0,64 0) X N, dt* +%g.) e (V, gly)

sao localmente isométricos. Tem-se entao que U NV # () e que nesta intersecgao vale

dt* + (p(t))’gn = g
= dt’ + (Y(1))%g-

= dt* + (V(1))*(=) 9w,

o que implica em ¢(t) = p(t), V(t) € (¢ — 0,¢). Considerando a fungao, também denotada
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por @,
¢:(—e,e+0) = (0,400),

definida por,

Qp(t)a le (_575)
p(t) = :
pe(t), te(e—0d,e+0)
tem-se que a funcao acima é uma extensao suave da funcao . De fato, a suavidade é garantida
pela condigdo p(t) = p.(t), Vt € (¢ — d,e). Desta forma, conclui-se que [0, + ) C 1.
Procedendo da mesma maneira para o conjunto I = {t € R;dt?> + ¢?gyx € dy'((t,0])} obtém-

se as seguintes possibilidades para I U [ :
1. li =1 -0
(,0), com lim p(t) = lim o(t) = 0;
2. (a,+00), com lim ¢(t) = 0;
t—a
3. R.

No primeiro caso tem-se que M\{7.(a),7.(b)}, x € N, é isométrica a (a,b) X, N, pois g =
dt? + p*gy em M\{v.(a),7(b)}. Pelo mesmo motivo, nos segundo e terceiro casos tem-se
que M\{v.(a)} é isométrica a (a,+00) X, gy € M ¢é isométrica a R x, N, respectivamente.

Denotando por (M) o grupo fundamental de M e notando que n > 2, tem-se

T (M\{72(a),=(0)}) = m(M\{r.(a)})
= m(M)

= {0}

Além disso, como 7 ((a,b) x N) = m((a,b)) x m(N), tem-se que m;(N) = {0}, concluindo
que N é simplesmente conexa. Da mesma forma conclui-se que N é simplesmente conexa nos
outros casos. Tem-se também que NN é fechada, pois é a imagem inversa de um fechado por uma
funcao continua. Nestas condigoes segue que N é completa. Como N tem curvatura constante
positiva, é simplesmente conexa e é completa, segue do Teorema 1.7 que N é isométrica a esfera

munida da métrica candnica. Portanto M é rotacionalmente simétrica.

76



Na demonstracao do Teorema anterior a hipétese de (M, g, A, f) ser steady ou shrinking
foi usado para garantir que curvatura seccional de M seja nao negativa, fato decisivo na de-
monstracao. Desta maneira, se um séliton expanding possuir curvatura seccional nao negativa,

segue o mesmo resultado. Mais precisamente:

Corolario 3.2. Se (M™, g, f,\) é um sdliton gradiente completo, com V f # 0, simplesmente
conexo, localmente conformemente plano que possui operador de curvatura nao negativo, entao

M € rotacionalmente simétrico.

O teorema acima estabelece que todo séliton gradiente completo, simplesmente conexo, que
possui funcao potencial nao constante é rotacionalmente simétrico, desde que seja localmente
conformemente plano e o séliton seja steady ou shrinking. Juntando tal resultado com os

Teoremas 2.8 e 2.6 do capitulo anterior, segue a seguinte classificagao, no caso X\ > 0.

Teorema 3.3. Seja (M™,g, f,\), n > 3, um séliton de Ricci gradiente, shrinking ou steady,

completo, simplesmente conexo e localmente conformemente plano. Entao:
1. Se (M, g) € shrinking, entdo ela é isométrica a S*, R™ ou R x S*!;
2. Se (M, g) € steady, entao ela é isométrica a R™ ou ao séliton de Bryant.

Demonstracao. Se a curvatura seccional da hipersuperficie de nivel, dada pelo Teorema 3.1, for
nula, pela demonstracao do Teorema anterior, M ¢é o séliton Gaussiano shrinking ou steady. Se a
curvatura da superficie de nivel for positiva, pela demonstracao do Teorema anterior, M menos
k pontos, k € {0,1,2}, é isométrica a I X, S*"!, com ¢ : [ — R, onde I C R representa o
intervalo maximal onde ¢ nao se anula. Suponha que I = (a,b). Entdo, como S*~! é compacta,
¢ : (a,b) — R, ¢ limitada e o intervalo I ¢ limitado, segue que o diametro de M ¢ finito. Sendo
M limitada, fechada e completa, pelo Teorema 1.5, segue que M é compacta. Sendo compacta,
segue dos Teoremas 2.12 e 2.14 que M ¢é Einstein. Pela Proposi¢ao 2.10, tem-se que o tensor
Z (ver 2.1) ¢ identicamente nulo. Como o tensor de Weyl se anula, usando a Proposicao 2.10
novamente, segue que M tem curvatura constante. Entao M é isométrica a esfera, pois é uma
forma espacial simplesmente conexa e compacta. Como S" é uma variedade de Einstein, nao
pode ser A = 0, pois Ric,, # 0. Se I = (a,+00) e A = 0, tem-se pelo Teorema 2.6 que M é

isométrica ao séliton de Bryant, pois é steady, completo e rotacionalmente simétrico. Se I = R
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tem-se que M é isométrica ao cilindro e, sendo A > 0, M é o cilindro descrito no item 2 do
Teorema 2.8.

]

Observacao 3.1. No caso em que n > 4, o Teorema 3.2 nao precisa da hipotese do soliton
ser gradiente. De fato, em [10], G. Cantino, C. Matengazza e L. Mazzieri provam o sequinte

resultado.

Teorema 3.4. Seja (M™, g, X,\), n >4, um sdliton de Ricci completo, localmente conforme-

mente plano, shrinking ou steady. Entao o soliton é gradiente.

Vale ressaltar que as técnicas utilizadas para provar este teorema envolvem o fluxo de Ricci.
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Capitulo 4

Conclusao

Como discutido na introducao deste trabalho, a classificacao de sélitons de Ricci gradiente,
completo e localmente conformemente plano é fruto do trabalho de muitos matematicos. O
sinal da constante A\, que aparece na definicao de soéliton, induz uma classificacao feita por
casos, de acordo com o dado sinal. Da mesma maneira, a hipotese de ser localmente conforme-
mente plana, por ser caracterizada completamente a partir dos tensores de Weyl e de Schouten,
também indicam um tratamento dividido em casos, de acordo com a dimensao da variedade.
No entanto, com o trabalho de Fernandez-Lépez e Garcia-Rio, a divisao de acordo com a di-
mensao e de acordo com a constante A\, desde que seja nao negativa, nao é necessaria, pois o
método apresentado pelos autores é essencialmente o mesmo. Assim, tal artigo d4 uma prova
unificada da classificacao de soélitons gradiente, completo e localmente conformemente plano.

Neste capitulo serd apresentado também como a teoria vem se desenvolvendo. Serao mos-
trados o caso semi-Riemanniano e casos em que algumas hipdteses, no caso Riemanniano, foram
substituidas por outras mais gerais muitas vezes reobtendo a mesma classificagao, outras vezes
aumentando o leque de possibilidades. Também serao tratadas generalizagoes da condicao de
soliton. Serd feito como segue:

Na primeira secao serao definidas as variedades semi-Riemannianas e serd exibido um re-
sultado de classificacao para este caso, analogo ao resultado do capitulo anterior, onde foram
classificados certos sélitons de Ricci.

Na segunda secao serao introduzidos os tensores de Bach e de Coton, bem como as variedades
Bach planas e Weyl harmonicas. Serd introduzida também a nocao de variedades quasi-Einstein.

Logo em seguida sao citados, sem demonstragao, alguns teoremas de classificacao para estas

79



novas classes e a relacao com as classes veteranas.

4.1 O caso semi-Riemanniano

Sejam E um espaco vetorial real de dimensao finitan e ) : E x £ — R uma forma bilinear
definida em E. Diz-se que () possui assinatura r, se o maior subespaco de E que faz de @)
negativa definida, isto é, Q(v,v) < 0, Yv € H, possui dimensao r. Além disso diz-se que @ é

nao degenerado se Q(v,w) =0, Vv € T,M, implicar que w = 0.

Definicao 4.1. Uma métrica semi-Riemanniana em uma variedade diferencidvel M é um
(0,2)-tensor g que € simétrico, nao degenerado, cuja assinatura v da forma bilinear g, ndo
dependa de p. Uma variedade diferencidvel M junto com uma métrica semi-Riemanniana g €

chamada de variedade semi-Riemanniana.

Definicao 4.2. Se (M, g) ¢ uma variedade semi-Riemanniana, um vetor v € T,M, p € M, é

dito ser tipo
1. espago, se g,(v,v) > 0;
2. luz, se g,(v,v) =0;
3. tempo, se g,(v,v) < 0.

Se X é um campo de vetores, diz-se que X € tipo espaco, luz ou tempo, se X (p) for tipo espago,

luz ou tempo, respectivamente, Vp € M. Diz-se também que esta € a caracteristica do campo.

Observacao 4.1. Um campo de vetores pode ter sua caracteristica variando ponto a ponto.

Para um exemplo, ver [6].

O principal exemplo de variedade semi-Riemanniana é o de uma variedade Riemanniana.
Neste caso a assinatura é 0. Outro exemplo importante de variedade semi-Riemanniana é a
variedade de Lorentz que, por definicao, possui assinatura 1. Um exemplo de variedade de

Lorentz é o espaco de Minikowsk, que consiste do espaco R* munido com a métrica

g = —dx} + daj + dz; + d.
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Observacao 4.2. Todos os conceitos introduzidos até aqui para variedades Riemannianas pos-
suem um andlogo semi-Riemanniano. Para maiores informagcoes acerca de variedades semi-

Riemannianas sao indicados os livros [3] e [35].

Apesar da observacao acima, vale reforcar que a definicao de Ricci séliton dada anteri-
ormente estende-se da mesma maneira para variedades semi-Riemannianas. Além disso, o

Teorema 3.1 permanece valido para o caso Lorentziano. Mais precisamente tem-se o seguinte.

Teorema 4.1 (Brozos-Vazquez; Garcia-Rio; Gavino-Fernandez, [6]). Seja (M, g, f, \) um séliton
de Ricci gradiente Lorentziano, localmente conformemente plano, com ||V f||, # 0 para algum
ponto p € M. Entao, em uma vizinhan¢a de p, (M, g) € um produto warped de um intervalo

real e um espaco de curvatura constante c.

No caso Riemanniano, uma aplicacao do Teorema 3.1 é o Teorema 3.2. No caso semi-
Riemanniano, fazendo-se distin¢ao entre os casos em que o campo gradiente da funcao potencial

é isotrépico (||V f|| = 0) ou nao e aplicando o Teorema 4.1, tem-se o seguinte resultado.

Teorema 4.2 (Brozos-Vazquez; Garcia-Rio; Gavino-Fernandez, [6]). Seja (M, g, f, \) um séliton

de Ricci gradiente Lorentziano, localmente conformemente plano.

1. Em uma vizinhanca de qualquer ponto onde ||V f|| # 0, M € localmente isométrico ao
produto warped de Robertson-Walker I x, N com métrica edt* + gy, onde I é um

intervalo real e (N, gn) € um espago de curvatura constante c.
2. Se ||V f]| =0 em um conjunto aberto nao vazio, entao (M, g) € localmente isométrico ao
espaco R? x R™ com a métrica
g = 2dudv + H(u, 21, ..., x,)du* + i dz;,
i=1
onde H(u, 1, ..., x,) = a(u) Y i 24bi(u) Y0 xi+c(u), para algumas fungoes a(u), b;(u)

e c(u) e a fungao potencial é dada por f(u,xy,...,x,) = fo(u), com fif(u) = —p(0y, 0,) =

na(u).

Observagao 4.3. Recomenda-se [2] e [35] para mais informagoes sobre variedades Robertson-

Walker e [7] para mais informacées sobre variedades Walker.

O item 1. deste resultado é andlogo ao resultado no caso Riemanniano que foi apresentado
neste trabalho. No entanto, a parte 2. nao tem contrapartida Riemanniana. Este fato mostra

que existem fatos peculiares apenas ao caso semi-Riemanniano.
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4.2 Generalizacoes

4.2.1 Tensor de Bach e tensor de Coton

E notdvel a importancia da hipotese de o soliton ser localmente conformemente plano na clas-
sificacao aqui apresentada. A grande importancia desta condigao estd no fato de que quando
o tensor de Schouten é um tensor tipo Codazzi, as equacoes do tensor de Weyl e do tensor de
curvatura ficam mais simples, como mostram os Lemas 3.1 e 3.2. Definindo o tensor de Coton
pela expressao

C(X7 Y? Z) = (VYS>(X7 Z) - (VXS)(Y7 Z),

tem-se que o tensor de Schouten S é tipo Codazzi se, e somente se, o tensor de Coton se anula.
Em dimensao maior do que 4, uma variedade Riemanniana para a qual o tensor de Coton se

anula é chamada de Weyl harmonica, pois

_n—2

SAVIV(X.Y, Z).

C(X,Y,2)

n—
Dessa forma tem-se que, se (M", g), n > 4, é localmente conformemente plana, entao ela é
Weyl harmonica.

E natural questionar se a classificacao aqui apresentada continua valida para variedades
Weyl Harmonicas. Para o séliton shrinking a resposta ¢ sim, como mostram Fernandez-Loépez

e Garcia-Rio [22], com o seguinte resultado

Teorema 4.3 (Ferndndez-Loépez; Garcia-Rio, [22]). Se (M", g, f,\), n > 4, é um sdéliton
gradiente shrinking Weyl harmonico, entio M € isométrico a N* x R" %, onde N € uma

variedade de Einstein.

Comparando este resultado com o andlogo localmente conformemente plano, percebe-se a
generalidade obtida com a mudanca na hipdtese.

Um outro tensor importante em geometria Riemanniana, em dimensoes n > 4, é o chamado
tensor de Bach.

Se (M™,g), n > 4, é uma variedade Riemanniana, o tensor de Bach é definido pela expressao

1

n —

1 .
BX,Y) = — > (Vo Vo, W) (X, 0k, Y,00) + — > " Ric(0;,0,)W(X,0,,Y,0;).

.3 1]
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Uma relacao entre o tensor de Bach e o tensor de Coton é dada por

1

n —

)

- i 5 > Ric(0;,0,)W (X, 0,,Y,0)).
2
Uma variedade Riemanniana que possui tensor de Bach nulo é chamada de Bach plana. E
importante notar que o anulamento do tensor de Weyl implica o anulamento do tensor de Bach,
isto é, variedades Bach planas sao uma generalizacao das variedades localmente conformemente
planas. Além disso, variedades de Einstein também possuem tensor de Bach nulo.
No contexto dos sélitons gradiente, o tensor de Bach também mostra-se como um bom

substituto para a hipétese de W = 0. No caso steady tem-se.

Teorema 4.4 (Cao H.D. et al [12]). Seja (M™, g, f,\), n > 4, um sdliton gradiente steady
com curvatura de Ricci positiva tal que a curvatura escalar atinge seu mdximo em algum ponto
interior. Se em adicao o tensor de Bach se anula, entao M € isométrico ao soliton de Bryant,

a menos de um fator de escala.

Além disso, como mostram Xiau-Dong Cao, Wang e Zhang em [15], no caso shrinking

tem-se.

Teorema 4.5 (Cao X.D.; Wang; Zhang, [15]). Seja (M™, g, f,\), n > 4, um séliton gradiente

shrinking completo com tensor de Bach nulo. Entao M é
1. ou uma variedade de Einstein;
2. ou um quociente finito do soliton Gaussiano shrinking R";

3. ou um quociente de N* "' xR, onde N € uma variedade de Einstein de curvatura positiva.

4.2.2 Variedades Quasi Einstein

Um conceito que generaliza sélitons de Ricci e, consequentemente, o de variedade de Eins-
tein, é o de variedade quasi Einstein. Em termos mais precisos, uma variedade Riemanniana
(M",g), n > 3, é chamada (\, u)-quasi Einstein, se existe uma fungao suave f : M — R tal
que

Ric+ Hy 4 pdf @ df = Ag.
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Da condicao dada acima segue que se f é uma funcao constante, entao uma variedade
(A, p)-quasi Einstein é uma variedade de Einstein.

Se p = 0, entdao uma variedade (\, p)-quasi Einstein é um séliton de Ricci gradiente. Assim,
variedades (A, p)-quasi Einstein generalizam os sélitons gradiente, sendo estes agora chamados
de variedades (), 0)-quasi Einstein.

Se u = —%, entdo M chama-se uma variedade (A,n + m)-quasi Einstein e escreve-se
Ric} = Ric+ Hy — pdf @ df. Assim tem-se que a condigao de uma variedade (A, n 4+ m)-quasi
Einstein é dada pela equagdo Ric}" = Ag. O tensor Ric}" ¢ chamado de o tensor de m-
Bakry Emery. A proposicao abaixo relaciona variedades (n,2)-quasi Einstein com variedades

de Einstein.

Proposicao 4.1. Se (M", g) € uma variedade (A, n+(2—n))-quasi Finstein, entdo g € conforme

a uma métrica de Finstein. Mais precisamente, (M, g = e_ﬁfg) ¢ uma variedade de Einstein.
A demonstracao é baseada em estabelecer que
1 1
Ric; = Ric, + H) + ——df @ df + ——(Af — [|[Vf|))g.
g g T f+n_2f® f+n—2( f=IVIIF)g
Como (M™, g) é uma variedade (A, n + (2 — n))-quasi Einstein, tem-se que

2

, 1 2 .
Ricy = —— (A = [ Vf[* + (n = 2)A)e 25,

Usando a proposigao 2.7 tem-se que (Af— ||Vf||2+(n—2)/\)67$f ¢ uma fungao constante

n—2
e, portanto, (M, g) é uma variedade de Einstein.

Decorre do resultado acima e da Proposicao 2.10 a seguinte proposicao.

Proposicao 4.2. Toda variedade (A, n+(2—n))-quasi Finstein de dimensdo n = 3 é conforme

a uma variedade de curvatura constante.

Mais geralmente, se (M™, g), n > 3, é uma variedade (A\,n + (2 — n))-quasi Einstein local-
mente conformemente plana, entao (M, g) possui curvatura constante.
Um dos resultados mais importantes e interessantes sobre métricas quasi Einstein, também

relacionando variedades (A, n + m)-quasi Einstein com variedades de Einstein, é o seguinte.

Teorema 4.6. (M", g) é uma variedade (\,n + m)-quasi Einstein se, e somente se, o produto

warped M x _; N € uma variedade de Einstein, onde N™ € uma variedade de Einstein com
e m

1 2
constante de Einstein p= (A — E(A‘f —IV£I3)e m!.
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O ftem 1 do teorema abaixo classifica as variedades (), 2)-quasi Einstein. J4 o item 2 do
resultado seguinte estabelece que variedades (A, p)-quasi Einstein localmente conformemente
planas, com p # Cp—. se comportam localmente da mesma maneira que os sélitons gradiente

-n

conformemente planos.

Teorema 4.7. Seja (M™,g), n > 3, uma variedade (X, u)-quasi Einstein localmente conforme-

mente plana. Entao

1
1. se p = Sy entao (M™,g) € globalmente conformemente equivalente a uma forma

espacial;

1
2. se i # T entdo, em torno de cada ponto regular de f, a variedade (M",q) € lo-
—-n
calmente um produto warped, cujas fibras possuem curvatura constante e sio (n — 1)-

dimensionais.
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