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One of the principal objects of theoretical research is to find the point of view
from which the subject appears in its greatest simplicity.

W. Gibbs

It is through science that we prove,
but through intuition that we discover.

H. Poincaré

We demand rigidly defined areas of doubt and uncertainty!

D. Addams

— ‘Where did you go to?(...)

—“To look ahead.’(...)

—‘And what brought you back in the nick of time?’
—Looking behind.’

J. R. R. Tolkien



Resumo

Neste trabalho abordamos a descri¢ao de um plasma por meio de uma aproximagao dinamica.
Esta aproximagdo consiste em considerar o sistema como um conjunto de N particulas intera-
gindo de maneira auto-consistente com M ondas.

A derivagdo das equacdes que regem a evolucdo dindmica do sistema assume um nimero
muito grande, porém finito de particulas. Quando este nimero tende ao infinito, esperamos
que os resultados obtidos sejam os mesmos daqueles obtidos pela abordagem cinética usual de
Vlasov. Formalmente, mostra-se que, de fato, no limite N — oo, a abordagem cinética comuta
com a de Vlasov em um espago infinito, para uma energia finita do sistema. Para modelar
sistemas reais, neste trabalho, tratamos de um sistema no qual a intera¢do entre particulas e
ondas acontece em um espaco limitado (de tamanho finito). Com uma defini¢do apropriada das
bordas desta regido de interacdo, mostramos, novamente, que a descri¢do dinamica converge a
cinética no limite N — oo.

Com este resultado, consideramos a evolu¢do dindmica do sistema na presenca de um
nimero muito grande de ondas. Neste caso, 0 mecanismo de sincronizacao entre as varias ve-
locidades de fase das ondas e a velocidade de uma particula sujeita a essas, torna 0 movimento
da particula Browniano. A convergéncia para este tipo de movimento é mostrada utilizando
métodos analiticos e numéricos.

O modelo dindmico onda-particula, no caso de uma tnica onda, se assemelha a um modelo
simplificado de N corpos de interacdo de campo médio: o modelo Hamiltoniano de Campo
Médio (HMF). Partindo de uma configuracdo inicial de feixes monocinéticos no espago de
fases, mostramos que o modelo HMF também gera corre¢des Brownianas nas trajetdrias das
particulas. No caso de um potencial repulsivo, essas correcdes sao observadas em todas as
particulas do sistema. No caso atrativo, por outro lado, apenas um grupo especifico de particulas
apresenta este comportamento.

Sugerimos, finalmente, um sistema simplificado de interacdo de particulas carregadas em
aproximacao de campo médio: o modelo HMF com duas espécies de particulas. Suas propri-
edades de equilibrio sdo calculadas e simulagdes numéricas de varios regimes dinamicos sao
apresentadas para caracterizar o sistema.

Palavras Chave: Hamiltoniana onda-particula, Descricdo de Vlasov, Regime de espectro
denso, Corre¢des Brownianas, Hamiltoniano de Campo Médio.



Abstract

In this work we consider the dynamical description of a plasma. This approach consists in
considering the system as a set of N particles interacting selfconsistently with M waves.

The derivation of the equations describing this dynamical evolution assumes a large, but
finite, number of particles. When this number tends to infity, we expect the results to match
those of the usual kinetic Vlasovian description. Formally, it is shown that, indeed, in the N — oo
limit, the kinetic approach commutes with the dynamical one for infinite systems, for finite
energies. To model more reallistic systems, we consider a system in which interactions between
waves and particles occur only in a closed (of finite size) space. With a proper definition of the
borders of this interaction region, we show, once more, that the dynamical description converges
to the kinetic one in the limit N — oo.

With these results, we consider the dynamical evolution of the system in the presence of
a large number of waves. In this case, the synchronization mechanism between the various
phase velocities of the waves and that of a particle subjected to them, makes the particle motion
Brownian. The convergence to this motion is shown using analytical and numerical methods.

The wave-particle model, in the single wave case, is similar to a well known simplified
N-body model for mean-field interactions: the Hamiltonian Mean Field (HMF) model. Starting
from an initial configuration of particls in monokinetic beams in phase space, we show the HMF
model to, also, generate Brownian corrections to particle motion. In the case of a repulsive po-
tential, these corrections happen for every particle in the system. In the attrative case, however,
only some dynamically sepparated particles suffer this kind of corrections.

We suggest, finally, a simplified system of charged particles interacting in a mean-field
approximation: the HMF model with two species of particles. Its equilibrium properties are
calculated and numerical simulations of various dynamical regimes are presented to characterize
the system.

Keywords: Wave-particle Hamiltonian, Vlasov description, dense spectrum regime, Brow-
nian corrections, Hamiltonian Mean Field.
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1 Introducao a fisica de plasmas -
Definicoes e Descricoes do sistema

“A palavra ‘plasma’ serd usada para designar aquela por¢do de uma descarga do tipo
arco na qual as densidades de ions e elétrons sdo altas mas substancialmente iguais” ([1],
traducdo livre). Foi assim que Tonks e Langmuir definiram um plasma pela primeira vez em
Fisica. Essa caracterizacdo, embora suficiente para descrever o sistema que era estudado, nao
define completamente o que vamos chamar de plasma, ja que ndo explicita suas caracteristicas
macroscopicas nem suas caracteristicas oscilatdrias, por exemplo, que sdo fundamentais no

estudo do comportamento dos plasmas.

Partindo da definicdo de Tonks e Langmuir, pode-se interpretar o plasma como um gas
ionizado. Entretanto, ndo é todo gds ionizado que apresenta o comportamento esperado para
um plasma, afinal, todo gas apresenta um certo grau de ionizagdo. E necessario, entao, defi-
nir critérios de classificacdo para plasmas. Neste capitulo definimos plasma e suas principais

caracteristicas.

1.1 Caracteristicas gerais dos plasmas

A matéria no universo visivel pode ser classificada em quatro estados (em ordem energética
crescente): solido, liquido, gasoso e plasma. O que distingue os trés primeiros estados € o po-
tencial de ligacdo entre suas particulas constituintes. As forcas de agregacao decorrentes desse
potencial sdo fortes nos solidos, fracas nos liquidos e praticamente inexistentes em gases. A
caracterizacao de uma substancia em um desses estados depende da energia cinética aleatdria
(energia térmica) de seus constituintes, em outras palavras, depende de sua temperatura. O
equilibrio entre energia térmica e energia potencial de ligacdo entre particulas determina o es-
tado. Se a energia térmica de um sistema superar a energia de ligacdo, ocorre uma transicao de
fase, que se d a temperatura constante para uma dada pressdo. Assim, ao aquecermos suficien-
temente um solido, suas particulas adquirem energia térmica necessdria para superar a energia

de ligacdo e passar ao estado liquido. A transicdo do estado liquido ao gasoso é semelhante.
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Agora, se aquecermos um gas molecular até que a energia térmica de uma fracdo considerdvel
de suas moléculas supere a de ligagao molecular, teremos um gés de &tomos como resultado da
“quebra” das moléculas. Se, por sua vez, esse gis de dtomos receber energia suficiente para que
uma fracdo suficientemente grande de seus constituintes tenha energia térmica superior a ener-
gia de ligacao dos elétrons externos, estes se desprendem dos dtomos gerando um gas ionizado
(é importante comentar que os processos de ionizagdo ocorrem por colisdes). Essa passagem
ndo pode, entretanto, ser considerada uma transicao de fase abrupta, ja que ocorre gradualmente

com aumento de temperatura.

Uma maneira de produzir um plasma €, entdo, aumentar a temperatura de uma substancia
até que uma ionizacdo alta seja atingida (em equilibrio termodinamico, o grau de ionizagdo
esta fortemente relacionado a temperatura dos elétrons através da equagdo de Saha - ver [2]).
Existem varios exemplos de plasmas na natureza (estrela de néutrons, corona solar, auroras,
nebulosas, cinturdo de Van Allen...), mas em laboratérios, os plasmas sdo mais dificeis de se
obter por aquecimento devido a quantidade de energia necessaria. Outra maneira de se produzir
um plasma € aumentar o grau de ionizacdo acima de seu valor de equilibrio térmico. Esse
processo de ionizacdo pode ser dado por uma descarga elétrica gasosa, como feito por Tonks
e Langmuir [1], na qual um campo elétrico acelera os elétrons livres que, por colisdo, podem
1onizar outros dtomos. Como o campo transfere energia de forma mais eficiente aos elétrons,
neste processo os elétrons possuem uma temperatura mais elevada do que a dos fons. Um outro
processo de ionizagdo € a fotoionizacdo, na qual fétons incidentes com energia igual ou superior
a de ionizacdo do gés s@o absorvidos por seus dtomos. A energia excedente € transformada em
energia cinética dos pares elétron-ion formados. Esse processo pode ser obtido com a utilizagdo
de radiacdo de curto comprimento de onda (por exemplo, a energia potencial de ionizagdo dos
elétrons externos do oxigénio atomico € 13.6 eV, que pode ser obtida com radiac@o na faixa do

ultravioleta).

Conforme a ionizacao se dd no processo de criacdo do plasma, a recombinacao de elétrons
com fons também acontece formando particulas neutras. Na medida em que as particulas pas-
sam de seu estado ionizado (excitado) para o estado neutro (fundamental), radiagdo é emitida
caracterizando o espectro do plasma. Porém, a radiacao emitida pelo plasma ndo provém apenas
da recombinacdo de particulas ionizadas. Devido a presenca de campos eletromagnéticos inter-
nos ao plasma, particulas carregadas sao aceleradas emitindo radiacdo. De forma semelhante,
se uma particula carregada é desacelerada por colisao Coulombiana, esta emite uma radiagao
de freamento chamada bremsstrahlung [2, 3]. Um outro tipo de radia¢do ocorre na presencga de
um campo magnético externo. Sob acdo desse campo, as particulas carregadas adquirem uma

aceleragdo centripeta, emitindo radiagdo eletrociclotronica.
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Como j4 foi dito, ndo € todo gas ionizado que pode ser considerado um plasma. Por
exemplo, um gés ionizado fracamente praticamente ndo emite radiacdo eletrociclotronica. Um
gds ionizado com poucos elétrons e muitos fons nio apresenta a oscilagdo de campos eletro-
magnéticos que caracterizou o espalhamento de elétrons no experimento de Tonks e Langmuir.

E necessdrio, aqui, introduzir uma defini¢ao apropriada para plasmas:

Um plasma é um gds quase-neutro de particulas neutras e carregadas que exibe

comportamento coletivo [2].

Vamos explorar essa defini¢io e explicar o que € “quase-neutralidade” e “comportamento

coletivo™.

1.1.1 Comportamento Coletivo

Como vimos, um plasma é composto por elétrons, ions e particulas neutras, todos com ele-
vada energia cinética devido as altas temperaturas. Conforme as particulas carregadas se mo-
vimentam, podem criar no plasma concentracdes locais de carga positiva ou negativa, gerando
campos elétricos internos ao plasma. As particulas em movimento criam, também, correntes
elétricas que geram campos magnéticos. Esses campos afetam o movimento das particulas do
plasma. Analisando as forcas Coulombianas entre regides carregadas em um plasma, vemos
que sdo de longo-alcance: vamos supor duas regides carregadas, A e B, no plasma separadas
por uma distAncia r. As forcas Coulombianas entre as regides decrescem com 1/r>. Entretanto,
para um dado angulo sélido (Ar/r = constante, ver figura (1.1)), o volume de plasma em B
que afeta A aumenta com r>. Assim, elementos do plasma exercem forcas uns sobre os outros

mesmo a grandes distancias.

—

}:‘:_Ar .

Figura 1.1: Longo alcance das for¢as Coulombianas em plasmas.
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Além dessa forca eletromagnética atuando nas particulas do plasma, colisdes ocorrem entre
elétrons, ions e particulas neutras. Os elétrons, por serem mais leves, possuem velocidades
muito maiores do que aquelas dos fons e particulas neutras (caracterizando a “geleia rigida”).

Neste aspecto, o plasma apresenta comportamento de fluido.

Temos, entdo, colisdes entre particulas e forcas eletromagnéticas de longo alcance no plasma.
Uma perturbacgdo externa pode, levando em conta o alcance das forcas, se propagar por toda a
extensdo do plasma. Esse aspecto caracteriza o comportamento coletivo do plasma, enrique-

cendo o repertdério de movimentos, oscilatérios ou ndo, possiveis nos plasmas.

1.1.2 Quase-neutralidade (Neutralidade Macroscopica)

Um plasma € macroscopicamente neutro na auséncia de perturbacoes externas. Da simples
defini¢ao dada por Tonks e Langmuir podemos inferir essa afirmagdo, ja que a densidade de ions
e elétrons €, essencialmente, igual. Em outras palavras, em condi¢des de equilibrio sem forgas
externas, em um volume do plasma suficientemente grande para conter um nimero grande
de particulas mas a0 mesmo tempo pequeno comparado com as dimensdes macroscopicas do

sistema, a carga liquida € zero:

Y eni=0, (1.1.1)

onde n; € a densidade de particulas do tipo i (com carga e¢;). Esta caracteristica de neutralidade

macroscopica com ionizacao das particulas define a quase-neutralidade do plasma.

Nesse regime de quase-neutralidade, se o plasma estiver totalmente ionizado (e assim o tra-
taremos nesta tese), a interagc@o entre suas particulas € basicamente apenas eletromagnética; se,
mais ainda, o plasma for nao-relativistico, podemos assumir que as interacdes sdo puramente
eletrostaticas. Essas interacdes em um plasma nao sdo, entretanto, descritas pela lei de Coulomb
usual, ja que a presencga de outras particulas carregadas blinda a interagdo Coulombiana entre
duas particulas em consideragao. O movimento das particulas no plasma é afetado por campos
eletromagnéticos internos e externos, colisdes, qualquer for¢ca externa e €, portanto, muito com-
plicado. Devido a isso, a blindagem apresenta um carater dindmico e bastante complexo. Mas,

podemos ter uma boa ideia sobre essa blindagem partindo do caso estatico.

Blindagem de Debye

Se inserirmos uma particula carregada dentro de um plasma, esta serd encoberta por uma
nuvem de particulas livres, majoritariamente de carga oposta. Consideremos uma nuvem (estitica)

de elétrons e ions na vizinhanca de uma particula carregada arbitraria em um plasma. O poten-
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cial eletrostatico (¢) dentro da nuvem satisfaz a equacdo de Poisson

1
Vip = g Lein (1.1.2)
i

onde &y € a permissividade elétrica no vacuo.

Se o plasma estd em um estado de equilibrio termodindmico sujeito ao potencial @, as

particulas apresentam uma distribuicio maxwelliana [2, 3]

1.2 .
£() = Aexp [_ (M)] | (L13)

kB Te[

onde u € a velocidade das particulas, 7,, € a temperatura da particula i, A € uma constante de
- \3/2 )

normalizacdo (dada por A = n; ( #Bln) ), m; a massa da particula de espécie i, e kp a cons-

tante de Boltzmann. Sabendo que a densidade de particulas € dada pela func¢ao de distribuigao,

temos, para um sistema homogéneo
ng = / f(u)du

— npexp {—];"ﬂ , (1.1.4)
el

onde n;y € a densidade de equilibrio.

Estas densidades devem satisfazer a condi¢ao de neutralidade (1.1.1). Pela prépria defini¢ao

de plasma, podemos assumir uma temperatura (kg7") muito alta, permitindo a aproximagao

e
kB’I:ei

<< 1. (1.1.5)

Dada esta aproximacdo e com as densidades (1.1.4), resolvemos a equacdo de Poisson,

obtendo a seguinte expressao para determinar @:

1 n;pe
2 _ = o i0€; @
Vi = € [;61”10 ; kpTo ]
Vo — 2 o (1.1.6)
(p A,z - 9 I
D

onde a quantidade Ap é o denominado comprimento de Debye [1, 2, 4],

&okpT 12
Ary = 5 T,,=T). 1.1.7
D (Zinioelg) 7( ) ( )
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Procuramos uma solucao esfericamente simétrica para a equagao (1.1.6):

0 exp(—r/?LD)7

r

(1.1.8)

o que corresponde a uma energia de interacdo entre duas particulas carregadas e; e ep, a uma

U = 22 exp (—”—2) (1.1.9)
ri

distancia relativa ry,, de

Logo, o efeito de blindagem no plasma implica na multiplicagdo de um fator exp(—ri2/Ap)
no termo usual de potencial de interacio Coulombiana. Como resultado dessa queda na energia
potencial, a interagdo eletrostatica de particulas separadas por distancias maiores que o compri-
mento de Debye pode ser, muitas vezes, desprezada. Assim, definindo uma esfera de Debye, de
raio Ap, dentro do plasma, quaisquer campos eletrostaticos gerados fora da esfera sao blindados
pelas particulas carregadas e praticamente nao contribuem para o campo elétrico em seu centro.
Ou seja, o comportamento coletivo que caracteriza o plasma ocorre essencialmente dentro da
esfera de Debye. O nimero de particulas dentro da esfera que interagem coletivamente ¢ dado
por

Np = %”xgzn,.o. (1.1.10)
i

E preciso ressaltar que a relagdo (1.1.9) é valida para plasmas em equilibrio termodinamico,

1. e, assumimos implicitamente que:

2
<%>/<%mv2> <<1, (1.1.11)

onde (...) indica média termodinamica. Percebendo que (3mv?) ~ T e (rip) ~ n~1/3, o critério
(1.1.11) pode ser reescrito como
o2n1/3

<< 1, (1.1.12)
o que implica que o plasma deve ser suficientemente quente e suficientemente rarefeito.

Entretanto, a equacdo (1.1.9) representa um valor médio do potencial de interacdo das
particulas do plasma, ou seja, a blindagem € dindmica. Portanto, o potencial ¢ é, necessa-
riamente, uma func¢do oscilatéria do tempo, ja que particulas carregadas em movimento no
plasma, quando no processo de blindagem, oscilam em torno de sua posi¢cao de equilibrio. As-
sim, a blindagem dinamica esta relacionada a possibilidade de existéncia de oscilagdes coletivas

no plasma.

Vamos assumir que apenas os elétrons do plasma estdo em movimento no processo de

blindagem e que o plasma € ndo relativistico. Se uma camada plana de elétrons € deslocada de
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sua posi¢do inicial por uma distancia x, de acordo com a equagdo de Poisson, surge um campo
elétrico dado por
(1.1.13)

n sendo a densidade dos elétrons e —e sua carga. Esse campo atua nos elétrons que se movi-

mentardao obedecendo a equacao de movimento:

d?x e’nx

L _eE=—_—"" 1.1.14
medl‘2 ¢ & ’ ( )

onde m, € a massa dos elétrons. Essa equacdo € a de um oscilador harmonico com frequéncia

2\ 1/2
Wpe = ( ne ) . (1.1.15)

me&y

A existéncia de oscilacdes em plasma é, de fato, possivel e fortemente relacionada a blin-
dagem das interacoes. A frequéncia (1.1.15) determina a oscilacdo mais simples possivel em
um plasma, na qual apenas os elétrons participam quando seu movimento térmico pode ser des-
prezado. Estas oscilagdes sdo as chamadas oscilacdes de Langmuir [1, 2, 4], e a frequéncia

(1.1.15) é chamada frequéncia natural do plasma ou frequéncia de Langmuir.

1.1.3 Critérios para o Plasma

Voltemos a um problema importante: como diferenciar um gas ionizado de um plasma? Ja
sabemos algumas caracteristicas de um plasma e como, aproximadamente, suas particulas se
distribuem e comportam em equilibrio termodindmico na auséncia de campos externos. Esta-
mos em condi¢oes de definir alguns critérios que devem ser satisfeitos para que o gas ionizado

seja considerado um plasma.

A relacdo (1.1.7) define a distancia de blindagem do potencial eletrostatico em um plasma.
Essa blindagem € uma caracteristica do comportamento coletivo das particulas, portanto, pre-
cisamos requerer que as dimensdes do sistema sejam muito maiores do que Ap, caso contrario
nao haveria espaco suficiente para que o gas exiba comportamento coletivo. Este tltimo ocorre
dentro do que chamamos esfera de Debye (ver secdo anterior), logo, precisamos admitir que o

nimero (1.1.10) de particulas dentro dessa esfera seja muito grande.

Para que o comportamento oscilatorio do plasma ndo seja desprezivel, precisamos analisar
casos em que as colisdes (responsaveis por amortecer as ondas no plasma) possam ser despre-
zadas. Ou seja, € necessdrio que a frequéncia de colis@o entre particulas do plasma seja menor

do que a frequéncia natural do plasma @, (1.1.15).
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Podemos definir L como uma dimensao caracteristica do plasma e T como o tempo médio

entre colisdes de particulas do plasma para resumir os critérios em:
1. L >> Ap;
2. Np >> 1;
3. WpeT > 1.
Esses trés critérios, juntamente com a condi¢do de neutralidade (1.1.1), devem ser satisfei-
tos para que um gés ionizado seja considerado um plasma.
E comum definir a funcio
1
3
nAp

como o pardmetro de plasma. A aproximagao (1.1.12) e o terceiro critério para a existéncia do

8= (1.1.16)

plasma podem ser sumarizados por

g << 1, (1.1.17)

o que é conhecido como a aproximagcdo de plasma.

1.2 Propagacao de ondas em plasmas

Vimos, na Secdo 1.1.2, que existem oscilacdes em plasmas devidas apenas ao seu carater
coletivo e ao seu efeito de blindagem. Em sua forma mais simples, oscilagdes em plasmas
decorrem do movimento dos elétrons em torno de um ponto de equilibrio com uma frequéncia
dada pela equacdo (1.1.15). Vamos, agora, sistematizar o estudo de oscilagdes em plasmas para
melhor entender suas propriedades. Usaremos as equacdes de Maxwell em conjunto com as
forcas de Lorentz para explicar como as ondas eletromagnéticas se comportam na presencga de

uma densidade constante de elétrons (com velocidade também constante).

Partimos de um caso simples, com frequéncia de colisdes bindrias muito baixa em comparacao
com a frequéncia das ondas eletromagnéticas (de fato, vamos desprezar todas as colisoes, es-
tudando o caso de plasmas ndo-colisionais), cuja velocidade serd considerada muito maior do
que a velocidade térmica média das particulas (plasma frio). Como faremos até o fim deste
trabalho, vamos desconsiderar a influéncia do movimento dos ions, tratando de um plasma de
elétrons. Consideraremos, também, o plasma na auséncia de campos externos, assim, toda

oscilagao decorre do movimento interno de seus componentes.
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A densidade n, = n,(r,t) e a velocidade ue = ue(r,z) dos elétrons devem satisfazer as

equacoes de continuidade e de movimento

d
LV e =0 e (1.2.1)
deMe __ ¢ (. uexB) (1.2.2)
d m, ¢ ’ o
onde m, e —e sdo a massa e a carga do elétron, respectivamente. A derivada total € dada por
d o
— == Y 1.2.3
a o eV (123)

e E e B representam, respectivamente, os campos elétrico e magnético das ondas. Assumindo

que o plasma € nao relativistico, os campos obedecem as equacdes de Maxwell

V-E = P/SO (1.2.4)
JE
VxB = W (J-l—gog) (1.2.5)
V-B = 0 (1.2.6)
JB
VXE = — o (1.2.7)

onde J e p sdo as densidades de corrente e de carga produzidas pelos elétrons. A densidade de
equilibrio dos elétrons é, por hipétese, igual a densidade dos ions ng. Logo, as densidades nas

equacgoes de Maxwell sao dadas por

J = Je=—encue

p = —e(n.—np), (1.2.8)

lembrando, novamente, que estamos tomando a velocidade dos ions como sendo nula.

Nao vamos, neste trabalho, distinguir entre os vetores campo magnético H e inducao magnética
B, uma vez que a permeabilidade magnética de um plasma €, geralmente, muito proxima da uni-
dade !

Temos, entdo, um conjunto completo de equagdes descrevendo a propagacdo de ondas ele-
tromagnéticas em um plasma frio (equacdes (1.2.1) a (1.2.8)). Assumindo que a amplitude
das ondas seja pequena, podemos usar a forma linearizada da equacdo de movimento para os

elétrons

Jue e
Fraie —m—eE. (1.2.9)

'Para uma melhor discussio sobre a permeabilidade magnética e a magnetizagio de um plasma, refiro-me
aos textos [4] e [5]. Para uma discussdo geral sobre a separa¢do da indugdo magnética em campo magnético e
magnetizacdo, refiro-me ao texto [6].
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Como estamos interessados em grandezas oscilatrias no plasma, vamos tomar a dependéncia

temporal de todas as varidveis na forma e '**. Logo

E. (1.2.10)

Estando no limite de pequenas amplitudes, a densidade dos elétrons difere pouco de seu

valor de equilibrio, permitindo que a densidade de corrente seja dada por
J = —enp(u,) = oE, (1.2.11)

onde a condutividade o na Lei de Ohm assume a forma

. 2
o@»:iﬁ (1.2.12)
(4

e recebe o nome condutividade de alta-frequéncia de plasma.

Agora introduzimos a indugdo elétrica a partir da equacao (1.2.5) na forma

JD
VXB=fo5-
JD JE

para uma onda monocromadtica obtemos a relagao
D=¢gE+ -y = &E + s e(w)E
() (0]
e(w) = m+équ (1.2.14)

Esta ultima quantidade € a chamada constante ou permissividade dielétrica do plasma. Usando

arelacdo (1.2.12) podemos reescrever a constante dielétrica

2
am:%(p-%e), (1.2.15)

My €y

ou, reconhecendo o termo da frequéncia natural do plasma

wz
am:@(p-w). (1.2.16)

2

A constante dielétrica nos fornece toda a informagdo necessdria para descrever a propagacao
de ondas eletromagnéticas de um plasma. Para mostrar esse fato, tomemos ondas planas mono-
cromaticas

E,B o ellkr)-ior (1.2.17)
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se propagando em um plasma homogéneo®. Neste caso as equacdes de Maxwell assumem a
forma
VxE=i0B, VxB=—ioue(w)E. (1.2.18)

Destas tltimas equagdes podemos encontrar a relagdo direta do campo magnético com o

campo elétrico. Usando a dependéncia dada por (1.2.17), temos

1
B= —kxE. (1.2.19)
Q)

Recuperamos o resultado conhecido de que o campo magnético se propaga perpendicular-
mente ao campo elétrico e ao vetor de onda. Substituindo a equacdo (1.2.19) na expressao do
rotacional do campo magnético em (1.2.18), chegamos a relagcao

é(k % (k x E)) = iopoe(0)E
k(k-E) - (k* — 0*poe()) E=0. (1.2.20)

Multiplicando essa dltima equagdo escalarmente por k, temos a condicao

e(w)(k-E)=0. (1.2.21)

Dessa condi¢do, vemos que, se £€(®) # 0, a onda se propaga transversalmente aos campos

(onda eletromagnética). Nesse regime, a equagao (1.2.20) se escreve

k> — 0 upe(®) =0
2
0 ()
==, 1.2.22
Ea— (12.22)
Vemos, entdo, que ondas eletromagnéticas se propagam apenas para €(@) > 0, ou, usando
a equagdo (1.2.16), ha propaga¢do quando @ > @p.. Substituindo (1.2.16) na relacdo (1.2.22)

temos, finalmente, a relacio de dispersao

o =, + K. (1.2.23)

A velocidade de fase da onda, para esse caso,

=2 , (1.2.24)

?Note que, na derivacdo da equagio (1.2.16), nio foi feita nenhuma considera¢io sobre a homogeneidade do
plasma. Logo, tal equagdo é vdlida tanto para plasmas homogéneos quanto para ndo-homogéneos
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serd maior do que a velocidade da luz.

Para o outro possivel caso (¢(@) < 0), o vetor de onda k assume valores imaginarios puros
e a onda sofre amortecimento. Uma medida desse amortecimento pode ser obtida a partir da

distancia de penetragdo da onda no plasma. Esta é dada por

1 c
l:m:w. (1.2.25)
Claramente, a condi¢ao
g(w)=0 (1.2.26)

caracteriza a propagacdo de ondas longitudinais no plasma (modos coletivos). Novamente,

substituindo em (1.2.16), recuperamos a dispersao de ondas de Langmuir

0’ = o>, (1.2.27)

1.2.1 Ondas eletronicas - correcoes térmicas

Na obtenc¢do da relag@o de dispersao (1.2.27) desprezamos qualquer efeito térmico no sis-
tema. Entretanto, com argumentos simples, podemos obter uma nova relacdo de dispersao
que carregue informacdo do movimento térmico dos elétrons. Primeiramente, escrevemos as
varidveis do problema como sendo compostas por duas partes: um valor de equilibrio, ca-
racterizado por um indice 0; e uma parte perturbativa, resultante das oscilagdes do sistema e

caracterizada pelo indice 1, i.e.

ne = ng+ny, u, = up+uy, E=E(+E;. (1.2.28)

O movimento térmico dos elétrons gera um gradiente de pressao responsavel por propa-
gar a informacdo das regides oscilantes do sistema. Para levar em conta este efeito podemos
acrescentar um termo —Vp, a equacdo de movimento (1.2.2), onde p, € a pressao devida ao

movimento dos elétrons. Em uma dimensao,

d
Vpe = 3kgT, 2L (1.2.29)
dx
e a equacao de movimento linearizada € dada por
d d
Moy k= —engEy — 3kgT, 2. (1.2.30)
dt dx

onde desprezamos termos da ordem de njdu; /dt e n1 Ej. Procedendo de maneira semelhante a
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anterior (assumindo que grandezas oscilantes sao o< eikr)—ion) ohtemos a relacdo de dispersao
kpT.

0® = 02, + 3K (1.2.31)
ne

onde reconhecemos o termo 2kgT, /m, = v%, como sendo o quadrado da velocidade térmica dos
elétrons [2, 4]. Usando esta, escrevemos a relacdo de dispersdo em sua forma final, conhecida
como relacdo de dispersdo de Bohm-Gross,
2 _ 2 222 1.2.32
- = wpe —|— 5 VT. ( oL )

Note que, neste caso, a dependéncia da frequéncia com o ndmero de onda k garante uma

velocidade de grupo (v, = dw/dt) ndo-nula, ou seja, o modo é propagativo.

1.3 Descricao cinética

Na ultima se¢do, analisamos a propagacao de ondas eletromagnéticas em um plasma. Para
tal, assumimos que a densidade e a velocidade dos elétrons eram constantes em toda a extensao
do plasma, ou seja, descrevemos o plasma a partir de valores médios (macroscopicos) da densi-
dade e da velocidade de seus componentes. Essa descricao € chamada descricdo hidrodindmica

do plasma.

Mostramos, agora, a descricdo cinética de um plasma, em que estamos interessados na
funcéo de distribuigdo (Fy (r,v,t)) das particulas (do tipo @) que compdem o plasma. A fungdo
de distribuicdo € definida de tal maneira que a densidade de particulas do tipo o, com carga e,
seja dada por [2, 4]

ne(r,t) = /Fa(r,v,t)d3v, (1.3.1)

e, por extensdo, as densidades de carga e de corrente produzidas por particulas do tipo & s@o

dadas, respectivamente, por

pa(r,1) =eq / Fo(r,v,t)dv e (1.3.2)

jo (1) = g / VEq(r,v,1)dv. (1.3.3)

De maneira mais geral, o valor médio de qualquer fungdo das velocidades (g(v)) é dado pela

func¢ao de distribui¢do através da relacao

(g(v)) = / 2(V)Fa(r,v,0)d%, (1.3.4)
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a integracao sendo tomada em todo o espago das velocidades.

Queremos determinar as condi¢des para propagacao de ondas eletromagnéticas no plasma.
Para tal, novamente usamos as equacoes de Maxwell para os campos E e B. Tomando o rotaci-
onal da equacdo (1.2.7), obtemos
d(VxB)

ot

dj 19%E
Hogr — 2o

Vx(VxXE) = —

(1.3.5)

onde usamos a equacao (1.2.5). Essa ultima equagdo nos d4 uma relacdo entre campo elétrico e

densidade de corrente elétrica.

Neste estudo, E € o campo elétrico de uma onda eletromagnética se propagando em um
plasma nao-colisional e j € a densidade de corrente elétrica produzida pelo movimento das

particulas no plasma,

i=Y Ja(r,), (1.3.6)
o
onde j, € dada por (1.3.3).

Podemos obter a func¢do de distribui¢do a partir de sua derivada temporal total,

dFy _ OFy  Or OFy OV Ty
d ~ dt Jt dr It v
dFa . aFa G(Z aFOC
@ o VYR LSy (13.1)

onde G € a forga atuando na particula do tipo «. Neste trabalho, G € a forca de Lorentz na

particula carregada, logo

dFa . 8Fa € aFO(

sendo que os campos elétrico (E) e magnético (B) se relacionam pela equacdo (1.2.7).

Supomos que as variagdes na funcao de distribui¢ao se ddo, no plasma, apenas por colisoes,

e, como estamos analisando o caso nao-colisional, obtemos a equacao

0F, eq oFy\
7+(V~V)Fa+m—a<{E+(va)}~W> —0, (13.9)

que € conhecida como equagdo de Vlasov (2, 4, 5, 7, 8]. Esta equagdo descreve a evolucao
temporal da fun¢do de distribui¢do Fy, das particulas do sistema na presenga dos campos E e B.
Estes, por sua vez, sdo dependentes da distribuicao de particulas através das densidades (1.3.2)

e (1.3.3). Portanto, a equacao de Vlasov € ndo-linear em Fy, tornando sua solucio exata dificil
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de se obter. No Apéndice A revisamos a derivacao formal da equacdo de Vlasov.

1.4 Descricao dinamica

Em contraste com a descricdo hidrodinamica, a equacdo de Vlasov descreve o plasma em
uma escala mesoscdpica, uma vez que faz distincao entre as velocidades (e qualquer outra gran-
deza dinamica) de diferentes regides do sistema. Entretanto, formalmente a descricdo cinética
¢ exata no limite N — co para tempos finitos® e, além disso, ndo fornece informacdo sobre
as trajetorias individuais das particulas. Para ter esse tipo de informacao, precisamos de uma
descricao microscOpica do plasma, isto €, queremos conhecer as equacdes de movimento de

cada particula do sistema.

Em sistemas fisicos reais, porém, onde o numero de particulas é muito grande (N ~ 1023),
descrever a trajetéria de cada uma destas se torna impraticidvel. Procuramos, entdo, algumas
simplificagdes baseadas nas propriedades do plasma, principalmente no comportamento cole-
tivo devido ao longo alcance das forcas. Uma simplificacdo a dinamica do sistema pode ser
feita se trabalharmos em uma dimensao espacial (caso que descreve propagacdo de ondas ao
longo de uma coluna magnética, lasers de elétrons livres [46], entre outros.) e se assumirmos
condi¢des de contorno periddicas no tamanho L do sistema. O tamanho do sistema deve ser
tal que L >> Ap e, novamente, desprezamos o efeito dos fons massivos no movimento dos
elétrons. Estes, por sua vez, t€m massa m, carga q e sao responsaveis pela dinamica do sistema.

A energia deste sistema é dada por
H=Y "L 4+V(x,x)), (1.4.1)

onde N € o nimero de elétrons no sistema e V € a energia potencial coulombiana que pode ser

escrita como uma expansdo de Fourier na forma

o N
——NZZ 2V, cos [kn(xi — x;)], (1.4.2)
n=11ij

em que a posi¢do do i-ésimo elétron x; se relaciona ao seu momento linear p; = mx;. As
condicdes de contorno periddicas associam ao coeficiente de Fourier V,, o nimero de onda
k, =2nn/L.

Como a forca em uma particula serd dada pelo gradiente do potencial, a menos de um sinal,

a hamiltoniana (1.4.1) fornece uma forma fechada para descrever a dinamica do sistema na

3Ver capitulo 2.
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forma
&G = oH _ pi (1.4.3)
8p,- m
. 0H q o &
Pi = 5N Y ) aknVasin [kn(xi —x;)]. (1.4.4)

S

I
—_

.
—_

Podemos escrever a equacdo de movimento (1.4.4) de maneira mais conveniente se intro-

duzirmos a quantidade

qknvn ol —ikyx
E, = nhr 1.4.5
n 21N ’;e ) ( )
com a qual obtemos
5= 3 Y Eeh (1.4.6)
n——oo

O movimento de N-corpos €, entdo, reduzido a uma cole¢do de movimentos de particulas in-
dividuais sujeitas aos campos autoconsistentes E,. Estes podem ser interpretados como com-
ponentes de Fourier do campo elétrico devido a todas as particulas que depende do tempo por

meio das expressoes (1.4.5) e (1.4.3).

Quando o niimero de particulas € grande o suficiente, a contribuicdo de uma dnica particula
aos campos do plasma (e, por consequéncia, aos modos coletivos) pode ser desprezada, e po-
demos tomd-la como particula teste sob acdo dos modos. O efeito de uma onda eletrostatica
oscilando senoidalmente, com ndmero de onda k, frequéncia @ e angulo de fase 6 na energia
de um elétron é dado na hamiltoniana

1
H, = —p? —Acos(kx— ot — ), (1.4.7)
2m

onde p é o momento linear do elétron. Procuramos um modelo de interacdo onda-particula
semelhante que incorpore a simplicidade da expressdo (1.4.7). Entdo, a proxima aproximacao
que fazemos ao nosso modelo € admitir que as ondas no plasma sdo geradas pelo movimento
das particulas mais lentas, ou seja, que existe um conjunto de particulas rdpidas que t€ém ener-
gia cinética suficiente para que sejam consideradas independentes umas das outras enquanto

sujeitas as oscilacdes geradas pelo movimento das particulas lentas.

Desse modo, as particulas lentas, que estao no bulk da distribui¢@o, sdo apenas responsaveis
por gerar os modos longitudinais com relagdo de dispersdao dada por (1.2.32). De maneira
semelhante a (1.4.7), se considerarmos a existéncia de N¢ particulas na cauda da distribui¢ao de

velocidades (particulas rapidas) e M ondas geradas pelo bulk da distribui¢do (particulas lentas),
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Figura 1.2: Grafico ilustrando a divisdo entre particulas rdpidas (cauda) e lentas (bulk).

a hamiltoniana do sistema é dada por

NC Ne M

M
H, = Z — Z ZA cos (kyx; — @yt — 6,0) + ZHF07 (1.4.8)

= i=lr=1 r=1

onde k, e w,q se relacionam pela equacdo (1.2.32) e A, € a amplitude do potencial da r-ésima
onda com fase 6,9. O ultimo termo da hamiltoniana corresponde a energia das ondas livres.
Estas sdo consideradas oscilagcdes harmonicas correspondendo as vibragdes dos elétrons do bulk
da distribuicao. Logo,

H,y = !, (1.4.9)

onde a a¢do I da r-ésima onda € proporcional a sua energia. Entdo, o angulo conjugado a
I, evolui na forma 6, = 6,9 + w,ot [11]. Sabemos que a energia eletrostatica de uma onda é

proporcional ao quadrado de sua amplitude [3], portanto
p M Ne M
Hae = Z S+ Z o0l — ) Z ¢,V cos(krx; — 6,), (1.4.10)

i:I2 i=lr=

em que ¢, sdo constantes de proporcionalidade.
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Tomando a massa dos elétrons m = 1, obtemos as equacgdes de evolucao

JH
Xi = a_p-:pi (1.4.11)
: oH I :
pi = —o-=- Z crv/ Tk, sin(k,x; — 6,) (1.4.12)
l r=1
. JoH Ne Cr,—1/2
r i=1
. OH .
I, = — 90 = Z Cr\/l_rsnl(eri - 9r)» (1.4.14)
r i=1

onde, agora, a dindmica possui dois pares de varidveis conjugadas: (x;,p;) e (6,,1,). Pelas
equagodes de movimento, vemos que a dinAmica simplificada gerada por (1.4.10) conserva, além

da energia total dada por H,., o que chamaremos de momento total

Nc M
Pac =Y pi+ Y kil (1.4.15)
i=1 r=1

O primeiro termo desta expressdo é o momento total das particulas, e o segundo serd interpre-
tado como o momento carregado pelas ondas. Note que, com esta interpretacdo, 0 momento
de uma tnica onda (k,I,) € proporcional ao quadrado de sua amplitude, assim como o vetor de

Poynting de uma onda eletromagnética [3].

Com esta formulagcdo, podemos tratar o plasma como um sistema mecanico com N¢ +
M graus de liberdade. Isto nos da a liberdade de usar as ferramentas modernas de sistemas
dindmicos, assim como a de utilizar esquemas numéricos de integracdo direta das equagdes
diferenciais. Além disso, o conhecimento das trajetdrias das particulas do plasma permite uma

visao mais intuitiva de sua dinamica.

Nesta abordagem, assumimos que N >> 1 para poder proceder com as aproximacdes de
campo médio, mas ndo precisamos do limite formal N — o, no qual os resultados da teoria
cinética sdo validos. A derivagdo completa da hamiltoniana (1.4.10) pode ser encontrada em

[11] e em suas referéncias.

1.5 Estrutura da tese

No préximo capitulo, mostramos, formalmente, como a descri¢do dinamica se aproxima da
descricao cinética no limite de N — oo. Para tal, apresentamos uma breve revisao da metodolo-
gia usada para a andlise e um resumo da estratégia a ser aplicada. Comecamos por apresentar

um sistema d-dimensional de N particulas em que as interacdes entre elas acontecem aos pares.
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O sistema € descrito, primeiramente, por um conjunto de equagdes dinamicas geradas por uma
fun¢do hamiltoniana. Tomando o limite formal N — oo, mostramos que o sistema passa a ser
descrito por uma equacdo cinética para a evolucao da fun¢ao de distribuic@o do sistema. Em se-
guida, mostramos que o procedimento € facilmente estendido para incluir um campo magnético
externo. Finalmente, passamos a descri¢cao do sistema onda particula apresentado na Secao 1.4

e mostramos como o limite N — oo implica na descri¢ao cinética da Sec¢ado 1.3.

No Capitulo 3 consideremos o modelo onda-particula no limite de espectro denso, ou seja,
quando o nimero de ondas (modos coletivos auto-consistentes) tende ao infinito. Neste caso,
mostramos como a evolucao de uma particula teste pode ser descrita por uma equagao diferen-
cial estocdstica, uma vez que a influéncia das varias ondas na particula pode, formalmente, ser
substituida por um ruido na equag¢do de movimento. Além deste resultado, usamos a estratégia
do Capitulo 2 para mostrar a existéncia e a unicidade da solucdo desta equagdo. Por dltimo,

apresentamos uma simula¢ao numérica do sistema comprovando a unicidade da solugao.

Se considerarmos apenas uma onda no sistema onda-particula, as equacdes de movimento
para as particulas s@o idénticas aquelas do modelo Hamiltoniano de Campo Médio (HMF), am-
plamente estudado na literatura. No capitulo 4 apresentamos uma breve revisao deste modelo
junto a seus principais aspectos dinamicos e sua relagdo com o modelo onda-particula. Em se-
guida, para o caso de um modelo HMF repulsivo de N particulas, utilizamos a linguagem e os
resultados do capitulo 3, para mostrar que, usando uma condi¢ao inicial apropriada, a evolugao
das velocidades das particulas pode ser descrita por uma equacao diferencial estocdstica, uma
vez que a magnetizagdo do sistema (parametro de ordem associado a um modo coletivo auto-
consistente) tende, no limite formal N — oo, a um ruido branco para tempos longos (dependente
de N). Resultados de simulacao numérica usando dinamica molecular sao mostrados para com-

pravar nossos resultados.

Em seguida, analisamos o modelo HMF atrativo, apresentando as principais dificuldades
em aplicar a estratégia anterior. Para este caso, apresentamos resultados numéricos mostrando
como a evolucdo das velocidades das particulas diverge, rapidamente, de um ruido semelhante

aquele obtido no caso repulsivo.

No capitulo 5, apresentamos uma sugestao de modelo simplificado para descri¢cdo de plas-
mas. Essencialmente, introduzimos o conceito de cargas diferentes no modelo HMF, gerando
dois tipos de interacdo no sistema. Uma vez definida a funcdo hamiltoniana para este caso,
descrevemos suas propriedades dinamicas e, usando os resultados do capitulo 2, usamos uma
descricdo cinética para obter suas propriedades de equilibrio. Resultados de simulacdo de

dindmica molecular do sistema sdao apresentados para analisar a distribuicdo no espago de fases
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do sistema.

Finalmente, o Capitulo 6 apresenta as principais conclusdes do trabalho juntamente a algu-

mas perspectivas de continuagdo de estudos.

Apresentamos, também, alguns apéndices com informacdes tuteis a compreensao do tra-
balho. No Apéndice A mostramos, resumidamente, a obtencdo formal da equacdo de Vlasov
por argumentos cldssicos de mecanica estatistica. A metodologia bdsica para determinagao
de existéncia e unicidade de solugdes de sistemas de equacdes diferenciais é apresentada no
Apéndice B, juntamente a uma compara¢do com a metodologia utilizada ao longo da tese. O
Apéndice C resume as principais ferramentas matematicas utilizadas na andlise de equagdes

diferenciais estocasticas.

Finalmente, no Apéndice D mostramos um resultado obtido paralelamente a elaboragao
desta tese. Consideramos um sistema de N particulas interagindo estocdsticamente, ou seja,
cuja evolucdo € descrita por equacdes diferenciais estocdsticas sujeitas a um conjunto de ruidos
independentes. Considerando que o tunico vinculo do sistema seja a conservacdo da energia
total, mostramos que a evolucdo temporal das velocidades de um nimero d finito de particulas
converge a um processo de Ornstein-Uhlenbeck quando N — o (d < N). A convergéncia é
obtida utilizando a metodologia do Capitulo 3. Resultados de simulacdo numérica de sistemas

estocasticos sdo apresentados, também, comprovando a convergéncia obtida analiticamente.
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2 Limite cinético
da descricao dindmica de N-corpos

2.1 Introducao e breve revisao teérica

No contexto de sistemas de muitas particulas interagindo por forcas de longo alcance, €
natural tentar substituir a for¢ca real em cada particula, resultante de uma soma de interacdes
aos pares, por sua média espacial. Se a forca entre as particulas for fraca, i.e. , se a correlagcdo
entre estas for desprezivel, podemos descrever o sistema por meio de uma densidade f;(x,v) de
particulas na posicao x, com velocidade v no tempo ¢. Com esta, a forca média na posicao x €
dada por

F;(x) = —/d3x'd3v’f,(x’,v’)VU(X,X'), (2.1.1)

assumindo uma forga derivada de um potencial de pares U (x,x’) = (x —X/).

No caso de particulas sujeitas apenas a forgas externas, a evolucdo de f;(x,v) é dada por

d 1
a_ft =—v-V.fi —=F:-Vy fs, (2.1.2)
t m

onde m € a massa de cada particula. Desprezando flutuagdes devidas a colisdes ou efeitos de
curto alcance, podemos substituir a for¢a nesta ultima equagdo pela expressao de campo médio
(2.1.1), obtendo

%f,(x,v) = —v-V,.f;(x,V) +% {/d3x'd3v’ft(x’,v’)VU(x—x’) Vo fi(x,v), (2.1.3)

conhecida como equacdo de Vlasov.!

Entre as areas de aplica¢do da equacdo de Vlasov, sistemas estelares e fisica dos plasmas

I'A derivacdo da equacdo de Vlasov, usualmente, é dada a partir da reducio da equacio de Liouville a uma série
de equacgdes acopladas relacionando densidades a s particulas (f;) com densidades de ordens superiores (s+ 1, s+2,
...). Esta hierarquia de equa¢des, chamada hierarquia BBGKY, se reduz a eq. de Vlasov assumindo interagdes
fracas e de longo alcance entre as particulas. Alternativamente, a equagio de Vlasov € derivada a partir de uma
representacdo diagramatica dos termos de intera¢@o na hierarquia BBGKY. Para a derivacdo detalhada da equagdo
de Vlasov, ver [7] e [8].
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se destacam, uma vez que a forga gravitacional e a de Coulomb sdo exemplos claros de forgas
de longo alcance. No caso de plasmas, a equagdo de Vlasov deve ser acoplada a equacao de
Poisson [3, 7, 8] descrevendo a evolucdo do campo eletromagnético gerado pela presenca de

particulas carregadas [ver Sec¢do 2.3.3].

A aproximacdo de campo médio € fundamental para a interpretacdo dos resultados obti-
dos a partir da equacdo de Vlasov. Como a densidade no espaco (x,v), dada pela funcdo de
distribuigcdo f; permite calcular médias locais de qualquer quantidade dindmica do sistema, a
equacdo de Vlasov € mais detalhada do que uma equagdo macroscopica de fluidos (equacdes
de Euler, por exemplo), que permite apenas o cdlculo de médias globais. Entretanto, qualquer
média local deve ser feita em uma regido com um nimero suficientemente grande de particulas,
logo nao € possivel ter acesso a trajetdrias individuais, como no caso das equagdes hamiltonia-
nas microscépicas. Por esses motivos, nesta tese, nos referimos a equagao de Vlasov como uma

equacgio mesoscopica.

Estamos interessados, entdo, nas origens microscopicas da equagdo de Vlasov, i.e. , existe
um limite formal no qual os resultados das equacdes de Hamilton coincidem com os resultados
da equacdo de Vlasov? A funcdo f; pode ser interpretada como uma distribui¢do arbitraria de
massa no espaco de fase a uma particula. Logo, podemos substituir f; em (2.1.3), pela medida

p (d3xd3v) no espaco (x,v). Integrando esta equaciio em uma fungio teste suave g, temos

J /
Eﬂt(g):Hz(V‘Vg)—NtX#t(VU(X_X)'va>» (2.1.4)

onde f:(g) = [t (xd?v)g(x,v), e X e (8) = [ [ e (Pxd®v) py (X' A )g(x,v)g(X', V') € des-
prezamos termos de fronteira. Escolhendo como distribui¢io inicial pio(d3x d*v) uma soma de

N funcgdes delta
1 N
o(dx &®v) = N Z §(pj—mv)dx &, (2.1.5)

a solucdo da equacdo (2.1.4) é dada pela expressao

s (dx d3v) Zm5 q;(t) —x)8(p;(t) —mv)dx &, (2.1.6)

sujeita aos vinculos

d

T4 = pi0) @1.7)
d N

g = ; ai(t)), (2.1.8)

para j=1,--- N. Essas dltimas equagdes correspondem a dinamica de N particulas interagindo
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através do potencial U. O termo de for¢a, dado pelo lado direito da equagdo (2.1.8), tende a
expressao (2.1.1) no limite de N — . Neste sentido, o limite N — oo é um limite de campo
médio.

Entretanto, esta derivacdo simplificada ndo € suficiente para estabelecer o limite cinético

das solugdes de (2.1.7)-(2.1.8), ou seja, ndo podemos afirmar

lim p, (d®x dv) = f;(d*x dv). (2.1.9)
N—ro0

Este limite € estabelecido no

Teorema: Seja VU limitado e continuo no sentido de Lipschitz.

1. Entdo a equagdo de Vlasov (2.1.4) tem solugdo tnica no espago de medidas finitas .Z .

2. Seja u; (v;) esta solugdo com dados iniciais i (v). Entdo, na distancia de Lipschitz no
espaco das fungdes
dor. (Vs ) < ey (v, ), (2.1.10)

onde ¢ € uma constante dependente apenas de U.

Neste teorema usamos a seguinte

Definicio:  Considere um volume finito A C RY. Seja .# o espaco de medidas em A com

massa finita. A distancia de Lipschitz dy entre as medidas e v € .# ¢é dada por

dpr, = sup , (2.1.11)

fe
onde 7 ={f[f :A=1[0,1] e |f(x) = f(y)] < [x=¥l}.

A derivacdo da equagdo de Vlasov a partir das equacdes microscopicas (de Hamilton) €

[ m@oreo - [ viat s

consequéncia direta da desigualdade (2.1.10). Esta limita a distancia entre solucdes, ou seja,
se Uo(d*x d*v) definida em (2.1.5) é préxima de uma distribuicdo continua vo(d3x d3v) =
fo(x,v)d*x d3v, no sentido de dy (Ho, Vo) — 0 quando N — oo, entdio y;(d*x d3v) é préxima
da solucdo da equacdo de Vlasov v;(d’x dv) = fi(x,v)d’x d*v com dados iniciais vo. A

demonstracdo formal do teorema € dada nos trabalhos de Neunzert [13] e Spohn [14].

Na proxima secdo apresentamos os objetivos deste capitulo e as principais motivagdes do
trabalho, enfatizando as limitacdes dos trabalhos atuais e os pontos de interesse desta tese.

Dentro desta se¢do, a Subsecdo 2.2.1 mostra a estratégia geral para abordagem dos varios casos
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estudados. A Secdo 2.3 traz os resultados do trabalho em diferentes subsecoes. Estas come¢cam
com uma descri¢cao do sistema fisico a ser estudado, passando pelas definicdes matematicas
utilizadas para enunciar os respectivos teoremas e sdo concluidas com as demonstracdes ne-

cessarias.

2.2 Objetivos

Com o desenvolvimento de teorias para a dindmica de interacdo onda-particula [11], a
descricao hamiltoniana de N corpos tem sido aplicada a plasmas (e afins) ao lado do bem es-
tabelecido modelo de Vlasov. Grandes avangos foram alcancados no estudo do limite N — oo,
no qual a dindmica se reduz, formalmente, a teoria cinética. Mais precisamente, para forcas
de longo alcance, e para interagdes particula-particula em aproximacdes de campo médio na
auséncia de ondas, mostra-se que o limite N — oo comuta com a dinamica do sistema [13, 14].
Para o caso de interagdo onda-particula, Firpo e Elskens [16] mostram que os métodos de campo

médio também podem ser aplicados, provando a equivaléncia das descricoes.

Até entdo, trabalhos nessa linha assumem condi¢des de contorno periddicas para o sistema.
Nosso objetivo é considerar sistemas abertos com extensao finita, em que podemos considerar
injecdo de particulas e revelar a possivel importincia dos termos de fronteira, estudando seu
limite cinético. Partimos do caso de um sistema aberto de d dimensdes no qual particulas
interagem por um potencial de pares suave. Neste caso, assumimos que o potencial € duas vezes
diferencidvel e limitado. Além disso, o potencial deve se anular fora da regido de interacdo que
define o sistema aberto finito, fora da qual as particulas sdo livres. A injecdo de particulas é

considerada ao darmos informagao inicial “falsa” fora da regido espacial de interacgao.

Tendo os resultados deste caso, podemos estudar o comportamento do limite cinético do

sistema quando sujeito a um campo magnético externo dependente das coordenadas espaciais.

Como extensao dos resultados, também consideramos o caso de interacdo onda-particula
em um sistema aberto unidimensional, tipico de sistemas de plasmas. Para tal, usamos uma
versao modificada da hamiltoniana auto-consistente derivada por Elskens e Escande [11] para
descrever o paradigma das interacdes. Além de considerar o sistema aberto, também incluimos
interacdo particula-particula na hamiltoniana. Como no primeiro caso, devemos assumir que
todas as interagOes acontecem exclusivamente em uma regido fechada do espaco, fora da qual

particulas e ondas sdo livres.

Nas proximas se¢oes, apresentamos os sistemas em consideragdo e os teoremas basicos para

cada um desses, mostrando que o limite cinético e a evolugdo temporal comutam em qualquer
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intervalo de tempo [0,7], com T < oo. Estes teoremas garantem que simula¢des numéricas de
plasmas e sistemas com interacdo de pares com um nimero cada vez maior de particulas t€m um
comportamento cada vez mais proximo daquele previsto pela teoria cinética. Nossa estratégia

segue aquela de Neunzert, Spohn e Firpo & Elskens?.

2.2.1 Estratégia

Para provar a comutacao entre as duas descricdes, comecamos por escrever a equagao de
Vlasov (ou do tipo Vlasov) em termos de medidas 3. As equacdes dindmicas de movimento
derivadas de uma hamiltoniana podem, também, ser escritas em termos de medidas evoluindo

de acordo com um fluxo dependente do historico de evolucao do sistema.

Ap0s isso, devemos definir uma distancia apropriada no espago das medidas positivas. Pro-
cedemos, entdo, a mostrar que quaisquer duas medidas solu¢do do sistema, inicialmente a uma
distancia d uma da outra, estdo a uma distancia de¢’ em um tempo posterior ¢ € [0, T], para um
T finito e uma constante & positiva e finita. Isto é feito por uma série de majorac¢des na distincia
no tempo ¢. A comutacdo segue do fato de que d pode ser escolhida como sendo a distancia en-
tre uma medida inicial continua para o sistema de Vlasov e uma sequéncia de medidas pontuais

inicialmente se aproximando a esta no limite cinético.

Concluimos a prova com uma demonstracdo da existéncia das solu¢des. Para este fim,
reformulamos o problema cinético como um problema de ponto fixo no espago do “histérico de

evolu¢do”. O mapa da evolugido, entdo, se mostra uma contragao para uma métrica apropriada.

2.3 Resultados

Nesta secdo, introduzimos os parametros do sistema e as respectivas distancias no espago

de medidas. Enunciamos, também, os devidos teoremas para cada caso.

2.3.1 Interacao particula-particula em sistemas de d dimensoes

Consideramos particulas interagindo por um potencial U (x,x’) em um sistema d-dimensional.
O potencial é ndo-nulo apenas em uma regido compacta do espago das posi¢des definida por €.
Além disso, requeremos que esta regiao seja convexa, de maneira que particulas ndo possam re-

entrar na regido de interagcdo. Atencao especial deve ser dada aquelas particulas que podem ser

2Uma breve descri¢io da estratégia pode ser encontrada em [17].
3Ver Capitulo 5 de [14].
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rastreadas no tempo, partindo de um instante ¢ com posi¢do X € €2, até um ponto com posi¢ao
inicial x € Q. (espago complementar a Q) e velocidade v satisfazendo v-ng(x) < 0, onde

ng(x) € o vetor unitario normal a Q.

Usaremos uma descri¢do de medidas do sistema (uma vez que a equacao de Vlasov € vélida
para qualquer distribuicdo de massa no espago de fase a uma particula). Usamos a seguinte

notacdo para nos referir ao espago do sistema:

QxRI=T, (2.3.1)

As particulas satisfazem a equagdo de Vlasov usual
ofi + v-Vfi + F-V,f; =0, (2.3.2)

onde f € a funcdo de distribuicdo de massa das particulas e F é a forca derivada do potencial U.

Para tratarmos o problema de maneira apropriada, devemos identificar duas medidas dife-
rentes: a medida (i, no espaco (X, V), representando a distribui¢do de massa usual; e a medida

v, no espacgo (¢,v), que trata do fluxo de particulas sendo injetadas na regido I
A dinamica do sistema € dada pelas equagdes

(1) = v(1)
W) = Fx() = / A dh f(x V)VU (x,X), (2.33)

onde o potencial varia, suavemente, de zero a seu valor finito quando avancando, no espacgo das
posi¢des, de um ponto com x € €. para outro comx € .

Fora da regido I, as particulas tém uma distribui¢do conhecida g(y,v), tal que podemos

associar as medidas i, e v as densidades f e g de maneira que

du(x,v) —  fi(x,v)d% d%y
dVin(1,y,v) —> g(y,v) [vi|drdfvd®ly, (2.3.4)
onde a varidvel y € dQ e requeremos que ambas f e g sejam idénticas em oI *.

Usamos a notagdo Vv;, para indicar que estamos apenas interessados nas particulas que po-
dem ser injetadas em I" em um tempo finito, i.e. , particulas comv - ng(x) < 0. Portanto, um

estado do sistema € totalmente descrito pelas medidas i, e v e a forca F nas particulas em I'.

Dada a condigo inicial (U, V.), o sistema evolui, de um tempo 0 a um tempo ¢, de acordo

“4Denotamos por dA, a fronteira de um espago A limitado qualquer.
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com um fluxo 7' de dois pardmetros de maneira

= (o+v.oT% o Ty, [u], (2.3.5)

onde o mapa T° é apenas o movimento livre, introduzido aqui para considerar a distribuicio
inicial de particulas forade I'.
Seja Cg 1 (R4 x RY) o espaco das fungdes Lipschitz continuas em (R? x R?). O espago das

medidas é equipado com a distancia

d(s, py) = sup /¢(x,V)d(uz—u[)+/¢(y—vt,V)d(v—V’) , (2.3.6)
0c2|/T A
onde
7=1{9:¢ € &' R xRY), |9l <1} (2.3.7)
€
A={(,y,v) | €[0,t],y € dQ, v-ng(x) <0}. (2.3.8)

Usamos a norma de uma fungao

191[u = max {{|¢[lu , ALip(¢)} (23.9)

€ a norma no espago (x,v)

(x,v) = (X, V)| = ao(|x —X'| + T|v — V'), (2.3.10)

1

onde A é uma constante real de escala e o~ ' e T sdo constantes arbitrarias com dimensdes de

comprimento e tempo, respectivamente.

Para evitar a contagem das particulas com v - ng(x) = 0 (que ndo contribuem ao campo de

for¢a em I'), requeremos, ainda, que as funcdes @ sejam tais que
9(w') =0, 2.3.11)
dado w' € JT.
Note que nossa distancia € definida de maneira a garantir
)t )] < ) s ), 23.12)

para qualquer fun¢@o 4 bem comportada.

Dados estes parametros, podemos enunciar o teorema seguinte.
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Teorema Seja [VU| < Be |VU(x,y) —VU(X',y)| < L|x—x'|, onde L € R} .

1. A equagdo de Vlasov (2.3.2) tem solug@o tinica no espago de medidas finitas .Z;

2. Dados dois conjuntos de condigdes inicias, (Uo, V.) e (1), V'.), a dindmica do sistema

gera as solugdes (1, v.) e (1/,V'.) para qualquer ¢ > 0, respectivamente, tal que

d(pr, 1)) < €'d (o, ko), (2.3.13)

onde C € uma constante positiva dependente de U.

Ao notar que diferentes medidas iniciais no teorema podem se referir tanto a medidas
continuas para a equagdo de Vlasov quanto a sequéncias discretas definindo a distribui¢do ini-
cial no espago (X,v), podemos mostrar a convergéncia de ambos os casos no limite cinético

(N — o0).

Demonstracao do Teorema
Nesta sec@o apresentamos a demonstracdo formal do teorema enunciado na se¢ao anterior.
Comecamos pela demonstracdo da existéncia de solucoes.
< Demonstracdo do item 2: Por triangularidade
d(p, 1) = d((no+v.oT)oTo ], (ty+ v/ o T%) 0 Ty, [u])
u

<d((o+v.oT% 0Ty, [u], (to+ v oT) 0Ty, [u])  (23.14)
+d ((to+v.oT) o Ty, W], (y+ v 0 T%) 0 Ty, [u']) (2.3.15)

O segundo termo € limitado por

d((Ho+Vv.oT?) o Ty, 1], (uy+V o T?) o Ty, [1]) < ed(o, 1), (2.3.16)

uma vez que h, = e X Qo T, o[u'] satisfaz (2.3.12).

Seja w = (x,v) e G| o campo vetorial no espago (x,v) definido pelo lado direito da
equagdo 2.3.3.
Glu]=w. (2.3.17)
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Note, também que

d((Ho+v.o T%) o Ty, (1], (o +Vv.0T?) o To.[w]])

< sup | [ (o Tralu] - 9 Tlu'))
0c
#sup| [ (@) (poTialu) - peTioli)| @319
0c |JA

O segundo termo do lado direito da desigualdade € limitado por

mei= [ (@0 TR Tolp] - Tolw!) (23.19)
A

dado que ALip(¢) < 1. Reescrevendo este ultimo termo, temos

t
mo= [ @orn | [ (Gl Tl w— Gl Toluw) ds
< nr+nm, (2.3.20)
onde,
t
M= /A (dv.oT%)A™! /O (Glu]sTsolu]w— Glu/]sTolpe ]w) ds (2.321)
t
N = /A (dv.oT%)2 ! | (Gl Tsolw]w — Gl s Trow]w) ds | (2.3.22)
Procuramos, primeiro, por um limite para (2.3.21)
nm < AT /deTO/\G Jw—G[u/]sTyo[pn]w | ds
= A /A /0 |Glu]s(w) = Glw)s(w) | gTs,o[u.]dv.oTog ds (23.23)
—dv,
— A //|Gu] Glw'](w) | dv, ds
7/

Usando a defini¢ao (2.3.10),

y = 0tar| [ QUG - w)()
r
< 20T, )

< Ly dr(us, 1) (2.3.24)
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U (x.x')
C

comL; =oatC, e € 9, escolhendo

C =max{B,AL}. (2.3.25)

Aqui, a distncia dr(-,-) se refere a parte de d(-,-) que envolve apenas integra¢do no espaco I'.
Logo,
1
m <L /A/O dr (i, 11! ds dvy. (2.3.26)

A majoracao de 7y pode ser feita usando o fato de que requeremos que a forca seja Lips-

chitz continua com constante Lip = L. Logo,

t
i < /A (dv.oT)2"! /0 |Gl Tyl ]w — G5 Tyolw]w | ds. (2.3.27)
=B
a p atL ,
B < am,o[u.]w — Ty o[’ ]w|+ 7|Ts,0[u.]w —Tyolu]w|
= Lu|Tyo[]w — Tiolp]wl, (2.3.28)
onde L;; = 721;“. Portanto,
t
N < LII/O Nsds. (2.3.29)
Finalmente, temos
t t

M gLI/A/O dr(us,us’)dvsds+L11/() nNsds. (2.3.30)

Usando o lema de Gronwall, obtemos
t
n <L ( / dvs) / dr (s, p!)el1 =) ds;. (2.331)
A 0

Precisamos, agora, encontrar um limite superior para o primeiro termo do lado direito da

desigualdade (2.3.18). Este termo € limitado por

nii= [ duo A7 Trolu] - Trolu). (2.3.32)

Note que a derivagio de (2.3.31) independe da medida (dv o T?), que apenas contribui com o

termo ( [, dv;) na majoracdo final. Logo, o limite superior para 1)/ pode ser escrito como

t
n <L ( / du§> / dr (s, )l =) ds; (2.3.33)
r 0
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onde

= oo To (] (2.3.34)

Assumimos, ainda, que ha um limite superior para a massa total do sistema, i.e. , que a
massa inicial do sistema € finita e que, em um tempo finito, a massa injetada no sistema € finita.

Em termos das medidas do sistema, exigimos que

/ du + / dvy <M < oo, (2.3.35)
r A

Logo, usando esta hipotese e os resultados (2.3.16), (2.3.31) e (2.3.33), obtemos

1
d(u, i) < ed(uo, uh) + ML /0 dr (s, pf)e1 ) ds. (2.3.36)

Note que, para t = 0, o sinal de igualdade vale na expressdo. Aplicando o lema de Gronwall

mais uma vez, provamos a expressao (2.3.13). U

) Demonstragdo do item 1: A evolugdo (2.3.5) define um mapa .7, tal que

w.— (o +v.oT% 0Ty [u]. (2.3.37)

O mapa .7 € definido no espago C , de medidas (fracamente) continuas dependentes do
tempo do tipo [0,7] — .#, com condig¢des iniciais como em (2.3.37). O espago (A ,d) é um

espago métrico completo, portanto (C 4, dy) também é. Logo, a fim de facilitar a nota¢ao

[T ()](1) = - (2.3.38)
No espaco C 4, definimos a distancia
die(u, 1) = sup d(p,u)e ™, (2.3.39)
t€[0,T]

onde x € uma constante real positiva arbitréria.
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Note que

d([7u)]@), [7W)]@)) d( (po+Vv.oT?) oTo,(u], (o+Vv.oT?) 0Ty, [u'])
Ne+n/

1
ML,/ d (s, u))et =9 ds
0

IA

IN

)

t
ML[/ d(uﬁu’)eL”(l_s)e_memds
0

t
< MLy sup (d(py,p))e™™) / el =)e™* s
s€[0,T] 0
, Kt
< MLid . 2.3.40
escolhendo k > Lj;. Portanto, multiplicando os dois lados da tltima desigualdade por e * e
aplicando o operador sup; (o 77,
MLy
de (7 (1), 7 (W) < K_Lndx(u.,u.’)- (2.3.41)

Vemos, entdo, que a escolha apropriada da constante x garante que o mapa .7 é uma
contracdo. Portanto, o teorema do ponto fixo de Banach, garante que a evolugdo (2.3.5) tem

solugdo unica. U

2.3.2 Campo magnético externo

Agora, consideramos um sistema tridimensional de particulas interagindo, como anterior-
mente, através de seu potencial de campo médio. Consideramos, ainda, um campo magnético
externo, com intensidade dependente das coordenadas espaciais e direcao dada por ég, agindo

sobre o sistema. Logo, as equacdes de movimento para uma particula sdo dadas por

x (1) = v.(t) (2.3.42)
V(1) = Fy(x(1) +Fa(x,(1)), (2.3.43)
onde
Fy(x,(1)) = =) VU (x:(t),x,(1)) (2.3.44)
FB(Xr<t>) = Vr(t) X B(Xr(t))7 (2.3.45)

com uma escolha adequada das dimensdes de massa e carga.

O modelo cinético dual as equacgdes (2.3.42) e (2.3.43) € o de Vlasov, dada uma funcao de
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distribui¢do a uma particula f satisfazendo
o f(x,v,t)+v-Vf(x,v,t)+ V-V, f(x,v,t) =0, (2.3.46)

dado que
(1) = — / EA BV F(x,v,1)VU (x(1), X (1)) + (1) x B(x(1)). (2.3.47)

O movimento das particulas sob influéncia exclusiva da forca de potencial de campo médio
(Fy) gera uma solugdo tnica ao sistema, como visto na se¢do anterior. Trabalharemos, separa-
damente, o termo de for¢ca magnética. Novamente, o espaco de medidas positivas € equipado
com a distincia (2.3.6) e as defini¢des que a seguem. O campo magnético € ndo-nulo apenas
em uma regido fechada, compacta e convexa do espaco definida por . Em €, as particulas

sdo livres. Requeremos, ainda, que o campo magnético satisfaga, para todo (x(z),)

B(x(1) < B (2.3.48)
Lip(B(x(t))) < O, (2.3.49)

onde 3 e Q sdo constantes reais positivas.

Para este caso, as posi¢des e velocidades das particulas determinam uma sequéncia de me-

didas pontuais no espaco I' = Q x R3,

ol(x,v,1) :825(x—xr(t))5(v—vr(t)). (2.3.50)

No limite cinético, consideramos uma sequéncia de medidas (2.3.50) convergindo a uma

medida continua ¢ definida por uma densidade positiva dada por f(x,v,¢)d>xd?v.

Teorema Seja |B(x(z)| < B e Lip(B(x(t)) < Q, onde Q € R}

1. A equacgdo de Vlasov (2.3.46) tem solugdo tnica no espaco de medidas finitas .#;

2. Dados dois conjuntos de condigdes inicias, (Lo, V.) e (14, V’.), a dindmica do sis-
tema sob influéncia do campo magnético B gera as solugdes (i, v.) e (i/,V'.) para

qualquer ¢ > 0, respectivamente, tal que

d(w, 1y) < €“d (o, 1g), (2.3.51)

onde C € uma constante positiva dependente de U, 3 e Q.
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Para demonstrar o teorema precisamos da seguinte,

Proposicao: para quaisquer duas funcdes g e h € Cg 1 (R3 x R3), o seguinte é vélido

lg-hllur < 2||g]lu||AluL- (2.3.52)

» Demonstragdo: : Primeiramente, note que

&hll,, < flgll,- 17,

(2.3.53)
Lip(gh) < [l Lip(h) + [|h]|,Lip(g)-
Claramente,
Lip(gh) < [|g[lur lhflur + [0l llgllur - (2.3.54)
Também, note
187l < llgll.zlPll.z- (2.3.55)
Portanto, temos
18- Allur. < 2[[g]lur [I/2]|ur.- (2.3.56)
O

< Demonstracd@o: do Teorema: Seja G[B(x(t))] o campo vetorial associado a evolugio do
sistema sobre influéncia exclusiva do campo magnético B (i.e. , considerando apenas a forca Fp

no sistema). Logo, para o vetor w = (X, V), temos a equacéo
w(t) = G[B(x(t))]w(z), (2.3.57)

descrevendo a dindmica do sistema na presenca exclusiva do campo B. Podemos, ainda, escre-

ver a evolucdo de w em func¢do das medidas u; e v, definidas na se¢do anterior, como
= (o +v oT® oTy,[B(.,.)], (2.3.58)

onde o fluxo T depende apenas do campo nas posi¢des x(s), s € [0,7].

A demonstracdo, entdo, se torna idéntica a do teorema anterior, notando que, a passagem
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equivalente a (2.3.24) é

Y = 0+atlv(B(x)) - v(B(x))|
= at|v(s) x B(x(s)) — v(s) x B(x'(s))|
= atB|v(s) x ég— v(s) x é| = 0. (2.3.59)

Portanto, 1; é nulo para este caso, e a expressao final para a distancia entre solugdes é dada
por
d(, 17) < e™'d(uo, 1), (2.3.60)

de forma equivalente a expressao (2.3.16), usando a Proposi¢do 1 para escrever
Lp = 2|[v|[,,.[Bl] .. (2.3.61)

O

2.3.3 Interacao onda-particula e particula-particula
em sistemas unidimensionais

Considere um sistema unidimensional de particulas carregadas interagindo por um poten-
cial de pares em uma regido fechada definida por posi¢des € Q = [0,L], L € R;". Nesta regido,
as particulas também interagem com ondas de frequéncias naturais @y; , nimeros de onda kj,

fases 6; e intensidades I;.

A hamiltoniana que descreve este sistema é dada por >

2
H(x,p,X,Y) = Z% —I—ZH()J'(XJ',YJ') —I—SZk;lB]’(Yj sinijr —XjCOSijr)R(Xr)
J nJ

r

+€Y U(xy, X))R(x)R(x,), (2.3.62)

rr

onde (x,, p,) sdo varidveis candnicas de posi¢do e momento da r-ésima particula no sistema e

(X;,Y;) sdo varidveis candnicas para as componentes cartesianas do modo complexo
Zj:Xj+1Yj, (2.3.63)
relacionado as componentes de intensidade e fase da onda por

Zj=/2l;e %, (2.3.64)

SEsta hamiltoniana é uma modificacio daquela em [11] somada a um termo de interagdo particula-particula
conforme [14], confinada a uma regido de R(x) positivo.
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€ e € sdo constantes de acoplamento escolhidas de forma a evitar divergéncias no limite
N — o (neste limite, esperamos que €N = 1, por exemplo). Os primeiros dois termos da
equacgao (2.3.62) correspondem, respectivamente, as particulas e as ondas livres, e o terceiro
termo corresponde ao acoplamento onda-particula em Q. O ultimo termo se refere a interagao
particula-particula, dado que U € o potencial de pares limitado e Lipschitz continuo, tomado
como sendo simétrico em relagdo a seus argumentos. Como estamos considerando que todas as
interacOes acontecem apenas em £, introduzimos a fun¢@o R na hamiltoniana, definida como
sendo uma fung¢do Lipschitz continua com valor zero para todo x € | —eo, —8[ e x € |L+ 0,9,
e valor 1 para x € [8,L — 8], dada uma constante positiva pequena 8. Portanto, fora de Q, a

hamiltoniana apenas expressa o0 movimento livre das particulas e das ondas.

R(x)

X
-5 0 & L-& L L+8

Figura 2.1: Funcao R definindo a regido de interagao.

As equacdes dindmicas para o sistema sao
X = Dr (2.3.65)
‘ (Z ,eiijr _ Z#fe—iijr)
b= RGv)YeB— ! — Y €04U (. )R ()R (x,)
r/

3 21
(Z elk]xr _|_Z>i< lijr)
ek
+ Z B] 2

7= —iw,Z; +Zeﬁ, KR (x,), (2.3.67)

Ze U (x,,x.) 0y, R(x,)R(x.)2.3.66)

onde escolhemos Hy; como o termo do oscilador harmonico
X2 —|—Y2
Hyj = Z woj——=. (2.3.68)

Introduzimos, agora, a variavel v, que pode substituir p,, uma vez que estamos tomando

todas as particulas da mesma espécie e com massa unitdria. Além disso, introduzimos os enve-
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lopes de onda
aj(t) =C1Z;(r)el ™, (2.3.69)

com uma constante de escala C. Por simplicidade, neste trabalho usamos a constante redefinida

B]’ = SBJ-C e trabalhamos apenas com um modo, nao usando mais o subindice j. Portanto,

reescrevemos
K= vy (2.3.70)
/
vr= R(x) % (ae!rin" — ge Nty 8" !9 U (x,, x,)R(x,)R(x;)
gl r

+egfc(aelkxﬁm’0’+ e ket g R(x Ze U (x,,x.) 3, R(x,)R(x.) (2.3.71)
. 1ﬁJ/ —ikx,+iwyt
q= @Ze R (x,). (2.3.72)

r

As posigdes e velocidades das particulas determinam uma soma empirica 6X de medidas

pontuais no espago I' = Q X R,

ol (x,vt)=n Z O(x—xr(2))0(v—v,(2))R(xy), (2.3.73)

r

contando particulas em I ®. O fator 1 é escolhido de maneira a manter uma massa finita no

limite cinético.
O espaco I' € equipado com a distancia
|l (x,v) — (V)| = a(jx— x|+ 1]y =), (2.3.74)

dados que or~! e T tém, respectivamente, dimensdes de comprimento e de tempo. No espaco

dos modos, <, usamos a distancia
la—d'|| = Cla—d|, (2.3.75)

com um coeficiente real positivo §.

O limite cinético em que estamos interessados corresponde a sequéncia de medidas pontuais
o convergindo 4 medida continua o, definida por uma densidade positiva f(x,v,#) em I, onde
a densidade f é uma solu¢do (fraca) do sistema do tipo Vlasov, dual a (2.3.70)-(2.3.72), dado
por

Of +voxf+F|f.ald,f =0 (2.3.76)

®Note que, como estamos tratando de um espago aberto e considerando injecio de particulas, esta medida niio
pode ser normalizada.
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a(t) = iCEk/rf(x’ v,1)e” IO R () dxdv, (2.3.77)

com o campo de for¢a
F(x,v1) = R(x)B'S (a(t)eikx_iw‘)’> ¢ / QU (x, X YR) f (V1) dX'dV' R (x)
I

+ ﬁ—/fﬁ <a(t)eikx_iw°’> dR(x) — 8'/ U(x,x"\R(X)f(xX' WV, t)ddv 9 R(x). (2.3.78)
k r

Queremos contabilizar as particulas injetadas em Q. Logo, além da medida de massa ¢ (ou
o), introduzimos uma medida de fluxo de contorno v, no espaco (t,v), que conta particulas
sendo injetadas em Q através de x; = —8 ou x, = L+ 0. De modo que, essencialmente, temos
dois tipos de trajetorias para observar: (a) aquelas de particulas com condicdes iniciais em I’
que permanecem em I'; e (b) aquelas de particulas com condig¢des iniciais fora de I' que sdo
injetadas em I" em um tempo finito (note que nao estamos interessados nas particulas apods
safrem de I, ou naquelas que nio entram em I" em um tempo finito 7). Portanto, a evolugdo das

trajetdrias no espaco (x,v) de uma particula é dada por um fluxo 7 como segue. Para o caso (a)

(@) (1), ve(6)) = Trs (xr(s),v2(5)), (2.3.79)

descrevendo particulas evoluindo de um tempo s ao tempo ¢ dentro de I'. E, para (b)
(B) (er(t), (1)) = To [T, (= vy(s) (s = 1) v (5))], (2.3.80)

descrevendo particulas injetadas que, em algum tempo ¢’ < s, estavam fora de I" a uma distincia
|v,(s)¢'| da fronteira. T° é o mapa do movimento livre e / = 1,2. A figura 2.2 mostra, esquema-

ticamente, a evolucdo das trajetdrias.

Por dualidade, qualquer medida i, do sistema € transportada pelo fluxo, da forma

= (s +Vv.0T%) o Ty la(.), i), (2.3.81)

onde introduzimos os parametros a(.) e . no fluxo para indicar a dependéncia com o histérico

do modo e das particulas.

7Estamos nos apoiando no fato de que particulas nunca entram em £ apés sairem, uma vez que a forca é nula
fora da regido I'.
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= tempo
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o 0.t
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0 -

vV
Dados iniciais no espago (x,v)

Figura 2.2: Trajetdrias no espago (x,v). O intervalo [0, L] corresponde ao espago Q.

Seja . o espaco das medidas positivas y em I'. Neste espago, definimos a distancia

dr o (1, 05 v, V') = sup

2
/ ORI J RO (=t (v, = v)(t'v)

0y
sup | [ RO ()| 2382)
0c2|/Ts
7 ={6l¢0 € 'R xR): 9l <1}, (2.3.83)

onde x; sdo os pontos que definem a borda de €2, Cg’] (R x R) representa o espago das fungdes
limitadas e Lipschitz continuas em R X R e || - ||y = max{]| - ||y, ALip(+)}, sendo A a constante

que garante a dimensao correta. Dividimos o espaco I" em duas regides I'- UI'g definidas por

I, = {(x,v):x€Q, dist(x,0Q) > 5; ve R} (2.3.84)
s = {(x,v):dist(x,0Q) <5;v-n<O0}, (2.3.85)

sendo o vetor n normal (e para fora) ao dominio Q. Finalmente, introduzimos o espaco

A={({'v):'€[0,T]; v-n<0}. (2.3.86)

Portanto, nossa distancia em . x 2 é dada por

(s a(t)) = (uf,d ()1l = dr(u, 1) + lla(r) —a' (1)) (2.3.87)

Teorema Seja |dU| < By e |d,U(x,x') — d,U(y,x)| < Ba|x —y|, com constantes reais

positivas By e B,. Dadas duas condigdes iniciais diferentes (io,a(0)) e (u),d’(0)) em
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M x Z, aevolugdo cinética gera, para qualquer tempo positivo 7, os estados (t,a(z)) e

(w/,d'(r)) das condiges iniciais, respectivamente. Além disso, para um tempo fixo ¢,

It a(0)) = (/' (1)) ] < €| (1o, a(0) = (g, @' (0))] (2.3.88)

para uma constante estritamente positiva &.

Corolario Dadas uma medida continua oy € .Z e uma sequéncia de medidas pontuais
G(IfN € . definindo a distribui¢@o inicial de N particulas no espago (x,v), de maneira que
limy e dr(ogy, 00) = 0, e dado um envelope de onda inicial a(0) € 2, para todo tempo 0 <7 <
T considere a medida e o envelopes resultantes (thfvflR (1)) gerados por H e a solugdo cinética
(07 = f(x,v,t)dxdv,a(t)) de (2.3.76)-(2.3.77). Logo, limy_,..dr(cX,, 0;) = 0 e limy_,.,a¥ (t) =
a(t).

2.3.4 Demonstracao do Teorema

Nesta secdo apresentamos a demonstra¢ao formal do teorema enunciado na secdo anterior.

< Demonstragdo: Das equagoes (2.3.70)-(2.3.72), vemos que o movimento da particula r
¢ completamente descrito por seu par posi¢ao-velocidade inicial, a histéria do modo e a histéria
da distribui¢do de particulas. Logo, podemos escrever o campo vetorial no lado direito dessas

equagdes como

d

g 0, vr(0)) = {Gelalt), ] + Gelalr), ]} (xr(1),vr(1)), (2.3.89)
onde G. diz respeito aos termos proporcionais a R e R!, enquanto Gg diz respeito aqueles
termos com o fator dyR(x). Logo, sabe-se de [16] que G, tem uma constante de Lipschitz finita

(que chamaremos de ¥¢(t)).

Assumimos a existéncia de uma solug@o (i;,a(t)) fracamente continua no tempo, logo o
campo vetorial também é continuo no tempo. Portanto, considerando que o campo vetorial €
Lipschitz continuo por hipétese, o teorema de Cauchy-Lipschitz assegura que podemos escrever
a evolucdo das trajetdrias das particulas no espaco de fase por um fluxo 7', de acordo com
(2.3.81).

De maneira semelhante, a evolugdo do modo a(r) é completamente determinada por sua
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condi¢do inicial a(0) e a histéria da medida , definindo um fluxo S como

a(t) =S¢ o[p.]a(0). (2.3.90)

Portanto, considere duas solugdes do sistema (2.3.81), (2.3.90) sendo (i, a(r)) e (1/,d’(¢)).

Adotaremos, por facilidade de notacdo, a seguinte convengao
TG — T°. (2.3.91)

Em algum instante ¢, a distancia entre essas solucoes é dada por

It a(0)) — (1 ()| = oy (o +v-0T®) 0 Tosla(.), ], (V-0 T%) o T, fa' (). ']
T Sc0litJa(0) — .ol Ja'(0)]] (2.3.92)

Procedemos, agora, a encontrar uma majoracao para esta ultima expressdo. Aplicando a

desigualdade triangular separadamente em cada termo do lado direito da equagdo (2.3.92)

1St 0[1-]a(0) = So[u’ Jd' (0)]] < di(t) +da(t) (2.3.93)
dro7) ((o+v.0T) o To,fa(), p.], (o+V' . oT) oTo,ld (), ' ]) < ds(t)+ds(t) (2.3.94)

com as defini¢cdes

di(t) = |[Sro[p-]a(0) —S;o[u.Ja'(0)]] (2.3.95)
dy(t) = [IS;0lu.]a'(0) —Siolu’ ]d' (0)]] (2.3.96)
d3(t) = drpr ((Ho+v.oT%) 0Ty la(.), ., (Hy+V'.oT%) o Ty,la(.),u.]) (2.3.97)
di(t) = drjor ((h+V 0T 0Ty la(), u], (uo+V . oT%) 0T, ld(),1'])  (23.98)

Precisamos estimar as distincias d;(t). A soma d,(t) + d3(t) representa a distincia entre
estados evoluindo no mesmo ambiente com mesma condigdo inicial, enquanto a soma d(t) +
d4(t) é a distincia entre estados que evoluem com vinculos diferentes mas com mesma condi¢ido
inicial.

Por simplicidade, adotaremos, onde necessario, as seguintes convengoes

Gela(t), ] — Go(t) : Geld' (), 1] — GL(t) (2.3.99)

Tola(), ] — Tl ]+ Told(),u]— T/[.] (2.3.100)
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e Integracio de (2.3.72) mostra, de maneira direta®, que

di(t) = di(0) = [la(0) —a'(0)]] (2.3.101)

e Para estimar d(¢) precisamos integrar (2.3.72) com a lado direito dado por medidas di-

ferentes

b = Cﬁ’

// —1kx+1a)()tR (,us—us’)ds

2CBZ// (cos(kx — (Dot);;sm(kx wot))d(us—us’)ds 23.102)

IN

zﬁ’/o dr (s, 1))ds

onde z € escolhido como sendo finito e com a condi¢do

28 1
i) - < 3.
Cmax(k,ﬂ,)_z, (2.3.103)

assegurando que o integrando em (2.3.103) € Z. Aqui, dr corresponde a parte de dr. (o 7] ()

que diz respeito a integragdo em I

e Como assumimos que o campo vetorial G = G, + G5 tem constante de Lipschitz (),

podemos notar que o fluxo T [a(.), ] tem constante de Lipschitz exp [; 7(s)ds. Logo,

2
a0 = s / o= pp)goTolal )]+ 1 [ d(v. V') o T°R(@)¢ o T;gla(). ]
+ sup / R(x)d(to — po)¢ o Tr ola(.), 1] (2.3.104)
02 |JTs

< ehTISa (g, )

80 fluxo S é apenas uma translagio em %
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e Finalmente, escrevemos o ultimo termo explicitamente

()

/ dp(9 0 Trola(.), 1] — § o Told (), 1)
(i)

-~

dy(t) < sup
0cz

+ sup /d V.o TYR(x) (¢ o T, olal.), -]—‘POTt,O[a/(-),N/-])‘
97 |i=1
(iii)
—|—;ug R(x)du(/)(q) oTiola(.),u.]—¢o Tho[al(.),‘u/.]) (2.3.105)

Vamos proceder a estimar cada um destes termos (nomeados (i),(ii) e (iii)) separadamente:

(i) Definindo w = (x,v), o primeiro termo é limitado por °

Jrduy AT Tola(),mlw—Tiold (), 1 Jw|
Jr. dug l‘lll/o(Gc[a(s),us]Ts,o[a(-),u-]w—Gc[a’(s),ué]n,o[a’(-),u’-]wdsH (2.3.106)

Por triangularidade, esta equacgdo € limitada pela soma
da (t) +dan (1), (2.3.107)
dado que
dnl) = | a2 / Gelals) 1) Tyofa(.), - — Gela(s), i) Ty ol (), 1" Jw [ds (2:3.108)
dot) = | A / 1Gelals), )T ol (), 1 Jw — Gl (s), W1 Ts ol (), ' [} €2.3.100)
Usando a condi¢do de Lipschitz de G., encontramos que

da /yf (da1(s) + dao(s))ds. (23.110)

O segundo termo de (2.3.107) pode ser reescrito como

_A
dia(t) = A~ / / 4@ TGela(s), 1)) — Geld (), L] ) 1 ds. (23.111)

90 termo A ! vem da definicdo de 2.
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em que a defini¢do de ,uég € idéntica a da equagdo (2.3.34).
Para avaliar o integrando, lembramos da defini¢cao (2.3.74),

A = O at]v(als), ) — (' (5), 1)
T %(a(s)eikx_ia’os —a*(s)e_ikx+i“’os) — /FS/%CU(X,X/)R(X/)d,uS(x’)

!/
— %(a'(s)eikx_iwos—a'*(s)e_ik”iwos)+/8'8XU(x,x')R(x’)duS'(x/) (2.3.112)
r

g /1_ AU (x,x )R(x')d (s — 13) (') + B'S[(a(s) — ' (5))e "]

!/
< athdr(p, 1)+ azﬁ la(s) —d'(s)]], (2.3.113)
dado
1
b> — max{B1, 1B} (2.3.114)

Substituindo (2.3.113) em (2.3.111),

dp(1) < A~ /(/ ){arbdr(uv,,us) aZ,B/Ha(s)—a/(s)H}ds. (2.3.115)

De maneira semelhante, o termo (iii) na expressao (2.3.105) tem um limite superior dado

por
841 (1) + Ou2 (1), (2.3.116)

onde

5a() = [ 42~ R [ Gelate) wTglal)
—Gela(s), w]Tsold (), 0" Jw [lds - (2.3.117)

o) = [ 42~ R [ 1Glate). wlTald ()4
—Geld'(s), W] Tsold (), 0" Jw [|ds.  (2.3.118)

Analogamente a (2.3.110),

641([) S /Ot ’}/(S)(541 (S) + 542(s))a’s. (2.3.119)

Reescrevemos (2.3.118) como

51ar) z,//w@m W)= Gi(s) (w)l s, (23.120)
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e obtemos a majoracao

A5SOCT

B'R(x)3 ((a(s)—a (s))e ihor— 1w0s /(9 U(x—x)R(x)R(x)d(us — ul) (x)
+ar B’k"iﬁ((a(s) o (s5))eR ‘%S)aR )] (2.3.121)

-

@
+arle /F U (x — X )R() R () (s — 1) ()]

N

-~

()

Os dois primeiros termos do lado direito dessa desigualdade sdo limitados superiormente por
seus valores em R(x) = 1. Fazendo isso, a expressdo para os dois primeiros termos fica idéntica

aquela para a desigualdade (2.3.112). Logo, esses termos sdo limitados pelo valor dado em
(2.3.113).

Para qualquer z € C, sabe-se que R(z) < |z, logo, vemos que

17—1 / B/k_l !
(a) :< B’k a(s) —d'(s)||0R(x)| = lla(s) —a'(s)]|. (2.3.122)

Para encontrar uma majoragdo para (b), assumimos que o potencial é Lipschitz continuo,
com constantes By € By definidas por

U| < B, |U@xxX)=Uyx)|<Buwlx—yl (2.3.123)

Portanto, de maneira andloga a majoragdo do primeiro termo na expressao (2.3.113),

(B): = |eR) [ Ulr—)RE)A(Hs — 1) (¥)
r
< budr (s, ), (2.3.124)
onde
bu = %max {BIU,/FLBZU}. (23125)

Usando as majoracoes (2.3.122) e (2.3.124), temos

/

) < atae [ [ (partiae ) + Z ) -1

/—1
T 0R(x )|(budr(ﬂs7ll) P . ||a<s>—a'<s>||)]ds. (2.3.126)

Exigimos, ainda, que a massa total do sistema, composta da massa inicial mais a massa
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injetada em tempos ¢ € [0, T], seja finita, i.e. ,

2
/ dW'® = M, < o, / du;9+2/Ts,o[.,]d(v.oTO):Ms<oo. (2.3.127)
I's I=1/A

Finalmente, coletando os resultados dados pelas expressoes (2.3.101), (2.3.103), (2.3.104),
(2.3.105), (2.3.110), (2.3.115), (2.3.119) e (2.3.126), obtemos

I(k,0)) — (o )| < ()~ O)+ 28" [ a(as, s
+ B0, 1)+ [ 77(6) dan5) + ia(5))ds
27 [ on(b e+ Bl - 0 )as
+ / )(831(s) + S4a(s))ds
w27 e 1M (para ) + & )01

+%@mmW>”;wm4@Mm

onde definimos a “densidade”

/ AU AR (x)| < oo. (2.3.128)

Podemos introduzir as quantidades

Di(t) = [ (ta(t)) — (od )] + 75y, ) (23.129)
Dz(l) = dz(l‘) + £d41(t)—|—541(l)2 + £d42(t)+542(t)), (2.3.130)
=A; =Ay

para encontrar a forma final da majoracdo da maneria
[(esa(t)) — (uf @' (0)) || < D1 (t) +Da(t). (2.3.131)
Seja My = M.+ Mg +k~'ps e redefina by := byk. Portanto

Do) = [ el )+ V(A1) + Aas)
+ A " Mroat(Vdr(us, 1) +B'Eals) —d (s)]) bds,  (23.132)

onde
4 =max {b,by}. (2.3.133)
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Para facilitar a notacao, introduzimos as constantes

A=art MT)L_I,
7 =max {zp’,Ab'} e
/
7= max{%,z’}. (2.3.134)
Note,
dr (s, ty) < d3(s) +da(s) (2.3.135)

para termos

D) < [ {H)B16)+2209) + 2 ) )]+ d6) 4 6) ) s

< /{ s)+2)Da(s) +2"Di(s) }ds. (2.3.136)

Usando o lema de Gronwall nesta expressdo, obtemos

t o )
Ds(t) < / Z'Dy (s)els @Yy (2.3.137)
0

Portanto, temos

|(kesat) = (g, () < [|a(0)—d'(0)]] + B (pg, pg)

t t
+ /O Z'Dy (s)eh FHr)drgg, (2.3.138)
Definindo
Y = sup ¥(s), (2.3.139)
0<s<t
obtemos
! /
(tr,a(0)) — (1, (0))]| < WWﬁ—aW»H+e”dWmu®+‘Azﬁh@k&+”“Sms
< |a(0) —d'(0)| + e""d(o, 1)
t /
+<||a(())—a'(0)” + e)/ld(,u(),,u(l)))zll/ e@+Y)(t=5) 4¢
0
< [la(0) —d'(0)]| + €""d(uo, )
Z” /
oy (a(0) = (O} + a0, ) ) 7
< q(lla(0) ~a ) + (o, ) )T, (23.140)
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Z/I
=max | 1l,—— |.
! ( 1+V>

A expressao (2.3.140) garante a unicidade da solucdo da equacao (2.3.81).

onde

Precisamos, ainda, mostrar que a evolugdo (2.3.81), (2.3.90) admite uma soluc¢do fraca-

mente continua (i ,a(.)) em um intervalo arbitrario de tempo [0, T].

Para tal, no espago C# de medidas fracamente continuas dependentes do tempo em .#,

definimos a distancia

di(u,p!) == sup drjor)(te1y)e” ™, (2.3.141)
t€[0,T]

para qualquer Kk > Oreale T < oo,

Da mesma forma, no espago C das fungdes continuas em 2, definimos a distancia

la(.)—d' ()|l := sup |la(t)—d'(¢)]e” ™. (2.3.142)
t€[0,T]

Considere o esquema de iteragdes

p" = (O v o TG) o To at) (), 1]
(2.3.143)

"t (1) = S 0[u™]a (1),

onde a9 (1) = a(0) e [.Lt(o) = Up. Para algum instante ¢ € [0,7] e n > 1, usamos a expressao
(2.3.137) para obter

t
D 0) = 1)+ drjor (0" ™) < [ {Zarl )

+ [z”e(zlﬂ/)(”s) (dr(us(”) DY 1 1a® (5) — a D (s) H)] } ds. (2.3.144)

Usando as defini¢Oes (2.3.141) e (2.3.142) na desigualdade (2.3.144), apds algumas manipulagdes

algébricas obtemos
dK(u(n+1)7H(n)) + HCZ(VH_I)() _ a(n)() HK < ;dK(H(n),‘u(n_l)) 4

la"™ () —a" V() (2.3.145)

[P

ey

escolhendo x maior do que a constante (7 +7v).
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Usando as defini¢oes (2.3.134), vemos que

Z//

/
Z
—_— >, 2.3.146
A7) K (2210
logo, podemos usar a majoragcao

Z//

< —*  12de(u =1
< K_<Z,+V)[ e, )

+la™() —a<"*1>(.)\|,<.} . (23.147)

die(u" ) 1) [ () = a™ (]l

Uma escolha apropriada da constante arbitraria K garante que o mapa iterativo seja uma
contracdo. Logo, o teorema do ponto fixo garante que o esquema (2.3.143) converge para um

Unico ponto fixo.

Este ultimo resultado completa a demonstragcao do teorema. O corolério pode ser obtido ao

notarmos que a desigualdade (2.3.88) pode ser aplicada ao par de solu¢des (G,’fwaR (1)) gerado

por H, e (0; = f(x,v,t)dxdv,a(t)) gerado por (2.3.76)-(2.3.77). O
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3  Limite de espectro denso -
Abordagem estocdstica

O movimento de uma particula carregada na presenca de um campo eletrostatico depen-
dente do tempo é um paradigma para diversos fendmenos fundamentais na fisica de plasmas
nao-colisional [11]. A presenca deste campo leva a propagacdo de modos coletivos no plasma
e a natureza de longo alcance das interagdes Coulombianas entre particulas nos permite utili-
zar modelos de campo médio [13] para descrever a dindmica do sistema. O modelo dindmico
de onda-particula apresentado nos capitulos anteriores descreve esses fendOmenos microscopi-
camente, permitindo o controle sobre o nimero de particulas e ondas (modos coletivos) no

sistema.

Quando o numero de particulas € grande o suficiente, a contribuicdo do movimento de
uma Unica particula para os campos coletivos pode ser desprezada, e estes podem ser consi-
derados como dados. Nesse caso, o efeito de uma onda em uma unica particula é o de re-
duzir a velocidade relativa entre sua prépria velocidade de fase e a velocidade da particula
[20, 50]. Quando duas ondas competem por esse processo de sincroniza¢do, podemos calcular
a dindmica da particula perturbativamente, se a sobreposicao das ondas for fraca o suficiente.
Se a sobreposicao for consideravel, a dinamica se torna cadtica, e podemos tentar substituir a

forca em uma particula teste por um ruido branco gaussiano.

Neste capitulo, trabalharemos em uma dimensdo espacial no limite de espectro denso,
em que a sobreposi¢do das ondas é considerdvel, e usaremos uma descricdo probabilistica
da dindmica das particulas teste. Portanto, como estamos interessados na evolu¢do de uma
particula, utilizaremos a descri¢do dinamica do sistema, substituindo a amplitude dos modos
coletivos por varidveis aleatorias. Escrevendo o campo eletrostatico na proxima se¢do, mostra-
mos que, no limite de um ndmero infinito de ondas e particulas, a velocidade de uma particula

teste converge a um processo de Wiener no intervalo de tempo [0,27[ [20].

Na Sec¢ao 3.2, provamos, formalmente, a existéncia e unicidade da solu¢do da equagdo

diferencial estocéstica que descreve a dindmica da particula no campo de muitas ondas com



3.1 Equagées de movimento 64

amplitudes e fases aleatdrias para tempos finitos. Mostramos que, se focamos na evolugdo da
velocidade da particula ao invés do vetor (posi¢ao,velocidade), obtemos uma menor taxa de
crescimento da distancia entre solu¢des no espaco das fungées. De fato, a posicao da particula
pode ser obtida diretamente de sua velocidade, logo ter uma expressdo para a velocidade da

particula é descrever por completo sua dinamica.

Apresentamos resultados numéricos na Se¢do 3.3, em que usamos um integrador simplético
de segunda ordem para realizar um esquema de iteracao de Picard para a evolugdo da velocidade
da particula teste. Mostramos que nossas estimativas analiticas sdo “pessimistas” comparadas
aos resultados numéricos, o que € esperado uma vez que fazemos vdrias aproximagdes para

limitar a distancia entre solucgdes.

3.1 Equacoes de movimento

Considere o movimento de uma particula teste na presenca de ondas eletrostéticas dado por
[20]

o
dght = —pAN/Idt,

dp¥ = Z Z A SN (ki ng (8) — Ot + O )t (3.1.1)

n 1m=—

onde (q% , pAN/’ ) € o par posi¢do, momento da particula observada, <7 € uma constante de escala
global de amplitude para as ondas, m € a massa da particula, &, , s30 os vetores de onda asso-
ciados as frequéncias m,, , por uma relagdo de dispersdo e (AmJ,, (])m?n) sdo variaveis aleatorias
relacionadas a cada amplitude e fase das ondas, respectivamente. Neste trabalho, tomaremos

knn=1¢€ @y, = (m+ oy,) para todo par m,n, onde o, € [0, 1].

A equagdo de evolucao do momento pode ser escrita em termos do processo

N
Z (3.1.2)

3\

onde
uy! =N / Z Oty e (MO, (3.1.3)

com a variavel aleatéria
O = A €0, (3.1.4)

)

na forma

dph = V2 [sin(g¥ (1))dRUM (1) + cos(gh ())dSUN] . (3.1.5)
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Dizemos que as varidveis aleatorias o, , satisfazem a condigdo (S4) se

1. elas sdo independentes e simétricas (Ea* = 0 para k impar),
2. EA2 =1,
3. sup,, , EA% < C4 para alguma constante positiva Cy,

mpn =

2 L . L.
4. ay, , € simétrica.

Se oy, satisfaz a condig@o (S4), no limite N,M — oo, 0 processo Uf\‘,” se aproxima de um

processo de Wiener em C (ver [20]). Logo, neste limite podemos escrever

dQ = %de
dP = V2x[sin(Q(r)) 0 dRU (1) 4 cos(Q(t)) 0 dIU (¢)] (3.1.6)

Q(0) = qo, P(0)= po,

onde od representa uma diferencial de Stratonovich [37] e U € um processo de Wiener com-
plexo. Em nosso caso, a solu¢ao de Stratonovich coincide com a de Ito [20], portanto, adotare-

mos a notacdo de Ito para aproveitar suas propriedades de isometria.

3.2 Existéncia e Unicidade de Solucoes

Usando diferenciais de Ito, o sistema (3.1.6) pode ser escrito na forma vetorial como

dX, = b(t,X;)dt + o' (¢,X;)dU (¢), (3.2.1)

dados

4
X, = (Q(t)> , b(t,X:) = (m P) , dU; = (dﬁKU(t)) (3.2.2)
P(t) 0 d3U(t)
e
o'(1,X%) = (2n)'/? ( 0 0 ) . (3.2.3)
sinQ cosQ

Para mostrarmos a unicidade das solu¢des da equagdo (3.2.1), considere duas solugdes

diferentes X, e X, com respectivas condi¢Oes iniciais Xo = Z e Xo=2. Seja

a(s) = b(s,X;) —b(s,X;) (3.2.4)
Y(s)=  0'(s,X)—0'(s,Xy), (3.2.5)
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de forma que a expectativa

t t
IM&—XH:EM—Z+/am+/yauﬂ (3.2.6)

0 0

¢ limitada por
t 2 t 2
E[X, - %[ < 3E[z-2] + 3E ‘/ a(s)ds| | + 3E ‘/ Y()duy| | 3.2.7)
0 0
o 12 512 2 [ o |2
E(IX, — X% <3E[|Z — Z*] +3(1+1)L /E[}XS—XS\ [ ds. (3.2.8)
0

No ultimo passo, usamos a propriedade de isometria da integral de Ito [37] e a condig¢do de
Lipschitz
|b(1,x) = b(t,y)| + |0 (t,x) — &' (t,y)| < Llx—yl, (3.2.9)

onde L € uma constante real e positiva.

Definindo
A(t) =E[X, — X7, (3.2.10)
escrevemos
t
A)<F+B / A(s)ds, (3.2.11)
0
onde
= 3A(0) (3.2.12)
= 3(1+T)L% (3.2.13)

com 7" sendo um limite finito ao tempo ¢.

Usando o lema de Gronwall, temos

A(t) < Fexp(Br). (3.2.14)

Se Z=Z,entio F =0e A(t) = 0 para todo t € [0,T]. A unicidade segue diretamente.

Ao invés de seguirmos para a demonstracao da existéncia de solu¢des, mudamos a aborda-
gem para melhorar a estimativa (3.2.14), cujo lado direito cresce, para tempos da ordem de 7,

com ~ exp(T?).
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Escrevendo as equagdes (3.1.6) com diferenciais de Ito,

do = %sz
dP = V27 [sin(Q(r)) dRU (1) +cos(Q(¢)) dSU (¢)] (3.2.15)

Q(0) = qo, P(0)= po.

Deste sistema, o
t
0(1) = g0 + /0 2 p(s)ds = Q1. P). (3.2.16)

Logo, a equacdo de interesse pode ser considerada como
dP, = o(t,P)dU;, (3.2.17)

onde

6(t,P) = (mg(:,p)) . (3.2.18)
cosQ(t,P)

Para esta equacao, temos o

Teorema 3.2.1 Dadas duas condicées iniciais diferente Py e Py em R, a equacdo de
evolugdo (3.2.17) gera, para qualquer tempo positivo t, os estados P, e P,, respectivamente.

Além disso, para um tempo fixot < T < oo
A(t) < 24(0)eY2T(/m)1 (3.2.19)

onde A(t) = E[|P, — B|*].

> Demonstracdo: Considere duas solucdes a equacdo (3.2.17) B; e P, com condigdes inici-

ais Py e By no espaco dos momentos e mesmas posicoes iniciais. Definimos a fun¢do

y(t) =o(t,P)—o(t,P) . (3.2.20)

Como antes, procuramos um limite para a expectativa

t 2
E[f-£AF] = E PO_P°+/OY(S)dUs
) tos
< 2E DPO—P()} ]—l—ZE /M ds|, (3.2.21)
0

onde, novamente, usamos a propriedade de isometria. O integrando no segundo termo do lado
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direito € limitado por

Y(s)]* = [sinQ(s,P) —sinQ(s,P)|* +|cos Q(s,P) — cos O(s,P) >
s 2
= 4sin2(Q(s’P>2Q(s P)) < /()%(Pr_ﬁr)dr

IN

2 2 L
(%) s /O (P.—P.)?dr < (%) T /O (P.— P.)?dr, (3.2.22)

onde usamos a desigualdade de Cauchy-Shwarz na ultima linha.

Portanto, definindo A(z) [’P, P,| ] obtemos

A(r) < 24(0 +2T< ) / / A(r)drds. (3.2.23)

e Para melhorar a estimativa do limite superior de A(f), modificamos o lema de

Gronwall para lidar com a expressao (3.2.23):

Considere a desigualdade

ult) <a +/[ ds/s v(r)u(r)dr, (3.2.24)
o Jo
onde oc > 0ev(r) >0V r>0. Defina

t)=oa+ /O "ds /0 o(Fu(r)dr (3.2.25)

logo t
o' (1) = /0 V(F)u(r)dr (3.2.26)

Portanto,

o (t) =v(t)u(t) <v(t)o(t). (3.2.27)

Estamos interessados no caso v(f) =constante= k. Entdo, podemos achar um limite

superior para a dltima desigualdade na forma
o(t) < aeV¥ +be V¥, (3.2.28)
onde a e b sdo constantes dependentes das condi¢des de contorno. Fazendo

w(0) = « (3.2.29)
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obtemos

u(t) < %(eﬁ“re‘m) < qeV™ 0 (3.2.30)

Logo, aplicando este resultado a equacao (3.2.23) leva a
A(t) < 24(0)eY2T(/m)1 (3.2.31)
que nos d4 uma taxa de crescimento menor do que a anterior, sendo ~ T2,

Voltando a equagao (3.2.17), o movimento da particula define um mapa (7)) de modo que

(p,P)— po+/0t6(s,P.)de . (3.2.32)

Denotamos esse mapeamento por
TN 0= po+ [ ols,P)aU, (3233)
e consideramos o esquema de iteracao de Picard
P = pO 4 /0 "o(s,POYU,, keZ, (3.2.34)

(0)

onde tomamos P’ = py.

No “espaco das trajetorias”, definimos a distancia entre solucdes

GulP.P) = swp &P, s(pp)={E[|p-rf]}". (3235)

1€[0,00)

Para o que segue, adotamos a notagao

2
n*=2 (%) . (3.2.36)

Combinando o resultado (3.2.23) e a defini¢ao (3.2.35), obtemos diretamente

T
Ea/a(T(P), T (P)) < % a/2(PP). (3.2.37)

Escolhendo o > nv/T, o teorema do ponto fixo de Banach garante que o mapeamento iterativo

pode ser uma contragdo, assegurando a convergéncia do esquema para ¢ € [0,7]. U

De maneira semelhante, se calcularmos a distdncia entre uma solu¢do aproximada e a
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solucdo exata (P;°) de acordo com o esquema de Picard, temos

nvT
o

(P P < e (P BY), (3.2.38)

mostrando, explicitamente, que as solucdes aproximadas tendem cada vez mais a solucdo exata

a cada iteracgdo.

3.3 Convergéncia numérica

Podemos prosseguir na andlise do sistema usando um método numérico simples. Utiliza-
mos um integrador simplético de segunda ordem (leap-frog) para evoluir as equacdes de movi-
mento e usar o resultado para calcular os passos de Picard, definidos por (3.2.34), de maneira

similar a [36].
O algoritmo para o integrador é dado por
i1 = tth/2
Qs = G+ pih/2

Pt = Pt F(qi1y2tep12)h (3.3.1)
Gkt1 = Grr1/2+ Pr1h/2 (3.3.2)

para o par coordenada, momento (g, p), o termo de forca F, tempo ¢ e passo de iteragdo 4. Em

nosso caso, a for¢a F' € o lado direito da equagado (3.1.1).

Primeiramente, para testar nosso algoritmo, consideramos um péndulo simples, com forc¢a
dada por F(q) = —sin(q), e obtemos resultados para as posi¢des e velocidades como fungdes

do tempo dadas duas funcdes iniciais diferentes para o passo zero do esquema de Picard.

Inicializamos o esquema de Picard com duas fun¢des semente diferentes
fit)=r+=x (3.3.3)
L) =t+m. (3.3.4)

A figura (3.1) mostra a evolu¢c@o do décimo quinto passo de Picard (npic = 15) da posi¢ao
e da velocidade do péndulo. Vemos uma boa concordancia entre as evolucoes para as diferentes

funcdes semente para tempos até t = 15.

Para a for¢a dada pelo lado direito da equagao (3.1.1), com A, , escolhida aleatoriamente

de uma distribui¢ao gaussiana e ¢, , escolhida aleatoriamente de uma distribui¢ao uniforme,
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Pendulum Pendulum
npic = 15, ndt = 600 npic = 15, ndt = 600
- - T

(a) (b)

Figura 3.1: (a) Posicdo em funcdo do tempo para o péndulo; (b) Velocidade em fungdo do
tempo. Em ambos os graficos, as condigdes iniciais (qo, po) = (0,1). ndt indica o nimero de
passos do integrador e npic é o ndmero de iteracdes de Picard.

repetimos o algoritmo leap-frog + Picard e obtemos curvas para a velocidade da particula teste

em fun¢do do tempo.

M=10,N =1, ndt = 3771, npic = 25

Figura 3.2: Velocidade em fun¢do do tempo para a solugdo de (3.2.34). O passo de tempo
do integrador foi escolhido como sendo & = 1/(20M) para assegurar que o sistema ndo varie
bruscamente em um passo, dado que @, , <M +1 .

Como visto para o caso do péndulo, as solu¢gdes obtidas de f; e f> sdo idénticas até um
tempo ¢ ~ 15. Se aumentarmos o passo de tempo para h = 1/(2M), podemos simular um
nimero maior de particulas no sistema com a mesma quantidade de passos do integrador sem
ter que lidar com erros de segmentacdo da maquina usada para os cdlculos. Os resultados sao
mostrados na figura (3.3). Novamente, a concordincia entre solu¢des para diferentes funcdes

semente se mantem para tempos até ¢ ~ 15.

Podemos, também, testar a convergéncia de solucdes calculando a distancia (3.2.35) entre
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M =N = 100, ndt = 3771, npic = 25
hl = 1/(2M)

Figura 3.3: Velocidade em fun¢dao do tempo para a solugdo de (3.2.34). O passo de tempo do
integrador foi escolhido como sendo & = 1/(2M).

as solucoes de fi e f». Os resultados s@o apresentados na figura (3.4).

1e-08 F

le-16

le24 F

le-32

5 10 15 20 25
npic

Figura 3.4: Evolucdo do quadrado da distancia (3.2.37) entre iteragdes de fi e f>» em escala
logaritmica em func¢do do nimero da iteracdo para varios valores de . Para esta plotagem,

nz\/EeT:67t.

Para o = /2, observamos um crescimento na distAncia em torno da iteracdo numero 15. Do
grifico, vemos que para qualquer escolha de o > v/2, 0 mapa é uma contragdo. Entretanto, o
resultado (3.2.37) nos mostra que a convergéncia do esquema iterativo estima o > nv/7T ~ 6.14
para este caso. Isto ndo deve ser interpretado como uma contradi¢cdo, pois fazemos estimativas
“grosseiras” ao longo da demonstragao de (3.2.37), uma vez que estamos apenas interessa-
dos em obter uma quantidade finita limitando o crescimento da distancia entre solu¢des. Por

construgdo, para valores maiores de & a distancia vai mais rapidamente a zero.
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4 Dinamica do modelo HMF

O modelo onda-particula, no caso de uma tnica onda, evolui de forma semelhante a um mo-
delo simplificado de campo médio: o modelo Hamiltoniano de Campo Médio. Neste capitulo
introduzimos este modelo de N particulas, focando em sua dindmica. Este modelo é carac-
terizado pela natureza de seu potencial de interacio entre particulas (potencial atrativo ou re-
pulsivo). A partir de uma corre¢do de ordem zero ao movimento das particulas, estudamos
sua evolucdo individual no espaco das velocidades com interesse nas flutuacdes em torno da
correcao inicial. No caso de potencial repulsivo, os resultados analiticos sdao comprovados por
experimentos numéricos de dinamica molecular. Para o caso atrativo, apresentamos as prin-
cipais hipéteses para a escolha da correcdo inicial e analisamos os resultados da simulagdo

numérica.

4.1 Introducao ao modelo HMF

O modelo hamiltoniano de Campo Médio (Hamiltonian Mean Field - HMF) € um modelo
simplificado de intera¢do de longo alcance em que N particulas idénticas interagem com movi-
mento restrito a um circulo unitario [10]. A dinamica de cada particula i do sistema é dada pela
evolugdo temporal de sua posi¢do angular 6; € | — , ], e de seu momento conjugado p;. As

equacgdes de movimento derivam da hamiltoniana

2

N

: K

Hymr = ;}%Jrva[I—COS(Qi—Qj)], (4.1.1)
i= i,j

onde a constante K define a natureza do potencial. O primeiro termo da hamiltoniana representa
a soma das energias cinéticas de todas as particulas, enquanto o segundo, a energia potencial de
interacdo entre elas. Neste sistema, cada particula interage com todas as demais por meio de um
campo de forgas que €, a cada instante, a soma dos campos individuais produzidos por todas
as particulas. Seguindo a prescricdo de Kac [9, 10, 11], o potencial de interagdo, dado pelo

segundo termo em (4.1.1), é reescalado pelo nimero de particulas garantindo a extensividade
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da energia'. O termo de interacio na hamiltoniana equivale ao termo de interagio do modelo
XY de Heisenberg [12] na aproximacio de campo médio®. O modelo com interacio positiva
(K > 0) corresponde ao caso ferromagnético, enquanto o caso de interacdo negativa (K < 0)

corresponde ao caso antiferromagnético.

A termodinamica do modelo XY HMF € resolvida exatamente [9, 10, 26, 28], porém sua
dindmica fora do equilibrio ndo pode ser determinada analiticamente. Podemos entender a

complexidade da dindmica escrevendo as equagdes de movimento

0 = pi

K N
pio= —y Ysin(6-6), (41.2)
j=1

que correspondem a um sistema de N péndulos totalmente acoplados. Introduzindo a quanti-
dade

1 & .
M=—Ye%=Me?= (M M 4.1.3
N ZZZI € € ( X y)7 ( )
podemos escrever a equacao de movimento na forma
pi= —KMsin(6;, — ¢). 4.1.4)

Portanto, o movimento de cada particula é determinado por uma interacdo auto-consistente
com um campo médio M, que depende do tempo implicitamente, por meio da dependéncia

instantanea com a posi¢ao de todas as particulas.

A energia média por particula pode ser escrita na forma

H_(p’) K

U=
N 2 2

(1-M?), 4.1.5)

onde (-) representa uma média sobre as particulas. Partindo dessa expressdo, podemos utili-
zar a quantidade de campo médio M (comumente chamada de magnetizacao, pela analogia ao
modelo de spins de Heisenberg [12]) como parametro de ordem para caracterizar as fases do
sistema. No caso atrativo (K = 1), o estado fundamental corresponde ao estado em que todas as
particulas se encontram na mesma posicao (caso ferromagnético) levando a uma magnetiza¢ao
alta; no caso repulsivo (K = —1), o estado fundamental corresponde a uma distribui¢ao uni-

forme de particulas no circulo, resultando em magnetizacao nula.

No limite N — oo, a evolugdo do sistema pode ser descrita por uma densidade de probabili-

"Tornando o potencial termodinamicamente estavel.
ZEsta equivaléncia motiva o uso do nome Modelo hamiltoniano XY de Campo Médio (XY HMF) em alguns
instantes desta tese.
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Figura 4.1: Representacdo da posicao no espacgo real das particulas do modelo XY HMF
(a) Estado de baixa energia do caso K = —1. (b) Estado de baixa energia do caso K = 1.
Representacdo de N = 1000 particulas.

dade a uma particula f(p, 0,1) definida no espaco (p, 0) (ver [15] e o Capitulo 2). Com esta, a

magnetizagao € escrita na forma
M:/f(p,@)(cos@,sine)dpde, (4.1.6)

onde a integral € avaliada em todo o espaco das posicdes e das velocidades. Para caracterizar a

ordem do sistema, a entropia de Gibbs € definida pela expressao

N
S=- ; /f(pi, 6;)log f (pi, 6;)dp;d6;. (4.1.7)

O estado de equilibrio, entdo, é encontrado por um método variacional de maximizagao da
entropia (4.1.7) sujeita aos vinculos de energia total e de normalizagio da fungdo f [9]°. O

calculo resulta em uma expressao auto-consistente para a magnetiza¢ao no equilibrio dada por

. L(BM)
BRATIT

onde I, representa a funcdo de Bessel modificada de ordem n e 8 é o inverso da temperatura.

(4.1.8)

Para o caso repulsivo (K = —1), a expressao (4.1.8) admite apenas M = 0 como solugio, € o
sistema sempre atinge o estado homogéneo no equilibrio. Entretanto, no caso atrativo (K = 1),
a expressdo (4.1.8) admite solucdo M # 0, além da trivial M = 0, i.e. , existe uma temperatura
critica T, = B! = < p2>, associada a uma energia critica por particula U, através da relacao
(4.1.5), que separa um estado de equilibrio homogéneo (M = 0) de um estado aglomerado
O<M<).

Caso o sistema tenha uma energia U > U,, as particulas tém energia cinética suficiente

30 célculo detalhado pode ser dado por método semelhante ao apresentado no Capitulo 5 desta tese.
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para visitar todo o circulo. Portanto, partindo de uma condi¢do inicial uniforme, o sistema
permanece no estado homogéneo caracterizado por uma magnetizacio oscilando em torno do
zero. Para energias abaixo de U,, observa-se a formacao de aglomerados no espacgo de fases,
uma vez que uma parcela das particulas ficam presas em uma regido de ressonancia com o
modo coletivo M. Para melhor entender esse comportamento, analisamos a dinAmica dada pela
equacgdo (4.1.4), que coincide com a equagdao de movimento de um péndulo (com amplitude

instantanea determinada por M). Logo, sabendo que a energia de uma particula € dada por

ri

¢i =" +K[1 —Mcos(6; — )], (4.1.9)

vemos que a largura da separatriz do movimento pendular associado a equacgao (4.1.4) é dado
por 24/KM e sua energia por E; = K(1+ M). Note que a separatriz, naturalmente, define dois

tipos de trajetdrias para as particulas:

e Se ¢; < E;, o momento p; assume valor zero para dois valores de 6; e seu médulo é

confinado pela largura da separatriz, uma vez que

%’2 + K[l —Mcos(6;— @) <K(1+M),

p? < 2KM[1—cos(6;, — )],

pi < 4KM,

Ipil < 2VEKM. (4.1.10)

Logo, a trajetoria no espacgo de fases tem forma eliptica e é simétrica em torno de p; = 0.

e Se e¢; > Eg, p; nunca € igual a zero e seu sinal € definido pelas condi¢des iniciais.

Por suas caracteristicas dinamicas, podemos agrupar as particulas do sistema em dois gru-
pos: as particulas de alta energia (PAE), que possuem e; > E; e visitam todo o circulo; e as
particulas de baixa energia (PBE), com e; < Ej, confinadas ao movimento periddico do interior

da separatriz.

No caso supercritico, U > U,, a largura da separatriz vai a zero (a distribuicdo das particulas
no equilibrio € uniforme no circulo, implicando em M = 0), portanto todas as particulas sao
PAE. No caso subcritico, U < U,, identificamos, numericamente, dois regimes distintos. Para
energias baixas, um estado estaciondrio com um aglomerado de particulas é formado, sendo
todas as particulas confinadas pela separatriz e com centro de massa fixo. Esse caso € ilustrado

pela figura 4.2 e denominado de Caso Subcritico Confinado (CSC).

Para energias proximas a energia critica U, uma parcela das particulas tem energia sufici-
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t =500 E, —

(a) (b)

Figura 4.2: (a): Retrato de fases do sistema no estado de equilibrio quasi-estacionério. A linha
continua representa a separatriz instantanea. (b): Energia individual de cada particula em funcao
de sua posicao angular no anel. A linha continua representa a energia da separatriz. Note que o
movimento € dominado pela energia potencial definida pelo segundo termo da equacao (4.1.9).
As figuras sdo geradas por uma simulagdo de dinAmica molecular com N = 10* e U ~ 0, 3.

ente para permanecer fora da separatriz. Um aglomerado € formado com centro de massa de
energia cinética finita. A figura 4.3 ilustra este caso, chamado de Caso Subcritico Translacional
(CST).

t =500

(a) (b)

Figura 4.3: (a): Retrato de fases do sistema no estado de equilibrio quasi-estacionério. A linha
continua representa a separatriz instantanea. (b): Energia individual de cada particula em fun¢ao
de sua posicao angular no anel. A linha continua representa a energia da separatriz. Note que o
movimento das PAE define um espectro de energia aproximadamente continuo acima da linha
e; = E,. As figuras sio geradas por uma simulacio de dindmica molecular com N = 10* e
U~=0,5.

Esta dependéncia com a energia inicial do modelo estd intimamente associada a escolha da
distribui¢do inicial das particulas. Partindo de uma condicao inicial espacialmente homogénea
(baixa magnetizacdo), € possivel observar que o sistema possui duas fases iniciais distintas:

uma primeira relaxagdo violenta seguida de um estado quase-estaciondrio. A primeira fase



4.1 Introducdo ao modelo HMF 78

¢ marcada pelo movimento desordenado das particulas no circulo, com grandes variagdes na
magnetizacdo. Ja o estado quase-estaciondrio constitui uma fase com tempo de vida muito longo

(dependente de N) com alta magnetizacdo e poucas flutuacdes em suas grandezas dinamicas.

1 T T 0.8
0.5 [ : : ! 1 07 b
0.9 P [ ] 0.6

0.85 [ 0.5

= 0.8 [ = 04

0.75 [ : ; ; . 03| ; ; 4
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0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500

() (b)

Figura 4.4: Evolucdo temporal do parametro de ordem M para o (a) CSC e para o (b) CST. Em
ambas as figuras vemos a existéncia de uma relaxacdo violenta para tempos curtos, seguida de
um estado de longa duracdo com magnetizacao alta e poucas flutuagdes. Simulagdo realizada
com N = 10*

4.1.1 Relacao com o modelo onda-particula

A hamiltoniana que descreve a evoluc¢do do sistema de interagdo onda-particula é dada por

Ne Ne M

2 M
He=Y 24 Y 001, — Y Y eI cos(kx;— 6,), (4.1.11)
r=1

= 2m i=1r=1

onde x;, p; sdo varidveis conjugadas de posicdo e momento associadas as N particulas e 6,1,
s@o varidveis de angulo acao associadas as M ondas, de acordo com (1.4.10). O modelo de uma

unica onda gera as equacdes de movimento para as particulas

X o= pi (4.1.12)
pi = —cVIsin(x;—0), (4.1.13)

conforme as expressoes (1.4.11) e (1.4.12). Nestas ultimas equagdes, omitimos o indice rela-
cionado as ondas e escolhemos uma escala de comprimento compativel com a simplificagdo
k=1.

Note que, fazendo a associacio cv/I — KM, as equacdes (4.1.12) e (4.1.13) sdo idénticas
a evolugdo descrita por (4.1.4). O campo médio auto-consistente (M) do modelo HMF tem
o mesmo papel da onda auto-consistente de intensidade /. Entretanto, enquanto a evolugdo

temporal do campo M € implicita devido a dependéncia com as posi¢Oes de todas as particulas
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(ver (4.1.3)), uma onda no modelo de interacdo onda-particula representa um grau de liberdade

dindmico, tendo sua prépria equacao de evolugdo.

4.2 Analise da dinamica

Considere um sistema de N particulas evoluindo no espaco de fases S]LV x RN, em que as
particulas interagem aos pares. O potencial de interagdo pode ser expandido em uma série de

Fourier de modo que a evolugdo do sistema é dada pela hamiltoniana

$7i%%
_i:12 n=1

||[\42

Vacoslkn(q; — qi)], (4.2.1)

onde a i-ésima particula tem posi¢do ¢; e momento conjugado p;, S; = R/L e consideramos
apenas os primeiros s componentes de longo alcance do potencial com nimero de onda k, =
2nn/L.

Introduzimos a quantidade de campo médio

1 &N .
M, = LY e =y, @22)
i=1

com a qual escrevemos a equagcdo de movimento

— Y kaVuM, sin(kngi — ). (4.2.3)

n=1
Trabalharemos um caso simples, em que s = 1 e |V,| = 1. Podemos, também, escolher o
tamanho do sistema sendo L = 27 (estando, assim, trabalhando com o modelo hamiltoniano
de Campo Médio - HMF [10]). Neste caso, o sinal de V,, determina se o potencial € repulsivo
(V,, < 0) ou atrativo (V,, > 0). Para o caso atrativo, mostra-se que uma transicao de fase ocorre
para um certo valor do inverso da temperatura (f3.), acima do qual estruturas aglomeradas no

espaco de fases sdo formadas no estado estavel. Para o caso repulsivo, ndo existe transi¢ao de

fase e o sistema permanece em um estado homogéneo.

4.3 Caso repulsivo (V; < 0)

Como nao ha formacao de estruturas aglomeradas no estado estavel, como primeira aproximagao

ao movimento das particulas tomaremos o movimento balistico dado por

q;(t) = qjo+vjot +Qj, (4.3.1)
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onde gjo € a posi¢do inicial da particula j com velocidade inicial v;p € Q; € uma corre¢do

pequena ao movimento balistico (Q; << ¢g;), que serd desprezada, por enquanto.

LOgO, €SCrevemos

N
Me'? ~ MV = — Z i(gjovjof) (4.3.2)

Gi~Msin(g; — o). (4.3.3)

O objetivo desta secdo € escrever a equagao de evolucao (4.3.3) como uma equagao diferen-
cial sujeita a um processo conhecido (possivelmente estocdstico). Para este fim, assumimos que
é possivel escrever o nimero de particulas como o produto de dois niimeros inteiros N = N’ - N”

e reescalamos o tempo para t’ = ¢/N”, obtendo

Moy i /2 V2mdw?, (4.3.4)
onde introduzimos o processo de valor complexo
1 N . SN /
AW = —=N""1/2 Y elti0elN o gy, (4.3.5)

V2T =1

Com esta definicao, escrevemos a equagao de movimento na forma

dg;i = N"pd’ (4.3.6)
2
dp; = ]\él_/z [sin(g;)dR(W) — cos(g;)dS (W) 4.3.7)

Reescalamos o momento para p; = N”p; e assumimos, ainda, que podemos escrever N =

N'Y/2 = N'/3 para obter

dg; = pjdr (4.3.8)
dp; = V2x[sin(g)dR(W)) - cos(q:)dS(W)")]. 4.3.9)

De maneira consistente, fazemos
Vig=N"v; (4.3.10)
jo — JO, D

para ter

/Nl/

1 N2 Z eidioglVio! gf’ . (4.3.11)

dw) = aw, (i) = i
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Inicialmente, as particulas sdo distribuidas uniformemente no espago das posi¢des. No
espaco das velocidades, escolhemos uma distribuicao inicial de feixes igualmente espacados
contendo uma particula cada. No limite de N — oo, a distribuic@o das particulas converge para

uma distribuicdo de “waterbag” [34] 4, ver figura 4.5.

045 0.425
035 0325
0.25 0.225
015 0.125

005 0.025
0.05 0,025

015 ‘0125
0.25 “0.225
035 ‘03325
-0.45 0425

(© (d)

Figura 4.5: Distribui¢do inicial das particulas em feixes monocinéticos no espaco (g, p).
Distribui¢do de (a): 10 particulas, (b) 20 particulas, (c) 100 particulas e (d) 1000 particulas.
Podemos ver como a distribui¢do se aproxima de uma “waterbag”.

Para modelar nosso modelo de “feixes”, escolhemos

Vg=- = (4.3.12)

/0

e decidimos trabalhar com matrizes N’ x N dadas por ¢% , e V2 ao invés dos vetores N-

dimensionais g o € V}o- Neste quadro, a nova representagdo para as velocidades iniciais € dada

por

0 n N
v;n,n:(m_l)+lw_?7

onde m=1,....N" en=1,....N', enquanto as posi¢des iniciais sdo, simplesmente, q%n e per-

(4.3.13)

manecem distribuidas de maneira uniforme. Com essa nova formulagdo, o processo (4.3.11)

4A distribuicdo de “waterbag” equivale a uma distribuicio em que posigdes sio distribuidas uniformemente em
uma regido [—qo,¢o] do espago e os momentos, de maneira equivalente, sdo distribuidos em uma regiéo [— po, po]
do espagco dos momentos. Essa distribui¢do € representada por uma funcio de distribuicdo a uma particula dada
por

Sfwe = O(q0 —191)®(po —|pl),

4qopo
onde O ¢ a funcdo degrau de Heaviside.
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assume a forma

! 1 N/ N” H H " ! /
AW (1) = EN’_'/Z Y Y el /NN gyt (4.3.14)
n=1m=1

4.3.1 Limite N — =

(] . . . o~
Nota-se que o termo e'?m, definido acima, satisfaz a condi¢do (S4). Portanto, de acordo

. . ! .
com [20], no limite N',N” — oo, 0 processo Wy, (') converge para um processo de Wiener

unidimensional (W;/) em C. Logo, considere a equacdo de movimento reescrita

dgi = pdt’ (4.3.15)
dp! = V2r[sin(g;)dR(W, ) — cos(g;)d3 (Wy)]. (4.3.16)

Usando a proposicdo 4.2 de [20], no limite N',N” — oo, 0 processo (g;, p:) converge, em lei,

para

t/
ai(t") = qio+pit’ + /0 B;(s)ds
pi") = pio+Bi(t'), (4.3.17)

onde B; € uma realizacdo do movimento Browniano padrao em uma dimensao.

Calculando as variacdes de (4.3.17),

SQi(lJ) -~ t/5p§rvt/3/2
Spi(t") ~ B(')~1"2 (4.3.18)

Logo, como corre¢do ao movimento balistico, obtemos
, t\3/2
;1) = qjo+viot + 8gi(t') ~ qjo+vjol + (W) . (4.3.19)
A aproximacao balistica € valida, entdo, para tempos

t
N7 <1, (4.3.20)

condi¢do garantida para tempos finitos no limite N', N” — co. Para N finito, a abordagem falha
quando t ~ N ~ N 13, Além disso, qualquer nimero fixo de particulas € independente no

limite.



4.4 Caso repulsivo - Abordagem de Picard 83

4.4 Caso repulsivo - Abordagem de Picard

Para obter uma estimativa mais precisa para a validade de nossa abordagem, voltemos a
expressdo (4.3.1) para ndo desprezar o termo pequeno de correc¢do (Q ;). Fazendo isto, devemos

corrigir M para

N
Mdt = lz QJO‘H’jOt le )d

2

= dc, -|-1dSt, (4.4.1)

dados

dc;, = cos(wjo(t) +Q;(t))dt

~
I
—_

z|— z|-
'Mz 1=

ds; = sin(wjo(t) +Q;(t))dt, (4.4.2)

~
Il
—_

onde

Wj()(l) =4gjo+Vvjot. 4.4.3)

Como estamos assumindo pequenos desvios do movimento balistico, usamos as expressoes

aproximadas

2|~
™=

d¢; ~ [coswjo(t) — Q;(t)sinwjo(t)]ds

~
Il
-

dSt ~

2|~
™=

[sinwjo(r) + Q(t) coswjo(t)]dr. (4.4.4)

~
I
—_

Definimos as novas varidveis de interesse (Q;(t),P;(t)) como

qi(t) = qjo+vjor+0Q;(t)
pi(t) = vjo+Pt), (4.4.5)

obedecendo a equacao de movimento

dP, = sin(wip + Q;)dC; — cos(wig + Q;)dS;
N

1 . .
-~ Z Qjlcos(wio + Qi) cosw jo + sin(wjo + Q;) sinw jo]dt, (4.4.6)
j=1
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com
N 1 1 X ,
dC, = ]VZ coswo(t)dt = N/Zcoswjo(t)dt
: j= 1
N 1 Y 1 . ,
s, = NZ sinw jo(t ﬁZsmwjo(t)dt. (4.4.7)
j=1 j=1

Dessas definicdes, pode-se observar que

V271

N2 AW, (1) = dC, +idS;. (4.4.8)

Como feito na se¢do anterior, definimos P/ = N” P, para obter

dP! = V2x[sin(wio + Q1) ARW (1') — cos(wio + Q1) dAIWi (1')]

1 X : .
- W Z Qj [COS(Wio + Q,) cosw o + Sln(Wi() + Q,) Sanj()]dt, 4.4.9)
=1

dQ; = P/df’, por construgdo. (4.4.10)

Para estimar a dindmica do sistema, considerando uma perturbagdo no movimento balistico,
podemos usar uma abordagem iterativa ao problema. Para tal, usamos o método de Picard [45]

para escrever a evolucao

[/
o = Qo+ / P ds (4.4.11)
Pl;(,mH) — 10+V27T/ sin WIO‘I'le )dEK N”()

—cos(wjp+ Ql-s )dSWN,”(s)]

t' N
/ Z QE.T) [cos(wip + Qg")) cosWw o
0 =

_N/1/2

+sin(wio + Q") sinw o] ds, (4.4.12)

que converge a solucdo exata quando m — co. A semente (ng),Pi(O)) para este esquema serd o

proprio movimento balistico, de modo que corre¢des resultam de maiores valores de m.

De acordo com (4.4.5), a semente balistica corresponde a
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Logo, a primeira correcio € dada por

\/ﬂ/ sinw; dSKWN/ (s) —coswjp d3 NU( )], (4.4.14)

(1)

que, no limite de N',N" — oo, nos dd, exatamente, a equagio (4.3.16). Portanto, P,,’ converge,

em lei, ao movimento Browniano unidimensional. Assim,

im P = B (44.15)
/ 7
lim inf,‘) - /0 Bi(s)ds. (4.4.16)

Calculando a segunda corre¢do, temos

/

it!

t/ "
V2 /0 [sin(wio + O\ )dRWY (s)
—cos(wig+ 04 )dSW (5)]
N”/Z/ ZQ” COos W10+QlY )coswjo

+sin(wjo + Ql.s ) sinw jolds. (4.4.17)

O primeiro termo no lado direito da equag@o ainda converge a um movimento Browniano
no limite N’, N" — oo, Para estimar a contribui¢do da segunda integral, calculamos a expectativa
do quadrado de (4.4.17),

E|P7P] < 47:21@{( /Ot isin(wio + @ )agtw (s)
—costn + 01 )aSWY )] |

t' N
(/0 Z Qg.l) [cos(wip + Ql(sl)) cosw o

J=1

2
B

: (1) . 2
+sin(wio + Q; )smwjo]ds> ) (4.4.18)

A primeira integral contribui com um termo crescendo com ¢’ no limite N',N” — oo, ca-
racterizando a origem Browniana do termo. O segundo termo tem um limite superior dado

por
2
2 N ! (]) 8 2.15 8 2 t ts
e (Zz/o Qjds | | ~ N = =N s =85 (4.4.19)

Portanto, a contribui¢io da segunda integral em (4.4.18) é desprezivel no limite de N',N" —
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oo, para tempos finitos. Mais precisamente, podemos desprezar esse termo quando

N'>>7. (4.4.20)

Logo, no limite N', N” — o, a segunda correcdo €, novamente, um ruido Browniano. Assim,

o esquema de Picard atinge uma solugdo estaciondria em sua primeira iteracao.

Para o caso repulsivo, mostramos que a magnetizacdo M converge a um processo de Wiener
unidimensional gerando uma correcdo de cardter Browniano ao movimento balistico inicial das
particulas, a partir de uma configuracdo inicial de “feixes uniformes de velocidade”, ilustrada

pela figura 4.5. Este resultado € vélido para um nimero infinito de particulas e tempos finitos.

4.4.1 Comprovacao numérica

Para comprovar nosso resultado tedrico, podemos simular a evolucao do sistema dada pela
hamiltoniana (4.2.1) e observar as flutuacdes nas velocidades das particulas. A simulagdo é
feita por dinamica molecular e a evolucdo temporal do sistema € calculada pelo integrador
simplético de quarta ordem de Yoshida [48]. Os cddigos foram desenvolvidos na linguagem
C. Como estamos tomando todas as massas unitdrias, ndo faremos distin¢ao, nesta sec¢do, entre

velocidade e momento das particulas.

Para manter o sistema com momento inicial total igual a zero, deslocamos a condi¢do
(4.3.12) para

, _j+1/2 N3

0T TNE T T

(4.4.21)

onde usamos N” = v/N’ = N'/3. O retrato de fases para esta configuracdo inicial (em ¢ = 0)
das velocidades, com uma distribui¢ao uniforme das posi¢des no intervalo [0,27] é apresentada,

juntamente a um retrato de fase para um tempo posterior (t = 200), na figura 4.6.

Como primeira ilustragdo do movimento das particulas no espago das velocidades, simu-
lamos o sistema com 10* particulas, escolhemos arbitrariamente 6 particulas e plotamos a
evolucdo de cada um dos respectivos P;(t)’s com um passo de tempo do integrador de dt = 0.1.

O resultado € mostrado na figura 4.7.

Para testar o carater da distribui¢cdo das oscilagdes nas velocidades, primeiramente tratamos
08 P; como processos estocasticos compostos por um nimero de varidveis aleatorias igual ao
nimero de passos de tempo. Sabemos, também, que um processo de Wiener W (¢) (descrigdo

matemadtica do movimento Browniano) € um processo Gaussiano com incrementos independen-
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1000 1000

() (b)

Figura 4.6: Retratos de fase: (a) representa o estado inicial do sistema e (b) o estado em um
tempo de simulacdo r = 200. Nota-se que ndo ha transicdo de fase neste sistema, i.e. , 0 sistema
permanece em um estado homogéneo. Os gréficos sdo feitos com 10° particulas.

(p(t)-po) para 6 particulas diferentes (repulsivo)
N = 10000

0.1

Figura 4.7: Trajetorias de 6 diferentes particulas no espaco das velocidades. O nimero de
particulas simuladas é igual a 10* e as condigdes iniciais sdo dadas por (4.4.21).

tes caracterizado por
wW(0)=0, EW())=0, Var(W()—W(0))=t, (4.4.22)

onde [E € o operador expectativa e Var a variancia. Portanto, para testar se nosso processo P; €

um movimento Browniano, definimos o operador (e) por sua agdo sobre o processo R; na forma
1
(Rj) = <) Rj, (4.4.23)
N &
J
onde N € o nimero da amostragem. Com este, introduzimos a quantidade

S(t) = (<P}(t)>)7 (4.4.24)

e verificamos se S%(¢) cresce linearmente com ¢, de acordo com (4.4.22). Fazemos este teste
simulando 10 particulas e escolhendo, dentre estas, 10° para a amostragem em (4.4.23). O

resultado € apresentado na figura 4.8.
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Figura 4.8: Evolugio de S? (t) para um sistema de n = 10° particulas. Usamos uma amostragem
de 10° particulas, um tempo total de simulagio igual a 500 com um passo de tempo dr = 0.1.

Podemos, ainda, calcular os momentos de P; para caracterizar sua distribui¢do. O k-€simo
momento de uma varidvel aleatéria X é dado pela expectativa (operador E) de (X — ,u)k, onde
u € o valor médio de X [43]. Se X € um movimento Browniano, com distribuicio Gaussiana,

valor médio u e variancia 62, mostra-se que [37, 43]
E(X —u)* = o0, para k fmpar (4.4.25)

EX-p* = 1.3.5.--(k—1),  parak par. (4.4.26)

Logo, devemos verificar, se P; for de fato um ruido Browniano,

(7o)
Sk—(t) =0, para k impar (4.4.27)

CON.

k par. 4428
Sk(@)-1-3---(k—1) para k par ( )

Fazemos o teste com a mesma configuracdo usada para gerar a figura 4.8 e plotamos os resulta-

dos na figura 4.9.

Vemos, entdo, pelos resultados das figuras 4.8 e 4.9, que a simulagdo numérica estd em
boa concordincia com os resultados analiticos da secdo anterior. A forte flutuagdo em torno
dos valores esperados na figura 4.9 estd associada ao numero finito de particulas usadas na

simulacao.
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Figura 4.9: Momentos de P;(f). Usamos uma amostragem de 10’ particulas, um tempo total de

simulacao igual a 500 com um passo de tempo dt = 0.1.

4.5 Caso atrativo (V; > 0)

No caso atrativo, devemos considerar a formacao de aglomerados no espago de fases. Para

tal, consideramos, como uma aproximacao grosseira, dois conjuntos de particulas no sistema:

N, particulas passing que se movem de acordo com um movimento balistico com corre¢des

devidas a presenca de N, particulas do aglomerado que permanecem dentro do “olho do

gato”, e permanecem fixas. A figura 4.10 ilustra a dindmica do espaco de fases para este

sistema.

t=0 t =500

0.6

(a) b)

Figura 4.10: Retratos de fase: (a) representa o estado inicial do sistema e (b) o estado em um
tempo de simulagdo ¢ = 500. Nota-se a formacdo de uma estrutura aglomerada no espago de

fases. Os gréficos sdo feitos com 10° particulas.

Logo, podemos escrever

1 NP . Ne .
M= Z"lequjuzle‘qf , N=N,+N..

——

constante

4.5.1)
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Assumimos que as particulas do aglomerado sio estéticas’, logo, focamos na dinimica das
particulas passing. Como feito para o caso repulsivo, escrevemos a posicao dessas particulas

como
q;(t) =wjo(t)+Q;(t), (4.5.2)
onde Q;(t) ndo pode ser considerado pequeno.

Para este caso, temos a magnetizacao

Mdt = dC,+ds;, (4.5.3)
1 N

dc, = Nj;cos(wj()—l—Qj)dt (4.5.4)
1 &

ds, = Nj_zlsm(ijgj)dt. (4.5.5)

No presente caso, a aproximacao balistica seria uma tentativa muito grosseira para 0 movi-
mento das particulas. Logo, a abordagem analitica da se¢do anterior se torna dificil de aplicar.
Podemos, entretanto, utilizar de métodos numéricos para analisar a dinamica das particulas no
espaco das velocidades. Usamos, novamente, dinamica molecular para estudar o sistema. De
acordo com a aproximacao (4.5.1), precisamos distinguir as particulas do aglomerado das de-
mais. Para tal, usamos um método simples: deixamos o sistema evoluir até atingir o estado
quase-estaciondrio (até o aglomerado estar formado), contamos o nimero nq de particulas na
vizinhanca de cada particula e definimos um valor de corte nc,; determinando as particulas do

aglomerado pela regra nq > ncy (Ver figura 4.11(a)).

t =500 t=500

(a) b)

Figura 4.11: (a): Densidade ngy em fungdo das posi¢des das respectivas particulas. (b): Retrato de fases do
sistema distinguindo as particulas do aglomerado (em preto) das demais (em vermelho). Graficos elaborados para
um sistema de N = 10* particulas.

Das simulagdes numéricas, observamos que a evolugio da variancia empirica S?(¢) levando

em conta todas as particulas do sistema (aglomerado e passing), definida pela relacio (4.4.24),

>Poderfamos considerar as particulas no aglomerado se movendo, de maneira que sua distribuicio permaneca
inalterada, mas isto € ndo € usual de se resolver exatamente,veja e.g. [49].
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diverge rapidamente do comportamento linear esperado para ruidos Brownianos (veja a figura

4.12(b)), caracterizando um regime subdifusivo no espago das velocidades.

(p(t) - py) para 6 particulas diferentes (atrativo)

alf i,
. \/ k
* v
w

=, ﬁ:wﬁ‘me4vywv “ %Cgﬁm
0.02 \ﬂ’\JWM

,,,,,

0 100 150 200
time:

() (b)

Figura 4.12: (a): Trajetérias de 6 diferentes particulas no espago das velocidades. O nimero de particulas
simuladas é igual a 10* e as condic@es iniciais sdo dadas por (4.4.21). (b): Evolucio da varidncia empirica S(r)
para um sistema de N = 10° particulas. Usamos uma amostragem de 10° particulas, tempo de simulagio # = 500
com um passo de tempo dt = 0.1.

Se restringirmos o caluclo da variancia apenas as particulas fora do aglomerado, nao obser-
vamos evidéncias de difusdao, como mostrado na figura 4.13.

N = 20000
1.05 ! ! .

0.95

[ Y i
0.9 i
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0.7 1 1 1 1 1
200 250 300 350 400 450 500
t

Figura 4.13: Evolugdo da variancia empirica das particulas fora do aglomerado. O gréfico
mostra a evolucdo para dois tamanhos diferentes do sistema.

A dificuldade em observar um regime difusivo, neste caso, estd no fato de que as particulas
ndo possuem, como no caso repulsivo, um unico tipo de movimento. No caso repulsivo, todas
as particulas tinham, em primeira aproximag¢ao, movimento balistico. Neste caso, vemos cla-
ramente dois tipos de movimento: o movimento “pendular” das particulas do aglomerado e o
movimento das particulas passing. Essa variagdo grande no tipo de movimento gera incerteza

na interpretacao do resultado subdifusivo da figura 4.12(b).

Além disso, um olhar mais cauteloso mostra que as particulas passing apresentam, também,
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dois tipos de movimento: aquele das particulas dentro da separatriz instantdnea e aquele das
particulas fora desta, onde a separatriz instantanea € calculada a partir da magnetizacao do
sistema conforme método descrito na Sec¢ao 4.1.

N=2000,p0 =10 N=2000,p0 = 1.0
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Figura 4.14: Evolugio temporal (a) da velocidade e da posi¢do (b) de uma tipica particula préxima a separatriz.
Notamos que, antes da inversdo (travessia da separatriz caracterizada pela mudanca no sinal da velocidade), o
movimento da particula pode ser aproximado pelo movimento balistico.

Na figura 4.14, vemos como o movimento de uma particula passing varia conforme sua
posicdo em relagdo a separatriz. Dessa figura, podemos afirmar que o movimento das particulas
de alta energia (PAE) longe da separatriz pode ser aproximado por um movimetno balistico na
mesma metodologia da secao anterior. Assim, podemos esperar um processo difusivo para estas

particulas.

021 1.45

s2(t)
°
2
g

S2(t)
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1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 1000 2000 3000 4000 5000 5000 7000 8000 9000 10000
t t

(a) b)

Figura 4.15: Evolugio temporal da variancia empirica das PAE para um sistema de N = 10°. Sistema com
condigdo inicial do tipo waterbag com (a) po =0 e (b) po = 1.0.

A figura 4.15 mostra como a variancia S?(¢) evolue para diferentes condigdes iniciais do
sistema. Se partimos de uma condi¢ao inicial de baixa energia (figura 4.15(a)), vemos um cres-
cimento linear caracterizando a difusdo normal apds um regime de transi¢ao de curto periodo.
Ja para uma condic@o de energia mais alta, este periodo de transi¢ao € muito maior, conforme

apontado pela figura 4.16.

E importante ressaltar que, para o célculo da variancia das PAE, usamos uma amostragem
de 10* particulas. Essa escolha foi baseada na prépria evolu¢do do niimero de PAE, mostrada

na figura 4.17.
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Figura 4.16: Evolugdo temporal da varidncia empirica das PAE para um sistema de N = 10°.
Sistema com condig¢ao inicial do tipo waterbag com py = 1.0.
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Figura 4.17: Evolugdo temporal do nimero de PAE para um sistema de N = 10°. Sistema com condigdo inicial
do tipo waterbag com (a) po =0 e (b) po = 1.0.
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5 Modelo HMF com duas espécies

Neste capitulo propomos um modelo simplificado de interacdo de particulas carregadas
em uma dimensdo. A interagdo é dada por um potencial semelhante ao potencial do modelo
hamiltoniano de Campo Médio (HMF) (4.2.1) do capitulo anterior mas, aqui, a interacao entre
particulas de mesma carga € repulsiva, enquanto entre particulas de cargas diferentes € atrativa.

O objetivo € estudar um modelo simplificado de interagdo Coulombiana em uma dimensao.

5.1 Caracterizacao dinamica do sistema

A hamiltoniana que descreve este sistema ¢ dada por

ri 1y
H= L — eill— 0,—0; 5.1.1
jzlzmi 2Nl‘jZ]ele][ COS( 1 ])]7 ( )
onde
+1 sel <i<N;
e =
-1 seN; <i<N,
M sel <i<N;
m; =

m seN; <i<N,

e o par conjugado (6;, p;) representa, respectivamente a posi¢ao da i-ésima particula no anel Sy
e seu momento. Assumimos que hd duas espécies de particulas no sistema: N; particulas com
carga ¢; = 1 e Ny = N — N particulas com carga ¢; = —1. Logo, as equacdes de movimento

para a i-€ésima particula sao dadas por

6 =

m;

1 .
pi = NZeiejsm(G,-—Gj) (512)
J
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Definimos as quantidades de campo médio (usamos, também, o termo magnetizagcdes)

1 1 M
M, = |+~ 6;,— ) sin6; 5.1.3
1 N iCOS l,lei:sm ; ( )
1 M 1 M
M2 = AT Z COS el'v_ Z sin ei ) (514)
N> i=N;+1 2 =N +1
para reescrever
pi = e; [sin0;(ci M1, — c2May) — cos 0;(c1 My — c2Myy)| (5.1.5)
© N 2 2
pi 1(NM—-MN)° N 2 2
H= Z_Zi om; 2 N + 5 [(c1Mix — caMboy)* + (c1Myy — caMyy)7] (5.1.6)

onde usamos as razoes ¢; = %

Podemos simplificar a notacao introduzindo o vetor

A =c M| — oMy, (5.1.7)
com o qual obtemos
pi =e;(sinG;A, —cos G;A,) (5.1.8)
© N 2 2
H:ZZ‘I)’;[—%WJFg(A%LAi). (5.1.9)

Vemos, entdo, que o vetor A se comporta como um campo médio atuando nas particulas,
uma vez que, na equacao de evolucdo da particula i (5.1.8), toda a informacdo sobre interacao

com todas as particulas estd nos termos A, e A,.

5.2 Equilibrio

Para calcular as propriedades de equilibrio do sistema, usamos a fungdo f @ (p,0,t), que
descreve a densidade de probabilidade de encontrar uma particula da espécie i em um volume

infinitesimal do espago (6, p), onde i = 1,2. Estas distribui¢des sdo normalizadas, logo

1Y = / FDdpdo = 1. (5.2.1)
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A energia por particula € escrita em funcao das distribui¢des f () na forma

k1 19)
- - —
E 2 2
_£ _ ()P~ / 2P
e=1 =« / 0L apao e, [ 1L apae
2
—%1/[1 _cos(8—0")] £V 0 dpdedp'de’

—% /[1 —cos(8 —0")] 2 £ dpdedp'de’
—c10 / [1—cos(6 —0")] f1 @ dpdedp'de’. (5.2.2)
Novamente, introduzimos as quantidades de campo médio
M) = / £ (cosB,sin8)dpdo, (5.2.3)
com as quais escrevemos

1 1
e =crky + coky — E(cl — C2)2 + E(CIMI — C2M2)2. 5.2.4)

Encontramos a configuracao de equilibrio a0 maximizar a entropia de Gibbs
S=— / fnlog fv [ [dpid6; (5.2.5)
i

sujeita ao vinculo da conservagado da energia (5.2.2) e do numero de particulas (5.2.1). A fungdo

de distribuicao fy a N particulas pode ser escrita como

N N
=110 T 2 .6)), (5.2.6)
=1 J=Ni+1

se assumirmos que as particulas sao estatisticamente independentes (sistema sem correlacoes).

Com esta hipétese, temos
Ny
S = _Z/f(l)(l?zw9i)10gf(1)(1?i,9i)dpid9i
N
- Y / @ (pi, 6:)1og £ (p;, 6;)dp;de;. (5.2.7)

i=N;+1

Com esta expressao, temos a entropia por particula

s = % = cls(]) + czs(z), (5.2.8)

com

s = [ 19(p,0) 108 (p.6)apae (5:29)
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Para encontrar a configuragdo de equilibrio, maximizamos s com relagdo a variacdes das
f (i) sujeitas aos vinculos de conservagdo da energia (5.2.2) e do nimero de particulas (5.2.1).

Portanto, uma varia¢do na forma
FO sy 04 570 (5.2.10)
gera uma varia¢ao na entropia por particula dada por
8s=—ci /[1ogf<1> +1]6Mdpde — cz/[logf(z) + 116 P dpde, (5.2.11)
com as respectivas variagdes no numero de particulas
51V = / 5 dpde =0 (5.2.12)
e na energia por particula
m P @ P
Se — c1/6f wdpcuﬂwrcz/ésf 2 dpde
+c / cos(6— ') D5V dpdadp'de’
+3 / cos(6— 6') £281'® dpdadp'de’
—ci62 / cos(0—0") [f18 P 1 D5 ] dpdedp’'de’ =0.  (5.2.13)

Introduzindo os multiplicadores de Lagrange 3 e A, a condi¢do de maximo da entropia

pode ser escrita como

8s—Boe—A1s1M) — 22§12 =0, (5.2.14)

Como as variacdes 8 f() sdo arbitrérias, esta Gltima expressdo nos fornece duas equacdes: uma

para os coeficientes de O f (1) e outra para os coeficientes de d f @ A primeira destas nos fornece

2
cilog fV+1)+AM 4B {c12p—M +c%[M,E])cose +My(l) sin 6]

—c102[M? cos 0 + M sin 9]} =0 (5.2.15)

Definimos

2
e = ZP_M +cq [M)gl) cos @ —|—My(1) sin@] — ¢ [M)gz) cos @ —i—My(z) sin 6] (5.2.16)

para reescrever a equagao (5.2.15) na forma

(1)
log f(V = —1 _/lc_l_ﬁe(l)' (5.2.17)
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Portanto, a distribui¢@o de particulas da espécie 1, no equilibrio, € dada por

i

fO(p.6) = e o lehel
= cMeg=BeV, (5.2.18)

A1)
onde C) =¢ ™ a

De maneira andloga, a equagao para varia¢des arbitrarias o f () nos da

FD(p,0) = ol B
— B (5.2.19)

Para conhecer completamente o comportamento das funcgdes f @ no equilibrio, precisamos
ainda conhecer as magnetizacoes M (i), Para tal, substituimos as funcgdes (5.2.18) e (5.2.19) na

definicao (5.2.3) e obtemos

MY = ¢ / cos G PAxcos8o—PAysing 4 (5.2.20)
MY = ¢ / sin @ PArcos 0o —PAysind g (5.2.21)
M? = 6 / cos ePArcos0cBAysind g (5.2.22)
MP = & / in eBAxcos8Aysind gg (5.2.23)

onde usamos a definicao (5.1.7) e introduzimos a constante de normalizacao

2
N _ P
Cia= / c12e Pns g, (5.2.24)
Podemos escrever o vetor A em coordenadas polares com um angulo polar ¢ definido pelas

relagdes

Ay = Acos@ (5.2.25)
Ay, = Asing. (5.2.26)



5.3 Resultados Numéricos 99

Desta forma, reescrevemos as magnetizagdes no equilibrio!

MY = ¢ / cos Be PAS(O-0)qg — ¢ 271, (— BA) (5.2.27)
mV = ¢ / sin e PASO-0)gg — 0 (5.2.28)
M? — & / cos 0ePAO-9) 4 — Gzl (BA) (5.2.29)
MP = & / sin 9ebAos(0-0) 49 — (. (5.2.30)

onde I, é a funcao de Bessel modificada de ordem n. A normalizac¢do de (5.2.3) determina as

constantes
G = </e—ﬁAxC°See—ﬁAysi“9d9) h = (27ly(—BA)) ! (5.2.31)
G = < / eﬁAxCOS"eﬁAysmede) o (2rly(BA)) . (5.2.32)
Logo, temos
MY = - mP=a= —E Egi; (5.2.33)

Finalmente, substituindo o resultado (5.2.33) nas distribui¢des de equilibrio (5.2.18) e
(5.2.19), temos

— ﬁ COS
F = g ﬁ<2M+A 9) (5.2.34)
2
f(z) _ C(z)eﬁ<§mAc059>
— ﬁ COS
_ @ (5w (‘””)), (5.2.35)

onde o valor de A € dado pela solucdo da equagdo auto-consistente (5.2.33).

5.3 Resultados Numéricos

Realizamos simulagdes de dindmica molecular do sistema hamiltoniano de Campo Médio
com evolucdo dada por (5.1.1) para analisar a distribuicdo no estado de equilibrio. A evolu¢do

temporal do sistema € feita com o integrador simplético de Yoshida de quarta ordem [48].

Partindo de uma condicdo inicial de “waterbag” com py = 1/2 e 6y = 7, plotamos o retrato

de fase do sistema com N = 10* particulas em tempos diferentes na figura 5.1.

'Note que a escolha de ¢ & arbitréria, uma vez que diz respeito apenas a escolha da origem dos angulos.
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Figura 5.1: Retrato de fases do sistema dado por (5.1.1). Por simplicidade, usamos Ny = N, e
M=m=1.

A figura mostra dois tipos de graficos: o retrato de fases p x 0 a esquerda e uma medida
da distribuigao angular n, x 6 a direita, onde n,(6) ¢ uma contagem do nimero de particulas
na vizinhanga da posi¢do 6. Notamos que o sistema permanece na fase homogénea por tempos
muito longos. Isto ndo contradiz o resultado expresso pelas equacdes (5.2.34) e (5.2.35), uma
vez que a expressao (5.2.33) admite como solugao fisica apenas A = 0 [10], resultando em uma

distribui¢ao homogénea no espaco dos angulos 6 (f (@) independente de 6).

Para mostrar que A = 0 € a unica solucdo de interesse, definimos a varidvel x = BA para

0 < B < o, de tal maneira que

A=A(x)=— = (5.3.1)

Logo, podemos resolver (5.3.1) por uma constru¢do geométrica, obtendo as solu¢des como

pontos de interse¢do entre as curvas A(x) = — Rgg e % Apresentamos essa construcéo na figura

5.2, para diferentes valores de 3.

-0.59

2 \
[—aw——p-1  p-2—p-1]

Figura 5.2: Construcdo geométrica da solucdo da equacao (5.3.1).

Como esperado, para qualquer valor de 3, vemos que as curvas se interceptam na origem,
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1.e., que A = 0 é sempre solugdo. Outros pontos de interceptagdo existem, apenas, para valo-
res negativos de f (temperaturas negativas), o que ndo faz sentido fisico para nosso sistema.
Logo, ndo ha um valor de 8 positivo caracterizando uma transicio® de um estado de equilibrio

homogéneo, com A = 0 para um nao-homogéneo, com A # 0.

5.3.1 Regime de baixas energias

Partindo de uma condigdo inicial de “waterbag” com pg = 0, o sistema tem energia to-
tal por particula® da ordem de ¢ = 107>. Neste caso, o sistema atinge uma configuracdo
de equilibrio ndo-termodinamico de longa duracio diferente daquela previsto pelas equagdes
(5.2.34) e (5.2.35). Esta configuragdo € caracterizada por dois picos na distribuicao angular,

distantes de um valor de 7, conforme ilustrado na figura 5.3.

1000 1000

&0 n, 500 &0 n, 500

(a) t=100 (b) =200

1000

M, 500

32101 2 3
9

321012 3
;]

() t=1900 (d) t=2100

Figura 5.3: Retrato de fases do sistema a baixas energias para diferentes tempos computacio-
nais. Particulas de diferentes espécies sdo ilustradas por diferentes cores no retrato de fases.
Note a escala de variacdo de p, da ordem de 10~2.

Note que as expressoes de equilibrio (5.2.34) e (5.2.35) preveem os picos das distribuicdes

20 valor de 3 na transicdo poderia ser calculado como o valor critico B no qual x — 0, o que nos fornece

. A(x)_, 711()() 1_71
ﬁcli%xili%( 10(x>)x 3 (5:32)

3Em unidades arbitrarias de simulacdo - massas e todas as constantes universais foram consideradas como
unitarias.
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das duas espécies distantes de um valor de 7. Entretanto, o resultado ilustrado na figura 5.3, ndo
deve ser entendido dessa maneira, uma vez que os picos na distribuicdo angular sdo, claramente,
compostos por uma mistura de particulas de ambas as espécies. A formacdo da estrutura de
“biclusters” neste tipo de sistema a baixas temperaturas € explicado, em [47], pela presenca de

ondas de choque nas equacdes hidrodinamicas associadas ao limite N — .

5.3.2 Modelo de interacao invertida

Para analisar a distribuicdo de equilibrio prevista pela maximiza¢do da entropia em um
caso nao-homogéneo, e como exercicio computacional, propomos um modelo semelhante ao
anterior, em que trocamos o sinal da energia potencial, ou seja, particulas de mesma espécie

se atraem enquanto as de espécies diferentes se repelem. A hamiltoniana deste novo modelo é

dada por
N2 1 N
H = ! — eill — 6,—0;). 533
,_Zi2mi\:r;’2N,-7jZ_’1€lej[ cos(6; — 6;)] (5.3.3)

Notamos que o calculo da condi¢do de equilibrio pela maximizagdo da entropia € idéntico
ao anterior, levando a expressoes de equilibrio iguais as expressoes (5.2.34) e (5.2.35). Porém,

a equacdo auto-consistente para o valor da “magnetizacao” A € dado, neste caso, por

Li(BA)
A= - (5.3.4)
Io(BA)
que admite solugcdes com A # 0 e B > 0. Vemos isso, novamente, por uma construcio geométrica

definindo a varidvel x = BA e buscando pontos de interse¢do entre as curvas A(x) = i‘)ggig e %

0.5

0¥ . . . .
0 1 2 3 4

T pa—p-3

[—aAw B

Figura 5.4: Construcdo geométrica da solucdo da equacao (5.3.4).

A figura 5.3.4 nos mostra que existem pontos de intersecdo fora da origem para certos

valores de 3. Este valor (f.) caracteriza a transi¢cdo entre um estado de equilibrio homogéneo
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(A = 0) e um ndo-homogéneo (A # 0) e pode ser calculado como o valor critico B, no qual

x — 0, o que nos fornece

1AW (M) % _L (5.3.5)

ﬁc x—=0 X x—0 \ I (X) 2

Partindo de uma condig¢ao inicial de “waterbag” com py = 0 e 6y = &, plotamos o retrato

de fase do sistema com N = 10* particulas em um tempo de simulagio # = 200 na figura 5.5.

1000

200

800 t

700 t

600

400 +

300

200

100 H

Figura 5.5: Retrato de fases do sistema caracterizado pela hamiltoniana (5.3.3) no estado de
equilibrio quasi-estaciondrio.

Observamos a presenca de dois picos formados por aglomeracdes de particulas de mesma
espécie, de acordo com o previsto nas expressoes (5.2.34) e (5.2.35), com a magnetizagdo A
dada pela solugdo de (5.3.4).
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6 Conclusoes e Perspectivas

Nossos resultados dao base tedrica para o uso de abordagens dinamicas de N-corpos para
o estudo de sistemas de interagdo particula-particula e onda-particula com condi¢des de con-
torno fixas e ndo-periddicas. Esses resultados sdo importantes para assegurar a relevancia de
investigacoes numéricas de sistemas de plasmas, por exemplo, com nimeros cada vez maiores

de particulas.

Nossos resultados podem ser estendidos para o caso de muitas ondas e espécies diferentes
de particulas. Podemos, também, incorporar um potencial fixo Vj na defini¢do de U em (2.3.62),

adicionando uma forc¢a externa atuando nas particulas.

Como perspectiva de trabalho, queremos formular fontes de particulas no interior da regido
de interacdo I' (ver Figura 2.1), simulando possiveis casos de colisdes entre particulas. A di-
ficuldade, nesse caso, serd definir um fluxo 7 que leve em conta a criacdo de particulas em
qualquer posi¢cdo em Q e nao mude abruptamente o fluxo original descrevendo a evolucdo das

medidas.

No limite de espectro de ondas denso, tomando o limite N,M — oo, a velocidade de uma
particula teste no campo das ondas eletrostaticas é descrita por um processo que € solucao de
uma equacao diferencial estocastica gerada por um termo de ruido de Wiener em C. Mostramos

que essa equacao tem solucdo tnica para tempos finitos.

Usamos um esquema de iteracdo de Picard para descrever a convergéncia a solucdo exata.
Numericamente, plotamos as velocidades e posi¢oes da particula teste usando um integrador
simplético de segunda ordem para varios passos de Picard. Com estes resultados, obtemos um
gréifico da distancia entre solu¢des da equacao diferencial, a qual se aproxima de zero conforme
aumentamos o nimero de iteracdes de Picard. Os graficos mostram um bom acordo entre os

resultados analiticos € 0s numéricos.

Considerando apenas uma onda no modelo onda-particula, as equagdes de movimento se as-
semelham aquelas do modelo Hamiltoniano de Campo Médio (HMF). Neste modelo, o carater

(atrativo ou repulsivo) do potencial influencia fortemente o comportamento dindmico do sis-



6 Conclusoes e Perspectivas 105

tema. Para o caso de um potencial repulsivo, partindo de uma condicao inicial “water-bag”,
vemos que o sistema permanece em um estado homogéneo. Assumindo que as trajetorias
das particulas seguem um movimento balistico com pequenas correcdes, mostramos que tais
corre¢Oes sao de carater Browniano no espaco das velocidades. A demonstracdo analitica €
confirmada por simula¢des numéricas de dindmica molecular. Nestas, € possivel acompanhar
as trajetdrias individuais das particulas e computar os momentos da distribuicao no espaco das

velocidades para confirmar o cardter Browniano do movimento.

No caso atrativo, o sistema permanece por tempos longos em um estado ndo-homogéneo
com formacgdo de um aglomerado de particulas. Logo, nao podemos assumir uma trajetdria
quase-balistica para as particulas. Portanto, usamos uma abordagem puramente numérica para
analisar o sistema. Observamos que particulas fora do aglomerado apresentam comportamento

difusivo nas regides mais externas do espaco de fase (particulas mais energéticas).

Como perspectiva de trabalho, temos a modelagem tedrica do caso atrativo. Neste caso, a
trajetdria das particulas distantes do aglomerado central poderiam ser modeladas por funcdes

elipticas dado o caréter pendular da equacdo de movimento.

Finalmente, apresentamos o modelo HMF de duas espécies como modelo simplificado de
interacdo de particulas carregadas. Suas propriedades de equilibrio sdo calculadas usando o
método de maximizagdo da entropia. Simulagdes numéricas mostram que, de acordo com as
previsoes tedricas, 0 modelo permanece em um estado homogéneo de equilibrio. Entretanto,
para energias baixas, observamos a formacdo de um estrutura com dois aglomerados no espago
de fases. Os aglomerados sao formados por uma superposi¢ao de duas estruturas pulsantes,

cada uma composta por apenas uma das espécies do sistema.

Como extensao do modelo, apresentamos o0 modelo HMF de duas espécies com interagcao
invertida, ou seja, simplesmente mudamos o sinal do potencial na Hamiltoniana do sistema.
Neste caso, o sistema permanece em um estado de quase-equilibrio caracterizado pela formagao
de dois aglomerados no espago de fases, distantes de 7 no espaco das posi¢des. Cada aglome-
rado é composto por uma unica espécie de particula e sua formacao independe da energia do

sistema, dada uma condig¢do inicial fora do equilibrio.
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APENDICE A - A equagdo de Viasov

A evolucao de particulas interagentes em um sistema classico é dada pelas equagdes de
Newton, que determinam as posi¢oes e as velocidades de cada particula em cada instante.
Equivalentemente, a dinamica de tal sistema é determinada completamente se conhecermos
sua funcdo Hamiltoniana e as respectivas varidveis conjugadas. Entretanto, quando o nimero
de particulas no sistema tende ao infinito, € impossivel acompanhar a dindmica individual de
cada uma delas. Neste caso, estamos interessados na probabilidade de encontrar um conjunto
de particulas com posicdo e velocidade determinadas, o que € suficiente para calcular médias
macroscépicas do sistema. A equagao que governa a evolucdo dessa probabilidade é conhecida
como equacao de Liouville [7, 8] e sua solucdo € tdo complicada quanto o sistema Hamiltoniano
original. Porém, o objetivo da teoria cinética € encontrar aproximagdes apropriadas, fisicamente

justificaveis, que tornem a equacgao solivel.

A.1 Equacao cinética

Considere a Hamiltoniana

1

H=Y >4+=Y V(x—xj) (A.L1)

—=2 2=
i#]

descrevendo um sistema de N particulas de massa unitaria interagindo através do potencial V (r),

r sendo a distancia entre particulas. p; € o momento conjugado a posi¢do x; da i-ésima particula

e suas evolugdes sdo dadas por

. 8H_ .

M= 9Pi_pl

) oH d

R e G (A12)

Para descrever o estado do sistema, podemos projetar todas as posi¢cdes € momentos no espago

das posi¢des e momentos de uma particula (espaco U, ou espaco de fases. Ver, por exemplo
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figuras 4.2(a) e 4.3(a)).

Alternativamente, podemos descrever o sistema através de uma distribuicao de N particulas
com suporte no espago de fases. Representamos essa distribuicdo pela fungio fV(X,P), onde
(X, P) representa o conjunto completo de todas as posi¢des e momentos {(x;, p;)}. Esta fungéo
depende do tempo através da evolucdo dinamica do sistema, mas, para simplificar a notagao,
deixaremos essa dependéncia implicita em f" (X, P). Logo, a cada instante, a probabilidade do
sistema de N particulas se encontrar com posi¢cdes € momentos em um volume dXdP em torno
de (X,P) é dada por f¥(X,P)dXdP. A evolugio de fV é governada pela equacido de Liouville
[7, 8]

d

EfN(X,P) = ZfNX,P), (A.1.3)

onde o operador Liouvilliano .# € definido por meio de parénteses de Poisson como

Y (0HI(e) OH I(e)
3(.)_;{8—%8—1)1_—8—%8—%}. (A.1.4)

Se estamos interessados na evolug@o de uma unica particula, precisamos reduzir o espaco
de suporte de fV. Para tal, podemos definir fun¢des de distribuiciio reduzidas a s particulas

como
X1, P Xsy P = —N' dx dp dx dp N X, P A.1.5
fs(( 15 1)7"',( S S)) (N )'/ s+1 s+1--- N Nf ( s ) ( .. )

Se as particulas sdo totalmente nao correlacionadas (estatisticamente), podemos escrever

uma func¢ao de distribui¢ao reduzida na forma

T((x1,p1)s- -5 (x5, ps)) o< [ [ f1(xj pj)- (A.1.6)

j=1

Se levarmos em consideracao correlagdes entre duas particulas como uma medida do desvio do

comportamento ideal expresso por (A.1.6), escrevemos

F2((x1,p1), (%2, p2)) = fi(x1, p1) f1(x2, p2) +82((x1, p1), (X2, p2)), (A.1.7)

onde a funcdo g, € a medida da correlagdo entre duas particulas.

A evolugdo da funcdo de distribui¢do a uma particula f| pode ser obtida ao integrarmos a

equacao de Liouville (A.1.3) em dx,dp;...dxydpy € usarmos as definicoes (A.1.5) e (A.1.7).
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Dessa forma, obtemos

d 0
Efl(xlapl) + Pla—xlfl(xhpl):

J d
[ dpag V(b1 =) 5 file 1) fi (o, p2) (A.1.8)
+ [avaps 2 Vil —x |>'(i—i) (o1, 1), (32, p2)
2 p28x1 1 2 apl 8p2 &2\\X1,P1),\X2,p2))-

A.2 Limite de Vlasov

O primeiro termo do lado direito da equacdo (A.1.8) é chamdo de termo de Viasov. Este é
o termo responsdvel pela aceleracdo das particulas e pode ser visto como uma média, no espago
de fases, da for¢a entre as particulas derivada do potencial V. O dltimo termo € visto como um
termo de colisdo, uma vez que depende da correlacdo g,. Note que esta nao é uma equagao
fechada para f| uma vez que precisamos de uma segunda equag¢do para determinar a evolugdo

de 82.

Em sistemas de longo alcance, entretanto, podemos assumir que o potencial de interacdo €
fraco, V(r) = O(A), onde A é um pardmetro pequeno. Dessa forma, estabelecemos as ordens
de grandeza

filx,p) =0(A%); g2=0("). (A2.1)

Mantendo apenas termos de ordem Al na equacgdo (A.1.8) e omitindo o indice |, obtemos a

equagdo de Vlasov na forma

of , 9f of

- —+F|f,V] =—=0 A22
5, TP 3 TF, ]ap , (A.2.2)
onde introduzimos a forca média auto-consistente
d
FIf,V] = / AV dp F(,p) TV (b= ). (A2.3)

A dependéncia de F' com f torna a equacdo de Vlasov nao-linear e extremamente dificil de
se resolver. Para acoplamento fraco, Braun e Hepp [15] mostraram a convergéncia (fraca) do
problema dinamico original descrito pelo sistema (A.1.2) a equacdo de Vlasov (A.2.2) no limite

N — oo,



109

APENDICE B - Teoria das

equagoes diferenciais ordindrias

- Existéncia e unicidade

Neste apéndice veremos, brevemente, as principais caracteristicas de sistemas de equagdes
diferenciais ordindrias. Focamos no desenvolvimento de métodos de determinagdo de existéncia

de solugdes, bem como de métodos iterativos de obtengao de solucdes.

B.1 Propriedades basicas

Um sistema de equagdes diferenciais ordinarias (EDOs) de primeira ordem € representado

por
% = Xl(xl,...,xn;t)
(B.1.1)
% = Xp(x1,...,Xn51).
Uma equacao diferencial de ordem n
d"x dx  d"lx
—=F(t;x,—,....,— |, B.1.2
dr" ( ar dr—1 ) ( )
pode ser reduzida a forma (B.1.1) se definirmos x; = x, x, = g—f, I A %. Dessa forma, a
equacdo (B.1.2) é equivalente ao sistema
(
B
(B.1.3)
T =
\% = F(t;x1,...,Xn)-
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Podemos escrever o sistema (B.1.1) na forma vetorial

dx

= _X(x:1), B.1.4

T = Xxi) B.14)
onde o vetor X = (x1,...,X,) € afungdo vetorial X(x;¢) = (X1 (x1,...,X%031), ..., Xp (X1, ..., Xn51)).

Para qualquer vetor x, definimos sua norma como

Ix]| = \/x3+...+x2, (B.1.5)

e o produto interno deste com outro vetor y = (y,...,y,) como

X-y=X1y1+...-+XVn. (B.1.6)

Destas defini¢Oes, seguem a desigualdade triangular,
Ix+yll < [l + Iyl (B.1.7)

e a desigualdade de Schwarz
[yl < {|x[] - [ly ] (B.1.8)

Para uma fung@o vetorial x(¢) = (x1(¢),...,x,(f)), temos as operagdes

() = (£1(t), .. %n(1)) (B.1.9)

/abx(t)dt - (/abxl (t)dn...,/abxn(t)dt) . (B.1.10)

Temos, também, a seguinte desigualdade auxiliar

‘ /abx(t)dt

Apenas poucos tipos de equagdes diferenciais podem ser resolvidas em termos de fungdes

b
< [ (o). (B.1.11)

elementares. Portanto, neste apéndice vamos explorar as condi¢des em X para que o sistema
(B.1.4) possua solucdo. Além disso, partindo de determinada condicdo inicial, estamos interes-

sados em saber se a solucao € unica.

DEFINICAO B.1.1 Uma fungdo vetorial X(X,t) satisfaz a condigdo de Lipschitz em uma regido

X do espaco (X,t) se, para alguma constante L (chamada de constante de Lipschitz), temos

IX(x,1) = X(y, )| < LlIx—yl], (B.1.12)
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para (x,t) € Ze(y,t) €.

B.2 Teorema da unicidade

Nesta secdo, provamos o seguinte teorema

TEOREMA B.2.1 (Teorema da unicidade) Se o campo vetorial X(x,t) satisfaz uma
condi¢do de Lipschitz em um dominio %, entdo existe no mdximo uma solugdo x(t) do

sistema diferencial
dx

i

com dada condigdo inicial X(a) = ¢ em Z.

X(x,1), (B.2.1)

< Demonstragdo: Assumimos que X(X,7) satisfaz uma condi¢@o de Lipschitz com cons-
tante L. Sejam x(7) = (x1(¢),...,x,(¢)) e y(¢) = (y1(¢),...,yn(t)) duas solugdes de (B.2.1) com

mesma condi¢do inicial x(a) = ¢ =y(a).

Definimos
(1) = [x(1)=yO)|* = Y () (1)) = 0. (B.2.2)
k=1
Logo,
(1) = kilz[xz(r)—yz(r)} (1) — 3]
- kilz X (x(0),) — Xe(y(1), )] Fee(6) — i)
= 2 (X(x(1).1) — X(y(0).0)] - (1) — y(0), (B.23)

onde o operador ’ indica derivagio temporal.
Usando a desigualdade de Schwarz,
o'(t) < |o'(O)=2[(X(x(r),t) = X(y(1),1) ) - (x—y)|

1X(x(2),1) = X(y(#), )| - [[x — ¥l
< 2L|x—y|*=2Lo(r). (B.2.4)

IA

Esta ultima desigualdade implica

d

5 (o(t)e ) = (o'(t) —2Lo(t))e 2 <. (B.2.5)
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Portanto, ¢ (¢)e 2 é uma fungio decrescente. Ou seja, parat > a, 6(t)e 2 < o(a)e 1 =0.

Como o (t) > 0, temos o(t) = 0 para todo t > a, isto é , x(¢) = y(¢) para todo t > a. O

Com este resultado, podemos diretamente obter o seguinte teorema.

TEOREMA B.2.2 (Teorema da continuidade) Sejam x(t) e y(t) quaisquer duas solugdes
da equagao diferencial (B.2.1) em T) <t < T, em que X(x(t),t) € continuo e satisfaz uma

condicdo de Lipschitz com constante L em uma regido Z%. Entdo,

Ix(1) = y()[| < "~ |1x(a) — y(a)]|, (B.2.6)

para todo a,t € [T1,Ts].

¢ Demonstra¢do: Vamos assumir que ¢ > a. Entdo, para a fun¢do o(¢) = ||x(¢t) —y(¢)|%,

temos, de acordo com a demonstra¢ao do teorema anterior
o'(t) <2Lo(t), (B.2.7)

que implica
d

dr
Integrando esta desigualdade de a a ¢, obtemos

(o(t)e M) <o0. (B.2.8)

o(t)e 2 < o(a)e 24, (B.2.9)

que gera a desigualdade desejada. U

B.3 Teorema da existéncia

Nesta secdo vamos estudar a existéncia de solugdes para a equagdo (B.2.1). Nossa es-
tratégia consiste em estabelecer uma equacdo integral equivalente para qualquer problema de
valor inicial. Assim, procuramos mostrar que a iteracdo do operador integral converge a uma

solucao.

TEOREMA B.3.1 Seja X(x,t) uma fungdo continua. Entdo, a fungdo X(t) é uma solugdo do

problema de valor inicial

(B.3.1)
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se, e somente se, for solucdo da equagdo integral

x(1) = ¢+ / "X(x(s),5) ds. (B3.2)

» Demonstragd@o: A demonstracgio do teorema segue diretamente do Teorema Fundamental
do Cilculo. O

Para uma dada X(x,7) continua e definida para todo x no intervalo |t —a| < T, podemos
definir o operador U por
t
Ux) = c+ / X(x(s), 5) ds. (B.33)
a

O dominio deste operador é dado por
{x(#)|x(¢) é continua no intervalo |t —a| < T} (B.3.4)
e seu alcance (imagem) por

{y(#)|y(¢) é continuamente diferencidvel no intervalo |t —a| < T e y(a) = c}. (B.3.5)

Logo, uma solu¢do da equacao integral (B.3.2) € um ponto fixo do operador U':

x =U(x). (B.3.6)

Podemos reescrever o ultimo teorema na forma

TEOREMA B.3.2 Seja X(x,t) uma fun¢do continua. Entdo a fun¢do X(t) é uma solugdo do
problema de valor inicial (B.3.1) se, e somente se, o operador U definido por (B.3.3) tiver um

ponto fixo em Cla—T,a+T].

Agora, podemos usar o operador U para gerar uma sequéncia de fun¢des {x"} a partir das

condicdes iniciais por meio de iteracdes sucessivas:
X=e, x'=Ux"H=0"x", n=12,... (B.3.7)

Este processo € conhecido como iteracdo de Picard.

Devemos, entdao, mostrar que, sujeita a algumas condi¢des, uma iteracao de Picard converge

a uma solucao do problema de valor inicial (B.3.1).

LEMA B.3.3 Assuma que X(x,t) seja continuo e satisfaca uma condicdo de Lipschitz com
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constante L no intervalo |t —a| < T para todo Xx,y. Entdo, a iteracdo de Picard (B.3.7) converge

uniformemente para |t —a| <T.

{ Demonstragdo: Seja M = sup |X(c,7)| < eo. Sem perda de generalidade, assumimos
|t—a|<T
que a =0et > a. Ou seja, vamos demonstrar o lema no intervalo 0 <7 < T.

Primeiro, mostramos por indugdo que

%" () —x" (r) || < SLEAED M/L L (B.3.8)

De fato, paran =1

' —x"0] =

IN
\
?
?

IN

M/ ds =Mt =
0

Paran =2,
6 —x'(@0)] =
< [ IR0 —x(0).9)as
< L[ ¥ -0 Jas

t 2 2
< IM / sds = L]\;t = (M/ lé)'(u) .

Assumimos que a desigualdade vale para qualquer n = k:

1(1)” < ML) @) (B.3.9)

k k—
HX (1) —x k!

Logo,

/Ot [X(Xk(s),s) —X(x! (s),s)} ds

[)t
’ 1(s)

f(M/L)(Ls)*  (M/L)(Lt)*"!
= L/ (k4 1)!

IN

X(xF(s),5) = X(xF"1(s),s) Hds

IN

ds
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Portanto, a desigualdade (B.3.8) vale.

Agora, mostramos que a sequéncia {x"(¢)} converge uniformemente para 0 < r <T.

Temos, para este intervalo

(M/L)(Lt)* _ (M/L)(LT)"
k! - k! ’
e a série positiva
- M/L LT)

Low

converge para (M /L)(e!" —1). Entdo, pelo Teorema do Confronto, a série

O(r) + i [xk(t)—xk"(t)
k=1

também € convergente.

k
De fato, a convergéncia € uniforme para 0 <t < T, uma vez que w € independente

de r. A n-ésima soma parcial representa a n-ésima iteracao de Picard,

n
W+ Yy [Xk(t)—xk_l(t)] — X(1). (B.3.10)
k=1
Logo, a sequéncia de fun¢des {x"(¢)} converge uniformemente. O

Com ajuda deste lema, temos condi¢do de enunciar o seguinte teorema,

TEOREMA B.3.4 (Teorema da existéncia) Assuma que X(X,t) seja continuo e satisfaca
uma condigdo de Lipschitz com constante L no intervalo |t —a| < T para todo X,y. Entdo,

o problema de valor inicial (B.3.1) tem solugdo unica no intervalo |t —a| < T.

< Demonstragdo: A unicidade é consequéncia direta do Teorema da unicidade B.2.1.

Precisamos provar apenas a existéncia de solugao.

Pelo lema B.3.3, a sequéncia {x"(t)} definida pela iteracdo de Picard com x’(¢) = ¢

(€N

uniformemente convergente. Denotamos por x*(¢) a fun¢do limite. Mostraremos que x*(7)

(¢N

uma solu¢do da equagdo integral (B.3.2).

Pela definicao,
t
(1) = ¢ + / X(x"(s),s) ds. (B.3.11)
0
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O lado esquerdo desta igualdade é uniformemente convergente a x(¢). Pela condi¢ao de Lips-
chitz,
IX(x"(5),5) ~ X(x"(s),9)l| < LIx"(s) ~x"(5)Il, (B.3.12)

e, portanto, o lado direito também é uniformemente convergente. Como X(x,s) é continuo,
sabemos que
X(x"(s),s) — X(x*(s),s). (B.3.13)

Portanto, obtemos
t
x“() = ¢ + / X(x=(s),s) ds. (B.3.14)
0

Finalmente, pelo teorema B.3.1, concluimos que a fungdo x*(¢) é uma solugdo do problema de
valor inicial (B.3.1). ]

» Exemplo: Resolva o problema de valor inicial

dx

Solucao: Para este problema, o operador U € definido por
t
Ux() = 1+ / x(s)ds. (B.3.16)
0

Logo, as iteracdes de Picard fornecem

L) =1,

x() = U(xo(t)):l—i—/otlds:lﬂ,
20) = UG =1+ [ (1490
2

t
= l4t+4—
+1+o,

M) = 1+t+f+ W
N 2y
) = UE@)

t S2 §
= 1+/ 1+s+—+...+—]ds
0 2 n!

2 P tn—i—l

t
= l4t+—+..+— .
L S T R PO BT

(B.3.17)



B.4 Observacoes 117

Vemos, entdao, que a sequéncia {x(”) (t)} converge uniformemente a fungio e’. Portanto,

temos a solugdo x(z) = e’ pelo método de Picard. O

B.4 Observacoes

Neste apéndice revisamos o procedimento bésico para determinagdo de existéncia e unici-
dade de solugdes de um conjunto de equacdes diferenciais. Ao longo desta tese, este procedi-
mento foi adaptado a problemas mais complexos nos quais o conjunto de equagdes diferenciais
foi substituido por equagdes de fluxo no espaco de medidas (Capitulo 2) ou por equagdes dife-

renciais estocésticas (Capitulo 3).

Para esses casos mais complexos, o procedimento € essencialmente o mesmo. A dificul-
dade, deixada implicita neste apéndice, se econtra em definir uma distdncia apropriada en-
tre solucdes. Aqui, a distancia é dada, simplesmente pela norma da diferenca vetorial entre
solugdes (ver (B.2.4)). No caso do Capitulo 2, a distancia deve ser dada entre funcdes solucao
do problema de fluxo. Ou seja, a distancia deve ter status de funcional e deve se adequar a ge-
ometria do espago analisado. Nestes casos, temos distancias com defini¢des intrincadas como

(2.3.82), porém o método permanece 0 mesmo.

No problema estocéstico do Capitulo 3, a distancia deve ser dada entre processos. Fe-
lizmente, a andlise estatistica (Ver Apéndice C) fornece a distancia apropriada em termo da

expectativa da diferenca entre os processos solugdo (3.2.21).

O procedimento para a escolha de uma distancia apropriada se baseia na andlise das carac-
teristicas do sistema e no conhecimento das entidades envolvidas (funcdes, processos, vetores,
...). Porém, formalmente, devemos escolher uma distincia d(x,y) entre as entidades x e y de um

espaco M que satisfaca trés condicdes bésicas

e d(x,y) >0, Vx,yed(x,y) =0 se, e somente se, x = y;
e d(x,y) =d(y,x), ou seja, a distdncia é simétrica;

e A distancia deve satisfazer uma desigualdade triangular: d(x,z) < d(x,y)+d(y,2).

Uma distancia satisfazendo estes trés critérios é chamada de métrica e, junto ao espago M,

forma o espago métrico do sistema.
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APENDICE C - Equagées diferenciais estocdsticas

Neste apéndice vamos revisar as ferramentas basicas para lidar com equagdes diferenciais
envolvendo termos estocasticos. Tais equagdes aparecem naturalmente quando permitimos al-
guma aleatoriedade em um coeficiente de uma equacao diferencial. Fisicamente, estas situacoes
existem quando o sistema apresenta muitos graus de liberdade acoplados e estamos interessados
em analisar apenas um numero pequeno destes, por exemplo. Equagdes diferenciais estocdsticas
aparecem, também, em problemas de modelagem dindmica tais como problemas de crescimento
populacional, matematica financeira ou comportamento coletivo, onde os elementos do sistema

possuem um cardter intrinsicamente nao deterministico.

C.1 Definicoes matematicas e estatisticas preliminares

Usamos teoria de probabilidade quando nao ha como conhecer o valor preciso de alguma
varidvel, mas temos acesso a probabilidade relativa dessa assumir um entre muitos valores
provaveis. Chamamos, genericamente, esta varidvel de X e dizemos que X € uma varidvel
aleatoria. Por exemplo, se X for o valor que obtemos ao jogar um dado de 6 lados, a proba-
bilidade de obter X = 2, identificada por P(X = 2) é igual a 1/6. Além disso, o conjunto de
todos os valores provédveis para X serd denominado de espaco amostral. Usaremos o simbolo
Q para nos referir a um espago amostral (no exemplo, Q = {1,2,3,4,5,6}). O resultado de um
lancamento do dado (uma medida, ou realiza¢do, do sistema) sera representado por X (), onde

o é um elemento de Q chamado de amostra.

Neste exemplo simples, X € uma varidvel aleatéria discreta. Entretanto, podemos facil-
mente estender o conceito de varidvel aleatdria e de probabilidade para valores continuos. Se
X for uma varidvel aleatdria continua, a probabilidade de X assumir um valor x é dada por uma

funcédo continua chamada de densidade de probabilidade e denotada por P(x). Deste modo, a
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probabilidade do valor de X estar no intervalo [a,b] é

b
PmMa<x<b%:/Puﬁx (C.1.1)

a

Por construgdo, a integral de P(x) em todo o espago deve ser igual a 1, uma vez que X deve

assumir um desses valores

/P@M:L (C.1.2)

O valor esperado, ou expectativa, de X também € obtido por meio de P(x) e definido por
Emy:/xm@m. (C.1.3)

Diretamente, vemos que, se P(x) for simétrico em torno de qualquer valor x = a, E[X| = a.

A varidncia (ou disperssao) de X € definida como
VIX) = [ (v~ EX))? Pl)dc = E[X) - (E[X])? (C14)

e a raiz quadrada desta, como seu desvio padrdo. Este nos d4 uma medida de qudo larga € a
densidade de probabilidade para X, ou seja, quanto podemos esperar que X desvie de seu valor

esperado.

Em sistemas fisicos microscéopicos, por exemplo, lidamos com uma quantidade muito grande
de particulas interagindo. O ruido nesses sistemas resulta, entdo, da soma de varios eventos
aleatdrios acontecendo no nivel microscépico, sejam eles colisdes entre particulas, oscilagdes
em campos elétricos devidas ao movimento aleatdrio de particulas carregadas, vibracdes térmicas
de dtomos em uma rede, etc.. A forca resultante em uma particula de tal sitema serd dada por
uma soma de muitas varidveis aleatorias, logo, podemos usar um resultado conhecido como

teorema do limite central [37, 43] para caracterizar a densidade de probabilidade dessa forca.

O teorema do limite central nos garante que, a0 somarmos muitas varidveis aleatdrias inde-
pendentes, a densidade de probabilidade da soma se aproxima de uma distribuicdo Gaussiana.
O limite é exato quando o nimero de termos na soma tende ao infinito. Por este motivo, ruidos

Gaussianos terdo destaque neste capitulo.

A densidade de probabilidade Gaussiana é dada por

Po(x) = ——=e 277 . (C.1.5)
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A expectativa desta distribui¢do é E[X] = u e a variancia é dada por V[X] = 6. A figura C.1

ilustra a forma desta distribui¢ao.

TVX]=05 ——

Pc (%)

Figura C.1: Distribuicdo Gaussiana para diversos valores da variancia V[X].

C.2 Equacoes diferenciais estocasticas

Usualmente, em sistemas fisicos reais, varidveis aleatdrias aparecem como ruidos que mo-
dificam alguma varidvel deterministica do sistema. Essas variagdes acontecem idealmente de
maneira dindmica e, portanto, dependem do tempo. A qualquer colecdo parametrizada de
varidveis aleatdrias {X},. », chamaremos processo estocdstico. Ruidos em sistemas fisicos

sdo exemplos de processos estocdsticos parametrizados pelo tempo.

O espaco de pardmetros .7 €, comumente, a meia linha [0, ) representando o tempo no

sistema. Note que, para cada t € .7, teremos uma variavel aleatéria
0 — X (0); o e Q. (C.2.1)
Por outro lado, fixando a amostra @ € Q podemos considerar a fungao
t— X (o); te I (C2.2)

que € chamada de caminho de X;.

Intuitivamente, se pensarmos no parametro t como o tempo, podemos identificar cada @
com uma particula de um sistema hipotético. Nesta interpretacdo, X; (@) representaria a posi¢ao

da particula @ no tempo ¢. Em algumas situagdes, serd conveniente escrevermos X (¢, ®) no
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lugar de X;(®). Ou seja, podemos tomar o processo como uma fungio de duas varidveis
(t,0) — X(t,w) (C.2.3)

do espaco .7 x Q em R.

Genericamente, considere um sistema fisico caracterizado por uma variavel dinamica X; no
tempo ¢. A evolugao temporal dessa serda dada por uma fungio deterministica conhecida b(¢,X;)
somada a uma parte estocdstica (ruido) proveniente de algum caréter probabilistico do sistema.

Podemos escrever esta evolucdo na forma

dx,
d—; = b(t,X;) +0(1,X,) - “ruido”, (C.2.4)

onde introduzimos a amplitude o(¢,X;) do ruido por generalidade. Estamos interessados em
descrever o ruido por meio de algum processo estocédstico W;, portanto reescrevemos

dX;

o = beX)+ o X)W, (C.2.5)

Baseados nas caracteristicas gerais de sistemas com muitos graus de liberdade (ou em sis-
temas complexos, como descrito na introdugdo deste capitulo), assumimos que o processo W;
satisfaz as seguintes propriedades:

i) 1) #t, = W;, e W,, sdo independentes;
i) {W;} € estaciondrio, ou seja, a distribuicdo de {W;,,...,W; 1, } ndo depende de ¢;
iii) E[W;] = 0 para todo tempo ¢.
Conhecendo estas propriedades, vamos tentar reescrever a equagao (C.2.5) de forma a subs-

tituir W; por um processo estocdstico apropriado. Para tal, definimos 0 =7 <t; < ... <t, =t

para considerar uma versao discretizada na forma
Xiet1 — Xk = b(t, Xi) Aty + 0 (1, Xi) Wi Aty (C.2.6)

onde

X = X(lk), W, = ‘/V,k, Aty =ty 1 — 1. (C2.7)

Agora, por simplicidade, abandonamos a notagao W; e substituimos W;A#; por uma tnica
quantidade AV; =V, —V;, onde {V; },-, € 0 processo estocdstico que procuramos caracterizar.

As propriedades 1), ii) e iii) sugerem que V; deva ter incrementos estaciondrios independentes
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com média zero. O unico processo que satisfaz a estas condi¢des € o movimento Browniano B;

[37].

Definimos movimento Browniano padrdo B;, com ¢ > 0, como um processo Gaussiano

continuo com incrementos independentes tal que
By =0, E[B;] =0, V[B; —Bs] =t—s (C.2.8)

para todo 0 < s <¢. Por esta definicdo, B; — By tem distribuicdo Gaussiana com média 0 e
variancia (f —s) e os incrementos B;, — By, e B;, — By, sdo independentes para todo 0 < 1] <
1) <13 < t4. A representacao matematica do movimento Browniano €, usualmente, denominada

processo de Wiener. A figura C.2 mostra cinco exemplos de tais processos.

2.5

Bt

a 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura C.2: Exemplo de varios movimentos Brownianos padrao (processo de Wiener).

Portanto, substituimos V; = B; e obtemos, de (C.2.6),

k—1 k—1
Xe=Xo+ Y b(1j.Xj) Atj+ Y o(1;,X;) AB;. (C.2.9)
j=0 j=0

O que devemos responder, agora, € se o limite do lado direito de (C.2.9) existe quando Az; — 0.
Caso exista, usando a notacdo usual, deveriamos obter
t

t
X, =X+ / b(s,X,) ds + | o(s,X;) dBy” (C.2.10)
0 0

e adotariamos a convengdo de que a equacdo (C.2.5) nos da a informacdo de que X; € um

processo estocdstico que satisfaz (C.2.10).

Precisamos, entdo, provar a existéncia (a0 menos aproximada) de

« /0 (s, 0)dBy(@) 7, (C2.11)
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onde B;(®) é um movimento Browniano unidimensional padrdo e @ é um elemento do espaco

amostral Q. Vamos supor que 0 < S < T e que f (7, ) : [0,00] x Q@ — R seja dada.

Vamos assumir, como primeira tentativa, que a funcdo f possa ser escrita na forma

flt, o) = =Y ej(®) - x5 (j+1)) (1), (C.2.12)

j>0

onde y representa a fungio caracteristica (ou indicadora)! e e (@) é alguma fungdo da varidvel

aleatdria a ser determinada. Para tais fungdes, é razodvel definir

/ ¢(r,0)dBi (@) = Y e;(®)[B;., —B;)(0), (C.2.13)
j=>0

onde
n se S<n<T,

=48 se n<S,
T se n>T.

Entretanto, se ndo assumirmos um valor para as fungdes e (@) teremos dificuldades no cdlculo

das integrais (C.2.11).

e Exemplo: Sejam as fungoes

o1(r,0) = Y Bij(®)-x(j+1)) ()
j=>0
oa(r,0) = Y Bjp1(®)- x5, (j+1)) ()
J>0
Logo,
{ / ¢1(t,0)dB; (@ ] Y E[B,(B;,, —B;)] =0, (C.2.14)
J>0

'Funcdo caracteristica (ou indicadora) x4 (x) de um subconjunto A do conjunto X é definida para valores x € X

como
) 1, se xEA,

X) =
A 0, se x ZA.
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uma vez que {B;} tem incrementos independentes. Por outro lado,

E [ / ' q)z(t,w)dBt(a))} ~ Y E[B,, (B, —B,)]

=0
- Zo (E [ij+1(ij+1 _ij)} —E [ij (Biji _ij)])
jz
= Y E[(B,, —B,)*] =T,
=0

onde usamos a propriedade (C.2.8).

Vemos, entdo, que embora ¢ e ¢» parecam ser boas aproximacoes para

f(t7 (D) = Bt<w>7
suas integrais, de acordo com (C.2.13), diferem muito.

Esse exemplo simples reflete o fato de que as variagdes nas trajetérias de B; sdo grandes
demais para definir a integral (C.2.11) no sentido usual de Riemann. De fato, mostra-se [37, 43]

que as trajetorias t — B; sdo nao-diferencidveis em todos os pontos.

Em geral, tentaremos aproximar uma dada fung¢io f (¢, ®) por
Zf(tjﬂ a)) ' X(l‘j7l‘j+1) (t)7
J

onde os pontos t}f pertencem ao intervalo [tj, 7j11], e definiremos a integral (C.2.11) como o

limite de ¥ f(¢},®)[By;,, — By;}(@) quando n — oo, onde n € o nlimero de termos na soma em
J

J. Entretanto, como vimos no exemplo acima, a escolha dos pontos t}‘ altera o resultado da

integral. Duas escolhas se mostraram apropriadas para lidar com sistemas estocasticos:

1. t;‘ =t; (ponto da esquerda), que da origem a chamada integral de 1t6 [37, 43], de aqui em

diante denotada por

/0 " o) dBy (o) (C.2.15)

2. t; = (tj+1j+1)/2 (ponto médio), que dé origem a integral de Stratonovich [37, 43], de-

notada por

/0 ! f(t, ) odB,(w). (C.2.16)
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C.3 Integral de Ito

Neste trabalho, vamos focar na primeira escolha, ou seja, na integral de It6. O método apro-
ximativo apresentado acima nos fornece resultados corretos caso cada fungdo @ — f(¢, ) de-
penda apenas do comportamento de B(®) até o tempo 7. Com esta observagio, apresentamos,

a seguir, as principais propriedades das integrais de Ito.

» Isometria de It6: Dizemos que uma funcdo é elementar se ela pode ser escrita na forma

da equagdo (C.2.12). Se uma fung¢do ¢ (7, ®) é limitada e elementar, entdo

(/ ¢(t,w) dB; (@ ) U > zwdt} (C.3.1)

— By;. Entdo, usando a independéncia dos incrementos

Demonstragdo. Seja ABj = By, |
de B;,
0, i#j
]E[eiejAB,-ABj] = 7£ / (C32)
Ele3]- (tjy1—1j),  i=].

parai < j. Logo,

2
(f ot da(w))] = Y EleejABAB)) = YIS (51 —1)
L] J

— E[/OTq)z(t,w) dt}.

A igualdade (C.3.1) é conhecida como isometria de Ito e é fundamental no célculo de
integrais estocdsticas, uma vez que associa a expectativa de uma integral de Itd com aquela de

uma integral deterministica.

Podemos estender os resultados obtidos para qualquer fun¢do f € 7/, onde ¥ € o espago
das fungoes f(z, ) : [0,00) x R — R.

» Integral de Ito: Seja f € 7. Entdo, a integral de f de S a T € definida por

/ £(t,0)dB,(0) = lun/ 0n(,®)dB: (@), (C3.3)

onde ¢, € uma fun¢do elementar com n termos tal que

E { / T( f(t,0) — (1, a)))zdt] -0 quando 71 — oo. (C.3.4)
S
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> Usando a equagdo (C.3.3), podemos estender a propriedade de isometria (C.3.1) na

( /S ' f(t,a))dBt)z

Apresentamos, agora, um exemplo para ilustrar a metodologia do cdlculo de It6:

forma

E =K {/Ssz(t,a))dt} paratoda f € /. (C3.5)

e Exemplo:

Assumindo By = 0,

t 1, 1
/0 BydB, = B} — 1. (C3.6)

Mostramos esse resultado partindo da escolha de uma fungao elementar apropriada,

On(s, @) = Y Bi(®) Xjt1,.1)(5): (C3.7)

onde B; = By;. Logo, usando (C.3.3),
t t
BydBy, = li dB; = 1li B;AB; C.3.8
/0 S Azgo 0 9ndB; Az;rgo; IR ( )

onde At; = (tj+1 —t;). Agora, considere

2 2 2 2
A(Bj) = Bj.—Bj=(Bj+1—Bj)"+2B(Bj+1 —Bj)

= (AB))*+2B;AB;,
que permite escrever
B =) A(B}) =} (AB;)* +2Y B;AB;. (C.3.9)
j j j
ou
1, 1
Y BjAB; = _Bf — ) (AB;)*. (C.3.10)
J J

Pela propriedade de variancia do movimento Browniano dada em (C.2.8), podemos ver que

Zj(ABj)z — t com At; — 0. Logo, o resultado em (C.3.6) segue. O

Veja que o termo — %t indica que as integrais de It ndo se comportam como integrais usuais

(no sentido de Riemann). Escrevemos abaixo as principais propriedades da integral de 1to:
Sejam f,g € 7 e0<S<U<T.Entao

T U T
(i) [fdB;= [ fdB;+ [ fdB;;
S S U
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T T T
(ii) Seja ¢ uma constante. Logo [(cf+g)dB, =c [ fdB; + [ gdB;;
S S S

(i) E [f de,} = 0.
S

Uma outra importante caracteristica das integrais de Itd, conhecida como férmula de Ito,
segue do fato de podermos associar a integral de Itd um processo estocastico (de Itd) X; na

forma
t t
X,:X(H—/ u(s,)ds +/ v(s, )dBs, (C.3.11)
0 0

onde u e v sdo fungdes definidas no espago de Hilbert no tempo. Alternativamente, podemos

escrever o processo de Itd como solucdo da equagao

dX; =u dt+v dB;. (C3.12)

A férmula de It6, entdo, € uma forma tentativa de encontrar solucdes para (C.3.12). Segue

seu enunciado:

Seja g(t,x) € C*([0,%) x R), ou seja, duas vezes diferencidvel em [0,0) x R. Entio,

Y, =g(t,X,) (C.3.13)
¢ um processo de It e
d J 192
dy, — a—f(r,x,)dr + a—i(l,X,)dX, + Ea—é(t,x,)(dx,)z, (C.3.14)

onde (dX;)? = (dX;) - (dX;) é calculado obedecendo as regras

dt-dt =dtr-dB, =dB;-dt, dB;-dB; =dr. (C.3.15)

Para entender como utilizar esta férmula, voltemos ao exemplo dado pela relacdo (C.3.7).
Seja a integral
t
[= / B,dB,. (C3.16)
0

Escolhemos o processo de Ito X; = B; e g(t,x) = %xz. Portanto,

1
Y, =g(t,B) = 5Bf. (C.3.17)
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Usando a féormula de It6 (C.3.14),

dg dg 19%g ) 1 ) 1
Ou seja,
1 1
d (53,2) = BB, + 3 dr. (C.3.18)
Que pode ser escrito em forma integral
1 , ! 1
B / B.dB, + -1, (C.3.19)
2 0 2

de acordo com (C.3.7).

Todas as propriedades mostradas neste capitulo estdo em uma dimensao por simplicidade e
clareza. Porém, a integral de It0, assim como a férmula de Itd, sdo diretamente generalizadas

para qualquer nimero de dimensdes.
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APENDICE D - Limite de Ornstein-Uhlenbeck para
o processo de velocidade de um
sistema de N-corpos interagindo
estocasticamente

D.1 Introducao

A média de ensemble da evolucdo estocdstica de uma particulas teste browniana imersa
em um banho térmico de temperatura constante 6 é dada pela equacao de Fokker-Planck com
coeficientes de difusdo e fric¢do linear dados [38]. A solugdo a esta equacdo é bem conhecida
e fornece a evolucdo da funcdo de densidade de probabilidade do ensemble no espago das

velocidades.

Kiessling and Lancellotti [56] mostram que, se os coeficientes desta equagao diferencial
parcial para o processo de Ornstein-Uhlenbeck sdo escolhidos como sendo constantes funci-
onais da propria funcdo solucdo, a equacdo pode ser reinterpretada para descrever a evolugdo
cinética de um sistema de N-corpos isolado com interacdes estocdsticas conservando massa
total, energia e momento I Em seu trabalho, os autores consideram um ensemble infinito de
vetores aleatdrios de velocidade de N particulas independentes e identicamente distribuidos
(ii.d.) {Va}y_;. cada um representando um possivel microestado do sistema no espago das
velocidades (em R*M), enquanto as posicdes das particulas sdo consideradas como estando uni-
formemente distribuidas em uma caixa peridédica. Por meio de uma transformagao nos Vg ’s,
os autores mostram que a analise deste sistema de N-corpos com conservagdo de energia e mo-
mento pode ser feita em termos de um sistema de N’-corpos com apenas conservagio de energia

eN =N-—1.

Nosso objetivo neste estudo € analisar a evolucdo do mesmo sistema de particulas com

interacdes estocdsticas movido por um termo de ruido Browniano, porém de uma perspectiva

ICarlen e Gangbo [51] estudam uma equacdo cinética similar, mas utilisam técnicas diferentes.
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de muitos-corpos, i.e. olhamos uma tnica realizacao do sistema e estudamos a evolucao de sua
trajetéria. De acordo com os argumentos de [56], € suficiente estudar o sistema com apenas o
vinculo de conservacdo de energia, e assim o fazemos. Portanto ndo usamos a /inha na notagao
N’ e nos referimos a um sistema de N particulas, considerando as “velocidades™ deste modelo
efetivo como se fossem relacionadas a particulas reais (no espirito do modelo historico de Kac
[54]). Este modelo €, também, relacionado a classe de sistemas de Kac na terminologia de [52]
(ver [60]).

Em um ambiente tridimensional, conservacdo da energia total limita o sistema, no espago
das velocidades, a uma esfera (D — 1)-dimensional com raio definido pela energia inicial (com
D = 3N sendo o nuamero de graus de liberdade do sistema). Portanto, a evolucao do sistema no
espaco das velocidades pode ser modelado por um movimento Browniano nessa esfera. Logo,
nos baseamos nos trabalhos de Stroock [40] e de Brillinger [41], em que a evolugdo aleatdria
de uma unica particula em uma esfera € modelada com integrais estocdsticas, para escrever
as equagdes diferenciais apropriadas para a evolucdo do vetor D-dimensional V de todas as
componentes das velocidades das N particulas. Destacando uma componente de V (denominada
V1), mostramos que esta converge, no limite de D — oo, a um processo de Ornstein-Uhlenbeck
[38], que é comumente utilizado para descrever a evolu¢ao de uma tnica paricula sob acdo de

um “ruido branco” e fric¢ao.

D.2 Resumo e estratégia

Estamos interessados na difusdo de um sistema tridimensional de N particulas com conservacao
de energia total. Este vinculo confina a evolug¢ao do sistema, no espago das velocidades, a uma
esfera (3N — 1)-dimensional com raio definido pela energia incial. A dindmica do sistema é
regida por uma unica equagao diferencial estocdstica para um vetor (D = 3N)-dimensional de
velocidades (V) sob acdo de um termo D-dimensional de ruido Browniano introduzido na Se¢ao
D.3.

Um anélise rdpida dessa equagdo de evolu¢do mostra que uma tnica componente de V evo-
lui independentemente das demais diregcées de acordo com um processo de Ornstein-Uhlenbeck
sujeito a um termo de ruido na mesma dire¢do, quando a componente € pequena o suficiente.
Nosso foco, entretanto, € estudar o processo limite para as componentes de V quando estas sao
de ordem um. Formalmente, definimos um processo unidimensional de Ornstein-Uhlenbeck
de referéncia, e mostramos que a evolu¢do de uma componente de V converge (em probabili-

dade) a esse processo de referéncia quando D — oo. Este processo é enunciado na Se¢do D.4 e
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demonstrado na Se¢do D.5.

A demonstracdo € facilmente estendida para qualquer processo d-dimensional finito (d <
D) construido a partir de d componentes da difusdo original. Assim, mostramos que estes
processos sao independentes e identicamente distribuidos (i.i.d.) no limite D — oo, provando a
propagacao da independéncia inicial das d “particulas” ou seja, a propaga¢ao do caos molecular
ou a “propriedade de Boltzmann” ([54, 55], veja a revisdo feita por Mischler e Mouhot [57] para

uma discussdo extensa no assunto), na Se¢do D.7.

O sistema com conservacdo da energia e do momento totais é considerado na Se¢do D.8.
Modelamos esta dinamica com uma equacao diferencial estocéstica para os vetores 3/N-dimensionais
das velocidades sujeitos a um termo 3N- dimensional de ruido Browniano. Aqui, usamos o sis-
tema original de N particulas (antes de eliminar a linha) e mostramos que os processos de
velocidade de qualquer numero m finito de particulas, no limite de N — oo, convergem a m

processos independentes tridimensionais de Ornstein-Uhlenbeck.

D.3 Difusao em uma esfera

Considere um sistema de N particulas. A variacdo de momento das particulas se da por

alguma interacdo entre elas, dado que a energia total € conservada.

Seja D = 3N o numero de graus de liberdade do sistema. O estado do sistema € descrito
pelo vetor D-dimensional

V=W,V,..,Vp), (D.3.1)

onde os V;’s sdo todas as D = 3N componentes dos vetores tridimensionais V; = (Va;_2, Var_1, Var)
representando a velocidade da k-ésima particula em R3. A conservacio da energia vincula o

vetor V a assumir valores na variedade (3N — 1)-dimensional de energia total Neg

MV =2 (v, V) -3N—|V"’2—N D.3.2
o = Ve W) s e =Neo (D3.2)
1=

viz. a esfera (3N — 1)-dimensional de raio v/2Ney.

Partindo de uma condicao inicial arbitréria, a evolugdo do vetor V € modelada pelo movi-

mento Browniano na esfera, dado pela equagdo diferencial estocéstica [41]

dV = A0(V)-odB, (D.3.3)
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onde A € a amplitude do ruido,
ViV;

6i;(V) =&, — W (D.3.4)
€ o projetor ortogonal no hiperplano ortogonal a V,
B = (By,B>,...,Bp) (D.3.5)

¢ o movimento Browniano padrdao em D dimensdes, e od denota o uso do célculo de Stratono-
vich [37]. Embora o ponto de vista de Stratonovich pareca mais fisicamente natural no sentido
de gerar as mesmas regras de derivacao do célculo usual e ocorrer ao tomar limites de equacdes
diferenciais ordindrias sujeitas a ruidos suave [42], vamos mudar de ponto de vista e preferir
trabalhar na representacdo de Itd. Esta representacdo tem algumas vantagens para 0s nossos
propositos, por exemplo, sabe-se que integrais de [td sdo martingales [37], o que € crucial para
a analise estocdstica e computacdo de expectativas. A disvantagem € que integrais de Itd ndo se
transformam da maneira usual por mudanca de varidveis, e.g. a regra da cadeia para diferenciais

de It envolve termos de segunda ordem [37, 43].

Portanto, trabalhamos com o movimento Browniano esférico como solu¢cdo da equagao

diferencial de It [40, 58]

dV=Ac(V)-dB - /IZDT_Ib(V)dt, (D.3.6)
onde
b(V) = v (D.3.7)
=N 3.

O processo (D.3.3) permanece na superficie da esfera, o primeiro termo (de 1t6) do lado direito
de (D.3.6) desloca a velocidade dentro do plano tangente a esfera, e o tltimo termo em (D.3.6)
pode ser interpretado como trazendo o processo de volta a esfera [41]. Definindo 6 := 2¢/3,
reescalamos o tempo para t’ = A?¢/6, o processo de Wiener para B = 16~1/2B e a velocidade
V' = 6~!/2V, entdo, ndo escrevendo as linhas nas varidveis, o sistema (D.3.6)-(D.3.7) se reduz
a

D—

1
dVv = -dB — ——Vdr. D.3.8
V=o0(V) ) Vdt ( )

Nosso espago de probabilidade € o espago padrao de movimentos Brownianos continuos D-

dimensionais (ver e.g. sec. 1.3 de [58]).
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D.4 Convergéncia ao processo de Ornstein-Uhlenbeck

Escolhemos uma componente de V para estudar sua evolu¢ao. Evidentemente, esta evolugdo
terd uma contribui¢cdo de todas as outras direcdes (as D — 1 dimensdes restantes), portanto defi-
nimos

U=V-Vé, (D.4.1)

onde é; € o vetor unitario na direcdo da i-ésima dimensdo. Reescrevendo (D.3.8), obtemos o

sistema
D—1
Vi = o1(Vi)dB; — bi(V))dt —H(U,V;) - dBy, (D.4.2)
D—1

dU = oy(U)-dBy — by (U)dr — H(U,V;)dB, (D.4.3)

dados
V2
oo(Vi)= 1- W, bi(\) = ‘{%7 H(U, V) = &%U,
(0u(U))ij= &=yt bu(U) =, Bu=(Bs,....Bp) (D4.4)

com o vinculo |V| = v/D.

Obtemos uma estimativa simples para a evolug¢ao de V; se analisarmos o limite de valores

pequenos para V| (Vi ~ 0). Neste limite,

o1(V) ~1, H(U,V}) ~0. (D.4.5)

Logo, a equacdo de evolucdo resultante seria

D—1
dV| ~dB; — —=V,dt D.4.6
1 1 2‘V|2 144, ( )
que, no limite D — oo, gera
V
dv, ~dB; — Eldt, (D.4.7)

que tem como solu¢do o processo de Ornstein-Uhlenbeck padrao.

Vamos analisar, agora, a evolucdo geral de V| no limite D — oo, i.e. queremos conhecer o
processo limite definido por (D.4.2) quando V; € de ordem um. Do resultado (D.4.7), espera-
mos que este processo seja, pelo menos, similar ao de Ornstein-Uhlenbeck. Nosso resultado

principal é expresso no seguinte

Teorema D.4.1 Seja V| uma componente de V definida pela equacéo (D.3.8). Para |V| = /D,

o processo V| com valor inicial c| obedecendo (D.4.2) converge, no limite D — o, ao processo
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de Ornstein-Uhlenbeck unidimensional com mesmo valor inicial e sujeito ao mesmo ruido Bj,

onde a convergéncia é no sentido quadrdtico médio em C([0,T],R) para qualquer T > 0.

Dado que c¢; € R, o modelo de D finito faz sentido apenas para D > c%.

D.5 Demonstracao do teorema D.4.1

Comecamos nossa andlise definindo o processo unidimensional de Ornstein-Uhlenbeck de

referéncia (ou alvo para o limite)
dV{ = adB; — BV{dt, a,B €R. (D.5.1)
sujeito a0 mesmo ruido By que a expressao (D.4.2). Com este, introduzimos

v=V V. (D.5.2)

Calculamos a expectativa do quadrado deste novo processo para compreender a evolugdo
de Vi comparada a evoluc¢do do processo de referéncia. Logo, comecamos por escrever explici-

tamente

D—1

V(t) = vo + /0 t {(al(vl) —0)dB, — ( b (V) — ﬁV{) df —H(U, V) -dBU} . (D53)

onde vog = v(t =0).

Escolhemos os pardmetros oo = 1 e B = 1/2. Assim, temos a expectativa

(w,—/ot(@ ) /tvldB /tﬂU dBU>

(/ot (@ B V; S)) ds)2 ( Ot %V-dB) 2] . (D55

Usando a propriedade d(B;, B;) = 0;;dt, onde (e,e) denota o processo de varidncia cruzada

E[v(t)]?] =E . (D.5.4)

que é limitada por

—EHVS)F] <E[v[] +E +E

[37], e o fato de que [E | Isf (s)dBi(s)] = 0, para qualquer fung@o temporal f, o dltimo termo no
lado direito pode ser reescrito como

l 2
( VlVdB)

D

t V2 t V2
~YE| [Uvras| =g | [ Vay. (D.5.6)
- o D2 o D

1

E

s
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onde usamos a isometria de It6 [37, 43] no passo intermedidrio e o vinculo |[V| = v/D no dltimo

passo.

Voltando a expressao (D.5.5), encontramos o limite superior

E[lv(1)]?]
3

2l

~E
2

IN

1
E[|vo|] + EIE

(om0 {5

1 t
< E[vo|*] 2/ ds+ (2D2 + D) /0 E [Vlz(s)} ds, (D.5.7)

onde usamos a desigualdade de Schwartz nos segundo e terceiro termos do lado direito. Para

obter um estimativa fechada, precisamos controlar o quio rapido E [V12 (s)} cresce no tempo.

Para este fim, um célculo de Itd padrdo leva a

dv? =2vidv; + (1 — %12) dr, (D.5.8)
que fornece
dE[VY] = <1 - %VIZU dr < dt, (D.5.9)
portanto
/OI]E [Vi(s)]ds < /Ot(c% +5)ds = cfr + g (D.5.10)

Assim, encontramos um limite para E[[v(¢)|?] independente do componente V1,

1 2
]E[]v(t)\z] < \vol ]+ 2/ ds+3<2D2—I—D)( 2t+%) (D.5.11)
< 3E[vol)+—(1+ T)(2c2T+T2)+3—T tJE[v(s)z}ds (D.5.12)
= 0L opt Top/tTl 2 ~

para o intervalo [0, 7] para qualquer 7 > 0. O lema de Gronwall [44], entdo, fornece o limite

3

1
2D( *

E[[v(r)[*] < [3E[|vo| |+ l)(Zc%T—i—Tz)} T2, (D.5.13)

2D
Para qualquer 7 finito, podemos fixar 7 = ¢ nesta estimativa. Portanto, no limite D — oo,

temos para tempos finitos
lim E[[v(r)[?] < 3E[|vo|2e*/2, (D.5.14)

D—ro0
assegurando que, dadas condi¢des iniciais tais que vo = 0, o processo V| converge em média
quadrdtica ao processo unidimensional de Ornstein-Uhlenbeck de referénciaem [0,7|V T < oo,

assim demonstrando o teorema. U
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Note que o tipo de convergéncia obtido (convergéncia de média quadratica [43]) implica

convergéncia em probabilidade em C([0,7],R) para qualquer tempo 7 > 0.

D.6 Resultados numéricos

Para testar nossos resultados numéricos, fazemos uma analise numérica da equagdo de
evolucao (D.4.2) para Vi, usando um método de Euler simples para a evolucdo temporal. Os
termos de ruido sdo simulados a partir de nimeros aleatérios gaussianos obtidos com o método
de Box-Muller [43].

Para diferentes valores de D, mostramos a evolug@o dos processos Vj, V| e v na figura D.1.
De fato, de acordo com o Teorema D.4.1, para maiores valores de D, o processo v se aproxima

de zero.

D=3cl=1 D=9cl=1
2.4 2.4

Vi — {V}_{1} ——
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2 M.W‘“"'l‘v v 2 M[‘;’*f g \M"M & v
16 wa’/ . e \ u/‘uf
ot ; ; 6 m "
'V"’H‘,./‘m ™ i gy e {PM f‘»“m \‘.\;' w
12 by / . {MM M WA
08
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0 «M"‘ A M 'Vf o4 »e"hﬁ W »
N W M M
0.4 \W«MWW‘V W‘/ 0 Mt P Y
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0 02 0.4 06 08 1 0 02 0.4 06 08 1
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Figura D.1: Trajetorias, no espaco das velocidades. (a) mostra a evolucdo de um sistema de
uma particula, i. e. D = 3; a figura (b) possui D =9; (¢) D = 30 e (d) D = 30000. Todos os
gréficos sio feitos com 10* passos de tempo, vg = 0 e possuem c¢| = 1.

De acordo com nossa primeira estimativa expressa pela equagao (D.4.7), esperamos que 0s
resultados das simula¢des numéricas melhorem para valores menores de ¢;. Mostramos isso
na figura D.2, onde um sistema de 10 particulas é simulado para diferentes valores da condi¢ao

inicial c;.
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Figura D.2: Trajetérias, no espaco das velocidades. Ambos os grificos sio feitos com 10*
passos de tempo, vo = 0 e D = 30. Vemos que (a) mostra uma melhor aproximacao de V| por
V.

D.7 Movimento de d particulas

Este resultado pode ser generalizado se considerarmos, ao invés de uma tinica componente

V1, um vetor d-dimensional U; composto das primeiras d componentes de V. Definimos
d D
U=Yve U= Y v, (D.7.1)
i=1 i=d+1
para um d fixo, e reescrevemos (D.3.6) na forma

D—1

dU; =0;(Uy)-dB; — b;(U;)dr —H(U;,Uy) -dBy, (D.7.2)
dU, = Gz(Uz) -dB, — bz(Uz)dt —H (Ul,Uz) . dBl, (D.7.3)
onde 7 denota a matriz transposta e
Ui)m(U; U; )
(C)mn = Omn— %; b;(U;) = W; i=1,2 (D.7.4)
Up)m(Uz)n
(HD) % (D.7.5)
By = (B, ....Bs), By=(Bui1, ... ,Bp) (D.7.6)

Partindo deste novo ponto de vista, derivamos o seguinte

Teorema D.7.1 Seja Uy o componente d-dimensional de V evoluindo de acordo com a equagdo
(D.7.2). Para |V| = /D, o processo Uy com dados iniciais U;(0) = ¢; € R? converge, no
limite N — oo, ao processo de Ornstein-Uhlenbeck d-dimensional com dados iniciais ¢y sujeito
ao ruido By, onde a convergéncia é no sentido de média quadrdtica em C([0,T],R?) para

qualquer tempo T > O.
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Estrutura da demonstracdo : A demosntracao € similar a anterior, preciasmos, apenas, definir o
processo d-dimensional de Ornstein-Uhlenbeck de referéncia U/. Para este caso, a forma do li-
mite superior final para E[|u(t)|?], com u(¢) = U; (¢) — U/ (¢), é idéntica a (D.5.13), substituindo

V por u e ¢y por cj.

Note que |¢;|? independe de D (tipicamente O(d)), o que ainda implica em uma contribui¢io

que vai a zero do segundo termo no lado direito da equacgao correspondente a (D.5.13). 0

D.8 O modelo com conservacao de energia e momento

Nesta se¢do, saimos deste modelo com N’ = N — 1 particulas efetivas para o modelo fisico
de N particulas, com interacdes conservando energia e momento. Nesta configuracdo, o vetor

de componentes de velocidade V assume valores na variedade

Vi Neo: ¥ V= N (D.8.1)
) O’k:l k 0 (> 0.

| aob

3
MV = {(Vl,...VN) :

i=1

onde iiy € 0 momento por particula € os vetores V e V sdo similares (com o N original) aqueles
definidos na Se¢do D.3. Esta variedade corresponde a esfera (3N — 4)-dimensional de raio
V/2Neg centrada em (i, ...,ilg) € embutida no plano de momento constante, com & = ey —
o] /2.

Difusao em M%V ;04 pode ser definida com a equacao diferencial de Stratonovich

dV = AP(S) - odB, (D.8.2)

onde os §;’s sdo componentes dos vetores tridimensionais

Sk = Vi —iio = (S3k-2,S3k—1,S3) (D.8.3)
e P € o projetor ortogonal em Mi—é\’ e_04 dado por
3 EVEY 3 EVEY
k i
Pj(8) =Y ou(S) (8= Y = | = 0ui(8) = . -+ (D.8.4)
k y=1 N r=1 N

com os vetores 3N-dimensionais E”,y = 1,2,3, compostos de todas as componentes de N ve-
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tores unitarios em R3 ao longo da direcio 7, viz.

E' = (1,0,0,1,0,0,...,1,0,0)
E? = (0,1,0,0,1,0,...,0,1,0) (D.8.5)
E’ = (0,0,1,0,0,1,...,0,0,1)

e B é, agora, o movimento Browniano padrao 3N-dimensional.

Kiessling and Lancellotti [56] usam a ortonormaliza¢do de Gram-Schmidt, s = ZV,

i} N—n | | A
o= \|o— = |Vh——— )Y Vi| forl<n<N-I, (D.8.6)
N—-n+1 N—n =,
|
SN o= —=) Vi, D.8.7
para mapear Mi—é\’ e_o4 a

N—1 |—.|2

_ _ _ _ §

{(Sl,...SN) : Sy = vV Ning, Z é :NS()}. (D.8.8)
i=1

Como a matriz Z € ortogonal e B é isotrépico, ZB também é um movimento Browniano padriao

em RN, Nesta nova representacdo, P é simplesmente a identidade nos primeiros 3(N — 1)

componentes, € zero nos ultimos trés.

Logo, podemos analisar o sistema original de N particulas com conservagao de energia e
momento, em termos do vetor truncado (5y,...,5y—1) , com apenas conservagdo da “energia do
referencial do centro de massa”(gj), e do vetor constante (Sy). Em particular, para a particula

n = 1, encontramos V| = § \/ (N —1)(N —2)/N +3y/+/N, portanto V| — ity também converge

ao processo de Ornstein-Uhlenbeck quando N — oo,

Efetivamente, podemos diretamente demonstrar a seguinte

PROPOSICAO D.8.1 Considere m particulas no modelo de N corpos (D.8.2) com momento to-
tal por particula ity e energia no referencial do centro de massa &y dados. Sejam as velocidades
iniciais das particulas iy + ¢, (1 < k < m). No limite N — oo, seus processos de velocidade
Sy = Vi — ilg convergem para m processos de Ornstein-Uhlenbeck tridimensionais independen-
tes, com condicdes iniciais ¢y e sujeitos ao ruido By = (B3k—2,B3k_1,B3k), onde a convergéncia

é no sentido médio quadrdtico em C([0,T], R3m) para qualquer tempo T > Q.

A demonstragdo segue aquela da Secdo D.5. Para completar a demonstragdo, devemos notar
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que Zszl S; = 0 e que, no limite N — o0, 0 processo
S 1
Bi——) B D.8.9
! ngl k ( )

converge, no sentido médio quadrdtico, a By. Para mostrar isto, € suficiente usar a expressao

(D.5.6) com as substituicoes ViV; -+ 1e D — N.

D.9 Conclusoes

Um sistema tridimensional de N particulas, no qual particulas interagem estocasticamente
devido a um termo de ruido Browniano, no qual a energia total € conservada é modelado por
um processo de difusdo na esfera Mg’év —1 No limite de N — o0, uma tnica componente de
velocidade evolui independentemente de todas as outras componentes para tempos finitos. Além
disso, a evolugao desta componente “destacada”converge a um processo de Ornstein-Uhlenbeck
unidimensional sujeito ao termo de ruido acoplado a sua dire¢@o. O papel da fricgdo no modelo
usual de Ornstein-Uhlenbeck de manter a componente de velocidade limitada €, aqui, dado pela
conservacao da energia total e pela curvatura da esfera (faixas equatoriais tém area maior do

que as polares).

Formalmente, a convergéncia para o processo de Ornstein-Uhlenbeck é demonstrada usando
argumentos padrdo (ver Secao 5.2 de [37]). Na linguagem de [43], obtemos convergéncia
média-quadrdtica para o processo de velocidade em (D.5.14). Lembramos que convergéncia

média-quadratica implica em convergéncia em probabilidade.

Uma estensdo imediata € dada para o processo de velocidade d-dimensional. No limite
D — oo, mostramos que este converge ao processo de Ornstein-Uhlenbeck d-dimensional. Se
em um tempo inicial as d componentes destacadas sdo independentes, a evolucao subsequente

destas d componentes preserva sua independéncia, o que leva a propagacao do caos molecular.

Para o modelo com conservacdo da energia e do momento, mostramos que as velocidades
de m particulas destacadas convergem, no limite N — oo, a m processos de Ornstein-Uhlenbeck

tridimensionais sujeitos aos seus respectivos ruidos tridimensionais.
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