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Resumo

Neste trabalho estudamos a classificacao das 3-variedades compactas e cone-
xas com bordo incompressivel toral cujos grupos fundamentais sao residualmente
livres nao triviais. Particularmente, se uma 3-variedade M é prima, orientavel e
possui grupo fundamental residualmente livre nao trivial, entdao M é homeomorfa

aX xS onde ¥ # D? é uma superficie. Exporemos a demonstracao feita por
Henry Wilton em [35].

Palavras-chave: 3-variedade, grupo residualmente livre.



Abstract

In this work we study the classification of compact and connected 3-manifolds
with incompressible toral boundary whose fundamental groups are residually free
non-trivial. Particularly, if a 3-manifold M is prime and orientable and has
fundamental group residually free non-trivial then M is homeomorphic to ¥ x S,
where ¥ # D? is a surface. We exhibit the demonstration obtained by Henry
Wilton in [35].

Keywords: 3-manifold, free residually group.
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Introducao

A teoria dos grupos residualmente livres, e, em particular, os grupos total-
mente residualmente livres foram introduzidos por Benjamin Baumslag (veja [1]).
Estas classes de grupos tem sido objeto de intenso estudo recentemente, a maior
parte devido ao importante papel que grupos totalmente residualmente livres fi-
nitamente gerados (também conhecidos como grupos limite) possuem a mesma
teoria que os grupos livres (veja [28], [15], [16]).

Um grupo G é residualmente livre se para cada elemento nao-trivial g existe
um homomorfismo f de G para um grupo livre de modo que f(g) nao é trivial, G é
totalmente residualmente livre se o mesmo vale quando o elemento g é substituido
por um conjunto finito de elementos nao-triviais. Os grupos livres e abelianos
livres de posto finito sao exemplos de grupos que sao residualmente livres e além
destes, outros exemplos de grupos residualmente livres, sao em sua maioria, os
grupos fundamentais das superficies nao orientaveis, compactas e conexas. Este
ultimo exemplo foi provado por Benjamin Baumslag em [1].

A investigacao da propriedade residualmente finito para grupos fundamentais
de variedades de dimensao menor o igual a trés teve bastante éxito, por exemplo
as 3-variedades de Haken tém grupo fundamental residualmente finito (veja [12]).
Entao, é natural perguntar se as 3-variedades sao residualmente livres, esta per-

gunta foi feita por Leonid Potyagailo em [27]. Mas precisamente, ele questionou:
Que grupos fundamentais de 3-variedades sao residualmente livres?

Estudamos o artigo de Henry Wilton intitulado Residually free 3-manifolds
(veja [35]), onde ele classifica as 3-variedades compactas e conexas com bordo
incompressivel toral cujos grupos fundamentais sao residualmente livres, respon-
dendo assim parcialmente a pergunta citada acima, no sentido que, no caso das

3-variedades fechadas a demonstracao é mais simples e responde na totalidade a



pergunta. Por outro lado, na auséncia da hipétese do bordo incompressivel toral
a questao estad ainda em aberto e as técnicas usadas nao podem ser aplicadas uma
vez que o Teorema de Rigidez de Mostow nao é aplicivel neste caso.

O principal resultado da dissertagao é o seguinte:

Teorema Principal: Se M ¢ uma 3-variedade compacta, conexa, prima
com bordo incompressivel toral (possivelmente vazio), entao 7 (M) é um grupo
residualmente livre nao trivial se, é somente se, M é uma variedade fibrada de

Seifert sem singularidades e é uma das seguintes variedades:

1) M é orientavel, o espago base de M é uma superficie orientavel, compacta
e conexa ¥ # D? com bordo (possivelmente vazio), m(X) ¢ um grupo

residualmente livre e M = ¥ x S com homomorfismo de evaluacao trivial.

2) M & ndo orientével, o espaco base de M é uma superficie ndo orientavel,
compacta e conexa > com bordo (possivelmente vazio), m1(X) é um grupo
residualmente livre e M é qualquer variedade fibrada de Seifert sem singu-

laridades compacta e conexa com homomorfismo de evaluacao trivial.

3) M & nao orientavel, o espago base ¥ de M é o plano projetivo e M é
a variedade de fibrada de Seifert sem singularidades conexa e compacta
com caracteristica de Euler 1 e homomorfismo de evaluacao trivial. (Esta

variedade também é chamada o fibrado nao orientavel de S? sobre
S1).

Produtos livres de grupos residualmente livres nem sempre sao residualmente
livres. No Corolario [4.0.3| removemos a suposicao de que a 3-variedade é prima e
classificamos todas as 3-variedades conexas, compactas com bordo incompressivel
toral cujos grupos fundamentais sao residualmente livres.

Este trabalho é organizado da seguinte forma. Na capitulo 1, lembramos algu-
mas defini¢oes e proposi¢oes que usaremos durante o desenvolvimento do traba-
lho. Por exemplo, na secao 1.1 lembramos a teoria de produtos livre amalgamados
e HNN-extensoes. Na secao 1.2, mostramos algumas defini¢oes e proposicoes ba-
sicas da topologia algébrica. Nas segoes 1.3, 1.4 , 1.5 mostraremos uma teoria
basica de variedades hiperbolicas, 3-variedades fibradas de Seifert e fibrados so-
bre S! com fibra T?, respectivamente. Por ultimo, na secdo 1.6, mostraremos o
Teorema de Decomposigao toral e o Teorema de Hiperbolizagao de Thurston.

No capitulo 2 mostraremos a teoria de grupos residualmente livres e grupos

totalmente residualmente livres. Nas secoes 2.1 e 2.2 mostramos as definicoes e



propriedades a respeito dos grupos residualmente e totalmente livres. Na secao

2.3, mostraremos algumas propriedades de grupos, por exemplo
Quando um grupo é transitivo comutativo?

Na secao 2.4 mostraremos algumas relagoes entre os grupos residualmente livres e
os grupos totalmente residualmente livres. Na se¢ao 2.5 mostraremos quais sao as
superficies com bordo ou as sem bordo que tém grupo fundamental residualemte
livre. Na secao 2.7 mostraremos propriedades de grupos residualmente livres
expressados como produtos amalgamados ou HNN-extensoes. A secao 2.5 contém
uma prova fundamental do teorema que afirma que os subgrupos ciclicos de um
grupo residualmente livre sao retratos virtuais do grupo que os contém.

No capitulo 3, aplicaremos a teoria desenvolvida nos capitulos 1 e 2 a 3-
variedades compactas com bordo incompressivel (possivelmente vazio). Na se¢ao
3.1 mostraremos que as variedades hiperbdlicas nao tém grupo fundamental re-
sidualmente livre. Na secao 3.2, classificaremos as variedades fibradas de Seifert
com grupo fundamental residualmente livre nao trivial. Na secao 3.3, mostramos
que uma 3-variedade orientavel fibrada sobre S! com fibra T? com grupo funda-
mental residualmente livre nao trivial é um 3-toro. Na secao 3.4 mostraremos
que uma 3-variedade compacta, irredutivel, orientavel com bordo incompressivel
e grupo fundamental residualmente livre nao trivial tem decomposi¢ao toral tri-
vial, ou seja, um grafo variedade com grupo fundamental residualmente livre nao
trivial é uma variedade fibrada de Seifert.

Finalmente no capitulo 4, daremos as consideracoes finais, mostrando que
variedades compactas, orientaveis, irredutiveis com bordo incompressivel toral

(possivelmente vazio) tém grupo fundamental residualmente livre nao trivial.



Capitulo

PRELIMINARES

1.1 - Construcoes livres

Nesta secao, abordaremos os conceitos de grupos livres, produtos livres, pro-
dutos livres amalgamados e HNN-extensoes, que sao fundamentais no estudo de

decomposicao de grupos.Além disso, estudaremos os Teoremas da Forma Normal

para produtos livre amalgamados e HNN-extensoes (Teoremas [1.1.31]e [1.1.39).

1.1.1 Grupos Livres

Definicao 1.1.1. Sejam X um conjunto nao vazio, F' um grupo e ¢ : X —— F
uma fungdo. O par (F,i) é chamado livre sobre X se para qualquer grupo H

e toda funcao f : X —— H, existe um tnico homomorfismo ¢ : F' —— H com

poi=f.
X —' > F
NA@
H

Exemplos 1.1.2. Se F' ¢ o grupo ciclico infinito gerado por a, entao para qualquer
conjunto unitdrio {x}, considerando i : X —— F tal que i(x) = a (gerador do
grupo), temos que o par (F,i) € livre sobre X.

Na seguinte proposicao veremos que se dois grupos livres tém a mesma base,
entao eles sao isomorfos.
Proposicao 1.1.3. Sejam (Fy,i1) e (Fy,iz) livres sobre X. Entdo existe um
isomorfismo ¢ . Fy — Fy tal que ¢ o 11 = 1, isto €, o grupo livre € unico, a

menos de 1somorfismos.



Demonstra¢do. Como (F},i;) € livre sobre X, existe um homomorfismo ¢ :
Fy — F; com ¢ oi; = iy. Por outro lado, como (Fy, i) é livre sobre X, existe
um homomorfismo ¢ : F, — F} com 1 oiy = iy. Entao Yo¢poi; =i = idp, oiy,
onde idp, indica a aplicacao identidade em Fj. Pela propriedade da unicidade,

temos ¢ o ¢ = idp,. Analogamente, ¢ o 1) = idp,, entao ¢ ¢ um isomorfismo. m

Proposicao 1.1.4. Seja (F,1) livre sobre X. Temos que :
i) Se existe um grupo G e uma fun¢ao injetiva f : X — G, entao i é injetiva.

i) p(X), o conjunto das partes de X é um grupo com a operagao bindria sendo a

diferenca simétrica, e x — {x} € injetiva.
iii) 1 € injetiva.

Demonstracdo. (7)Suponhamos que exista um grupo G tal que f: X — G seja
injetiva. Como F' é livre sobre X, para qualquer funcao f : X —— G, existe um
tnico homomorfismo ¢ : F — G tal que ¢p o7 = f. Mas, se f é injetiva segue
que 7 injetiva. E facil verificar (47). Finalmente, segue da proposicdo anterior que
se F' é livre sobre X, podemos considerar X como um subconjunto de F. Assim,
(1i1) segue de (i) e (ii), considerando G = p(X) e f: X — p(X), x> {z}. =

Estamos interessados agora em responder se dado um conjunto X, existe um
grupo F' e uma aplicagao i : X —— F (que pode ser a inclusao) tal que (F,i) é
livre sobre X.

Seja X um conjunto qualquer nao vazio. Denotemos por M (X) o conjunto
de todas sequéncias (x;,,...,xz;,), (n > 0) de elementos de X (o caso n = 0 cor-
responde & sequéncia vazia e os elementos x;; ndo sao necessariamente distintos).

Podemos definir uma multiplicagao sobre M(X) dada pela justaposigao, isto é,

(@iyy ooy i) @y ) = (Tigs o v o s Ty Ty e ey T )

Esta multiplicacao é obviamente associativa com um elemento identidade (ou
neutro) como sendo a sequéncia vazia, que vamos denotar por 1 ou (). Também
a aplicacao X —— M(X); x — (x) é obviamente injetiva, e se identificamos (z)
com z, todo elemento de M (X) pode ser unicamente escrito como um produto
x;, ... x; . Portanto, temos que M (X) é um mondide que é chamado de monoide
livre sobre X.

Seja X um conjunto com X NX = ) e tal que existe uma bijecdo ¢ : X — X
x — ¢(z). Vamos denotar ¢(z) por ! e (z por z'). Podemos considerar agora

os elementos do monoide M (X U X), tais elementos sdo chamados palavras em



X. Seue M(XUX)eu=1vy;...¥,, comy;, €XUX entdo n é chamado o
comprimento de u, e é denotado por |u| ou [(u), e os elementos y;. sdo chamados
letras de u.

Uma palavra w = ;! ... 2", €, = £1 é chamada palavra reduzida se, para
1 <r<n-—1, temos i,41 # i, OU 4,41 = i, Mas €,,1 #* —€,; a palavra vazia
¢ também dita reduzida. Seja w = ;! ...x{" uma palavra nao reduzida, isto é,
tal que i,.1 = i, e €,.1 = —¢€,. Dizemos que w’ é obtida de w por uma reducao

! €1 €r—1 _Er42 €n . s _
elementar se w' = ;) ... ;7" w00 xyt, onde G =iy € €41 = —€,

Agora consideraremos sobre o mondide M (X U X), a seguinte rela¢ao
w ~ w' se, e somente se, w = w’

ou existe uma sequéncia w = w;...w, = w' tal que, para 1 < j < k — 1, ou
w;41 € obtido de w; por uma reducao elementar, ou w; é obtido de w;; por uma
reducao elementar.

E facil ver que, se w = w', entdo w.w.v ~ w.w'.v para quaisquer u,v €
M(X UX). Se alem disso, u ~ v/, entdo w.w ~ u'.w'. Segue que a multiplicacio
em M(X U X) induz uma multiplicacdo em F(X) := M(X U X)/~, o conjunto
das classes de equivaléncias, e esta multiplicagao é associativa com um elemento
identidade (neutro) 1, (a classe da sequéncia vazia). Ainda, F(X) é um grupo,
uma vez que se w = rj ...z" e w' = x; .. x; ", temos w.w' ~ 1. A inclusdo
X C M(XUX) induz uma aplicagdo (injetiva) i : X — F(X); z — 7 (a classe
da palavra reduzida), onde F(X) = M(X U X)/~ é claramente gerado por i(X).

Teorema 1.1.5. Sejam (F(X),i) como definido anteriormente. Entdao (F(X),1)

é livre sobre X.

Demonstracdo. Ja vimos que F'(X) construido como acima é um grupo. Seja
f : X — G uma aplicacao. Claramente, esta aplicacao extende-se a uma apli-
cagdo M (X UX) — G dada por z§' ... 25" — f(x;,)" ... f(z;,)™ que preserva
multiplicacao.

Note que, se i, = 1., €,41 = —¢€,, entao

flw) = flz)? .o fla,)™
- f(xil)q s f(xirq)erilf(xirH)Eer s f(xln)en
= f(d),

onde u foi obtido de u por uma reducao elementar.



Portanto, esta aplicagdo induz um homomorfismo ¢ : F(X) — G, dado por
u+— f(u), onde 7 indica a classe de equivaléncia de u, que satisfaz obviamente
poi=f. Como i(X) gera F(X), a aplicacdo ¢ unica. ]

No seguinte teorema provaremos que cada elemento de um grupo livre tem

uma Unica palavra reduzida.

Teorema 1.1.6. (Forma Normal para Grupos Livres) Seja (F,i) livre sobre
X. Pela Proposi¢ao m podemos supor F(X) = M(X UX)/~, como definido
anteriormente. Entao, existe exatamente uma palavra reduzida em cada classe de

equivaléncia.

Demonstracdo. E claro que toda classe de equivaléncia contém pelo menos uma
palavra reduzida.

A unicidade sera provada pelo método de Van Der Waerden. Seja S o conjunto
de todas as sequéncias finitas (z!,...,2{"), n > 0, ¢, = £1, 1 <r < n, e seja

G = B;;(S) o conjunto das permutacoes de S. Tome z° € X U X. Entdo a

aplicagao que associa

€1 En)
(zgl, ..., xf"

(xh, .o xm)

i1 in

— (2% x5, ...,2"), amenos que T, = e .6 = 1,
€2 € o -
— (2, 1"), sex;, =rece =1,

¢ obviamente uma permutacao (bijecdo) de S, que nos denotamos por f(z€).
Portanto, temos uma aplicac¢do f : X U X — G, dado por x€ — f(x°).
Notemos que f(x) o f(x™1') = id, assim, f(z¢) = f(z)¢. Tal aplicacao in-
duz pelo fato de F'(X) ser livre sobre X, como ja foi justificado anteriormente,
um homomorfismo ¢ : F(X) — G, onde dado a € F(X) = M(X UX)/~, se

€j €5 ~ . . .
o=y Yyl ye, (com yit ..yt n@o necessariamente reduzida) defini-

mos ¢(a) := f(y1)? oo f(y,). Observemos que o fato de ¢ estar bem definida,
isto ¢, independe do representante escolhido para os elementos de F'(X), segue
do fato de que f(x)o f(x™1) = id, pois, por exemplo, se y;j.yjﬁf = 1, entao
F(y;)7 0 f(yjpa) 9+ = ud.

Além disso, ¢ oi = f, pois dado x € X, entao ¢(i(x)) = ¢(T) = f(x).

Seja agora € F(X) e w = xj! ... 7" uma palavra reduzida na classe de 3,
isto &, w = 3. B facil ver que se () € S é uma sequéncia vazia, entdo ¢(5)() =
p(w)() = (x5',...,zi"). Pela igualdade de sequéncias, segue que w é a tunica

palavra reduzida na classe f = @ e é determinada por ¢(5)(). ]

Corolario 1.1.7. Nas condicdes do teorema anterior, temos que i : X — F(X)

€ injetiva.



Demonstracdo. Se x,x; € X, com x # x1, entao z, ry dao origem a palavras redu-
zidas distintas (também denotadas por x, z1). Assim, z e x; ndo sdo equivalentes.
]

Poderiamos definir F'(X) como o conjunto das palavras reduzidas com a mul-
tiplicacao induzida. Entretanto, nao seria tao facil mostrar a associatividade.
Também, este método confunde duas questoes importantes, a existéncia do grupo
livre e a forma normal de seus elementos, pois ambas aparecem juntas. Normal-
mente, em questoes algébricas, ¢ facil provar a existéncia de um objeto livre, mas
é extremamente dificil encontrar a forma normal dos elementos.

Seja X um subconjunto de um grupo F e i : X —— F a inclusdo. Se (F,1)
é livre sobre X, chamamos X uma base de F, e simplesmente nos referimos a
F' como um grupo livre. Um grupo livre F' tem muitas bases. Se 6 é qualquer

automorfismo de F entdo 0(X) é uma base se, e somente se, X também é.

Definicao 1.1.8. O posto de um grupo livre é a cardinalidade de sua base livre
X. Se G é um grupo qualquer, o posto de G é o posto do menor grupo livre F

tal que existe uma aplicacao sobrejetiva ¢ : F' — G.

O posto de um grupo livre é tudo que precisamos saber para caracteriza-lo,

desta forma temos a seguinte proposi¢ao.

Proposicao 1.1.9. Sejam Fy e Iy dois grupos livres com bases X1 e X5. Se X3

e Xy tém a mesma cardinalidade, entao I} = F.

Demonstracdo. Temos que existe uma bijecao ¢ : X; — Xy. Podemos conside-
rar ¢ : X; — Fy e ™! : Xy —— F| que podem ser extendidas (pela definigao de
grupos livres) a homomorfismos ﬁ cFi— Fye F . Fy — F}. Vamos mostrar
que (1) = (¥)~!. Quando restrita a X5, ¢ o ¢p—1

X5 em Fy. Como a identidade idp, : F» — F5 também é uma extensao dessa

: Fy —— Fy é a inclusao de

inclusao, temos pela unicidade que po1)~! = idp,. De maneira andloga provamos

que Y1 01 = tdp, € a identidade em Fj. Logo, Fy e F5 sao isomortos. ]

Proposicao 1.1.10. Seja X um subconjunto de um grupo G. As sequintes afir-
magoes sao equivalentes:

(i) G é livre com base X;

(ii) qualquer elemento de G pode ser unicamente escrito como ;' ...z, n > 0,

x;, € X, 6 =21, onde €41 # —€, s€ i1 =10, el <r<n—1;



(i) X gera G e nenhum elemento xi ... x{", tal quen >0, z;, € X, ¢, = £1,

com €41 # —€, s€ i,11 = i,.(r < n), € igual ao elemento identidade.

Demonstracdo. Podemos facilmente verificar que (i7) e (iiz) sdo equivalentes.
Ainda, se G é livre sobre X, entdo G tem estas propriedades (isto é,(i) = (ii) e
(ii4)).

Suponha que G satisfaz (ii7). Existe obviamente um homomorfismo F(X) —
G que é a identidade sobre X. Esta aplicagao é sobrejetora, uma vez que X gera
G e é injetiva pela hipdtese de que a imagem de uma palavra reduzida nao trivial

nao é o elemento identidade. E assim G é livre sobre X. ™

Corolario 1.1.11. Suponhamos que X gera G. Seja H um grupo e ¢ : G — H
um homomorfismo de grupos que € injetivo sobre X e tal que ¢(G) € livre com

base (X)), entdo G € livre com base X.
Demonstracdo. Basta notar que a condicao (i7i) vale para X, uma vez que vale

para ¢(X). ]

1.1.2 Geradores e Relacoes

Faremos nesta subsecao uma caracterizacao para grupos, iniciando com um

importante resultado.
Proposicao 1.1.12. Qualquer grupo G é um quociente de algum grupo livre.

Demonstracdo. Considere (F(G),7) o grupo livre gerado por G. A aplicagio
identidade id : G — G se estende a um homomorfismo F(G) — G que é

sobrejetor:

G — ' > F@)
PN
G

Assim, G ~ F(G)/Kerg. ]

Definigao 1.1.13. Sejam G um grupo, X um conjunto e ¢ : F(X) — G um
epimorfismo. Entao X é chamado um conjunto de geradores para G sob ¢ e a
familia {¢(z) | x € X} é chamada uma familia de geradores de G. (Claramente,
G = (¢(x) | x € X)). Chamamos Ker(¢) o conjunto de relagoes de G (sob ¢).



NMm
Jm

representam um elemento do Ker(¢) e ¢(x;) = a;, dizemos

Se u = ) ...xi" e v =] ... 2]" sdo palavras (ndo necessariamente redu-

zidas) tais que uv ™!

€1 €n __ .M NMm
qlle a/z-l . a.” = Cle . ajm

- W

¢ uma relacao em G. Em particular, se u representa

um elemento de Ker(¢), entao aj! ...a;" ¢ uma relacio em G.

At
Para qualquer subconjunto S de um grupo H, (S) é chamado fecho normal
de (S) em H, isto é, o menor subgrupo normal gerado por (S) em H.
Dizemos que ® C F(X) ¢ um conjunto de relagbes de G (sob ¢) se ker ¢
¢ o fecho normal de R, ou seja (R)F'™) = Ker(¢). Temos entdo um conjunto

correspondente de relacoes de G.

Definigao 1.1.14. Uma apresentacao (X;R)? de G consiste de um conjunto

X, um epimorfismo ¢ de F(X) em G, e um conjunto R de relagdes de G (sob

¢). Frequentemente, omitimos ¢, especialmente quando ¢ é a aplicacao natural

F(X) — F(X)/(R)YFX) ou quando ¢ & injetiva sobre X. Escrevemos G =
(X|R)?, ou ainda, mais simplesmente, (X | R). A notagdo (X | R) é muito usada.

Se X é finito, G ¢é dito finamente gerado. Se X e R sao finitos. G é dito

finamente apresentado e a apresentacao e dita finita.

Exemplos 1.1.15.

(1) Um grupo livre F(X) tem (X |) como sua apresenta¢ao.

(2) Uma apresentac¢io para o grupo ciclico finito de ordem m é (x;x™), pois
FX) o (x)

>~ QZ
= = e

@)~ @)

Nas proximas subsecoes desta secao, abordaremos conceitos importantes para
alcancarmos nosso primeiro objetivo que consiste na prova dos teoremas da Forma

Normal para elementos dos produtos livres amalgamados e das HNN-extensoes.

1.1.3 Produtos Livres

Definigao 1.1.16. Sejam G,, a € A uma familia de grupos, G um grupo e i, :
G, — G sao homomorfismos tais que para quaisquer grupo H e homomorfismos
o : G4 — H existe um tnico homomorfismo ¢ : G — H com ¢, = ¢ 0 iq,

para todo . Entao (G, {i,}) ¢ chamado um produto livre dos grupos G,.

=]
G

e
N AL
Ga
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Da mesma forma que em grupos livres, uma pergunta natural é se produtos

livres existem, sao tnicos e se as aplicacoes i, $80 monomorfismos.

Proposicao 1.1.17. Se (G, {in}) e (H,{ja}) sdo produtos livres dos grupos G,
entdo eziste um (unico) isomorfismo ¢ : G —— H tal que ¢ 0 iy = jo, para todo

Q.

Demonstracdo. E similar & demonstracio dada na Proposicdo [1.1.3] basta consi-

derar os diagramas,

!¢ I
H —>G

Y

onde no primeiro diagrama usamos que G é o produto livre dos G, e no se-
gundo, que H é o produto livre dos GG, obtendo assim os homomorfismos ¢ e ¥
satisfazendo ¢ 0 i, = jo € Y 0 Jo = iq.

Além disso, (¢po))oj, = jo = idoj,, onde segue da unicidade que ¢pot) = idy.

Similarmente, 1 o ¢ = idg. [
Proposicao 1.1.18. Seja (G, {i,}) um produto livre de grupos G, a € A, entao:

i) ia 1 Go —> G é um monomorfismo se ezistir um grupo H e homomorfismos

¢p : Gg— H, para todo B € A, de modo que ¢, € monomorfismo;
ii) io € um monomorfismo, para todo o € A.
Demonstracdo.

i) Considere H e ¢g : Gg — H homomorfismo com ¢, monomorfismo. Pela
definicao de produto livre, existe um tnico ¢ : G — H fazendo o seguinte

diagrama comutar V5 € A.

P
N
Gp

Em particular, para = «, temos que ¢ o i, = «, € como ¢, ¢ monomor-

fismo, segue que %, € monomorfismo.



ii) Para cada « (fixado), considere H = G,. Tome ¢35 : Gz — H tal que
¢p =idg, se f=ae ¢g =0, para  # a. Por (i) segue o resultado.

Proposicao 1.1.19. Qualquer familia de grupos G, tem um produto livre.

Demonstracdo. Para cada «, seja (X, |R.)?, (onde ¢, : F(X,) — G,) uma
apresentagao de G,. Podemos assumir que X, N Xz = 0, se a # [ e dai,
Go NGp = {1}, para a # (. Considere G = (JXo| URa) €0 : Go — G
o homomorfismo canoénico. Entao (G, {i,}) serd um produto livre. Com efeito,
sejam H um grupo e f, : G, — H homomorfismos. Existe um homomorfismo
F(JX.) — H obtido da aplicagao | J X, — H que leva x, em (f, 0 ¢g)(Z0a)-

Como esta aplicagao envia | JR, em 1, ele define entdo um homomorfismo f :
FUXa)

< JR, >FUXa)

é inico, uma vez que G é gerado por | Ji,(Gy), ou ainda, por (Jia(¢a(Xs)). =

G — H, visto que G = . Claramente, f, = f oi,. Também f

O produto livre dos grupos G, é usualmente denotado por *,cpGq, Ou sim-
plesmente por xG, e o produto livre de dois grupos G| e G5 por Gy * G5. Temos
que G x Gy ~ Gy x G e (G * Go) x G3 ~ G * (G * G3). Regras mais gerais de

comutatividade e associatividade também valem.

Teorema 1.1.20. (Forma Normal para Produtos Livres) Seja G = %G,

o produto livre dos G, via homomorfismos i, : G, — G. Entao,
(i) Os Homomorfismos i, : Go — G sdo monomorfismos;

(i) Considerando, para todo «, i, como a inclusio, qualquer elemento g € G pode
ser unicamente escrito como ¢y ...gn, onden > 0, 1 # ¢g; € G,, € o, # i1,
r=1,...,n — 1, ou seja, os elementos (letras) adjacentes pertencem a G,’s

distintos.

Demonstracdo. Denotaremos, por conveniéncia, i,(gs) por ga, (ao invés de g, ),
para g, € Go. (Note que (i) ja foi provada por outro método (Proposi¢ao
(77))). Provaremos o teorema se mostramos que para qualquer v € G existem
tnicos elementos ¢;...¢9, comn >0, 1 # g; € Go,, @ # Qi1 € U = G1 ... Gy
Como a construgao de G (dada na proposicdo anterior) mostra que |Jin(Gq)
gera (G, entao qualquer u pode certamente ser escrito como gy ...7,, com n > 0
el # g, € G,,, onde podemos ter o, = a,1; para algum r. Se a,41 = o, e
gri1 # ¢! podemos escrever u = Gy...Gr_10r12 - -- Jn- Por indugdo sobre n, u

pode ser escrito na forma requerida em (i).
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Para provar a unicidade vamos seguir o método de Van der Waerden. Seja
S o conjunto de todas as sequéncias finitas (g1,...,9,) n > 0, 1 # ¢g; € G,,,
a, # a,41; em particular, (), a sequéncia vazia, esta em S.

Tome g, € G,. Podemos definir uma aplicacao de S em S, que vamos denotar

por ¥4 (ga), da seguinte forma:

(91,---,9n) > (GasG1s---,9n),8€ a1 # a (lembre-se que g; € G, ),
(91,---290) > (91 Gn-1,9n),5€ 01 = @ € gags # 1,
(91,--590) > (g1, Gn-1), € a1 =@ € gogr = 1.

Entao temos uma aplicagio 1, : Go — (S, 9); go — Ya(ga), onde (S, )
denota o conjunto das aplicagoes de S em S, e podemos facilmente ver que v,
preserva aplicacoes, isto &, 0o (ga-05) = Pal(ga) © Pu(gl). Ainda, ¢u(ga) € Bi;(5),
o conjunto das bije¢oes de S, uma vez que ¢,(g,) tem como inversa a aplicagao
Balgy)- (%)

Seja ¢ : G+ B;;(S) o homomorfismo tal que ¢, = ¢ 0 iy, isto é, ¢ é assim
definida:

¢(9a) = ¢(ia(9a)) = Pa(ga)

e mais geralmente, @(g1...Gn) = Pa,(91) - - - Pa,, (9 ). Tal homomorfismo fica bem
definido por (x). Tome u € G e escreva-o como u = §igz ... Gn, n > 0; 1 # g; €
Go,y @ # agyq. Agora, pode-se verificar (por inducao) que ¢(u)() = (g1, .-, 9n)

e entao ¢gi, ..., g, sao unicamente determinados por u. [

Proposigao 1.1.21. Sejam G, subgrupos de um grupo G. Entio G = %G, se,
e so se, todo elemento de G pode ser unicamente escrito como gi...¢gn, n > 0,

gieGa“ Oér7éOé7~+1,].§7“§’n—1.

Demonstracdo. (Veja [5], proposicao 23) Se G = %G, entao (considerando i,
como inclusoes) a condigao vale. Por outro lado, se a condi¢ao vale, a aplicacao

*x G, — G induzida pelas inclusoes G, — G é claramente um isomorfismo. m

Definicao 1.1.22. Seja g € Gy, g =91 ... Gn, Gi € Ga,, o # a,41. Chamamos

n o comprimento de g.

Exemplos 1.1.23. (1) O grupo livre sobre X, F(X), € igual ao produto livre

x Cp com x € X, onde C, indica o grupo ciclico infinito com gerador x.

(2) Seja Zy o grupo ciclico de ordem 2. FEntio Zy x Zy = ({a,b|a? b*) =~

1

{a,b,c|a® b ctab) ~ (a,c|a? (c7ta)™2) ~ (a, c;a? a  cac). O iltimo iso-
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morfismo nos diz que Zo * Lo € isomorfo ao grupo diedral infinito Dy, =

{z,y;2? = 1,2y = y~'a}.

Proposicao 1.1.24. Se GG € um grupo livre com base X, e Gy € um grupo livre

com base Xy, entdo Gy x Gy € um grupo livre com base {X; U Xo}.

Demonstracdo. Seja i : {X1, Xo} — G * G2 a aplicacdo inclusdo e F' um grupo
qualquer, provaremos que dada a aplicagao ¢ : {X;, Xo} — F, existe uma tnico
homomorfismo ¥ : G; * G5 — F' tal que 1/)|{X17X2} = ¢.

Considerando as aplicagoes ¢, e ¢|,, temos que, como Gy e G sdo grupos
livres, entao existem tnicos homomorfismos 1 : G; — F e 1y : Gy — F tal que
wl\xl = ¢y, © w2\x2 = ¢|x,- Assim, considerando as inclusées de Gy e G2 em
G * G5 temos que, pela definicao de produto livre de grupos, existe um tnico
homomortismo ¢ : Gy * G2 — F' tal que ¢, =1 e Yy, = o,

Agora s6 falta provar que 1/}|{X1UX2} = ¢, de fato, seja x € X;, onde ¢ pode ser
1 ou 2, logo ¢(z) = 9;(x), além disso () = ¢;(x). Portanto ¢(z) = ¢(z), para
todo = € {X; U Xy}. m

1.1.4 Produtos Livres com subgrupo amalgamado

Definicao 1.1.25. Sejam C,; A e B grupos, i; : C — A, i : C — B ho-
momorfismos. Sejam G um grupo, j; : A — G, jo : B — G homomorfismos.
Chamamos (G, j1, j2) o push-out de C, A, B e (i1,1i2) (ou simplesmente o push-out
de (iy1,12)) se

(i) J1011 = J2 0lg.

(ii) Para qualquer grupo H e homomorfismos ¢; : A —— H e ¢o : B — H com

¢1 011 = ¢ 0 iy existe um tnico homomorfismo ¢ : G — H com ¢, = ¢ o j,
(r=1,2).

11



Exemplos 1.1.26. Considere os grupos ciclicos 7., 7o e Zs e 0s homomorfismos
canonicos iy : Z — Ly tal que i(x) =T e iy : Z —> Z3 tal que is(x) = T. Entdo
0 push-out de Z,79,73 e (i1,i2) € o grupo trivial G = 0 com os homomorfismos
triviais 31 @ Zo — 0 e jo @ Z3 — 0. De fato, para qualquer grupo H e homo-
morfismo ¢y : Lo — H, ¢g : Zz —— H, com ¢1 01y = ¢1 019, considerando o
homomorfismo ébvio ¢ : 0 — H, temos ¢poj,. =0, r =1,2. Agora, ¢, =0, pois
chamando ¢1(1) = hy e @(T) = hy e usando a relagdo ¢1 01, = Py 01, chegamos
a hg = hy. Como ¢ e ¢o sao homomorfismos, temos que a ordem dos elementos
ho € hy dividem 2 e 3, respectivamente. Assim, o(hg) = 1 e entdo hg = 0. Logo,
$poj,=0=0¢,, r=1,2, como desejado.

Majis geralmente, o push-out de Z, 2y, L, € homomorfismos candénicos, com n
e m primos entre si, € o grupo trivial com os homomorfismos triviais j1 : Z, — 0

e Jo i Ly — 0.

Definicao 1.1.27. Quando ¢; e i3 sao injetivos, G é chamado o produto livre
amalgamado de A e B com (C amalgamado, ou produto livre de A e B
amalgamado em C. Neste caso, usualmente consideremos C' como um subgrupo
de A e B, identificando C' com i1(C) e i5(C), respectivamente, e denotamos o
push-out por

Axc B.

Observacao 1.1.28. i) Pode-se verificar facilmente que o push-out € tinico a

menos de isomorfismo.

ii) Nao faz sentido falar no "produto livre amalgamado Zs xz 73", pois nao

existem homomorfismos injetivos 1y : 2 — Lo € io : L — Zg.

Teorema 1.1.29. Sejam C, A e B grupos. Qualquer par (iy,i2) de homomorfis-

mos, com iy : C— A eiy: C+—— B, tem um push-out.

Demonstracdo. Considere as apresentacoes dos grupos A e B, A = (X1, R;)%" e

B = (X5, 12)?2 com X; N X, =0, isto é, X; é um conjunto, ¢; um epimorfismo
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de F(X;) em A e B um conjunto de relagoes definidoras em A (sob ¢;). Similar-
mente, para B. Desta forma, temos que A ~ F(Xl)/&: e B= F(Xz)/g)g, onde
R, ¢ 0 menor subgrupo normal de F(X,) gerado por ®,, (r = 1,2).

Seja Y um conjunto de geradores de C' e escolha w,, € F'(X) tal que i,.(y) =
or(wr,), y € Y,r = 1,2. (Note que se identificamos A e B com os quocientes
acima e tomarmos ¢, as projegoes naturais, entao i,(y) = Wy, e is(y) = W, , onde
wy, e w:2y representam as classes dos elementos w;, e wy, nos quocientes A e B,

respectivamente). Defina G como o grupo que tem apresentagao

(X1, Xo; By, o, {wy,wo,,y € Y})

—_—~—

Para simplificar, denotaremos por J o subgrupo (R, Ry, {wlyw;yl, yeY})de
F(Xi,X5) e por I, os subgrupos R,, r = 1,2. Considere as aplicacoes j; :
A+— G e jy: B+~ G definidas a partir dos geradores X; de A e X5 de B;
Jr(ze 1) = z,..J, r = 1,2, onde estamos supondo z, € X, e estendidas de modo
natural.

Observe que as aplicacoes j, estao bem definidas, pois se u.l, = v.[,. entao
viuel, CJ, (r=1,2).

Para ver que (G, ji, j2) € o push-out, seja H um grupo e considere ¢ : A — H
e ¢ : B —— H homomorfismos. Defina ¢ : G —— H a partir dos geradores, isto
é, ¢(x..J) = ¢(j4r(x.1,)) = &p(x,. 1), . € X,.;r = 1,2 e extenda para todo

elemento de G:

P21 257 . b T) = sy (271 L) ) sy (252 sy) - - - s, (27 I, ),

onde

2z € X1 = s = 1, isto é stt(th) = ¢1(Z§t.ll>
2z € Xog = 8¢ = 2, isto é ¢, (2") = pa(2)".12)
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Claramente, ¢ o j, = ¢, (r = 1,2).

Observacao 1.1.30. 1) Se A = (X1,Ry), B = (Xo,Rs) e Y € um conjunto

de geradores de C', € usual também representar

G = (X1, Xo; R1, Ro, {i1(v)i(y) "y € YY}).

2) E conveniente, as vezes, escrever A xx~; B ou A %, B, onde K C A,

L C B, i1 € a inclusao, ia um isomorfismo entre K e L. Neste caso,

Axg~p, B = AxB/N, onde N € o menor subgrupo normal de A x B que

1 -1

contém os elementos da forma i1(x).is(x)~" = z.is(x)

,comzx e K.

Portanto, neste caso, temos a sequinte apresentacdo para G = A xx~y B,

G = (X1, Xo | Ry, R, {w.da(z) "1, Vo € K}).

Teorema 1.1.31. (Forma Normal para Produtos Livres com Subgrupo

Amalgamados) Seja G = A x¢ B um produto livre amalgamado. Sejam Ty, Tg

transversais a esquerda de C' em A e B, respectivamente, com 1 € Ty, 1 € Ty

(isto é, Ta contém um membro de cada classe lateral 4 esquerda aC' ). Entao,

(i) Qualquer elemento de G pode ser unicamente escrito como Uy ...u,<c, onde

n >0, c € C, denotando ji(a) por @ e jy(b) por b, uy, ..., u, sio alternadamente

elementos de Ta \ {1} e T \ {1};

(i) Os homomorfismos j1 : A G € jo: B+—— G (da defini¢io de produto livre

amalgamado) sao monomorfismos. Assim, considerando ji e jo como inclusdes,

qualquer elemento de G pode ser unicamente escrito como uy . .. uyc, onden > 0,

ceC euy,...,u, sao alternadamente elementos de Ta \ {1} e T \ {1};
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(i) j1(A) N ja(B) = C.

Demonstracio.

(1) Denotando temporariamente j(a) por @, é suficiente provar que, para
qualquer g € G = Ax*¢ B, existem tnicos uy, ..., u,, comn >0,c€ C, uy,...,u,
elementos pertencentes alternadamente a T4 \ {1} e Tg \ {1} e g =77 ...%w,¢.

Como a construgao de produto livre amalgamado (ou ainda do push-out) mos-
tra que j;(A) U ja(B) gera G, qualquer g € G pode ser escrito como g =7y . . . Gk,

g € AUB. Se g; e g;+1 estao ambos em A ou ambos em B, escrevemos

g=01---0i-19i 9i+1 Gir2 - - - gx- Continuando, podemos escrever
® g =2, ou

®g=701i...Gr, onde gq,..., g estdo alternadamente em A\ C e B\ C, pois se
tivermos g; € C e g;41 € A, entdo ¢g;, giv1 € A. Ainda, se g; € C e gio1 € A\ C
entdo ¢;9;.+1 € A\ C, pois claramente ¢;g;11 € A e se g;giv1 € C, teriamos
gis1 = g; ‘c1 € O, para algum ¢; € C, o que nos da uma contradicio.

Similarmente, raciocinamos para g; € C' e g;41 € B\ C. Dessa forma, temos
que se g = ¢,c € C, nada ha mais a ser feito. Suponhamos entao que g = 9y,
com g1 € A\ C ou g, € B\ C. Sem perda de generalidade, suponhamos que
g1 € A\ C. Como Ty é um transversal, g;C = u;C, para algum u; € Ty \ {1}, e
entdo g, = uicec; b € uyC, onde ¢, ¢co € C. Dai, g = g1 = U1 ¢, com uy € Tx\ {1}.
Agora, se g = g1 g2, onde supomos que g; € A\C' e go € B\ C, temos ¢;C = u,C,
uy € Ta\ {1}, onde g1 = uic; e ¢y € C. Dai, g = U161 G2 = u1(¢igz). Mas,
c192C = upC e entdo c1go = usc, ¢ € C e uy = c1goc ! € CgoC. Logo, g = Uy Us G,
comus € CgoC. Se g =71 ... k1 gk, escrevemos, indutivamente, gy . . . gy_1 como
Up...up_1¢, onde u; € (TaUTg)\ {1} e, para cada i,u; € Cg;C, ja que u; vem
alternadamente de T4\ {1} e Tp\{1}. Entdog=01... k1 0k = U1 ... Up_1 C g =
Up... Up_1CQp = Uy...Up_{ URC] = Uy...Up_1UyC1, onde ¢; € C, u, € CgC,
up, € TAaUTg e up # 1 (pois g € C). Além disso, uy_1,u, vém de diferentes
fatores (pois o mesmo ocorre com g1 e gi). Por inducao, obtemos entao, que
qualquer elemento de A x¢ B pode ser escrito da forma requerida.

Para provar a unicidade, considere .S o conjunto de todas as sequéncias finitas
(ug,ugy ... Uy, ), comn >0, ¢ceC eup,ug,...,u, alternadamente em T4 \ {1}
e Tg \ {1}. A pesar de a existéncia de ¢ ser imediata (pela defini¢do), queremos

definir um homomorfismo ¢ : G —— [;;(S) tal que se ¢ € G = Ax*c B e
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g = Uy...U,C, com u; € ¢ como anteriormente, para entao considerando () a
palavra vazia, ¢(g)() = (u1,...,un,c) e dai, como no caso do produto livre,
obtemos a unicidade.

Para obter ¢, definimos primeiramente, homomorfismos ¢; : A — §;;(S) e
¢ 1 B — B;;(5), tais que ¢y 00y = @019 € entdo ¢ segue da defini¢do do produto
livre amalgamado (push-out). Definimos ¢; : A — §;;(5) do seguinte modo:

a € Avr— ¢1(a); d1(a)(ur,ug, ... Uy, c) =

(up,us, ... Uy, a', ), seu, &€ Ajca=a'c coma €Ty—{l}ecd e€C,

(ug, ugy ... Uy, ), seu, € A,ca=c com ¢ € Cisto é, sea € C,
(ug,ug,y ... up_1,a,c), seu, € Aeu,ca=addcd coma e€Ty—{1} ed €C,
(ug,ug,y ... uy_1,c), se u, € Aju,ca =c com ¢ € C.

Nao é dificil provar que ¢; é um homomorfismo. Definimos ¢ de modo

analogo. Assim, pode-se verificar que ¢1(C) = ¢2(C). De fato, seja ¢y €

C. Visto como elemento de A, ¢y = i1(co) = aq, dai, para (uy,us, ..., up,c),
Pa(co)(ur, s, .. ., Uy, €) € igual a:
(uy,us, ..., uy, ), se u, € Aecc=7c
(ug,ugy ... up, ), se u, € Aeu,ccy=c, comc e C.
Visto como elemento de B, ¢y = iy(cp), dai, para (u1,usg, . .., Uy, c),
Go(co)(u, ug, . .., up, ) é igual a:

/! /!
(up,ug, ..., u,, "), se u, & Becce=c
(up,u, ..., uy, "), se u, € Beuyccg=c", comc” € C,

e assim, ¢1(co) = ¢2(cp), para ¢y € C.

Logo, pela defini¢ao de produto livre amalgamado, existe um tinico homomor-
fismo ¢ : G —— (;;(S) tal que ¢oji = ¢1 € pojo = ¢. Agora, por indugdo, vemos
que ¢(w)() = (u1,us, . .., Uy, c) para qualquer w = uuy . .. u,c € G. De fato, su-
ponhamos que w = uy ... u,c, como nas condi¢oes descritas anteriormente. Sem

perda de generalidade, suponhamos que u; € Ty \ {1} e u,, € T \ {1}. Dai
P(w)() = d(uruz . .. unc)() = [P1(u1)d2(uz) - .. P2(un)P1(c)]() = wiuz ... upc = w.



(77) Considerando ¢ como definida no item (i), afirmamos que ¢ o j; e ¢ o jp
sao injetivas. De fato, (¢ o j1)(a) = ¢(j1(a)) = ¢(ur¢). Agora, sendo () a palavra
vazia, temos ¢(u1 ¢)() = (u1,c). Assim, se tivermos ¢ o ji(ai) = ¢ o ji(ag) entao
(u1,c1) = (ug,ca), comuy e ugem Ty e ¢q,co € C. Donde vem que u; = ug, ¢1 = o
e assim, a; = ao. Logo, ¢ o j; é injetiva e portanto, j; € injetiva. Analogamente,
concluimos que ¢ o js é injetiva e portanto j, é injetiva.

(7i1) Seja u € j1(A) N jo(B). Entao existem a € A e b € B tais que ji(a) =
u = Ja(b). Assim, uy¢; = ji1(a) = u = ja(b) = Uz 3. Aplicando ¢ em ambos os
lados, temos que ¢(uy ¢1) = ¢(uz ¢z). Entao ¢(urcr)() = ¢(uzé2)(), o que implica
(u1,c1) = (ug,ce). Segue da unicidade de decomposicao, de u; € Ty e uy € T

que Uy = Uy = 1. Portanto, u = 1.7 = 1.¢3 € C. m

Proposicao 1.1.32. O centro de G = A sy~ B, onde A # H e B # K, €
HnZ(A)NZ(B).

Demonstracdo. Veja [I8] Corolario 4.5, pag 211. n

Corolario 1.1.33. Se G = A sy~ B ¢ abeliano, entao A é abeliano , B €
abeliano e A= H ou B=K.

Demonstracdo. Pela contradicao, suponha primeiro que A ou B nao sao abelianos,
entao G nao é abeliano, pois A e B sao subgrupos de G o qual é uma contradicao.
Agora suponha que A # H e B # K, pela Proposicao temos que G =
Z(G)=HnNZ(A)NZ(B) € A o qual é uma contradicao. ]

1.1.5 HNN-Extensoes

Definicao 1.1.34. Sejam G, A grupos, iy, 71 : A — G monomorfismos, e P um
grupo ciclico infinito com gerador p. Seja N o menor subgrupo normal de G x P
gerado por {pig(a)p~tii(a)™',a € A}, (aqui a percorre A, ou equivalentemente,
um conjunto de geradores de A). Entao, o grupo quociente H = (Go * P)/N ¢
chamado uma HNN-extensao de Gy com letra estavel p e subgrupos associados
io(A) e i1(A). Tal grupo é as vezes denotado, desde que nao haja confusdo, por
G*4.

Observacao 1.1.35.

1) A vezes usamos o termo grupo-HNN para nos referirnos a uma HNN-extensao.

2) F usual considerar A como um subgrupo de G e iy como a inclusio. Nesse caso,

escrevemos H = (G, p|pap™ = ii(a),a € A) = (X,p|pap™! =ii(a),a € X) se
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X € um conjunto de geradores para G, ou ainda, H = (G,p|p.Ap~' = B), onde
B =1i1(A), embora essa notacdo nao deize a aplicagao explicita.
3) Se go,g91 € G € jo,j1 : A — G sdo aplicagoes dadas por j.(a) = g 'i,.(a)g,,
b =ii(a)) e (G.qlqjo(a).g™ =
j1(a)) sdo isomorfos, o isomorfismo leva G em G e p em g1.q.g;

r = 0,1, entdo os grupos-HNN (G, p|pio(a)p™

4) Um defini¢ao mais geral de HNN-extensoes pode ser dada: Considere uma fa-
milia de grupos, A., o € A e monomorfismos o, i1, : Ae —> G, P livre sobre
{pa}- Seja N o menor subgrupo normal gerado por {pa.io, (aa)-pg i1, (aa) ™, aq €
Ay ,a € A}, EntaoH = (G x P)/N é a HNN-extensao de G com letras estdaveis p,
e pares de subgrupos associados iy, (Aa) € i1,(As). Se By e C, denotam ig,(A,)

e i1, (Ay), respectivamente, H € as vezes denotado por (G, s | pa-Ba-Dy' = Ca).

Aqui estamos interessados no caso mais simples, ou seja, quando a familia tem
apenas dois elementos (como na Defini¢ao [1.1.34]).

Exemplos 1.1.36. Se tomamos A = G eig =iy = ida, entdo a HNN-extensao de
G com letra estdvel p e subgrupo associado A é H= (A, p|{p.ap~t.a ' a € A}).

Em particular:

(1) Tomando G = A = {1}, entao H = (1,p|p.1.p7") = (1,p) = (p) = Z, isto
€7 = {1} *{1} .

(2) Z®Z = {a) ® (b) = (a,b|ab.a”t.b7) é uma HNN—eatensio. Basta

tomar G = A = (a) = 7Z e b como letra estdvel, pois Zxz = H =
(a,b]b.a.b iy(a)™t) = (a,b|b.a.b"ta™) = (a,b|aba b =Z D Z.

Definicao 1.1.37. Seja H a HNN-extensao de G com letra estavel p e subgrupos
associados ig(A) e i1(A). Sejam Ty e 17 transversais a esquerda para ig(A) e
i1(A) em G, respectivamente, ambos contendo o elemento neutro 15 de G. Uma

palavra reduzida é, por definicdo, uma palavra do tipo

!, €0/ €1

9P gDt - G DT,

onde ¢, = £1, gl € Ty, se ¢, = —1, g € Th, se ¢, = 1,9, # 1 se €,_1 # €, isto &,

nao podemos ter por exemplo, plgp ™

, e g, é arbitrario (podendo ser igual a 1¢).
Exemplos 1.1.38. (a) g} é uma palavra reduzida, para todo g € G;

(b) 1gp~'1g € uma palavra reduzida (aqui estamos considerando o primeiro 1¢

que aparece como elemento de Ty, o transversal para ig(A));
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(c) Também 1gple € uma palavra reduzida (vendo o primeiro 1 como elemento
de Tl);

(d) Mais geralmente, 1gp'lap' ... 1gp'lg e lgp~'1gp~'1¢ sio palavras reduzi-

das.

Teorema 1.1.39. (Forma Normal para HNN-extensées) Seja H a HNN-
extensao de G com letra estdvel p e subgrupos associados ig(A) e i1(A). Sejam Ty

e T} transversais a esquerda para ig(A) e i1(A) em G, respectivamente. Entao,

(1) Qualquer elemento h de H “pode ser representado” por uma palavra reduzida

/€0 ] €1

9P gD - G DT,

onden >0, ¢ = £1;9, € Ty se e, = —1, g, € Ty se g = 1; g) # 1 se

€1 = —¢€ e g, € G ¢ arbitrdrio.
(i7) A todo elemento h de H podemos associar uma unica palavra reduzida.

(1ii) A aplicagio canénica j : G — H = (G * (p))/N € um monomorfismo.
Assim, identificando j(g) com g, todo elemento de H pode ser unicamente

representado por uma palavra reduzida.

Demonstracdo. (i) Mostraremos que qualquer elemento h € H pode ser repre-
sentada por uma palavra reduzida. Para qualquer elemento h € H = G * (p) /N,
temos que h = ulN, com u € G * (p). Vamos representar o elemento uN do
quociente por u. Pela construgao do produto livre temos que G e p geram G * (p).
Assim, u pode ser escrito como gop°g1p™ ... gp_ 1P " 1 gup™™ com g; € G,r; € 7
e h =wu. Por abuso de notacao, vamos escrever h = gop™g1p™ ... Gn_1p"" *gnp™.

Lembremos entao que em H temos as relacoes

-1

io(a)p™! = p~tii(a) ou iy (a)p = pig(a), a € A (1.1)

(ou rigorosamente, ig(a)p' N = p~ti;(a)N ou i1(a)pN = pig(a)N, a € A).
Queremos obter uma forma reduzida para h. Para entender como obter uma
tal forma, suponhamos por exemplo que h (ou melhor,u) é do tipo gop~2g;. Con-
siderando que G ¢ a reuniao disjunta das classes laterais , G = |J g}.i0(4), g} € To,
obtemos que h = gop~*g1 = (goio(ao))p~'p~ g1, com gy € Ty e ig(ag) € io(A). Da
primeira relacdo na equacao temos que, em H, ig(ag)p™' = p~ti1(ag), onde

h = gip~tii1(ag)p~tg1. Agora, para o elemento i;(ag) de G, temos que i1(ag) =
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-1/

giio(a1) e usando a equagdo|L.1|para ig(a;)p~", vem que h = gyp~gip~ i1 (a1) g1 =

gp tgip g, ;onde tomamos g :=ii(a;)g; € G.

Se partimos de um elemento de G * (p) do tipo gop?g; raciocinamos de modo
similar, considerando nesse caso que GG é a reuniao disjunta das classes laterais,
G =Ug;-i1(A), g}, € T1, e usando a segunda relacio da equagao[1.1} Combinado
esses dois casos pode-se mostrar, indutivamente, que podemos representar um
elemento qualquer A de H na forma reduzida. Para ser mais preciso, o que
obtemos ¢ h = «'N = o/, onde v/ = g\p©gip™ ...g, p g, esta na forma
reduzida.

(7)Para mostrar a unicidade, considere S o conjunto de todas as sequéncias
(905 €05 915 €15 - - - Gh_1s En—1, gh) (associadas a palavras reduzidas). A ideia ¢ definir
um homomorfismo ¢ : H —— f3,;;(S) que satisfaz a seguinte condigao:

(1)Se h € H e h = ggp®gip™ ... g, 1p"1g;, com gopgip™ ... g 1P gy,
uma palavra reduzida, entdo ¥(h)(1g) = (g5, €05 91, €15 - - » 9o 1€n—1, Gl ), donde se

conclui, usando a igualdade de sequéncias, que existe uma tnica palavra reduzida
em cada classe de equivaléncia, a qual é usada para representar o elemento (a
classe) de H. Para obter tal homomorfismo, primeiro definimos um homomorfismo
¢ : G — B;;(S). Também definimos um elemento 7 € §;;(S5) (associado a p), de

modo que ¢ e 7 satisfazem:

¢(i1(a)) o =T o ¢(ig(a)), Va € A.(2)

Considerando entao tais homomorfismos obtemos um homomorfismo ¢ : G %

(p) — B;;(S) definido naturalmente como ¢(g) = ¢(g) para todo g em G, e

¢(p) = 7. Da relagdo (2), ou equivalentemente ¢(i1(a)) o ¢(p) = w(p) o p(ig(a)),
segue que N, o menor subgrupo normal em G % P gerado por

{pio(a)p~tiy(a)"t a € A}

estd contido em Ker(y), donde obtemos bem definida uma aplicacao ¢ : H =
G * (p)/N +—— B;;(S), satisfazendo ¥ (j(g9)) = ¢(g9), ¥(p) = 7T que satisfaz a

condigao inicial (1) desejada. Vamos definir entao ¢ e 7:
o p:G+— [i;(S); g— ¢(g) : S — S, é definida por
gb(g)(gla €153 9n—1, En—17gn) - (gla €153 9n—1,€n—-1, (gng))

Temos que ¢(g) € 3;;(S) pois existe (¢(g)) " = Py-1.
e Para definir a permutagdo 7 (correspondente a p), temos que considerar

algumas situacoes:
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Escreva g, = ¢'iy(a), com ¢’ € Ty e a € A.

Se ¢’ # 1¢g, definimos 7(g1, €1, -+, Gn—1, €n—1,In) = (G1, €15 -+ s Gn—1, €n—1, 9, L,i0(a)).
Se ¢’ = 1g, isto &, g, = i1(a), a € A, entdo 7(g1, €1, -, Gn1,€n1,In) =

{ (91,61,...,gn_l,l,lg,l,i()(a)), se €ep—1 = 1

(G15€15 -+, Gn-1,%0(a)) , se €, =—1

Pode-se mostrar que 7 € 5;;(5) e ¢ e 7 satisfazem (2).

A partir dai, obtemos entdo o homomorfismo ¢ : H — (,;(.S) desejado (tal
que ¥(p) = T e Yo j = ¢), e satisfazendo a condicao (1), donde obtemos a
unicidade da expressao reduzida para h € H.

(7i1) Considerando a aplicagao ¢ definida no item anterior, temos que ¢ é um
monomorfismo. De fato, se ¢(g) = idg,,(s), teremos 1g g = ¢(9)(la) = id(lg) =
lg o que nos leva a ¢ = 1g. Agora, do fato que ¥ o j = ¢, segue que j é

monomorfismo. m

Observagao 1.1.40. Se h € escrito como no Teorema|l.1.39 (i), devemos chamar

n o comprimento de h.

1.2 - Fundamentos da Topologia Algébrica

Nesta secao definimos o grupo fundamental e estudamos suas propriedades.
Posteriormente as aplicamos a determinados problemas, incluindo o problema de
demonstrar que alguns espacos, tais como a esfera S? e o toro bidimensional, ndo

sao isomorfos.

1.2.1 Definicoes Previas

Antes de definir o grupo fundamental de um espaco X, vamos a considerar
caminhos sobre X e uma relacao de equivaléncia entre eles conhecida como homo-
topia de caminhos. Posteriormente, definiremos certa operacao sobre a colecao
das classes de equivaléncia que a converte no que em algebra se conhece como um

grupoide.

Definicao 1.2.1. Se f e g sao aplicagoes continuas do espago topologico X no
espaco topolégico Y, dizemos que f é homotépica a g, se existe uma aplicacao
continua F': X x I — Y tal que F(z,0) = f(z) e F(x,1) = g(x) para cada z € X
( aqui I=[0,1]). A aplicacdo F' é chamada uma homotopia entre f ¢ g. Se f
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é homotopica a g escrevemos f ~ g. Se f ~ g e g é uma aplicacao constante,

dizemos que f é homotopicamente nula.

Consideremos agora o caso especial no qual f é um caminho em X. Lembre-
mos que se f : [0,1] — X é uma aplicacdo continua tal que f(0) = zg e f(1) = z,
dizemos que f é um caminho em X de xy até ;. Também dizemos que x( é o
ponto inicial e 1 é o ponto final do caminho f. Usaremos por conveniéncia, o

intervalo I = [0, 1], como o dominio de todos os caminhos.

Definicao 1.2.2. Dois caminhos f e g, que aplicam o intervalo I em X sao
chamados de homotépicos por caminhos se eles tém o mesmo ponto inicial x
e 0 mesmo ponto final x1, e se existe uma aplicacao continua F' : I x [ — X tal

que

F(s,0) = [f(s) e F(s,1) = g(s)
F(0,t) = zpe F(1,t) =z,

para cada s € [ ecada t € I.

Chamamos F' uma homotopia por caminhos entre f e g. Se f é homotopico
por caminhos a g, escrevemos f ~, g.

A primeira condi¢ao da definicao anterior diz que I’ é uma homotopia entre
f e g e a segunda diz que para cada t, o caminho f; definido pela equacao

fi(s) = F(s,t) é um caminho entre xy e x;.

Se f é um caminho, denotamos sua classe de equivaléncia de homotopias por

caminhos por [f].
Lema 1.2.3. As relagoes >~ e =, sao relagoes de equivaléncia.

Demonstracdo. Dados f, f/, f” caminhos sobre o espaco X.

f =~ f, pois F(z,t) = f(x) é a homotopia desejada. Se f é um caminho, entdo
F' é um caminho homotépico.

Suponhamos que f ~ f’ e demonstraremos que [’ ~ f. De fato, seja F uma
homotopia entre f e f’. Entao G(x,t) = F(z,1 —t) é uma homotopia entre f’ e
f. Se F' € uma homotopia por caminhos, entao G' também o é.

Suponha que f ~ f" e f' ~ f”. Provamos que f ~ f”. De fato, sejam
F uma homotopia entre f e f’, e I’ uma homotopia entre f’ e f”. Definamos

G : X x I — X pela equacao.
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1
F(z,2t) para t € [0, =],

G(X,t) - 1 2
F'(z,2t — 1) para te€ [5, 1].

1
A aplicacao G esta bem definida, ja que, parat = 2 temos F'(x,2t) = f'(x) =

F'(z,2t — 1). Dado que G é continuo em dois conjuntos fechados X x [0, 5] e

1
X x [5, 1] de X x I, entdo G & continuo sobre todo X x I. Portanto, G é a
homotopia requerida. Verifica-se que se F' e [’ sdo homotopicos por caminhos,

entao também G o é. n

Exemplos 1.2.4. Se f e g sao duas aplicagoes continuas de um espago X em
R2.
A aplicacao

F(z,t) = (1—1t)f(x) + tg(x), para t € |0, 1],

¢ uma homotopia entre f e g, por tanto f ~ g. Esta homotopia € chamada uma
homotopia por retas.

Se f e g sao caminhos de xy a 1, entao F definido acima é um caminho
homotopico. Mais geralmente, se A € qualquer conjunto convero de R™, qualquer
dois caminhos f,g em A de xg a x1 sao caminhos homotdpicos em A, definindo

a homotopia por retas, F : I x I — A que envia (z,t) — (1 —t)f(x) + tg(x).

Exemplos 1.2.5. Denotemos por X o plano furado, R*\{0}. Os sequintes cami-
nhos em X, f(s) = (cos(ms), sen(ws)), g(s) = (cos(ns),2sen(ws)) sao caminhos
homotopicos por caminhos; a homotopia por retas entre eles é uma homotopia
aceitdvel. Para h(s) = (cos(ws), —sen(ms)) nao é vdlido a homotopia por retas

entre f e h.

Introduziremos um pouco de &lgebra em nossa situacao geométrica. Defina-

mos certa operacao sobre as classes de homotopia de caminhos como segue:

Definicao 1.2.6. Se f é um caminho em X de xg a 1, e ¢ € um caminho em
X de x1 a xo, definamos o produto f x g de f e g como o caminho h dado pela
equacao

f(2s) se se|0 L

h(s): 175]7
g(2s —1) se 36[5,1].
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A aplicacao h estd bem definida e é continua; além disso é um caminho em X
de zg a x,.

A operacao produto sobre caminhos induz uma operacao bem definida sobre
classes de homotopia por caminhos, dada pela equacgao [f] * [g] = [f * ¢].

Para comprovar essa afirmacao, seja ' uma homotopia de caminhos entre f

e [’ e seja G uma homotopia por caminhos entre g e ¢’. Definamos

1
F(2s,t) para s € [0, =],
H(S,t) = 1 2
G(2s —1,t) para s¢€ [5, 1].

Dado que F(1,t) = 23 = G(0,t) para todo t € [0,1], a aplicagdo H esta
bem definida e é continua. Verificaremos que H é a homotopia de caminhos
desejada entre f*xge f'x¢g. A operacdo * sobre classes de homotopia satisfazem
propriedades muito parecidas aos axiomas de grupo. Estas propriedades, sao
conhecidas como propriedades de grupoide de *. Uma diferenca respeito das
propriedades de grupo é que [f] * [g] ndo esta definida para qualquer par de
classes, s6 para aqueles pares [f], [g] para os que f(1) = ¢(0).

Teorema 1.2.7. A operacao * tem as sequintes propriedades :

1) Associativa.
Se [f]*([g] *[h]) estd bem definida, entido também ([f]*[g])* [h], e sdo iguais.

2) Identidades & esquerda e direita.
Dado x € X, denotemos por e, o caminho constante e, : I — X que leva todo

I ao ponto x. Se f € um caminho em X de xy a x1, entao

] # lem] = [f] € [eag] % [f] = /]

3) Inverso.
Dado um caminho f em X de xg a x1. Se f € o caminho o qual se conhece

como inverso de f. Entdo

1% [F] = lewo] € [F] % [f] = [ex,]-
Demonstracdo. Veja [23], Teorema 51.2, pag 326. n
Sejam |[a, b] e [c, d] dois intervalos em R, existe uma tnica aplicagao p : [a,b] —
[c,d] da forma p(z) = mx + k que leva a até ¢ e b até d, chamada aplicagao
positiva linear de [a, b] a [¢, d] porque seu grafico é uma linha reta com coeficiente

angular positiva.
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Teorema 1.2.8. Seja f um caminho em X e sejam ao, . ..a, numeros tais que
O=a < a1 <---<a, =1 Seja f; : I = X € o caminho igual & aplica¢io

positiva linear de I sobre [a;_1,a;] composta com f. Entao [f] = [fi] * [f2] - - [fa]

Demonstracdo. veja [23] Teorema 51.3, pag 329. m

1.2.2 Grupo Fundamental

O conjunto das classes de homotopia de caminhos num espaco topologico X
nao é um grupo com a operacao *, pois o produto de dois classes de homotopia
de caminhos nao sempre esta definido. Mas, suponha que escolhemos um ponto
xo de X e nos restringimos a aqueles caminhos que comegam e terminam em x,
entao o conjunto de suas classes de homotopia de caminhos ¢ um grupo com a
operacao *. Este conjunto de classes de homotopia de caminhos serd chamado o

grupo fundamental de X.

Definicao 1.2.9. Seja X um espaco topologico e xo um ponto de X. Um caminho
em X que comeca e termina em xgy chama-se lago com base em xy. O conjunto
das classes de homotopia de caminhos associados aos lacos com base em z, com a
operacao *, chama-se grupo fundamental de X relativo a base zy. Este grupo

¢ denotado por (X, zg).

Segue do Teorema [1.2.7] que a operacao * restrita a este conjunto satisfaz os
axiomas de grupo.

Dado dois lagos f e g com base em xg, o produto f % g esta sempre bem
definido e é um laco com base em zy. A associatividade, a existéncia do elemento

identidade [e,,], e a existéncia de um inverso [f] para [f] sdo imediatos.

Exemplos 1.2.10. Seja R™ o espaco euclidiano n-dimensional. Entao m(R", zy)
€ o grupo trivial, ja que se f € um laco em R™ com base em xy, a homotopia
por retas € uma homotopia de caminhos entre f e o caminho constante xy. Logo,
[f] = lex,]. Em geral, se X € um subconjunto convero de R"™, entao m (X, xy) €

o grupo trivial. Em particular, a bola unitdria B™ em R™.

Uma pergunta imediata que nés podemos fazer é a dependéncia do ponto base

no grupo fundamental. Consideremos esta pergunta agora.

Definicao 1.2.11. Seja a um caminho em X de xg a x;. Definimos a aplicacao
a:m(X,xg) = m(X,z) onde [f] — a[f] = [a] * ([f] * [a]). A aplicacio a é
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bem definida porque a operacao * é esta bem definida. Se f é um laco com base
em g, entdo @ * (f * ) é um lago com base em x;. Logo, @ é uma aplicacdo
de 71 (X, zg) sobre m(X,z1), como o desejamos, observar que @ depende s6 da

classe de homotopias por caminhos de a.
Teorema 1.2.12. A aplicagcao a é um isomorfismo de grupos .

Demonstracdo. Para provar que & é um homomorfismo , calculemos

a([f]) xa(lgl) = ([@] = [f]*[e]) = ([a] * [f] * [o])

Provaremos que & é um isomorfismo. De fato, se § denota o caminho @, qual
é o reverso de «, entdo so resta provar que [ é o inverso para a. Calculamos para

cada elemento [h] de 71 (X, x1),
Blh] = ([B] * [P % [8]) = [a] * [h]  [al],

a(B[R)) = [a] * ([a] * [1] * [@])  [a] = [h].
Um céalculo similar, demonstra que 3(a[f]) = [f], para todo [f] € m (X, zo).
Portanto & é um isomorfismo. [
Se X é conexo por caminhos, entao a aplicacao & existe para todo par de

pontos xg e x; de X, logo claramente temos o seguinte corolario:

Corolario 1.2.13. Se X € conexo por caminhos, e xq e x1 sao dois pontos de

X, entao m (X, xg) € isomorfo a m (X, x1).

Suponha que X é um espaco topologico. Seja C' uma componente por ca-
minhos de X contendo zy. E facil ver que 7 (C, o) = 71 (X, o), j& que todos
os lagos e homotopias em X que tem base xy devem permanecer no subespaco
C'. Deste modo, m (X, zo) depende somente da componente por caminhos de X
contendo zy. Por esta razao, é muito comum trabalhar s6 com espacos conexos

por caminhos quando se estuda o grupo fundamental.

Definicao 1.2.14. Um espago X ¢é simplesmente conexo se X é um espaco
conexo por caminhos e 7 (X, xo) é o grupo trivial para algum xy € X e portanto,
para todo zy € X. Expressamos sempre o fato que 7(X,z9) é o grupo trivial

escrevendo (X, zg) = 1.
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Lema 1.2.15. Num espaco simplesmente conero X, qualquer dois caminhos

tendo o mesmo ponto inicial e final sao homotdpicos por caminhos.

Demonstracdo. Sejam « e 3 dois caminhos de zo até z;. Entdo a x ( esta
bem definida e é um laco em X com base em zy. Dado que X é simplesmente

conexo, entdo a *  é homotépico por caminhos ao laco constante em z,. Entdo,
[ * B] = [ex,]. Logo

[ax B * [B] = lexo] * [B],

e portanto [a] = [f]. m
Intuitivamente esta claro que o grupo fundamental é um invariante topol6-
gico do espaco X.
Suponha que h : X — Y é uma aplicacao continua que leva o ponto g de X

ao ponto yy de Y, frequentemente denotamos isto escrevendo
h: (X, 20) = (Y, 50).

Se f é um laco em X com base em x, entao a composicao ho f: I — Y é um
lago em Y com base em yy. A correspondéncia f — ho f , induz uma aplicagdo

que leva 71 (X, xg) a (Y, yo). Formalmente temos a seguinte defini¢ao:

Definigao 1.2.16. Seja h : (X, z0) — (Y, yo) uma aplicagio continua. Definamos
hy = m (X, z9) = m (Y, yo) pela equagao

hy([f]) = [ho fl.

A aplicacao hy é chamada o homomorfismo induzido por / relativo ao ponto

base xg.

A aplicagao hy é bem definida , ja que se [’ é uma homotopia por caminhos
entre os caminhos f e f’, entao ho F' é um caminho homotopico entre ho f e ho f'.

O fato que hy ¢ um homomorfismo segue da equacao (ho f)x(hog) = ho(f*g).

Teorema 1.2.17. Se h: (X, x9) = (Y,yo) e k : (Y,y0) = (Z, 20) sGo aplicacoes
continuas, entdo (ko h)y = kygohy. Sei: (X,z0) — (X,x0) € a aplicagdo

identidade, entdao iy € o homomorfismo identidade.

27



Demonstracdo.

(koh)y([fl) = [(koh)e f]
= Jko(hof
= ky([hof]
= ku(hy(11))-

~—
_ =

Analogamente i ([f]) = [i o f] = [f]. ]

Corolario 1.2.18. Se h : (X, z0) — (Y,v0) € um homeomorfismo de X em Y,

entdo hy € um isomorfismo entre m (X, zo) e m (Y, yo).

Demonstracdo. Considere k : (Y, yo) = (X, 2) a inversa de h. Entao ky o hy =
(koh)y =iy, onde i é a aplicacdo identidade de (X, o) e hygoky = (hok)y = ju,
onde j é a aplicacdo identidade de (Y, yo). Dado que iy e j» sdo os homomorfismos
identidade dos grupos m (X, zo) e m1(Y, yo) respectivamente, entao ky é o inverso

de h#. |

1.2.3 Espacos De Recobrimento

Até aqui temos demonstrado que qualquer subespaco convexo de R” tem grupo
fundamental trivial, restringiremos agora a tarefa de calcular alguns grupos fun-
damentais nao triviais. Uma das ferramentas mais usuais para este proposito é a
nocao de espacgo de recobrimento, o qual introduziremos nestes secao.

Sejam E e B dois espagos topologicos.

Definicao 1.2.19. Seja p : F — B uma aplicacao continua e sobrejetora de E
em B. Um conjunto aberto U de B diz-se regularmente coberto por p se a
imagem inversa p~ ! (U) pode ser escrito como uniao disjunta de conjuntos abertos
V, em E, tais que para cada «, a restricao de p a V,, é um homeomorfismo de V,

em U. A colegao {V,}aes ¢ chamada uma partigao de p~!(U) em fatias.

Seja p: ' — B uma aplicagao continua e sobrejetora de £/ em B, se U é um
aberto que esta regularmente coberto por p e W é um aberto contendo a U, entao
W é também regularmente coberto por p. De fato:

p_l(U> = Uva

ael

p W) = | Vanp ')

a€el
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Definicao 1.2.20. Sejap : E — B uma aplicacao continua e sobrejetora. Se todo
ponto b de B tem uma vizinhanca U que é regularmente coberta por p, entao p é
chamada uma aplicagao de recobrimento e £ um espago de recobrimento
de B.

Observe que se p : E — B é uma aplicacao recobrimento, entdo para cada
b € B o subespaco p~1(b) de E tem a topologia discreta.

Também, se p : £ — B é uma aplicacao recobrimento, entao p ¢ uma aplicacao
aberta. De fato, suponha que A é um conjunto aberto de E. Dado x € p(A),
existe uma vizinhanga U de x que esté regularmente coberta por p. Seja {V,}aer
uma parti¢ao de p~'(U) em fatias. Existe um ponto y de A tal que p(y) = =,
logoy € p'(U) ey € V, onde o € I. O conjunto V,y N A é um aberto em
E, logo é um aberto em V,,. Como p se aplica homeomorficamente de V! em U,
entdao o conjunto p(V. N A) é um aberto em U, portanto aberto em B e alem é

um entorno de z contendo p(A), como desejamos.

Exemplos 1.2.21. Seja X um espaco topoldgico e i : X — X a aplicacdo iden-
tidade. Entao i € uma aplicacao recobrimento. Mais geralmente, se E € o espago
X x {1,...n}. A aplicagio p: E — X dado por p(x,i) = x, Vi € {1,...n}, é

também uma aplicacao recobrimento.

Teorema 1.2.22. A aplicacio f : R — S dada pela equacdo
f(z) = (cos 2wz, sen 2mx)

¢ uma aplicacio recobrimento de S!

Demonstracdo. Veja [23] Teorema 53.1, pag 337. m

Se f: £ — B é uma aplicagao recobrimento, entao f é um homeomorfismo
local de E em B, isto é, cada ponto z de E tem uma vizinhanca que é aplicada
homeomorficamente por f a um subconjunto aberto de B. De fato, dado que
f(z) € B existe uma vizinhanca U de f(z) que é coberta regularmente por f, isto

e fY(U) = U V4, onde V,, sdo disjuntos e fly, : V, — U ¢ um homeomorfismo,

aecl
logo x € V,,,, para algum o' € I.

A condicao que f ser um homeomorfismo local nao é suficiente para afirmar

que f é uma aplicacao recobrimento como podemos ver no exemplo a seguir.
Exemplos 1.2.23. A aplicacio f : Ry — St dado pela equacao

f(z) = (cos 2wz, sen 2mx)
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€ sobrejetora e também € um homeomorfismo local. Mas ndo é uma aplicacio

recobrimento.
Demonstracdo. Veja [23], Exemplo 2, pag 328. [

Teorema 1.2.24. Seja p : E — B uma aplicagao de recobrimento. Se By € um
subespaco de B e Eg = p~*(By), entdo a aplica¢io py : Ey — By obtida pela

restricao de f € uma aplicagao recobrimento.

Demonstracdo. Dado by € By, seja U um aberto em B que contém by e que
este coberto regularmente por p. Seja {V,, }aer uma particao de p~1(U) em fatias.
Entao U N By é uma vizinhanca de by em By e os conjuntos V, N Ey sao abertos

disjuntos em Fj cuja uniao ¢ p~{(U)N Ey = p~1(UN By) = U(Va N Ep), além
ael
cada um deles aplica-se homeomorficamente sobre U N By mediante p. [

Teorema 1.2.25. Sep: E — B ep : E' — B’ sao aplicagées recobrimentos,

entao p X p' : E X E'— B x B’ é uma aplicacao recobrimento.

Demonstracio.

Dado b € B el € B, sejam U e U’ vizinhancas de b e b’ respectivamente,
que sdo cobertos regularmente por p e p', respectivamente. Sejam {V,} e {V3}
parti¢oes em fatias de p~'(U) e (p/)'(U’) respectivamente. Assim, temos as

seguintes igualdades:

p ) = Ve @)U =JVi e pH(U) x (0)HU) = Va x V5
Logo,
(™ x () HU = U) = p ' (U) x () (U") = | J(Va x V).

Portanto, V, x Vj sao abertos disjuntos de I x E', e cada V,, x Vj ¢ aplicado

homeomorficamente sobre U x U’ por p x p'. [

Exemplos 1.2.26. Consideramos o espaco T = S' x S' chamado o toro bidi-

mensional. A aplicacio produto p x p: R x R — S x St onde,
(p X p)(z,y) = (cos 2wz, sen 27x, cos 21y, sen 2my)

é um recobrimento do toro pelo plano R?. Cada retdngulo unitdrio [n,n + 1] x

[m,m + 1] é um recobrimento do toro pela aplica¢ao p x p.
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O estudo dos espacos de recobrimento estd intimamente relacionado com o
estudo do grupo fundamental. Agora, estabeleceremos relacoes cruciais entre os

dois conceitos.

Definicao 1.2.27. Seja p : F — B uma aplicacdo de £ em B. Se f é uma
aplicagao continua do espaco topologico X sobre B, um levantamento de f é

uma aplicacdo f: X — F tal que po f = f.

Lema 1.2.28. Seja p : E — B uma aplica¢do recobrimento com p(eg) = bo.
Qualquer caminho f :[0,1] — B comecando em by tem um tnico levantamento a

um caminho f em E que comeca em ey.
Demonstracdo. Veja [23] Lema 54.1, pagina 342. [

Definicao 1.2.29. Seja p : E — B uma aplicacao recobrimento de B e by € B.
Escolha eg tal que p(eg) = bp. Dado um elemento [f] € m(B,by), seja f o
levantamento de f a um caminho em F come¢ando em ey. Denotamos ¢([f]) o
ponto final f(l) de f Entao, a aplicagdo ¢ : m(B,bg) — p~*(by) que envia [f] —
o([f]) = ]?(1) ¢ uma aplicagdo bem definida. Chamamos ¢ o levantamento
correspondente obtido pela aplicacao de recobrimento p. Esta aplicacao

depende da escolha do ponto eq.

Teorema 1.2.30. Seja p : E — B uma aplicagao recobrimento com p(ey) =
bg. Se E é conexo por caminhos, entao o correspondente levantamento ¢ :
71 (B,by) — p~(by) € sobrejetivo. Se E é simplesmente conexo, entio ¢ é bi-

jetivo.

Demonstracdo. Seja E um espago conexo por caminhos. Dado e; € p~'(by) C F,
existe um caminho j/”\unindo eg e e;. De modo que f = po fAé um lago em B
com base by e ¢([f]) = f(1) = e1, por definicdo.

Suponha que E ¢é simplesmente conexo. Sejam [f] e [g] dois elementos de
m (B, b) tais que ¢([f]) = #([g]). Sejam fe g os levantamentos de f e g res-
pectivamente, a caminhos em E comecando em e, entdo f(1) = §(1). Como E
é simplesmente conexo, pelo Lema existe um caminho homoto6pico F em
E entre fe g. Entao po F ¢ uma homotopia de caminhos em B entre f e g.

Portanto [f] = [g]. n
Teorema 1.2.31. Sejap: E — B uma aplicagdo de recobrimento com p(eg) = by.
(a) O homomorfismo py : m(E, eg) — m(B,by) € um monomorfismo.
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(b) Seja H = pu(mi(E,ep)). O correspondente levantamento ¢ induz uma apli-
cacao mjetiva
D . Wl(B,bo)/H —>p_1<b0)

da cole¢ao das classes pela direita de H em p~t(by), a qual € bijetiva se E

€ conexo por caminhos.

Demonstracdo. a) Suponha que 7 ¢ um laco em E com base em eq e que p#([/ﬁ])
é o elemento neutro. Seja F' uma homotopia de caminhos entre p o heo laco
constante. Se F ¢ o levantamento de F a E tal que }/7’\(0, 0) = eg, entao F 6 uma
homotopia de caminhos entre heo laco constante em eq.

b) Dados lacos f e g em B, sejam fe g seus respetivos levantamentos em E
que comecam em eg. Entao ¢([f]) = f(l) e ¢([g]) = g(1). Demonstraremos que
O(Lf]) = ¢(lg]) se, e 6 se, [f] € H *[g]. ~

Suponha primeiro que [f] € H * [g]. Entao [f] = [h * g], onde h = p o h para
algum laco h em E com base em eo. Assim, o produto /ﬁ*’g\ estd bem definidoe é o
levantamento de h*g. Dado que [f] = [h*g], os levantamentos fe h * g, 0S (uais
comecam em ey, tém que terminar no mesmo ponto pertencente a FE. Entao fe
g terminam no mesmo ponto pertencente a E, de maneira que ¢([f]) = ¢([g])-

Suponhamos agora que ¢([f]) = ¢([g]). Entdo f e § terminam no mesmo
ponto pertencente a . O produto de fe o inverso de g estd bem definido e é um
lago h em E com base em e,. Fazendo um calculo direito, temos que [ﬁ xg| = [fA]
Se F ¢ uma homotopia de caminhos em FE entre os lagos h ge fA, entao p o F
¢ uma homotopia de caminhos em FE entre os lagos h * ge f, entao p o F é uma
homotopia de caminhos em B entre h*g e f, onde h = poh. Portanto [f] € Hxlg],
como desejavamos.

Se E é conexo por caminhos, entao ¢ é sobrejetora e desta forma temos que

® também é sobrejetora. [

1.2.4 Grupo fundamental da n—esfera (5"), do Toro bidi-

mensional (T?) e do Plano projetivo (P?)

Nesta subse¢ao calcularemos o grupo fundamental da n—esfera (S™), do Toro

bidimensional (T?) e do Plano projetivo (P?).
Teorema 1.2.32. O grupo fundamental do circulo (S*) € isomorfo a Z.

Demonstracdo. Veja [23] Teorema 54.5, pagina 345. [
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Teorema 1.2.33. Suponha que X € um espaco topolégico e X = U UV, onde U
e V sao conjuntos abertos de X. Suponha que U NV € conexo por caminhos e
que xo € UNV. Se i e j sao as aplicagoes inclusao de U e V respectivamente em
X. Entao as imagens dos homomorfismos induzidos iy : m (U, x9) = m (X, z0) e

g - m(V,z0) = m (X, xo) geram m (X, x).

Demonstracdo. Veja [23] Teorema 59.1, pag 368. [

O Teoremall.2.33]é um caso especial do famoso teorema de topologia chamado
Teorema de Seifert-Van Kampen, o qual mostra que o grupo fundamental
do espagco X = U UV, quando U NV é conexo por caminhos, ¢ determinado
em termos do grupo fundamental de U e V. Do Teorema [1.2.33| é facil obter o

seguinte corolario.

Corolario 1.2.34. Supor X = U UV, onde U eV sao conjuntos abertos de
X. Suponha que U NV € ndo vazio e conexo por caminhos. Se U e V sdo

simplesmente conexos, entao X € simplesmente conezxo.
Teorema 1.2.35. Sen > 2, a n-esfera S™ € simplesmente coneza.

Demonstracdo. Seja p = (0,0,...,1) € R"™ e ¢ = (0,0,...,—1) o polo norte e
o polo sul de S", respectivamente. Para n > 1, S™ — {p} é homeomorfa a R™.
Defina

f:S"—{p} = R", onde

F@) = @, ) = ——

1— Tt (1'17 c. ,:Cn).

A aplicacao f é chamada a projecao estereografica e observe que f é um
homeomorfismo, pois g : R* — (S™\ {p}) dado por ¢(y) = g(v1,---,Yn) =
()1, - 1Y)y, 1 = t(y)), onde t(y) = i WD

Notar que a reflexdao (z1,...,Zn41) — (T1,...,Tp, —Tpy1) define um homeo-
morfismo de S™ \ {p} com S™\ {q}, entao S™ \ {q} é homeomorfico a R™.

Agora seja U = S" \ {p} e V. = 5"\ {¢} conjuntos abertos em S™, note

, ¢ a inversa de f.

que S™ é conexo por caminhos, pois U e V' sao conexos por caminhos ( por ser
homeomorfos a R™) e tém o ponto (1,0,...,0) € S™ em comum.

Mostraremos que para n > 2, a esfera S™ é simplesmente conexa. De fato,
os espacos U e V sao simplesmentes conexos, pois sao homeomorfos a R”. Além
UNV éigual a S™\ {p,q} que é homeomorfo pela projecao estereografica a

R™ — {0}. Mas, R" — {0} é conexo por caminhos, pois, como a bola aberta B™ é
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homeomorfa a R", entdo B™ \ {z} é homeomorfa a R" \ {0}, onde x € B™. Logo
B™ & conexa, entao B" \ {z} é conexo por caminhos, pois B" \ {z} é conexo e
aberto. Portanto R™ \ {0} ¢ conexo por caminhos e desta forma S™\ {p,q} ¢

conexo por caminhos.

Finalmente, usando o Corolario [1.2.34] temos que m1(S™, xo) = {€x, }- ]
Teorema 1.2.36. O grupo m(X XY,z X yo) € isomorfo a m (X, xo) X 71 (Y, yo)-

Demonstracdo. Sejam p: X XY — X eq: X XY — Y as aplicacoes projecoes.

Se usarmos o ponto base na afirmacao do teorema, induzimos os homomorfismos

pg (X X Y, 29 X yo) = (X, x0)
gy - m(X X Y, 20 X o) — (Y, %0)

Definamos um homomorfismo
¢ m (X XY, 20 X yo) = (X, 20) X (Y, %0)

pela equacao
O(Lf]) = p#(lf]) X a([f]) = [po fI x [go f].

Provaremos que ¢ é um isomorfismo. De fato, a aplicacdo ¢ é sobrejetiva,
pois, seja g : I — X um lago com base em zg e h: I — Y um lago com base em
Yo-

Provaremos que [g] X [h] € um elemento da imagem de ¢. Defina f : [ — X xY
pela equacao

f(s) = g(s) x h(s),
entao f € um laco em X XY com base em xoxyg e ¢([f]) = [pof]x[qof] = [g]x[h].

Vejamos agora que ¢ é injetiva. Suponha que f: [ — X XY é um lago em
X XY com base zg X yo tal que ¢([f]) = [po f] X [¢go f] = |es,] & 0 elemento
identidade. Isto significa que po f ~, e,, e go f ~, e,,. Agora, sejam G e H
as respectivas homotopias de caminhos. Entao a aplicacao F': [ x I — X xY
definida por
F(s,t) = G(s,t) x H(s,t)

¢ uma homotopia por caminhos entre f e o laco constante com base em xy X yo.
Logo o ker(¢) = [ex, X €y]-

Portanto ¢ é um isomorfismo. |
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Corolario 1.2.37. O grupo fundamental do toro T? = S' x St ¢ isomorfo ao

grupo 7. X 7.

Demonstracdo. A demonstracao segue facilmente dos Teoremas [1.2.32] e [1.2.36]

Definicao 1.2.38. O plano projetivo P? é o espaco quociente obtido de S?

identificando cada ponto x de S? com seu ponto antipoda.

Teorema 1.2.39. O plano projetivo P? é uma superficie compacta, e a aplicacao

quociente p : S* — P? € uma aplicacdo de recobrimento.
Demonstracdo. Veja [23] Teorema 60.3, pag 372. n
Corolario 1.2.40. 7(P? y) é um grupo de ordem 2.

Demonstracdo. A aplicacao p : S? — P? é uma aplicacao de recobrimento
pelo Teorema [1.2.39] Pelo Teorema S?% é simplesmente conexo. Sendo
S? simplesmente conexo, entdo pelo Teorema existe uma correspondéncia
biunivoca entre w1 (P2, y) e o conjunto p~1(y). Agora, como p~t(y) = p~L(p(z)) =
{z} U{—x}, entao m(P? y) = Zs. ]

1.2.5 Retracoes, Retracoes de Deformacao e Tipos de Ho-
motopia

Uma forma de obter informacao sobre o grupo fundamental de um espago X é
estudar os espacos de recobrimento de X. Agora mostramos uma outra forma, a
qual precisa do conceito de tipo de homotopia. Isto proporciona um método para
reduzir o problema de calcular o grupo fundamental de um espago ao problema

de calcular o grupo fundamental de algum outro espaco mais familiar.

Definigao 1.2.41. Seja A um subconjunto de X, dizemos que uma retracao de
X em A é uma aplicacao continua 7 : X — A tal que |, ¢é a aplicacao identidade

de A. Se tal aplicacao r existe, dizemos que A é um retrato de X.

Lema 1.2.42. Se A é um retrato de X, entao o homomorfismo de grupos fun-

damentais induzido pela inclusao j : A — X € injetivo.

Demonstracdo. Ser: X — A éuma retragao, entao a aplicacao composicao roj é
igual a identidade de A. Do Teorema [1.2.17, r40jy = (roj)x é o homomorfismo
identidade de (A, a), portanto jx ¢ injetivo.
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Teorema 1.2.43. Nao existe uma retragao de D? (disco em R?) sobre S*.

Demonstracdo.  Se S' fosse um retrato de B?, entdao o homomorfismo jy :
71 (S, 2o) — w1 (B?, x0) induzido pela inclusao j : S' — B? ¢ injetivo, o qual
¢ uma contradicao, pois o grupo fundamental de B? ¢ trivial e o grupo funda-

mental de S! nao é trivial. n
Lema 1.2.44. O grupo fundamental da figura oito é nao abeliano.
Demonstracdo. Veja [23] Lema 60.5, pag 373. ]
Teorema 1.2.45. O grupo fundamental do Bitoro nao é abeliano.

Demonstracdo. A figura oito X é um retrato do Bitoro. Este fato implica
que a inclusdo j : X — (Bitoro) induz um monomorfismo ju : m (X, z9) —
m (Bitoro, xg), logo m(Bitoro,zy) contém um subgrupo nado abeliano, pois a
figura oito tem grupo fundamental ndao abeliano pelo Lema Portanto

m (Bitoro, zy) nao é abeliano. ]

Corolario 1.2.46. A 2-esfera, o toro, o plano projetivo e o bitoro sao topoldgi-

camente distintos.
Demonstracdo. Todos eles tém grupo fundamental diferente. [

Lema 1.2.47. Sejam h,k : (X, z¢) — (Y,yo) duas aplicagoes continuas. Se h
e k sao homotopicos e a imagem do ponto base xo de X permanece fixa em 1y

durante a homotopia, entao os homomorfismos hy e kg coincidem.

Demonstracdo. Pela hipotese, existe uma homotopia H : X X [ — Y entre h e k
tal que H(zo,t) = yo, para todo t € I = [0,1]. Segue que se f é um laco em X

com base em x4, entao a composicao
fid H
IxI™ xxr 8y

é uma homotopia entre ho f e ko f. Além disso, é uma homotopia por caminhos
porque f é um lago em xy e H aplica xg X I em . [

Usando o Lema [1.2.47] , generalizamos um resultado anterior que afirma que
o homomorfismo induzido por la inclusdo j : S' — R? — {0} nao s6 & injetivo ele

também é sobrejetivo. Mais claramente provamos o seguinte teorema.

Teorema 1.2.48. A aplicagdo inclusio j : S — R\ {0} induz um isomor-

fismo de grupos fundamentais.
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Demonstracdo. Seja X = R\ {0} e by = (1,0,...,0). Sejar : X — S" a

aplicacao r(x) Entao, r o 7 é a aplicacao identidade de S™ de maneira

oz
| o |
que (roj)yg =140 ju ¢ 0 homomorfismo identidade de 7(S™, by). Consideremos

agora a composicao j or, a qual aplica X em si mesmo
X s X,

esta aplicacao nao é a identidade de X, mas é homotopica a aplicacao identidade.

De fato, a homotopia por retas H : X x I — X, dada por

Hiz.t) - (1—-t)z+tx

|z

¢ uma homotopia entre a aplicacao identidade de X e a aplicagao j o r. Obser-
vamos que H(z,t) é continua pois |z| # 0. O ponto by permanece fixo durante a
homotopia, ja que |by| = 1. Logo, pelo Lema temos que o homomorfismo
(jor)sx = ju ory ¢ o homomorfismo identidade de 7 (X, by), portanto j induz

um isomorfismo. ™

Definicao 1.2.49. Seja A um subespaco de um espaco topologico X. Dizemos
que A é um retrato de deformagcao de X, se a aplicagao identidade de X é homoto-
pico a uma aplicacao que leva todo X em A e tal que cada ponto de A permanece

fixo durante a homotopia. Isto significa que existe um aplicacao continua
H:XxI—=X,

tal que H(z,0) =z e H(z,1) € A, para todo z € X, e H(a,t) =a Ya € A. A

homotopia H chama-se retracao de deformacao de X em A.

A aplicacdo 7 : X — A definida pela equacao r(z) = H(z,1) é uma retragao
de X em A e H é uma homotopia entre a aplicacao identidade de X e a aplicacao
jor,onde j: A— X é a inclusao.

Teorema 1.2.50. Seja A um retrato de deformacao de X e xqg € A. Entao, a

aplicacao inclusao

J:m(A, xg) = m (X, x0)
induz um isomorfismo de grupos fundamentais.

Demonstracdo. Sejam xzg € A, r : X — A a retracdo de X em A definida pela
equagao r(z) = H(z,1) e H uma homotopia entre a aplicacdo identidade de X

e a aplicacdo jor, onde j : A — X é a inclusdo. Isto significa que existe uma
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aplicacdo continua H : X x I — X tal que H(x,0) = x e H(x,1) € A para cada
re€ XeH(at)=a,Ya€ A Comoid,jor: (X, zg) — (X,x0) sdo aplicagoes
de (X, ) em (X, xg), entdao pelo Lema temos que jy o ry = idy,, onde
idy, € o homomorfismo identidade de m (X, zo). Mas, por outro lado ro j é a
identidade de A, logo r4 o ju = idy,, onde idy, é o homomorfismo identidade
de m (A, xo). Portanto m(A, o) = m (X, o). ]

Definicao 1.2.51. Sejam f: X — Y e g:Y — X duas aplicagoes continuas.
Suponhamos que a aplicacao go f : X — X seja homotopica a aplicacao identi-
dade de X e que a aplicagao fog: Y — Y seja homotdpica & aplicagao identidade
de Y. Entao as aplicacoes f e g chamam-se de equivaléncias homotopicas e cada
uma delas diz-se que é inversa homotopica da outra. E direto comprovar que se
f X — Y é uma equivaléncia homotépica de X com Y e h:Y — Z ¢
uma equivaléncia homotodpica de Ycom Z, entao ho f : X — Z é uma equivalén-
cia homotopica de X com Z. Segue que a relagao de equivaléncia homotoépica é
uma relacao de equivaléncia. Dois espacos topologicos que sao homotopicamente

equivalentes sao ditos possuir o mesmo tipo de homotopia.

Observamos que se A é um retrato de deformacao de X, entao A tem o mesmo
tipo de homotopia que X. De fato, seja j : A — X a aplicacao inclusao a seja
r: X — A a aplicacao retracao. Entao, a composicao r o j é a identidade de A e
a composicao j or é por hipétese homotopico a aplicacao identidade de X.

Vamos a mostrar agora que, dois espagos que tenham o mesmo tipo de homo-

topia tém grupos fundamentais isomorfos.

Lema 1.2.52. Sejam h,k: X — Y duas aplicagdes continuas com h(xzg) = yo €
k(xo) = y1. Se h e k sao homotdpicos, entio existe um caminho o em'Y de yo a
y1 tal que ky = @ o hy. Certamente, se H : X x I —'Y € a homotopia entre h e
k, entdo o € o caminho a(t) = H(xg,t).
Demonstracdo. Seja f: I — X um lago em X com base em xy. Devemos provar
que kx([f]) = a(hg([f])). Esta equagao afirma que [ko f] = [@] % [ho f]*[a], que
é equivalente a
[a] * [ko f] = [ho f]*][a].

E é esta a equacao que vamos a provar.

Para comegcar, consideremos os lacos fo(s) = (f(5),0) e fi(s) = (f(s),1).

Consideremos também o caminho C' em X x I dado pela equacao
C<t) - (1’0, t)v
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entdo, Hofo=hofeHofi=K=kofe HoC(t) = at).
Seja F': I x I — X x I a aplicacao F(s,t) = (f(s),t). Consideremos os

seguintes caminhos em [ x I os quais se movimentam pelos quatro lados de I x [;

Bo(s) = (s,0) e Bi(s)=(s,1)
ap(t) = (0,t) e aq(t) = (1,1),

entdo, FoBy= fo, FoBy=f1, Foayg= Foa; =C. Os caminhos By * a; e
ap* By sdo caminhos em I x I de (0,0) a (1,1). Como I x I é convexo, existe uma
homotopia de caminhos G entre eles, entao F o G ¢ uma homotopia de caminhos
em X X [ entre foxC e Cx fi. Assim, H o (F o) é uma homotopia de caminhos

em Y entre

(Hofy)x(HoC) = (hof)xa e
(HoC)*(Ho f1) = ax(kof)

como desejamos. m

Um corolario imediato do Lema [[.2.52 é:

Corolario 1.2.53. Sejam h,k : X — Y aplicagoes continuas homotdpicas satis-
fazendo h(xy) = yo e k(xg) = y1. Se hy € injetiva, sobrejetiva ou trivial , entdo

ky também é.

Corolario 1.2.54. Seja h : X — Y wma aplicagao. Se h é homotopicamente

nula, entao hy € homotdpicamente trivial.

Demonstracdo. A aplicacao constante induz o homomorfismo trivial, logo a con-

clusao segue do Lema [1.2.52 [

Teorema 1.2.55. Seja f: X — Y uma aplicagcio continua com f(xg) = yo. Se

f € uma equivaléncia homotépica, entao

fo:m(X,20) = m (Y, 90)
€ um isomorfismo.

Demonstracdo. Seja g :Y — X uma inversa homoto6pica para f. Consideramos as
L f f

aplicacdes (X, z0) = (Y, y0) = (X, 21) = (Y, 41), onde 21 = g(x0) e y1 = f(z1).
Temos os homomorfismos induzidos por f relativos aos pontos base tal como

se mostra no diagrama
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(ffvo)#

(X, 20) ——T—m1 (Y, %0)
9#

771(X,961)M>7T1(Y791)

Mas, go f : (X,z9) — (X, 1) é por hipétese homotdpico a aplicacao iden-
tidade, e pelo Lema [1.2.52] existe um caminho o em X de zy a x; tal que
(go f)y = do(idx), = &, onde idx ¢ a identidade de X. Logo gy o (fi,)u = &
é um isomorfismo. Analogamente, dado que f o g é homotopico a aplicacao iden-
tidade iy, o homomorfismo (f o g)x = (fz,)# © g € um isomorfismo.

Do fato que g4 o (fz,) 4, € um isomorfismo, temos que gx é sobrejetivo e do
fato que (fz,)x © gx ¢ um isomorfismo, temos que gz ¢ injetiva. Logo, gx ¢ um
isomorfismo. Segue que (f.,)4 = (g4)~ ' o &, portanto (f,,)4 é um isomorfismo,

pois é a composicao de dois isomorfismos. [

1.2.6 Teorema de Seifert-Van Kampen

Voltemos agora ao problema de determinar o grupo fundamental de um es-
paco X que pode ser escrito como a uniao dos subconjuntos abertos U e V
que tém intersecao conexa por caminhos. Provamos no Teorema que se
rg € U NV, as imagens dos grupos m (U, xg) e m(V,x0) em m (X, xg), pelos
homomorfismos induzidos pela inclusao, geram o (X, zg). Nesta subse¢ao pro-
varemos que 71 (X, zg) estd completamente determinado por m (U, z¢) , m1(V, x),
m (U NV, zy) e os homomorfismos entre estes subgrupos induzidos pela inclusao.
Este ¢ um resultado basico sobre grupos fundamentais. Nos permitira calcular os
grupos fundamentais de numerosos espacgos, incluindo as variedades compactas

de dimensao dois.

Teorema 1.2.56 (Teorema de Seifert-Van Kampen). Seja X = U UV, onde
U eV sao abertos em X, assuma que U, V.U NV sao coneros por caminhos.
Seja xg € UNV e H um grupo, se ¢1, s sao homomorfismos e 11,19, j1, jo SGO

homomorfismos inclusao indicados no diagrama

T (Uv $0)

\

7T1(UﬁV, fo)*»WﬂX, :Eo) ,,,,,,,,,,,, ¢ ——i




tal que ¢ o iy = Py 0 is, entao existe um unico homomorfismo ¢ : m (X, xg) = H

tal que ¢po j1 = Py € ¢ o jo = ¢g. No sentido algébrico
7T1(X7 xo) = 7T1(U7 $0) ¥ (UNV,z0) 7T1(V, $0)~
Demonstracdo. Veja [23] Teorema 70.1, pag 426. [

Corolario 1.2.57. Assuma as hipoteses do Teorema de Seifert-Van Kampen. Se

UNYV é simplesmente conexo, entao existe um isomorfismo
k:m (U, x) x m(V,x0) = m (X, o).

Exemplo 1.2.58. Calculamos o grupo fundamental do sequinte espaco X.

a

A

Figura 1.1: Espaco X

Seja a um ponto interior de A e b é um ponto interior de B. Escreva X
como a unido dos conjuntos abertos U = X \ {a} e V. = X \ {b}. O espaco
UNV = X\ {a,b} & simplesmente conexo, pois este é contratil. Além disso,
U e V tém grupo fundamental ciclico infinito , pois U tem o mesmo tipo de
homotopia de BUC e V tem o mesmo tipo de homotopia de A U C. Portanto,
pelo Corolario [1.2.57] o grupo fundamental de X é o produto livre de dois grupos

ciclicos infinitos.

1.2.7 Teorema de Classificacao Das Superficies Compactas

e Conexas

Nesta subsecao mostraremos a classificacao das superficies compactas e co-
nexas com bordo ou sem bordo (fechadas), além disso explicitaremos o grupo

fundamental de uma superficie compacta com bordo ou sem bordo (fechada).

Definicao 1.2.59. Sejam M, M; e M, n-variedades conexas, se existem B]' C
Int(Ml) (Z = 1,2) e imersoes hz : Rz — M (Rz = Ml — ]nt(an)) com h1<R1) N
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hQ(Rg) = hl(aB?) = hg(aBg) (Z = 1,2) e M = hl(Rl) U h2(R2) entao dize-

mos que M é uma soma conexa de M; e My, e denotamos M = M;# M.
M,y Mo

Ry = M, —Int(BY) @ @ Ry = My—Int(BY)

h1 (Rl) N h2 (RQ) - hl (83?) - hz(@Bg)
M = h1(R1) U hsa(Rs)

>
)—l
imersao
>
)

-
=
D
—
%
&
o

Notacao: M = M;#M,
Figura 1.2: Soma conexa de M; e M,
Exemplos 1.2.60. O Bitoro é suma coneza de dois toros.
Teorema 1.2.61. Todo superficie M compacta , fechada e conexa é homeomorfa
a:

(i) A esfera S? com caracteristica de Euler igual a x(S*) =2, ou

g—vezes

(it) A soma conexa S, = T2HT? .. #T?% de g toros, com g > 1 e caracteristica de

Euler igual a x(S,) =2 — 2g, se M € orientdvel, ou

g—vezes

(i17) A soma conexa N, = ?32#1:’2 . ..#PE de g planos projetivos, com g > 1 e
caracteristica de Euler igual a x(Ny) =2 — g, se M € nao orientdvel.
Em termos de apresentagdes dos grupos fundamentais temos que w1 (M) € um

dos sequintes grupos:

1) m(5%) =1;
g

2) m(Sy) = (a,...ag,b1...by | H[aj,bj]), parag > 1;
j=1

3) m(Ng) = (a1,...aq4 | ai...a2), parag > 1.

Demonstracdo. Veja [23] Teorema 74.3 e Teorema 74.4, paginas 452-453. ]
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Observacao 1.2.62.

1) O numero g € chamado o género da superficie orientdvel S, ou da superficie

nao orientdvel Ny.
2) Denotamos a esfera com r componentes de bordo por Sp,.

3) Denotamos a superficie orientdvel Sy com g > 1 e r componentes de bordo por
Sg.r-

4) Denotamos a superficie nao orientdvel N, com g > 1 e r componentes de bordo

por Ng.,.

Agora generalizando o teorema anterior para superficies compactas conexas

com bordo temos o seguinte teorema.

Teorema 1.2.63. Toda superficie compacta, conexa M com r componentes de
bordo € homeomorfa a:
1) So, com r >0 e caracteristica de Euler x(So,) =2 —r, ou
2 Sy, com g > 1,17 >0 e caracteristica de Euler x(S,,) =2 —2g9—1, se M €
orientdvel , ou
3) Ny, comg>1,r>0 e caracteristica de Euler x(N,,) =2—g—r, se M nao
é orientdvel.

Em termos da apresentagoes dos grupos fundamentais temos que w1 (M) é um

dos seguintes grupos;

a)mi(Sor) = (S1,...5 | Hsi>;
i=1

g T

b)m1(Sgr) = (a1, ag, by g 51, | [ lag. 0 [ [ 50)s
=1 =1
g Tj
c)m1(Ng,p) = (a1, ...ag,81...5 | ai || si).
j=1 i=1

Demonstragdo. Citar [2] pag 113, Teorema 26.9. Além disso, fazendo em a) uma
transformacao de Tietze, ou seja, colocando em evidencia s,, temos que 7(Sy,.) é
um grupo livre de posto r — 1. Da mesma forma fazendo a mesma transformacao
de Tietze em b) e ¢) obtemos que 7(S,,) e 7(N,,) sdo grupos livres de posto

2g+1r—1e g+ r — 1 respectivamente. ]
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1.3 - Algumas definicoes e Resultados Importantes

sobre 3-variedades

Nesta secao daremos a conhecer as distintas caracteristicas de uma 3-variedade,
assim como alguns Teoremas e Lemas sobre 3-variedades primas, ressaltando en-

tre todos eles o Teorema de Decomposicao Prima de Kneser-Milnor.

Defini¢do 1.3.1. Uma n-variedade (com bordo o sem bordo) M é um espago de
Hausdorff com base enumeravel tal que cada ponto x € M tem uma vizinhanga
U, homeomorfa a um aberto de R ou a um aberto de H" (o semiespaco superior
fechado de R")

H" = {(z1,...,2,) € R" |z, > 0}.

O conjunto de todos os pontos x € M os quais s6 possuem vizinhancas home-
omorfas a H" constituem o bordo de X. O bordo de M é denotado por OM. Se

o bordo de M é vazio, entao M é uma variedade sem bordo.

A definicao do bordo de uma variedade nem sempre coincide com a defini¢ao
de bordo de um espaco topologico. Por exemplo, a variedade M = D™ considerada

como uma variedade nao tem bordo mas como um subespaco de R™ tem bordo

St

Teorema 1.3.2 (Teorema de Alexander). Cada 2-esfera imersa em R? € fronteira

de uma 3-bola B> imersa em R3.
Demonstracdo. Veja [10] Teorema 1.1, pag 1. [

Definicao 1.3.3. Dizemos que uma superficie S compacta e conexa é propri-

amente imersa em uma 3-variedade M, se OM NS = 90S.

Definicao 1.3.4. Seja M uma 3-variedade e S uma superficie compacta e conexa
imersa em M, dizemos que S é uma superficie de 2-lados em M, se S esté
propriamente imersa em M e existe uma imersao h : S x [0,1] — M tal que
h(z,0) = = paracadax € S, h(0S x[0,1]) C OM e h(S x[0,1]) ¢ uma vizinhanca
de S em M.

Definicao 1.3.5. Uma 3-variedade conexa M é uma 3-variedade prima, se
M ~ Ml#MQ, entao M1 = SS ou M2 = SS.
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Exemplos 1.3.6. S® ¢ uma 3-variedade prima. Com efeito, seja S® = M# My,
onde My \ S* e My \ S? tém uma componente de bordo homeomorfo a uma 2-
esfera S?. Logo, pelo Teorema uma 2-esfera S? limita uma 3-bola B3, o
qual implica que My = S3, ou My = S3.

Definigcao 1.3.7. Uma 3-variedade M ¢ dita irredutivel se cada esfera S*> ¢ M
limita uma 3-bola B3 C M.

Exemplos 1.3.8. R? ¢ uma 3-variedade irredutivel, pelo Teorema de Alexander
(Teorema[1.5.9).

Teorema 1.3.9. Seja M uma 3-variedade conexa. M é uma 3-variedade prima
se, e somente se, M ¢é irredutivel, ou é o fibrado orientdvel de S? sobre S*(S5%xS1),

ou € o fibrado nao orientdvel de S* sobre S*.
Demonstracdo. Veja [I3] pag 19, ou [11] Lema 3.13 pag 28. m

Definicao 1.3.10. Uma 3-variedade M & P2*-irredutivel, se M ¢ irredutivel e

M ndo contém um plano projetivo P? de dois lados.

Lema 1.3.11. Se M #My é uma decomposi¢cao em soma conexa de uma 3-

variedade conexa M, entao
7T1<M) = 7T1(M1) X 7T1(M2)
Demonstracdo. Veja [I1] Teorema 3.2, pag 25. m

Definicao 1.3.12. Uma superficie conexa S imersa numa 3-variedade M ¢ dita
compressivel se S ¢ homeomorfa a uma 2-esfera S? e S ¢ o bordo de uma
variedade homotopica a uma 3-bola B em M. Caso contrario S ¢ dita incom-

pressivel.

Definicao 1.3.13. Dizemos que uma 3-variedade M tem bordo incompressi-
vel, se cada componente F' do bordo de M ndo é S? nem um plano projetivo
e o homomorfismo iy : m(F) — m (M) é injetivo, onde iy é o homomorfismo

induzido da inclusao de F em M.

Exemplos 1.3.14. e Seja D? um disco, D?> x S é uma 3-variedade que nao
tem bordo incompressivel, pois w1 (D* x SY) = Z, Além disso, o bordo de

D? x S é um toro com grupo fundamental Z x Z. Mas, Z X Z & Z.

o T?x[0,1] € uma 3-variedade com bordo incompressivel toral nao vazio (bordo

formado por toros).
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Definicao 1.3.15. Seja M uma 3-variedade com bordo nao vazio, uma superficie
orientavel S (ndo necessariamente imersa) em M é chamada de bordo paralelo

se m1(5) ¢ conjugado de um subgrupo de m(9yM), onde 9yM ¢é uma componente
do bordo de M.

Definicao 1.3.16. Uma superficie fechada imersa numa 3-variedade M é cha-

mada de essencial, se é incompressivel e nao é de bordo paralelo.

Definicao 1.3.17. Uma 3-variedade M irredutivel é chamada atoroidal, se cada
toro T? incompressivel em M tem grupo fundamental 7 (T?) sendo o conjugado
de um subgrupo de 71 (9yM), onde dyM é uma componente do bordo de M, ou
seja, cada toro T? incompressivel em M ¢ de bordo paralelo. No caso que OM = ()

, M diz-se atoroidal se 7;(M) nao contem Z x Z.
Exemplo 1.3.18. D? x S ¢ uma variedade atoroidal.

Definicao 1.3.19. Uma 3-variedade compacta M é chamada uma Variedade
de Haken, se M ¢ P%-irredutivel e contém uma superficie incompressivel de dois

lados .

Teorema 1.3.20 (Hempel-1976). Seja M uma 3-variedade compacta, P?-irredutivel
com bordo (possivelmente vazio). Se w (M) tem o primeiro numero de Betti po-

sitivo, ou seja b(m (M)) > 0, entdo M € uma variedade de Haken.
Demonstracdo. Veja [I1] Lema 6.6, pag 62. [

Teorema 1.3.21 (Teorema de Decomposi¢ao Prima de Kneser(1928)-Milnor(1962)).
Uma 3-variedade M compacta e conexa pode ser escrito como uma soma co-
nexa M = Mi#M;...#M,, onde cada M; é uma variedade prima, compacta

e conera. Se M = My#...#M, = M;# ... M}, 6 entao n = m e depois de
um reordenamento M; é homeomorfico a M}, para v = 1,...,n. Além disso,

T (M) =m (M) *...m(M,).

Demonstracdo. Veja [II] Teorema 3.15, pag 31 ou [21] pag 1-7. m

1.4 - 3-Variedades Hiperboélicas

Nesta se¢do definiremos uma 3-variedade hiperbolica com bordo (possivel-
mente vazio), além disso daremos a conhecer os Teoremas e Corolarios sobre 3-
variedades hiperbélicas que usaremos no desenvolvimento do trabalho, por exem-

plo o Teorema de Rigidez de Mostow-Prassad-Marden.
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1.4.1 O Espaco H?, o Modelo da Bola Unitaria e Transfor-

macoes de Mobius

Existem dois modelos classicos para espacgos hiperboélicos. Primeiramente,

temos 0 modelo do semiespaco superior, que consiste do aberto
H® = {(x1, 3, x3) | 25 > 0},

de R3 munido da métrica hiperbolica

dx? + dx3 + dx?
> .
E

ds]?_ﬂ:; =

As geodésicas da 3-variedade H* = (H?, dsZ;) sdo retas e os semi-circulos (no
sentido euclidiano usual destes termos) ortogonais ao hiperplano R? = {(zy, 9, 73) €
R3|z3 = 0}. O segundo modelo ¢ 0 modelo da bola Unitaria (ou modelo

de Poincaré). Trata-se do aberto
B? = {(21, 29, 23) | Z0_ 27 < 1}
de R?® munido da métrica hiperbolica

4(dz3 + dzd + dx?)
(1 -3, :)°

Denotamos R3 U {oco} como R3. Uma similaridade S de R® ¢ dada por

dS2Bg =

S(p)=X-Ap+b (A>0, A€ O(3),be R,

onde O(3) é o grupo das transformagoes ortogonais de R3. Temos que S(c0) = 0o
e S é um automorfismo de R3. Defina J por

J(p) = # J(0) = 00, e J(00) = 0.

Observamos que J : R?* — R3 ¢ também um automorfismo, o qual chamamos

de reflexdao fundamental de R3.

Definicao 1.4.1. A transformacao de Mdobius de R3 ¢ um automorfismo
preservando orientagao de R3 obtida como uma composicao de um numero finito
de similaridades e reflexoes fundamentais. O conjunto destas transformacoes é
denotado por Mob(R?).

Exemplos 1.4.2. Uma similaridade S de R® e uma reflexdao fundamental J de

R3 sao exemplos claros de transformagoes de Mobius.
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Da definicao, é facil mostrar que qualquer transformacgao de Mobius aplica
esferas e planos em esferas e planos respectivamente .
Para um subconjunto £ em 1@3, denotamos por M6b(FE) o conjunto de todas

as transformacoes de Mdébius que preservam E, ou seja,
Méb(E) = {T € Mb(R®) | T(E) = E}.

Denotamos por Isom™(H?) o grupo de todos os automorfismos preservando

orientacao de H? que sao isométricos com respeito & métrica hiperbolica.
Teorema 1.4.3. [som™ (H?) é identificado com Mdb(B?).

Demonstracdo. Veja [20] Teorema 1.7, pag 19. [
A bola unitaria em R?® pode ser transformada em H? por uma transformacao
de Mgbius. Por exemplo, seja e = (0,0,1) € R?, definimos um elemento ¢ €
Méb(R3) por
e(p) =e+2J(J(p) —e).

Entao, temos que p(B3) = H3 e ¢ é chamada a projegdo estereografica em

3-dimensoes. Pela definicao do espaco H?, o grupo de transformacoes de Mobius
Mob(H?) = oMob(B*)p™*,

qual preserva H?, pode ser identificado com Isom™(H?). O espago H? é impor-

tante pois temos a seguinte representacao de Mob(IH?).

Teorema 1.4.4. Identificamos Mdb(H?) com o grupo das transformacoes lineares

fraccionarias ;
az +
Mob = b,c,d d—bc=1
ob {cz+d|a’ ,c,d e C, ad — be }
e portanto com
SLy(C)
PSL = .
S 2<(C) {:I:]}

Assim, Isom™(H?) pode ser identificado com Mob, Mob(B?) ou PSLy(C)

Demonstracdo. Veja [20] Teorema 1.8, pag 20. [

1.4.2 Variedades Hiperbdlicas sem bordo

Nesta subsecao daremos a definicao das variedades hiperbolicas sem bordo e
mostraremos que elas podem ser expressadas como espagos quocientes do espaco

hiperboélico H? com um grupo Kleiniano.
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Definicao 1.4.5. Uma 3-variedade M conexa sem bordo é chamado uma Vari-
edade Hiperbdlica se ela tem uma familia (atlas), {(U;, f;)};es que satisfaz as

seguintes condicoes:
(1) Cada Uy é um subconjunto aberto de M e {U;} recobre M;
(2) Cada f; é um homeomorfismo de U; em H?;

(3) Se Uy; = U, NU; é nao vazio, entdo este é conexo e

fri=feo £t fi(Urs) = fr(Usj)

é um difeomorfismo preservando a orientacao, o qual preserva a métrica

hiperbolica.

Cada fg; na condi¢ao (3) da Definicao resulta ser a restricao de um

elemento de Tsom™*(H?) a f;(Uy;), qual pode ser visto na seguinte proposi¢io.

Proposicao 1.4.6. Um homeomorfismo isométrico preservando orientacao de
um dominio D de H? em H? € necessariamente a restricio de um elemento de
Isom™(H3) a D.

Demonstracdo. Veja [20] Teorema 1.10, pag 24. ]

Definicao 1.4.7. Dada uma 3- variedade conexa diferenciavel X e um subgrupo
G do grupo de difeomorfismos Dif f(X), dizemos que um espago Hausdorff conexo

M é uma (G, X)-variedade, se existe uma familia (Uj, ;). ; qual satisfaz:
(1) Cada U; é um subconjunto aberto de M e {U,};c; recobre M;
(2) Cada f; é um homeomorfismo de U; em H?;
(3) Se Uyj = UpyNU; é nao vazio, entdo este é conexo e fi; = f 0 fj’1 é a restricao

de um elemento de G & f;(Uy;).

Pela Proposicao [1.4.6] podemos dizer que as Variedades Hiperbolicas sao va-
riedades modeladas geometricamente pela geometria hiperbolica (Iso™ (H?), H?),

ou seja, uma variedade hiperbolica é uma (Isom™(H?), H?)—variedade.

Definicao 1.4.8. O terno (M;, w, Ms) das 3-variedades hiperbolicas M, M, e
uma aplicagao m : M; — M, é chamada o recobrimento de M5, se para
qualquer ponto p em M,, existe uma vizinhanca U de p tal que m, : V — U, a

restri¢do de m a cada componente V' de 7~1(U), é um homeomorfismo sobrejetor
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qual preserva a orientagao e a métrica hiperbdlica. Entao, M; é chamado uma
variedade recobrimento de M; e w é a projecao recobrimento. Quando M; é

simplesmente conexa, (My,w, Ms) é chamado um recobrimento universal.

Definicao 1.4.9. Para uma variedade hiperbdlica M, a aplicagcao desenvolvi-
mento, ¢ a aplicacao p : M — H3 de um recobrimento universal M de M a um
espaco hiperbolico, tal que para qualquer aberto simplesmente conexo U de M e

qualquer homeomorfismo f de U em H?,
por o fTh: f(U) = H
¢ a restri¢gao de algum elemento de Isom™(H?) a f(U).

Teorema 1.4.10. Para qualquer 3-variedade hiperbolica M, existe uma aplicagao
desenvolvimento p : M — H3. Quando M € uma variedade completa, p é um

homeomorfismo sobrejetor e determinado de maneira inica por um elemento de
Tsom™ (H3).

Demonstracdo. Seja (J\//T,W, M) um recobrimento universal de M, fixamos um
ponto p de M e escolhemos uma coordenada local (U, f) que contém m(p) = p.

U denota a componente de 7~ 1(U) contendo p e definimos :
pﬁ:foﬂzﬁ%H?’.

E facil verificar que pp ¢ uma isometria local. Agora observamos que p; pode
ser extendido ao longo de qualquer caminho de p definindo assim uma isometria
p: M — H?3, pois Mé simplesmente conexa. Pela Proposicao m temos que p
é uma aplicacao desenvolvimento .

Por outro lado, quando M é completo, M é também completo e o terno
(]\/4\, p,H?) ¢ um recobrimento. Como H? ¢ simplesmente conexo, entdo p é um
homeomorfismo. [

Pela Teorema podemos sempre identificar qualquer recobrimento uni-

versal de uma 3-variedade hiperbolica completa com H?.

Grupos Kleinianos

Nesta subsecao observaremos que uma 3-variedade hiperbélica completa N
pode ser reconstruida como um espago quociente H? /T, onde T' ¢ o recobrimento
universal do grupo de transformagdes do recobrimento universal (H?, pr, M), que

¢, por defini¢cdo, o grupo de todos os automorfismos v de H? tal que satisfaz

pr oy = pr.
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Proposicao 1.4.11. O grupo de transformacoes I' do recobrimento universal de

uma 3-variedade hiperbolica M satisfaz as sequintes condicoes:
(1) T é um subgrupo de Isom™(H?) e € isomorfo ao grupo fundamental m (M );

(2) Para qualquer dois pontos p e q em H?, a condig¢ao pr(p) = pr(q) ¢ equiva-
lente a condicao que existe v € I' que satisfaz v(p) = q;

(3) Para qualquer ponto p em H?, podemos encontrar uma vizinhanga U de p
que satisfaz v(U)NU = 0, para qualquer v € T'\ {id}. Em particular, cada

elemento de vy, exceto a identidade, ndao tem ponto fivo em H3.

Demonstracdo. Veja [20] Proposigao 1.14, pag 26. [
Obtemos um isomorfismo p : (M) — Isom™(H?) cuja imagem ¢ o grupo de
transformacoes do recobrimento universal I'. A aplicacao p é chamado represen-

tacdo de holonomia de (M)

Proposigao 1.4.12. Se um subgrupo T de Isom™ (H?) satisfaz a condicao (3) da
Pmposigdo 0 espago quociente H3 /T é considerado como uma 3-variedade
hiperbolica completa. Em particular, para a imagem I' da representacao de holo-
nomia do grupo fundamental da 3-variedade hiperbolica completa N, temos que

H3 /T ¢ isometricamente equivalente o N.

Demonstracdo. Veja [20] Proposigao 1.14, pag 26. m
E conhecido que, para um subgrupo I' de Isom™ (H?), uma condicdo suficiente
para o espaco quociente N = H? /T seja Hausdorff ¢ que T age sobre H? de modo

propriamente descontinuo.

Definigao 1.4.13. Seja I' um subgrupo de Isom™ (H?), dizemos que I' age sobre
H? propriamente descontinua se, para qualquer compacto K em H? existe

uma quantidade finita de elementos y de I' que satisfazem v(K) N K # (.

Agora definimos grupos Klenianos, os quais sao usados no Teorema [1.4.20
para provar que uma variedade hiperbolica é expressada como o espaco quociente

de H? por um grupo Kleiniano livre de torcao.

Definigao 1.4.14. Um subgrupo I de Isom™ (H?) é chamado um grupo Kleini-
ano se I' age sobre H* de modo propriamente descontinua. Com as identificacoes
de I'som™(H?) com Mob, Mob(B?), Méb(H?) e PSLy(C), os subgrupos corres-

pondentes a estes grupos sao chamados grupos Kleinianos.
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Lema 1.4.15. Para um subgrupo T' de Isom™ (H?), as sequintes dois condig¢oes

sao equivalentes:

(1) T satisfaz a condi¢ao (3) da Proposi¢io |1.4.11];

(2) T age sobre H? de modo propriamente descontinua e nenhum outro elemento

diferente da identidade tem um ponto fizo.

Demonstracdo. Veja [20] Lema 1.15, pag 27. [

Portanto a imagem I' da representacao de holonomia do grupo fundamental
de uma 3-variedade hiperbdlica completa M é um grupo Kleniano. De agora em
diante, chamaremos a I' um modelo Kleiniano de M.

Agora classificaremos os elementos dos grupos Kleinianos.

Definicao 1.4.16. Qualquer elemento v # id de M6b pode ser transformado por

conjugacao a:
(1) 7(z) =2+ 1ou
(2) (z) =Xz (A e C—{0,1}).

Chamamos ao conjugado de v em (1) parabélico, a (2) com |A| = 1 eliptico, e
a (2) com A > 1 hiperbdlico. Além disso, também chamamos ao conjugado de
v em (2) com |A| # 1 de loxodromico.

Esta classificacao pode ser expressa em termos de pontos fixos, tal como ve-
remos na seguinte proposicao. A partir de agora a esfera no infinito de H? é

denotado por S*°.
A proposicao e o corolario seguinte sao consequéncias da Definicao [1.4.16

Proposigao 1.4.17. Um elemento v # id de Isom™(H?) é parabdlico, lozodro-
mico o eliptico se, e 50 se, o nimero de pontos fixzos em H3 U S™® ¢ uma, dois, ou
infinito respectivamente. Além disso, v tem um ponto fizo em H? se, e somente

se, v € eliptico.

Corolario 1.4.18. Um elemento v de um grupo Kleiniano tem ordem finita se,

e somente sé, vy tem um ponto fivo em H?.

Definicao 1.4.19. Dizemos que um grupo I' é livre de torcao se I' nao tem

elementos de ordem finita diferente da unidade.
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Portanto pelo Lema [1.4.15(temos que o modelo Kleiniano [' de uma variedade
hiperbolica completa é livre de tor¢ao. Somando todas a consideracoes anteriores,

no6s obtemos o seguinte teorema fundamental:

Teorema 1.4.20. Para qualquer 3-variedade completa hiperbdlica M, temos que
existe um grupo Kleiniano livre de tor¢io T tal que M = H3/T. Tal T € tnico,
salvo conjugagdao por elementos de Isom™(H?3). Reciprocamente, para qualquer
grupo Kleiniano livre de torcao T, M = H3/T" é uma 3-variedade hiperbolica

completa.

O seguinte Corolario é dado no artigo de Peter Scott ( Veja [26], Corolario
4.6, pag 449 ).

Corolario 1.4.21. Seja M uma 3-variedade sem bordo com estrutura Hiperbo-
lica, ou seja, M é uma 3—variedade Hiperbdlica. Entao m (M), ndo contém um

subgrupo isomorfo a Z X 7.

1.4.3 Variedade hiperbélica Com Bordo

Nesta subsecao introduziremos a definicao de uma variedade hiperbolica com
bordo (possivelmente vazio). Além disso, mostraremos teoremas que serao fatos
muitos importantes para demonstrar que o grupo fundamental de uma variedade
hiperbélica completa de volume finito com bordo nao vazio nao é residualmente

livre.

Definicao 1.4.22.

1) Uma 3-variedade compacta M com bordo (possivelmente vazio) é chamada de
hiperbélica se seu interior admite uma estrutura de uma variedade hiperboélica,

ou seja, int(M) é uma (isom™ (H?), H3)-variedade.

2) Uma 3-variedade hiperboélica com bordo (possivelmente vazio) tem volume

finito se seu interior tem volume finito.

3) Uma 3-variedade hiperbolica com bordo é completa se seu interior admite uma

meétrica completa.

Teorema 1.4.23. Seja M ¢é uma 3-variedade hiperbolica completa. entao, M
tem volume finito se, somente se, M nao tem bordo ou tem bordo toral (isto € as

componentes do bordo de M séio toros).

Demonstracdo. Veja [30], Teorema 5.11.1, pag 116. n
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Teorema 1.4.24 (Teorema de Rigidez de Mostow-Prasad-Marden). Se M; e M;
sGo S-variedades hiperbdlicas compactas (possivelmente com bordo nao vazio) com
volume finito e completas, entao qualquer isomorfismo de grupos fundamentais

¢ m(My) — m(Ms) € induzido por uma unica isometria entre My e Ms.
Demonstracdo. Veja [30] Teorema 5.7.1. pag 101. ]

Corolario 1.4.25. Se M ¢ uma variedade hiperbdlica , entao o grupo de automor-

fismos externos Out(m(M)) é um grupo finito isomdrfico ao grupo de isometrias

de M.
Demonstracdo. Veja [30] Corolario 5.7.4. pag 101. m

Lema 1.4.26. Seja M uma 3-variedade hiperbdlica. Se T?(Toro bidimensional)

¢ uma uma componente do bordo de M, entio m(T) é um subgrupo malnormal

de m(M).

Demonstracdo. Veja [§] Lema 3.4, pag 28. n

1.5 - 3-Variedades Fibradas De Seifert

1.5.1 Orbifolds

Uma Orbifold ¢ um espaco topologico, localmente dado pelo quociente de R”
(ou aberto de R™) pela acdo de um grupo finito. Trata-se de uma generalizagao
do conceito de variedade. Nesta subsecao estudaremos as Orbifolds com énfase
no caso bi-dimensional. Orbifolds de dimensao dois aparecem como o espaco de
fibras, ou seja, o espaco obtido quando identificamos cada fibra a um ponto, de
uma variedade fibrada de Seifert de dimensao trés, conforme veremos na subse-
cao seguinte. Nosso trabalho serd basicamente entender os tipos de Orbifold de

dimensao dois.

Definicao e Propriedades

Definicao 1.5.1. Uma orbifold O de dimensao n é um espago topolégico Xp,
dito espago subjacente de O, juntamente com uma cobertura {U;};cr, I con-
junto de indices, por abertos de Xp, e um conjunto de pares (U;, ¢;), i € I, ditos
cartas de O, onde

i - Ui — Uy/T;
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¢ um homeomorfismo entre o aberto U; C X, e 0 quociente (Z/Fi, onde I'; é um
subgrupo finito de O(n) (grupo de matrizes ortogonais de orden n x n) agindo
no aberto U; C R™. Além disso, {Ui}ier, dito um atlas de O, tem a seguinte

propriedade: sempre que U; C Uj, 7, j € I, existe um homomorfismo injetor
Q/Jij : Fz — Fj

e uma imersao

(gij : le — Uj
eqliivariante em relacao a v;;, ou seja,
Gij (7 - w) =i (v - dij(u)),Vy € T, Yu € U

e o seguinte diagrama comuta:

~ 5” ~

Y ¢ij = az'j/ri _ v
Ui/T — U; [ (L)

@i U;/T;

U; ¢ i Uj

onde i : U; — U; é a inclusao.

Se todas as imersoes v;; forem suaves, a Orbifold é dita suave. Para definir
uma Orbifold com bordo, permitimos simplesmente que cada U; seja aberto de
H" = {(x1,...,X,) € R"|z, > 0}. O bordo da orbifold O ¢ definido por

00={pe0O|Fiel, comp:<b;1(xi),xieﬁim8]l{[”}.

Os conjuntos abertos e os conjuntos fechados de uma Orbifold sao conjun-
tos abertos e conjuntos fechados do seu espaco subjacente. Logo, uma orbifold é
compacta ou conexa quando o seu espago subjacente assim o for. Uma orbifold
sem bordo (mas possivelmente com espago subjacente com bordo), compacta e
conexa ¢ dita fechada.

Convencao: Suporemos que todas as Orbifolds sao conexas e suaves.

Para entendermos melhor a Definicao Consideremos o seguinte exemplo:
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Exemplos 1.5.2. Seja inteiro > 1. A gota de ldgrima (de ordem q) €
uma Orbifold com espaco subjacente S? e um atlas como se seque. Fize um
ponto p € S%. Cubra S? com abertos Uy ... U, conforma & Figura[1.3, Considere
Uyj =U;NU; e Uy = UyNU; N Uy, sempre que essas interse¢oes forem nao

vazias. Temos entao um atlas com cartas

¢i Ui = Uy/T;

iy Uy — Uy /T, i< j

ik : Uige = Uije/Tigry 1 < j <k,
onde todos os (7275, (72-’1-3 e ﬁlfjks sao discos e todos os I'y's, T'is e I'ijp's sao
grupos triviais exceto I'y, que é o grupo Z,, gerado por uma rotagdo, de um
dngulo de 2m/q, em torno de ¢~ (p) € [71. A Figura tlustra o diagrama da
Defini¢ao [1.5.1] para U1s C Uy no caso g = 4. Observe que p é uma singularidade
dessa Orbifold. Trataremos das singularidades das Orbifolds de dimensao dois na

ProTima Secao.

Uy
U, U
4
P
VISTO VISTO
DAQUI U DAQUI
Uy Uy
Us Us

Figura 1.3: Abertos do atlas da gota de lagrima.

Singularidades de Orbifolds de dimensao dois

Sejam O uma orbifold n-dimensional e {(U;, ¢;) }ier, ¢i : Ui — UZ/FZ as cartas

de O. Dadoz € O, T, = ﬂ I'; € chamado de grupo de is6tropia de .
zeU;
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ZIIQ /\
% C > /
id
y
B Ul/U)121 I'i2)
U2 /T2
Ui
A
v
m g """
T h
Ui

C — &

Figura 1.4: Troca de cartas do Exemplo [1.5.2]

Definig¢ao 1.5.3. O conjunto ¥p = {z € O|I', # 1} é o singular locus de uma
orbifold O n-dimensional. Um ponto z € O é chamado ponto singular de O, se

I', # 1, caso contrario x é ponto regular.

Sejam O uma Orbifold bi-dimensional e x € O, dado que I', é um subgrupo
finito de O(2), entao I'; tem 4 possibilidades:

1) I, =1.

2) ', = Zs. Neste caso x é chamado ponto de reflexao .

3) I'y =Z,, para ¢ > 2. Neste caso x é chamado ponto de cone de ordem g.
4) T'y = Dyy, para g > 1. Neste caso = é chamado refletor de canto.

Portanto o singular locus de uma Orbifold bi-dimensional s6 tem pontos de
cone, pontos refletores e refletores de canto. Qualquer variedade tem estrutura de

orbifold bi-dimensional sem singularidades, basta considerar os grupos finitos de
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O(2) (grupo das matrizes ortogonais de ordem 2 X 2) como sendo os triviais. A
Figura[l.5] mostra localmente umas Orbifolds 2-dimensionais. Além disso, mostra
os subgrupos finitos de O(2). Uma consequéncia da definicao é o seguinte

Teoremas

Teorema 1.5.4. Uma Orbifold 2-dimensional O com singular locus trivial é uma
superficie. Caso contrdrio, O tem espaco subjacente Xo sendo uma superficie com

bordo (possivelmente vazio).

Exemplos 1.5.5. A gota de ldgrima de ordem q (Ezemplo [1.5.2]) é uma Or-
bifold bidimensional com espaco subjacente S* e um ponto de cone de ordem
q como tunica singularidade. De forma geral, podemos construir Orbifolds bi-
dimensionais S*(qi,...,q.) com espago subjacente S* e r > 1 pontos de cone de

ordens qi,...,q, > 1 como unicas singularidades.

Subgrupos finitos de O(2) :

Grupo ciclico de rotacées  reflexdo ao longo de uma linha  grupo dihedral
com n elementos rots. e reflex.

Figura local de 2-orbifolds:

n

I', ordem ciclico n I, tem 2 elementos I'; dihedral

Figura 1.5: Subgrupos de O(2) e umas Orbifolds bidimensionais vistas localmente.

Recobrimentos de uma Orbifold

Definicao 1.5.6. Sejam O e O duas Orbifolds com espacos subjacentes Xp e
X respectivamente. Dizemos que o par (5,])) ¢ um recobrimento de O se
p: X5 — Xo ¢ uma aplicacao continua tal que para cada x € Xp possui uma
vizinhanga U da seguinte forma. Se V é uma componente de p~1(U), existem
cartas (U, ¢),

¢:U—UJT,

28



do atlas de O, onde I' € um grupo finito agindo no aberto U de R" (ou de H", se
O tem bordo), e (V, ),
vV U/,

do atlas de 6, onde IV < I', e difeomorfismo py : U — U tal que o seguinte

diagrama comuta

0 b -
U/ =/ g

| l
0 U/T
}s

v plv .U

O recobrimento p : O — O ¢ dito um recobrimento por d folhas se, para

cada ponto regular y de O, p~!(y) é um conjunto finito de d elementos.

Definicao 1.5.7. O recobrimento universal de uma Orbifold é definido da mesma
forma que para um espaco topologico qualquer: é um recobrimento (5, p) de O,
tal que se (6’,])’) é outro recobrimento de O, entao (5,p) pode ser levantado a

(5’,p’), ou seja, existe uma aplicacao

¢:0— 0
tal que
) ¢ 5/
P’ P
\/
0]
comuta.

Uma Orbifold bidimensional é dita boa se seu recobrimento universal é uma

variedade. Caso contrario é nao é boa.

Teorema 1.5.8. As unicas Orbifolds nao boas bi-dimensionais sem bordo sao as

sequintes:
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(i) S%(p), esfera com um ponto de cone.
(it) S%(p,q) com p # q, esfera com dois pontos de cone.
(ii1) D?(p), disco com um refletor de canto.

(iV)) D?*(p,q) com p # q, disco com dois refletores de canto.

As seguintes figuras representam a S?(p) e S%(p, ¢) respectivamente:

p

q
Teardrop SX(p) Spindle S%(p,q) (p # q)

Demonstracdo. Para uma demonstragao veja [26] Teorema 2.3, pag 425 . ]
Teorema 1.5.9. Toda Orbifold bi-dimensional tem um recobrimento universal.

Demonstracdo. Veja [31] se¢ao 13. m

O grupo fundamental de uma Orbifold

Definicao 1.5.10. Seja (6,])) um recobrimento da Orbifold O. Dizemos que
uma aplicacao suave 7' : O — O ¢ uma transformacao de recobrimento de

(5,p),sep:poT.

Definigao 1.5.11. O grupo fundamental 7;(O) de uma Orbifold O é o grupo

das transformacoes de recobrimento do recobrimento universal de O.

Assim como fazemos para espacos topologicos, podemos dar uma interpretacao
para o grupo fundamental em termos de classes de homotopia de lacos com um
ponto base. Um lago em uma Orbifold O, com ponto base sendo o ponto regular
xo de O, é entendido como uma curva fechada em Xy, com ponto base xg, que
¢ a imagem por p de uma curva em Xz, onde (6,p) é o recobrimento universal
de O. Dois lacos sao ditos homotdpicos em O, se sao imagens respectivas de

curvas em X5 homotopicas entre si, no sentido usual de homotopia em espagos
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topologicos. O conjunto G de classes de equivaléncia de homotopia de lagos com
um ponto base xy regular em O tem uma operacao produto anédloga ao caso de

espacos topologicos, dada por

(][] := lavx 3],

onde « e 3 sao lacos com ponto base xg € Xp e *x é a operacao produto de lacos

usual de espagos topolégicos. Temos um isomorfismo

(biG — 7T1(O)

o] = T,

onde T, é a transformacao de recobrimento de O que leva o ponto inicial de a no

ponto final de «a.

Teorema 1.5.12. Seja O uma Orbifold 2-dimensional com espago subjacente Xo
uma superficie compacta e conexa com bordo (possivelmente vazio). Se O sd tem
singularidades dadas pelos pontos de cone qi,qo, . ..,q, de ordens aq, s, ..., Qp,
respectivamente e Xo tem m > 0 componentes de bordo, entdo m (O) tem a
sequinte apresentacao:
a)Se Xo € uma superficie compacta, conexa e orientdvel de género g >0 ,
g n m
m(0) = (a1, b1,...,a5, b0, q1s ... Qu,d1, ..., dy| H[aubi]H%‘Hdk =14’ =1)
' j=1 k=1

=1

Neste caso, a1, by, ..., a4,by,dy, ..., dy sdo os geradores de m(Xo) e q, ..., qn
sao os representantes dos pontos cone de O.

b)Se Xo é uma superficie compacta, conexa e nao orientdvel de género g > 1,

g m
m(0) = (a1, .-, 9,1, Qu,d1, ..., d | Ha?HqJ‘Hdk:LCI?j =1)

i=1  j=1 k=1

Neste caso, ay, ... ,aq,dy,...,dy, sio os geradores de m(Xo) € q1,..., ¢, $G0

0s representantes dos pontos cone de O.

Demonstracdo. Veja [20] pag 423-424. m

Caracteristica de Euler de uma Orbifold bidimensional

Definiremos a caracteristica de Euler de uma orbifold 2-dimensional sem bordo,
ou seja, a orbifold 2-dimensional ndo tem linhas refletoras (unido de pontos de

reflexdo).
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Definicao 1.5.13. Se O é uma orbifold bidimensional sem bordo cujas tnicas

singularidades sao pontos de cone q, ..., g, de ordens aq, ..., «a, cada um , entao
a 1
X(0) = x(Xo) = 321 = —)

i=1
¢ chamada a caracteristica de Euler de O, onde Xy é a superficie (espaco
subjacente) do espaco base O.

Se, além desses pontos de cone, O tem m refletores de canto de ordens

2ry, ..., 2r,, entao

x(0) = %(2)(()(0)—2714—221'—771—{— l)

que é conhecida como Férmula de Riemman-Hurwitz.

1.5.2 3-Variedade fibrada de Seifert

Nesta secao trataremos a definicao de uma variedade fibrada de Seifert de di-
mensao trés. Para definir essa estrutura consideramos inicialmente o toro sélido
e a garrafa de Klein solida com folheacgoes por circulos, que descrevemos agora.
Sejam D? = {(z,y)| 2> +y* <1} C R* e I = [0,1]. Considere D* x I com ori-
entagao fixa e com folheagao produto {x} x I, x € D?, cujas folhas chamaremos
de fibras. No que se segue, faremos identificagoes nos extremos de D? x I de
forma de obter toros sélidos e garrafas de Klein solidas com folheagoes por cir-
culos induzidas, que chamaremos toros fibrados s6lidos e garrafas de Klein

fibradas sélidas, cujas folhas também serao chamadas de fibras.

1.5.3 Toro fibrado sélido

Seja p : D* — D? uma rotagdo em torno da origem de R? por um angulo de
21y /a, onde av > v > 0 sdo inteiros primos entre si. Se fizermos a identificagao
(r,1) ~ (p(x),0) em D? x I, teremos um toro T, com folheacdo induzida por
{z} x I, o chamado toro fibrado sélido.

Se v =0, T, = T4, chamado toro fibrado sélido trivial, herda a folheagao
produto {z} x S*. Se v > 0, T, é denotado por T, .. Nesse caso, se z = 0,

essa identificacdo apenas liga os extremos da fibra central {0} x I, resultando
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em um tnico circulo central {0} x S'. Se z € D?\ {0}, cada folha {p’(z)} x I,
7=0,...,a—2, ¢ligada a folha {p’*!(z)} x I e a folha {p®~!(z)} x I ¢ ligada
a folha {p°(z)} x I = {x} x I, sempre resultando em um circulo em T, .. Este
circulo intercepta D? x {0} ~ D? x {1} em a pontos diferentes e da + voltas em
torno da fibra central.

Na Figura[l.6] que ilustra isso, o bordo de T, , que é um toro bi-dimensional,
é representado por uma retangulo, onde os lados horizontais sao identificados
resultando no meridiano M, assim como os verticais, que resultam no paralelo P.
Neste retangulo, as fibras, se supostas lineares, tém inclinacao /7. Além disso,
o espaco das fibras de T, -, ou seja, o espago obtido quando identificamos cada

fibra a um ponto, é uma orbifold, um cone de angulo 27 /a. O que acontece é que

GO —
e
=

a=3
y=1
\a/ﬁ/
M

Figura 1.6: toro fibrado sélido com invariantes de orbita (3,1).

~

T, é o quociente do toro fibrado sélido trivial T}; pela acao de Z, na qual seu
gerador age por rotagao por v/« de volta na primeira coordenada e por 1/« de
volta na segunda coordenada. Essa acio desce ao disco D? resultando no cone de
angulo 27 /a. No caso do toro fibrado solido trivial, o espago de fibras é o propio
disco D2

O par («,7), com 0 < < « primos entre si, sdo chamados os invariantes de
orbita do toro fibrado sélido. Definimos os invariantes de 6rbita do toro fibrado

solido trivial como (1,0).
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1.5.4 Garrada de Klein Fibrada sélida

Se p : D? — D? for uma reflexao em um didmetro | C D?, a identificacao
(x,1) ~ (p(x),0) resulta em uma garrafa de Klein K,, dita garrafa de Klein
fibrada sélida, e a folheacdo induzida por {x} x I é descrita como se segue.
Cada fibra {z} x I, com x € D?\1I, ¢ ligada a fibra {p(z)} x I, oposta em relacao
a [, formando um tnico circulo. Estas fibras interceptam D? x {0} ~ D? x {1} em
dois pontos opostos em relagao a [ x {0}. As fibras que interceptam o subconjunto

[ x {0} interceptam D? x {0} num tinico ponto cada uma.
>

~q

Rcﬂo:m

Figura 1.7: garrafa de Klein

Na realidade, K, ¢ o quociente de Tj; pela acao de Zy na qual seu gerador
age por reflexdo em [ na primeira coordenada e por rotagao por 1/2 de volta na
segunda coordenada.

Essa acao desce ao disco D? resultando numa Orbifold com bordo, um disco

com uma linha refletora, que ¢ o espaco de fibras de K,,.

1.5.5 Definicao e Propriedades

Definicao 1.5.14. Uma variedade fibrada de Seifert é uma variedade de
dimensao trés com uma decomposicao disjunta por circulos, ditos fibras, tal que
cada fibra possui uma vizinhanca tubular isomorfa ou a um toro fibrado sélido

ou a uma garrafa de Klein fibrada soélida.

Uma variedade fibrada de Seifert ¢ uma folheacao por circulos. Suporemos
esta folheagdo sempre de classe C*°. D. Epstein mostrou em [6], que se uma
variedade M compacta de dimensao trés é folheada por circulos, entao M é uma
variedade fibrada de Seifert.
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Observe que o espaco de fibras O de uma variedade fibrada de Seifert M,
obtido identificando cada fibra a um ponto, é topolégicamente uma superficie,
entao naturalmente possui uma estrutura de Orbilfold bi-dimensional com pon-
tos de cone provenientes de toros fibrados soélidos, e linhas refletoras que sao
provenientes da unido de garrafas de Klein fibradas solidas.

A orbifold O também é chamado o espaco base da variedade fibrada de
Seifert M.

Note que se M é uma variedade fibrada de Seifert sem bordo, entao O é uma
orbifold sem bordo (as linhas refletoras ndo fazem parte do bordo da orbifold
O), em geral OM é simplesmente a pré-imagem de JO pela aplicacdo quociente
n : M — O que identifica cada fibra de M & um ponto. Além disso, é claro
observar que, se M é uma 3-variedade fibrada de Seifert compacta, entao OM é
a uniao de toros e garrafas de Klein, portanto o nimero de fibras singulares em
uma variedade fibrada de Seifert compacta é finita

Usaremos a notagao (M, O,n) para uma variedade fibrada de Seifert M sobre
uma orbifold O, com proje¢ao (aplicagdo quociente) n: M — O. As fibras de M
sobre as singularidades de O sao ditas as fibras singulares da variedade fibrada
de Seifert e as demais sao ditas as fibras regulares.

Se M ¢é uma variedade fibrada de Seifert compacta e conexa, entao o espaco
base O, obtido pela aplicagao quociente 1 : M — O que identifica cada fibra a
um ponto, ¢ compacto e conexo, pois a aplicagao 17 ¢ continua.

Observe que duas variedades fibradas de Seifert isomorfas possuem espaco
base isomorfos. Note que um toro fibrado sélido possui no méximo uma fibra
singular. Esta fibra singular é a fibra central e a garrafa de Klein sélida tem uma
familia continua de fibras singulares cuja unido formam um anel S' x I. Entao,
uma fibra singular de um espaco fibrado de Seifert M ou é isolada ou é uma fibra

em uma garrafa de Klein soélida.

Teorema 1.5.15 (D. Epstein). Se uma variedade M compacta de dimensao trés

é folheada por circulos, entao M é uma variedade fibrada de Seifert.
Demonstracdo. Veja [6]. ]

Proposicao 1.5.16 (Allen Hatcher). Toda variedade fibrada de Seifert com-
pacta e conexa é irredutivel, a menos que esta seja um fibrado de S* sobre S*
ou RP3#RP3.

Demonstracdo. Veja|l0], Proposi¢ao 1.12, pag 18. m
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1.5.6 Recobrimentos de uma variedade fibrada de Seifert

Definigdo 1.5.17. Sejam (M, O, 7)) e (M,0,n) duas variedades fibradas de
Seifert. Dizemos que (M,Ov,ﬁ) recobre (M,O,n) por p : M — O se p é uma
aplicacao de recobrimento que leva fibra em fibra.

Nesse caso, p induz um recobrimento p : O — O de orbifolds tal que

M P

N

O ———— 0

comuta.

Teorema 1.5.18. Seja (M, O,n) uma variedade fibrada de Seifert. Entdo o re-
cobrimento universal M de M ¢ homeomorfo a S, R? ou S? x R. Além disso, o
recobrimento universal M induz um recobrimento O sobre a orbifold O tal que O

¢ 52, R?, S?(p) ou S%*(p,q) com p e q coprimos.
Demonstracdo. Veja [26], Lema 3.1. m

Lema 1.5.19. Seja (M,0,n) uma variedade fibrada de Seifert com espago base

sendo a orbifold O. Eziste uma sequéncia exata curta
1 — Z — m(M) -5 m(0) — 1,

onde Z denota o subgrupo ciclico de (M) gerado por uma fibra reqular. O grupo

Z é infinito, exceto no caso que wi (M) € um grupo finito.

Demonstracdo. Veja [26], Lema 3.2. m
Um corolério importante do Lema [1.5.19] é :

Corolario 1.5.20. O bordo de uma variedade fibrada de Seifert M é incompres-
stvel, a menos que M seja homeomorfo a um Toro fibrado sélido ou a uma garrafa

de Klein fibrada solida.

Demonstracdo. Veja [26], Corolario 3.3. m

1.5.7 A Classe de Euler de uma variedade fibrada de Seifert

Seja (M, O,n) uma variedade fibrada de Seifert com espago base O e aplicagao
quociente n : M — O, uma secao de M é uma aplicagdo continua s : O — M

tal que n(s(x)) = x, para todo z € O.
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A obstrugdo a existéncia de uma se¢ao em M é medida por um inteiro b(M)
chamado a classe de Euler. b(M) é um elemento de H?(M,Z) (Segundo grupo
de Cohomologia). Em particular, se M é uma variedade fibrada de Seifert sem
fibras singularidades, b(M) é interpretado como a obstru¢ao a encontrar uma
superficie > tranversa a cada fibra de M. O seguinte resultado é dado por Peter
Scott em [26]:

Teorema 1.5.21. Se M ¢ uma variedade fibrada de Seifert, entao:
a) (M) € Z, se M € orientdvel e b(M) € Zy, se M nao € orientdvel.
b) Se OM # 0, entao b(M) = 0.

Demonstracdo. Veja [26] pag 434. m

1.5.8 Grupo fundamental de uma variedade fibrada de Sei-

fert

Nesta subsecao assumiremos que M é uma variedade fibrada de Seifert com-

pacta com grupo fundamental infinito.
Pelo Lema [1.5.19 temos a sequéncia exata curta:

1 >7Z—m(M)—m(0) =1,

alem disso, como 71 (M) age por conjugacao sobre Z, entdo temos um homomor-
fismo ¢ : (M) — Aut(Z) = Zs. Desta forma 1) induz o homomorfismo

o m(M))Z — Aut(Z) = Z,
9Z — P(g).

Como 71(0) é isomorfo a m(M)/Z, entdao existe um homomorfismo ¢ :
m(0) — Aut(Z), o qual é chamado o homorfismo de evaluagdo de M. Clara-
mente ¢(m(0)) é determinado por os valores de ¢ sobre os geradores de m,(O).

No seguinte teorema classificaremos as variedades fibradas de Seifert M, com
espaco base O sendo uma orbifold orientavel ou nao orientavel, como consequéncia
do homomorfismo de evaluacao e do espago subjacente de O ser uma superficie

orientavel ou nao orientavel.

Teorema 1.5.22. Se M ¢é uma variedade fibrada de Seifert compacta e conexa
com espaco base O e homomorfismo de evaluacao ¢, entao M ¢é uma destas

possibilidades:
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1) Se o espaco subjacente Xo de O é uma superficie compacta, conera e
orientdvel e ¢ € 1 para todos os geradores de m(Xo), entao M € orientdvel.

2) Se o espago subjacente Xo de O é uma superficie compacta, coneza e
orientdvel e ¢ é —1 para todos os geradores de w1 (Xp), entao M € nao orientdvel.

3) Se o espaco subjacente Xo de O € uma superficie compacta, conexa e nao
orientdvel e ¢ € 1 para todos os geradores de m(Xo), entdo M é nao orientdvel.

4) Se o espago subjacente Xo de O € uma superficie compacta, conera e nao
orientdvel e ¢ € —1 para todos os geradores de m(Xp), entdo M € orientdvel.

5) Se o espaco subjacente Xo de O € uma superficie compacta, conexa e nao
orientdvel de género g > 2 e ¢ € 1 para um gerador de m(Xp) e —1 para os
outros, entao M € nao orientdvel.

6) Se o espago subjacente Xo de O é uma superficie compacta, conexa e nao
orientdvel de género g > 3 e e ¢ é 1 para dois geradores de m(Xo) e —1 para os

outros, entao M € nao orientdvel.
Demonstracdo. Veja [25], Teorema 2, pag 88. [

Observagdo 1.5.23. (a) Pelo Teorema[l.5.12] temos que, se O é uma Orbifold
2-dimensional com espaco subjacente Xo uma superficie compacta e coneza
com bordo (possivelmente vazio), O s tem singularidades dadas pelos pon-
tos de cone q1,qa, . .., q, de ordens aq, aa, . .., q, respectivamente e Xo com

m > 0 componentes de bordo, entio m(O) tem a sequinte apresenta¢do:

e Se Xop € uma superficie orientdvel, compacta e conexa de género g > 0 ,
g n m

m(0) = (a1,b1,...,a4,bg, 1, .. G, d1,. .., dy | H[ai,bi] quHdk =1,q" =1).
i=1 j=1 k=1

Neste caso, a1, by, ..., a4,by,dy, ..., dy sao os geradores de m(Xo) equ, - .-, qn

sao os representantes dos pontos cone de O.

o Se Xp € uma superficie nao orientdavel, compacta e conexa de género

g=1
g9 m .
m(0) = (a1,..., 05, q1s - Qu,d1, ..., dy| Haqudek: Lq;?éﬂ =1).
=1 j=1 k=1

Neste caso, ai,...,aq4,dy,...,dy, sio os geradores de m(Xo) € q1,..., ¢y

sao os representantes dos pontos cone de O.

(b) Seja O um espago base de uma variedade fibrada de Seifert, se q € m(O)

¢ um representante de um ponto de cone de O, entao o homomorfismo

68



de evaluagio ¢ em q é 1, ou seja ¢(q) = 1, onde ¢ : m(0) — Zgy € o

homomorfismo de evaluacao.

(¢) Se O é a orbifold dada no item (a), entdo usando o item (b) temos que
nas possibilidades 1) e 3) do Teorema (1.5.22| 0 homomorfismo de evaluacdo

¢ : m(0O) = Zg é 0 homomorfismo trivial.

Para o seguinte teorema vamos supor que M seja uma variedade fibrada de
Seifert compacta e conexa que nao possui componentes de bordo sendo garrafas
de Klein, ou seja, que o espaco base O de M nao tenha linhas refletoras como

possiveis singularidades.

Teorema 1.5.24. Seja M uma variedade fibrada de Seifert compacta e conexa
com bordo (possivelmente vazio), com n fibras singulares possuindo invariantes
de orbita (o, By, ..., an, By), com numero de Fuler b(M) e qualquer fibra reqular
representada por h. Entao,

1) Se a superficie subjacente de O é compacta, conexa e orientdvel de género
g > 0 com m > 0 componentes de bordo, entio M € orientdvel e m (M) tem a

apresentacao com geradores:

al,bl,...,ag,ql,...qn,dl,...dm,h

e com relacoes

azha; ' = h?@) bihb; ' = ho®) qihet = h, dihdt = ho),
q;'hP =1, ﬁ la;, b qu dp =1,¢§" = hPD,
i=1 j=1 k=1
com ¢(a;) = o(b;) =1 parai=1,...,9, ¢(dy) =1 parak =1,...,m eb(M) € Z.
Neste caso, ay,by,...,a,,by,dy,...,dy sio os geradores de m(Xo), q1,-- - qn
sGo os representantes dos pontos cone de O e ¢ : w1 (O) — Zs € 0 homomorfismo
de evaluacao de M.
2) Se a superficie subjacente de O é compacta, coneza e orientdvel de género
g >0 com m >0 componentes de bordo, entao M € nao orientdvel e m (M) tem

a apresentacao com geradores:

al,...,ag,bl,...,bg,ql,...qn,dl,...dm
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e com relacoes

aiha;l — h¢((li), bihb;l _ h¢(bi)’ thcjl = h, dkhdlgl _ h‘b(dk),

g n m
¢;' 0% =1, [T las 0] [T s [T e = 147 = 0°00,
i=1 j=1 k=1

com ¢(a;)) = ¢(b;)) = =1 para i = 1,...,q, ¢(dx) = =1 para k = 1,...,m ¢
b(M) € Zs.

Neste caso, a1, by, ... ,a4,by,dy, ..., dy sio os geradores de m(Xo), ¢1,--.,qn
sG0 os representantes dos pontos cone de O e ¢ : m(O) — Zy é 0 homomorfismo
de evaluacao de M.

3) Se a superficie subjacente de O é compacta, conexa e ndao orientdvel de
género g > 1 com m > 0 componentes de bordo, entao M € nao orientdvel e

m (M) tem a apresentagao com geradores:

ala"'>agaq1a"'Qn7d17"'dm

e com relacoes

azha;y' = @), qihe;' = h, dphdy ' = ho@),

g m

q;’ hPi :l’Ha? qudk:hb(M),
i=1 =1 k=1

com ¢(a;) =1 parai=1,...,9, ¢(dp) =1parak=1,...,m e b(M) € Z,.

Neste caso, a1, by, ... ,aq,by,dy, ..., dy sio os geradores de m(Xo), ¢1,--.,qn
sGo os representantes dos pontos cone de O e ¢ : w1 (O) — Zs € 0 homomorfismo
de evaluacao de M.

4) Se a superficie subjacente de O é compacta, conexa e nao orientdvel de
género g > 1 com m > 0 componentes de bordo, entdo M ¢é orientdvel e m (M)

tem a apresentacao com geradores:

1y Qg Qs Gy iy, iy

e com relacoes

aiha; ! = h¥@) | q;he;t = h, dyhdyt = RO,

g m

¢ = 1’Ha§ 4 Hdk — R,

i=1  j=1 k=1

com ¢(a;) = —1parai=1,...,9, ¢(dp) =—1parak=1,....m eb(M) € Z.
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Neste caso, ay,by,...,a.,by,dy,...,dy sio os geradores de m(Xo), q1,-- - qn
sGo os representantes dos pontos cone de O e ¢ : w1 (O) — Zg € 0 homomorfismo
de evaluacao de M.

5) Se a superficie subjacente de O (espago base de M) é compacta, coneza e
nao orientdvel de género g > 2 com m > 0 componentes de bordo, entao M € nao

orientdvel e w1 (M) tem a apresenta¢ao com geradores:

1y ey gy Qs Gy iy, dy

e com relacoes

aiha; ! = h¥@)| q;he;t = h, dyhdyt = RO,

g m

¢ = LHa? n Hdk — R,

=1 j=1 k=1
com ¢(ar) =1, ¢(a;)) = =1 parai =2,...,9 , ¢(dx) = 1 para k =1,...,m e
b(M) € Z,.

Neste caso, ay,by,...,a4,by,dy, ..., dy sio os geradores de m(Xo), ¢1,--.,qn
sao0 os representantes dos pontos cone de O e ¢ : m(O) — Zy é 0 homomorfismo
de evaluacao de M.

6) Se a superficie subjacente de O é compacta, conexa e ndo orientdvel de
género g > 3 com m > 0 componentes de bordo, entao M € nao orientdvel e

m (M) tem a apresentagao com geradores:

A1y gy iy Gy di, ..y

e com relacoes

aiha; ' = ho@) qjhc;1 = h, dphd, ' = hedr),
q¢;'hPi =1, ﬁa? ¢; | [ di = R*)
i=1  j=1 k=1
com ¢(ay) = ¢(az) = 1, ¢(a;)) = =1 para i = 3,...,9 , ¢(dx) = 1 para k =
L....,meb(M) € Zs.
Neste caso, aq,by,...,a4,by,dy, ..., dy sio os geradores de m(Xo), q1,-- ., qn

sGo os representantes dos pontos cone de O e ¢ : w1 (O) — Zs € 0 homomorfismo

de evaluacao de M.

Demonstracdo. Veja [4] Teorema 2.2.2, pag 91. [
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Observagao 1.5.25. Observamos que nos casos 1) e 3) do Teorema|1.5.24, h €
m (M) € central em w (M), além disso, pelo item (b) da Observacao|l.5.23| temos
que ¢ é o homomorfismo de evaluagdo trivial nos casos 1) e 3) do Teorema|l.5.24]

Corolario 1.5.26. Seja M uma variedade fibrada de Seifert compacta e conexa
sem singularidades, com bordo (possivelmente vazio) e com espaco base uma su-
perficie X com bordo (possivelmente vazio). Se b(M) =0 e ¢ é o homomorfismo

de evaluacdo trivial, entdo M =X x S, onde S é um circulo.

1.5.9 Geometrizacao de uma variedade fibrada de Seifert

sem bordo

Nesta subsecao observamos que uma variedade fibrada de Seifert sem bordo
¢ modelada por 6 das 8 geometrias sobre 3-variedades dadas por W. Thurston.
Para detalhes sobre as 8 geometrias de Thurston veja [26] capitulo 4.

Um outro invariante de uma variedade fibrada de Seifert M com espago base
sendo a orbifold O é 0 numero racional de Euler e(M). Este numero é
uma obstrugao a existéncia de uma superficie F' em M ortogonal a cada fibra
de M tal que n, : F' — O ¢ uma aplicagao recobrimento, onde n : M — O é
a aplicacao quociente que identifica cada fibra de M & um ponto. Quando M é

uma variedade fibrada de Seifert sem bordo e orientavel com invariantes de 6rbita
(o1, B1), .. (an, Br), entao
oy

Y
Q4

—b(M)

i=1

onde b(M) € Z & a classe de Euler de M. Quando M ndo é orientével, definimos
e(M) =0, onde b(M) € Zs.

A estrutura geométrica de uma variedade fibrada de Seifert M sem bordo

depende somente de e(M) e x(O), onde x(O) é a caracteristica de Euler de O

dada na Definicao . As 6 possibilidades sao observadas no seguinte quadro:

X(0)>0] x(0)=0]x(0) <0

e(M) #0 S3 Nil SLy(R)

e(M)=0| S?x E! E3 H? x E*
Figura 1.8

Ter em conta que as geometrias que estao fora da Figura sao a geometria
H? (geometria Hiperbolica) e a geometria SOL. Para mais detalhes sobre estas

ideias citar [26] capitulo 4.
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1.6 - Fibrados sobre S! com fibra T2

Definigao 1.6.1. Seja T? um toro e ¢ : T> — T2 um homeomorfismo. O espaco
quociente My obtido de T? x [0, 1] identificando (x,0) € T? x 0 com (¢(x),1) €

T? x 1 é chamado um Fibrado sobre S' com fibra T?.

Definicao 1.6.2. Seja X um espaco topoléogico, hi,hs : X — X sao homeo-
morfismos isotopicos, se existe uma aplicagao continua 6 : [0,1] x X — X tal
que 6(0,x) = hi(x), 0(1,2) = hy(z) e O;(x) é um homeomorfismo V¢ € [0, 1].
Seja
M, — T2 x [0,1]
(x,0) ~ (&(x),1)

o fibrado sobre S! com fibra T?. Denotaremos um elemento em My por [(z,t)].

Representamos o fibrado My sobre S* com fibra T? da seguinte forma:
T? — M¢ i) Sl,

onde a aplicac¢ao proje¢ao p é dado por p([z,t]) = [t] e o circulo S! é considerado

[0, 1]

0~1

cOomo 0 espago quociente Logo temos a seguinte sequéncia curta exata

1— 7T1(T2> — 7T1(M¢) L) ¢1<Sl) —1

Observagao 1.6.3. Seja ¢ : T2 — T? um homeomorfismo com ponto fizro g .
Sem perdida de generalidade podemos assumir esta hipdtese, pois, se ¢ : T2 — T?
é um homeomorfismo com ¢(x1) = y; seque-se do Lema 5.4.16 em [29] que existe
um homeomorfismo h : T?> — T? isotdpico & identidade Id : T?> — T? tal que
h(y1) = 1.

Seja H : T? x [0,1] — T? uma isotopia entre h e Id com Hy=h e H, = Id.
Definindo G : T? x [0,1] — T? por Gi(x) = Hy(é(x)), temos que G é uma
isotopia entre ho ¢ e ¢. Observamos que h o ¢(x1) = h(y;) = x1. Portanto todo
homeomorfismo ¢ : T? — T? ¢é isotdpico a um homeomorfismo preservando ponto

base.

Proposigdo 1.6.4. Sejam ¢1, ¢o : T> — T? dois homeomorfismos. Entao My, é
homeomorfico a My, por um homeomorfismo preservando a fibra se, e somente

se, ¢1 € 1sotopico a um conjugado de .

Demonstracdo. Suponha que ¢; e hooh™! sdo isotopicos, onde h : T? — T?

¢ um homeomorfismo. Entdo, temos a aplicagio G : T? x [0,1] — T2 tal que
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G(,0)=¢1eG(,1)=hopyoh . Seja G'( ,t) =h~'oG(,t), t €]0,1]. Logo
G'(,1)opr=h""ohogsoh ™ oy =dyoh ™ opy=dy0G'(,0).

Portanto, temos um homeomorfismo entre My, e M,, dado por [z,t] —
[G'(z,t),1], pois G'(2,0) = (G(2,0),0) = (¢1(x),0) e G'(d1(2), 1) = (G(¢1(x),1),1) =
(p2(p1(2)), 1), logo G'(x,0) ~ (¢p1(x), 1) em My,. Por outro lado, temos que

p(e([z, t]) = p((0u(2), 1]) = [t] = p([x, 1]),

logo ¢ preserva a fibra .

Reciprocamente, suponha que existe um homeomorfismo h : My, — Mg,
preservando a fibra. Entao h([z,t]) = [hi(x,t),t] e hi( ,1) 0o 1 = @9 0 hy(,0).
Definamos G : T? x [0,1] — T2 por G(z,t) = hy'(z,1) o ¢ o hy(z,t). Entdo
G(z,0) = hi'(z,1) 0 ¢g 0 hy(2,0) = ¢1(x) e G(x,1) = hi'(2,1) 0 ¢ 0 hy(z,1).

Portanto, ¢; é isotépico a um conjugado de ¢o. [

Corolario 1.6.5. As classes dos fibrados sobre S* com fibra T? sdo classificados
pelas classes de conjugacao das classes de isotopias dos homeomorfismos preser-

vando o ponto base.

Demonstracdo. Pela Observacio temos que todo homeomorfismo ¢ : T? —
T? ¢ isotopico a um homeomorfismo preservando ponto base. Entdo, o resultado

segue da Proposicao [1.6.4

1.6.1 Grupo Fundamental de um Fibrado sobre S' com fi-

bra T? e Relacoes com a Variedade Fibrada de Seifert

Consideramos um homeomorfismo ¢ tal que ¢(z) = x, para algum = € T2
Entdo ¢ induz um automorfismo ¢y : 71 (T? z) — m(T? ). Consideremos um
arco simples orientado ¢ C T2 x [0, 1] comegando em (,0) até (z,1).

Geometricamente My é descrita como a colagem do cilindro T? x I ao longo
de seus extremos. Logo, m(My,[(z,0)]) é uma HNN-extensao do grupo funda-
mental 7 (T? x [0, 1], (z,0)) sobre 71(T?, z), onde = pertence a T?. Portanto,
1 (My, [(z,0)]) é isomorfo

w1 (T?x(0, 1], (2,0))%r, (12,0) = (1, T2, T | [21, 2], togt  pu(ay), taat ™ = du(x2)),

onde t é o representante do arco t e é chamada de letra estavel e by m(T? 2) —

71 (T2, z) é o automorfismo induzido por ¢.
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Observagao 1.6.6. 1) O fibrado M, sobre S* com fibra T? ndo tem bordo, pois
T2 ¢é uma superficie fechada.

2) Um fibrado My sobre S* com fibra T? € irredutivel. De fato, pelo Teorema
temos que R3 € irredutivel. Como R? é o recobrimento universal de M,
entio da Proposi¢ao 1.6 de [10] o fibrado My sobre S* com fibra T? € irredutivel.
3) ¢ : T — T? é um homeomorfismo preservando orientacio se, e somente se,

My é um fibrado orientdvel sobre S* com fibra T?.

Teorema 1.6.7. Seja M uma 3-variedade compacta irredutivel orientdvel com

m (M) infinito e contendo um subgrupo normal ciclico infinito, entao M é uma

variedade fibrada de Seifert.
Demonstracdo. Veja [3] Coroléario 15.4 pag 61. m

Teorema 1.6.8. Seja My um orientdvel fibrado sobre S* com fibra T . Se M, é
uma variedade fibrada de Seifert, entao My tem uma estrutura de uma variedade

fibrada de Seifert sobre T? ou sobre uma garrafa de Klein.

Demonstracdo. Veja [I4] Lema 5.6, pag 34. n

1.7 - Teorema de Decomposicao Toral e Teorema

de Hiperbolizacao de Thurston

Nesta secao observaremos que uma 3-variedade orientavel, compacta com
bordo incompressivel admite uma decomposicao ao longo de toros, tal que, o
conjunto de componentes da decomposicao de M esta formado por variedades
fibradas de Seifert e variedades atoroidais. Além disso, daremos a conhecer o
Teorema de Hiperbolizagao de Thurston, o qual relaciona as variedades de Haken

atoroidais com as variedades Hiperboélicas completas de volume finito.

Teorema 1.7.1 (Teorema de Descomposicao Toral de Jaco-Shalen-Johannson).
Seja M uma S-variedade compacta, orientdvel, irredutivel e bordo OM incompres-
stvel (possivelmente vazio). Entao, existe uma familia disjunta {F;}7, finita de

toros incompressiveis de 2-lados tal que:
M\{AU...F.}

tem componentes que sao variedades fibradas de Seifert ou variedades atoroidais.

7



Demonstracdo. Veja [24] para uma excelente explicacdo de este resultado.

Figura 1.9: Decomposigao toral de M

u
Observagao 1.7.2. (Consequéncias do Teorema de Decomposi¢cio Toral)

(1) Se M ¢é coneza, entao nenhuma componente de M\{F,U...F,} éo A x S*,
onde A é um anel, a menos que exista exactamente uma sé componente em

M\{F U...F.} e M nao tenha bordo.

(2) Cada componente de M\{F,U...F,} é uma 3-variedade orientdvel, com-
pacta e irredutivel. Além disso, se M € conexa, entao cada componente de
M\A{F U...F,} € uma 3-variedade coneza.

3) O grupo fundamental de cada componente de M\{F,U...F,} € um subgrupo
de 7T1(M) .

(4) Cada componente de M\ {F,U...F,} tem bordo incompressivel nio vazio
mesmo que M nao tenha bordo. Em particular, se M tem bordo incompres-
sivel toral (possivelmente vazio), entao cada componente de M\{FU...F,}

tem bordo incompressivel toral nao vazio.

(5) Se M tem Decomposi¢ao Toral sé formada por componentes que sdo varie-
dades fibradas de Seifert, entao as folheacoes por circulos induzidas sobre os
toros da colagem sao distintas, ou seja , por exemplo na Figura temos
que My, My e Ms sao variedades fibradas de Seifert, logo My induz uma
folheagao por circulos sobre Fy distinta a folheagao por circulo que My in-
duz sobre Fy . Além disso, M, induz uma folheagio por circulos distinta

em Fy" e Fi .
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Teorema 1.7.3 (Teorema de Hiperbolizagao de Thurston). Seja M uma
3-variedade compacta, orientdvel e atoroidal tal que OM € vazio ou OM contém
somente superficies de género positivo. Se M ¢é uma variedade de Haken, entao

M € uma 3-variedade hiperbolica completa de volume finito.

Demonstracdo. A demonstracao do Teorema esta contido nos artigos [32], [33] e
[34]. n
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Capitulo 2

GRUPO RESIDUALMENTE LIVRE E
GRUPO TOTALMENTE
RESIDUALMENTE LIVRE

Neste capitulo restringiremos nosso estudo a grupos residualmente livres e
grupos totalmente livres, além disso, mostraremos diferencias entre estas classes

de grupo e uma aplicacao as 2-variedades compactas e conexas.

2.1 - Grupos Residualmente Livres

Nesta secao daremos a definicao de um grupo residualmente livre, além disso

exemplos e propriedades de um grupo residualmente livre.

Definicao 2.1.1. Um grupo G ¢ residualmente livre se para cada g € G\ {1}

existe um grupo livre F e um homomorfismo ¢ : G — F tal que ¢(g) # 1.
No que segue F denotara um grupo livre.

Exemplos 2.1.2.
1) [GRUPOS LIVRES] Grupos livres sdo residualmente livres. De fato, seja F

um grupo livre , considere o homomorfismo identidade 1d : F —— F, logo F ¢é

restdualmente livre.

2) [FECHADO PARA SUBGRUPOS| Subgrupos de grupos residualmente livres

sao residualmente livres.
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3) [FECHADO PARA PRODUCTO DIRETO] O produto direto de grupos residu-
almente livres € residualmente livre, em particular produto direto de grupos livres
é residualmente livre. De fato, sejam H e G dois grupos residualmente livres e
(h,g) um elemento nao trivial em H x G. Se h € H é nao trivial, entio eriste
um homomorfismo ¢ : H — T tal que p(h) # 1. Definamos o homomorfismo
¢ H x G+ H, que envia o par (a,b) para p(a). Logo temos que ¢(h,g) # 1.

Analogamente seque o caso em que g # 1. Portanto H x G € residualmente livre.
Lema 2.1.3. Grupos residualmente livres sao livres de torgao.

Demonstracdo. Seja G um grupo residualmente livre, suponha por contradi¢ao
que existe um g € G \ {1} e um namero n € N tal que ¢* = 1. Como G é
residualmente livre, existe um homomorfismo ¢ : G — F tal que ¢(g) # 1. Mas
#(g) € Fe ¢(g)" =1, o que é uma contradigdo, pois um grupo livre é livre de

torcao. [

Lema 2.1.4. Cada grupo residualmente livre 2-gerado € isomorfo a 1, Z, 7L X 7

ou Fy 0 grupo livre de posto 2.

Demonstracdo. Se G um grupo abeliano, e sendo G um grupo livre de tor¢ao
2-gerado, segue que G é abeliano livre de posto < 2. Logo, G é isomorfo a 1, Z
ou Z X 7.

Por outro lado, seja G nao abeliano. Como G é residualmente livre gerado
por a e b, com [a,b] # 1, entdo existe um homomorfismo f : G —— F tal que
f(la,b]) # 1. E claro que f(G) é um subgrupo livre de F e niio abeliano, pois
£(fa,b]) # 1. Note que f(G) e livre sobre {f(a), f()}, pois f(G) = (f(a), f(b)
e nenhuma palavra em f(G) de comprimento positivo ¢ igual a 1, neste caso
f(G) = Fy, onde Fy é o grupo livre de posto 2, pois pela Proposigao temos
que grupos livres do mesmo posto sao isomorfos. Ja que f(a) # f(b), entdo f é
injetiva sobre {a, b}, logo pelo Corolario temos que G = Fy. n

Lema 2.1.5. Se G € um grupo residualmente livre, entao
Ce([G.G]) = Z(G).

Demonstracdo. Seja z € Ci([G, G]). Como o centralizador C([G, G]) ¢ dado por
Co([G,G]) ={g € G|gh = hg Vh € [G,G] }, entdo segue que [z, [z, g]] =1, Vg €
G. Seja (z,g) um subgrupo 2-gerado de G. Se (z, g) nao é abeliano, entao pelo
Lema[2.1.4] (z, g) = F, e portanto (z, g) é livre sobre {z, g} e ndo abeliano. Como

[z, ]2, g]] = 1 temos que
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1L = [z[24]

= z[z,9]z7 g, 2]

1 1

= zzgz_lg_lz_lgzg_ z

= zgz’lg’lz’lgzg’l.

Mas zgz~tg7'27tg2zg™! € (z,g) é uma palavra reduzida de comprimento po-

sitivo em (z, g), entdo zgz~lg~'27tgzg~! é diferente de 1, o qual é uma contradi-
¢ao. Entao (z,g) é abeliano para todo g € G. Portanto [z,9] =1 Vg € G. Logo
z € Z(G).

Reciprocamente, seja z € Z(G), entao [z,g] =1, Vg € G, em particular para
g € |G, G]. Entao segue que z € Cq([G, G]). n

2.2 - Grupos Totalmente Residualmente livres

Nesta secao generalizamos o conceito de grupos residualmente livres. Além
disso, veremos exemplos interessantes de grupos totalmente residualmente livres

e uma definicao equivalente de grupos totalmente residualmente livres.

Defini¢ao 2.2.1. Um grupo G é totalmente residualmente livre (no caso
de G ser finitamente gerado chama-se um grupo limite) se para qualquer co-
lecao finita de elementos ¢i,...,9, € G \ {1}, existe um grupo livre F e um

homomorfismo ¢ : G —— F tal que ¢(g;) # 1 para todo 1 <i < n.

E facil de notar que um grupo totalmente residualmente livre é um grupo

residualmente livre.

Exemplos 2.2.2.

1) [GRUPOS LIVRES] Grupos livres sao totalmente residualmente livre, em par-
ticular 7. ¢ um grupo totalmente residualmente livre. De fato, seja F um grupo
livre , considere o homomorfismo identidade id : F —— F. Logo F € totalmente

residualmente livre.

2) [PRODUTO DIRETO DE GRUPOS ABELIANOS TOTALMENTES RESI-
DUALMENTE LIVRES] Se {A;}!, € uma familia finita de grupos abelianos
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n
totalmente residualmente livres, entao HAZ- ¢ um grupo abeliano totalmente re-

i=1
n

stdualmente livre. Em particular o produto direto HZ € um grupo abeliano
i=1
totalmente residualmente livre. De fato, usaremos a inducdo sobre n. Para n=2

temos que Ay x Ay € um grupo abeliano , por outro lado, sejam (ay,b1),. .., (an,by)
elementos nao triviais de Ay X Ay. Sendo Ay e Ay grupos abelianos totalmente
residualmente livres, existem homomorfismos ¢ : Ay — Z e ¢ : Ay — Z tal

que

o(a;) # 0, para todo i tal que a; # 1
w(b;) # 0, para todo i tal que b; # 1.

Definamos entao 0 = ¢ x ¢ : Ay X Ay — 7Z X Z o homomorfismo dado
por O(a;, b;) = (6(a;),d(b;)), para 1 < i < n. Seja x um nimero primo que
nao divide ¢(a;) nem p(b;) para 1 < i < n, definimos o sequinte homomorfismo
f:Z xXZ v+ 7Z, dado por f(a,b) = ax +b. Logo satisfaz-se f(o(a;), (b)) # 0
e além disso, o homomorfismo dado pela composicao fof : Ay x Ay — 7 € tal
que f(0(a;,b;)) # 0, para 1 < i < n. Portanto A; x Ay € abeliano totalmente

residualmente livre.
k

Suponha agora que para n=k o produto direto HAi ¢ totalmente residual-
i=1

mente livre. Mostraremos que o produto direto de n = k 4+ 1 fatores abelianos
k

é totalmente residualmente livre. Com efeito, como HAi é abeliano totalmente

i=1
residualmente livre e Agyq € abeliano totalmente residualmente livre, pelo caso
k+1

n =2 temos que HA" € abeliano totalmente residualmente livre.
i=1
3) [FECHAMENTO PARA SUBGRUPOS] Todo subgrupo de um grupo totalmente

residualmente livre € totalmente residualmente livre e um grupo totalmente resi-

dualmente livre € residualmente livre.

4) |[GRUPOS ABELIANOS LIVRES]| Grupos abelianos livres de posto finito sdo
totalmente residualmente livre. De fato, seja n € N o posto de um grupo G
abeliano livre de posto finito. Como G = HZ, entao pelo exemplo 2 temos o

i=1
resultado.

Proposicao 2.2.3. Um grupo G € totalmente residualmente livre se, e somente

se, para cada colecao finita de elementos gy, ..., g, nao triviais de G, existe um
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subgrupo normal N de G tal que G/N € um grupo livre e g1,...,g, ¢ N.

Demonstracdo.  Sejam ¢i,...,9, € G\ {1}, entdo existe um homomorfismo
¢ : G — F tal que ¢(g;) # 1, para 1 < i < n. Seja N = ker(¢) < G, pelo
Primeiro Teorema Fundamental do Homomorfismo G/N = ¢(G) < F. Como F é
um grupo livre, segue que G/N é um grupo livre e g ¢ N, pois ¢(g) # 1.
Reciprocamente, sejam g, ..., g, uma colecao finita de elementos nao triviais
de G, considere o homomorfismo quociente ¢ : G — G/N, dado por g — gN,
entao temos que ¢(g;) = ¢;IN # N, para 1 < i < n. Portanto G é totalmente

residualmente livre. [
Em particular a Proposigao [2.2.3| é valida para grupos residualmente livres.

Proposicao 2.2.4. Grupos abelianos residualmente livres sao totalmente residu-

almente livres.

Demonstracdo. Seja G um grupo abeliano residualmente livre e X = G\ {1}, pela
Proposicao temos que para qualquer g € G'\ {1} existe um subgrupo N, I G
tal que g ¢ N, e G/N, é livre. Logo, para todo g € G temos que G/N, = Z

pois G é abeliano. Agora definimos a aplicacao ¢ : G — H G /N, que aplica
rzeX
g — (gN;)zex. Mostraremos que ¢ ¢ um homomorfismo, sejam g, h € X, temos

que

= (ngth):L’eX
(

gN:r):JcEX (th)xEX
= ¢(g)o(h).

Vejamos agora que ¢ é injetiva. Com efeito, suponha por contradi¢ao que

existe um elemento g # 1 tal que g € ker(¢). Entdo, temos que

¢(g) = (N:E)rGX
(gNm)zeX = (N:Jc)xEX-

Logo, g € N,, para todo xz € X. Mas g ¢ Ny, logo g = 1. Agora usando o fato
que G/N, = Z temos que H G/N, = HZ (onde I ¢ um conjunto de indices

zeX el
dependendo de X), entao pelo Primeiro Teorema Fundamental do Homomorfismo

temos que G estd imerso no grupo [[,.;Z. Agora mostraremos que [[,.,Z ¢é
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totalmente residualmente livre, sejam (2%);cr, . .., (2!);cr elementos nao triviais
do grupo [[;.; Z. Para cada (z);c; existe um elemento z%" € Z nao trivial, onde
0, € I, ou seja existe um conjunto {fy,...,0,} tal que 2 € Z nao é um elemento
trivial, para 1 < r < n. Assim, obtemos que existe um conjunto finito J C I,

)

!)ies na0 é um elemento

onde |J| = 112&);9,, (J={1,2,.. .,121%)%97“}), tal que (x
trivial, para 1 <r <n.
Definimos a aplicacao ¢ : HZ — HZ, dada por (z%);c; — (2%);cs. Note
il icJ
que ¢ ¢ um homomorfismo, de fato, sejam = = (z');c; ¢ y = (y)ier. Ja que

vy = ((xy)")ier = (2")ie1(y")ier, temos que

o(zy) = o (((2y))ier)
= ((29)") ey
= (2")ics (V" )ies
= ¢ ((@"ies) & (V)ies)
= o(x)o(y),

logo ¢ é um homomorfismo.

Ja que H Z, ¢ um grupo abeliano livre de posto finito, entao H 7. & totalmente
ieJ ieJ
residualmente livre. Como (2} )i, ..., (2% );cs sdo elementos nao triviais de H 7,
ieJ
entao existe um homomorfismo 1 : H Z — T tal que ¢ ((2!)ics) # 1, para 1 <
ieJ
r < n. Logo, Yoo : HZ s I & um homomorfismo tal que (¢ o) ((z2)ier) # 1,
iel
para 1 < r < n. Portanto , HZ ¢ um grupo totalmente residualmente livre e

icl

como G esta imerso em H Z., temos que G é totalmente residualmente livre, pois
icl

grupos totalmente residualmente livre sao fechados para subgrupos. ]

2.3 - Grupos CSA e transitivos Comutativos

Nesta segao introduzimos grupos CSA (abeliano completamente sepa-
rado) e grupos transitivos comutativos, sua importancia sera observada na
secao 2.4. Eles permitem encontrar grupos que sao residualmente livres, mas nao
totalmente residualmente livres. Além disso, estes grupos permitem encontrar
condicoes para que um grupo residualmente livre seja totalmente residualmente

livre.
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Definicao 2.3.1. Um subgrupo H de um grupo G é chamado malnormal se para
todo g € G tal que HNgHg™ ! # 1 temos que g € H. Um grupo é chamado um
C'SA (abeliano completamente separado) se todos seus subgrupos abelianos
maximais sao malnormais.

E claro que um grupo abeliano G é C'SA, pois um subgrupo maximal em G &
o proprio grupo G. Além disso, um grupo livre é C'SA (veja [22] Proposigao 11,
pag 17).

Lema 2.3.2. Se Z X 7Z ¢é um subgrupo malnormal em Fy X Z, entao Fy X Z € um
grupo CSA.

Demonstracdo. Basta mostrar que todo subgrupo abeliano maximal de [Fy X Z é
malnormal. Seja A um subgrupo maximal de Fy x Z e (x,y) um elemento de A.
Se x =1 entdo A C Z X Z, logo A nao é subgrupo abeliano maximal. Portanto
x # 1, além disso A C Cp,(z) X Z, mas o centralizador de um elemento em
um grupo livre é isomorfo a Z. Logo, como A é abeliano maximal, temos que

A=Cp,(x) X Z=7 X Z, e desta forma A é malnormal. ]

Definicao 2.3.3. Um grupo G é transitivo comutativo se, dados a,b,c €
G\ {1} tal que [a,b] = 1,[b,c] = 1 entdo [a,c] = 1.

Equivalentemente o centralizador de cada elemento é abeliano.
Exemplos 2.3.4. Um grupo livre G é comutativo transitivo.

De fato, sejam a,b,c € G\ {1} tal que [a,b] = 1,[b,¢] =1, tem-se que a,b,c

pertencem ao mesmo subgrupo ciclico de G, logo [a, ] = 1.
Proposicao 2.3.5. Se G € um grupo CSA entao G € transitivo comutativo.

Demonstracdo. Sejam a,b,c € G \ {1} tal que [a,b] = 1,[b,c] = 1, considere
Cq(b) o centralizador do elemento b, temos que a,c € Cg(b). Além disso, o
subgrupo abeliano maximal A contendo b esta contido em Cg(b). Por outro lado,
seja h € Cg(b). Como b € hAh™ ' NAe G é CSA, temos que h € A. Portanto
Ca(b) =Aela,cl =1. n

Proposicao 2.3.6. Se G ¢ um grupo totalmente residualmente livre, entao G é

transitivo comutativo.

Demonstracdo. Sejam z,y,z € G\ {1} tal que [z,y] = [y, 2] = 1. Mostraremos

que [z,z] = 1. Suponha que [z, z] # 1, entdo sendo G totalmente residualmente
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livre, existe um homomorfismo ¢ : G — F tal que ¢([z, z]) = [p(x),p(2)] # 1 e
o(y) # 1. Mas [p(x), o(y)] = [¢(y), ¢(2)] = 1, o que contradiz o fato que o grupo

livre F é comutativo transitivo. Portanto G é transitivo comutativo. n

Corolario 2.3.7. Um grupo G totalmente residualmente livre nao abeliano tem

centro trivial.

Demonstracdo. Suponha que Z(G) # 1. Como G nao é abeliano existem by, by €
G\ {1} tal que [by,bo] # 1, mas se z € Z(G) entao [z,b1] =1 e [by, 2] = 1. Logo
pela Proposicao G é transitivo comutativo, logo temos que [by,by] = 1, o

qual é uma contradigdo. Portanto Z(G) = 1. ]

Corolario 2.3.8. Se A € um grupo nao trivial e B um grupo nao abeliano, entdo

A X B nao é totalmente residualmente livre.

Demonstracdo. Suponha que A x B é totalmente residualmente livre, seja a €
A\ {1}. Como B nao ¢é abeliano entdo existe ¢,b € B tal que [b,¢] # 1. Como
B C Cg(a) temos que [a,c] =1 e [b,a] = 1. Por outro lado, pela Proposi¢ao [2.3.6]

A x B & transitivo comutativo, logo [b, ¢] = 1, o que é uma contradi¢ao. |

Exemplos 2.3.9.

o 7. x Fy, onde Fy € o grupo liwre de posto 2, € residualmente livre mas nao €

totalmente residualmente livre.

o Fy x Iy € residualmente livre mas nao € totalmente residualmente livre.

2.4 - Relacoes entre grupo Residualmente livre e

totalmente livre

Como vimos na secao anterior a classe de grupos totalmente residualmente
livres esta contido propriamente na classe de grupos residualmente livres. De-
monstramos a seguir condicoes que garantem que um grupo residualmente livre
seja totalmente residualmente livre. Além disso, provaremos que grupos residu-
almente livres nao sao fechados para produtos livres, e que grupos totalmente

residualmente livres sao fechados para produtos livres.

Definicao 2.4.1. Um grupo G é n-residualmente livre se para qualquer n
elementos ¢1,...,9, € G\ {1}, existe um grupo livre F e um homomorfismo

¢ : G+ T tal que ¢(g;) # 1, para todo 1 < i < n.
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Proposicao 2.4.2. Para um grupo residualmente livre G, as sequintes proposi-

coes sao equivalentes:

1) G € totalmente residualmente livre;

2) G € 2—residualmente livre;

3) G € transitivo comutativo;

4

(
(
(
(4) G ¢ CSA.

)
)
)
)

Demonstracdo. I claro que (1) implica em (2).

Assumimos (2). Sejam z,y, z € G\{1} tal que [z, y] = [y, z] = 1. Mostraremos
que [z,z] = 1. Suponha que [z,z] # 1, entao sendo G 2—residualmente livre
existe um homomorfismo ¢ : G — F tal que ¢([z, z]) = [¢(z), d(2)] # 1 e d(y) # 1.
Mas [¢(z), d(y)] = [¢(y), ¢(2)] = 1, o que contradiz o fato que F é comutativo
transitivo. Logo (2) implica em (3).

Agora assumimos (3). Se G ¢ abeliano ¢ claro que G ¢ C'SA. Admitamos entao
que G nao é abeliano. Por contradicao, existe um subgrupo abeliano maximal M e
g € G\ M tal que MNgMg~' # 1. Para algum m € M, comm # 1, gmg~' € M.
Se [g,m] = 1, j4 que G é transitivo comutativo, temos que < g, M > é abeliano e
M =< g,M >, logo g € M o qual é contradigao. Desta forma [g,m| # 1. Como
[g,m] # 1, existe um homomorfismo ¢ : G — F tal que ¢([g, m]) # 1, entao
[6(m), 6(g)] # 1. Mas, 1 # ¢(gmg) € (M) 1 6(g)¢(M)p(g)~". Sendo F CSA,
temos que o subgrupo abeliano maximal contendo ¢(M) é malnormal, logo ¢(g)
estd no subgrupo abeliano maximal de F contendo ¢(m). Assim, [¢(g), p(m)] =1
o que é uma contradigdo, portanto (3) implica em (4).

Finalmente assumiremos (4). Pela Proposicao G é comutativo transitivo.
Se G é abeliano, temos pela Proposicao que G é totalmente residualmente
livre. Assumimos agora que G nao é abeliano, entao se x,y € G\ {1}, provaremos
que existe g € G tal que [grg!,y] # 1. Com efeito, se [x,y] # 1, entdo fazendo
g =1 temos que existe g € G tal que [grg~', y| # 1.

No caso que [z,y] = 1, seja M o subgrupo abeliano maximal contendo y.
Entao o centralizador C(y) contém x e M, e, além disso, como G é comutativo
transitivo temos que Cg(y) é abeliano. Entao temos que M = Cg(y), pois G nao
é abeliano.

Como G é CSA e ndo é abeliano, existe um g € G\ M tal que MNgMg~! =1,
logo grg™' ¢ M, e, desta forma, [grg~ ', y] # 1. Agora sejam x1, ..., x, elementos

nao triviais de G. Sejam y; = x1, y 0 conjugado de x5 tal que [ys,y1] # 1, y3 0
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conjugado de z3 tal que [ys, [y2,y1]] # 1 e assim por diante. Obtemos elementos
Y1, .., Yn tal que y; é o conjugado de x; e o comutador [y, ...,y1] # 1. Agora,
sendo G residualmente livre, existe um homomorfismo ¢ : G —— F, tal que

O([Yn, - -, y1]) # 1, logo ¢(y;) # 1, e consequentemente ¢(x;) # 1, para 1 < i < n.
Isto prova que (4) implica (1) . n

Lema 2.4.3. Se G ¢ um grupo CSA, entao cada subgrupo normal abeliano estd

contido no centro de G.

Demonstracdo. Seja A um subgrupo abeliano normal de G. Entao A esta contido
em um subgrupo abeliano maximal B de G. Seja a € A\ {1} e xz € G\ {1}.
Entao zax~! € A, pois A é normal. Ja que A < B, entao a € B, zaz™' € B
e vzar~' € BNaBx~!. Como G é CSA temos que B é malnormal e portanto
x € B. Ja que B é abeliano, entdo [a,z] = 1, para todo x € G. Portanto A esta

no centro de G. -

Lema 2.4.4. Cada subgrupo abeliano normal de um grupo residualmente livre G

estd contida no centro de G.

Demonstracdo. Seja A um subgrupo normal abeliano de G. Seja a € A\ Z(G),

entdo existe um elemento b € G com
x = [a,b] # 1.

Como G é residualmente livre, entao pela Proposicao existe um subgrupo
normal N, de G, com G/N, livre e x ¢ N,. Segue que abN, # baN,, logo G/N,

¢ um grupo livre nao abeliano. J& que ba='b~! € A, entdo x € A, logo temos que
AN, /N, = A/ANN,,

¢ um subgrupo nao trivial abeliano normal de G/N,. Como G/N, é um grupo
livre e ndo abeliano, temos que G/ N, é um grupo C'SA, além disso, Z(G/N,) = 1.
Logo, pelo Lema temos que AN,/N, = 1, o qual é uma contradi¢ao. Por
tanto A < Z(G). ]

Teorema 2.4.5. Seja G um grupo residualmente livre. G € totalmente residual-
mente livre se, e somente se, G nao contém F X Z, onde F é um grupo livre de

posto 2 e Z um grupo ciclico infinito.

Demonstracdo. Admitamos que G contém F x Z. Como F é livre de posto 2 entao

F nao é abeliano, logo F x Z nao é totalmente residualmente livre pelo Exemplo
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2.3.9 Mas F x Z & um subgrupo de G, logo F x Z é totalmente residualmente
livre, o qual é uma contradicao. Portanto, G nao contem F x Z.
Reciprocamente, suponhamos que G nao é totalmente residualmente livre.
Pela Proposicao G nao é comutativo transitivo, ou seja, existem elementos
nao triviais a, b, ¢ de G tal que ¢ comuta com a e b, mas [a,b] # 1. Seja F = (a, b),
pela Lema [F é livre nao abeliano de posto 2 e tem centro trivial. Sendo ¢
um elemento de ordem infinita, temos que (c¢) é um grupo ciclico infinito. Como
a,b comutam com ¢, tem-se que F(c) é subgrupo de G e além disso F N (c) é
um subgrupo abeliano normal de F logo, pelo Lema 2.4.4, F N (c) = 1. E facil
verificar que (c) e F sdo subgrupos normais de F(c), por tanto F(c) é isomorfo a

F x (¢) 2 F x Z ou seja G contém F x Z, que é uma contradicao a hipotese. m

Do Teorema [2.4.5 podemos concluir que um grupo residualmente livre finita-
mente gerado é totalmente residualmente livre ou contém F x Z.

A classe dos grupos residualmente livres sao fechados para produtos diretos,
mas nem sempre é fechado para produtos livre de grupos, como podemos ver no

proximo lema.

Lema 2.4.6. Se Ay e Ay sdo grupos, Ay nao trivial e Ay nao € totalmente resi-

dualmente livre entao A, * Ay nao € residualmente livre.

Demonstracdo. Segue da Proposicao [2.4.2| que cada grupo 2—residualmente livre
é totalmente residualmente livre. Agora, como A, nao é totalmente residualmente
livre entao A, nao é 2-residualmente livre, isto é, existem elementos nao triviais
by, by € As tal que qualquer homomorfismo de A num grupo livre F leva by ou
by para 1.

Seja a € A; e defina & = [by, [bo, a]], logo & = bybyaby 'a'b; tabya~tby ! é uma
palavra reduzida no produto A; x Ay, segue entao que £ # 1. Agora suponhamos

que A; * A, é residualmente livre e considerando este elemento £ # 1, existe um
homomorfismo f : A; * Ay — T tal que f(§) # 1.

G:Al*AQ

J \

A; I
fla,

Fazemos a identificagao de f(b;) = fia, (1), f(by) = fa, (by) e f(a) = fia, (a),
logo como cada homomorfismo de A, ate F leva b; ou by a 1 entdo temos que
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f(b1) = fi,,(b1) = Lou f(by) = f,, (b2) = 1. Disto temos que

f(€) = f(biboaby'a by absa'b5")

= fiay, (00) f1a, (02) fa, (@) o fia (@) fia, (B2) fia (@) i, (05)
= 1,

o qual é uma contradigao ja que f(€) # 1. Portanto A; *x Ay nao é residualmente

livre. m

Exemplo 2.4.7. Como jd vimos Z € um grupo residualmente livre e pelo Exemplo
temos que Z x Fy € um grupo residualmente livre, mas nao totalmente
residualmente livre. Portanto, pelo Lema Z * (Z x Fy) nao € um grupo

residualmente livre.

Em contraste com a classe dos grupos residualmente livres os grupos total-

mente residualmente livres sao fechados para o produto livre.

Teorema 2.4.8. Sejam H e K dois grupos nao triviais. Se H e K sao totalmente

restdualmente livre, entao H x K € totalmente residualmente livre.

Demonstracdo. Sejam zq,...,x, elementos nao triviais de G = H x K. Pelo
Teorema da Forma Normal de um produto livre (veja Teorema [1.1.20) temos que

Ti = Qi1y -y Q4 k(i)

onde os a;; pertencem alternadamente a H ou K. Como H & totalmente residu-
almente livre, pela Proposicao H contém um subgrupo N < H com H/N
sendo um grupo livre, tal que alguns a;; nao pertencem a N. Analogamente
K, contém um subgrupo M < K com K/M livre , e alguns a;; ndo perten-
cem a M. Consideremos os homomorfismos canonicos proj; : H — H/N e
proja : K — K/M, e seja L o produto livre de H/N com K/M, ou seja,
L = H/N x K/M. Entao pela definicao de produto livre temos que existe um
homomorfismo f de G a L = H/N % K/M que extende proj; e projs.

G

J T

proj;

K——>K/M C, L

projs

H> O/N O L
Além disso, como H/N e K /M sao grupos livres, entdo pela Proposicao|l.1.24

temos que L é livre. A imagem de z; por f é f(z;) = proji(a;1) ... proja(aia)
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logo cada fator de f(z;) é diferente da unidade e pertence a H/N ou K/M,
portanto f(z;) é uma palavra reduzida em L e f(z;) # 1, assim G é totalmente
residualmente livre. [

Assim, a classe dos grupos totalmente residualmente livres sao fechados para

produto livre, mas nao sao para produtos diretos pelo Corolario [2.3.8]

2.5 - Superficies Residualmente livres

Nesta secao analizaremos quais sao as superficies compactas e conexas sem
bordo(fechadas) ou com bordo que tém grupo fundamental residualmente livre

ou totalmente residualmente livre.

Definigao 2.5.1. Se S é uma superficie compacta, conexa (nao necessariamente
fechada) e m1(S) é residualmente livre entao S ¢ chamado uma superficie resi-

dualmente livre.

Proposicao 2.5.2. Seja S uma superficie fechada. Se S é uma das superficies
ndo orientdqveis de caracteristica de FEuler x(S) = —1,0 ou 1, entdo m(S) ndo
é residualmente livre. Caso contrdrio, m(S) € totalmente residualmente livre,
logo S € uma superficie residualmente livre. Além disso, se S é uma superficie
com bordo, entdo m(S) € totalmente residualmente livre, logo S € uma superficie

residualmente livre.
Demonstracdo. Analizaremos no caso que S nao tem bordo:
(1) Se x(S) = 1, entao pelo Teorema [1.2.61| temos que S é um plano proje-

tivo com grupo fundamental 7 (S) = Zs o qual nao é residualmente, pois nao é

livre de torcao, logo também nao totalmente residualmente livre.

(17) Se x(S) = 0,entao pelo Teorema [1.2.61| segue que S é uma garrafa de Klein,

ja que P24 P? é homeomorfa a uma garrafa de Klein, com grupo fundamental
m(S) = (a,bla®* = 1) = (a) * a2y (b-2) (b) = Z %oy Z

Suponha que m(S) é abeliano, pelo Corolario [1.1.33| temos que Z = 2Z, o
qual implica que m;(S) nao é abeliano. Agora, se m;(S) é residualmente livre e
nao abeliano , pelo Lema, temos que m1(S) é livre sobre {a, b}, 0 que é con-

tradigdo uma vez que temos a palavra reduzida a®b®> = 1 . Logo, temos que 71(S)
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nao é residualmente livre, e assim 7(S) nao é totalmente residualmente livre.

(i17) Se x(S) = —1, entdo pelo Teorema S é a soma conexa de trés planos
projetivos com grupo fundamental 7 (S) = (a, b, c|a*b*c?) = 1.

Suponha que 7;(S) é um grupo residualmente livre nao abeliano. Logo sem
perda de generalidade , podemos admitir que [a,b] # 1. Entao pela defini¢do
de grupo residualmente livre existe um homomorfismo ¢ : 7(S) — F tal que
é([a,b]) = ([¢(a), p(b)]) # 1. Mas por outro lado, temos que ¢(a)?@(b)* = ¢(c1)?
e pelo Argumento de Lyndon (veja [17]) [¢(a), ¢(b)] = 1, o qual é uma contradicao.

Suponha agora que 7;(S) é um grupo residualmente livre abeliano, observe
que

m1(5) = (@, 0)* (a22)2(e-2) ()

¢ um produto amalgamado de um grupo livre gerado por {a, b} e o grupo livre ge-
rado por ¢, amalgamando os grupos ciclicos infinitos gerados por {a?b?} e {c¢72}.
Ja que (a,b) ¢ um grupo livre dois gerado nao abeliano contido em 7 (.S) entao
m(S) ndo é abeliano o qual é contradigdo. Por tanto m;(S) ndo residualmente

livre.

(iv) Para as demais superficies sem bordo temos o seguinte argumento:

Se S é uma superficie nao orientavel com género g > 4, entao pelo Teo-
rema seu grupo fundamental é 7, (S) = (a1,...a4la?...a} = 1). m(S) é
totalmente residualmente livre (veja [1] pag 414), logo S é uma superficie residu-

almente livre, além disso, o grupo (ay,...ag4laf...a; = 1) tem um subgrupo da

g—1
forma 7(S,_1) = (a1, ...ag-1,b1,...by_1] H laj, b;]) (veja [37] pag 24-25). Como
j=1

a classe de grupos totalmente residualme;te livre é fechada para subgrupos, o
grupo m(S,-1) é totalmente residualmente livre para g > 4. Desta forma pelo
Teorema as superficie orientaveis sem bordo e género major ou igual a trés
tém grupo fundamental totalmente residualmente livre. Agora, resta analizar os
casos quando o género da superficie orientavel sem bordo é 0, 1 e 2. Se a superficie
orientavel sem bordo tem género 0, entao a superficie é uma esfera, logo é claro
que seu grupo fundamental é totalmente residualmente livre, pois ele é trivial.
Portanto a esfera é uma superficie residualmente livre.

Sejam S5 e S; as superficies orientaveis sem bordo de género 2 e 1 res-
petivamente. Pelo Teorema temos que o grupo fundamental de S, é
71(S2) = {ay, as, by, by|[ay, bi][ag, bo] = 1) = F*g,~q, F, onde G| = {(ay, by, a;'b;t)
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e Gy = (ay, by, ay'by ") sdo subgrupos de F =< ay,b; > e F = (ay, by) respecti-
vamente. Neste caso m1(S3) é também totalmente residualmente livre (veja [36]
pag 6). Portanto Sy é uma superficie residualmente livre

Finalmente, S; é um toro e seu grupo fundamental ¢ Z X Z, e como grupos
abelianos livres de posto finito sao totalmente residualmente livres temos que Zx7Z
é totalmente residualmente livre. Portanto S; é uma superficie residualmente
livre.

Assim, concluimos que as superficies sem bordo sao superficies residualmente
livres, exceto quando a superficie € um plano projetivo , uma garrafa de Klein ou

uma superficie nao orientavel de género 3.

No caso de superficies com bordo temos que seu grupo fundamental é livre (veja
Teorema|1.2.63). Logo tém grupo fundamental residualmente livre e portanto sao

superficies residualmentes livres. [

2.6 - Produtos Amalgamados e HNN-extensoes re-

sidualmente livres

Nesta secao serao abordadas propriedades de grupos residualmente livres que
sao expressados como produtos amalgamados e HNN-extensao.

Seja Aut(G) o grupo de automorfismo de um grupo G e Inn(G) o grupo de
autormorfismo internos de G. O grupo quociente Aut(G)/Inn(G) é dito o grupo

das classes dos automorfismos externos e denotado por Out(G).

Teorema 2.6.1. Cada grupo totalmente residualmente livre nao ciclico tem in-

finitos automorfismos externos.
Demonstracdo. Veja [28] Teorema 3.2. ]

Definicao 2.6.2. Para qualquer subgrupo H < G, definimos o nticleo normal

de H em G, como o maior subgrupo normal de GG contendo H, isto é

Coreg(H) = ﬂ HI = ﬂ gHg .

geG geG

Uma consequéncia imediata é que , Coreg(H) = H se, e somente se, H é

normal em G.
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Proposicao 2.6.3. Se G = Ax¢ B € um produto amalgamado sobre um subgrupo

abeliano e suponha que G € residualmente livre. Se A é nao abeliano, entao

Z(A)NC C Corep(C) = () C" = () bCb™".
beB beB
Demonstracdo. Seja z € Z(A) N C. Como A ¢é nao abeliano existem a,b € A
tal que ab # ba. O subgrupo (a,b) de A é residualmente livre nao abeliano e
2—gerado, logo pelo Lema (a,b) é isomorfo a Fy (grupo livre nao abeliano
de posto 2). Como C' é um grupo abeliano, entdo C' N (a,b) é um subgrupo
abeliano em (a, b), portanto C' N (a,b) & ciclico. Agora, como (a,b) ¢ livre de
posto 2, entdo o subgrupo comutador de (a,b) é infinitamente gerado, logo ele
nao pode estar contido em C. Assim, existem aj,as € A tal que [a1,a9] # 1
e [ar,as] € C. Se b € C, entao bzb™' € C, logo 2 € b='Cbh. Se b € B\ C,

consideremos a palavra sobre G

§= [[a17a2]7 [va“

Afirmagao *: Dado b € B\ C e [ay, as] # 1 uma palavra em G, entao para cada
homomorfismo f : G — F, ou f(z) =1 ou f([a1,as]) = 1. De fato, suponhamos
que f(z) # 1 e f([ar,az]) # 1, para algum homomorfismo f. Como z € Z(A),
entdo [z,a1] = 1 e [z,a9] = 1. Logo [f(2), f(a1)] = 1 e [f(2), f(az)] = 1. Como
f(a1), f(az2), f(2) s@o elementos de F eles pertencem ao mesmo subgrupo ciclico
de F. Portanto f([a,as]) =1, o qual é uma contradicao.

Agora, do que foi provado na afirmagcao segue que f(z) =1 ou f([a, as]) = 1,
para todo homomorfismo f : G — F. Logo f(£) = 1, e como G é residualmente

livre, £ = 1. Portanto
1= 5 - [ah a2Hz: b][ala GQ]_I[ZJ b]_l’

nao é uma palavra reduzida no produto amalgamado A x¢ B, entdo [z,b] =
2bz71b7! € C. Desta forma, bzb™' € C e z € b='Cb. Assim, para todo b € B

temos que z € b~'Cbh. Portanto z € m bCh™* = corep(C). m
beB

Proposicao 2.6.4. Seja G = Axc uma HN N-extensdao e suponha que G € resi-

dualmente livre. Se t é a letra estdvel, entdo

(Z(A)NC) = t(Z(A) N Ot € Z(A).
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Demonstracdo. Seja G = (A,t|tCt™! = C) a apresentacio do grupo. Se A é

abeliano, entdo Z(A) = A e assim
HZANCO P =t ANO)t ! =tCt ' =C < Z(A) = A,

portanto t(Z(A) N C)t~! < Z(A).
Seja A nao abeliano.E existem aj,ay € A tal que [a1,a2] # 1. Agora, seja

z € (Z(A) N C) um elemento arbitrario. Consideremos a seguinte palavra,

§= HabaZ]’ [Z>t]]'

Da afirmacao * feita na demonstracao da Proposicao temos que para
cada homomorfismo f : G+ F, ou f(z) = 1 ou f([a1,as]) = 1, logo f(&) = 1.

Mas, como G é residualmente livre, £ = 1. Se tzt~! = q, entdao a € C < A.

1= ¢ = [lar, as], [=.1]) = (far. a2], za™'] = [lar, as], 0],

Logo 1 = [[a1,as],a™ ], e desta forma alay,as] = [a1, as]a, isto &, a comuta
com cada comutador de A, portanto a € Cu([A4, A]). Mas, pelo Lema [2.1.5]
Ca([A, A]) = Z(A), logo a = tzt~' € Z(A). Portanto

HZ(A) N O} C Z(A).

2.7 - Retratos virtuais sobre subgrupos ciclicos

Nesta secao mostraremos que subgrupos ciclicos de um grupo residualmente

livre sao retratos virtuais do grupo que os contém.

Definicao 2.7.1. Um subgrupo H de um grupo GG é um retrato de G se, existe
um homomorfismo f : G —— H tal que f,, = id, onde id ¢ a identidade de H .
Chamamos H um retrato virtual de G, se H é contido como um retrato de um

subgrupo de indice finito de G.

Teorema 2.7.2. (Teorema de Marshall Hall Jr) Se F é um grupo livre e H
um subgrupo finamente gerado de [F, entao existe um subgrupo K de F de indice
finito tal que K = H x G, onde G < TF.

Demonstracdo. Veja [9). ]
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Lema 2.7.3. Seja G um grupo residualmente livre e L um subgrupo ciclico de G.
Entao G tem um subgrupo de indice finito H, contendo L, tal que L é um retrato
de H (isto é, L é um retrato virtual de G).

Demonstracdo. Como L = (z) # 1 é um subgrupo de G, entdo para z € L
existe um homomorfismo f : G — F tal que f(z) # 1. Provaremos as seguintes
afirmacoes:

i) f € injetiva sobre L. De fato, seja 1 # x € L tal que f(z) = 1. Como x € L
entdo x = 2™ onde m € N . Logo f(z)™ = 1, mas como f(z) € F segue que ele
nao pode ter ordem finita, pois [ ¢ livre de torcao, portanto = = 1.

(ii) Eriste um subgrupo de indice finito K de F tal que f(L) é um retrato de
K. De fato, observemos que f(L) é um subgrupo livre de I, entdo pelo Teorema
de Marshall Hall Jr (Teorema , temos que existe um subgrupo K de F de
indice finito tal que K = f(L)*« M e M < TF.

K /
4

f(L) ————— f(L)

id

M————1

Pela defini¢do de produto livre temos que, existe ¢ : K —— f(L) tal que

Plrwy = iy, portanto f(L) é um retrato de K. E isto prova a afirmagao.

Voltando a demonstragao, tome H = f~1(K), entao temos que L < H. Ob-

servando o seguinte diagrama

flopof

temos que flopo f: H= f"'(K)+~ L &um homomorfismo tal que f~topo
f(z) = z, Vz € L. Resta provar que H = f~!(K) é um subgrupo de indice finito

de G, para concluir que L é um retrato virtual de GG. Seja a funcao,

¢ - { Classes laterais de H em G } — { Classes laterais de K em F}
gH — f(g9)K.
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Notemos que ¢ ¢ injetiva. Sejam g, H e goH classes laterais de H = f~(K)
em G tal que (g1 H) = (g2 H), logo f(g19,") € K e entdo g1g, ' € H. Portanto

g1H = goH e assim 9 ¢ uma funcao injetiva, e desta forma temos que H é um

subgrupo de indice finito de G. [
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Capitulo

GRUPOS RESIDUALMENTE LIVRES
SOBRE 3-VARIEDADES

Neste capitulo mostraremos que as variedades atoroidais, compactas e ori-
entaveis com bordo toral (possivelmente vazio) e grupo fundamental ndo trivial
nao tém grupo fundamental residualmente livre e que as variedades hiperbdlicas
de volumefinito com bordo nao vazio nao tém grupo fundamental residualmente
livre, além disso daremos uma classificacao das variedades fibradas de Seifert
compactas e conexas com bordo incompressivel (possivelmente vazio) e grupos
fundamentais residualmente livres nao triviais. Finalmente, mostraremos que um
grafo variedade (variedade com decomposigao toral formada s6 por componentes
variedades fibradas de Seifert) conexo com bordo incompressivel e grupo funda-

mental residualmente livre ndo trivial é uma variedade fibrada de Seifert.

3.1 - Grupos residualmente livres sobre uma vari-

edade atoroidal e uma variedade hiperbélica

O objetivo desta secao ¢ munir de uma estrutura geométrica as variedades irre-
dutiveis, atoroidais, orientaveis, compactas com bordo toral (possivelmente vazio)
e grupo fundamental residualmente livre nao trivial. Além disso, demonstrare-
mos que uma variedade hiperbolica com bordo nao vazio e grupo fundamental

nao trivial tem grupo fundamental nao residualmente livre.

Teorema 3.1.1. Se M ¢é uma S3-variedade compacta, P*-irredutivel com bordo
(possivelmente vazio) e grupo fundamental residualmente livre ndo trivial, entdo

M € uma variedade de Haken.
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Demonstracdo. Pelo Teorema [1.3.20] s6 restaria provar que o numero de Betti
de m (M) é positivo, ou seja, by(m(M)) > 0. Ja que M é uma 3-variedade
compacta, entao w1 (M) é finitamente gerado. Seja g um elemento nao trivial de
m1 (M), da Proposicao temos que existe um subgrupo N < (M) tal que
g ¢ Nem(M)/N é&um grupo livre. Ja que (M) é finitamente gerado, entdo

m(M)/N é um grupo livre de posto finito, logo % ¢ um grupo abeliano

(:f((ﬁ))//]]\\,])/ = (ﬂ?(lﬁf/)]\/,j)vﬂv, entao pelo 3° Teorema fun-

damental dos homomorfismos temos que % =~ m(M)/(m (M) N), logo

m(M)/(m (M) N) é abeliano livre de posto finito. Pelo 3° Teorema fundamen-

tal dos homomorfismos, temos que m(M)/(m (M)'N) = (Wzr(ljf/[]\f/)]\/,g}fffgj),, logo
m1 (M) /m1 (M)’

(MY Ny (VT é também abeliano livre de posto finito. Definamos o homomor-

livre de posto finito. J& que

fismo projecao
ey m (M) m (MY
¢ I(M)/ 1(M> (71_1<M)/N)/7T1(M)/
g — g(m(M)'N)/m(M), ondeg = gmi(M)".

w1 (M) /w1 (M)’
71 (M)'N)/m (M)’

m (M) /7 (M) contém elementos de ordem infinita, pois (

De ¢ observamos que, como ( é abeliano livre de posto finito,

w1 (M) /71 (M)
T (M)'N)/m (M)

contém
elementos de ordem infinita.

Sabemos que o primeiro numero de Betti de m; (M) é igual & quantidade de
fatores Z na decomposi¢ao do grupo abeliano finitamente gerado m (M) /m (M),
logo como 7y (M) /m (M)’ tem elementos de ordem infinito, temos que existe pelo
menos um fator Z na decomposicao do grupo abeliano (M) /7 (M)', portanto
b(m (M)) > 0. m

Corolario 3.1.2. Se M ¢ uma 3-variedade compacta, orientdvel, atoroidal com
bordo toral (possivelmente vazio) e grupo fundamental residualmente livre nao

trivial, entao M € uma variedade hiperbolica completa de volume finito.

Demonstracdo. Pelo Teorema temos que M é uma variedade de Haken.

Logo, a conclusao segue direto do Teorema [1.7.3 [

Corolario 3.1.3. Se M ¢ uma 3-variedade compacta, orientdvel, atoroidal com
bordo vazio e grupo fundamental nao trivial, entao M tem grupo fundamental nao

residualmente livre.

Demonstracdo. Suponha que 7 (M) é residualmente livre. Pelo Teorema

temos que m (M) contém Fy x Z ou 7 (M) é totalmente residualmente livre.
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Pelo Corolario 3.1.2] temos que M é uma variedade hiperbolica completa de
volumefinito. Usando o Corolario temos que (M) ndo contém Z X Z,
logo m (M) é totalmente residualmente livre. Se 7 (M) ndo ¢é ciclico, entdo pelo
Teorema [2.6.1] temos que 71 (M) tem infinitos automorfismo externos, pois m (M)
é finitamente gerado e nao é ciclico. Mas, pelo Corolario , m1 (M) tem finitos
automorfismos externos, o qual nés da uma contradigdo. Se w1 (M) é ciclico,
entao pelo Teorema [I.6.7] temos que M ¢ uma variedade fibrada de Seifert, logo é
modelada por uma das geometrias na figura 1.6 , o qual é uma contradicao, pois
M & uma variedade hiperbolica , logo é modelada pela geometria H?.

Portanto 7 (M) néo é residualmente livre. ]

Teorema 3.1.4. Se M é uma 3-variedade hiperbolica compacta de volume finito
com grupo fundamental nao trivial e bordo nao vazio, entdo m (M) é nao residu-

almente livre.

Demonstracdo.

Suponha que 7 (M) é residualmente livre. Pelo Teorema temos que
m1 (M) contem Fy x Z ou m(M) é totalmente residualmente livre. Separamos a
demonstracao em dois casos:

1) Suponha que m (M) contém Fy x Z. Pelo Teorema temos que o
bordo de M é toral, ou seja, o bordo de M é formado por toros. Pelo Teorema
temos que o grupo fundamental de uma componente do bordo de M é
malnormal, ou seja, o grupo fundamental de um toro T? contido no bordo de M
é um subgrupo malnormal de m1(M). J& que o grupo fundamental de um toro é
isomorfo a Z x Z, entao Z x Z ¢ um subgrupo malnormal de Fy X Z, pois Z X Z esté
contido em Fy x Z, assim pelo Lema [2.3.2] temos que Fy x Z é um grupo C'SA.
Logo, da Proposicao temos que [y X Z é totalmente residualmente livre,
pois Fy x Z é um grupo C'SA e residualmente livre, o qual é uma contradicao, ja
que pelo Exemplo Fy, X Z nao é totalmente residualmente livre.

2) Se m1 (M) é totalmente residualmente livre, entdo pelo Teorema temos
que 71 (M) tem infinitos automorfismo externos, pois m (M) contém Z x Z e é
finitamente gerado. Mas, pelo Corolario (M) tem finitos automorfismos

externos, o qual da uma contradicao.

Portanto 7 (M) néo é residualmente livre. ]

99



3.2 - Grupos residualmente livres sobre uma vari-

edade fibrada de Seifert

Nesta secao demonstraremos que as variedades fibradas de Seifert compactas,
conexas com grupo fundamental residualmente livre nao trivial e bordo incom-
pressivel (podendo ser vazio) ndo tem fibras singulares. Além disso, obtemos
uma classificacao das variedades fibradas de Seifert compactas, conexas sem sin-
gularidades com bordo incompressivel toral (podendo ser vazio) cujos grupos

fundamentais sao residualmente livres ndo triviais.

Lema 3.2.1. Seja M uma variedade fibrada de Seifert compacta com bordo in-
compressivel nao vazio. Se m (M) € residualmente livre, entao OM é incompres-

stvel toral.

Demonstracdo. Para mostrar que 0M é incompressivel toral, basta mostrar que
OM esta formado somente por toros.

Sabemos que o bordo de uma variedade fibrada de Seifert compacta esta
formado por toros e garrafas de Klein. Se K? é uma garrafa de Klein no bordo
de M, entao m;(K?) é um subgrupo de (M), pois M tem bordo incompressivel.
Logo 71 (K?) é um subgrupo residualmente livre de m;(M). Por outro lado, pela
Proposicao temos que m (K?) ndo é um grupo residualmente livre, o qual é
uma contradicao. Portanto M tem bordo incompressivel toral.

Lema 3.2.2. Seja M uma variedade fibrada de Seifert compacta com bordo in-
compressivel (possivelmente vazio). Se m (M) é residualmente livre, entdo o es-

paco base O de M nao tem linhas refletoras.

Demonstracdo. Suponha que O possui uma linha refletora [, entao [ forma parte
do bordo de O. Como M é uma 3—variedade compacta, entao o bordo de M é
formado por toros e garrafas de Klein. Ja que a aplicacdo quociente ¢ : M —
O, que identifica cada fibra de M em um ponto, leva bordo em bordo entao a
existéncia da linha refletora [ no bordo de O implica a existéncia de uma garrafa
de Klein K2 no bordo de M, pois toros no bordo de M nao sao levados por
1 a linhas refletoras em O. Mas, pelo Lema temos que M tem bordo
incompressivel toral ou seja nao existem garrafas de Klein no bordo de M, logo

temos uma contradicao.
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Por outro lado, se M nao tem bordo, entao O nao tem linhas refletoras, pois
a existéncia de uma linha refletora implica a existéncia de uma garrafa de Klein

no bordo de M. Portanto O nao tem linhas refletoras. ™

Lema 3.2.3. Seja M uma variedade fibrada de Seifert compacta e conexa com
grupo residualmente livre e bordo incompressivel (possivelmente vazio), entdo o
homomorfismo de evaluagao € trivial (o homomorfismo de evaluagao leva todo

elemento ao elemento trivial).

Demonstracdo. Sejam ¢ : m(0O) — Zs o homomorfismo de evaluagdo de M,
onde O é o espaco base de M e X o espaco subjacente da orbifold O. Sabemos
que a orbifold O tem pontos de cone e linhas refletoras como possiveis singula-
ridades, assim, pelo Lema temos que O s6 pode ter pontos de cone como
singularidades. Desta forma, pelo Teorema temos que m1(0) tem duas
possibilidades:

a) Se o espaco subjacente Xp de O é uma superficie orientével, compacta e
conexa de género g > 0 com m componentes de bordo, entao o grupo fundamental

da orbifold O tem a apresentacao

m(0) = (a1,b1,...,a4,bg, 1, .. G, d1,. .., dy | Ha“ H H =1),

onde {ay, b1, ...,a4,b4,d1,...,dy} sdo os geradores do grupo fundamental de Xo,
{q1, ... qn} s@o os representantes dos pontos de cone de O e ay, ..., q, os ordens
de q1, ..., q, respectivamente.

b) Se o espaco subjacente X de O é uma superficie nao orientavel, compacta e
conexa de género g > 1 com m componentes de bordo, entdao o grupo fundamental

da orbifold O tem a apresentacao

9 n m
71—1(0):<a17"'7agaq17"'Qn7dl>-"a m H H Hdk:Lqu'éj:l%
i=1  j=1 k=1

onde {ay,...,a4,dy,...,dy,} sdo os geradores do grupo fundamental de Xo, {¢1, . ..
sao os representantes dos pontos de cone de O e g, ..., a, os ordens de ¢4, ..., g,
respectivamente.

Pelo Teorema temos que para o caso a), (M) tem 2 possibilidades e
para o caso b), m (M) tem 4 possibilidades. Faremos primeiro as possibilidades
para o caso a).

(1) Se o espago subjacente Xo de O (espago base de M) é uma superficie

orientavel, compacta e conexa de género g > 0 com m componentes de bordo,
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entdo M é orientavel e (M) tem a apresentagdo com geradores:
ap, b, ..., ag,b0,q1,. . Gn,dy, ... dp, b
e com relacoes
azha;' = ) bhbt = 0P gihe ! = h,

dehdt = B g h% =1 [ a0 [ [ o [ e = 1. 457 = *)
=1 k=1

i=1

@

com ¢(a;) = ¢(b;)) = 1parai=1,...,g, ¢(dy) = 1l parak=1,... meb(M) € Z.
Neste caso {a1,b1,...,a4,bg,d1, ..., dy} sdo os geradores de m(Xo) e {q1, ..., qn}
sao os representantes dos pontos cone de O.

Pela Observacao[1.5.23]item (b), temos que ¢(g;) = 1 para j =1,...,n. Além
disso, temos que ¢(a;) = ¢(b;) = 1 parai =1,...,9, ¢(dx) = 1l parak =1,...,m,
assim ¢ envia todos os geradores de 7(O) ao elemento trivial, portanto ¢ ¢ o
homomorfismo trivial.

(2) Se o espago subjacente Xo de O ( espago base de M) é uma superficie
orientavel, compacta e conexa de género g > 0 com m componentes de bordo,

entao M é nao orientavel e 1 (M) tem a apresentagao com geradores:
al,...,ag,bl,...,bg,ql,...qn,dl,...dm,h
e com relacoes

azha;' = % bhbt = b gihe; ' = h,

Q

dphdy ' = W) gpfi =1, H [as, bi] H%‘ d, =1,¢;7 = h*™)
i=1 1

j=1 k=
com ¢(a;)) = ¢(b;)) = —1 parai = 1,...,9, ¢(dx) = —1 para k =1,... me
b(M) € Zs. Neste caso {a1,b1,...,a4,b4,d1,...,dy} sdo os geradores de m (Xo)
e {q1,-..,qn} sdo os representantes dos pontos cone de O.

Pela Observagao[L.5.23]item (b), temos que ¢(g;) = 1 para j = 1,...,n. Sejax
um elemento qualquer do conjunto {a, by, ..., a4, by, dy,...dy}. Seja N = (x, h)

o subgrupo de (M) gerado por x e h. Pelo Lema temos que N ¢ um
grupo abeliano ou um grupo livre de posto 2 com base {z,h}. Da apresentacao
de 7 (M) temos que xhx™' = h?@ = h~! entdo N ndo é abeliano. Além disso
N ndo é um grupo livre com base {z, h}, pois zha™! = h?® = h~! é uma relagio
trivial sobre os geradores de N, portanto 71 (M) néo é residualmente livre, o qual

é uma contradicao.
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Finalmente faremos as possibilidades para o caso (b).
(3) Se o espago subjacente X de O (espago base de M) é uma superficie nao
orientavel, compacta e conexa de género g > 1 com m componentes de bordo,

entdo M é nao orientével e w1 (M) tem a apresentacdo com geradores:

1y ey Qgy iy Gy di, ...y, b

e com relacoes

aihai_l = h‘z’(‘“), qjhcj_1 =h,
g n m

dihdt = B0 g n =1 [[al [[a [ de =147 = "™
i=1  j=1 k=1
com ¢(a;) =1parai=1,...,9,¢(dy) =1parak =1,...,meb(M) € Z. Neste
caso {ai,by,...,a4,by,dy, ..., dy} sdo os geradores de m(Xo) e {q1,..., ¢} sdo
os representantes dos pontos cone de O.

Pela Observacao[1.5.23)item (b), temos que ¢(¢;) = 1 para j =1,...,n. Além
disso, temos que ¢(a;) = 1 para i = 1,...,g, ¢(dx) = 1 para k = 1,...,m,
desta forma temos que ¢ envia todos os geradores de 71(0O) ao elemento trivial,
portanto ¢ é o homomorfismo trivial.

(4) Se o espago subjacente Xo de O (espago base de M) é uma superficie nao
orientavel, compacta e conexa de género g > 1 com m componentes de bordo,

entdo M é orientavel e w1 (M) tem a apresentagdo com geradores:

A1y QgyQiy -Gy di,y ..y, h

e com relacoes

a;ha;' = hoa) qjhcj’1 = h,
g n

dihdit = B g n =1 [T a? [ o [ de = 1.4 = n*™
i=1 =1 k=1

com ¢(a;) = —lparai=1,...,9, ¢(dy) = —1lparak =1,...,m e b(M) € Z.
Neste caso {a1,b1,...,a4,by,d1, ..., dy} sdo os geradores de m1(Xo) e {q1,...,qn}
sao os representantes dos pontos cone de O.

Pela Observacao item (b), temos que ¢(g;) = 1 para j =1,...,n. Seja
x um elemento qualquer do conjunto {ay,...,ay,dy,...dy}. Seja N = (z,h) o
subgrupo de 7 (M) gerado por x e h. Pelo Lema [2.1.4] temos que N é um grupo

abeliano ou um grupo livre de posto 2 com base {z,h}. Da apresentacao de
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m1(M) temos que zha~! = h?@ = b1 entdo N ndo é abeliano. Além disso, N
nio é um grupo livre com base {x, h}, pois zha~! = h*@ = h~! é uma relacio
trivial sobre os geradores de N, portanto 71 (M) nao é residualmente livre, o qual
é uma contradicao.

(5) Se o espago subjacente X de O (espago base de M) é uma superficie nao
orientavel, compacta e conexa de género g > 2 com m componentes de bordo,

entao M é nao orientavel e (M) tem a apresentagdo com geradores:

sy Qgy iy -Gy diy ..y, b
e com relacoes

a;ha;' = R qjhcj_1 = h,
g n m

dihdt = B0 g n =1 [[a? [[a [ de = 1.4 = 2*™

i=1  j=1 k=1

com ¢(ay) =1, ¢(a;)) = —1 parai =2,...,9, ¢(dy) = 1l parak =1,...,me
b(M) € Zsy. Neste caso {a1,by,...,a4,by,d1,...,dy} sdo os geradores de m1(Xop)
e {q1,...,qn} sdo os representantes dos pontos cone de O.

Pela Observacao item (b), temos que ¢(g;) = 1 para j = 1,...,n. Seja
N = {(ag, h) o subgrupo de m (M) gerado por ay e h. Pelo Lema temos
que N é um grupo abeliano ou um grupo livre de posto 2 com base {ag, h}. Da
apresentacdo de 7 (M) temos que asha, ' = h*(®2) = b1 entdo N nao é abeliano.
Além disso, N ndo é um grupo livre com base {ay, h}, pois asha, ' = h?(@) = p~1
¢ uma relacao trivial sobre os geradores de N, portanto 71 (M) nao é residualmente
livre, o qual é uma contradicgao.

(6) Se o espago subjacente X de O (i.e, espago base de M) é uma superficie
nao orientavel, compacta e conexa de género g > 3 com m componentes de bordo,

entdo M ¢é nao orientével e w1 (M) tem a apresentacdo com geradores:

1y s Qgy Qs Gnydiy .. dy, b

e com relacoes

asha;t = Ao qjhcj’1 =h,

Q

n m

dehdit = b0 g n% =1 TTa? [[a [ de =147 = n*™

i=1  j=1 k=1

com ¢(a1) = ¢az) = 1, ¢(a;) = —1 para i = 3,...,9, ¢(dy) = 1 para k =
L,...,meb(M) € Zy. Neste caso {a1,b1,...,a4,by,d1,...,dy} sdo os geradores

de m(Xo) e {q1,--.,qn} s@o os representantes dos pontos cone de O.
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Pela Observacao item (b), temos que ¢(¢;) = 1 para j =1,...,n. Seja
N = (ag, h) o subgrupo de m (M) gerado por az e h. Pelo Lema temos
que N é um grupo abeliano ou um grupo livre de posto 2 com base {as3, h}. Da
apresentacdo de 7 (M) temos que azhaz ' = h*(®) = h~! entdo N nao é abeliano.
Além N ndo é um grupo livre com base {as, h}, pois asha;' = h®(®) = p~1 &
uma relagao trivial sobre os geradores de N, portanto 71 (M) nao é residualmente
livre, o qual é uma contradicao.

Portanto de (1) e (3) temos que
¢ :m(0) — Zg
é 0 homomorfismo trivial. m

Lema 3.2.4. Se M ¢ uma variedade fibrada de Seifert compacta e conexa com
grupo fundamental residualmente livre e bordo incompressivel (possivelmente va-
zio), entdao w1 (M) tem as sequintes apresentagoes:

(1) Se o espago subjacente Xo de O (espago base de M) é uma superficie
ortentavel, compacta e conexa de género g > 0 com m componentes de bordo,

entao M ¢é orientdvel e m (M) tem a apresentacdo com geradores:
ai, b, ..., ag,b0,q1,. . Gn,dy, ... dp, b

e com relacoes

Q@

heZmM), ¢°h% =1, [Tlanb] [[a [[de =1, ¢ = n*™,
i=1 j=1 k=1
com b(M) € Z. Neste caso {a1,b,...,a4,b,,dy,...,dyn} sdo os geradores de
m(Xo) e {q1,...,qn} sdo os representantes dos pontos cone de O.

(2) Se o espago subjacente Xo de O (espago base de M) é uma superficie nao
orientdvel, compacta e conexa de género g > 1 com m componentes de bordo,

entdo M € nao orientdvel e (M) tem a apresentacao com geradores:

1y s gy Qs Gy iy dy

e com relacoes

s}

n m

ve ztm(), v =1, TTat [Lo T[de=1. 7 =100,

i=1  j=1 k=1

com b(M) € Zy. Neste caso {ay,...,a4,dy,...,dy} sio os geradores de m(Xo)

e{qi,...,qu} sao os representantes dos pontos cone de O .
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Demonstracdo. Segue direto da demonstracao do Lema [3.2.3 |

Teorema 3.2.5. Seja M uma variedade fibrada de Seifert compacta e conexa
com bordo incompressivel (possivelmente vazio). Se m (M) é nao trivial e residu-

almente livre, entao M nao tem fibras singulares.

Demonstracdo. Pelo Lema [1.5.19| temos a seguinte sequéncia curta exata
1> Z = m(M) 5 m(0) > 1, (3.1)

onde Z = (h) & o grupo ciclico infinito gerado pelo representante de uma fibra
regular h € m (M) de M e O é o espago base de M. Pelo Lema m, segue que
(M) somente tem a apresentacdo dada nos casos (1) e (3) do Teorema
Assim, Z = (h) esta contido no centro de m (M), pois h é um elemento central
de m(M). A demonstragao seré feita pela contradigao.

Suponha que M tem fibras singulares. Isto implica que o singular locus de O
(espago base de M) nao é trivial, entdao O contém pontos de cone e linhas refle-
toras. Como foi provado no Lema O nao tem linhas refletoras. Provaremos
que O nao tem pontos de cone. De fato, suponha que O possui pelo menos um
ponto de cone. Seja ¢; o representante de um ponto de cone de O com ordem
aq, ou seja, ¢1 € m(0) e ¢i"" = 1. Da equagdo existe um x € m; (M) tal que
Y(x) = q1, logo segue que P(z*) = ¢ = 1, portanto x* € Z = (h). Ja que
Z = (h) esta contido no centro de (M), entdao x®* é central em my(M).

Mostraremos agora que g; nao é central em 71 (0). De fato, jA que O nao tem
linhas refletoras, entao pelo Teorema temos que m(O) tem as seguintes
apresentacoes:

a)Se o espago subjacente Xp de O é uma superficie orientavel, compacta e

conexa de género g > 0 e m componentes de bordo, temos

g n m
71—1(0) = <alabl7'"7ag7bgaq17"'qn>dl7'"7dm‘ H[aubl]HQJHdk = 17q;"j = 1>a
j=1 k=1

i=1

onde {ay, b1, ...,a4,by,dy,...,dy} sdo os geradores do grupo fundamental de Xo,
{q1,...qn} s80 os representantes dos pontos de cone de O e ay, ..., q, os ordens
de q1,...,q, respectivamente.

b)Se o espaco subjacente X de O é uma superficie nao orientével, compacta

e conexa de género g > 1 e M componentes de bordo, temos

g n m
71(0) = <CL1,...,ag,ql,...qn,dl,...,dm\ Haqudek: 17q]0fj — 1>’

i=1  j=1 k=1
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onde {ay,...,aq,dy,...,dy,} sdo os geradores do grupo fundamental de Xo, {q1,... ¢}
sao os representantes dos pontos de cone de O e a, ..., a, os ordens de qy, ..., q,
respectivamente.

Tanto em a) como em b) temos uma quantidade finita de pontos de cone, pois
M é compacta.

i) Analizaremos primeiro a apresentacdo de m;(0) dada no item a).

Se m # 0, entao fazendo uma Transformacao de Tietze temos que

WI(O) - <a17b17 .. ‘bgaag7q17' . 'qnadh s 7dm—1|Q?j - 1>
= (a1,b1,...bg,ag) % {qu, ... qul ;" = 1) % (dy, ..., dpm_1).

Ja que o centro de um produto livre de grupos nao triviais é trivial, entao
o centro de m(O) é trivial execto quando ¢ = 0, n = 1 e m = 1, portanto ¢
somente pode ser central quando g =0, n =1e m = 1, ou seja, quando O é uma
esfera com uma componente bordo e um ponto de cone. Se O é uma esfera com
uma componente bordo e um ponto de cone, entao a orbifold O é um disco com
um ponto de cone, além disso, neste caso a variedade M é um Toro fibrado solido.
Mas, pelo Corolario um toro fibrado solido nao tem bordo incompressivel
toral, com o qual temos uma contradicao, pois M tem bordo incompressivel por
hipotese. Portanto ¢; ndo é um elemento central em 71 (O).

Se m = 0, entdao 71(0O) é um produto amalgamado, ou seja,

g
7T1(O) = <a1,b1,...bg,ag,q1,...qn| H[a“ qu =1 qO(J — 1>

:<a11b17'--7a9,b> <q1,.. qn|q]7:1>
g

<g1>=< ( H a;,b ﬁ

=1
Considerando m = 0, analizaremos os seguintes casos:
Sen=1eg=0,entdo O = S?*(q;) é uma esfera com um ponto de cone e
m(0) é trivial. Portanto ¢; ndo é um elemento central em m;(O).
Sen>1eg+#0, entdo

m(0) = (a1,b1,...,ag,bg) * {q1, ... qn| ¢} =1)
9 n
<Q1>=< H a;, bil 1(1_[ qj)*1 >
i=1 j=2
=Fag * (g1, qnlg;’ = 1)
9 n
au z I(H QJ)_I
= j=2

u

=1
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onde Fy, é o grupo livre gerado por {ay, by, ..., an, by}, logo o centro de m(O)
é trivial pois, 'y tem centro trivial. Portanto ¢; nao é um elemento central em
m(0).

Sen >2eg=0,entao

&

m(0) = (@1l g" = 1) * (g, - - qnlq] =1),

logo o centro de m;(O) é trivial, pois o grupo <q2, G| q;lj = 1) pode ser expres-
sado como (go] g5 = 1) % -+ - (gn| g™ = 1), assim (g2, ... ¢n|¢;” = 1) tem centro
trivial. Portanto ¢; ndo é um elemento central em m(O).

Sen=2eg =0, temos que O = S*(q1, o), logo pela Proposigao 10.10 de
[7), M = S3 M = RP? (plano projetivo de dimension 3), M = S? x S* ou
M é um Espaco de Lentes com grupo fundamental finito. Se M = S3, entao
(M) = 1 o que contradiz nossa hipotese. Se M = RP3 entao m(M) tem
grupo fundamental de ordem dois, isto é contradigao ao fato de 7y (M) ser livre
de torcao. Se M = S% x S!, entdo M nao tem fibras singulares, isto contradiz
o fato que M tem fibras singulares por hipotese. Finalmente, se M é um espaco
de Lens, entdo m (M) é um grupo finito, isto contradiz o fato que m (M) é um
grupo infinito. Portanto ¢; nao é central em m1(0).

(77) Analizaremos a apresentacao de m(0O) dada no item b).

Se m # 0, entao fazendo uma transformacao de Tietze temos que

m(0) = (a1, ag,q1, - Guydh, -, mIH H%Hdk—l g =1)
i=1 =1 k=1
— <a17‘"7ag7q17"'qn7d17"- dm 1|q] :1>
= <a1,...,ag>*(ql,...qn|q?'7:1)*<d1,...,dm,1>,

logo, se g > 1 temos que 7;(O) é um produto livre de grupos nado triviais, assim
m(O) tem centro trivial. Portanto ¢; ndo é um elemento central em 7, (O).

Se m = 0, entdo 7 (O) é um produto amalgamado, ou seja,
g n .
771(0) = <a17~-~7ag,(J17~-~Qm| HG$HQ7 = 1,(]]-] = 1>
=1 =1
= (ay,...,ag) * (qu,-- - qn|q;’ =1)-

<q1>~<(f[a%) (H q])

Considerando m = 0, analizaremos os seguintes casos:

Seg>1en >1, entao

108



m(0) = (a1,...,aq) * <q17‘~-Qn|Q?j = 1),
1

<CI1>E<<12[G?>_ (ﬁqj) )

logo 7 (O) tem centro trivial, pois (a4, ..., a,) é livre de posto g > 1 e de centro
trivial. Portanto ¢; ndo é um elemento central em m(O).

Sen>1eg>1,entao

71'1(0) = (al,...,ag> * <q17Qn |q;XJ — 1>,
1

<q1)u<<f[a?> (ﬁ%) )

logo 71 (O) tem centro trivial, pois o grupo (qi, . . . ¢y, | q}lj = 1) pode ser expressado
como (q1] ¢ = 1)k - - (gn| g5 = 1), assim, (1, ... ¢n | ¢;” = 1) tem centro trivial.
Portanto ¢; nao é um elemento central em 7 (O).

Se g =1en =1, entao O é um plano projetivo com um ponto de cone,
ou seja, O = P?*(q;). Ja que M nao ¢é orientavel e x(O) > 0 (pela Defini¢io
, entao pela Figura temos que M é modelada pela geometria S? x R.
No artigo [26] pag 457-459, Peter Scott caracterizou que as tnicas 3—variedades
compactas sem bordo modeladas por S? x R sao as variedades fibradas de Seifert
S? x S' nao orientavel, S? x S! orientavel, P? x S' e RP3#RP3, onde RP?
¢ o plano projetivo em dimensao 3. Se M = S? x S! ndao orientavel ou M =
S? x S orientavel, entdo M nao tem singularidades, que contradiz o fato de M
ter singularidades. Se M = P? x S', entdo m (M) = Zy X Z, logo w1 (M) tem
um elemento de ordem 2, isto contradiz o fato de m (M) ser livre de torcao.
Se M = RP3#RP3?, entao m (M) = Zy * Zy, logo (M) tem um elemento de
ordem 2, isto contradiz o fato de m (M) ser livre de torgao. Portanto ¢; ndo é
um elemento central em 7 (0).

Dos itens (7) e (i7) temos que ¢; nao ¢ um elemento central em m(0). Logo,
existe um s € m(O) tal que [q1,s] # 1. Da equacao existe um elemento
m € w(M) tal que ¢ (m) = s, logo [q1,8] = [¢(x),¥(m)] # 1. Como 2% &
um elemento central de 7 (M), temos que [z*',m] = 1. Pelo Lema temos
que < x,m > é abeliano, isto contradiz o fato que ¥ (z) e ¥(m) ndo comutam.
Portanto O nao tem pontos de cone.

Finalmente, temos que O nao tem singularidades, o qual é contradicao, ja que

O tinha singularidades. Portanto M nao tem fibras singularidades. [

Corolario 3.2.6. Se M ¢ uma S-variedade fibrada de Seifert compacta e co-

nexa com grupo fundamental residualmente livre nao trivial e bordo incompressi-
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vel (possivelmente vazio), entao o espaco base de M é uma superficie com bordo
(possivelmente vazio). Além (M) tem as sequintes apresentagoes:

(1) Se o espago base é uma superficie orientdvel, compacta e conexa Xo de
género g > 0 com m componentes de bordo, entdo M é orientdvel e m (M) tem

a apresentagdo com gemdores:
al,bl,...,ag,bg,dl,...dm,h

e com relacoes

h S Z(ﬂ-l(M))v [ai7bi] Hdk = 1, hb(M) = 1’

g m
=1 k=1

com b(M) € Z. Neste caso {a1,b,...,a4,by,dy,...,dyn} sdo os geradores de
m1(Xo).

(2) Se o espago base é uma superficie nao orientdvel, compacta e conexa Xo
de género g > 1 com m componentes de bordo, entdo M € nao orientdvel e w (M)

tem a apresentacao com geradores:
al,...,ag,dl,...dm

e com relacoes
g m
he Z(mM), [Ta[[de=1, n*™ =1,
=1 k=1

com b(M) € Zy. Neste caso {a1,...,a4,dy,...,dn} s@o os geradores de m(Xo).

Demonstracdo. Do Teorema temos que M nao tem fibras singularidades,
logo o espaco base de M nao tem singularidades, ou seja, o espaco base de M é
uma superficie Xy com bordo (possivelmente vazio). Assim, a conclusao é uma

consequéncia direta do Lema [3.2.4 m

Observagao 3.2.7. Nos Lemas e provamos que uma 3—variedade
fibrada de Seifert compacta e conexa M com bordo incompressivel (possivelmente
vazio) e grupo fundamental residualmente livre tem o bordo incompressivel toral
e o homomorfismo de evaluacao trivial. Além disso, pelo Coroldrio se M
tem grupo fundamental residualmente livre nao trivial, entao seu espago base é

uma superficie, compacta e conexa > com bordo ou sem bordo.

Observacao 3.2.8. Se M ¢é uma variedade fibrada de Seifert compacta e conexa
com bordo incompreensivel (possivelmente vazio) e grupo fundamental residual-
mente livre ndao trivial, entdo pela Coroldrio temos somente dois casos a

considerar:
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(1) M é uma variedade fibrada de Seifert compacta, conera e orientdvel sem
singularidades com bordo incompressivel toral (possivelmente vazio), espaco
base uma superficie orientdvel, compacta e conexa X com bordo (possivel-
mente vazio) e homomorfismo de evaluagao trivial. Neste caso, a caracte-

ristica de Fuler b(M) é um numero inteiro.

(2) M é uma variedade fibrada de Seifert compacta, conexa e nao orientd-
vel sem singularidades com bordo incompressivel toral (possivelmente va-
zio), espaco base uma superficie nao orientdvel, compacta e conera X com
bordo(possivelmente vazio) e homomorfismo de evaluagao trivial. Neste

caso, a caracteristica de Euler b(M) pertence a Zs.

Com respeito ao primeiro caso da Observagao ou seja o item (1), temos

o seguinte lema.

Lema 3.2.9. Seja M uma variedade fibrada de Seifert compacta, conexa e ori-
entdvel sem singularidades com bordo incompressivel toral (possivelmente vazio)
e espaco base uma superficie orientdvel, compacta e conexa ¥ com bordo (possi-
velmente vazio). Entao, m (M) € residualmente livre nao trivial se, e somente
se, ¥ # D?* (onde D* é um disco) tem grupo fundamental residualmente livre,
M =Y x S e 0 homomorfismo de evaluagao de M ¢ trivial.

Além disso, destas variedades sé S% x S, T3 (3-toro) e A x S' onde A é um
anel, sao as variedades fibradas de Seifert compactas e conexas que tém grupo

fundamental totalmente residualmente livre nao trivial.

Demonstracdo. Observamos que para o primeiro caso da Observacao ou
seja o item (1), a caracteristica de Euler b(M) de M é um numero inteiro .

Seja M uma variedade fibrada de Seifert com bordo vazio, usando o Lema
temos que o homomorfismo de evaluacao é trivial. Pelo Corolario [3.2.6

temos que 71 (M) tem a apresentagao:

g
(a1, ag, by, by, bl [ las i) = P00, [ag,h] = -+~ = [b,h] =1),  (3.2)

i=1
onde {ay,...a,,b1,...,b,} sdo geradores do grupo fundamental da superficie ori-

entavel > sem bordo e com género g > 0.
Seja b(M) # 0. Como w1 (M) é residualmente livre e h # 1, entdo existe um
homomorfismo

fim(M)—T
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tal que f(h) # 1. Da equacio temos que [f(a:), f(R)] = 1 e [f(b)), f(h)] =

1 para 4,7 = 1...g. Sendo um grupo livre transitivo comutativo temos que

[f(ai), f(b;)] = 1, para 4,7 = 1...g. Logo, temos que f(m(M)) é abeliano.
g

Portanto, f(h)*™) = H [f(a;), f(b;)] =1, o qual & uma contradicao, pois f(h) é

i=1
um elemento nao trivial livre de tor¢ao no grupo livre F.

Logo b(M) = 0, o qual implica que M = X x S pelo Corolario . Ja& que
m (M) & igual a 71 (2) x 71 (S1), entdao 71(X) é residualmente livre, pois mi (M) é
residualmente livre.

Seja M uma variedade fibrada de Seifert com bordo incompressivel toral nao
vazio, pelo Teorema temos que b(M) = 0. Usando o Lema [3.2.3] temos que
o homomorfismo de evaluagdo de M ¢é trivial, logo pelo Corolario temos
que M =X x St. Como M tem bordo incompressivel toral, entao pelo Corolario
Y # D?(disco), pois D? x S! ¢ um toro solido fibrado trivial. Assim,
T (M) =71 (2) x 7 (Sh) e m(2) é residualmente livre.

Reciprocamente, temos que 7y (M) = 71(X) x71(S?). Como X ¢ uma superficie
orientavel com bordo (possivelmente vazio), entdo pela Proposicdo temos
que m1(2) é residualmente livre. Logo, m (M) é produto direto de dois grupos
residualmente livres, portanto 71 (M) é residualmente livre.

Agora provaremos que 5% x S, T3 (3 — toro), A x S*, onde A ¢ um anel, siao
as tnicas variedades fibradas de Seifert orientaveis sem singularidades com bordo
incompressivel toral (possivelmente vazio) que tém grupo fundamental totalmente
residualmente livre. De fato, seja X uma superficie orientavel com bordo vazio, se
o género de X é zero, entdo X é a esfera. Assim (X)) é o grupo trivial e portanto
(%) é um grupo abeliano.

Se o género de ¥ é 1 entdo X ¢ o toro, logo m(X) é Z X Z e abeliano .

Se o género X é maior que 1, entao o grupo fundamental ¢ um produto amal-
gamado de um grupo livre nao abeliano gerado por {as,...a,-1,b1,...b,_1} e um

grupo livre gerado por {ag4,b,} amalgamando subgrupos ciclicos infinito gerado
g—1

por H [a;, b;] e [%7 bg]il

=1

7(1(2) = (al,...,ag_l,bl,...bg_1>*(ag,bg>,

g—1

<H [ai, bi]) = ([ag, bg] ™)

=1
onde g > 2. Logo pela Proposicao [1.1.32| temos que m1(X%) nao é abeliano, pois

<a1, ceey Qg1, bl, NP bg_1>
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é um grupo livre de posto maior ou igual que 2.

Assim, considerando as superficies ¥ de género 0 e 1, ou seja, X = S? e
Y = T2 temos que M = S? x St e M = T? x S! tém grupo fundamental Z e
7, x 7. x 7 respectivamente, portanto sao grupos totalmente residualmente livres,
mas se X tem género maior que 1, o grupo fundamental de ¥ é nao abeliano,
logo pelo Corolario M =¥ x S! tem grupo fundamental ndo totalmente
residualmente livre, pois m; (M) é produto direto de um grupo nao abeliano e de
um grupo ciclico infinito.

Finalmente, se ¥ é uma superficie orientavel com bordo nao vazio, entao pelo
Teorema Y. tem género 2 — 2g +n, onde g > 0 e n > 1 é o numero de
componentes de bordo de ¥, pelo Teorema temos que (X)) ¢é livre de
posto 2g +n — 1, logo m(X) é abeliano somente se ¢ = 0 en = 1 ou g =
0en = 2, ou seja, se a superficie ¥ ¢ um disco D? ou um anel A . Caso
contrario 7 (X) é nao abeliano. Se a superficie ¥ ndo é um Disco nem um Anel,
entao pelo Corolario temos que 7 (M) ndo é totalmente residualmente livre,
pois w1 (M) = m(2) X m(S') e m1(2) nao é abeliano. Se ¥ = D? ou X = A,
entdao m(X) = 1 ou m(M) = Z, mas ¥ # D?. Assim, s6 A x S' ¢ a unica
variedade fibrada de Seifert sem singularidades com bordo nao vazio que tem

grupo fundamental totalmente residualmente livre. [

Com respeito ao segundo caso da Observagao [3.2.8] ou seja o item (2), temos o

seguinte lema.

Lema 3.2.10. Seja M uma variedade fibrada de Seifert compacta, conexa e nao
orientdvel sem singularidades com bordo incompressivel toral (possivelmente va-
zio) e espaco base uma superficie nao orientdvel, compacta e conexa 2 com bordo
(possivelmente vazio). Entao, m (M) € residualmente livre nao trivial se, e so-

mente se, M assume uma das sequintes formas:

1) ¥ tem grupo fundamental residualmente livre e M é qualquer variedade fi-
brada de Seifert compacta, conexra e nao orientdvel sem singularidades com

homomorfismo de evaluacao trivial, ou

2) M tem classe de Euler 1 (i.e, b(M) = 1), onde X é um plano projetivo e o
homomorfismo de evaluag¢ao de M é trivial. (Esta variedade é também

chamada a fibrado nao orientavel de S* sobre S' )

Além disso, destas variedades as unicas variedades fibradas de Seifert compactas

e conexas com grupo fundamental totalmente residualmente livre nao trivial sao:
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o A variedade M com classe de Euler 1 (i.e, b(M) = 1) com espaco base ¥

um plano projetivo.
o A variedade M = (faiza de Mobius) x S?.

Demonstracdo. Observamos que para o segundo caso da Observagao [3.2.8] ou
seja o item (2), a caracteristica de Euler b(M) de M é um elemento de Zs.

Seja M uma variedade fibrada de Seifert com bordo vazio, usando o Lema
temos que M tem homomorfismo de evaluacao trivial. Pelo Corolario [3.2.6

temos que o grupo fundamental de M é
g
m(M) = (ay,...ag, b [[ai =B, [ar,B] = .. [an, h] = 1), (3.3)

onde {ay,...a,} ésao geradores do grupo fundamental da superficie ndo orientével
¥ sem bordo e com género g > 1. Existem dois valores para b(M), ou é 0 ou é 1.
Como (M) é residualmente livre, temos que 7 () é residualmente livre ou nao
residualmente livre. Se 71(X) nédo é residualmente livre temos que 3 ¢ P? (plano

projetivo), K (garrafa de Klein) ou uma superficie ndo orientavel N3 de género

trés.
Seja ¥ = P? se b(M) = 0, entao pelo Corolario [1.5.26] temos que M =
¥ x S logo m (M) = Zy x Z tem um elemento de ordem dois e como um

grupo residualmente livre é livre de torcao, segue que 71(M) nao é um grupo
residualmente livre.

Se X =KouX = N3eb(M) € Zy, entdao m (M) nao é um grupo residualmente
livre. De fato, observamos na demonstracao da Proposicao que X tem grupo
fundamental nao abeliano, e pela equagao temos que 71 (M) tem a seguinte

apresentacao
g
m (M) = (ar...ag,h| [Ja} =1, [a1,h] = .. [ag,h] = 1), (3.4)
j=1

onde g é igual a 2 ou 3. Pelo Lema [1.5.19 temos a sequéncia curta exata
15 Z = m(M)5mn(E) -1, (3.5)

onde Z = (h), logo m(X) = 7 (M), (h). Se m (M) é abeliano, entao m(X)
é abeliano o qual é contradigdo, pois m(X) é ndo abeliano. Logo (M) ndo
é abeliano, o qual implica que existem ¢,; diferentes tal que [a;, a;] # 1, onde

i,j=1,20ui,j=1,2,3 para X = K (garrafla de Klein) ou ¥ = N3 (superficie
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nao orientavel de género 3) respectivamente. Como 71 (M) é residualmente livre,
temos que existe um homomorfismo f : m (M) — F tal que f([a;,a;]) # 1, da
equacdao [3.4 temos que [a;, h] = [a;, h] = 1. Logo [f(a:), f(h)] = [f(a;), f(R)] =1,
como f(h) é diferente de 1, pois, se f(h) = 1, entdo no caso que g = 2 temos que
f(a1)?f(az)? = 1 o qual implica que f(a;) = f(a5"), logo f([ai,as]) = 1 o qual
é contradigao, e no caso que g = 3 temos que f(ay)?f(az)? = f(a3)?, logo pelo
Argumento de Lyndon (veja [I7]), temos que f([a;, a;]) =1, parai,j =1,2,3 e
i # j. Assim, f(h) # 1, e como um grupo livre é transitivo comutativo temos
que [f(a;),(a;)] =1 o qual ¢ uma contradigao.

Portanto, > tem grupo residualmente livre ou M tem caracteristica de Fuler
1 com X sendo um plano projetivo.

Seja M com bordo incompressivel toral nao vazio, pelo Teorema temos
que b(M) = 0. Usando o Lema temos que o homomorfismo de evaluacao
é trivial, logo pelo Corolério temos que M = 3 x S'. Assim, m (M) =
m(2) x m1(Sh), logo m1(X) é residualmente livre.

Reciprocamente, seja M uma variedade fibrada de Seifert sem singularidades
e sem bordo com classe de Euler 1, espaco base > um plano projetivo e homo-
morfismo de evaluagao trivial. Pelo Corolario [3.2.6] temos que

7T1(M) = <a1,h\ CL% = h, [al,h] = 1>,

logo 71 (M) é ciclico infinito e portanto residualmente livre e totalmente livre.
Seja M uma variedade fibrada de Seifert sem singularidades e sem bordo, com
espaco base uma superficie nao orientével ¥ com bordo vazio. Se m(X) é residu-
almente livre e o homomorfismo de evaluagao ¢ : m(X) — Zo de M ¢ trivial,
entdo (M) é residualmente livre. De fato, como ¥ tem grupo fundamental re-
sidualmente livre, entao pela Proposicao > tem género maior ou igual a 4,

além disso 7 (X)) é igual a

(%) = <a1,...,ag|Ha§ = 1), (3.6)

onde g > 4.
Como o homomorfismo de evaluacao é trivial, entao pelo Corolério temos

que (M) tem a seguinte apresentacao

m(M) = (a1...ag, b [[ ] = B, [ar,h] = .. [ag, B] = 1), (3.7)

J=1
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onde g >4 e b(M) € Zy. Pelo Lema [1.5.19| temos a sequéncia curta exata
15 Z = m(M) 5 mn(E) -1, (3.8)

onde Z = (h). Se b(M) = 0, entdo m (M) = m () X Z, logo w1 (M) é residual-
mente livre, pois w1 (M) é produto direto de dois grupos residualmente livres.

Seja b(M) = 1, da equagao vemos que, se r ¢ (h), entdo ¥(r) # 1.
Como m1(X) é residualmente livre entdo existe um homomorfismo f, : m(X) — F
tal que f.(¢(r)) # 1. Portanto, para cada r ¢ (h) existe um homomorfismo
footh s m(M) > F tal que f,(u(r) £ 1.

Agora demonstramos alguns fatos importantes:

i) (h) = Z(m(M)). De fato, pela equacao temos que h é central em
(M), logo (h) C Z(m(M)). Seja x € Z(m(M)) \ (h), da equagao temos

que 71(X) é o produto amalgamado de um grupo livre de posto g — 1 e um
g—1

grupo ciclico infinito amalgamando os grupos ciclicos infinitos gerados por H a?
i=1

e a;z respectivamente, como (%) contém um grupo livre de posto ¢ — 1 néo
abeliano, entao m1(3) nao é abeliano, logo pela equagao existem a,b € m (M)
tal que [¢(a),(b)] # 1. Da Proposi¢ao temos que a superficie 3 de género
g > 4 tem grupo totalmente residualmente livre, logo da Proposicao T (X)
¢ comutativo transitiva. Como x é central em (M), temos que [z,a] = 1 e
[z,0] = 1, logo [¢(z),¥(a)] = 1 e [¢(x),1(b)] = 1. Pela proposic¢io temos
que 71(X) é totalmente residualmente livre, logo m1(X) é comutativo transitivo.
Ja que ¥(z) # 1, pois x ¢ (h), temos que [¢)(a),1(b)] = 1, o qual é contradicao.
Portanto (h) = Z(m(M)).

i) < h >N (M) = 1. De fato, suponha por contradigdo que existe um ele-
mento nao trivial @ €< h > N (M). Temos que a = h™ = [x1, 11| ... [T, Y™
tal que z;,y; ¢< h >parai=1,...,men € N. Da Proposi¢ao 2.5.2] temos que a
superficie 3 de género g > 4 tem grupo totalmente residualmente livre. Da equa-
¢ao [3.8) temos que ¢ (x;) # 1 e ¥(y;) # 1 parai =1,...,m. Pela Proposi¢ao[2.5.2]
temos que 71(X) é um grupo totalmente residualmente livre, logo existe um ho-
momorfismo ¢ : m1(3) = F, tal que ¢p(¢(z;)) # 1 e ¢((y;)) # 1 parai =1...m.
Mas, 1 = ¢((h)" = 6((a)) = [ (@1)), SN - - [B(En)), 6 ()™,

o qual é contradicao, pois desta forma I contem uma palavra trivial de compri-
mento positivo. Portanto, < h > Nnwj (M) = 1.
Observamos que 71 (M) /71 (M) é um grupo abeliano livre finitamente gerado,

logo 7 (M) /x} (M) é um grupo residualmente livre. Agora definamos a aplicacdo
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projecao mn : m (M) — m(M)/7m (M), onde g — gm (M), logo mn(g) # 1
para todo g € (h), pois (h) N7 (M) = 1. Ja que m (M) /=) (M) é residualmente
livre, entdo para cada g € (h), existe um homomorfismo 0, : 7 (M) /7 (M) — F
tal que 6,(gmy(M)) # 1, assim para cada g € (h), existe um homomorfismo
O,0my : m (M) — F tal que (0, 0 mn)(g) # 1. Portanto m (M) é residualmente
livre.

Seja M com bordo incompressivel toral nao vazio, pelo Teorema temos
que b(M) = 0. Como o homomorfismo de evaluagao ¢é trivial, entao pelo Corolario
[.5.26] temos que M = ¥ x S'. Desta forma mi(M) = 7 () x m(SY) e () ¢
residualmente livre, entao m (M) é residualmente livre.

Agora provaremos que as unicas variedades fibradas de Seifert compactas e
conexas nao orientaveis sem singularidades com bordo incompressivel toral (pos-
sivelmente vazio), grupo fundamental totalmente residualmente livre nao trivial

e com homomorfismo de evaluagao trivial sao :

e A variedade M com classe de Euler 1 (i.e, b(M) = 1) com espago base X

um plano projetivo e homomorfismo de evaluacao de M trivial.
e A variedade M = (faixa de Mobius) x S.

De fato, seja M uma variedade fibrada de Seifert sem singularidades, sem
bordo e com homomorfismo de evaluacao trivial. Sejam b(M) = 0 e m(X) resi-
dualmente livre. Entao pela Proposicao > é diferente do plano projetivo,
garrafa de Klein e da superficie nao orientével de género trés. Logo a apresentacao
de m(X) é:

g
(ay,...ay4 Ha% =1),
i=1

onde g > 4. Observamos que 71(X) é um produto amalgamado de um grupo

livre gerado por {ai,...ay—1} com um grupo ciclico infinito gerado por {a,}
g—1

amalgamando os grupos ciclicos (H a?) e {(a;?). Pelo Corolario 1.1.33 temos

1
Corolario [1.5.26] temos que M = ¥ x S1,

e desta forma m (M) ndo é totalmente residualmente livre pelo Corolario 2.3.8]

que m1(X) nao é abeliano. Usando

pois 71(X) ndo é abeliano.
Agora, seja b(M) =1 e m1(X) um grupo residualmente livre. Temos que pelo
Lema [3.2.4] (M) tem a apresentagao

(h,a1,..., a5l asha;" = h, ][ a? = h),

=1
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onde g > 4. Ja que foi provado no item i) e i) que (h) = Z(m(M)) e (h) N
(M) = 1, entdo temos que estas condigbes garantem que (M) nao é total-
mente residualmente livre. De fato, supor que 71 (M) é totalmente residualmente
livre, de @) e ii) temos que (h) = Z(m(M)) e (h) N7 (M) =1, logo m (M) nao
é abeliano, e pelo Corolario temos que 71 (M) tem centro trivial, o qual é
uma contradigao.

Seja M uma variedade fibrada de Seifert com bordo incompressivel toral nao
vazio, pelo Teorema temos que b(M) = 0. Como o homomorfismo de
evaluacao é trivial, entao pelo Corolario temos que M = X x S1. Segue
que, (M) = 7 () x m(S') € um grupo residualmente livre, entao m(3) é
residualmente livre.

Pela Teoremal[l.2.63] ¥ tem género 2—g+n, onde g > 1 en > 1 é o nimero de
componentes de bordo, pelo Teorema m1(2) é livre de posto g+n —1, logo
m(X) é abeliano somente se ¢ = 1 e n = 1, ou seja, se a superficie 3 é uma faixa
de Mobius. Caso contrario m(X) ¢ ndo abeliano. Se a superficie ¥ nao é uma
faixa de Mobius, entao pelo Corolario temos que 71 (M) nao é totalmente
residualmente livre. Se ¥ = faixa de mobius, entao m(X) =Z e m (M) = Z X Z,

e assim 71 (M) é totalmente residualmente livre. ]
O que provamos acima esta resumido no seguinte teorema:

Teorema 3.2.11. Seja M uma variedade fibrada de Seifert compacta, conexa e
sem singularidades com bordo incompressivel toral (possivelmente vazio) e espago
base uma superficie compacta e conexa ¥ com bordo (possivelmente vazio). Entdo
m (M) € um grupo residualmente livre nao trivial se, e sé se, M assume uma das

sequintes formas:

(1) M ¢ orientdvel, o espaco base € uma superficie orientdvel, compacta e co-
nexa Y. com bordo (possivelmente vazio), m (%) € um grupo residualmente

livre, M = ¥ x S* e 0 homomorfismo de evaluacio de M é trivial.

(2) M ¢ ndo orientdvel, o espago base é uma superficie nao orientdvel, com-
pacta e conexa X com bordo (possivelmente vazio), m (%) € um grupo resi-
dualmente livre, M é qualquer variedade fibrada de Seifert compacta, conexa

e sem singularidades e o homomorfismo de evaluagao de M € trivial.

(3) M € nao orientdvel, o espaco base ¥ € o plano projetivo e M é a variedade

fibrada de Seifert compacta, conexa e sem singularidades com caracteris-
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tica de Euler 1 e homomorfismo de evaluagio trivial. (Esta variedade

também é chamada a o fibrado nao orientdvel de S* sobre S').

Além disso, destas variedades somente as variedades S* x S, T3(3 — toro),
A x S (onde A é um anel), ¥ x S* (onde X € a faiza de Moibus) e a variedade
fibrada de Seifert compacta, conera e sem singularidades com caracteristica de
Euler 1 e espaco base um plano projetivo, possuem grupo fundamental totalmente

residualmente livre.

Demonstra¢do. Pela Observacao M tem uma das seguintes formas:

e )M é uma variedade fibrada de Seifert compacta, conexa e orientavel sem
singularidades com bordo incompressivel toral (possivelmente vazio), espaco base
uma superficie orientavel, compacta e conexa ¥ com bordo (possivelmente vazio)
e homomorfismo de evaluacao trivial. Neste caso, a caracteristica de Euler b(M)
é um numero inteiro.

e M é uma variedade fibrada de Seifert compacta, conexa e nao orientavel sem
singularidades com bordo incompressivel toral (possivelmente vazio), espaco base
uma superficie nao orientavel, compacta e conexa ¥ com bordo(possivelmente
vazio) e homomorfismo de evaluacao trivial. Neste caso, a caracteristica de Euler
b(M) pertence a Zs.

Desta forma a demonstracao do teorema é uma consequéncia direta dos Lemas

[3.2.9 e 3.2.10) [

3.3 - Grupos residualmente livres sobre uma vari-

edade orientavel fibrada sobre S!' com fibra T2

Nesta se¢ao observaremos que um toro fibrado sobre S! (fibrado sobre S! com
fibra T?) com a condigiao que seu grupo fundamental seja residualmente livre é

um 3-toro.

Teorema 3.3.1. Se M € uma variedade orientdvel fibrada sobre S' com fibra T?

e (M) residualmente livre, entao M € homeomorfo a um 3-toro.

Demonstracdo. No fibrado sobre S com fibra T? temos a seguinte sequéncia

exata:
1 — m(T?) = 7 (M) = m(SY) — 1,

onde 7 (T?) = Z x Z, disto temos que 71(T?) ¢ um subgrupo normal de 71 (M).
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Seja a € m(T?) um elemento nao trivial. Pelo Lema temos que existe
um subgrupo H de (M) de indice finito e uma retragao p : H —-< a >. Como
71(T?) N H ¢ um subgrupo abeliano livre de 7 (T?) contendo o elemento a, entdo
m(T*)NH X ZouZx Z.

i) Se m (T?) N H = Z, entao 7 (T?) N H é um subgrupo normal ciclico infinito
em 71 (M). De fato, considere 71 (T?) N H = (b), onde b € m;(M). Seja g € w1 (M)
um elemento nao trivial arbitréario, como gbg™! € 71 (M) entao gb"g~' € H, para
algum n € N. Como 7(T?) ¢ normal em (M), entao gb"g~' € m(T?), logo
gb"gt € m(T?) N H e gb"g~! = b™ , para algum m € N. Pelo Lema temos
que (b, g) é abeliano. Como g € m;(M) é arbitrario, entdo (b, g) é abeliano, para
todo g € m(M). Portanto (b) é normal em m (M).

i1) Se m(T?) N H = Z x Z, entdo existe um subgrupo normal ciclico infinito
em 7 (M). De fato, seja D = m(T?*) N H = Z X Z, logo H e 7(T?) contém
ao subgrupo D isomorfo a Z x Z. Da seguinte igualdade m1(T?) N ker(p) =
71 (T?) N H Nker(p) = D Nker(p), temos que 71(T?) Nker(p) é isomorfo a 1, Z
ou Z x Z, pois D Nker(p) é um subgrupo de m(T?). Se m(T?) N ker(p) = 1,
entdo D N ker(p) = 1, logo p|, : D — (a) é um homomorfismo injetivo, o qual
é contradigdo, pois o subgrupo D nao é isomorfo a um subgrupo de (a). Se
71 (T?*) Nker(p) X Z x Z, entao D Nker(p) 2 Z x Z. Como a € D e a ¢ ker(p),
entdo ker(p),) = DNker(p) < D, logo D/ker(p|,) ¢ um grupo finito nao trivial.
Pelo 1° teorema fundamental do homomorfismo temos que D/ker(p|p) é isomorfo
a um subgrupo nao trivial finito de (a), o qual é contradi¢ao, pois (a) ndo contém
subgrupos finitos.

Portanto, m(T?) N ker(p) = m(T?) N H N ker(p) é um grupo ciclico gerado
por b. Para qualquer g € m (M), existe m € N tal que ¢™ € H, pois H tem

indice finito. Entao,

p(g™bg™™) = p(g™)p(b)p(g™™) = p(g™)p(g™™) = 1.

Logo g™bg~™ € Ker(p), como 71(T?) é normal em 71 (M) temos que ¢g™bg™™ €
71 (T?). Portanto ¢g"bg~™ € m(T?) N H Nker(p) e logo ¢g"bg~™ = b" para algum
n € N. Agora usando o Lema temos que o subgrupo gerado por < b,g >
¢ abeliano. Como ¢ foi escolhido arbitrariamente temos que < b, g > é abeliano,
para todo g € m (M), logo (b) & um subgrupo normal ciclico infinito de m (M).
Assim, provamos a existéncia de um subgrupo normal ciclico infinito em
m (M), logo pelo Teorema temos que M é um variedade fibrada de Sei-
fert. Usando o Teorema temos que M ¢ uma variedade fibrada de Seifert
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sem singularidades. Do Teorema temos que M é uma variedade fibrada
de Seifert sem singularidades com espago base um toro ou uma garrafa de Klein.
Finalmente, utilizando o Teorema [3.2.11{temos que M é um 3-toro, pois a garrafa

de Klein faz que M seja nao orientéavel. [

3.4 - Grupos residualemte livres sobre uma grafo

variedade

Seja M uma 3-variedade compacta, orientavel, irredutivel com bordo incom-
pressivel. Entao, M é chamada de grafo variedade se as componentes do Te-
orema de Descomposicao Toral (veja Teorema em M sao todas variedades
fibradas de Seifert. E claro que se um grafo variedade M tem descomposicdo toral
trivial, ou seja, nao existe decomposicao toral em M, entao M é uma variedade
fibrada de Seifert.

O seguinte teorema a provar afirma que, se M é um grafo variedade conexo
com bordo incompressivel (possivelmente vazio) e grupo fundamental residual-
mente livre nao trivial, entao M tem decomposicao toral trivial, logo M é uma
variedade fibrada de Seifert. Para a demonstragao do teorema faremos uso im-

portante das Proposigoes e da subsecao 2.6 e das Observacoes do
Teorema de Decomposicao Toral.

Teorema 3.4.1. Seja M um grafo variedade conexo com bordo incompressivel
(possivelmente vazio). Se m (M) € nao trivial e residualmente livre, entao M é

uma variedade fibrada de Seifert.

Demonstracdo. A prova sera feita observando a Figura dada no capitulo 1.
Da Figura mostrada abaixo, observamos que na Decomposicao Toral de

M aparecem dois tipos de cortes.
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Figura 1.9: Decomposicao toral de M

Para primeira possibilidade de corte, tal como se mostra na Figura[3.1] usamos

HNN-extensoes

]
)

Figura 3.1: Primeira possibilidade de corte

e na segunda possibilidade de corte, tal como se mostra na Figura [3.2] usamos

Fy
=D
IRH

Figura 3.2: Segunda possibilidade de corte

produto amalgamado.

O objetivo principal é mostrar que as folheagoes induzidas sobre os toros da
colagem do Teorema de Descomposicao Toral de M sao compativeis no momento
que fazemos a colagem, ou seja, as folheacoes induzidas sobre os toros da colagem
sdo iguais. Assim, contradizemos o item (5) das Observagoes do Teorema
de Decomposicao Toral, desta forma M tem decomposicao toral trivial e logo M
¢ uma variedade fibrada de Seifert. Cabe notar que o item (5) das Observagoes
afirma que as folheacoes por circulos induzidas sobre os toros da colagem
sao distintas, ou seja, por exemplo na Figura [1.9| aplicamos o Teorema de De-

composicao Toral a M, assim temos variedades My, My e M3 que sao variedades
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fibradas de Seifert, logo M3 induz uma folheagao por circulos sobre F5 distinta
a folheagao por circulo que M, induz sobre F,, M, induz uma folheagiao por
circulos sobre F, distinta a folheagdo por circulo que M; induz sobre F,” e M,
induz uma folheacdo por circulos distinta em F;" e F .

Agora daremos a demonstragao do teorema:

a) Primeiro analizaremos o segundo corte, neste caso pela Figura temos
dois componentes de Seifert M, e M3, ou seja, My e M3 sao variedades fibradas de
Seifert. Segue das Observagoes do Teorema de Descomposicao Toral (veja
itens (2), (3) e (4)), que My e M; sdo variedades fibradas de Seifert compactas e
conexas, m1(Ms) e m(Mj3) sdo subgrupos de m (M) e que My e M3 tém o bordo
incompressivel nao vazio, logo pelo Lema [3.2.1] M, e Mj3 tém bordo incompressivel
toral nao vazio, pois m1(Ms) e m (M3) s@o grupos residualmente livres. Além disso,
como My e Mj tém bordo incompressivel toral ndo vazio, entao m (Mz) e m (Ms3)

sdo subgrupos residualmente livres ndo triviais de 7 (M).

Fy Fo
<, ),
Ty Ty
F3

Figura 3.3: A variedade N apoés da colagem das variedades My e Ms.

Mostraremos que a variedade N da Figura |3.3| ¢ uma variedade fibrada de
Seifert, ou seja, a variedade obtida depois da colagem de M, e M5 ao longo de
Fi e F; & uma variedade fibrada de Seifert. De fato, suponha que N nio ¢ uma
variedade fibrada de Seifert, logo pelo item (5) das Observagoes [1.7.2] do Teorema
de decomposigio Toral, temos que as folheagoes induzidas sobres os toros F; e
F5 sao diferentes.

Por definigao os toros F; e F; sdo da seguinte forma F; = S5 x S e

5 = Six Si onde S;, Si sao circulos. Como M, e M3 sao variedades fibradas
de Seifert com bordo incompressivel toral nao vazio, entao pelos Teoremas |3.2.5]e
3.2.11| temos que para i = 2,3, M; = 3; x S}, onde 3; ¢ uma superficie orientéavel
com bordo nao vazio, pois M; tem bordo nao vazio. Pelo Teorema a
caracteristica de Euler de %; é x(X;) = 2—2g —r, onde g é o género da superficie
e r o nimero de componentes de bordo de ¥;, para i = 2,3. Observamos que
r > 1, pois ¥; tem bordo nao vazio, para i = 2, 3.

Analizaremos a caracteristica de Euler de X;, onde ¢ = 2, 3, nos casos em que:
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eSer=1eg=0,temos que 3; é um D? (disco), mas pelo Corolario
D? x S} nao tem bordo incompressivel, pois D? x S} é um toro fibrado solido
trivial. Portanto este caso fica fora de nossa consideracao.

e Ser=2eg=0 temos que 3; ¢ um anel, logo M; = A x S}, onde A ¢ um
anel. Mas, este caso nao ocorre em virtude de uma das Observagoes m (veja
item (1)), a qual afirma que, se a Decomposicao Toral de M tem mais de uma
componente, entao nenhuma de suas componentes é igual a um anel vezes um
circulo, ou seja, M; # A x S}, para i=2,3.

Entao, tirando os casos quando r = 1,9 = 0 e r = 2,9 = 0 temos que duas
consequéncias importantes:

* x(X;) <0, para i = 2,3.

* mp(X;) é livre de posto maior igual a dois, para ¢ = 2,3 , pois 0 grupo
fundamental de 3; é livre de posto 2g + r — 1. Logo 71(3;) é ndo abeliano, para
1= 2,3.

Continuando com a demonstracao do teorema, provaremos as seguintes afir-
magcoes importantes:

i) O centro de m(M;) é m(S}), para i = 2,3. De fato, como 7(%;) nao é
abeliano, entdo existem dois elementos x,y € m(%;) tal que [z,y] # 1. E claro
que 7(S}) esta contido no centro de m(M;) = m(%;) x 71(S}). Suponha que
exista um elemento (21, 29) € Z(m(%;) x m1(S})) tal que 21 ndo é trivial. Logo,
como [z1,z] = 1 e [z1,y] = 1 num grupo livre, entdo [x,y] = 1 o qual contradiz
o fato que [z,y] # 1. Concluimos entao que o centro de m(M;) é m(S}), para
i =2,3.

it) Corer () (m(F5)) = m1(S3) e Coreq o) (m(F;)) = m(S3). De fato,

como 71 (F5) = m(S3) x m1(S3) e m(Fy ) = m1(S3) x m(S3) temos que

Corenmm(Fs) = A (m1(Sy) x m(Sy))e o)

(91,92)€m1(Z2) xm1(S3)

= ) @S xm(sh).

g1€m1(32)

Suponha que ﬂ (71(55))7 # 1. Entdo 71 (S3)9 Ny (S3) # 1, Vg1 € m(X2).
gremi(X2)

Logo, para cada g; € m1(X,) existem n,m € N tal que g;2"g; ' = 2™

, onde z é
o gerador do grupo ciclico infinito m;(S;). Como m(33) é um grupo livre nio
abeliano (logo totalmente residualmente livre) e 7;(S3) ¢ um subgrupo de m(35),
entao pelo Lema temos que [g1, z] = 1, para cada g; € m(22). Além disso,

como 71 (X2) é totalmente residualmente livre (logo comutativo transitivo), entao
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[91,92] = 1 para cada gy, ¢g2 € m(23). Assim m(22) é abeliano, o qual é uma
contradi¢ao. Logo ﬂ (71(S5))?* =1 e portanto,

g1€m1(X2)

Corer, ()T (Fy ) = m(S)-
Analogamente temos que
Coreﬂl(Ms)ﬂ—l(F?;_) = 71—1(5%)’

i11) Finalmente provaremos que as folheagoes induzidas sobre os toros Fj e

F; sao iguais. De fato, como

m(N) = m(Ms) *m(]-"gL)Errl(]-"S’)W1<M3)

= WI(MB)*m(f;)zm(f;)Wl(MQ)a

entdo de (i), (ii) e da Proposi¢io [2.6.3] temos que m(S3) N m(F; ) C m(S3) e
m1(S3) Ny (F57) € m1(S3), logo isto garante que as folheagoes induzidas sobre os
toros Fy e F; sao iguais.

De (ii7) temos uma contradigao, ja que as folheagoes induzidas sobres os toros
Fy e F; sdo diferentes. Portanto concluimos que a 3-variedade N é uma 3-
variedade fibrada de Seifert.

b) Agora analizaremos o primeiro corte. Neste caso, temos dois subcasos a
considerar:

b.1) Se aplicando o Teorema de Decomposicao Toral a M, temos que M é
decomposta em s6 uma componente fibrada de Seifert M;, ou seja, M é da forma

da figura de abaixo.

1 Fr Ff

Figura 3.4: M com uma decomposicao toral formada por uma s6 componente.

Observando a Figura mostraremos que se colamos M; ao longo dos toros
F' e F| obtemos uma variedade fibrada de Seifert, ou seja, M ¢ uma variedade
fibrada de Seifert. De fato, por definicdo os toros F;” e F; sao da seguinte forma,
Fr=8xSte Fy =S} xS}, onde S', S sao circulos. Das Observagoes

sobre o Teorema de Descomposicao Toral (veja itens (2), (3) e (4)), temos que
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M; é uma variedade fibrada de Seifert compacta e conexa, m (M) é subgrupo de
m (M) e My tem bordo incompressivel nao vazio, logo pelo Lema M, tem
bordo incompressivel toral nao vazio, pois 7 (M;) é um subgrupo residualmente
livre de 71 (M). Além disso, como M; tem bordo incompressivel toral ndo vazio,
entdo 7y (M;) é um subgrupo residualmente livre ndo trivial de m (M).

Dos Teoremas e temos que M; = ¥, xS, onde 3, é uma superficie
com bordo nao vazio, pois M; é uma variedade com bordo nao vazio.

Pelo Teorema [1.2.63| a caracteristica de Euler de uma superficie com bordo é
X(31) =2—2g —r, onde g é o género e r & o nimero de componentes de bordo.
Observamos que r > 1, pois ¥; tem bordo nao vazio.

Desta forma a demonstracao que M é uma variedade fibrada de Seifert sera
dada nos seguintes casos:

eSer=1eg=0, temos que 3; ¢ um D? (disco), logo M; = D* x S'. Mas,
M, = D? x S! ndo tem bordo incompressivel pelo Corolario Portanto este
caso fica fora de nossa consideracao.

e Ser =2e¢g =0, temos que a superficie ¥; ¢ um A (anel), logo M; = Ax S*.
Se M tem bordo incompressivel toral nao vazio, entao temos uma contradicao
ao item (1) das Observacoes do Teorema de Decomposicao Toral. Assim,
consideramos M sem bordo e, neste caso, observamos que a colagem de M; ao
longo dos toros F; e F; ¢ uma variedade fibrada de Seifert. Com efeito, como o
anel A ¢ igual a S* x I, onde I é um intervalo fechado e S* x S* ¢ igual ao toro
Fif, entdao M; = F;" x I tal como se mostra na seguinte Figura .

2y
<>

M,

=2
‘7:1

Figura 3.5: F;' x I (Toro de dois lados).

Logo, pela Definicao a colagem de F;" x I ao longo do toro F;,” é um
fibrado orientavel sobre S' com fibra F;", ou seja M ¢ um fibrado orientével
sobre S! com fibra F;", portanto pelo Teorema M é& uma variedade fibrada
de Seifert ( isto é um 3-toro) e neste caso o teorema esta provado.

e Retirando-se as possibilidades quando » = 1,9 = 0 e r = 2,9 = 0 temos

duas consequéncias importantes:

(%) x(X1) < 0.
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(%) m1(X4) é livre de posto maior igual a dois, pois o grupo fundamental de
¥, é livre de posto 2g + r — 1. Logo m(X;) é ndo abeliano.

Mostraremos que a colagem de M; ao longo dos toros F; e F;' ¢ uma varie-
dade fibrada de Seifert. De fato, suponha que M nao é uma variedade fibrada de
Seifert, logo pelo item (5) das Observagoes do Teorema de Decomposicao
Toral, temos que as folheagoes induzidas sobres os toros F,” e F; sao diferen-
tes. Ja que m (M) = m(X1) X m(S?), entdo demonstramos que o centro de
71 (M) & igual a 71(S1). Com efeito, como m(2;) nao é abeliano, entao existem
dois elementos z,y € m(3;) tal que [x,y] # 1. E claro que 7(S}) esta con-
tido no centro de w1 (M;) = m(X;) x m(S}). Suponha que exista um elemento
(21,29) € Z(m1 (1) x m1(S})) tal que z; nao é trivial. Logo temos [z1,2] = 1 e
[21,y] = 1 num grupo livre, entdo [z,y] = 1 o qual contradiz o fato que [z, y]| # 1.
Concluimos entao que o centro de (M) é m(S7).

Seja m (M) = HN N-extensao (w(M;), n(F; ),t), onde t é a letra estavel, pela
Proposicao temos que

t (7Tl<51) N 7T1(F1_)) t_l C 7T1(Sl>.

Portanto a colagem de M; ao longo dos toros F;,” e F; é compativel, ou seja,
a folheagao induzida sobre os toros F;,” e F; sao iguais, o qual ¢ uma contradigao,
logo M ¢é uma variedade fibrada de Seifert.

b.2) Se aplicando o Teorema de Decomposicdo Toral a M, temos que M é
decomposta em varias componentes fibradas de Seifert tal como pode ser visto
na Figura Neste caso tem que existir uma componente onde é razoavel
usar HNN-extensoes, ou seja, a Decomposicao Toral de M tem que ter uma

componente da forma como é mostrada na Figura [3.1]

Fi F fl
F 7

Figura 3.6: A variedade R obtida apos da colagem da variedade M; ao longo de
Fre F.

Observando as Figuras[3.1] e mostraremos que a variedade R obtida apos

da colagem de M; ao longo dos toros F;" e F; é uma variedade fibrada de Seifert.
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De fato, da mesma forma que fizemos no caso b.1), apenas observando a seguinte
diferenga dada nas Observagoes[1.7.2] (veja item (1)), a qual diz que M; ndo pode
ser um anel vezes um circulo, pois a Decomposicao Toral de M tem mais de uma
componente. Apos repetimos todo o argumento feito no caso b.1), portanto R é
uma variedade de Seifert.

Finalizamos a demonstragdo do teorema aplicando o item a) as variedades
fibradas de Seifert N e R tal como se mostra na Figura

V e
’ ﬁbl‘ada V. ﬁbl'ad
FroOF de Sezf a
1 1 f ert Fr

., aplicacao do °
=7 S

Sejfe“L

75
F
SN
item a S Gt
7 L
C 0 4
V. fibrada de Seifert V. fibrada de Seifert ~N T
5
&
Sl A
=
8| E
S | o
O | o
o |2
S

7 V. fibrada de Seifert V. fibrada de Seifert

(O™
\

item a)

N
V. fibrada de Seifert

Figura 3.7

Portanto M é uma variedade fibrada de Seifert, ou seja, M tem Decomposicao

Toral trivial. n
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Capitulo

CONCLUSAO

Agora classificaremos as 3—variedades compactas, conexas, primas com bordo
incompressivel toral (possivelmente vazio) e grupos fundamentais residualmente
livres ndo triviais (veja Teorema [4.0.2)). Também mostraremos a classificacio das
3-variedades conexas, compactas com bordo incompressivel toral (possivelmente
vazio) e grupos fundamentais residualmente livres nao triviais (veja Corolario
, fazendo uso do Teorema de Descomposicao Prima de Kneser-Milnor e do
Teorema (4.0.2]

Teorema 4.0.2. Se M é uma 3-variedade compacta, conexa, prima com bordo in-
compressivel toral (possivelmente vazio), entao m (M) € um grupo residualmente
livre nao trivial se, € somente se, M € uma variedade fibrada de Seifert sem
singularidades e é uma das variedades listadas no Teorema[3.2.11):

1) M € orientdvel, o espago base de M €é uma superficie orientdvel, compacta
e conexa X # D? com bordo (possivelmente vazio), w1 (%) € um grupo resi-

dualmente livre e M = X x S com homomorfismo de evaluagdo trivial.

2) M € nao orientdvel, o espaco base de M € uma superficie ndo orientdvel,
compacta e conexa ¥ com bordo (possivelmente vazio), m(X) é um grupo
residualmente livre e M é qualquer variedade fibrada de Seifert sem singu-

laridades compacta e conexa com homomorfismo de evaluacao trivial.

3) M € nao orientdvel, o espago base X de M ¢é o plano projetivo e M ¢é
a variedade de fibrada de Seifert sem singularidades conexa e compacta
com caracteristica de Euler 1 e homomorfismo de evaluacdo trivial. (Esta

variedade também é chamada o fibrado ndo orientdvel de S? sobre

)
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Demonstracdo. Se M é uma 3-variedade prima, entao pelo Teorema M é
irredutivel, ou é o fibrado nio orientavel de S? sobre S! ou é o fibrado orientével
de S? sobre S' . Se M é o fibrado nao orientavel de S? sobre S! ou ¢ o fibrado
orientavel de S? sobre S!, entdao M & uma variedade fibrada de Seifert, pois neste
caso M é uma das variedades fibradas de Seifert listadas no Teorema

Resta analisar o caso quando M ¢é irredutivel.

19 Caso: Seja M orientavel. Se M ¢é uma variedade atoroidal sem bordo,
entao pelo Corolario M nao tem grupo fundamental residualmente livre, o
que contraria a hipotese. Se M é uma variedade atoroidal com bordo incompres-
sivel toral nao vazio, entao pelo Corolario temos que M ¢é uma variedade
Hiperbolica completa de volume finito, mas pelo Teorema M nao tem grupo
fundamental residualmente livre, o que novamente contraria nossa hipotese. En-
tao, M nao pode ser uma variedade atoroidal com bordo incompressivel toral
(possivelmente vazio).

Se M é uma variedade fibrada de Seifert com bordo incompressivel toral (pos-
sivelmente vazio), entao pelo Teorema M & uma variedade fibrada de Seifert
sem singularidades e logo M ¢é umas das variedades listadas no Teorema e
a demonstracao acabou.

Por outro lado, se M nao é uma variedade fibrada de Seifert com bordo in-
compressivel toral (possivelmente vazio), entdo aplicando a M o Teorema da
Decomposicao Toral de Jaco-Shalem temos que as componentes da decom-
posicao sao variedades atoroidais ou sao variedades fibradas de Seifert. Pelas
Observagoes [1.7.2] (veja item (4)) temos que as variedades atoroidais e as varie-
dades fibradas de Seifert da decomposicao toral de M tém bordo incompressivel
toral nao vazio. Pelo Corolario temos que as variedades atoroidais com
bordo incompressivel toral nao vazio da decomposicao toral de M sao variedades
Hiperbolicas completas de volume finito. Dado que (M) é residualmente livre,
entao das Observagoes (veja item (3)) os grupos fundamentais das varieda-
des hiperbolicas completas de volume finito sao subgrupos residualmente livres
de 71 (M). Mas, pelo Teorema [3.1.4] as variedades hiperbolicas completas de vo-
lume finito nao tém grupo fundamental residualmente livre, logo conclui-se que a
Descomposicao Toral de Jaco-Shalem sobre M tem componentes somente forma-
dos por variedades fibradas de Seifert, assim M é um grafo variedade com bordo
incompressivel toral (possivelmente vazio). Pelo Teorema temos que M é
uma variedade fibrada de Seifert com bordo incompressivel toral (possivelmente
vazio), logo pelo Teorema M é uma variedade fibrada de Seifert sem singu-
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laridades. Como M ¢ diferente do fibrado orientavel de S? sobre St (52 x S1),
pois nao ¢ irredutivel, e M ¢ diferente de RP3# RP3, pois 71 (M) = Zy x Zs nao é
residualmente livre, entao usando a Proposi¢ao e o Teorema [3.2.11] temos
que M tem a seguinte forma :

M ¢é orientavel, o espaco base de M é uma superficie orientével, compacta
e conexa ¥ # {D? S?} com bordo (possivelmente vazio), m(X) ¢ um grupo
residualmente livre e M = X x S com homomorfismo de evaluacao trivial.

20 Caso: No caso que M seja nao orientével. Pelo Teorema 2.12 de [11], M
tem um recobrimento compacto, conexo, orientavel de 2 folhas M e 7r1(]\7 ) € um
subgrupo de 71 (M). Se M contém um plano projetivo de dois lados P?, entao pelo
Corolario 6.2 de [I1] temos que 7;(P?) < m (M), logo 71 (M) tem um elemento
de ordem dois o qual é uma contradicao, pois 7 (M) é livre de tor¢ao. Assim, M
& P%irredutivel, portanto pelo Lema 6.4 de [11] temos que M & irredutivel.

E claro que se M néo tem bordo se, e somente se, M nao tem bordo. Prova-

remos a seguinte afirmacao:

Afirmacao: Se M tem bordo incompressivel toral nao vazio, entao M tem
bordo incompressivel toral nao vazio. De fato, seja p : M = M a aplicacao
recobrimento de 2 folhas tal que S = p~!(T?), onde S é uma componente do bordo
de M e T2 (Toro bidimensional) uma componente do bordo de M. Como p é a
aplicagao recobrimento de M, entao p|g : S — T2 & uma aplicacao recobrimento
de 2-folhas de T?2. Como todo recobrimento finito do toro é um toro, entdo
S ~ T2, logo M tem bordo toral. O bordo de M é incompressivel pois, sejam 7 e
io inclusoes de T? no bordo de M e no bordo de M respectivamente. Temos que
provar que (i1)4 ¢ um homomorfismo injetivo. Com efeito, do diagrama

oM
Ul .
T — Y1 A

p|'1r2 p
T? ¢ . M
1N 12
oM

temos que
poiy :igop‘%.
Logo py o (i) = (iz)% o (py,)#. Como M tem bordo incompressivel toral,

entao (iz)y ¢ um homomorfismo injetivo, além disso, (p},, )4 ¢ um homomorfismo
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injetivo, pois pj,, : T? +—— T? & uma aplicacdo recobrimento, logo temos que
(i2)# © (P, )# € injetiva. Portanto o homomorfismo (i1)y é injetivo, pois py o
(i)g = (i2)g o (P, )# € Py o (i1)y ¢ injetiva. Desta forma o bordo de M é
incompressivel toral e a afirmacao esta provada.

Continuando com a demonstracao, como M & irredutivel, compacta, conexo,
orientavel e com bordo incompressivel toral (possivelmente vazio), entao aplica-
mos o mesmo argumento feito no 1% Caso, assim M & umas das variedades ori-
entaveis listadas no Teorema , logo M=%xS8 ! onde ¥ é uma superficie
orientavel com bordo (possivelmente vazio), pois M & orientéavel.

Sendo M é conexo, temos que [T (M) - Wl(M)] < 2, ou seja, temos que
m1(M) é subgrupo normal de m,(M). Seja g € m (M) um elemento arbitrario,
como 1, (M) = m1(X) x (S, entdo ¢2 € m1(X) x m,(S!). Mas, 7,(S!) é normal
em 71(X) x m(S'), entao g?zg~* € m(S'), onde z é o gerador do grupo ciclico
infinito m;(S). Assim, existe m € N tal que g’zg~2 = 2™, logo pelo Lema [2.1.4]
temos que [g, 2] = 1. Sendo g arbitrario, temos que 71(S*) é normal em (M),
assim utilizando o Teorema[l.6.7)temos que M é uma variedade fibrada de Seifert
e pelo Teorema [3.2.5] M é uma variedade de Seifert sem singularidades. Como M
¢ diferente do fibrado nao orientavel de S? sobre S!, pois ndo é irredutivel, entdo
usando a Proposicao [1.5.16 e o Teorema temos que M tem a seguinte
forma:

M é nao orientavel, o espaco base de M é uma superficie nao orientavel,
compacta e conexa Y com bordo (possivelmente vazio), m;(X) é um grupo resi-
dualmente livre e M é qualquer variedade fibrada de Seifert sem singularidades
compacta e conexa com homomorfismo de evaluacao trivial.

Reciprocamente, todas as variedades fibradas de Seifert sem singularidades
listadas no Teorema tém grupo fundamental residualmente livre. Desta

forma o Teorema esta provado. [

Corolario 4.0.3. Se M ¢ uma 3-variedade compacta, conexa com bordo incom-
pressivel toral (possivelmente vazio) e grupo fundamental residualmente livre nao

vazio, entao M é uma das sequintes variedades:

1) Se m (M) € totalmente residualmente livre, entdo M é a soma conexa de

uma quantidade finita das sequintes variedades:
a) S* x S,
b) T? x St
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¢) D* x St,
d) Variedade fibrada de Seifert nao orientdvel sem singularidades com base

plano projetivo, classe de Fuler 1 e homomorfismo de evaluacao trivial, e

e) Mob x S, onde Mob € a faira de Mobius.

2) Se m (M) nao é totalmente residualmente livre, entdo M €é uma das varie-
dades fibradas de Seifert listadas no Teoremal|3.2.11] com grupo fundamental

nao totalmente residualmente livre.

Demonstracdo. Pelo Teorema de Decomposicao Prima de Kneser-Milnor [1.3.21

temos que:

M = My#M, ... M,

onde cada M; # S® é uma variedade prima, compacta e conexa. Além disso,
T (M) = m (My) * -+ % w1 (M,).

E claro que as variedades M; tém bordo incompressivel toral (possivelmente
vazio), para i = 1,...,n. Logo, se alguma variedade prima M; nao tem bordo,
entdo pela Conjetura de Poincaré m(M;) ndo é trivial. Por outro lado, se
todos as variedades primas M; tem bordo incompressivel toral nao vazio, entao
m1(M;) nao é trivial, pois Z x Z é um subgrupo de m;(M;). Desta forma (M) é
um subgrupo residualmente livre ndo trivial de w1 (M), parai =1,...,n. Agora,
consideramos os seguintes casos:

e Se algum dos 71 (M;) ndo é um grupo totalmente residualmente livre nao tri-
vial, entdo M = M;, pois se existe j # i tal que 71 (M;) # 1, entao pelo Lema [2.4.6|
m1(M;) * w1 (M) é um subgrupo nao residualmente livre de m; (M), o que é uma
contradigao. Pelo Teorema temos que M é uma das variedades fibradas
de Seifert listadas no Teorema [3.2.11] com grupo fundamental residualmente livre
mas nao totalmente residualmente livre.

e Se todos os (M) sdo grupos totalmente residualmente livres ndo triviais,
entao pelo Teorema temos que M, é uma das variedades fibradas de Seifert
listadas no Teorema [3.2.11] com grupo fundamental totalmente residualmente
livre, para ¢ = 1,...,n. Neste caso M; pode ser uma das seguintes variedades:

a) S? x St

b) T? x S,

c) D* x St

d) Variedade fibrada de Seifert nao orientével sem singularidades com base

plano projetivo, classe de Euler 1 e homomorfismo de evaluagao trivial ou
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e) Mob x S, onde Mob ¢ a faixa de Mobius.
Portanto M é suma conexa de uma quantidade finitas de copias de a), b), ¢),
d) e e). ]
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