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Resumo

O critério de informago EDC —Efficient Determination Criterior- foi proposto original-
mente para definir uma classe de estimadores de ordem paiasdd Markov de espaco de
estados finitos. Nesse trabalho, o conceito de modelosapamsite aninhadasdefinido e a
classe de estimadores E[@Gstendida nesse contexto. Esses resulta@inapgicados para
estabelecer a congisicia forte de um novo estimador de ordem para modelos Ayressi-

vos (AR) e para demonstrar a congrstia forte de uma classe de estimadores de ordem para
processos Autoregressivos de Heteroscedasticidade CGorali(ARCH) e para o caso mul-
tivariado de modelos Autoregressivos de HeterosceddatieiCondicional Generalizado na
Representdp BEKK (BEKK-GARCH). Como resultado imediato, a congistia forte dos
estimadores de ordem BIC para ARCH e BEKK-GAREH stabelecida. Targémé ilus-
trado por meio de simul@gs nuréricas que o estimador de ordem EDC proposto para pro-
cessos AR apresenta melhor performance que suas prinaipaisativas, os estimadores
baseados nos ceitios AIC, BIC e HQC.



Abstract

The Efficient Determination Criterion (EDC) was originallyatd to define a class of es-
timators for the order of a Markov chain with finite state spadn this work, we define
the concept of partially nested models and extend the claB®E estimators within this
context. This framework is applied to establish the coesisg for a new order estimator
for Autoregressive process (AR) and to prove the consistéay class of order estimators
for Autoregressive Conditional Heteroskedasticity mod@RCH) and for a multivariate
version, the Generalized Autoregressive Conditional lstexdasticity in the BEKK repre-
sentation (BEKK-GARCH). As an immediate consequence, thexgtoonsistency for the
BIC order estimators for ARCH and BEKK-GARCH is established. Alssing numerical
simulation, we show that the proposed EDC order estimatohfoperforms better than the
wide-known alternatives based on the criteria AIC, BIC and HQC.
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Introducao

No contexto de sel@p de modelos, a classe de estimadores de ordem de é@epend
EDC —Efficient Determination Criterior foi proposto por Zhao, Dorea & Goncgalves (2001)
como generalizaip dos criérios BIC e AIC para a estimag de ordem de cadeias de Mar-
kov de espaco de estados finitos. Posteriormente, Lop@5)28tendeu os resultados de
Zhao et al. (2001) para cadeias de Markov de espaco de sstadmeavel e Dorea (2008)
determinou o termo de penalidad&mo que define o estimador assintoticamente com me-
Ihor performance dentro da classe dos estimadores EDQrfente consistentes.

Com o uso extensivo de simufags nungricas, Resende (2009) verificou a melhor per-
formance do estimador ED@&imo comparado com as alternativas AIC e BIC. Os resultados
emgdricos motivaram o presente trabalho, que tem como objgvralizar o EDC para a
estima@o de ordem em modelos markovianos com espaco de estads gae incluem as
familias AR e ARCH, e para a estimag de outros pametros, como por exemplo o tamanho
do espaco de estados oculto em cadeias de Markov Ocultas.

Uma seqéncia de vaéveis alediriasX = { X };.y € uma cadeia de Markov com espago
de estados finit& e ordenr se, para todday,...,a11) € Et+1,

PXi1=aXi=ag, - X=a&)=PXn=anuX r1=a r, -, X =a&)
er & o menor valor com essa propriedade.

Em contextos pticos de modelage® necesario primeiramente identificar a ordem
da cadeia para posteriormente estimar ofupatros, que neste casaosas probabilidades
de transi@o.

Esse problema de estin@gde ordem foi inicialmente abordado com testes detbges
sobre ara@o de verossimilhanca de Neyman-Pearson por Bartlett [196&! (1954), Good
(1955), Anderson & Goodman (1957) e Billingsley (1961). Mestso, observou-se que,



supondo qué& é maior ou igual a ordem verdadeira

og (F1 ) ~ vtk - v
paraln(k) a fun@o de verossimilhanca estimada de uma amostra- , x,, supondo a or-
dem da cadeike y(k) & o tumero de paimetros livres. Com isso basta calcular os intervalos
de confianca para se obter uma estimativa.de

No contexto de selé&p de modelos aninhados, Akaike (1974) @®© uso do crério
de informago AIC, com o simples argumento de tornar a sebeo modelo mais objetiva e
nao depender de avaliag estdstica. Esse crério foi utilizado como base por Tong (1975)
para a definigo do seguinte estimador de ordem em cadeias de Markov.

Faic = argmin{AIC (k) }
k<K

ondeK & uma cota superior conhecidarde
AIC (k) = —2logLn(k) 4+ 2y(Kk)

ey(k) = |E|*(|E| - 1) (istoé, a cardinalidade do conjuni). De forma semelhante, Schwarz
(1978) projde o criério de informago BIC e Katz (1981) demonstra a incongistia do
estimador ;c e a consi€incia fraca do seguinte estimador baseado no BIC.
Fhic = argmin{BIC(k) }
k<K
para
BIC(k) = —2logLn(k) + y(k)logn.

A consiséncia forte dorpic foi demonstrada por Finesso (1990) e posteriormente, sem a
hipotese de exighcia de um limitante superi#t, por Csisar & Shields (2000).

Em seus trabalhos, Katz (1981) e Cais& Shields (2000), apontam que o estimador
BIC possui uma terighcia a subestimar a ordem verdadeira de cadeias de Markames:
tras pequenas, 0 que sugere a necessidade de demonstrais&coia forte para termos
de penalidades menores qué)logn. Nesse sentido, Zhao et al. (2001) generalizam os



criterios AIC e BIC, criando a classe de estimadores

Fedc= argmin{EDC(k) }
k<K
para

EDC(k) = —2logLn(K) + y(k)cn

e demonstram a congisicia forte do estimadogg. parac, satisfazendo

. C o
lim 2 =0 e liminf —
n—o N n—w |oglogn

Posteriormente, Dorea (2008) demonstra a casisa forte paraeyc quandoc, satisfa-
zendo

imS—0 e liminf—"_ > o IEl
n—w N n—o loglogn — |E|—1

e profe o estimadodtimo ryp: com o termo de penalidadgk)cn = 2|E|**1loglogn.
Usando simula@es nunéricas, Resende (2009) comprovou a melhor performance do es-
timadorryp: € verificou que essa efaicia relativeé substancialmente superi@armedida

gue se considera modelos com maior complexidadméno de pametros livres).

Observando que os estimadores citads [saseados no comportamento da verossimi-
Ihanca, quee 0 mesmo fundamento utilizado nos testes déteges, Baigorri, Goncalves
& Resende (2014) prd@em o estimador GDL, baseado na compaoadas distribuiges
emgricas condicionadas usando a divamngia chi-quadrado. Em simufags nuréricas, o
GDL apresentou performance super@rdemais alternativas. Entretanto, etado utiliza
diretamente em sua defi@ig a finitude do espaco de estados da cadeia de Markov, o que
torna improavel uma generalizap a outros processos.

Embora os trabalhos citados usem o conceito de modelosaaiushos resultadofs
sempre particularizados para o processo consideradoa Bessa, nessa tese, os resultados
existentes foram aperfeicoados para tratar a c@msigt do estimadareic baseada, basi-
camente, em hipteses sobre regularidade e comportamento asismide funges lod_p ,
gue possuem propriedades semelhaateg-verossimilhanca.

O ferramental desenvolvidoaplicado para obter a con&istia de estimadores de ordem
para os processos Autoregressivos (AR), Autoregressivagtiroscedasticidade Condicio-
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nal (ARCH) e ARCH multivariado generalizado na represeéiad8EKK (BEKK-GARCH).

Em simula@es nungricas, o estimador obtido para processos Autoregresapresen-
tou, no geral, melhor performance quando comparado comtosael®res AIC (Akaike
1974), BIC (Shibata 1976) e HQC (Hannan & Quinn 1979).

Ressalta-se que, para processos ARCH e BEKK-GARC#enbo rfio &€ conhecida
na literatura a exigincia de estimadores fortemente consistentes. Assim ressgadoe
inédito e de alta reléncia.

Para os processos AR e ARCH, a ordem a ser estidadapaametro univariado, o que
permite a definigo de segéncia de modelos aninhados, onde o E®Qriginalmente defi-
nido por Zhao et al. (2001). Entretanto, em modelos BEKK-GAR&bétdem a ser estimada
€ um paametro com duas vaaveis (de forma semelhante ocorre com modelos ARMA).
Nesse sentido, o conceito de segaia de modelos aninhade®stendido a classe de mode-
los parcialmente aninhados, permitindo assim a déftindp EDC nesse novo contexto para
a estimago de ordens multivariadas que tem como caso particularlowBEKK-GARCH.

A técnica utilizada nos&s casos para se obter o comportamento @sigiatde lod-,
€ essencialmente a mesma, que basicamente consiste ra@uildo comportamento as-
sintotico das derivadas de primeira ordem dellpg para concluir determinado comporta-
mento assirtitico dos estimadores dos paretros da densidade em q@ese, a partir desse
comportamento, conclui-se o0 comportamento asgou de lod_p .

Essa écnica foi empregada por Nishii (1988) para a estiwage dimer&o em mode-
los aninhados no caso particular de g=tgias de vaaveis independentes e identicamente
distribuidas (i.i.d.) e considerando lagy a log-verossimilhanca. Posteriormente, Finesso
(1990) baseou-se nesgechica para demonstrar a congristia forte do estimador de or-
dem BIC para cadeias de Markov. Vale ressaltar que Basawa &eH@@¥6) utilizam de
tecnica semelhante para concluir a normalidade d@dgiatdo estimador do pametro da
densidade a partir do comportamento asgiod das derivadas de primeira ordem da log-
verossimilhanca.

Geralmente as derivadas de lgg sao mais simples, isso motiva o uso desse cami-
nho. Outro fato importanté que \arias hiteses para a aplicag do nétodo §o usadas
para a obtergp da normalidade assitica dos estimadores e por isso frequentemente suas
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demonstrages §0 encontradas na literatura.

No Captulo 1 os conceitos de modelos aninhados e ordimgeneralizados e formali-
zados, e alguns resultados gerais relativosnsiséncia do estimador EDGe apresentados.
No Captulo 2 sa0 introduzidos conceitos e resultados de cadeias de Madtespaco de
estados gerais. Esses resultadds smpregados para obter o comportamento @ssiot
das respectivas fudes lod_, « definidas para os processos AR, ARCH e BEKK-GARCH,
para erdo concluir os casos de congistia forte do EDC. Nos @&ndices &0 encontrados
resultados auxiliares, quéaa utilizados nas demonstfzes.
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1 Estima@o de ordem em modelos
aninhados

Os estudos pioneiros em estirhagle ordem para diversos processos éstimns chssi-
cos foram focados na defidig de condiges para a aplicap de testes de hipeses no
apoio ao trabalho de atise e decido (Bartlett 1951, Whittle 1951). Em um segundo mo-
mento, ainda com uma e estdstica para abordar o problema, tiveram os trabalhos no
desenvolvimento de cétios de informa@o no contexto de sel@dg de modelos aninhados
(Akaike 1974, Schwarz 1978). Com a necessidade de se obteralinomentendimento,
alguns autores utilizaram com sucesso uma abordagemicamah avaliago do comporta-
mento assirdtico dos objetos envolvidos para concluir aspectos deisténsia dos estima-
dores (Nishii 1988, Finesso 1990). Nessearen Zhao et al. (2001) pr@em o EDC como
uma generaliza&p dos criérios de informago que usam o gtodo da log-verossimilhanca
penalizada.

Ao longo dadlltimas quatro dcadas, os citios de informago vem sendo implemen-
tados nos mais diversos processos e stea¢Tong 1975, Shibata 1976, Ozaki 1977, Ogata
1980, Zhao, Dorea & Goncalves 2001, Lopes 2005, PolansBy)2E&ntretanto, &0 houve
uma proposta efetiva de ferramental que facilite o estudmdaiséncia de estimadores de
ordem em novos casos. Nesse sentido, n@®&&c¢l os conceitos de modelos aninhados e
ordem &o apresentados de forma mais geral. A&®et.2 cordgm a definido do estima-
dor de ordem EDC para esse contexto e 0 aperfeicoamentoeeatjiea@o dos resultados
de Nishii (1988) e Dorea (2008). Com iséoposével obter os casos de conéstia do
estimador de ordem EDC baseado, basicamente, em Casdspbre as fudes lod-n k,
gue em muitas situ@es podem ser as fudes log-verossimilhanca. étima se@o coném
a generalizago de segéncia de modelos aninhados para classe de modelos pamialme
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aninhados e a reapreseréaglos resultados da $ex1.2 nesse céno ainda mais geral.

1.1 Definigges

A maioria dos autores citados que aplicam algunedotde informago riio necessi-
tam tratar diretamente em caso geral de selele modelos, com iss@a definem modelos
aninhados. Por outro lado, Akaike (1974) e Schwarz (197&ndsremente a palavra “mo-
delo” sem definigo expicita do objeto. Na demonstiag da consiéncia forte do estimador
BIC para cadeias de Markov, Csisz& Shields (2000) definem conjunto de modelos es-
tafisticos deindicek como a classe de processos que satisfaz a propriedade deviviirk
ordemk.

Com o objetivo de generalizar os énitos de informago para o caso i.i.d., Nishii (1988)
define um conjunto de modelos como umafigarde densidades, magm se depara com o
problema de definfip de aninhamento para séguias de vaaveis aledirias que possuem
depenéncia. A defini@o abaixce a generalizap da definigo de Nishii. Observa-se que,
como as densidadeda®em relago a uma medida fixadg pode-se valer disso para simpli-
ficar a expres®o da log-verossimilhanca e possivelmente dasdesod, na aplicaéo
dos resultados subsequentes.

Definicao 1.1. Para um processo estasticoX = {X };.n, E € RP 0 conjunto de po$seis
valores de X v uma medida fixada em E, assumimos umalfarde modelos estedticos
paraX como

M=(f(x],6,n),0),0€0,¥Vn>1

onde f(x], 8,n) representa o conjunto de pdgsis densidades d§ xom respeité medida
produto em B, que depende do pametrod ¢ © C RY e X = X1X2...X, € uma possel
realizag@o deX. Para simplificar a notago, denotamos (&, 8,n) por f(x{, 8). Os elemen-
tos de M podem ser denotados apenas pelas suas densidagiepl@xn= f(x], 6) € M.

O fundamento do conceito de “aninhamento” foi utilizado epdteses aninhadas para
a aplica@o dos testes na raa da log-verossimilhanca de Neyman-Pearson, como egempl
em Hoel (1954). A seguir apresentamos uma generd@desse conceito e a defi@gde
ordem para sed@uncia de modelos aninhados.
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Definicao 1.2. Para
M; = (fi(x],0),0;), 6 €6, n>1,

Mj = (fj(XT,Q),@j), 8cO;,n>1

() Dizemos que MC M; se e somente €8 C O; e, para todof € ©;, nc Ne ¥ € E"
existe g € (0,0), que r&o depende de n, tal que, se, patastficientemente grande,
n>ceN,

fi(x1, 0)
fi(x3,6)
Neste caso denotamos po(-f0) ~ fj(-,0).

= C1. (1.1)

(i) M= {Mg}y € uma segéncia de modelos aninhados sg MMy 1 para todo ke N.

(i) SeM & segéncia de modelos aninhados eanJ My, dizemos que ra de orden® se
k=0
me Mg e & de ordem r> 0 se me M, e m¢ M,_1.

(iv) SeM = {My},.n € segéncia de modelos aninhados, denotarpdg = dim(©).

Observa-se que em (1.1), bastaria

. n
jim fi01,6)

e 10, 8)

Entretanto, a forma como foi definiéosuficiente e mais simples. Essencialmente, o objetivo
é definir equivadncia das densidades conjuntas em &#ando comportamento assitito
quase certo, em outras palavifg®) = O( fj(n)) para quase toda realiZzagdo processo.

Mesmo no contexto de sesg de modelos, o termo “verossimilhanga” (ou “verossimi-
Ihanca estimada”) comumente se refere a umagonEntretanto, implicitamente trata-se de
uma classe de fudes que depende da biese assumida como verdadeira e do tamanho da
amostra. Caso cordrio, encontramos dificuldades na defégxpicita do doninio dessa
funcao. Para ilustrar essa sit@ag; suponha que temos uma cadeia de Markov de ordem
com espaco de estados finEo ConsideréVl sua respectiva segocia de modelos aninha-
dos, 6k € ©¢ uma matriz de transip ep; j(6«) as respectivas probabilidades de tra@sic
considerando € EK. Para uma amostrg = X1%2... X, fixandon ek, a verossimilhancé
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dada por
n
COE) ] Py-1 (60

i=k+1
Se por outro lado supormos a ord&nr 1 temos

COE™) T] Pt (Bea):

EAPEG .

Mesmo desprezando os term@g), se ambas expre®ss §o referentea imagem de uma
Unica fun@o, tefamos que permitir amostras de tamanhos dlits e inserim e k no
dominio da fun@o. Neste caso, uma alternativa de definipara a fur@o verossimilhanca
seria
L:E®"xOxNxN-—=R
n
L(, 81,K) = COK) ] P14 (6
i=k+1
para® = U ;0 e considerando as devidas infees de©y C © e E" C E*. Entretanto,
dentre posseis outras, téamos dificuldades em manipular as derivadas @en rela@o
a 8. Como exemplo, manipular a matriz Hessiﬂ@_(ék) para um estimador deawima
verossimilhanga@k € 0O C 0.

Além disso, em arias implementdies de estimadores de ordem encontradas na litera-
tura,& comum “desprezar” alguns fatores da verossimilhanca@®masmo “aproximar” a
verossimilhancga por outra fuag. Esse fato evidencia que a estid@gla ordem, embora
tenha suas faes no uso da verossimilhancapmecessita que a fuég a ser penalizada seja
precisamente a log-verossimilhanca.

Nesse sentido, definimos abaixo a classe deffesl{;Lmk}, ou em uma nomenclatura
mais simplesfungdes L, k, que possui as propriedades adequadas para a @efitcesti-
mador EDC e estabelecimento dos resultados subsequerntegerdl, as fungesL,, x sim-
plesmente se refereanfung@o verossimilhanca para seus respectives.

Definicao 1.3. Para X/ uma realizago deX, M = {My},.y uma seqéncia de modelos
aninhados & o estimador de @xima verossimilhancga considerando k a ordem verdadeira,
definimos a faiifia de fun@es{Lnx}, com Loy : E" x © — R, que satisfaca

Lnk(4F, 6) = eselgp{Ln,k(er,e)} (1.2)
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e, paratodo kp € O, e | >k,

Ln1(8) > Luk(8) e lim i (9)

A Lo (6) < 0, (1.3)

Quando @&o houver dividas, utilizamos ,I.(ék) = Lnk(X], ék) ou Lyk(8) = Lnk(x],0) .

Usando (1.3) temos que, para tdde k, 6 € ©y e seqénciah, tal quenirorg hp = oo,

logLy, (6) —logLnk(6)
hn

0< 0. (1.4)

Essa relagoé utilizada para comparar as diferengasu.q(g@k) —log Ln(ér) no que segue.

Exemplo 1.1. Considere a faimia de modelos “Weibull”, My, com

E=R"

%

F(0.0 |—|91 61-1g ¥

V6 =(6,6) € RY xR

Y

Com a restri@o abaixo, temos a faitia de modelos “exponencial”, i e Mc C My.

V0 =(16), 6, cR".

No contexto apresentado,éah dos casos i.i.d. como ilustrado no exemplo aciéna,
possvel inserir os problemas de identifiéag de ordem de depegidcia para cadeias de
Markov, cadeias de Markov ocultas [ordem de deg@ewth oculta], processos Autoregres-
sivos (AR), processos Autoregressivos de HeteroscediatieiCondicional (ARCH), am
de outros casos particulares pouco difundidos como Rafi®85), Logan (1981) e Pegram
(1980). O ferramental tanémn pode ser utilizado @mn dos casos de ordem de depEnraa,
como no problema da identificag do tamanho do espaco de estados oculto de cadeias de
Markov ocultas.
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1.2 Consiséncia de estimadores baseados no cgitio EDC

No que segue, definimos o estimador de ordem EDC enesetas de modelos aninha-
dos, que 8o apresenta diferenca significativa em rateg definigio de Zhao et al. (2001).
Definicao 1.4. Para Ml uma seqéncia de modelos aninhados; m |J My de ordem r e

k=0
K > r, definimos o estimaddDC de r por

Fedc= argmin{EDC(k) } (1.5)
k<K

onde
EDC(K) = —logLn(6k) + cny(K),

{Cn}nen € seq@ncia de imeros positivos ed(6) & como na Defingo 1.3.

Arigor, y(k) pode ser qualquer fuag crescente et Na literaturaé comum adotac,
como seqéncia que &o depende d€ e/ouk. Entretanto essa rest#ig reoé necesaria.

O objetivo do Teorema abaix®@ concluir os casos de cong&istia do estimadoregc
baseado no comportamento agsiitb das funges lod-n i e da seqénciac,. Esse resul-
tado foi estabelecido em contextos particulares, diretéeneu indiretamente, por diversos
pesquisadores, dentre eles Nishii (1988), Finesso (19D0@yea (2008).

Teorema 1.5.SejaX um processo estastico a tempo discreto com valores &%, M sua

[ee]

respectiva seg@ncia de modelos aninhados; ;| |J Mg de ordem rfeqc.como definido em
k=0

(1.5), 6 elog Ln(ék) como na Definigo 1.3.

() feqc€ fortemente consistente ¢ q—c> r) se
(H1) para k<, existe g € (0,) tal que

i logLn(6) —logLn(6)

n—00 n

>C10.C.,

(H2) para k> r, existe ¢ € (0,) tal que

IimsuplOQ Ln(6k) —logLn(6r)
n—oo loglogn

< ca(y(k) —y(r)) q.c.
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e Gy, dado en(1.5), satisfaz

im " =0 e liminf > ¢, (1.6)

n— I n— Ioglogn
(i) Feqc€ consistenteffyc.— r) se H1é satisfeita,lim ¢, = o, lim C—r;‘ =0e
P n—o00 n—oo

(H3) parak>r

im P(IogLn<ék> ~logLa(B) > (y(k) - v<r>>cn) o

n—o
iii) fedc € iNnconsistente se existg€ (0, o) tal quelimsupc, < cz < w0 e
edc
Nn—oo

(H4) parak>r
1m P(10gLo(8) - 0gLo(8) > calyk) Y1) ) >0

Demonstrago. Temos que

(—logLn(8p) + y(p)cn) — (—logLn(6h) + y(1)cn)
= (logLn(6) —logLn(Bp)) —ca(y() = ¥(p)).  (1.7)

(i) Usando a hiptese H2 e (1.6) , substituingo=r el =k >r em (1.7), temos

IiTijp (—logLn(6r) + Y(r)ir;)gl—oéalogLn(ek) +y(K)cn) < co(y(k) — (1) 7IinmJQf (logﬁ?)gn) (y(K) —y(r) qc
< c(V(K) = () —ca(v(k) = ¥(r)) a.c.
= 0.

Da mesma forma, de=r ep=k<r, em (1.7), usando a hiyese H1 e (1.6), temos
g.c.

(Z1o0La(8 +y9%0) ~(ZROLBITYOR) ¢, imsup® (y(r) - yik) ac

> 0 gc (1.8)

liminf
n—o0

Entiorege — T.
g.c.
(i) Usando H1 conclimos (1.8) e portantg_JirﬁedCz r g.c. Por outro lado temos que

P(fedc>T) % P(EDC(k) < EDC(r)) (1.9)

k=r-+
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e parak >r, usando (1.7) comp=r el =k,
P(EDC(k) < EDC(r)) = P(—logLn(8)+ y(K)cn < —logLn(&)+ y(r)cn)
= P(logl—n(ék) - |Og|—n(ér) > Cn(Y(K) — V(”))
Usando H3 e (1.9) temos qu&j(’S? r.

(i) Parak>r,
rI]i_r>n00 P(fegc>T1) > rI][>n00 P(EDC(r) — EDC(k) > 0)

etomandd =k >rep=rem (1.7) temos

>

lim P(EDC(r) —EDC(k) > 0) = rl]iLnooP(logLn(ék) —logLn(6r) > ca(y(k) — y(r)))
> lim P(logLn(6k) —logLa(6r) > ca(v(k) — (1))
> 0.

Portantorgqc possui uma probabilidade positiva a superestimar
]

Se lod.nk € a log-verossimilhanga, temos que a diferengaL,l,(()ék) — IogLn(ér) é
o logaritmo da ra@o da verossimilhanca de Neyman-Pearson, que foi bastéhrada
nos trabalhos focados em testes debtepes, anteriores a Akaike (1974). Portagteo-
mum se obter na literatura o comportamento a8t dessa diferenca para cada caso,
gue geralmente converge para uma distridaigui-quadrado (Whittle 1951, Anderson &
Goodman 1957, van der Vaart 2000, Shao 2007). Com esse testétaos condiges de
provar as hipteses H3 e H4. A hitese H1 geralmente pode ser demonstrada, sem muitas
dificuldades, usando a Lei Forte dos Grandamiros e/ou divegncia de Kullback-Leibler
(Kullback 1959). A que$to maioré a demonstra@p da hiptese H2, que geralmente de-
pende da Lei do Logaritmo Iterado, que nem sempi@disporivel de forma utiliavel para
0 processo a que se pretende estender o EDC.

Nesse sentido, o Teorema 1.6 conclui H2 usandotbges sobre o comportamento as-
sintbtico do estimadof ou sobre o comportamento das derivadas de primeira ordem das
fungbes lod k. Para isso,@0 necessias as condiges de regularidade abaixo. Observa-se
gue Nishii (1988) usa condiges e resultado semelhante para o caso i.i.d.
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Condigéo 1.1(Regularidade)SejaX = {X; };.y Um processo estéstico a tempo discreto
com valores enR™, M sua respectiva se@ucia de modelos aninhados, L.como na
Definigdo 1.3, m = f(x],6;) € M; as densidades de diméisfinita deX, k>r e 6 o
estimador de axima verossimilhanca d&. Sio satisfeitos os seguintes.

(i) 6 & ponto interior dey e
6 — 6. (1.10)
g.c.

(i) Para todo kn € N, logLnk(6) e suas derivadas, §logLnk(6)), D5(logLnk(6)) e
D3 (logLnk(6)), s2o mensuiveis com respeito &b contnuas com respeito &.

(iii) Para 6 = (1—5)8+56;, s€ (0,1), (i,j,1) € {1,...,y(K)}>,

, .
lim (D4(1ogLnk(6)) <o gc (1.11)

n—co n

Teorema 1.6. SejaX um processo estastico a tempo discreto com valores &ff, M
sua respectiva se@ucia de modelos aninhaddsgLn(ék) como na Definigo 1.3,6, =
(a1,...,0yk) € O, 6= (8g,..., ayk)) € Ok, 6 o estimador de Exima verossimilhanca

de 6, e valem as Condaes de Regularidade (Condig 1.1).

() Se existe matriz Apositiva definida tal que

- Dj (log Ln(ék>)

lim,— = - A qc (1.12)
e existe g € (0,) tal que

- V(6 — )

limsup|| —=——=| <cs Q. 1.13

msup 2Togiogn || = q (1.13)

enéo . "
IimsupIOQ Ln(6k) —logLn(6)
N—sc0 loglogn
ondeA; &€ o maior autovalor de A

<2ci\1 g.C.

(i) Se existe matriz Apositiva definida tal que, par@ = s6; + (1— )6 e s€ [0, 1],

i D2 (logLn())
n

n—oo

=A qc., (1.14)
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e existe g € (0, ) tal que

. D% logLn(6r)
| 0 =< C. 1.1
"SSPl Vz2nTogrogn | = % 4 (19
en®o, paratodo i€ {1,...,y(k)},
. V(@i — aj)
“T_igp 2TogTogn <o (.C. (1.16)
€ A A 2
IimsuplogLn(EIk)—IogLn(err) < 2ct ac.
n—oo loglogn )‘y(k)
ondeA) € 0 menor autovalor deA
(iii) Se paratoda(i, j) € {1,..., y(k)}z, existem g, c; tais que
: vn(ai —ai)
limsup| ———=| < ¢ .C. 1.17
n_mp v2loglogn | — q ( )
e , )
D% (logL
lim < e(og nwk))) <c7 ¢g.c., (1.18)
n—ye0 n )
N
e logLn(8) ~ IogLn(8)
) ogln —logLn(6r 2.2
< .C.
“Tjogp loglogn < 2y(k)“cgc; Q.c

Demonstraéo. Usando as condi@gs de regularidade e tomando a exganem &rie de
Taylor para lod. k(6) no pontof, temos

|Og|-n,k(9r) = logLnk(ék)+(6 ek) é(logl—nk(ek))
+%(e B)D3 (logLnk(B) (6 — BT +rn(6 —B)  (1.19)

onde

(6 — 60 — %Z(D%IogLn,kw))i,H (i — &) (@) — &) (a1 — &),

T,

6 = (Qi,....ayk), = (Gi,...,8y4) €0 = (1—9)f+5b, s€ (0,1). Comob maximiza
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Lnk, temos queD(l, (Iog Ln7k(ék)) = 0. Organizando (1.19) e dividindo por loglogemos

~

logLnk(8k) — logLnk(6r) V(6 — B) —D3 (logLnk(B)) (v(6r — 6))"

limsu < limsu
nﬁwp loglogn - Hmp\/ZIogIogn n v/2loglogn
: (6 — 0
+I|msupM (1.20)
n—w loglogn
Usando (1.13) ou (1.26) ou (1.17) temos que
. n(aj — Q;
lim vin(ai — &) <o QcC
n—»| /loglogn
Portanto, usando (1.11) e (1.10),
(6 — B0 . 1 | (D3logLak(8)) i, || /i(ai — ) || vA(aj — &) X
MmsUPogiogn = "Tfﬁpii.,z.\ o Jiogoan || viogagn |/~
< cZIimsup|a|f&||:0 g.c. (1.21)

(i) ComoA; & positiva definida, temos quitx € RY, xAoxT < A4||x||%, paraA; o maior
autovalor deA, (Zhang 2011). Usando (1.20), (1.12), (1.13) e (1.21) temos

logLnk(6k) —logLnk(6) VA6 — &) —D3 (logLnk(6)) (VA(6: — )"

A

limsup limsup

n—seo loglogn - nse y/2loglogn n v/2loglogn
A2
- V(6 — 6)
<
- “Tjogp)\l v/2loglogn
< M6 g (1.22)

Portanto, aplicando (1.22) duas vezes e usando (1.4), obtem

logLnk(8) —logLn (&) logLnk(8) —logLn(6r) — (logLn, (6;) —logLns (6)) + (logLnk(6;) —logLn (6r))

limsup

limsup

N loglogn N—sc0 loglogn
logLnk(6) — logLn (6 B ) —
< limsup 0gLnk(6k) —logLnk(6r) +|imsup|09|-n7r(9r) logLn(6) (1.23)
oo loglogn N0 loglogn
< 2A10421.

Usamos em (1.23) que, pela deféigdel x, logLnk(6k) > logLnk(6r) e logLn (6) >
logLn(6).

(if) Tomando a &rie de Taylor d®} log ank(ék) no pontoé,

<07 e 70) - D]é Iog I—n,k(ék)
= DglogLnk(6)+ (B — 6)D3logLnk(H),
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ondeb = s6; + (1—s)6 ese (0,1). Organizando,

1
nloglogn OgnDélogLn,k(Qr) = nw%lﬁ{ (6 — 6)D3logL, k(e)}
_ NI D2logLnk(8)
- oglogn Ogn(ek—er) [f] .

ComoA, é positiva definidaé inverfvel, e paran suficientemente grande,

A [Dg IogLn’k(é)]

n

possui inversa;*, enfio

1 n
WD%)'OQLn,k(Gr)AEl = \/%(Qk—er)- (1.24)

Aplicando (1.24), (1.21), (1.14), (1.15) e quq—g Ao, obtemos

log Ln,k(ék) —logLnk(6r)

limsup limsup

(D§logLnk(6r)) Ayt —D3 (logLnk(6k)) <(DélogLn,k<er))Anl>T

n—seo loglogn - n—sco v/2nloglogn n v/2nloglogn
i D} logLnk(6r) 4 D3 logLnk(6r)
= limsup > Al
n-w  y/2nloglogn v/2nloglogn

D},logLnk(e,)A,1 (DélogLn,k(Gr)>
2

“Tjotjp v/2nloglogn v/2nloglogn
1 2
< ilimsup Dg logLnk(6r)
Ay n—e v/2nloglogn
2
< A—S a.c. (1.25)
y(K)

Usamos o fato de matrizes positivas definidas sereratgitas A, = AZ) le
possirem inversas positivas definidas. Aplicando o mesmo argtorae (1.23),
conclimos de (1.25) a segunda ineqaaglo resultado. Para a primeira, basta utilizar

Nesse trabalho consideramos simetria na démie matrizes positiva definidas.
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(1.24), consideral, : RY®) — R como a projego da coordenadae observar que

RG] ( N )
“Tjogp V2loglogn| “Tjo?pa \/2Ioglogn(ek &)

L 1 1 -1
= “Tjo?p R <—WDelogLn,k(9r>An )‘

1
= | P ( —s=—=—=DglogLnk(6)A;"
200 Zogiagi0d o0Lns 842"
< o, (1.26)

(iii) Aplicando (1.17), (1.18), (1.21) e (1.20), obtemos

IimsupIog Ln(6k) —logLn(6;)

< 2.2 C
n— oo loglogn - Y(k) CsC7 Q.C

Com o mesmo racidnio usado em (1.23), obtemos o resultado.
O

O resultado dos itens (i)-(iii) do Teorema E6asicamente 0 mesmo — uma cota superior
em H2. Entretanto, quanto menor a cota superior encontrada ea classe de estimadores
fedc fortemente consistentes. Assim, &stop@es visam simplificar o trabalho de obténg
de uma cota pequena.

Geralmente, logo @3 a definigo de determinado processo, a primeira estor-
dada &0 as condi@es de ergodicidade para ser puska aplicago dos equivalentes a Lei
Forte dos Grandesihineros (LFGN), Teorema do Limite Central (TLC) e Lei do Logant
Iterado (LLI). Na seqgéncia, buscam-se condigs para a consistcia forte do estimador
do paémetro6, e a normalidade assitica desse estimador. Para a ob&ndesseailtimo
passo, geralmentéis neceswias algumas das lopeses exigidas pelo Teorema 1.6, que
podem ser utilizadas para o estabelecimento dos estinsaBDE.

O item (ii) do Teorema 1.6, essencialmente, conclui H2 laksea LLI para as derivadas
de primeira ordem de Idg, k. Em resultado alogo, e usandatnica semelhante, Basawa
& Heyde (1976) conclui a normalidade assiita deb; a partir de normalidade asgitica
das derivadas de primeira ordem da log-verossimilhangia iBso 8o utilizadas condiges
semelhanteas exigidas pelo Teorema 1.6.
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Como 6, maximiza lod-nk, temos que a Hessiana no poﬁoé negativa. Neste caso,
—D3 IogLn(ék) € positiva para todm. Suponha positiva definida para melhor entendi-
mento da equép (1.12). A equéip requer que-D3 IogLn(ék)/n possua limite quase
certo a matrizA,, positiva definida. Em outro ponto de vista, suponha que cgssp
seja markoviano e quke, seja a fungo verossimilhanca, neste caso, suponha ainda que
—D3logLn(8)/n = —5 D3log f5(xi|Xr,...,%_1) /n para alguma densidade condicional
fz(..). Se vale a LFGN para esse limite, temos gug D3 log f4(Xi|[X—r,...,X_1) /n con-
verge quase certamente para a matriz de Infoamae Fisher para valoresopimos a6, e,
que por (1.12), deve ser positiva definida.

A normalidade assidtica do estimadof pode ser utilizada para concluir H3. O
proximo resultado pra¥ condi@es para isso.

Teorema 1.7.SejaX um processo estastico a tempo discreto com valores &¥, M sua
respectiva secencia de modelos aninhados,(B) como na Definigo 1.3,6, = (a1, .. ., Ay(i))
€0y, 6 = (Q1,...,0yn9) € Bk, 6 o estimador de Exima verossimilhanca dé e valem

as Condi@es de Regularidade (Condig 1.1). Se existe matrizAositiva definida tal que

- D§ (logLn(ék))
paratodoic {1,...,y(k)},
. Vvn(ai — o)
lim sup| Y———n’ | < .C. 1.28
n%oop v/loglogn © A ( )

e, para todo h, tal querllim hp = oo,
—>00

lim P([[v/n(6r — 8[| > hn) =0

n—-oo

lim P(logLn(6) —logLn(6;) > hy) =0. (1.29)

n— o0

para todo h, tal querlli_r>n hy = .

Demonstrago. Usando as condigs de regularidade e tomando a expanem &rie de
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Taylor para lod. k(6r) no pontof temos
logLnk(6r) = logLnk(8c) + (6 — 6D (logLnk(6k))
+5(6— 80D (109Lax(80) (6 — 80T + (6 — B

onde

A

(680 = 31 3 (O3100knu(®), 5 (e Gt 6)an )
L1,

Parad = (1—s)6+5s6, se (0,1). Usando (1.28) e (1.11), obtemos

) - ) 1 (D3 |09|-n,k(9))i;.| Vi(ai — &) || vA(aj—a;) || vi(a; — &) | (loglogn)3/2
“Tﬁsotjp‘rn(eriek)‘ = “Tjgpili.L n J v/loglogn \/IoélognJ v/loglogn vn
< cIirp_itjp(logIiJ/gﬁn)?,/z 0 qe
5 .
Usando (1.27), para suficientemente grandéy, = —M é positiva definida, e

portanto possui maior autovaloy,, tal queAn q—c> A1, ondeA; &€ o maior autovalor dé,.

1im P0gLok(B) — 10gLak(6) > ) n'mf(if (6 - 8y 220908 (g g - hn>

IN
>

lim p<7 VA8 — B> > hn>

= jmp(Ilva@ -] > Y22) ~o

onde conclimos (1.29), considerando (1.4). n

Em resumo, se as condies abaixo&o atendidas, o Teorema 1.6 pode ser utilizado para
obter H2. Adicionalmente, se a laiese H1é verdadeira, as condies para a definép de
uma classe de estimadores EDC fortemente consisteitegendidas.

(i) 6 € ponto interior d&®y e
ék — 6.
g.c.

(i) Para todok,n € N, logLn(68) e suas derivada®}(logLnk(6)), D5(logLnk(6)) e
D3 (logLnk(0)), s20 menstaveis com respeitox] e contnuas com respeito &
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(i) Para® = (1—5)6+5s6,sc (0,1), (i,j,1) € {1,...,y(K)}>,

(D3 (logLnk(8))); ;,
lim =~ <o (.C.
n—sco n

(iv) Existe matrizA, positiva definida tal que, paf= sb; + (1—s)6cese [0,1],

D% (logLn k(8
lim — 6 (109Lnk(9) =A> Q.cC.
n— oo n
v D} logLnk(6r)
. OgLnk(Er
| il UL A | C.
w&so?p v/2nloglogn =6 Q¢

1.3 Generaliza@o: ordem em modelos parcialmente ani-
nhados

Sob algumas hiiteses, um processo AR (pode ser especificado canpatametros e
um processo AR(— 1) pode ser considerado como um processorABf§m um paametro
pré-fixado. Nesse sentido temos o conceito de “aninhamenfoiidie na Se@o anterior e
podemos considerar a sémcia de processqAR(0),AR(1),---} como uma secgncia de
modelos aninhados. De forma semelhante, temos 0s prodsR864(r1,r2), que f0 espe-
cificados conry +r, paametros. Quandky, > r1 ek, > r, podemos fixar alguns pametros
e considerar um modelo ARMA{,r2) imerso em um modelo ARMA( ko). Entretanto
quandaok; < r1 ekp > ry 0 processo de imedis riioé aplicvel.

Mesmo nesses casos, osérnibs de informago (AIC, BIC, HQC, dentre outrosise uti-
lizados na determin@p da ordem, como exemplo cita-se Hannan (1980). Entretzormo
os problemas de determirdaxzde ordem&o tratados na literatura de forma particularizada,
a quesdo de aninhamentcao € abordada diretamente. Por outro lado, para se propor uma
generalizago, ta a necessidade de se definir bem esses conceitos no corgesdizéo de
modelos.

A alternativa aparentementeawviel seria definir o aninhamento diagonal, como exem-
plo, para o caso mencionadoitenos a segncia de modelos aninhad¢aARMA0,0),
ARMA,1),---}, e tratar o caso geral fixando uma dim@&ne considerando segpcias de
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modelos aninhados na outra dimaas Entretanto, para implementar essa alternativa seria
necesario dividir o processo de estimg da ordem em etapas, 0 qumei desdvel.

Para o caso unidimensional, a rélagde aninhamento na sé&gcia de modelos ani-
nhado coincide com a relag de ordem en¥. Assim, a defini@o proposta nesse trabalho
para tratar casos com ordem de din#nsé relacionar a ordem parcial é¥® com a relaéo
de aninhamento. As primas definifes tratam essa generaliaac Em seguidag® apre-
sentados os resultados da &@@nterior nesse novo contexto.

Defini¢éo 1.8. Para pe N, seja k= (ky,...,kp) e NP er=(rq,...,rp) € NP. Define-se os
seguintes.
(i) Arelagdo de ordem: k-1 < ki >rjparai=1...p. [ComissaNP,>) & um conjunto
parcialmente ordenado.]
(i) r <kquandok>rek<rquandor>kek#r.

(i) k 2 rser<kouquandok er&o eséo relacionados.

Definicao 1.9. (i) Para pe N, M = {My}, .o € uma classe de modelos parcialmente
aninhados se vale: K r se e somente se M- M.

(i) SeM é classe de modelos parcialmente aninhados e mJ My, dizemos que pe
keNP
de ordem r se mc M, e, se me Mj, enaio My C M.

(i) Se M = {My}no € classe de modelos parcialmente aninhados, denotakys=
dim(G)k).
Com pequenas adaptass nos Teoremas 1.5, 1.6 e 1.7 obtemos os seguintes resultad

Teorema 1.10.SejaX um processo estastico a tempo discreto com valores &H, M sua
respectiva classe de modelos parcialmente aninhados, i) My de ordem r €¢qc.COMO

keNP
definido em (1.5).

() feqc€ fortemente consistente ¢ q? r) se
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(H1) para k*r, existe g € (0,) tal que

i logLn(6) —logLn(6)

n—sco n

>C1Q.C,

(H2) para k> r, existe ¢ € (0,) tal que

logLn(6¢) — logLn(6;)

[ < — .C.
Ilrpjogp loglogn < ca(y(k) —y(r)) a.c
€ G, satisfaz
im =0 e liminf—" > c,.
n— I n— |oglogn

(i) Fegc€ consistenteffyc— r) se H1é satisfeitalim ¢, = oo, lim C—r'; =0e
P n—co n—oo

(H3) parak>r

lim P(logLn(6) —logLn(6:) > (y(K) — y(r))cn) = O.

n—

(i) fegc€ INnconsistente demsupc, < Cc3 < o e

n—oo

(H4) parak>r

lim P(logLn(6k) —logLna(8) > ca(y(k) — y(r))) > O.

n—o

Condigéo 1.2(Regularidade)SejaX = {X };.y Um processo estéstico a tempo discreto
com valores erfR™, M sua respectiva classe de modelos parcialmente aninhagesdmo
na Definig¢o 1.3, m= f(x], 6;) € M, as densidades de dimémsfinita deX, k>r e ék 0]
estimador de faxima verossimilhanca d&. Sio satisfeitos os seguintes.

() 6; & ponto interior deBy e
ék — 6.
g.c.

(i) Paratodo kn e N, logLnk(6) e suas derivadas, §logLnk(6)), D3(logLnk(6)) €
D3 (logLnk(6)), S0 mensuiveis com respeito &b contnuas com respeito &.

(iii) Para 6 = (1—5)B+56;, s€ (0,1), (i,j,1) € {1,...,y(K)}>,

(D3 (1ogLnk(6))

n—c n

<o Q.c
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Teorema 1.11.SejaX um processo estastico a tempo discreto com valores &%, M sua
respectiva classe de modelos parcialmente aninhad,c(@k]_como na Definigo 1.3,6, =
(a1,...,0yk) € O, 6= (81,..., ayk)) € Ok, 6 o estimador de éxima verossimilhanca
de 6, e valem as Condages de Regularidade (Condig 1.2).

() Se existe matriz Apositiva definida tal que

lim — D% (Iog Ln(ék>)

n—co n

=A; ¢.cC.

V(6 — 89

v/2loglogn

limsup
n—oo

<c ¢c,

lim suplOQ Ln(6k) —logLn(6r)
N—sco loglogn
ondeA; € o maior autovalor de A

<2c2\1 q.c.,

(i) Se existe matriz Apositiva definida tal que, par = s6; + (1- s)ék ese[0,1],

D2 (logLn(6
lim — & (109Ln(9)) =A> qc.,
n— oo n
, D5 logLn(6r)
07 7l < .C.
“T_i?p 2nloglogn|| — & ac
en&o, paratodo i {1,...,y(k)},
. Vvn(ai — o)
limsup| ———7—=| < q.C.
Hmp v/2loglogn g
e A A 2 2
Nes oo loglogn AyK)

ondeA,, & o menor autovalor deA

(i) Se paratoda(i,j) € {1,...,y(k)}?,

IimsupM <cg QcC.
n—wo | v/2loglogn| —
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n—co n

i (D% (logLn(ék))>

”msup|09 Ln(6k) —logLn(6)

< 2¢2 .C.

Teorema 1.12.SejaX um processo estastico a tempo discreto com valores &%, M sua
respectiva classe de modelos parcialmente aninhader,,an(ék) como na Definigo 1.3,
6 = (a1,...,0yx) € O, b= (G1,...,8yx) € O, b 0 estimador de éxima verossimilhanca
de 6, e valem as Condies de Regularidade (Condig 1.2). Se existe matrizzAvositiva

definida tal que

im D8 (logln(8)) _ oo
Lalds n 2 .C.,
para todo(i, j) € {1,..., y(K)}?,
. \/ﬁ(éri — CXi)
limsup|———=| < .C.
naoop \/loglogn © 4

e, para todo k, tal querlli_r>n hp = oo,

lim P(|[v/n(6r — &)|| > hn) =0,

N—o0

lim P(logLn(6) —logLn(6) > hy) =0

n—oo

para todo h, tal querlli_r>n hp = 0.
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2 Cadelias de Markov de espaco de
estados gerais

Para se obter resultados sobre a coasga do estimador EDE necesario garantir o
comportamento assiptico das funes lod, k, que no fundo se resume em \&es aplica-
das da Lei Forte dos Grandesifderos (LFGN), Lei do Logaritmo Iterado (LLI) e Teorema
do Limite Central (TLC).

Para a classe dos processos que possuem dapsadinita, 0 ambiente mais ge@b
de cadeias de Markov com espaco de estados gerais. Nessete@odem ser inseridos 0s
seguintes.

e Modelo Linear em Espaco de Estados (LSS), que tem como easoypar o processo
Autoregressivo (AR).

e Processos Autoregressivos corgdilas Moveis (ARMA), que tem o casos particulares
o0 processo de Bdias Moveis (MA) e os Autoregressivos (AR).

e A familia de processos ARCH, que incluem GARCH (Bollerslev 1986), NGARCH
(Engle & Ng 1993), EGARCH (Nelson 1991) e vairies multivariadas como BEKK-
GARCH (Engle & Kroner 1995), VEC-GARCH (Bollerslev, Engle & Woaldiye
1988), CCC-GARCH (Bollerslev 1990), dentre outros.

e Modelos Nao-Lineares em Espaco de Estados, que incluem modelogihdates em
Espaco de Estados.

Todavia, ser inserido no ambiente de cadeias de MarRowersuficiente para a concius
dos resultados assaticos. Aindaé necesario o estabelecimento de condés para obter a
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ergodicidade geoétrica ou ergodicidade V-uniforme para ser pesiso uso dos resultados
assinbticos. Mesmo assim,ahum grande trabalho desenvolvido para a déimidessas
condigdes em cada caso particular.

Nasultimas cecadas, cadeias de Markov teve um grande desenvolvimemntoe anuitos
outros, citamos os trabalhos de Kolmogorov (1936), Doeldl#87, 1940), Foster (1953),
Harris (1956), Rosenblatt (1964, 1974), Doob (1966), Fdll&68), Orey (1959, 1971),
Cogburn (1972), Tweedie (1974, 1975, 1976), Athreya & Ney7g819980), Nummelin
(1978, 1984) e Niemi & Nummelin (1982). A parte significatidasse desenvolvimento,
acrescida de novos resultados, pode ser encontrada em Mdayweé&die (1993), qué a
refeléncia mais importante r&ea.

Nesse cajulo aplicamos os resultados do dajpp anterior na estim@&p de ordem
de processos Autoregressivos (AR), Autoregressivos derdsetedasticidade Condicional
(ARCH) e Autoregressivos de Heteroscedasticidade Condicéaaeralizado na Mode-
lagem BEKK (BEKK-GARCH). Para processos AR foi po&s encontrar a ergodicidade
V-uniforme suficiente para a aplicag da LLI, neceswia para a concl@® da hiptese H2.
Porem, para os outros casos a ergodicidade V-uniforme aiaddai estabelecida de forma
suficiente para concluir H2. Entretanto, as coddg;para aplicé&p da LFGN no contexto
de cadeias de Markov @&st atendidas ea® utilizadas. Em ra@ disso, foi necessio a
aplica@o da LLI estabelecida para Martingales por Hall & Heyde (98

Na Se@o 2.1 &0 apresentados resumidamente os principais resultadlbsyte& Tweedie.
Nas SeQes subsequentes, esses resulta@losislizados para a defirdg de estimadores de
ordem EDC para os processos AR, ARCH e BEKK-GARCH.

2.1 Definigdes e principais resultados

A Definicdo abaixo exPe os conceitos relacionadasexiséncia e estacionariedade
de cadeias de Markov. As Defiidigs 2.2 e 2.3 versam sobre conceitos relacionados a re-
corréncia e ergodicidade, respectivamente.

Definicao 2.1. Seja% um espaco topohico e#(# ) suac-algebra de Borel.

(i) P:% x B(#) — [0,1] & ricleo de transigo se
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(I) Paratodo Ac #(%), P(-,A) & rao-negativa e mensavel em(% , A(¥%)) ;

() Paratodo ye ¢/, P(y,-) & medida de probabilidade e (%/).

(i) Um processo est@sticoY = {Y; },. € cadeia de Markov (homégea no tempo) com
nicleo de transigo P(y, A) e distribuic@o inicial 1T se a distribuiéio de dimero finita
deY satisfaz, paratodo n e paratodg A A(#),i=1,---.n,

Pr(Yi € AL Yo € Ay) = / / i(dy1)P(ys, dy2) - P(yn_1, An).
ViEAT  Yn-1€An1

(i) P"(y,A) é definida indutivamente por

P(y,A) = / P(y,d2P"L(zA) yeZ e Ac B(¥)
e

e Py & a medida estendida o-algebra produtov;? ;%(#) usando o sistema de
distribuigbes
PY(A) =P(x A)

y

P(AL x -+ x An) :/P(Y»dYﬂ/P(YLdyz)"'P(yn1,An).

Aq Ao

(iv) Uma distribui@o o-finita mem% (%) & invariante se para todo A Z (%)

m(A) = [ mdy)Py.A)
y

(v) O tempo de ocup@ap de A ou imero de visitas a & definido por
na = H(Yt S A).
4

(vi) O tempo de primeira visita a A Z(#) & definido por
Ta=min{te N : Y; € A}.

Definicao 2.2. SejaY uma cadeia de Markov.

(i) Y é¢-irredutivel se existe uma medigeem% (¥ ) tal que, se Ac B(#%')e¢(A) > 0,
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enfio,Vye %,
L(y,A) >0,

onde Ly,A) := R/(Ta < ©).

(i) Y & -irredutivel seé ¢-irredutivel para alguma medida e ¢y &€ maximal, iste,Y &
¢’-irredutivel se e somente g~ ¢'.

(iii) Um conjunto Ac # (%) & Harris recorrente se, para todog/A,
Q(Y,A) :==Py(na=) =1.

(iv) Y & Harris recorrente sé& -irredutivel e todo conjunto efA € ZA(%) : Y(A) > 0}
é Harris recorrente.

(v) Y, -irredutivel, & positiva se admite distribuag invariante.
(vi) Y & Harris positiva se& Harris recorrente e positiva.

Definicao 2.3. ParaY uma cadeia de Markov.

() Y éerghdicaseyye %,

lim sup |P'(y,A)—m(A)|=0.
=% ack(7)

(i) ParaV :E — [1,00) e v uma medida en®(%),

Ivly = sup § [ gy)v(ay
Flal<V |, Zo

(i) Y & V-uniformemente edglica se

: 1Py, ) — iy
lim su =0.
”_>°°ye§ V(y)

No que segue,a® apresentadas as chamadas c@ediglo tipo drift”, que &m como
objetivo concluir a ergodicidade geéinica ou ergodicidade V-uniforme baseado no com-
portamento de umanica transigo do processo.
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Definicao 2.4. Um conjunto Be #(#') & chamado “pequeno” se existe um>0 e uma
medida @o-trivial viyem%(%), tais que, para todo ¥ B e Ac A(%),
P"(y,A) > vm(A).
Condicao 2.1.Para f: % — [1,0), B€ #(#) conjunto pequeno, ki eV :#% — [0,),
ENV (M) M -V(M) < —f(%)+bls(%). (2.1)

Condicao 2.2 (Foster-Lyapunov) Existe V: % — [1,0), B € (%) conjunto pequeno,
B >0eb <, tais que

E V(Y1) Y] = V(%) < —BV(¥) + bals(%). (2.2)

Observa-se que a Condig 2.2é a Condi@o 2.1 no caso particuldr= BV. O Teorema
2.5 & uma adapta@p dos Teoremas 17.0.1, 17.3.6 e 17.5.3 de Meyn & Tweedipeca
fundamental no estabelecimento do comportamento assmtas funges lod_, k.

Teorema 2.5(Meyn & Tweedie (1993)) SejaY = {Y; };.y uma cadeia de Markov a tempo
discreto com espaco de estad@S Harris recorrente com distribuBo invarianter, g:

n
Y oReSg =3 o).

(i) Se E(]g]) < o, enio

lim S(9 = En(0).

n—eo N

(i) SeY & V-uniformemente etglica, ¢ <V e [gdm =0, eno ¢ = Ex[g?(X1)] +
25 ko En]9(X1)9(X)] est bem definido.

(iii) SeY & ergpdica, e existe uma fuig f: % — [1,), um conjunto pequeno Cgk
o satisfazendq?2.1), m(V?) <, |g| < f e [gdr =0, enBo ¢ = E [¢?(\1)] +
25k oE[9(Y1)9(Yk)] est bem definido.

(iv) Nas hipteses de (ii) ou nas hipeses de (iii), sepg > 0, enfio

im S(9)

n—eo \/@

9 #(0,1),
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limsup S(9) =1 gc e
n—o \/ 2nggloglog(n)
liminf (9) =-1 qc.

e \/2n<p§ loglog(n)

A Lei do Logaritmo Iterado para Martingales, transcritaigbgpode ser encontrada em
Hall & Heyde (1980), Teoremas 4.7 e 4.8.

Teorema 2.6(Hall & Heyde (1980)) Seja{S,, #t_1} umamartingale, $= 51, Ui, E(S)) =
0, E(F) <, {Z }cy © {WM };cy SEq@nCcias de vadveis aleabrias réo negativas tais que
Z: e W sA0.%4;_1 mensuaveis. Se

S UL(U| > Z2) — E[UI(W| > Z)|Fi_1]

lim =2 =0 g.c, L1
n—e v/ 2W_2loglogW?2 “ (LD
n
tglE[Utzﬂ(!Ut! < Z4)| Fioa] — EUI(U] < Zo)| Fi-a]?
rI]in00 W2 =1 g.c, (L2)
n 4 < a;.
lim ZEM M=)l 7] o g, (L3)
n—oo & V\4
Wy .
rlll_rgo Wog 1 qgc e rIll_r>r(1>0Wn =o (.C. (L4)
Entao
limsup S =1 g.c.
n—eo /20W2loglogW2
e
liminf > -1 g.c

n—o . /2N2loglogW? N
2.2 Modelo Autoregressivo (AR)

O processo Autoregressivo (AR) foi proposto inicialmente Yade (1921) para a mo-
delagem deéries temporais e vem sendo utilizado em diveésaas, dentre outras citamos
econometria (Maddala & Lahiri 2009), engenharia (Schnei888) e geatica (Carvalheira,
Blake, Pollak, Quaas & Duran-Castro 1998).
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O problema de estimag de ordem em modelos AR inicialmente foi abordado usando
testes de hipteses por Quenouille (1947), Whittle (1951, 1954) e BarfldRajalakshman
(1953). Akaike (1969) prajs o netodo de minimiza@o do erro final de predip (FPE
— Final Prediction Error) para a estima@p da ordem em modelos AR, que foi o precur-
sor do netodo AIC, proposto pelo mesmo autor em 197404\sso, foram desenvolvidos
outros nétodos de estima@gp, que se destacam o BIC (Akaike 1979) e HQC (Hannan &
Quinn 1979). Vale ressaltar que o problema de estimae ordem em modelos AR motiva-
ram a criaéo do AIC e influenciou o desenvolvimento de estimadores denorem outros
processos, como exemplo em cadeias de Markov. Para uéma wiais detalhada sobre o
desenvolvimento dagtnicas de estimag de ordem em processo ARMA (que tem o AR
como caso particular), veja Choi (1992).

No que segue, o ferramental desenvolvido nesse trabadpticado para a estiméag da
ordem em modelos AR e um novo estimador de oréepnoposto. Tamdm 0 apresen-
tadas simula@es nuréricas que indicam, no geral, uma melhor performance dmadtr
proposto quando comparado com as alternativas AIC, BIC e HQC.

2.2.1 Definipes

Abaixo o processo AR definido para inovdies Gaussianas e em segliédagpresentada
a Condi@o 2.3, quee requisito chssico para a obteag de resultados assiticos.

Definicéio 2.7. Uma segéncia de varveis aleabrias X = {X; };., com valores enR &
um processo Autoregressivo de ordera N, denotado por AR(r), se satisfaz as coidgis
abaixo.

(i) Paratodote Z,
X =h +&.

(i) hy=a1 X1+ +arX—r, 6 =(a1,...,ar) e R" ea, #0.

(i) {&}io7, € uma seqgéincia de varaveis aleabrias i.i.d. .4 (0, 0?).
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Condicao 2.3(Ergodicidade) Para X um AR(r), €6, = (aa,...,0y) € R" seus respectivos

parametros, assumimos que

r .
1— Zaiz' #0 VzeC, |7 <1 (2.3)
i=

Principais propriedades do processo autoregressivo

Algumas propriedadedsicas para processos AR, g@e sitilizadas no desenvolvimento
dessa Seép, K0 apresentadas abaixo.

(@ E(X[Z#i-1)=h q.c.
(b) Um AR(r), X, pode ser imerso em uma sémegia de modelos aninhadbs= |J M,
k=0
tomando®y = RK e, paraf, = (a1, - -, ak) € O,

n (e (Ao g o g)?

f (X7, 6k xl |'| 202 (2.4)

(c) Usando qu& é estacioario e (2.3), temos que
0 < Im(k)| < oo. (2.5)

ondem(k) = E(XX1k) et,k € Z (Anderson (1994), ggina 173).

FuncgdeslogL, k e suas derivadas
A log-verossimilhanca dey = f (X}, 6) € M & dada por

o ( ! e‘(x‘zg‘>2)+c (xK)
V2mo? n

Xtht)

Iog( IR 1)) Lol = i

t=1+k t=1+k

t=1+k

—(n—Kk)logv2 +C1(X1)

Definimos abaixo o logaritmo ds, x, que satisfaz a Defirép 1.3.

Xtht)

logla(8) = Y - (2.6)

t=1+k
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Dessa forma, parnaj,| € {1,--- ,k},

dlogLnk(0) C
— = (X —he)Xe—i, (2.7)
oai t=Ttk
9%logLnk(0) n
- - = —thixt—' e 2.8
daiaj t:%k : =9
23logL,k(0)
T (2.9)

Alguns resultados dispdreis na literatura@o estabelecidos para modelos Lineares em
Espaco de Estados (LSS), que possui como caso particutaodslos AR. Nesse sentido,
definimos abaixo modelos LSS e apresentamos coOadipara a exiéhcia de ergodicidade
V-uniforme. Esses resultados podem ser encontrados de foiars geral em Meyn & Twe-
edie (1993).

Definicdo 2.8. Uma seqéncia de vetores aleatios Y = {Y; };., com valores eniR" & um
modelo Linear em Espaco de Estados (LSS) se

(i) Existe matriz(r x r) F e matriz(r x p) G tal que para todo £ N, Y; e W com respec-
tivos valores enR" e RP satisfazem, para todod N,

Y =FY_1+GW (2.10)
e Yy € arbitrario.

(i) Os vetores aledtrios {W },.y Sa0i.i.d., si0 independentes dg ¥ possuem distribuép
com nédia e varancia finitas.

Condicao 2.4.SeY &€ um modelo LSS, &

(i) W possui distribuigo Gaussiana erP com n&dia zero e vaéncial. Istoe, W~
A (0,1), 1 a matriz identidadé p x p).

(i) SeA € C é autovalorde F, ed|A| < 1.

SeX & um AR(r), podemos represé@rdb como um modelo Linear de Espaco de Estados
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Y tomandop=1,Y; = (X,...,%_r+1) com valores enR", W = &, & ~ .4#(0,1),

1 0 ... 0 0
F = _ e G=| |. (2.11)
o " : :
_O o1 O_ _O_

Usando isso, podemos usar o ferramental desenvolvido pdeaas de Markov, no que se
refere a estabilidade asditita. Em outras palavras, temos o seguinte resultado.

Lema 2.9(Meyn & Tweedie (1993) e Anderson (19948e um AR(rX satisfaz2.3), enfio
Y, o modelo Linear de Espac¢o de Estados correspondente rooafdefinido en(2.11),
satisfaz a Cond#o 2.4,& Harris positivo e V-uniformemente @édgjco para (x) = x|+ 1.
Além dissoyY satisfaz a Cond#&o 2.2 paraB € (0,), by € (—, ) e B conjunto pequeno
e compacto.

Demonstrago. Temos quéY satisfaz a Cond#p 2.4 (Anderson (1994 agina 180). Usando
a Proposiao 4.4.3 de Meyn & Tweedie (1993) temos que as caetiglos Teoremas 12.5.1
e 17.6.2 de Meyn & Tweedie (1993ha satisfeitas e portanty &€ Harris positiva e
V-uniformemente ergdico paraV(x) = x>+ 1. A demonstre@o do Teorema 17.6.2 de
Meyn&Tweedie mostra qu¥ satisfaz a Cond#po 2.2. m

2.2.2 Consiséncia do estimador de ordem de deper&hcia

Abaixo é definido estimador de ordem EDC para o caso particular deepsos AR.
Em seguida eab uma érie de resultados com o objetivo de demonstrar astéges H1-H4
do Teorema 1.5 e concluir os casos de corivecga do estimador proposto, queaessu-
marizados no Teorema 2.18. Como mencionado anteriormetéeniaa de utilizar o com-
portamento assiatico das primeiras derivadas de lgg para concluir o comportamento
assinbtico de lod.n foi utilizada por Nishii (1988) em caso particular de estjim de
dimensio de modelos i.i.d. e considerando lag como a log-verossimilhanca. Ressalta-
se tamlem que, de forma semelhante, Basawa & Heyde (1976) utilizamgpodamento
assinbtico das primeiras derivadas da log-verossimilhan¢a pancluir o comportamento
assinbtico do estimador de axima verossimilhanca. A eiscia dessa&tnicaé a utiliza@o
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da expando em gries de Taylor em determinados pontos, para @s@szigidas as condes
de regularidade das derivadas dellpg.

Defini¢cao 2.10.Para X um AR(r) e K> r, definimos o estimaddEDC de r por

fedac= argmin {—log Ln(6) + ke }
ke{0,....K}

~

paralogLn(6¢) como definida er(2.6) e {cn},,.y UMa seqéncia de imeros positivos.

Lema 2.11.SejaX = {X };., umARr), k>, log Ln(6c) como definid42.6), § € ©, C R¥
o estimador de @xima verossimilhanca, e

(i) Para 8 =s6 + (1—9)b, se[0,1],

~ D3logLn(6)
n

rlli_r>n°0 =A2 q.c,
onde
m(0) m(k)
A= :
m(k) m(0)

e m(k) = E(XX k)-

(i) A, & positiva definida.

Demonstrago. (i) Usando a desigualdade délder

NI

E (%% j|) < E(X2)ZE(X2 )2 <o.

Pelo Teorema 2.5 e expréss(2.8),

32logL(6)
. daiaj _ ) N i
lim —=0— = —E (XX ) = —m(i - ).

(i) Demonstra@o pode ser encontrada em Anderson (1994), Lema 5&g## 196.

[



43

Lema2.12.SejaX = {X; };cz UM ART), k>, logL, k(8) como definid42.6), i € {1,--- ,k},

enfo
dloglnk(6r)
. aq;
limsup——28 — — ,/g2E(X2 .C.,
nﬁmp\/ZnIogIogn (X0 4

dlogLnk(6r)
L 24
I f——— =
Irrmoq v/2nloglogn
dlogLn(6r)
aa;
% =20, 0%E(X?)) q.c. (2.13)

Demonstrago. Assumindo.7; a g-algebra gerada pdrX },., e considerando o Teorema
2.5,{Yt};c, 0 modelo LSS associadg(Y;) = (X —h)X—i, E(9) = E(X-iE(&| %)) =0e

—\/O%E(X2) qc. e (2.12)

[ee]

@ =E [((0—hn)Xa )] +2 > EI0 ) (O~ X))
t=k+2
Para a primeira parcela

E[((Xl—hl)xl—i)z} = E[X{ E(¢f|.%0)]
= O%E(XZ)).

Usando (2.5), conclmos
0<E [((xl - hl)xl_i)z} < oo,
Para a segunda parcela

El((X—h)Xi) (e —h)Xe-i)] = E[(Xe—h)Xe-iX—E (% = h)[F-1)]
= 0.

@ = 0’E(XL ).
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Tamkem temos que

(% — he) X

(r+1)max{1,|a|,- - ,|ar|}|:Enax %2

— ...

(%)

IN

di Y |2
diV(1%). (2.14)

IN

IN

Na perultima desigualdade usamos que todas as nor@asguivalentes em espacos de

dimengo finita. De (2.14) e (2.2) condmos (2.1) pard = max{1, |g|}, bo = (b1 + 3/d1)

eC=BU{xeR; [V(X)| < 1/di}. Tamem(V?(Y;)) < do11(. max Y;|4) < o (Anderson
i=t—r..r

1994).

Observando que se (2.1) vale p#fg enfo vale parg, podemos usar o Teorema 2.5 e

concluir

dlogLnk(6r)
limsup odi =1 qc.
n—yeo \/ 2no2E(X?)loglogn
Entao,
dlogLnk(6r)
limsup——29_ — \/a2E(X?) q.c.
n_>oop\/2nloglogn (X)) d
Da mesma forma condlmos (2.12) e (2.13). ]

Corolario 2.13. Seja{ % };; um ARr) satisfazendo (2.3),kr, 6 = (a3, - , &) 0 estima-
dor de naxima verossimilhanca d& = (as,---,a;,0,---,0) € RKe hy, tal queAi_r)n hn = oo,
en@o

lim P(|[v/n(6 — )| > hn) = 0.

n—oo
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Demonstraéo. Usando o Lema 2.12 e que pargrandeA, € positiva definida temos

rllinwp(Hﬁ<9r—9k)H >hy) = ALQ’!OP(H o/ >hn>
< e (5[ o)
K dlogLnk(6r) 2
= lmP| —‘\’;’ﬁ > A2h?
i=
= 0.
Onde YAy & o maior autovalor da;*. O

Corolério 2.14. Para um ARr), se k> r, enio

AN _ A 2 2
IimsuplogLn(Gk) logLn(6r) - 2ko“E(X9)

N—soo loglogn - Ak g-c

ondeAy € o menor autovalor de A

Demonstrago. A partir do Lema 2.12 temos que

2

1

v/2nloglogn

Aplicando o Teorema 1.6, item (ii), e usando os Lemas 2.112t2mos o desejado. []

limsup
n—-o0

Usando outraécnica, podemos obter o Teorema abaixo, &utl se for possel deter-
minar o limitante superior em (1.16), ao aplicar o Lema 2de2forma a ao depender die
our. Se for poswel, podemos encontrarag = O(loglogn) preciso que gera um estimador
fedc fortemente consistente.

Teorema 2.15.SeX & um ARr) satisfazendo a Condip 2.3 e k> r, ento

lim suplog Ln,k(ek) —logLn,(6r)

< (k— .C.
N—sc0 loglogn <(k-rjez gc

Demonstrago. Tomando a&rie de Taylor para Iogn,k(ér) em 6 e usando (2.9), temos

I A A A

logLnk(6) = 1ogLnk(6) + (6 — 8)Dg (I0gLnk(8)) + 5 (& — 69D (logLnk(6) (6 — B
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Como logLn x &€ maximizada poéy, temos queéd} (logLnk(8)) =0e

logLnk(6k) —logLnk(6r) —(6: — 80D (logLnk(8)) (6 — 6T

li ’ =i
'Tfo?p loglogn ijogp 2loglogn
A A A A anT
jimsupY (& — 6 —Dj (logLnk(6k)) (vN(6r — 6k))
n-w +/2l0glogn n v/2loglogn
(2.15)
Usando Shibata (1976), temos que (2.15) pode ser definido aamorma
—Dj (logLnk(80)
1 " R
gue satisfaz
16— 6113 = 67 — 67 (2.16)
onded? € o estimador de? sel > r. Por Hannan & Quinn (1979),
k
|'| (2.17)

i=r+1
onded;(l) é o estimador de &xima verossimilhanca dm, considerandd a ordem verda-
deira. Usando (2.16) e (2.17)

N loglogn N—sco 2Iog|ogn

6?67 M (1 62(i))]

= i =il 2.18
IT_?o?p 2loglogn ( )

né2[1—1+ § a2 (i) +o(loglogn/n)]

; i=r+1
= limsup
N—sc0 2loglogn

VA(Gi(i) —0)\?
V/2Toglogn )

k
< o° Iimsup(
2,

< cp(k—r).

O resultado segue de (1.4). Usamos tamigued? q—> 0 e a inequa&o (1.16), quando se
aplica o Lema 2.12. O argumento utilizado tem um valoérit® interessante. Entretanto,
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basta verificar diretamente (2.6) e observar que
logLnk(6k) —logLns(8) = n (62 — 67)
e continuar as contas a partir de (2.18). n

Teorema 2.16.SeX & um ARr) satisfazendo a Condag 2.3, k> r e hg € (0,), enfio

lim P (logLn(6k) —logLn(6) > h3) > 0.

N—o0

Demonstraéo. Usando (2.6) e Hannan & Quinn (1979), temos

r',i_rl?,op(bg'-n,k(ék) —logLns(6) > hg) = rI\i_r)nmP(n(arz— 6¢) > ha)
k
. . /\2_ ’\2 . ’\.2 .
- r![)noop n[Gy r i:Ir_l 1(1 ai(i))] > h3>

= limP{n6f1-1+ Y &iz(i)+o(1/n)]>h3>

Moo i=r+1

= limP %(\/ﬁ(ai(i)—O))2>E>

free i=r+1 arz
> lim P{ R —0) > (/2
= oo | 6}2
> 0.

Usamos a normalidade asgitita de/n(ai(i) — 0), que pode ser encontrada no Teorema
5.5.7 de Anderson (1994). n

Proposicgdo 2.17.SejaX um ARr) satisfazendo a Condap 2.3, k< r, eno

im logLn(6;) —logLn(6k)

n—oo0 n

>0 g.c.

Demonstrago. Tomando a&rie de Taylor para Iogm(ék) em6; e usando (2.9), temos

|Og|—n,r(ék) = logLn,r(ér)—f—(ék—ér)D% (logLn,r(ér))‘f’%(ék—ér)D% (logl—n,r(ér)> (ék—ér)T
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ComoLn, & maximizada poé;, temos queéd} (logLn(6)) =0e

|Og|-n,r(ér) — |09Ln,r(ék) _(ék— ér)D% (logLn,r(ér)) (ék_ ér>T

lim = lim

n— o0 n n— o0 2n
1. .~ ~ —D2(loglnr(6)) A AT
= —A[}noo(ek_ ) 6( nnr r)(ek—er)
P S A AT
= 5 lim (B 872 (6~ &)
= clim ||6— 6|
n—-o
> 0.

O resultado segue de (1.4), gagé positiva definida (Lema 2.11) e que Iih@k —6 H >0
parak <r. O

Embora a demonstrag da Propos#p anterior seja elegante utilizado diretamente o
fato das derivadas de ordem 3 de llgg serem nulas. Com isso, @chica utilizada nessa

demonstrago riio € apli@avel no caso geral.

Teorema 2.18.SejaX um ARTr) satisfazendo a Condip 2.3 ef ogccomo na Definigo 2.10.
() feqc€ fortemente consistent ¢ q—c> r) se

im 3 —0 e liminf—"_ — . (2.19)
N—e N n—e |oglogn

(ii) Fegc® consistentefédc? r) se

.G .

lim =0 e liminfc,= o.
n—o N N—co

(iif) Feqc€ INnconsistente se

limsupc, < oo. (2.20)
n—-oo

Demonstrago. O conjunto dos po$geis valores d&;, ©,, definido em (2.3)¢ aberto e
6, € ©,. De Anderson (1994), temos que o estimador dima verossimilhangﬁk e

fortemente consistente paka> r, istoé, vale (1.10). As derivadas de lbgy, (2.7) e (2.8)
sao coninuas em relédp ad e axj e portanto &0 mensuaveis em relggo ax;. Temos de
(2.9) que (1.11§ satisfeita.
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(i) Usando o Lema 2.11 temos que as coddg; satisfeitas para a apli@acdo item (ii)
do Teorema 1.6 e com isso temos (H2) satisfeita. Ateipe (H1) segue da Propdsic
2.17. O resultado segue do item (i) do Teorema 1.5.

(i) Usando o Lema 2.11 e o Codrio 2.13, conclimos (H3) usando os Teoremas 1.6 e
1.7. Portanto temos o resultado a partir do Teorema 1.5,(item

(iii) De forma semelhante, usando o Teorema 2.16, temos értHnclimos o resultado
pelo item (iii) do Teorema 1.5.

[

Corolario 2.19. SejaX um ARr) satisfazendo a Condip 2.3, K> r. Entdo o estimador
fbicz, como definido abaix@ fortemente consistente.

fhico = argmin {—IogLn(ék) +l—(logn} (2.21)
ke{0,....K} 2

A

paralogLn(6«) como definida er(2.6).

Demonstragdo. G, =logn/2 e satisfaz (2.19). ]

Corolério 2.20. SejaX um ARr) satisfazendo a Condip 2.3, K> r. Entdo o estimador
faic2, como definido abaix@® inconsistente.
faico = argmin {—IogLn(ék)-i-Zk}

ke{0,...,.K}

A

paralogLn(6c) como definida er(2.6).
Demonstraéo. G, =2 e satisfaz (2.20). ]

Embora o estimadar,ic definido em (2.21) seja fortemente consistente, obsergou-s
nas simula@es nuréricas que eledo apresenta performance satisfat para casos em que
02 = 1. Isso ocorre porque 2 IogLn(ék)/n coincide com o estimador d&* supondo que a
ordem sej&, e por isso as diferencas Ibg(ékH) —log Ln(ék) dependem, de certa forma,
dessa grandeza. Os estimadores AIC, BIC e HQC resolvem edserpeoaproximando
—logLn(6k)/n por log[—logLn(8)/n]. Entretanto, essa aproxingagreduz a oscilép do
estimador. Para solucionar isso, propomos 0 seguinteatintde ordem.
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Corolario 2.21. SejaX um ARr) satisfazendo a Condip 2.3, K> r. Entdo o estimador
fedo cOMO definido abaix@ fortemente consistente.

fedc= argmin {_logl—n(ék) +i—<6§ Iogn}
ke{0.....K} 2

paralogL(6) como definida erf2.6)e 62 o estimador des2.
Demonstrago. G, = 62 logn/2 e satisfaz (2.19). O

Vale ressaltar que o fatafré e utilizado para se obter uma aproxirdaga grandeza de
02 0 que Ao requer precio, e portanto #o limita de forma substancial o valor Ke

2.2.3 Simula@es nungricas

Os estimadores considerados nas sinigago, para uma amostrg,

faic = argmin{AIC(k)},
k=0,...,K

fhic = argmin{BIC(k) },
k=0,....K

Fhge= argmin{HQC(k)} e
k=0,....K

fedc= argmin{EDC(k)} .
k=0,...,K

Onde,

n —_ A .. A 2
AIC(K) = nIog( Z X — (%—101 4+ % —k0k)] )—I—Zk,
t=Fi1 n

n

A A \12
B|C(k) _ nlOg ( Z [Xt - (thlal“‘ +Xt—kak)] > + k|Og n,
t=k+1

n

n

N NNY
HQC(K) = nIog( Z X — (%101 4+ % kO] ) + 2kloglogn,
t=k+1

n

n

EDC(k) = Z % — (% 101+ +X%_k@ )2+ kb2 logn e
t=k+1
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n
% % — (X_161 4 +X%_kbK)]?
+

n

Os G; S0 os estimadores deaxima verossimilhanca para os fgaretrosaj. Nao ha
formula expicita para a estim@&p dosg;. Eles 0 a soluéo do seguinte sistema linear.

A A~

R(L,1) ... Rk | [a(D) R(0,1)
Rk,1) ... RkKk) | |a(k) R(0, k)
L. 10
R(, )= - X
(i,]) n, +1Xt Xi-j

Ressalta-se que foram utilizadas as defiegpropostas por Shibata (1976) e Hannan &
Quinn (1979) para os estimadores baseados n@&siostAlC, BIC e HQC.

Na Tabela 2.1 e&@b os resultados de simulss nuréricas para modelos AR com ordem
r € {1,3,10,50} e desvio padioo = 0,1. Para cada caso foram realizados 100 sindgag
Os valores iniciais, de 1@K, foram gerados aleatoriamente usando a distrémui¢ (0, 02).
A colunar representa a ordemneg o tamanho da amostra, que foi escolhida empiricamente
para melhor comparag entre os estimadores. As colunas’,**=" e “>" representam
respectivamente as quantidades de casos que o estimabtestisiou a ordem”, “acertou
a ordem” ou “superestimou a ordem”. Nas Tabelas 2.2, 2.3 t&ethds respectivamente 0s
casosonde =1,0=10e0 =1000. Para = 1, 3,10 foi considerad& = 20 e para = 50
foi consideradd = 100. Em todos os casos simulados foi conside@de 0 parai <r e

ar - O,5

Observa-se que o EDC apresentou performance superior aoeH&C em todos os
casos. Comparado com o BIC, o EDC apresenta performance tigaita inferior em casos
simples, onde < 3, e superior para casos mais complexos, 10. Isso sugere que em
casos de maior complexidade o EDC apresente performamatwaedinda maior. Ressalta-
se que simulages mais detalhadas, modificando-se as escolh@isede podem nos levar
a concludes mais precisas. Entretanto, estes aspeé@msio 0s objetivos principais deste
trabalho.
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r n EDC BIC AIC HQC
< = > < = > < = > < = >
50 0 1 99 1 49 50 0 0 100 0 11 89
100 0 54 46 0 82 18 0 12 88 0 52 48
1 200 0 84 16 0 92 8 0 18 82 0 68 32
500 0 94 6 0 96 4 0 22 78 0 69 31
500000 0 99 1 0 99 1 0 21 79 0 81 19
50 0 2 98 10 29 61 0 0 100 0 5 95
100 0 50 50 4 74 22 0 7 93 0 42 58
3 200 0 81 19 0 87 13 0 15 85 0 66 34
1000 0 93 7 0 94 6 0 14 86 0 69 31
500000 0 100 0 0 100 0 0 28 72 0 93 7
50 0 5 95 51 3 46 0 0 100 6 5 89
100 17 51 32 56 31 13 0 14 86 14 33 53
10 200 3 77 20 12 76 12 0 19 81 1 58 41
500 0 95 5 0 96 4 0 34 66 0 80 20
20000 0 100 0 0 100 0 0 29 71 0 95 5
500000 0 100 0 0 100 0 0 23 77 0 92 8
200 0 0 100 0 0 100 0 0 100 0 0 100
500 9 81 10 100 0 0 0 0 100 2 70 28
50 1000 0 98 2 22 76 2 0 3 97 0 72 28
5000 0 100 0 0 100 0 0 12 88 0 89 11
50000 0 100 0 0 100 0 0 11 89 0 91 9
Tabela 2.2: caso =1
; n EDC BIC AIC HQC
< = > < = > < = > < = >
100 0 47 53 0 87 13 0 4 96 0 43 57
200 0 84 16 0 92 8 0 18 82 0 68 32
1 500 0 93 7 0 95 5 0 13 87 0 81 19
50000 0 100 0 0 100 0 0 19 81 0 92 8
500000 0 100 0 0 100 0 0 17 83 0 95 5
100 0 50 50 0 77 23 0 7 93 0 46 54
3 200 0 81 19 0 87 13 0 15 85 0 66 34
500 0 94 6 0 94 6 0 23 77 0 74 26
500000 0 99 1 0 99 1 0 27 73 0 82 18
100 16 42 42 54 35 11 0 7 93 11 35 54
200 3 77 20 12 76 12 0 19 81 1 58 41
10 500 0 89 11 0 89 11 0 16 84 0 65 35
10000 0 99 1 0 99 1 0 26 74 0 83 17
500000 0 100 0 0 100 0 0 28 72 0 90 10
1000000 0 100 0 0 100 0 0 20 80 0 94 6
500 12 65 23 99 0 1 0 1 99 4 57 39
1000 0 94 6 23 74 3 0 1 99 0 67 33
50 5000 0 99 1 0 99 1 0 5 95 0 90 10
20000 0 99 1 0 99 1 0 10 90 0 88 12
50000 0 100 0 0 100 0 0 11 89 0 79 21
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r n EDC BIC AIC HQC
< = > < = > < = > < = >
50 0 2 98 4 47 49 0 0 100 0 7 93
100 0 54 46 0 83 17 0 5 95 0 47 53
1 200 0 84 16 0 92 8 0 18 82 0 68 32
500 0 95 5 0 98 2 0 13 87 0 76 24
10000 0 100 0 0 100 0 0 18 82 0 85 15
500000 0 100 0 0 100 0 0 24 76 0 92 8
50 0 2 98 12 30 58 0 0 100 0 5 95
100 0 49 51 3 72 25 0 9 91 0 41 59
3 200 0 81 19 0 87 13 0 15 85 0 66 34
500 0 93 7 0 94 6 0 17 83 0 75 25
5000 0 100 0 0 100 0 0 15 85 0 83 17
500000 0 99 1 0 99 1 0 21 79 0 90 10
50 1 8 91 36 6 58 1 1 98 4 6 90
100 7 59 34 41 48 11 0 9 91 5 38 57
200 3 77 20 12 76 12 0 19 81 1 58 41
10 500 0 92 8 0 93 7 0 23 77 0 71 29
1000 0 96 4 0 97 3 0 21 79 0 81 19
5000 0 100 0 0 100 0 0 32 68 0 88 12
500000 0 99 1 0 99 1 0 20 80 0 92 8
200 0 0 100 0 0 100 0 0 100 0 0 100
500 4 79 17 98 2 0 0 3 97 3 62 35
50 1000 0 94 6 28 70 2 0 4 96 0 70 30
2000 0 97 3 0 99 1 0 12 88 0 78 22
5000 0 99 1 0 99 1 0 11 89 0 85 15
100000 0 99 1 0 99 1 0 8 92 0 94 6
Tabela 2.4: caso = 1000
r n EDC BIC AIC HQC
< = > < = > < = > < = >
50 0 3 97 6 52 42 0 0 100 1 10 89
100 0 59 41 0 94 6 0 8 92 0 55 45
1 200 0 84 16 0 92 8 0 18 82 0 68 32
500 0 95 5 0 96 4 0 16 84 0 76 24
20000 0 100 0 0 100 0 0 16 84 0 84 16
100000 2 98 0 0 100 0 0 20 80 0 90 10
50 0 1 99 17 33 50 0 1 99 1 7 92
100 0 47 53 3 80 17 0 5 95 0 41 59
3 200 0 81 19 0 87 13 0 15 85 0 66 34
1000 0 99 1 0 99 1 0 24 76 0 80 20
10000 0 99 1 0 99 1 0 12 88 0 83 17
100000 6 94 0 0 98 2 0 23 77 0 90 10
50 2 3 95 41 5 54 0 1 99 5 3 92
100 19 43 38 51 37 12 0 9 91 11 34 55
10 200 3 77 20 12 76 12 0 19 81 1 58 41
500 0 91 9 0 94 6 0 24 76 0 68 32
10000 0 100 0 0 100 0 0 28 72 0 78 22
100000 1 99 0 0 100 0 0 25 75 0 86 14
200 0 0 100 0 0 100 0 0 100 0 0 100
500 9 67 24 100 0 0 0 1 99 5 55 40
50 1000 0 98 2 24 75 1 0 4 96 0 79 21
2000 0 99 1 0 99 1 0 5 95 0 81 19
5000 0 100 0 0 100 0 0 11 89 0 93 7
50000 0 100 0 0 100 0 0 9 91 0 90 10
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2.3 Modelo Autoregressivo de Heteroscedasticidade
Condicional (ARCH)

Processos Autoregressivos de Heteroscedasticidade GoradipARCH) foram propos-
tos originalmente por Engle (1982) como uma melhor altéragiara modelagem déses
temporais em cerios ecofmicos. Desde edb, modelos ARCH e variées \em sendo uti-
lizados com sucesso em econometria na modelagem de taxdkadia (Engle 1982),&ries
temporais em mercado darobio (Domowitz & Hakkio 1985), valores de ativos (Bollersle
Chou & Kroner 1992), dentre outros.

A consiséncia forte e normalidade asgitita dos estimadores para o caso ARCH foi
estabelecida por Weiss (1986). Muito emboaa existam trabalhos sobre a corésistia de
estimadores de ordem para modelos ddliarARCH, os criérios de informago AIC e BIC
vém sendo utilizados sem qualquer formaleaa¢Hughes, King & Kwek 2004).

Nessa seéfp a classe de estimadores ERGIefinida para processo ARCH e a con-
siséncia fortee estabelecida em fuag do termo de penalidade. Como congemia ime-
diata, a consiéncia forte do estimador de ordem B&é@lemonstrada.

Processos ARCH um caso particular dos processos BEKK-GARCH, gubjeto da
proxima se@o. Todavia, as demonsttaas para o caso ARCH utilizam condés diferentes
das exigidas para o caso geral, e por igsmraantidas.

2.3.1 Definipes

No que segueé apresentada a defiaig para modelos ARCH seguida de cobeis
de ergodicidade e regularidade g 1eceswias para o estabelecimento doéximos
resultados. A propriedadedbica de processos ARC#que o desvio paéo da inovago
depende dogltimosr valores do processo.

Definicdo 2.22. Uma seqéncia de varaveis aleabrias X = {X};.y & um processo Au-
toregressivo de Heteroscedasticidade Condicional (ARCH)rdem re N, denotado por
ARCH(r), se satisfaz as condigs abaixo.



55

() Paratodote N,

NI

X =& (h)2.
(i) he =h(ab, X" [) =ao+a1X2 4+ +arXZ,, 6 = (qo,...,ar) e R eag,ar > 0.
(iii) {&}ien € uma segincia de varaveis aleabrias i.i.d. .47(0,1).

CondigAo 2.5(Ergodicidade) ParaX um ARCH(r), &8 = (Qo, ..., a;) € R"* seus respec-

tivos pa@metros, assumimos que
;

Zai <1 (2.22)

Condicao 2.6(Regularidade)Para X um ARCH(r), eréio
(i)
E(XY) < o.
(i) o >0paratodoic {1,...,r}.
(iii) Existe um intervalo conhecido,#* [c,d], tal queag € I° = (c,d) e c> 0.

Usando a Cond#p 2.5, Francq & Zakoian (2010) (Teorema 2.&gima 37) demonstra
gue X; admite momentos estacianos finitos de ordem 2. O Teorema 2.%gna 45) da
mesma reféncia proe condi@es para a exiéhcia de momentos pares maiores que 2. O
uso do item (ii) da Cond#p 2.6 dispensa a exdgcia de momentos de ordem superiores. Em
trabalhos futuros, deve ser avaliado a possibilidade dguadea &cnica para enfraquecer

essa exigncia. O item (iii)é a particulariza®go da condigo exigida em Jeantheau (1998) e
Comte & Lieberman (2003).

Principais propriedades do processo ARCH

(a) E(%)=0.

(b) E(X%_x) =0, sek>1

E(XX—k) = E(E(XX—«k|F1-1)) = E(X«E(X| F1-1)) = 0.
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R R
(©) b > ao+ aiX2; 1 & p > aiXZ; [ & p» sei > 1. Basta utilizar um argumento
=1 p=1

indutivo para

hh = ado+aX2 i+ +aX2,
> ag+a1X? 4
= do+ o1& 1M1
(d) Um ARCH(nX pode serimerso em uma sémeia de modelos aninhadigs= |J M,

k=0
tomando®y = | x [0,1]¥ e, paraB, = (qo, - - , ak) € O

n e 1 x?
f(x7, ) = C(X{) e 2.
! Vo venhy

FungdeslogL, k e suas derivadas

A log-verossimilhanca dey = f (X[, 6) € My dada por

o . = —?2 k
|Og (t I:!ka XI|X[ k— l)) +C1(X1) - o +klog(\/me W) +C1(X1)
_ 5 {—ﬁz——loght Iog\/ZT}JrCl(Xf)
k

t=1+ 2hy
n th 1
= Y -5 —35logh ¢ —(n—k)log v2m+Cy(X{)
ol 2 2
(2.23)
Definimos abaixo o logaritmo dg, x, que satisfaz a Defirép 1.3
n 2
X 1
logLnk(8) = {————Ioght . (2.24)
" el 2 2

Na literatura (exemplo em Bollerslev (1986) e Engle (1982))iregao (2.24)é assumida
diretamente como a log-verossimilhanca. Rajd € {1,--- k},

jk{xﬁaht 1 dht}

+

. 2n2da;  2h da

_ t_ik{ (xg 1)} (2.25)

dlogLnk(0)
dai
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9%logLnk(6) Q& 1 dh ohy X2 [ X2 ) 9 [10h
e~ 2 meaesan t(n Y aa o)

= i _XIZ*iXtZ*J'XiZ_X'(Zfixtz—jxiz_*_xtzfixtz,j
=Tk 2n? 2h? 2h2
— C 2xlzfix'(z—jxi2 X{ZHXIZ,J
ey { a oA | 2.26

Ploglnk(6) _ & { 1 ohy (m ohy xﬁ)

Foidian 2\ oa \oa oa; i

1 ohy o \ X2 ohy dhy [ X2 dhy
o (am {aa. aaj} h " 9ai oa; (‘W«))

X2oh\ 4 [ 1 oh X2 2 (1 oh
* (‘mm) aa, {mai}+ (W_1> daja, {m—ak}}
o {xz_ixe_sz.g
B Z+k hg h
X2 X2 X >q2+><t2.>§2,><[2 XE
28 h o h

2 2 w2 w2
+ (ﬁ—l) Xt—lxtht;jxtl }
2Xt2 |Xt2 jX[2 th (£_1> XtZ_IXtZ_JX[a
h h?
3><3.><3 ,><5 X XXX }
ht3

+

2
{

n

)3 (2.27)
t=T+k

Convencionamos @ = 0/ = 0. Paral, j,l € {0,...,k} (2.25), (2.26) e (2.27) valem

se definirmos X2 ;= 1"

Definicéo 2.23. Para {X};cy um ARCHr), k>, logLn(6) como definido en2.24)
6, € O, C R¥*1 definimos

2
m(i, ) = —E <M> (2.28)

o0ia;
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2.3.2 Consiséncia do estimador de ordem de deper&hcia

Os resultados desenvolvidos nessa@eesgeguem a mesmchica utilizada para a defini-
cao do estimador EDC em processos AR. Para fazer isso, 0s posoBRCH &0 inseridos
no contexto de cadeias de Markov para obfenga Lei Forte dos Grandediieros. Foi
necesario a utiliza@o de resultados desenvolvidos para Martingales paracaegaida Lei
do Logaritmo Iterado.

Na definigo abaixo o estimador de ordem EB@efinido de forma particular para pro-
cessos ARCH. O Teorema 2.47 peasondi@es para, que definem a classe de estimadores
EDC fortemente consistentes.

Definicao 2.24.ParaX um ARCH(r) e K> r, definimos o estimaddEDC de r por

feqgc= argmin {—lOgLn’k<ék>+(k+ 1)cn}
ke{o,...,K}

paralog ank(ék) como definida er{2.24)e {cn},,cy Uma seqéncia de fimeros positivos.

O processo de imeii® de processos ARCH em cadeias de Markov foi proposto, em caso
mais geral, por Boussama (1998). A partir diseonvsendo utilizado por outros autores, tais
como Comte & Lieberman (2003) e Hafner & Preminger (20@0%). Abaixo segue a
particulariza@o desse resultado.

Defini¢do 2.25.SejaX = {X };cy um ARCH(r). A cadeia de Markov k-derivada He o
processoY = {Y; };y com valores enR¥,

Yt = <)<t7xl717"'7)<t—k+1)/‘ (229)

Teorema 2.26Boussama (1998)Beja{ X; };.y um ARCHr), k> r, satisfazendo a Condip
2.5, enéio Y, a cadeia de Markov k-derivada d&, & Harris positiva e geometricamente
ergodica.

O Teorema 2.27 estabelece certa regularidade no compaortiaassinbtico de alguns
objetos, que &0 neceswios para o desenvolvimento do®xyimos resultados.
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Teorema 2.27.Seja{X };cy um ARCHr), k>, logL,x como definido eni2.24) 6
Oy C R¥+1 satisfazendo as Condies 2.5 e 2.6 6 =56 + (1— S)ék, se [0,1], enio

(i) .
2
lim _M :A\2 g.c.
n— oo n
Onde
m(0,0) ... m(0,k)
m(k,0) ... m(kk)
(i) A, & positiva definida.
(iii) Existe ce (0,), tal que
33logLnk(8)
lim |89 | ¢
n—oo

Demonstrago. (i) Usando a defini@o deh;, temos que
1 oh oh X2 (X2 o (1 oh B XEXE G XEXE )G KB
={ | e a0 n () o \voe)|) E{‘ a o ap
22X X thixtz— j
20 2n?
2XE X XE th X
2ht3 Fia 2h[2

|
{22 2 w2
{ZXtXt >§>§}
|

|

}

IN

E

Il
m

Il
m

20 20
X2 | }

Il
m

2

= E

32X }

2(a0+a1X? 4+ arXE ) (Qo+ a1X2 g+ ar X2 )
3)(124)([2,]
iv2 [T ive (1= o
200X%5 | T & p | O XZj | T & p
p=1 p=1

3

i (2 o =t
20, M&p|| I &p
p=1 p=1

O casoj =0 oui = 0 é ardlogo. Usando (2.26), e aplicando os Teoremas 2.26 e 2.5,

IA
m
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temos que
021ogLnk(6r)
. 20iQ;j .
lim 2 = m(i .C.
Jim — (i.7) 4

De Francqg & Zakoian (2010) (eq. 7.89, pg. 179) temos que

9%logLnk(6)  9%logLnk(6)
daiaj adaiaj

lim =0 g.c
N—>o0 n n
e portanto _
92logLnk(6)
. 20iQ;j ..
lim 2 — o m(i .C.
Jim — (i.7) q

(i) ParaB = (ay,...,ax) € Rt qualquer, tal quéiy|| > 0, temos

6A0, = 6E{-Dj(logLnk(6r))} 6

1 X2, .. X2, o
- E i[ xt2—1 th—lxtz—l th—kxtz—l )
ERELE a : P

\ X2, X2, . x2x2]

_ E{(a0+a1)<[21+"'+akxt2k)2}
_ -
_ gl hEe)
- E{zr%wr)}

> 0.

(iif) Esseé um caso particular da equexB3 de Comte & Lieberman (2003).

[

Como, pelo Teorema 2.26, os modelos ARG sseridos no contexto de cadeias de
Markov, seria natural a utilizép da Lei do Logaritmo Iterado apresentada no Teorema 2.5.
Entretanto, as Condigs 2.1 ou 2.230 esho estabelecidas de forma suficiente para proces-
sos ARCH. Dessa forma, optou-se nesse trabalho por utilizaoeia 2.6 na demonstéag
do proximo Lema.
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Lema 2.28. Seja{X };cy um ARCHr) satisfazendo as Condigs 2.5 e 2.6, k r, logL k
como definido erfR.24) i € {0, --- ,k}, entio

910gLn(6) .\
limsup——2% ___ —E ( _') < g.c.,

now y/2nloglogn  \ 2h2
e
dlogLn(6r) Xt4 1/2
liminf —9%% g2 — .C.
ikl v2nloglogn (2h§) S

Demonstrago. Assumimos% = o(Xy,..., %), Z =1°2,8 > 1,

2 iy2 4 \1Y2
U‘:);_htl<%_l) e V\A:[nE@?%I)] .

Para aplicar o Teorema 2.6, basta demonstrar @gdsps (L1-L4) que seguem.

> t5>

(L1) Pela desigualdade de Chebyshev temos que

P(U|>2z) = P( z‘iht' (%2—1)

2
< WE (& —1)7]
1 4 2
— —ai2t25E & —2¢f +1]
2

Entao temos que

(o] (o] 2
P (U] > < —— <
t; (Ul>2) < t;aiztza "

e usando o Lema de Borel-Cantelli temos que

P<{w:]1(]Ut| >1%) =1 infinitas veze}) = P<{o): U¢| > t¢ infinitas veze%) =0
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e portanto

S UL(|U| > Z0) — E[GI(W| > Z)|%i_1]

lim =L =0 g.c.
n—eo v/ 2W2loglogW?2 f

(L2)

E(U|%-1) = %E{(%z— )|£Ztl}
= 0 e

E[EU%)] = E j‘—r&;@—ﬂ

.
= E ﬁ—htz'] E [ — 267 +1]

e portanto, usando o item (i) do Teorema 2.5 (LFGN), temos que

0 2
> E[Uf| 74 4]

e X{ i
nE ( 2%

Usando o Teorema da Convérgia Dominada, temos que

=1 qgc

lim E [UtH(\Ud gté)y%_l} ~0 gec.

Agora, considerando> 0 arbitiario, & necesario encontrar uma cota superior savel
emt para

P|IE(UZF2-1) — E(URI (U] <t°)F1)| > ¢

e aplicar Borel-Cantelli para obter

lim |EUAI(W| <t9).F 1) ~EURF-1)| =0 dc.



e aplicar o Teorema Btlio de Cearo (Apendice A) para concluir

S EUAI(U| < 2)| %

lim =2

1) — E[UI(JU| < Z)[-F-1)?

N0 W2

63

Usando a desigualdade generalizada de Chebysh&nige B)

P[|[EUAF-1) - EUA (U <1°)|71-)| > €]

1
< ZE[[EUAIA1) —EURA(U| <t°)| A

e

E[|EMUR1 A1) - BRI <) 7o)

- EHE U2 Fi1) — E(UAI(JU] <t°)|.%
= E[E0A( > )7 1)]
= E[ud(u>19)]

< E[UYY’E [\U\>t6]/
= E[UY2R(u > t9)V2.

Usando (2.30) e (2.31) paca> 0 apropriado, obtemos

E | |2 #ia) -

gueé sonavel ent.

E(UA (U] <t)|#0)|| <

V)

) EEUA(U] > 1) 7|

2

21/2
a;t®

)1/2
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(L3) Temos que

0 < EUI(U| <Z)|Fi]
S Ut |</t 1
2 4
- [( ) %— ) %1]

IA
R+
m

L;

(2.31)

parad; € (%, 1), usando as desigualdades de Chebyshev e de Jensen,

Pl [(-1*17] 0] < e[e[e-25]
el
1
t201

IN

IN

C2
e portanto,
ZP[E[Ut4H(|Ut| < Z)|Fia] > tﬂ < 212—51 <
t= t= t
Usando o Lema de Borel-Cantelli,
P [E[U{‘H(]Uﬂ <Z)| P >t i.o.} -0

e logo

n 4 < T, n
jm 5 ELAIR =2 Al ¢ 1 g
n—yeo £ W, n—ye L 12~ t2—&

(L4) ComoE(X?*) > 0, caso confirio X = 0 q.c., erdo, usando a estacionaridade, temos

— 1 q.C. e
n—oWhip noe [(n-l— 1E (Xffi/h%)} 2
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lim Wy = E (X¢;/h2) Y% lim v/ = oo.

n—-o n—o

[

Ressalta-se que a desigualdade generalizada de Chebyshesrema Mdio de Cearo
foram utilizados por Hafner & Preminger (20§)9em situaéo semelhante, para demonstrar
a normalidade assidtica do estimador do pametro6; no caso de processos FACTOR-
GARCH.

Corolario 2.29. Seja{X };.y um ARCHr), satisfazendo as Condigs 2.5 e 2.6, k r,
logLn K como definido er{2.24), ento existe g € (0, ) tal que

|D§logLnk(6r)||

limsu < .C.
n_mp v2loglogn  — 5 4
Demonstraéo.
dlogLnk(6r)
IimsupHD%’IOQ‘an’k(er)H < limsup : —) oct
N—oo0 v/2loglogn T e i;)\/anoglogn
K dlogLnk(6r)
. ) aq;
< limsup

£ noo y/2nloglogn

K (X 2
2,F (E)

= ¢5 (.cC.

IN

O proximo Lema coréém resultadosecnicos quedo utilizados no que segue.

Lema 2.30. SejaX um ARCHr) satisfazendo as Condiges 2.5 e 2.6, k 0, AC O, enfio

(i) Seb = (ao,...,a) €A
E[h(8)] < oo,

E |log(h(6))| < e
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(i) Paraie {0,...,k},

X2 ( Xt ) ©
“ok 2n(e) \m(e) )| <
Demonstrago. (i) COmoE (X?) < o,
a k
E}ht(e)‘ < E a0+.zlaixt2_i‘

k
< ao-i-.zlaiE(th_i) < .

Temos tambm que

E (log(fx(6))) < E(h) <.

Além disso, usandocomo na Condigo 2.6, temos

E (log(ht(6))) < max{—log(c),0} < co.

Para ailtima inequago temos

E|log ! e_ﬁ < c1+}E]Xt2}+E|Iog(hl)|<oo.
21 (0) Cc
(i)
X2 XZ XE i X2
=supl sy (Y| < 5 e e
. & 1/2E E 1/2 .
- c c

[

Abaixo demonstramos H1 para processos ARCH. O resultaalogmdemonstrado para
processos AR utilizou um argumento simples, fundamentadexpango de Taylor e con-
siderando que as derivadas de terceira ordem dg,jogao nulas nos processos AR, o que
nao ocorre no geral. Assim, optou-se por desenvolver umaiasmaggo (abaixo) utilizando
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a comparago das densidades pela divengia de Kullback-Leibler em um contexto mais
geral. Para isso foi neceés® atentar para alguns detalhes de cordmee de sed@ncias.

Teorema 2.31.SejaX um ARCHr) satisfazendo as Condies 2.5 e 2.6, k r, enfio

im logLn(6r) —logLn(6k)

n—oco n

>0 g.c.

Demonstrago. Basta mostrar o resultado considerando

n

logLhk(0) = ls(6
ogLnk(6) t:;kt( )

It(e>=log<f<e>>=log( L e%)

em (2.23). Usando o Lema 2.30, temos que

Efll:(6)[] < e
e portanto, usando o Teorema 2.5,
> 14(6)
> (6
. IOgLn(9r> T t=1+k . _
fim == = lim =E(l1(6))=c1 <@ qc

Usando o Teorema do valorétio, parad = s6; + (1—s)6;, s€ (0,1), n suficientemente
grande éB5(6;) uma vizinhanga suficientemente pequen#déemos

n ~ n n 1 .
2 l:(6r) 2 l:(6r) P2 Dyl (6)
=1+r =1+r =1+r A
+n B +n - f(er_er)
n .
> Dglt(6) A
< sup ||5E—— (B -8
0<Bs(6r) n

Aplicando o Teorema 2.5, usando o item (ii) do Lema 2.30 e ais@ncia forte ded,,
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_E — 0. (2.32)

Por outro lado, temos que, como o estimagldie naéxima verossimilhanca®y C Gy,

im IogLn(Gk) < lim logLn(6r)
n—co n n— oo n
= C1 (Q.C
e portanto,
> (B
~ t
. logLn(6k) . t=Trk
n|—>oo n — Injotjp 2=C (
Sejan; uma subsedncia den tal que
nj R
t=1 klt(ek)
. =1+ o
nIiILnooT = C2 (Q.cC.

Usando queék & compacto, tomaj uma subsedgncia den; tal queék(nj) — 6 € O g.c.

Temos assim que

" IOgLn(ek) S |ImSUpIOgLn(9k)
n—oo n N—soo
logL
_ lim Og n;j (ek( )) q.C.
nj—oo n;

Aplicando o mesmo racidaio usado em (2.32), condhos

lim logLr; (6) = E(11(0)) e
nj—oo nj

s | 6k § 1:(8)
t=Ttk t=Trk 0
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Além disso,

im rong(ér) . Ioger:(ék)] . [Iog(;gg‘k;)}

Por outro ladoE [Iog < (o )} e adiver@ncia de Kullback-Leibler, guepositiva sef (§k) =+
f(6), e comod, ¢ O C RYK temos qued; # 6 e enbio f(6) # (6 ). Onde conclimos

IogLr,:(ér)_logLn(ék)] > E[mg(f(gk))]w.

lim . (@)

n—-00

[

Teorema 2.32.SejaX um ARCHr) satisfazendo as Condies 2.5 e 2.6 é,4c COMO na
Definicdo 2.24. Erdio, feqc € fortemente consstenﬂa;}&C r) se

e
lim 2 =0 e liminf

(2.33)
n—e N n—e |0og Iogn

Demonstrago. O conjunto dos po%geis valores dé,, ©,, definido em (2.22)é aberto e
6, € ©;. De Weiss (1986), temos que o estimador daxima verossimilhangék e forte-
mente consistente paka> r, isto &, vale (1.10). As derivadas de lbgy, (2.25) e (2.26)
sao coninuas em relédp ad e axj e portanto &0 mensuaveis em relggo ax;. Temos de
(2.27) que (1.11% satisfeita. Usando o Teorema 2.27 e o Caniol2.29 temos as condies
satisfeitas para a aplicag do item (ii) do Teorema 1.6 e com isso temos (H2) satisféita
hipotese (H1E segue do Teorema 2.31. O resultado segue do item (i) doriedr®. [

Corolario 2.33. SejaX um ARCHr) satisfazendo as Condies 2.5e 2.6, K> r. Entdo o
estimadorfyic, como definido abaix@ fortemente consistente.

fhic = argmin {—IogLn.k(ék)jLMIogn}
ke{0,...K} ’ 2

paralogLn(6k) como definida er2.24)

Demonstraéo. G, =logn/2 e satisfaz (2.33). O



70

2.4 Modelo ARCH multivariado generalizado
(BEKK-GARCH)

Desde sua crid@p por Engle (1982), o modelo ARCH teve diversas generdlesme
adaptages em que se destacam os modelos GARCH (Bollerslev 1986), NGARQGHE(&
Ng 1993), EGARCH (Nelson 1991) e generalizag multivariadas como BEKK-GARCH
(Engle & Kroner 1995), CCC-GARCH (Bollerslev 1990), VEC-GARCH (Bddlewv, Engle
& Wooldridge 1988), dentre outros.

Os modelos multivariados tem especial aplé@aga selego de portblios e precificago
de ativos (Hafner & Preminger 2000 Na classe dos modelos multivariados, o BEKK-
GARCH se destaca por ser geral e por haver avancos signifisatispoiveis na literatura.
Dos citados, apenas o VEC-GARGEHmais geral que o modelo BEKK-GARCH e, mesmo
assim, os casos VEC-GARCH quamsio represeveis na modelagem BEKK-GARCH
sao de certa forma degenerados (Stelzer 2008).

Boussama (1998), utilizandednicas de geometria &lgrica, inseriu os modelos BEKK-
GARCH no contexto de cadeias de Markov e demonstrou a ergadeigeoratrica des-
ses modelos a partir de determinadas cdmeic Com algumas altei@es, esses resultados
tambem foram publicados por Boussama, Fuchs & Stelzer (2011).

Comte & Lieberman (2003) utilizou os resultados de Boussa®@8)lpara demonstrar
as condides propostas por Jeantheau (1998) para obter a Gangasforte de estimadores de
maxima verossimilhanca para processos BEKK-GARCH. Usandoraighes de Basawa &
Heyde (1976), a normalidade ass$itita do estimador de axima verossimilhanca taram
é estabelecida por Comte & Lieberman.

Assim como em processos ARCHymla a formalizago de estimadores de ordem para
modelos BEKK-GARCH, embora os aitios de informago AIC e BIC \ém sendo utiliza-
dos (Francq & Zakoian 2010).

Nessa Sdp, a classe de estimadores EP@efinida para modelos BEKK-GARCH e
sao demonstradas a congistia forte para uma subclasse, que inclui o estimador aarord
baseado no cétio de informago BIC. A tcnica utilizada&® semelhanta utilizada para o
caso de modelos ARCH, a maior diferencaexi uso de&lculo matricial, qué& necesario
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para a manipula&p dos objetos existentes na deffmgnultivariada.

2.4.1 Definiges

No que segué apresentada a defiaig de modelo BEKK-GARCH e da nofag utili-
zada nos pximos resultados.

Definicdo 2.34.Uma seqgéncia de varaveis aleabrias X = {X };.y com valores enk™ &
um processo Autoregressivo de Heteroscedasticidade Gondldcseneralizado na modela-
gem BEKK (BEKK-GARCH) de ordefp,q) € N?, denotado por BEKK-GARCH(p,q), se
satisfaz as condags abaixo.

(i) Paratodote N,

Nl

X = (Ht)

&.

(i) ParaC, As e Bgs matrizes(mx m), C positiva definida e Nt N,

q

N p N
H=C+y (z Asxux{_mq’s> +3 <Z BlsHtles> :
=1 \s=1 =1 \s=1

(i) {& }icy € uma sed@ncia de varaveis aleabrias i.i.d emR™ com distribui¢io.4(0, Im),
para Im a matriz identidadémx m).

Definicao 2.35.Seja A= (a;j) € M uma matriz éM 0 espaco das matrizém x m).

(i) O operador vec M — R™M g definido por

vedA) = (a11,a21,..-,8m1, 812, - - -, Am2, - - - , A1, - - - Amm)”
(ie., empilha as colunas de A).
(ii) O operador vech M — R™™1)/2 & definido por
vechA) = (a11,821, . - .,8m1, 322, - - -, &m2; - - - » 8mm)’

(ie., empilha as colunas da parte triangular inferior de A).
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(i) Dm= (dij) &a matriz duplicago, em que

dij :]IKI’J) eAd] €

As = {(ab)eN?:(ab)=((j—1)m+i,(j—1)(m—j/2)+i) ou
(ab)=((i—1)m+j,(j—1)(m—j/2)+i)
ihjeN e i>j}.

(iv) D, = (D} ,Dm) ‘D,

(v) Se Bé matriz(mx n) e Cé matriz(m' x n'), enfio o Produto de KroneckerBC € a
matriz (mmi x nn’) com os blocos;gB.

(vi) O raio espectral de & definido poip(A) = max{|A;j| : A; &€ autovalor de A.

(vii) ||Al| & a norma de Frobenius, ist

2 _ 2
1A = ;aij-
Usando a notaép definida, temos o seguinte resultado que pode ser endordgma
Francq & Zakoian (2010).

Proposicdo 2.36(Francq & Zakoian (2010))Seja A matriZm x m), B e C matrizes tais que
o produto ABC esteja bem definido. Eot

veqA) = DyvechA),
vechA) = DivedA) e

vedABC) = (C' @ A)veqB).

A condicao a seguir, necessa para a obtedp de ergodicidade de processos BEKK-
GARCH, foi proposta por Boussama (1998 atilizada por diversos trabalhos, dentre eles
Comte & Lieberman (2003).
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Condicao 2.7(Ergodicidade) ParaX um BEKK-GARCH(p,q),

(350 58) < -

N
ZlAls@)Als )Dm € BI—D ZLBIS@)BIS)D

HMQ

para

Principais propriedades do processo BEKK-GARCH

(@) E(%)=0.
E(X) = E(E(X|.%_ 1)) = E(0) =0.

(b) E(XX% k) =0, sek > 1.
E(XX—k) = E(E(XX—«|Zi—1)) = E(X—«E(X|Zi-1)) = 0.

(c) E(XX/|-#i-1) = Ht g.c. (Comte & Lieberman 2003).

(d) SuponddN = 1, um BEKK-GARCHK,ko) X pode ser imerso em uma classe de mo-
delos parcialmente aninhadbs= {My} 2 tomandok = max{ky, k»},

@k:Qon]_X“-XQZE.

OndeQ; = {O}m2 sei/2 > ky ei & impar oui/2 > k; ei & par, nos demais casos
Qi C R™ com interior o vazio.

y(k) = P (1+ki+ko),
assumindd\; = 0 sei > ky, B; = 0 sei > ko,

= (veqC),vedAs),vedBs),...,veqAy),vedBy)) € O

1 1
exp( —=x'H 1 )
. t=1+E\/(27T)m/2det(Ht) p< 2X€ L

para

ko kq
Ho=C+ S AX X A+ S BH_Bl.
¢ l; X1 X_sA |; 1Hi—1 B,
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FuncoeslogL, k e suas derivadas

Para uma amostrd, temos que a log-verossimilhancarde= f (x7, 6), k € N?, & dada
por

L 1 _} -1 k
og (tllk\/ 21 m/zdei(Ht)exp( ZX{Ht Xt))+C1(X1)

_ 1 _1_ . .
N t%_klog( Zn)m/ZdEI(Ht)eXp( 2)({Ht Xt)>+C1(x1)

n

, 1 k
_ z _{—EX{Ht Iy — > log detH;) — log (Zn)m/z} +Cy (%)

t=1+k
n 1 1 = "
= 5 {—Ex{Ht‘lxt ~5 log de{(H;) } — (n—K)log 1/ (2m)M/2 4 Cy (x¥)
t=1+k
(2.35)
Definimos abaixo o logaritmo ds, x, que satisfaz a Defirép 1.3.
n
logLak(6) = 3 (&) (2.36)

para
1, . 1
le(6k) = {_EX‘Ht " — 5 log de(Ht)}-

Na literatura (exemplo em Comte & Lieberman (2003)) a &mn¢2.36)e assumida direta-
mente como a log-verossimilhanca. Pafac {1,---,k},

aa; - t:%k X{ aa; Xt_2det(Ht) det(H)Tr | H- aa;
LA C TPy " 1 L OHy
- t—éi{éxth 5_Ht Xt_ET {Ht 00&”
n oH oH
R
t= 1+k :
oH JoH
_ _10H o —19h
_ Z Tr[ ga RS, (2.37)

t=1+k
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d%logLnk(8) n o1 OHLoH 1 0%H  , OH dH !
—_— = ~T —H " +H~ H -+ —
oaia; t_;—Z ' th{ daj da; to aaiq; t +dai oa;
=Tk
_ dHtil%_i_Ht—l aZHt
Jdaj da; adaia;

n o1 OH; 1 0H

= =T —H 'S H S
_2—2 {th{{ Y 9a; ' dap "
t=1+k

0%H oH ,_10H
-1 t -1 t 19t 1
H (o"'oriaj A aai da daj da; H

OH: OH: 1 0%H;
H1Z tH1t H-1
( v da; ! 0a.+ ' daia;

oH oH
— -1, 10T
= Z Tr{ { H; aa; H; Ja —H1

t=1+k
0%H; IH IH
H Hot—H o S —H S —H
T daiaj Y da; ' daj !
0Ht dHt _ 0 Ht
Holo—H o~ —H : 2.38
T daj ' dai doriorj} (2.38)

2.4.2 Consiséncia do estimador de ordem

Abaixo definimos a classe de estimadores EDC para processts-BARCH consi-
derandd\ = 1 e6 como as colunas concatenadas das mat{iggs_;.., €{Bi},_;...,- Esse
resultado pode ser generalizado para qualfjyesbservando que devem ser consideradas
condigdes para garantir que o processo seja ideatiét; que por Jeantheau (199&)deve
ser injetiva quase certamente. De forma semelh@nfmssvel generalizar para matrizes
A (6) eB(8) com condifes sobre as derivadas dessas matrizes enacets: Esses dois
casos de generalizag f10 objetos de trabalhos futuros.

Definigio 2.37.Para K € N?, r = (p,q) € N?, k= (kg,ko) € N2, X um BEKK-GARCH(r) e
K > r, definimos o estimaddDC de r por

fedc= aLgrEin{— log L,Lk(@k) + [mz(1+ ki + kz)]Cn}
<

paralog Ln7k(ék) como definida er{2.36)e {cn},,cy Uma seqéncia de fimeros positivos.
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Os dois poximos resultados tratam da imaesdos modelos BEKK-GARCH em cadeias
de Markov, que podem ser encontrados em Boussama (1998) osaBoais-uchs & Stelzer
(2011).

Definicéo 2.38.SejaX = {X };cy um BEKK-GARCH(r) e k> r. A cadeia de Markov k-
derivada deX & o process® = {V; };, com valores en¢®),

Y; = (vechH 1), vechH)',...,vechHe i, 42)", X, X1, X j,11) (2.39)
onde )
7(k) = MM+ 12>< 12) | mi—1).

Teorema 2.39(Boussama (1998))SejaX = {X };;y Um BEKK-GARCH(r), k> r, satisfa-
zendo a Condiio 2.7, erdio Y, a cadeia de Markov k-derivada @& & Harris positiva e
geometricamente egglica.

As condi@es abaixo & propostas por Comte & Lieberman (2003) e foram baseadas
nas condiges propostas por Jeantheau (1998) para o estabelecinzeatmsistncia forte
dos estimadores. Anica excegoé o item (v), que em Comte & Liebermaaexigidos
momentos finitos de ordem 8 e nessa secesario a finitude de momentos de ordem 16
para a demonstrag do Lema 2.43.

Condigéo 2.8. Para X = {X; };y um BEKK-GARCH(r) 6 seu respectivo pametro eO,
seu conjunto de pametros.

(i) ©; & compacto.
(i) 6 €& ponto interior dedy.
(i) Existe c> Otal que
eigé‘)rdel(c(e)) > c.

(iv) Hi(6) =H(0') qg.c. se e somente ¢&= 6.

(v) % admite momentos finitos de ordem 16.

O proximo Teorema sumariza 0s principais resultados de Comteedrman (2003)
gue $o utilizados a seguir.
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Teorema 2.40(Comte & Lieberman (2003))SejaX = {X; };cy um BEKK-GARCH(r), k> r,
0 = (ay,...,ayk) Seu paémetro verdadeirofy = (Q1,...,Qyq) O estimador de @xima
verossimilhanca dé;, em que as Condigs 2.7 e 2.830 satisfeitas. E@io é verdade que

(i)
2
lim _Delog—l_n’k(er) :A2 g.c.,
n—co n
onde 52,6
_ t(Or
A= E<0606’)' (2.40)
(i) Ao & positiva definida.
(iii)
D} logLn(6r,k)
\/ﬁ — JV(O,A]_),
onde 21:(6;) 21t(6)
. t(Or) Olt(Gr
Al_E( 060 06 )
é finita e r&o depende de t.
(iv) Paratodoij,l € {1,...,y(k)},
3
E|l sup 971(6) < c(0).
|66 <5 90iajal
dlogL,k(6r)

(v) Paratodoie {1,...,y(k)}, —oa € martingale com segundo momento finito.

(vi)
V(Bc—6) = A (0,2A,1).

(vii) O estimadorg, é fortemente consistente.
(viii) Existe g € (0,), que r&o depende de t of), tal que

IR < e

(ix)
E (llog(det(H(6)))]) < co.
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No Teorema 2.41 e no Lema 2.42, alguns resultados de Comteb&ioean (2003)a&0
ajustados para serem utilizados no que segue.

Teorema 2.41.SejaX = {X }icy Um BEKK-GARCH(r), k> 1, 6 = (01,...,0y1) Seu
parametro verdadeirofy = (01,...,0y09) O estimador de @xima verossimilhanca dé,
logLnk como definido en(2.36) 6 € O satisfazendo as Condies 2.7 e 2.89 = s6; +
(1—9)Bc e se [0,1] e B5(6) C © uma vizinhanca dé;, enfio

(i) Existe ce (0,), tal que, para todo,ij,l € {1,...,y(k)},

limsup||= Zx p
n—e || N& QeBé(er)o"'aiajm

n 3
‘1 up 9M(0)

(i) .
. D2logLn(0)
A@m—f =A> gc
para A» como definido er{2.40)
(iii)

E (|log [det(H (6r))] + X/ H ™%[) < oo

Demonstrago. (i) Usando o item (iv) do Teorema 2.40 e o Teorema 2.39, badicaa
o Teorema 2.5.

(i) De forma ardlogaa utilizada no Lema 5 de Hafner & Preminger (28)9como

D21:(0) e D31;(0) sao contnuas em reldo ab e 6, e fortemente consistente, &nt
12 0%(0) 12 02(6

pelo Teorema do valor edio
Z da|aj __Z da|a] ‘ 9635 { Zlﬁel ( daa " He erH}

Usando o item (i) e a cons@&icia forte ded obtemos o resultado.

(iii)

E (|log[det(H(6))] +X/H %)

IN

E (|log[det(H:(6:))]]) +E ([X/H; X|)
< E(Jlog[det(H:(8))]1)+E (%[1?) E (|| )
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queé finito usando o Teorema 2.40, itens (viii) e (ix), e a Coadi2.8.

]

Lema 2.42. SejaX = {X};cy um BEKK-GARCH(k) em que as Corlss 2.7 e 2.8&0
satisfeitas. Er#o existe g € (0,«), que r&o depende de t ou i, tal que

8
E (sup [ ]) < Co.
CISOM

Demonstrago. Pela demonstra@p do Lema A.2 de Comte & Lieberman (2003), temos que

oH;
aa;'?

D(19Ht admite momentos finitos de ordemse X; admite momentos finitos de ordenp.2
Portanto, usando a Condig 2.8, temos o desejado. n

Como ocorre para o caso de modelos ARC& foi posével satisfazer as Condies 2.1
ou 2.2 para modelos BEKK-GARCH de forma suficiente para a gj@ada Lei do Loga-
ritmo Iterado (LLI) apresentado no Teorema 2.5. Dessa fpfonaecesario a utiliza@o da
LLI para Martingales apresentada no Teorema 2.6. A denamastisegue de forma aloga
ado Lema 2.28. As diferencas significativasiesta utiliza@o de @lculo matricial e no uso
do Lema 2.42, basicamente, em substéoiao item (ii) da Cond#p 2.6.

Lema 2.43.SejaX = {X; };cy UM BEKK-GARCH(r), k1, 6 = (01, .., 0y k) ) SEU paémetro
verdadeiro, em que as Condigs 2.7 e 2.83p satisfeitas, e@b, paratodo e {1,...,y(k)},

dlogLnk(6r) 1/2

i a |- (9163

imsup———=|E g.c.,
n—e  +/2nloglogn a4

dlogLnk(6r) o\ 11/2
fiminf 2% _ _ |g (911&) q.c.
n—o +/2nloglogn aq;

2
e E(‘”g—ﬁf) ) é finito.

Demonstrago. Usando o item (v) do Teorema 2.40 e assumif@o; = o (Xy,..., %), Z =

0.5 >1,
Al (6) e\ 1
Ut - a: e VV1 - [nE (d—al )] .
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Onde, por (2.37),

oly(6) 1 ng—10He o1 _10H
e _2Tr(XtX1Ht SN R,

Para aplicar o Teorema 2.6, basta demonstrar @&dsps (L1-L4) que seguem.

(L1) Pela desigualdade de Chebyshev, temos que

P(U|>2) = P ('M

o
o))

2
1. (mt(er) ) (2.41)

- 20 aai

Usando o item (iii) do Teorema 2.40,

© d1(6)%\ & 1 .
t;P(|Ut|>Zt)§E( e )t;tz—5<

Pelo Lema de Borel-Cantelli, temos que

P({w:]l(|Ut| >1%) =1 infinitas veze}) :P({w: IU¢| >t infinitas veze}) =0

e portanto
. t_glutﬂ(lutl > Z) — E[Ud(|Ut| > Zt)|.% 1]
2 v/ 2W2loglogW? =0 qc.
(L2)
EU|F ) = ST [Eo@q, PR SLLITLL ]
= %Tr {Hth—lg_?Ht—l _ Ht_lg_;ﬂ
= 0.

Alem disso, pelo item (v) do Teorema 2.40,

E(E(Uf| 1)) = EUF) <o
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e portanto, usando o item (i) do Teorema 2.5 (LFGN), temos que

A 2
3 EUAI7]
lim =

Usando o Teorema da Convérgia Dominada, temos que

=1 qg.c.

lim E(U(JW <n)[#-1) =0 qc.

Agora, considerande> 0 arbitrério, & necesario encontrar uma cota superior savsl
emt para
P|IE(UZF 1) ~ EURI (U] <t°)F1)| > ¢

e aplicar Borel-Cantelli para obter
lim [EQUZI(W| <t°)|7i) - U7 Fi)] =0 e

e aplicar o Teorema Btlio de Cearo (Apendice A) para concluir

n n
> E[UAL(U < Z)|Fi-1] - E[UI(U| < Z4)| A1) > E[UfF1]
lim =2 > = lim &
n—oo Wn n—oo nE (ag(aeir)Z)
= 1 ¢gc

Usando a desigualdade generalizada de Chebyshev

P||EUA# 1)~ EUA(U] <)\ 7:1)| > €]
< Ze[[eudiz ) - BRI < )7 )|
e
E [|[EU2I#2) ~EUAUI <) F)]] = E[[EUAFAD) —EURI(U <19)|Fi0) £ EURI (U] > 19)| 7o)
- E[E( (U] > %) )]
[

- Eua \Ut\>t5]

utY’e [ \U\>t5]/
V2,

< EJ
= E[Uf]7P(U > t9)Y2



Usando (2.41), (2.45) e o Lema 2.42 para 0 apropriado, obtemos

E||EU2 70 - EURI(W] <) 7| < e

queé sonavel emt.

1
to

L3) Adotando a notaoH;, := 27t temos que
( cHo q

0

Adicionalmente,

‘TI’ (XtX{Ht_lHt Ht_l) ‘ = |Tr (Ht & (Ht1/231>/Ht_1Ht Ht_l) ‘

I IA IAIA

t-= aq;

E[UL(Ut| < Z)|F3-4]

E[U.Z 1]

E{ T DXO¢H e — He e 7 )

E { [Tr (XX He HeHCY) = Tr (Ho ) |%_1}
E{ T (XXH MHeH )

—ATr (XX H HH ) T (He )
6T (XX H 1 H ) 2 Tr (He )2
AT (XX He THeHC D) T (H )
T (He ) |9H}

2

1/2

= [T (W2 R )|

= |Tr (sts{Ht_l/th Ht_1/2> ‘

o2
[T WY

IN

e

e, usando o Teorema 2.40 (viii) par& (0, ) apropriado, temos

‘Tr (H;l/ZHth—l/Z) \ < cflr.

82

(2.42)

(2.43)

(2.44)
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Onde usamos a relag|Tr(ABC)| < ||Al| |B]| ||C]|. Portanto,

BRIV <2017 ) < E(|[al]* 17 n) [P’
+ac (|lae]’ 7 ) P
+6c2E ( [acet[*17i 1) IF|
+3c* || ||

IN

ciE ||l + |+ ]+ 217 e
(2.45)

parad; € (%, 1), usando as desigualdades de Chebyshev e Jensen,

IN

PEIT(U < 2017 1] > 3]

. to
e[|+ et ] )

C2 / / / N 7 2
< tZ;E{ [ 7+ e+ s -+ 5]

. ml e {e | (last I+ e+ | 2)° P10}
< tzal e { (JaetI+ e+ e+ 2) b )
< tzal MHtH]

e portanto, usando o Lema 2.42,

ZP[ WU <2170 > ] < 3 e (] <o
Usando o Lema de Borel-Cantelli,
P[E[Ut411(]Ut| <Z)|Fiq] >t i.o.} ~0

e logo
D EUAT(U | < 2% L |
lim [t (| t|—4 t)| tl] S lim - < © (.C
n—)°°t: \M n_>oot: t2*61

2
(L4) ComoE (a't( a ) ) > 0, caso con#rio ‘7'(;?) =0 qg.c. eAy seria 0, erdo, usando a
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estacionaridade, temos

lim = lim =1 gc e
n—eoWh 1 now dlt(e)z 1/2 q
(n+1)E da,r
lim anE(dlt(er) ) lim /n = oo
n—o0 da. n—co

[

Corolario 2.44. SejaX = {X; };y um BEKK-GARCH(r) em que as Condés 2.7 e 2.8&0
satisfeitas, k> r, logLn(8) como definido erf2.36) en&o existe g € (0, ) tal que

|D§logLnk(6r)||

limsu <c .
n—>oop mlo_gn <C (
Demonstrago.
dlogLnk(6r)
__ ||DglogLnk(6r)]| v | 2osd®)
limsup : < limsup
n—oo ﬂ@'o_gn n—o & W
y(k) w
ai
< limsu
= 2 how " y/2nloglogn
<

2
2,"\ oa
= ai

= C5 (.cC.

O

O Lema abaixo possui resultad@shicos que&o utilizados na demonsti@g do Teo-
rema 2.46, que conclui a logese H1.

Lema 2.45.SejaX = { X };cy um BEKK-GARCH(K), € {0, ..., y(k)}, em que as Condigs
2.7 e 2.8 &0 satisfeitas, eéib, adotando a notdm H; := DgH, temos que

E sup [[Tr(Fh(6)H; *(8) - XXH; (O)F(O)H 1(0))]] <.
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Demonstraéo. Usando o Teorema 2.40 e 0 Lema 2.42 temos, para uma constante

E sup HTr(Hth_l—XtX{Ht_lHth_l)H < E sup [HHIH HHt_lH 4 HXtXtIH HHt_l“ZHHtH]
GEOk QEGK

< E sup [cl|He[| + )X [|F]]] < oo
IO
O

Teorema 2.46.SejaX = { X}y um BEKK-GARCH(r), kK% r, 6 seu paametro verda-
deiro, 6 o estimador de @xima verossimilhanca d&, em que as Condigs 2.7 e 2.8&0

satisfeitas, erdto ~ .
im 100 Ln(6) —logLn(6k)

n—oo n

>0q.c.

Demonstrado. Tomandadk > k,r, temos que

im 109Ln(6) —logLn(8) _ . 1ogLn(6) —IogLn(8y) +10gLa(6) — logLn(6)
n—sco n T noo n '

Aplicando o Teorema 1.11, usando os resultados acima, tqu&s

im logLn(6:) —logLn(6y)

n—co n

=0 qg.c

Observando (2.35), vemos que basta mostrar que

im 109Ln(6) —ogLa(6)

n—co n

>0 qg.c

considerando .

logLa(8)= 3 h(6)

t=1+k

1:(6) = log(f(6)) ~log ( V(T t(Ht)exp(—éxéHtlxt»

em (2.35). Assim, temos que pelo Teorema 2.41, item (iii¢, qu

E[[lt(6F)]] < oo
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e portanto usando o Teorema 2.5,

n

> li(6r)
. logLa(6) . t=Tik _ _
T on el o c)=ase g

Usando o Teorema do valoréauio, parad = s6; + (1—5s) é,; s€ (0,1), n suficientemente

grande e5(6;) uma vizinhanga suficientemente pequen&déemos

n ~ n n .
> (8 ¥ l(6r) > Dgh(6)
t:1+kn B t:1+kn _|t=1k . (él?_ a)
n .
> Dgh(6)
< sup |=HE—— ]| (66|

0cB;(6;)

Aplicando o Teorema 2.5 e usando o Lema 2.45 e a c@msiist forte deér,

Sk = ) (2.46)

Por outro lado, temos que, como o estimagloe naxima verossimilhanga® C O,

n—o0 n n—o0 n
= C (Q.C.
e portanto,
> (B
A t
. logLn(6k) . t=Ttk
lim —————= < | T =< .C.
T S et me s
Sejan; uma subsedncia den tal que
n R
> 1i(6k)
lim =K = C (.cC.
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Usando quéy & compacto, toma; uma subsedgncia den; tal que
6e(nj) = B € O q.c.

Temos assim que

im 1°9Ln(8) < ”msuplogLn(Gk)
n—o0 n n— oo n
logLn: (B(n;
~im gln, (6k(nj)) a.c.
nj—oo nj

Aplicando o mesmo racidgio usado em (2.46), condémos

lim 'OgLnM = E(11(9)) e
nj—o J

Além disso,

Por outro lado

f@)ﬂ

E|lo

{ ’ ( (&)

é a diver@ncia de Kullback-Leibler, quepositiva sef (6) # f(6;), e comod; & O, C RV,
temos qued; # B e endo f(6) # f(6). Onde conclimos

- (18]

n—oo

lim [lOQLn(ér) B |09Ln(ék>
n n

]

No Teorema abaixo aplicamos os resultados desenvolvidesarfeego para o esta-
belecimento da cons@écia forte dos estimadores de ordem EDC para modelos BEKK-
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GARCH. Como caso particular, temos a coregisia forte do estimador baseado noéria

de informa@o BIC. Nota-se que, caso seja gusbk encontrar cotas superiores menores
para H2, essa classe pode ser estendida para termos delpéeatienores, da ordem de
O(loglogn).

Teorema 2.47.SejaX = {X };cy um BEKK-GARCH(r) em que as Condés 2.7 e 2.8&0

satisfeitas &qc.como na Definigo 2.37. Erlio feqc € fortemente consistenl@&cq—g r) se

im =0 e liminf—"  — o, (2.47)
n—o N n—w |oglogn

Demonstragéo. O conjunto dos po%eeis valores deg;, ©,, definido em (2.34)¢ aberto

e 6, € ©;. De Boussama (1998), temos que o estimador &gimea verossimilhangék e
fortemente consistente pate r, isto€, vale (1.10). As derivadas de lbgj, (2.37) e (2.38)
sao contnuas em relép ab e ax] e portanto &0 mensuaveis em rela@o axj. Usando o
Teoremas 2.41 e o Coéio 2.44 temos as condies satisfeitas para a apliéacdo item (i)
do Teorema 1.11 e com isso temos (H2) satisfeita. Ateige (H1) segue do Teorema 2.46.
O resultado segue do item (i) do Teorema 1.10. n

Corolario 2.48. SejaX = {X; };y um BEKK-GARCH(r) em que as Condés 2.7 e 2.830
satisfeitas €¢qc como na Definigo 2.37. Erio o estimadofy;c, como definido abaix@
fortemente consistente.

[MP(14ky +ko)]
> Iogn}

fhic = argmin{— log Ln(ék) +
k<K

paralog Ln(ék) como definida erf2.35)

Demonstraéo. G, =logn/2 e satisfaz (2.47). O
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Conclusao

O método de estimd@p de ordem baseado no érib de informago EDC, concebido
originalmente para cadeias de Markov, se mostra bastamt@gsor no contexto de sebsg
de modelos.

Alem dos resultados obtidos com a defaniglo estimador de ordem EDC para proces-
sos AR, ARCH e BEKK-GARCH, observa-se a possibilidade de af@calp ferramental
desenvolvido para estimag de tamanho de espaco de estados e ordem de @gpéndcul-
tos em cadeias de Markov Ocultas e satede modelos aninhados em modelos Lineares de
Espaco de Estados.

Como casos particulares, foi demonstrado nesse trabalhosssgacia forte dos esti-
madores de ordem baseados ncciitde informago BIC para os modelos ARCH e BEKK-
GARCH. Como ainda@&o existiam estudos sobre estimadores consistentes gas0as0s,
esses resultados se mostram altamente relevantes.

A generalizago da fun@o verossimilhanca para classe de figg;lod_, x, alem de apre-
sentar resultados @ticos para a selég de ordem utilizando o cétio EDC, evidencia a
possibilidade de utiliz&p desse conceito no tratamento de outros problemas.

Para processos AR, o desenvolvimento de estimadores inip@dAkaike (1969), com
o procedimento de minimizag do erro final de predidp (FPE), seguido dosétodos ba-
seados em cgrios de informago (AIC, BIC e HQC), utilizavam essencialmente o0 mesmo
radical, alterando apenas o termo de penalidade. Nessauszs®lo o ferramental desen-
volvido para generaliz&p do EDC ¢ proposto um novo estimador, que apresentou no geral
melhor performance nas simuiss nungricas realizadas.

Como trabalhos futuros, observou-se a possibilidade déeexis de cotas superiores
menores na hiftese H2, o que permitiria a ext@wsda classe de estimadores EDC forte-
mente consistentes para termos de penalidade assintetitmmenores.
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APENDICE A - Teorema Medio de Cearo

Teorema A.1(Cesro) Seja{a};.y seq@ncia de meros reais tal quﬂaﬂoa =aento

lima,=a
n—o
1
n
t

paraap = a.

M =

1

Demonstraéo. Dadoe > 0, sejaj tal quet > | = |a —a| < €. Enfo

n j n
S & Y a y (aa+a—a)
lim 5L = im 5L 5
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—z 11 t—'z 1Iat _a’
< alim =& Al
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= a+t+¢
Usamos que
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n
> &
Analogamente, demonstra-se que lifg- > a—e¢. O

Proposigo A.2. Seja{a };.y € {bt };cry S€q@ncias de iimeros reais tais qutk'in by —a| =
Oe(Yla)/n— a, enfio

S by

lim &=L
n—oo N

=a.

Demonstrago. Comotim|at —bt| = 0, usando o Teorema A.1, temos que
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APENDICE B - Desigualdade Generalizada de
Chebyshev

Teorema B.1(Desigualdade generalizada de Chebysh&ee > 0e r > 0, enfio

E(X]")
P(]X]>£)§T.
Demonstrago.
E(X) = [Ix[dP
> /|X|rdP
|X|>¢&
> /srdP
[x|>¢&
= €P(|X|>e¢)
Entao,
E (|X]
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