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Resumo

Seja M = FH um grupo �nito o qual é um produto de dois subgrupos cíclicos F e

H, onde F é um subgrupo normal e todos os elementos de M \ F possuem ordem prima

p. Suponha que M age por automor�smos sobre um grupo �nito G de tal maneira que

CG(F ) = 1. Neste trabalho mostramos que propriedades de G tais como comprimento

de Fitting, nilpotência, expoente e leis positivas estão relacionadas com as respectivas

propriedades dos subgrupos de pontos �xos dos elementos de M \ F .
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Abstract

LetM = FH be a �nite group which is a product of two cyclic subgroups F and H, where

F is a normal subgroup and all elements of M \ F have prime order p. Suppose that M

acts as a group of automorphisms on a �nite group G in such a manner that CG(F ) = 1.

In the present work we show that some properties of G such as Fitting height, nilpotency,

exponent and positive laws are related to the respective properties of the subgroups of

�xed-points of elements in M \ F .
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Lista de Símbolos

|G| ordem de um grupo G

π(G) conjuntos dos números primos divisores de |G|

CG(A) centralizador de A em G
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Gn subgrupo gerado pelo conjunto das n-ésimas potências dos elementos de G
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γn(G) n-ésimo termo da série central inferior de G

Di(G) subgrupo de G de�nido por Di(G) =
∏
jpk≥i

γj(G)p
k

Oπ(G) produto dos π-subgrupos normais de G, onde π é um conjunto de números primos

F (G) subgrupo de Fitting de G

Fn(G) n-ésimo termo da série de Fitting de G

h(G) altura de Fitting de G
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Introdução

Seja G um grupo e ϕ um elemento do grupo de automor�smos de G. Denotamos por

CG(ϕ) o subgrupo formado pelos pontos �xos de ϕ em G, que é

CG(ϕ) = {x ∈ G ; xϕ = x}.

O subgrupo CG(ϕ) também é chamado de centralizador de ϕ em G. No caso particular

em que CG(ϕ) = 1, dizemos que ϕ é livre de pontos �xos em G.

De maneira análoga, dado um subgrupo A do grupo de automor�smos de G, de�nimos

o centralizador de A em G como CG(A) = {x ∈ G ; xa = x para todo a ∈ A} e dizemos

que A é livre de pontos �xos em G, sempre que CG(A) = 1.

É bem conhecido que propriedades do subgrupo CG(ϕ) possuem in�uência sobre a

estrutura de todo o grupo G. Por exemplo, temos o famoso Teorema de Thompson [40]

que diz que se um grupo �nito G admite um automor�smo de ordem prima p livre de

pontos �xos, então G é nilpotente. Neste caso, por um resultado de Higman [17] sabemos

que a classe de nilpotência de G depende apenas do número primo p. No caso geral,

onde G admite um automor�smo livre de pontos �xos de ordem n, também sabemos pela

classi�cação dos grupos simples [16] que G deve ser solúvel, porém não está provado se o

comprimento derivado depende apenas de n.

Em um caso mais geral, temos um resultado provado por Turull em [41], o qual diz que

se um grupo solúvel �nito G admite um grupo de automor�smos A tal que a ordem de

G é coprima com a ordem de A, então o comprimento de Fitting de G é limitado apenas

pelo comprimento de Fitting do subgrupo CG(A) e pelo número de primos cujo produto

é |A|.

Entretanto, sabemos que existem parâmetros, tais como o expoente, que não podem ser

limitados pela ordem e pelo respectivo parâmetro dos pontos �xos de um automor�smo.

Por exemplo, para um grupo abeliano arbitrário de ordem ímpar, a função que leva cada
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elemento em seu inverso é um automor�smo livre de pontos �xos de ordem 2. Porém, neste

caso especí�co do expoente, Khukhro e Shumyatsky em [19] provaram que se um grupo

�nito G admite um grupo abeliano não cíclico de automor�smos A tal que a ordem de G

é coprima com a ordem de A, então o expoente de G depende de |A| e do expoente dos

subgrupos CG(a), a ∈ A \ {1}. Tal exemplo ilustra o fato de que para obter informações

sobre a estrutura de G, às vezes é necessário saber informações não apenas do subgrupo

CG(A), e sim dos centralizadores de todos os elementos de A.

Recentemente, motivado pelo Problema 17.72 do Kourovka Notebook [44] proposto

por Mazurov (veja abaixo), problemas onde um grupo de Frobenius KB com núcleo K

e complemento B age como grupo de automor�smos sobre um grupo �nito G, de tal

maneira que CG(K) = 1, vem sendo estudado. Lembre-se que um grupo de Frobenius

KB com núcleo K e complemento B pode ser de�nido como o produto semidireto de K

por B tal que CK(b) = 1 para todo b ∈ B \ {1}.

Problema 0.0.1. 17.72 do Kourovka Notebook [44]] Seja KB um grupo de Frobenius

com núcleo K e complemento B. Suponha que KB age sobre um grupo �nito G de tal

modo que GK também seja um grupo de Frobenius com núcleo G e complemento K.

a) A classe de nilpotêcia de G é limitada em termos de |B| e da classe de nilpotência

de CG(B)?

b) O expoente de G é limitado em termos de |B| e do expoente de CG(B)?

Em [33] Makarenko e Shumyatsky provaram uma resposta a�rmativa para 17.72(a).

O item 17.72(b) permanece sem resposta.

Relembramos que pelos teoremas de Thompson e de Higman citados anteriormente,

o núcleo de um grupo de Frobenius é nilpotente de classe limitada pelo menor primo

que divide a ordem do complemento. Também sabemos que os subgrupos de Sylow do

complemento são cíclicos ou quatérnios generalizados, veja por exemplo [15, Teorema

10.3.1]. Sendo assim, no problema acima os grupo G e K são nilpotentes, pois são núcleos

de grupos de Frobenius. Mais ainda, os subgrupos de Sylow deK são cíclicos ou quatérnios

generalizados, pois K é complemento de GK. Por outro lado, como K é nilpotente, seus

subgrupos de Sylow são característicos, logo K não possui um subgrupo quatérnio como

subgrupo de Sylow, pois tal subgrupo possui centro de ordem 2, o qual seria �xado pelos

elementos de B. Com isso, vemos que o Problema 0.0.1 pode ser reduzido para o caso

onde K é um grupo cíclico e, mais ainda, isso é su�ciente para reduzir para o caso onde

KB é um grupo de Frobenius metacíclico e |K| é um número primo.
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Em [25] Khukhro, Makarenko e Shumyatsky consideraram o caso mais geral onde

a hipótese �GK é um grupo de Frobenius� do problema original, foi substituída por

CG(K) = 1. Neste caso, eles provaram, por exemplo, que se um grupo �nito G admite

um grupo de Frobenius KB com núcleo K e complemento B tal que CG(K) = 1 e CG(B)

é nilpotente, então G é nilpotente e, apenas no caso particular onde K é cíclico, a classe

de nilpotência de G é limitada apenas por c e |B|. No mesmo trabalho eles provaram

que outros parâmetros como posto e ordem de tal grupo G estão relacionados com os

respectivos parâmetros de CG(B) e com |B|. Além disso, para grupos de Frobenius com

núcleo cíclico, provaram que o expoente de G é limitado pelo expoente de CG(B) e por

|KB|.

Um grupo de Frobenius com núcleo cíclico é necessariamente um grupo metacíclico

(veja o comentário após o Teorema 1.6.5). Diante disso, é natural tentar estender os

resultados provados para grupos de Frobenius metacíclicos como grupo de automor�smos

para outras famílias de grupos metacíclicos. Neste sentido, Shumyatsky provou em [36]

que se um grupo �nito G admite um grupo diedral D = 〈α, β〉 gerado por duas involuções
α e β como grupo de automor�smos com CG(αβ) = 1, então, assim como para grupos

de Frobenius, parâmetros como classe de nilpotência, posto e ordem de um tal grupo G

estão relacionados com os respectivos parâmetros de CG(α) e CG(β). Lembre-se que um

grupo diedral é Frobenius se, e somente se, a ordem de αβ é ímpar.

O Problema 17.72 motivou vários outros resultados sobre grupos �nitos e anéis de Lie

admitindo um grupo de Frobenius como grupo de automor�smos onde o núcleo é cíclico,

veja por exemplo [20, 21, 22, 23, 24, 25, 33]. Também motivou outros trabalhos onde o

núcleo não é necessariamente cíclico, por exemplo [1, 4, 28].

Vale também mencionar que recentemente Ercan, Guloglu e Khukhro em [12, 13]

consideraram o caso onde um grupo �nito G admite um grupo �Frobenius-like� como

grupo de automor�smo. Um grupo AR é dito Frobenius-like com núcleo A e complemento

R se A é um subgrupo normal nilpotente e AR/A′ é um grupo de Frobenius com núcleo

A/A′ e complemento RA′/A′. Neste caso, eles também consideraram que CG(A) = 1 e

obtiveram restrições sobre a estrutura de G em função das propriedades de CG(R).

O objetivo deste trabalho é estudar grupos �nitos admitindo a seguinte família de

grupos metacíclicos de automor�smos: Seja M = FH um grupo �nito o qual é um

produto de dois subgrupos cíclicos F e H, onde F é um subgrupo normal e todos os

elementos de M \ F possuem ordem prima p. Exemplos de tais grupos são:

1) os grupos de Frobenius com núcleo cíclico F e complemento H de ordem prima p;
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2) os grupos diedrais, onde usando a notação do parágrafo anterior, F = 〈αβ〉 e H é o

subgrupo gerado por um elemento fora de F .

Usando a identidade (fh−1)p = f · fh · · · · · fhp−1
h−p, vemos que, de um modo geral,

M é o produto semidireto de um grupo cíclico F por um grupo H de ordem p, onde

f · fh · · · · · fhp−1

= 1, (1)

para todos f ∈ F e h ∈ H \ {1}. Como consequência temos que Z(M) = CF (H) possui

expoente p.

Seja M um grupo metacíclico da família descrita acima. Suponha que M age como

um grupo de automor�smos sobre um grupo �nito G de tal maneira que CG(F ) = 1. Aqui

mostramos que propriedades e parâmetros de G tais como altura de Fitting, nilpotência,

expoente e leis positivas estão relacionadas com as respectivas propriedades e parâmetros

dos pontos �xos dos elementos de M \ F .

Recordamos que o subgrupo de Fitting F (G) de um grupo �nito G é de�nido como o

maior subgrupo normal nilpotente de G e a série de Fitting de G é de�nida do seguinte

modo: �xamos F0(G) = 1 e de�nimos

Fi+1(G)/Fi(G) = F (G/Fi(G)),

para i ≥ 1. Se G é um grupo solúvel, o menor valor h = h(G) tal que G = Fh(G) é

chamado de altura de Fitting de G.

O seguinte resultado foi apresentado em [9].

Teorema A. SejaM = FH um grupo �nito o qual é um produto de dois subgrupos cíclicos

F e H, onde F é um subgrupo normal e todos os elementos de M \ F possuem ordem

prima p. Suponha que M aja sobre um grupo �nito G de tal maneira que CG(F ) = 1.

Então Fi(CG(H)) = Fi(G)∩CG(H), para todo inteiro positivo i e h(G) ≤ h(CG(H)) + 1.

Como um corolário do teorema acima provamos no Capítulo 3 que se M age sobre um

grupo �nito G de tal maneira que CG(F ) = 1 e CG(x) é nilpotente, para todo x ∈M \F ,
então G é nilpotente.

No Capítulo 4 estudamos o expoente de grupos �nitos admitindo um grupo metacíclico

de automor�smo, onde provamos o seguinte resultado.

Teorema B. SejaM = FH um grupo �nito o qual é um produto de dois subgrupos cíclicos

F e H, onde F é um subgrupo normal e todos os elementos de M \ F possuem ordem

prima p. Suponha que M aja sobre um grupo �nito G de tal maneira que CG(F ) = 1 e o
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expoente de CG(x) divide e para todos os elementos x ∈M \ F . Então o expoente de G é

(e, |M |)-limitado.

Para o caso onde M é um grupo diedral, provamos um caso mais geral do resultado

anterior. O seguinte teorema foi apresentado em [8].

Teorema C. Seja D = 〈α, β〉 um grupo diedral gerado por duas involuções α e β. Suponha

que D aja sobre um grupo �nito G de tal modo que CG(αβ) = 1 e ambos CG(α) e CG(β)

satisfazem uma lei positiva de grau k. Então G satisfaz uma lei positiva de grau limitado

somente por k e |D|.

O presente trabalho está dividido em quatro capítulos. No primeiro capítulo apre-

sentamos os resultados básicos da Teoria de Grupos e Álgebras de Lie utilizados neste

trabalho. Em particular, na Seção 1.7 damos um descrição dos grupos metacíclicos con-

siderados aqui. No segundo capítulo provamos resultados auxiliares sobre grupos �nitos

admitindo tais grupos metacíclicos de automor�smos, os quais são utilizados nos capítulos

posteriores. No terceiro capítulo provamos o Teorema A e seus corolários. Finalmente,

no Capítulo 4 provamos os Teoremas B e C.



Capítulo 1
Preliminares

Neste capítulo apresentamos algumas de�nições e alguns resultados relacionados à

Teoria de Grupos e Álgebras de Lie, os quais fazem parte do aparato teórico necessário

às discussões deste trabalho.

1.1 Teoria de grupos

Dado um grupo G, de�nimos o comutador de dois elementos x, y ∈ G, por [x, y] =

x−1y−1xy e de�nimos, por indução, o comutador de r elementos x1, x2, . . . , xr ∈ G por

[x1, x2, . . . , xr] = [[x1, x2, . . . , xr−1], xr], onde [x1] = x1.

Agora, dados dois subconjuntos A e B de um grupo G, de�nimos o subgrupo [A,B]

como

[A,B] = 〈[a, b] : a ∈ A e b ∈ B〉.

De forma análoga à de�nição de comutador de r elementos, dados X1, X2, . . . , Xr

subconjuntos de G, de�nimos [X1, X2, . . . , Xr] como sendo o subgrupo de G gerado por

todos comutadores da forma [x1, x2, . . . , xr], onde xi ∈ Xi.

De�nição 1.1.1. A série derivada de um grupo G é de�nida por:

G(0) = G;
G(1) = [G,G];

...
G(n) = [G(n−1), G(n−1)].

Um grupo é dito solúvel de comprimento derivado n quando n é o menor número

natural tal que G(n) = 1.
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De�nição 1.1.2. A série central inferior de um grupo G é dada por:

γ1(G) = G;
γ2(G) = [G,G];

...
γs+1(G) = [γs(G), G].

Dizemos que um grupo é nilpotente de classe c quando c é o menor número natural tal

que γc+1(G) = 1.

De posse da de�nição de grupo nilpotente, temos os seguintes resultados, cuja demons-

tração pode ser encontrada em [27, Cap. 2].

Teorema 1.1.3. Dado um grupo G, as seguintes a�rmações são equivalentes:

(i) γc+1(G) = 1;

(ii) [g1, g2, . . . , gc+1] = 1, para todo gi ∈ G.

De�nimos o centro Z(G) de um grupo G como

Z(G) = {z ∈ G | [z, g] = 1 para todo g ∈ G}.

Teorema 1.1.4. Um grupo G é nilpotente de classe c > 1 se, e somente se, G/Z(G) é

nilpotente de classe c− 1.

Agora, seja X um subconjunto de um grupo G. Denotamos por 〈X〉 o subgrupo de G

gerado por X. No caso particular em que X gera todo o grupo G, escrevemos G = 〈X〉.

Teorema 1.1.5. Se um grupo G é gerado por um subconjunto X, então G é nilpotente

de classe ≤ c se, e somente se, todo comutador de peso c+ 1 com entradas em X é igual

a 1.

O próximo teorema será bastante útil. Embora, neste trabalho estejamos interessados

em sua versão para álgebras de Lie, a qual será apresentada posteriormente.

Teorema 1.1.6 (Hall [18]). Seja N um subgrupo normal de um grupo G. Se N é nilpotente

de classe k e G/[N,N ] é nilpotente de classe c, então G é nilpotente e sua classe de

nilpotência é limitada por (c− 1)k(k+1)
2

+ k.

Os seguintes resultados são bastante conhecidos na literatura.

Teorema 1.1.7 (Teorema 2.3.5 [15]). Seja G um grupo �nito. Então G é nilpotente se,

e somente se, G é o produto direto de seus p-subgrupos de Sylow.
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Teorema 1.1.8 (Lema 6.1.1[15]). Se N e M são subgrupos normais nilpotentes de um

grupo G, então o subgrupo NM é nilpotente.

Finalizamos esta seção com três de�nições importantes para este trabalho: as de�ni-

ções de subgrupo, série e altura de Fitting de um grupo �nito.

De�nição 1.1.9. De�nimos o subgrupo de Fitting de um grupo �nito G, o qual denotamos

por F (G), como o produto de todos os seus subgrupos normais nilpotentes.

Considere r um número primo e r′ o conjunto dos números primos diferentes de r.

Vale ressaltar que o subgrupo de Fitting F (G) de um grupo �nito G pode ser escrito

como a interseção dos subgrupos Or′,r(G), onde r ∈ π(G) e Or′,r(G) é a imagem inversa

de Or′(G/Or(G)).

De�nição 1.1.10. A série de Fitting de um grupo G é de�nida do seguinte modo: �xamos

F0(G) = 1 e de�nimos

Fi+1(G)/Fi(G) = F (G/Fi(G)),

para i = 0, 1, . . .. Se G é um grupo solúvel, o menor valor h = h(G) tal que G = Fh(G) é

chamado de altura de Fitting de G.

1.2 Introdução aos p-grupos potentes

Nosso principal objetivo aqui é apresentar alguns resultados e propriedades dos p-

grupos potentes. Em particular, estamos interessados em resultados que garantem a

existência de p-subgrupos potentes de �índice convenientemente limitado� em um p-grupo

qualquer. Uma demonstração dos resultados desta seção pode ser encontrada em [10,

Cap. 2] e [26, Cap. 11].

Nesta seção, p sempre denota um número primo. Seja G um p-grupo �nito, de�nimos,

para todo i ≥ 0, os subgrupos característicos

Gpi = 〈xpi | x ∈ G〉.

O subgrupo de Frattini Φ(G) de um p-grupo �nito G é de�nido como a interseção de

todos os seus subgrupos maximais. Vale relembrar que o subgrupo de Frattini é igual à

Gp[G,G] e, consequentemente, o grupo quociente G/Φ(G) é um p-grupo abeliano elemen-

tar.

De�nição 1.2.1. Um p-grupo �nito G é dito potente se p é ímpar e G/Gp é abeliano,

ou se p é par e G/G4 é abeliano.
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De�nição 1.2.2. Um subgrupo N de um p-grupo �nito G é dito potentemente imerso em

G, se p é ímpar e [N,G] ≤ Np, ou p é par e [N,G] ≤ N4.

Assim, G é potente se, e somente se, G é potentemente imerso em G e, quando p é

ímpar, temos que G é potente se, e somente se, Gp = Φ(G).

De�nimos agora uma importante série de subgrupos característicos de um p-grupo,

chamada p-série inferior.

De�nição 1.2.3. Seja G um p-grupo �nito. De�nimos a p-série inferior de G da

seguinte forma,

P1(G) = G, e Pi+1(G) = Pi(G)p[Pi(G), G], para i > 1.

Para simpli�car a notação, escrevemos

Gi = Pi(G).

Lema 1.2.4 (Teorema 2.7 [10]). Seja G = 〈a1, . . . , ad〉 um p-grupo potente. Para cada i

temos:

(i) Gi é potentemente imerso em G e Gi+1 = Gp
i = Φ(Gi);

(ii) Gi = Gpi−1
= {xpi−1 | x ∈ G} = 〈ap

i−1

1 , . . . , ap
i−1

d 〉;

(iii) a aplicação x→ xp induz um homomor�smo de Gi/Gi+1 em Gi+1/Gi+2.

É interessante observar que o item (ii) do lema acima nos diz que se um p-grupo

potente é gerado por elementos de ordem menor do que um valor e, então o expoente de

tal grupo também é menor do que e. Essa propriedade de grupos potentes será usada no

Capítulo 4 com o intuito de reduzir o problema de limitar o expoente de um p-grupo ao

problema de encontrar um subgrupo potente de índice conveniente.

Para um p-grupo �nito G denotamos por d(G) a quantidade mínima de um conjunto

gerador de G. Assim d(G) também é a dimensão de G/Φ(G) como um espaço vetorial

sobre o corpo com p elementos Fp.

Teorema 1.2.5 (Teorema 2.9 [10]). Se G é um p-grupo potente e H ≤ G, então d(H) ≤
d(G).

O posto de G, denotado por rk(G), é de�nido como

rk(G) = sup{d(H) | H ≤ G}.
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O teorema acima implica que se G é um p-grupo potente, então rk(G) = d(G).

Encerramos esta seção com um teorema que nos mostra que existe uma relação entre

o posto de G e o índice de alguns de seus subgrupos potentes. Outro resultado sobre

a existência de p-subgrupos potentes será apresentado na seção sobre álgebras de Lie

associadas a um p-grupo.

Teorema 1.2.6 (Teorema 2.13 [10]). Seja G um p-grupo �nito de posto r. Então G possui

um subgrupo potente característico de índice limitado por uma função que depende apenas

de p e r.

1.3 Leis positivas

O objetivo principal aqui é apresentar um resultado provado por Burns, Macedo«ska e

Medvedev [3]. Este resultado permite entender um lei positiva qualquer, satisfeita por um

grupo �nito, em função de duas leis positivas mais �naturais�: a lei xe e a lei de Malcev.

Sejam F um grupo e X um subconjunto de F . Dizemos que F é um grupo livre com

base X se, para todo grupo G, qualquer aplicação f : X → G pode ser estendida de

modo único para um homomor�smo ϕ : F → G. As demonstrações sobre a existência e

construção de grupos livres podem ser encontradas em [35, Cap. 2]

Seja F o grupo livre com base X = {x1, x2, . . .}. Uma palavra positiva em X é

um elemento não trivial de F não envolvendo os inversos dos elementos xi, ou seja, são

elementos da forma xm1
i1
xm2
i2
· · ·xmkik , onde k ≥ 1 e mj ≥ 1, para j = 1, . . . , k. Uma lei

positiva de um grupoG é uma identidade não trivial da forma u ≡ v, onde u, v são palavras

positivas em F , válida para toda substituição X → G. O máximo dos comprimentos das

palavras u e v é chamado de grau da lei u ≡ v. Um exemplo de lei positiva é xy ≡ yx, a

qual é uma lei positiva de grau 2 satisfeita por todos os grupos abelianos.

Outro exemplo interessante é a lei positiva x2y2 ≡ y2x2, a qual é satisfeita por todos

os grupos que são extensões de um grupo abeliano por um grupo de expoente 2, como

por exemplo os grupos diedrais. Tal exemplo mostra que parâmetros como classe de

nilpotência e expoente não podem ser limitados pelo grau da lei, pois os grupos diedrais

de ordem 2n podem ter classe de nilpotência e expoente arbitrariamente grandes.

Temos ainda a lei de Malcev [32] Mc(x, y) de duas variáveis e de grau 2c de�nida pela

relação αc(x, y) = βc(x, y), onde αc e βc são de�nidos por α0(x, y) = x, β0(x, y) = y e a

relação recursiva

αc = αc−1βc−1 e βc = βc−1αc−1.
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Assim, M1(x, y) é a lei apresentada acima xy ≡ yx e M2(x, y) é a lei xyyx ≡ yxxy. É

sabido que a lei de Malcev Mc(x, y) é satisfeita por todos os grupos nilpotentes de classe

c. Como consequência, um grupo que é uma extensão de um grupo nilpotente de classe c

por um grupo de expoente e satisfaz a lei positiva Mc(x
e, ye).

De um modo geral, um grupo satisfazendo uma lei positiva não é necessariamente uma

extensão de um grupo nilpotente por um grupo de expoente �nito, isto foi demonstrado

por Ol'shanskii e Storozhev [34]. Porém, temos o seguinte teorema:

Teorema 1.3.1 (Teorema 1 - Burns, Macedo«ska e Medvedev [3]). Existem funções c(n) e

e(n) dependendo somente de n tais que qualquer grupo �nito satisfazendo uma lei positiva

de grau n é extensão de um grupo nilpotente de classe no máximo c(n) por um grupo de

expoente dividindo e(n).

Na verdade, em [3] está provado que o teorema acima vale não apenas para grupos �ni-

tos, mas para uma classe de grupos maior, a qual inclui os grupos solúveis e residualmente

�nitos.

1.4 Automor�smos de grupos

Apresentaremos agora alguns resultados sobre automor�smos de grupos cujas demons-

trações podem ser encontradas em [15, Cap. 10], [26, Cap. 1] e [27, Cap. 1].

Relembramos que um grupo A age sobre um conjunto Ω se cada elemento a ∈ A

corresponde a uma bijeção πa : Ω −→ Ω de Ω de tal modo que πab seja a composição de

πa e πb. Em outras palavras, a função a −→ πa é um homomor�smo de A no grupo de

permutações dos elementos de Ω. E dizemos que a ação é �el quando seu núcleo é igual

a 1 ∈ A.

Ao longo deste trabalho dizemos que um grupo A age por automor�smos sobre um

grupoG quando a ação de A sobre o conjunto Ω = G é um homomor�smo de A em Aut(G),

onde Aut(G) é o grupo formado por todos automor�smos de G. Podemos também dizer

simplesmente que A age sobreG. Vemos que se tal ação é �el, então A pode ser identi�cado

como um subgrupo de Aut(G).

Sejam G um grupo e H um subconjunto de Aut(G). Dizemos que um subconjunto X

de G é H-invariante se tivermos Xh ⊆ X, para todo h ∈ H, onde Xh é a imagem do

subconjunto X pelo automor�smo h. Além disso, denotamos o subgrupo formado pelos

pontos �xos de H em G por

CG(H) = {g ∈ G | gh = g, para todo h ∈ H}.
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O subgrupo CG(H) também será chamado de centralizador de H em G. Quando temos

CG(H) = 1 dizemos que H é livre de pontos �xos (ou age sem pontos �xos) em G.

Lema 1.4.1. Seja p um número primo. Se A é um p-grupo de automor�smos de um

p-grupo �nito não trivial G, então CG(A) 6= 1.

Dados um elemento ϕ ∈ Aut(G) e um subgrupo normal ϕ-invariante N , podemos

construir um automor�smo sobre o grupo quociente G/N de modo natural: (gN)ϕ = gϕN .

No decorrer do texto tal automor�smo induzido será denotado pelo mesmo símbolo ϕ.

Além disso, do mesmo modo, dado um grupo de automor�smos A de G podemos construir

um grupo de automor�smos sobre o grupo quociente G/N onde N é um subgrupo normal

A-invariante.

O próximo lema nos permite entender, sob certas hipóteses, a relação entre os pontos

�xos de um grupo de automor�smos e os pontos �xos do grupo de automor�smos induzido.

Lema 1.4.2. Suponha que um grupo �nito A age sobre um grupo �nito G e seja N um

subgrupo normal A-invariante de G tal que (|A|, |N |) = 1. Então CG/N(A) = CG(A)N/N .

Automor�smos livres de pontos �xos

Agora apresentamos alguns resultados que dizem respeito apenas a grupos �nitos ad-

mitindo um automor�smo ou um grupo de automor�smos livres de pontos �xos.

Lema 1.4.3. Seja G um p-grupo �nito admitindo um grupo de automor�smos nilpotente

A tal que CG(A) = 1. Seja B o p′-subgrupo maximal de A. Então CG(B) = 1.

Demonstração. Temos que o p-grupo A/B age de modo natural sobre o p-grupo CG(B),

e os pontos �xos desta ação são pontos �xos do grupo A. Logo, pelo Lema 1.4.1, devemos

ter CG(B) = 1.

O próximo lema nos mostra uma maneira, muitas vezes conveniente, de escrever os

elementos de um grupo �nito admitindo um automor�smo sem pontos �xos. Além disso,

ele nos fornece uma identidade, que depende do automor�smo, satisfeita por tais grupos.

Lema 1.4.4 (Lema 10.1.1 [15]). Seja ϕ um automor�smo de ordem n livre de pontos �xos

de um grupo �nito G. Então:

(i) todo elemento de G pode ser escrito na forma x−1xϕ e xϕx−1, para apropriados

x ∈ G.
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(ii) para todo x ∈ G, temos xxϕ · · ·xϕn−1
= xϕ

n−1 · · ·xϕx = 1.

É interessante comparar o seguinte lema com o Lema 1.4.2, uma vez que ambos descre-

vem os pontos �xos do automor�smo induzido. No entanto, no próximo lema não exigimos

que a ordem do automor�smo seja coprima com a ordem do subgrupo invariante.

Lema 1.4.5 (Lema 10.1.3 [15]). Seja ϕ um automor�smo livre de pontos �xos de um

grupo �nito G e seja N um subgrupo normal ϕ-invariante de G. Então ϕ induz um

automor�smo livre de pontos �xos em G/N .

Outra importante propriedade dos automor�smos sem pontos �xos é que deixam in-

variante apenas um p-subgrupo de Sylow, para cada primo em π(G).

Lema 1.4.6 (Lema 10.1.2 [15]). Se ϕ é um automor�smo livre de pontos �xos de G, então

ϕ deixa invariante somente um p-subgrupo de Sylow, para cada primo p divisor da ordem

de G.

Os próximos dois resultados dizem respeito a grupos admitindo um automor�smo de

ordem prima sem pontos �xos. Eles juntos dizem que se um grupo �nito admite um

automor�smo de ordem prima p sem pontos �xos, então tal grupo é nilpotente de classe

limitada apenas em termos de p.

Teorema 1.4.7 (Higman [17]). Se G é um grupo nilpotente admitindo um automor�smo

livre de pontos �xos de ordem prima p, então a classe de nilpotência de G é limitada por

uma função h(p) que depende apenas de p.

Teorema 1.4.8 (Thompson [40]). Se G admite um automor�smo livre de pontos �xos de

ordem prima, então G é nilpotente.

É importante ressaltar que é possível construir exemplos de grupos não nilpotentes

admitindo um automor�smo livre de pontos �xos. Um exemplo pode ser encontrado em

[15, pag. 336]. Por outro lado, como um corolário da classi�cação dos grupos simples

�nitos temos que um grupo �nito admitindo um automor�smo sem pontos �xos é solúvel,

veja por exemplo [16]. Diante disso, temos o seguinte teorema.

Teorema 1.4.9. Se G admite um automor�smo livre de pontos �xos, então G é solúvel.

De um modo geral, no teorema acima não sabemos se o comprimento derivado de

G pode ser limitado em função da ordem do automor�smo. Entretanto, vale o seguinte

resultado para o comprimento de Fitting.

Teorema 1.4.10 (Dade [7]). Se G admite um automor�smo livre de pontos �xos de ordem

n, então a altura de Fitting de G é limitado por uma função que depende apenas de n.
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1.5 Grupos de Frobenius

A seguir apresentamos propriedades básicas de uma importante �classe� de grupos

�nitos, os chamados Grupos de Frobenius. O estudo de tais grupos motivaram inúmeros

avanços na teoria dos grupos �nitos, tais como a classi�cação dos grupos cujos subgrupos

de Sylow são cíclicos ou quatérnio generalizado, o Teorema de Thompson sobre grupos

com um automor�smo sem pontos �xos e etc.. Mais informações sobre esse interessante

assunto podem ser encontradas ao longo de todo o Livro [15].

Seja H um subgrupo de um grupo �nito G. Considere Ω = {Hxi | xi ∈ G, 1 ≤ i ≤ n}
o conjunto formado pelas classes laterais de H em G. Para cada x ∈ G podemos de�nir

uma permutação πx do conjunto Ω do seguinte modo

πx(Hxi) = Hxix, para cada 1 ≤ i ≤ n.

É sabido que a aplicação πH que associa a cada x ∈ G a permutação πx é um homomor-

�smo de G no grupo de permutação do conjunto Ω, o qual podemos identi�car com o

grupo simétrico Sn. O núcleo do homomor�smo πH é o conjunto

N = {x ∈ G | x ∈ x−1i Hxi para todo i, 1 ≤ i ≤ n}.

Chamamos πH de representação transitiva de G sobre o grupo de permutações das

classes (a esquerda) de H. O caso em que H = 1 é chamado de representação regular.

De acordo com a de�nição anterior, vemos que o grupo G/N age transitivamente sobre

o conjunto Ω, ou seja, dado dois elementos Hxl e Hxm em Ω, existe g ∈ G/N tal que

πg(Hxl) = Hxm. Mais ainda, vemos que o subgrupo πH(Hxi) é o subgrupo que �xa o

elemento Hxi e que na representação regular somente o elemento neutro de G �xa mais

de um elemento de Ω.

De�nição 1.5.1. Dado um grupo G, dizemos que um subgrupo H é disjunto de seus

conjugados se H ∩Hx = H ou H ∩Hx = 1, para todo x ∈ G.

Usando a de�nição do homomor�smo πH , vemos que H é disjunto de seus conjugados

se πH(H) �xa apenas os elementos {Hxi}, onde xi normaliza H.

De�nição 1.5.2 (Grupo de Frobenius). Seja H um subgrupo não trivial de um grupo

�nito G. Dizemos que G é um grupo de Frobenius com complemento H se H é disjunto

de seus conjugados e é seu próprio normalizador em G.

Em outras palavras, um grupo de Frobenius pode ser visto como um grupo de per-

mutações de um conjunto Ω (as classe de H) onde somente a identidade �xa mais do que
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um elemento, mas os subgrupos que �xam um elemento de Ω são não triviais (a saber,

πH(Hxi) �xa somente o elemento Hxi).

O próximo teorema é devido a Frobenius.

Teorema 1.5.3 (Teorema 4.5.1 [15]). Seja G um grupo de Frobenius com complemento

H. Considere o conjunto Ω = {Hxi | xi ∈ G, 1 ≤ i ≤ n} das classe laterais de H e

o homomor�smo πH . Então o subconjunto de G consistindo da identidade junto com os

elementos x tais que πx não �xam nenhum elemento de Ω formam um subgrupo normal

K de G de ordem igual ao índice de H em G.

O subgrupo K descrito no teorema anterior é chamado de núcleo de Frobenius de G.

Além disso, temos

K = {1} ∪

(
G \

⋃
g∈G

Hg

)
.

O próximo resultado, em um certo sentido, nos permite construir grupos de Frobenius

a partir do grupo de automor�smos de um grupo �nito. Também nos mostra uma relação

entre os grupo de Frobenius e os automor�smos sem pontos �xos.

Teorema 1.5.4. Sejam B um grupo �nito e A um subgrupo de Aut(B). Suponha que

para todo elemento não trivial de a ∈ A temos CB(a) = 1. Então o produto semidireto

G = B o A de B por A é um grupo de Frobenius com núcleo B e complemento A.

Demonstração. Primeiro mostramos que A é seu próprio normalizador. Note que dado

x ∈ G temos Ax = Ab, para algum b ∈ B, pois G = BA. Suponha que Ab = A, para

algum b ∈ B. Então [a, b] ∈ A, para todo a ∈ A. Por outro lado, como B é normal em G,

temos que [a, b] ∈ B. Sendo assim, como B ∩ A = 1, temos [a, b] = 1, para todo a ∈ A.
Mas isso signi�ca ba = b, para todo A, ou seja, b ∈ CB(A) = 1.

Agora, precisamos mostrar que A∩Ab = A ou A∩Ab = 1, para todo b ∈ B. Suponha
que A ∩ Ab 6= 1 e �xe a ∈ A ∩ Ab. Então [a, b] ∈ A ∩ B = 1. Portanto, b ∈ CB(a) = 1 e

temos A ∩ Ab = A.

Encerramos esta seção com um teorema que lista as principais propriedades de um

grupo de Frobenius, sua demostração pode ser encontrada em [15, Teoremas 2.7.6 e 10.3.1].
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Teorema 1.5.5. Seja G um grupo de Frobenius com complemento H e núcleo K. Então:

(i) G = KH com H ∩K, ou seja, G é o produto semidireto de K por H;

(ii) |H| divide |K| − 1;

(iii) Todo elemento de H \ {1} induz por conjugação um automor�smos de K o qual �xa

somente o elemento identidade de K;

(iv) CG(y) ⊆ K, para todo elemento não trivial y ∈ K.

(v) K é nilpotente e é abeliano se |H| é par.

(vi) Os p-subgrupos de Sylow de H são cíclicos, se p é ímpar, e são cíclicos ou quatérnios

generalizados se p = 2.

(vii) Qualquer subgrupo de H de ordem pq, onde p e q são primos, é cíclico.

(viii) Se |H| é ímpar, então H é metacíclico, enquanto que se |H| é par, H possui um

único elemento de ordem dois, o qual necessariamente pertence ao centro.

1.6 Teoria de representações

Discutimos aqui apenas alguns fatos básicos da Teoria de Representações Lineares.

Nosso objetivo principal é apresentar o Teorema de Cli�ord, o qual será usado no Capítulo

3.

Sejam F um corpo e V um espaço vetorial de dimensão �nita sobre F e GL(V ) o

grupo de transformações lineares invertíveis de V . Dado um grupo G, um homomor�smo

ρ : G → GL(V ) é dito uma representação linear de G sobre V . O núcleo K de ρ é

chamado de núcleo da representação. Se o homomor�smo ρ é injetivo, dizemos ρ é uma

representação �el de G.

Duas representações ρ e ν de G sobre V são ditas equivalentes se existe um isomor�smo

φ : V → V tal que ρ(g)φ = φν(g), para todo g ∈ G.

A dimensão de V sobre F é dita grau da representação ρ. Uma representação de

grau 1 é chamada de representação a�m. Neste trabalho nos restringimos apenas às

representações de grau �nito.

Se W é um subespaço de V invariante por ρ(G), então claramente ρ induz uma re-

presentação de G sobre W , a qual chamamos de restrição de ρ em W e denotamos por

ρ |W .
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Uma representação ρ de G sobre V é dita irredutível se 0 e V são os únicos subespaços

ρ(G)-invariantes de V . Caso contrário, dizemos que ρ é redutível. Além disso, dizemos

que uma representação ρ de G sobre V é completamente redutível quando

V = V1 ⊕ V2 ⊕ · · ·Vr,

onde cada Vi é um subespaço ρ(G)-invariante não trivial de V e ρ |Vi é irredutível.

Às vezes é mais conveniente tornar o espaço vetorial V um FG-módulo à esquerda

de�nindo gv = ρ(g)(v), para todo, g ∈ G e v ∈ V . Feito isto, podemos usar a linguagem

de módulos em vários conceitos que já de�nimos. Assim, por exemplo, um subespaço

ρ(G)-invariante se torna um FG-submódulo de V e V é FG-módulo irredutível se 0 e V

são os únicos FG-submódulos de V . Além disso, é interessante notar que cada elemento

de G se torna uma transformação linear de V , assim conceitos como os de autovalor e

autovetor também podem ser usados.

Iniciamos apresentando alguns resultados básicos da teoria de representação de grupos

abelianos. Uma demonstração dos resultados apresentados aqui pode ser encontrada em

[15, Cap. 3].

Lema 1.6.1. Seja V um FG-módulo, onde V é espaço vetorial sobre F. Se um elemento

z ∈ Z(G) possui um autovalor λ em F, então zv = λv, para todos v ∈ V . Em particular,

se V é um G-módulo �el, então z = 1 ou λ 6= 1.

O lema acima é particularmente importante no estudo de representação de grupos

abelianos sobre um corpo algebricamente fechado, pois diz que todo elemento se comporta

como uma transformação escalar. Ele também é usado para demonstrar os seguintes

teoremas.

Teorema 1.6.2. Se ρ é uma representação irredutível de um grupo abeliano G com núcleo

K, então G/K é cíclico. Em particular, um grupo abeliano não cíclico não possui uma

representação irredutível e �el.

Teorema 1.6.3. Seja G um grupo abeliano de ordem n e F um corpo que contém a

n-ésima raiz da unidade. Então toda representação irredutível de G sobre F é a�m.

O teorema seguinte nos dá um critério su�ciente para uma representação ser comple-

tamente irredutível.

Teorema 1.6.4 (Maschke - Teorema 3.3.1 [15]). Seja ρ uma representação de G sobre

V , onde V é um espaço vetorial sobre F. Assuma que F é de característica 0 ou de

característica coprima com |G|. Então ρ é completamente redutível.
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Uma aplicação dos resultados acima para a Teoria de Grupos é o teorema seguinte:

Teorema 1.6.5. Seja Q um q-grupo abeliano elementar e seja P um p-subgrupo abeliano

elementar não cíclico de Aut(Q), onde p 6= q. Então

Q =
∏

x∈P\{1}

CQ(x).

O teorema acima pode ser usado para provar que um grupo de Frobenius KB com

núcleo cíclico K e complemento H é necessariamente metacíclico, pois nesse casso H deve

ser abeliano e, como todo elemento do complemento age sem pontos �xos o teorema acima

implica que H deve ser cíclico.

Finalizamos esta seção com o Teorema de Cli�ord, cuja demonstração pode ser encon-

trada em [15, Teorema 3.4] . Dados uma representação irredutível de um grupo G sobre

V e um subgrupo normal H de G, ele nos permite saber como o espaço V se decompõe

em relação a ação de H. Vale também ressaltar que neste trabalho, especi�camente no

Capítulo 3, estamos mais interessados no item (iii) do Teorema de Cli�ord.

Teorema 1.6.6 (Cli�ord). Sejam V um G-módulo irredutível e H um subgrupo normal

de G. Então V é uma soma direta de subespaços H-invariantes Vi, 1 ≤ i ≤ r, os quais

satisfazem as seguintes condições:

(i) Vi = Xi1⊕Xi2⊕· · ·⊕Xit, onde cada Xij é um H-submódulo irredutível, 1 ≤ i ≤ r, t

é independente de i, e Xij, Xi′j′ são H-submódulos isomorfos se e somente se i = i′.

(ii) Para qualquer H-submódulo U de V , temos U = U1 ⊕ U2 ⊕ · · · ⊕ Ur, onde Ui =

U ∩ Vi, 1 ≤ i ≤ r. Em particular, qualquer H-submódulo irredutível de V está

contido em algum dos Vi.

(iii) Para cada x ∈ G, a aplicação Π(x) : Vi 7→ xVi, 1 ≤ i ≤ r é uma permutação do

conjunto S = {V1, V2, . . . , Vr} e Π induz um representação transitiva de G sobre S

por grupo de permutações. Além disso, o subgrupo HCG(H) está contido no núcleo

de Π.

Produto tensorial

Em certas circunstâncias, demonstrações que envolvem as representações lineares se

tornam mais fáceis se o corpo F contém uma raizm-ésima da unidade, param conveniente,

ou até mesmo que seja algebricamente fechado. A �m de contornar esse tipo de problema,
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apresentamos o conceito de Produto Tensorial e alguns aspectos básicos desta teoria.

Maiores detalhes sobre este assunto podem ser encontrados em [27].

Sejam A e B dois espaços vetoriais sobre um corpo F. O produto tensorial A ⊗F B é

de�nido como um par (W,ψ), onde W é um espaço vetorial sobre F e ψ : A × B → W

é uma aplicação bilinear que satisfaz a seguinte propriedade universal: para todo espaço

vetorial W ′ sobre F e para toda aplicação bilinear φ : A × B → W ′, existe uma única

T : W → W ′ linear tal que φ(u, v) = T (ψ(u, v)) para todos u ∈ A e v ∈ B. As seguintes
propriedades valem para o produto tensorial A⊗F B:

r(a⊗ b) = ra⊗ b = a⊗ rb,
a⊗ (b1 + b2) = a⊗ b1 + a⊗ b2,
(a1 + a2)⊗ b = a1 ⊗ b+ a2 ⊗ b,

onde r ∈ F; a, a1, a2 ∈ A; b, b1, b2 ∈ B.

O seguinte exemplo de produto tensorial será usado no Capítulo 3. Considere Fp o

corpo com p elementos. Sejam V um espaço vetorial sobre Fp e k um corpo de decompo-

sição de algum polinômio sobre Fp. Sabemos que o corpo k também pode ser considerado

como um espaço vetorial sobre Fp. Sendo assim, podemos de�nir o produto tensorial

V ⊗Fp k.

É interessante observar que o produto tensorial V ⊗Fp k pode ser considerado como

um espaço vetorial sobre k, de�nindo o produto por um elemento β ∈ k como β(a⊗ b) =

(a ⊗ βb). Além disso, dado um automor�smo ϕ de V , podemos considerar ϕ como um

automor�smo de V ⊗Fp k fazendo ϕ agir de forma trivial sobre k, ou seja, (a⊗b)ϕ = aϕ⊗b,
para todo a⊗ b ∈ V ⊗Fp k.

O próximo resultado nos dá uma relação entre os pontos �xos de ϕ em V e os pontos

�xos de ϕ em V ⊗Fp k.

Lema 1.6.7. Considerando Ṽ = V ⊗Fp k o produto tensorial de�nido acima e ϕ um

automor�smo de V agindo sobre Ṽ da forma descrita anteriormente, temos

CṼ (ϕ) = CV (ϕ)⊗Fp k

.

Encerramos esta seção com um teorema que relaciona as representação sobre V e as

representações sobre V ⊗Fp k.

Teorema 1.6.8 (Teorema 29.7 - Noether, Deuring [6]). Sejam V um espaço vetorial de

dimensão �nita sobre um corpo F e k uma extensão de F. Se duas representações ρ e ν

de V são equivalentes em Ṽ = V ⊗F k, então ρ e ν são equivalentes como representações

de V .
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1.7 Grupos metacíclicos

Um grupo M é dito metacíclico quando contém um subgrupo normal cíclico F tal

que M/F também é cíclico. É imediato veri�car que o produto semidireto de grupos

cíclicos são exemplos de grupos metacíclicos. No entanto, o grupo dos quatérnios Q8 é

um exemplo de grupo metacíclico que não é um produto semidireto de subgrupos cíclicos.

No caso especial onde M possui um subgrupo H isomorfo a M/F tal que M = F o H

dizemos que M é extensão cindida de F por H.

Em geral, um grupo metacíclico M é gerado por dois elementos e possui a seguinte

apresentação

M = 〈a, b | an = 1, bm = au, ab = as〉,

onde n,m, u e s são inteiros positivos que satisfazem sm ≡ 1(mod n) e u(s−1) ≡ 0(mod n).

Outra observação interessante é que o grupo derivadoM ′ deM é cíclico, mas não é verdade

em geral que o grupo quociente M/M ′ seja cíclico, por exemplo Q8/(Q8)
′ é um 2-grupo

abeliano elementar de posto 2.

Grupos diedrais

Um família de grupos metacíclicos, particularmente importante para este trabalho,

são os grupos diedrais, cuja apresentação é:

Dn = 〈h, f | h2 = fn = 1, fh = f−1〉.

O lema seguinte nos diz que na verdade os grupos diedrais são os grupos gerados por

dois elementos de ordem dois. Neste trabalho chamamos de involuções os elementos de

ordem dois de um grupo.

Lema 1.7.1. Seja D um grupo �nito gerado por duas involuções α e β. Então D é um

grupo diedral.

Demonstração. Como α e β são involuções temos que βα é o inverso de αβ. Consequen-

temente (αβ)α = βα = (αβ)−1. Em outras palavras, α leva cada elemento do subgrupo

〈αβ〉 em seu inverso. Por outro lado, vemos que D também é gerado por α e αβ, ou seja,

D é um grupo diedral.
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Como uma consequência do lema acima podemos apresentar um grupo diedral da

seguinte forma

Dn = 〈α, β | α2 = β2 = (αβ)n = 1〉.

Além disso, como α leva cada elemento de F = 〈αβ〉 em seu inverso, vemos que se |αβ| é
ímpar, então α age sobre F sem ponto �xos, consequentemente, pelo Lema 1.5.4, o grupo

Dn é um grupo de Frobenius com núcleo F e complemento 〈α〉.

Seja D = 〈α, β〉 um grupo diedral gerado por duas involuções α e β. O próximo lema

diz que α e β são conjugados se, e somente se, D é um grupo de Frobenius.

Lema 1.7.2. Seja D um grupo diedral gerado por duas involuções α e β. Então α e β

são conjugados se, e somente se, |αβ| é ímpar.

Demonstração. Fixe f = αβ. Assim, temos D = 〈α, f〉 e β = αf . Mais ainda, vemos que

é su�ciente veri�car se α e β são conjugados por um elemento em 〈f〉. Por outro lado,

dado f i ∈ 〈f〉 temos

αf
i

= α[α, f i] = α(f i)2 = α(f 2)i.

Portanto, α e β conjugados se, e somente se, existe um inteiro i tal que α(f 2)i = β =

αf . Isso signi�ca que f é alguma potência de f 2, ou seja, signi�ca que f 2 gera o subgrupo

〈f〉. Por outro lado, sabemos que f 2 gera 〈f〉 se, e somente se, |〈f〉| é ímpar, o que conclui

o teorema.

Automor�smos cindidos

A �m de entender melhor a classe de grupos metacíclicos que consideramos neste

trabalho precisamos da seguinte de�nição.

De�nição 1.7.3. Um automor�smo α de um grupo F é dito automor�smo cindido

de ordem p se

αp = 1 e x · xα · xα2 · · · · · xαp−1

= 1,

para todo x ∈ F .

Note que não excluímos o caso onde α = 1, o qual implica que F possui expoente p.

Outro exemplo é fornecido se F é abeliano e α age sobre F levando cada elemento em seu

inverso, neste caso α é um automor�smo de ordem 2. Em particular, se F é cíclico então

o produto semidireto F 〈α〉 é um grupo diedral. Note ainda, que se um automor�smo ϕ

de ordem p age livre de pontos �xos sobre F , como por exemplo um elemento de ordem p
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do complemento de um grupo Frobenius age sobre o núcleo, então pelo item (ii) do Lema

1.4.4, o automor�smo ϕ é cindido.

Claramente vemos que se α é um automor�smo cindido de ordem p, então o subgrupo

dos pontos �xos de α possui expoente p. Consequentemente, se F é um p′-grupo, então α é

um automor�smo de F livre de pontos �xos de F . Mais informações sobre automor�smos

splitting de ordem prima podem ser encontradas em [27, Cap. 07].

Agora, seja M = FH um grupo �nito o qual é um produto de um subgrupo normal

F e um subgrupo H. Assuma que todos elementos em M \ F possuem ordem prima p.

Então, usando a identidade

x · xα · xα2 · · · · · xαp−1

= (xα−1)pαp,

concluímos que um elemento não trivial α ∈ H é um automor�smo splitting de ordem p

de F , pois ambos xα−1 e α não pertencem a F .

Encerramos esta breve introdução sobre grupos metacíclicos provando alguns resulta-

dos que nos permitem entender melhor a família de grupos metacíclicos considerados neste

trabalho. Sendo assim, no restante desta seção consideramos M = FH um grupo �nito

o qual é um produto de dois subgrupos cíclicos F e H, onde F é um subgrupo normal e

todos os elementos de M \ F possuem ordem prima p.

Lema 1.7.4. Se o subgrupo CF (H) não é trivial, então ele é o subgrupo de ordem p de

F .

Demonstração. Como um elemento não trivial α ∈ H é um automor�smo splitting de

ordem prima p de F , temos que o subgrupo CF (H) possui expoente p. Por outro lado, um

p-grupo �nito não age sem pontos �xos sobre outro p-grupo, pelo Lema 1.4.1. Portanto,

CF (H) é trivial se, e somente se, F é um p′-grupo e, caso contrário, CF (H) é o subgrupo

de ordem p de F .

Teorema 1.7.5. Se p é ímpar, então F/CF (H) é um p′-grupo.

Demonstração. A �m de provar que F/CF (H) é um p′-grupo é su�ciente provar que

F/CF (α) é um p′-grupo para qualquer α ∈ H.

Suponha que F/CF (α) não seja um p′-grupo. Pelo Lema 1.4.1, temos que CF/CF (α)(α)

é não trivial, pois o p-subgrupo de Sylow de F/CF (α) é H-invariante.

Agora, seja x um elemento não trivial de CF/CF (α)(α) e seja x uma imagem inversa de

x em F . Assim, existe um elemento b ∈ CF (α) tal que xα = xb, mais ainda xα
i

= xbi.
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Logo temos

1 = xxα · · · · · xαp−1

= x(xb)(xb2) · · · · · (xbp−1) = xb
p(p−1)

2 = xp,

que é uma contradição, pois todos os elementos de ordem p pertencem a CF (H).

Note que um grupo diedral de ordem 2n, com n ≥ 3, é um contra-exemplo para o caso

p = 2.

Corolário 1.7.6. Se p é ímpar, então F = CF (H)Fp′, onde Fp′ é o p′-subgrupo maximal

de F . Além disso, se Fp′ é não trivial, então Fp′H é um grupo de Frobenius com núcleo

Fp′ e complemento H.

1.8 Álgebras de Lie

Apresentamos agora algumas propriedades básicas sobre álgebras de Lie. Além disso,

no �nal da seção apresentamos alguns resultados sobre álgebras de Lie admitindo um

automor�smo sem pontos �xos, os quais usaremos no último capítulo.

De�nição 1.8.1. Um espaço vetorial L sobre um corpo F, com uma operação produto

L× L −→ L, onde o par (x, y) é levado em [x, y], é chamado uma álgebra de Lie sobre

F se os seguintes axiomas são satisfeitos:

(i) A operação produto é bilinear, isto é, para todos x, x1, x2, y, y1, y2 ∈ L e α ∈ F,
[x1 + x2, y] = [x1, y] + [x2, y],

[x, y1 + y2] = [x, y1] + [x, y2],

α[x, y] = [αx, y] = [x, αy];

(ii) [x, x] = 0, para todo x ∈ L;

(iii) [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0, para todos x, y, z ∈ L.

O axioma (iii) é conhecido como Identidade de Jacobi e o produto [a, b] é usualmente

chamado de comutador de a e b.

Dada uma álgebra Lie L, dizemos que um subconjunto B de L é uma subálgebra de

Lie, se B é um subespaço vetorial de A e a operação produto é fechada em B. Em outras

palavras, se B é uma álgebra de Lie contida em L. Dizemos que uma subálgebra I é um

ideal de L se, dado b ∈ I, temos [a, b] ∈ I, para todos a ∈ L.
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De maneira análoga ao que foi feito para grupos, vamos de�nir, por indução, o comu-

tador de r elementos x1, x2, . . . , xr como [x1, x2, . . . , xr] = [[x1, . . . , xr−1], xr].

Dado um elemento a ∈ L, de�nimos o centralizador de a em L como sendo a subálgebra

CL(a) = {x ∈ L : [x, a] = 0}.

Analogamente, dado um subconjunto H de L, de�nimos

CL(H) = {x ∈ L : [x, h] = 0, para todo h ∈ H}.

Dados dois ideais H e K de uma álgebra de Lie L, conseguimos um novo ideal [H,K]

de L, de�nindo [H,K] como o subgrupo aditivo

〈[h, k] : h ∈ H e k ∈ K〉.

Dado um elemento x ∈ L, de�nimos o operador adjunto associado a x como a aplicação

linear adx : L −→ L onde adx(y) = [y, x].

De�nição 1.8.2. Um elemento x de uma álgebra de Lie L é chamado ad-nilpotente se

existe um inteiro positivo k tal que (adx)k = 0, ou seja,

[y, x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
k

] = 0, para todo y ∈ L.

Se k é o menor inteiro com esta propriedade, então dizemos que x é ad-nilpotente de

índice k.

De�nimos a seguir duas séries de ideais de uma álgebra de Lie L, que são análogas às

séries derivada e central inferior de um grupo G.

De�nição 1.8.3. A série derivada de uma álgebra de Lie L é de�nida como:

L(0) = L;
L(1) = [L,L];

...
L(n) = [L(n−1), L(n−1)].

Uma álgebra de Lie é dita solúvel de comprimento derivado n quando n é o menor

número natural tal que L(n) = 0.

De�nição 1.8.4. De�nimos a série central inferior de uma álgebra de Lie L do se-

guinte modo:

γ1(L) = L;
γ2(L) = [L,L];

...
γs+1(L) = [γs(L), L].
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Dizemos que uma álgebra de Lie é nilpotente de classe c quando c é o menor número

natural tal que γc+1(L) = 0.

De�nimos o centro Z(L) de uma álgebra de Lie L como

Z(L) = {z ∈ L | [z, a] = 0, para todo a ∈ L}

.

Enunciamos agora versões dos Teoremas 1.1.3, 1.1.5 e 1.1.6 para álgebras de Lie. As

demonstrações são análogas às da Teoria de Grupos.

Teorema 1.8.5. Dada uma álgebra de Lie L, as seguintes a�rmações são equivalentes:

(i) γc+1(L) = 0;

(ii) [x1, x2, . . . , xc+1] = 0, para todos x1, x2, . . . , xc+1 ∈ L;

Teorema 1.8.6. Uma álgebra de Lie L é nilpotente de classe c > 1 se, e somente se,

L/Z(L) é nilpotente de classe c− 1.

Teorema 1.8.7. Se uma álgebra de Lie L é gerada por um subconjunto X, então L é

nilpotente de classe ≤ c se, e somente se, todo comutador de peso c+ 1 com entradas em

X é igual a 0.

Teorema 1.8.8 (Hall [18]). Seja N um ideal de uma álgebra de Lie L. Se N é nilpotente

de classe k e L/[N,N ] é nilpotente de classe c, então L é nilpotente e sua classe de

nilpotência é limitada por (c− 1)k(k+1)
2

+ k.

Claramente o conceito de automor�smo livre de pontos �xos, de�nido para grupos,

pode ser interpretado para uma álgebra de Lie. Dito isso, �nalizamos esta seção com

dois resultados importantes sobre álgebras de Lie (ou anéis de Lie) que são análogos aos

Teoremas 1.4.8 e 1.4.9, uma demonstração pode ser encontrada em [27, Cap. 4].

Teorema 1.8.9 (Kreknin). Se uma álgebra de Lie L admite um automor�smo livre de

pontos �xos de ordem n, então L é solúvel de comprimento derivado no máximo 2n−1− 1.

É interessante comparar o teorema acima com o Teorema 1.4.9. Para uma álgebra de

Lie, admitindo um automor�smo livre de pontos �xos de ordem n, temos uma cota superior

para o comprimento derivado. No caso onde um grupo �nito admite um automor�smo

livre de pontos �xos de ordem n, sabemos apenas que tal grupo é solúvel, não sabemos se

existe uma cota superior para o comprimento derivado.

Teorema 1.8.10 (Higman, Kreknin, Kostrikin). Se uma álgebra de Lie admite um au-

tomor�smo livre de pontos �xos de ordem prima p, então L é nilpotente de classe h(p),

onde h(p) é um número que depende apenas de p e é no máximo (p−1)2p−1−1−1
p−2 .
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1.9 Álgebra de Lie associada a um p-grupo

O objetivo principal aqui é apresentar uma álgebra de Lie associada a um p-grupo a

qual nos permite obter subgrupos potentes de índice limitado em função de parâmetros

convenientes. Vale relembrar que existem outras maneiras de associar uma álgebra ou

anel de Lie a um grupo, veja por exemplo [26], [27].

Seja p um número primo arbitrário e �xado. Dado um grupo G, �xamos

Di = Di(G) =
∏
jpk≥i

γj(G)p
k

.

Os subgrupos Di são chamados de série de Jenning-Zassenhaus do grupo G. Esta série

satisfaz as inclusões

[Di, Dj] ≤ Di+j e Dp
i ≤ Dpi

para todos i, j. Estas propriedades permitem construir uma álgebra de Lie DL(G) sobre

Fp, o corpo com p elementos, da seguinte maneira: considere os quocientes

Li = Di/Di+1

como espaços vetoriais sobre Fp e, de�na DL(G) como a soma direta destes espaços

DL(G) =
⊕
i

Li.

Os espaços vetoriais Li são chamados de espaços homogêneos, e seus elementos de

elementos homogêneos de grau i. O comutador em G induz uma operação binária [·, ·]
em DL(G) da seguinte forma: para elementos homogêneos xDi+1 ∈ Di/Di+1 e xDj+1 ∈
Dj/Dj+1 de�nimos o produto por

[xDi+1, yDj+1] = [x, y]Di+j+1 ∈ Di+j/Di+j+1

e em seguida estendemos para elementos arbitrários de DL(G) por linearidade. Feito isso,

o espaço DL(G) com as operações + e [·, ·] se torna uma álgebra de Lie sobre Fp.

A seguir apresentamos um lema devido a Lazard que relaciona a ordem dos elementos

de G e o índice do operador adjunto associado a elementos homogêneos de DL(G). Para

um elemento x ∈ Di \Di+1 denotamos por x o elemento xDi de DL(G).

Lema 1.9.1 (Lazard [30]). Para todo x ∈ G, temos (adx)p = adxp. Consequentemente,

se x possui ordem pr, então x é ad-nilpotente de índice no máximo pr.

Como um corolário do Lema de Lazard, temos o seguinte resultado.
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Corolário 1.9.2. Suponha que G seja um p-grupo o qual é uma extensão de um grupo

nilpotente de classe c por um grupo de expoente e. Então, para qualquer x ∈ G, x é

ad-nilpotente de índice no máximo (c+ 1)e.

Demonstração. Claramente podemos assumir que e é uma potência de p. Agora, como

Ge é um subgrupo normal nilpotente de classe no máximo c e [y, xe] ∈ Ge, para quaisquer

x, y ∈ G, concluímos usando o lema de Lazard que

[y, x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
(c+1)e

] = [y, xe, . . . , xe︸ ︷︷ ︸
c+1

] = 0,

como desejado.

Denotamos por Lp(G) a subálgebra gerada por L1 = D1/D2. O próximo teorema é o

principal resultado desta seção, ele relaciona a classe de nilpotência de Lp(G) com o índice

de subgrupos potentes de G. Uma demonstração pode ser encontrada em [19, Proposição

1].

Teorema 1.9.3. Suponha que G seja um p-grupo gerado por d elementos tal que a álgebra

de Lie associada Lp(G) é nilpotente de classe c. Então G possui um subgrupo potente

característico de índice limitado apenas por c, d e p.

O próximo teorema estabelece um critério de nilpotência para a álgebra Lp(G), sua

demonstração pode ser encontrada em [25].

Teorema 1.9.4. Suponha que G seja um p-grupo gerado por d elementos tal que a álge-

bra de Lie associada Lp(G) é solúvel de comprimento derivado k e que as componentes

Li sejam geradas por elementos ad-nilpotentes de índice no máximo r. Então Lp(G) é

nilpotente de classe limitada apenas por d, k e r.



Capítulo 2
Grupos metacíclicos como grupo de

automor�smos

Como mencionado na introdução, Khukhro, Makarenko e Shumyatsky provaram em

[25] que se um grupo �nito G admite um grupo de Frobenius KB como grupo de au-

tomor�smos com núcleo K agindo livre de pontos �xos, então várias propriedades de

G estão diretamente relacionadas com as respectivas propriedades do centralizador do

complemento B.

Em [39] Shumyatsky demonstrou resultados análogos para um grupo diedral de au-

tomor�smos. Mais especi�camente ele provou que se um grupo �nito G admite duas

involuções α e β como automor�smos tal que CG(αβ) = 1, então várias propriedades de

G estão diretamente relacionadas às respectivas propriedades de CG(α) e CG(β).

O objetivo desta seção é apresentar alguns resultados provados em [25] e [39], e utilizá-

los para iniciar nosso estudo sobre grupos metacíclicos como grupo de automor�smos.

Além disso, assim como no capítulo anterior, as noções e resultados aqui apresentados

servirão como ferramentas para os próximos capítulos.

2.1 Grupos de Frobenius como grupos de
automor�smos

Aqui apresentamos alguns resultados demonstrados em [25].

Teorema 2.1.1. Seja G um grupo �nito que admita um grupo de Frobenius de automor-

�smos KB com núcleo K e complemento B. Se N é um subgrupo normal KB-invariante

de G tal que CN(K) = 1, então CG/N(B) = CG(B)N/N .
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É interessante observar que no teorema acima não assumimos que a ordem de B é

coprima com a ordem de G.

O próximo teorema, em um certo sentido, nos diz que é natural esperar que algumas

propriedades de um grupo �nito admitindo um grupo de Frobenius de automor�smos

estejam relacionadas com as respectivas propriedades dos pontos �xos do complemento

sempre que o núcleo age sem pontos �xos.

Teorema 2.1.2. Seja G um grupo �nito que admita um grupo de Frobenius de automor-

�smos KB com núcleo K e complemento B tal que CG(K) = 1. Então

G = 〈CG(B)k | k ∈ K〉.

Uma observação interessante e que será útil posteriormente é que, pelo Teorema 2.1.2

temos G = 〈CG(x) | x ∈ KB \K〉, ou seja, G é gerado pelos centralizadores dos elementos

de fora do núcleo K, uma vez que CG(B)k = CG(Bk) e bk ∈ KB\K, para todo 1 6= b ∈ B.

Teorema 2.1.3. Seja G um grupo �nito que admita um grupo de Frobenius de automor-

�smos KB com núcleo K e complemento B tal que CG(K) = 1. Então

(i) |G| = |CG(B)||B|;

(ii) o posto de G é limitado por uma função que depende apenas de |B| e do posto de

CG(B);

(iii) se CG(B) é nilpotente, então G é nilpotente.

O teorema acima, em particular o item (iii), não nos dá um limitante para a classe

de nilpotência de G. Na verdade, em [25] foi apresentado um exemplo que mostra que,

em um caso geral, a classe de nilpotência não pode ser limitada em função de |B| e
da classe de nilpotência de CG(B). No entanto, no mesmo trabalho está demonstrado o

teorema seguinte, o qual é uma generalização da resposta a�rmativa, dada por Makarenko

e Shumyatsky, do problema 17.72(a) proposto por Mazurov no Kourovka Notebook [44].

Teorema 2.1.4. Seja KB um grupo de Frobenius com núcleo cíclico K e complemento

B que age sobre um grupo �nito G de tal modo que CG(K) = 1 e CG(B) seja nilpotente

de classe c. Então G é nilpotente de classe limitada somente em função de c e |B|.

Embora não saibamos se no mesmo contexto do teorema acima, o expoente de G pode

ser limitado em função apenas de |B| e do expoente do subgrupo CG(B), em [25] foi obtido

um teorema que nos fornece informações sobre seu expoente.
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Teorema 2.1.5. Seja KB um grupo de Frobenius com núcleo cíclico K e complemento

B que age sobre um grupo �nito G de tal modo que CG(K) = 1 e CG(B) possua expoente

t. Então o expoente de G é limitado somente em função de t e de |KB|.

2.2 Grupos diedrais como grupos de automor�smos

A seguir, apresentamos alguns resultados provados em [39] que são os análogos, para

um grupo diedral de automor�smos, dos Teoremas 2.1.4 e 2.1.5, apresentados para grupos

de Frobenius de automor�smos.

Teorema 2.2.1. Seja D = 〈α, β〉 um grupo diedral gerado por duas involuções α e β.

Suponha que D aja sobre um grupo �nito G de tal maneira que CG(αβ) = 1. Então

G = CG(α)CG(β).

O teorema acima nos mostra que é natural esperar que algumas propriedades de um

grupo G, admitindo um grupo diedral de automor�smos D = 〈α, β〉, esteja relacionadas

com as respectivas propriedades de CG(α) e CG(β), sempre que CG(αβ) = 1.

Como uma consequência do resultado acima, Shumyatsky também provou em [39] que

|G| = |CG(α)||CG(β)| e que o posto de G é limitado somente em termos do posto de CG(α)

e do posto de CG(β).

O próximo resultado é o análogo dos Teoremas 2.1.3(iii) e 2.1.4.

Teorema 2.2.2. Seja D = 〈α, β〉 um grupo diedral gerado por duas involuções α e β.

Suponha que D aja sobre um grupo �nito G de tal maneira que CG(αβ) = 1 e ambos

centralizadores CG(α) e CG(β) são nilpotentes de classe c. Então G é nilpotente e sua

classe de nilpotência é limitada somente em termos de c.

O seguinte exemplo foi proposto em [39]. Ele mostra que no teorema acima não é

su�ciente que apenas CG(α) seja nilpotente.

Exemplo 2.2.3. Seja S um grupo abeliano elementar de ordem 132 gerado por dois

elementos a e b e seja c o automor�smo de S tal que ac = a3 e bc = b9. Denote por

G o produto semidireto S〈c〉. O grupo G admite um automor�smo f de ordem 4 tal que

(1) af = b, bf = a−1 e cf = c−1.

Mais ainda, o grupo G admite um automor�smo β de ordem 2 tal que
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(2) aβ = a−1, bβ = b e cβ = c.

Seja α = βf . Então α é um automor�smo de ordem 2. Além disso, é imediato veri�car

que CG(f) = 1 e CG(α) ≤ S. Logo, CG(α) é abeliano. Por outro lado, vemos que G não

é um grupo nilpotente.

Encerramos com o teorema análogo ao Teorema 2.1.5.

Teorema 2.2.4. Seja D = 〈α, β〉 um grupo diedral gerado por duas involuções α e β.

Suponha que D age sobre um grupo �nito G de tal maneira que CG(αβ) = 1 e ambos

centralizadores CG(α) e CG(β) possuem expoente dividindo t. Então o expoente de G é

limitado somente em termos de t e de |D|.

2.3 Novos resultados

Iniciamos agora a apresentação de novos resultados sobre grupos �nitos admitindo

um grupo metacíclico de automor�smos. Levando em conta que o conjunto de hipóteses

usadas nos resultados do restante desta seção é sempre o mesmo, sempre que não for dito

o contrário, usaremos as seguintes hipóteses e notações.

Hipóteses e Notação 2.3.1. Seja M = FH um grupo �nito o qual é um produto de

dois subgrupos cíclicos F e H, onde F é um subgrupo normal e todos os elementos de

M \ F possuem ordem prima p. Seja G um grupo �nito admitindo M como grupo de

automor�smos de modo que CG(F ) = 1.

Lema 2.3.2. O grupo G é solúvel e sua altura de Fitting é limitada por uma função que

depende apenas de |F |.

Demonstração. É uma consequência dos Teoremas 1.4.9 e 1.4.10, uma vez que F = 〈f〉 e
CG(f) = CG(F ) = 1.

Lema 2.3.3. Para cada primo q divisor da ordem de G existe somente um q-subgrupo de

Sylow M-invariante em G.

Demonstração. Pelo Lema 1.4.6, existe um único q-subgrupo de Sylow F -invariante P em

G. Portanto, como F é normal em M , então P deve ser M -invariante.

Lema 2.3.4. Seja N um subgrupo normal M-invariante de G. Então CG/N(F ) = 1,

CG/N(H) = CG(H)N/N .
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Demonstração. A igualdade CG/N(F ) = 1 segue do Lema 1.4.5. Assim, precisamos provar

apenas a igualdade CG/N(H) = CG(H)N/N .

Considere uma série maximal de subgrupos normais M -invariantes

G > N = N1 > N2 > · · · > Nk > Nk+1 = 1.

Os quocientes Ni/Ni+1 são grupos abelianos elementares. Primeiro assuma que k = 1, ou

seja, que N é um q-subgrupo abeliano elementar para algum primo q. Se p 6= q, então o

resultado segue do Lema 1.4.2. Portanto assumimos que p = q. Seja Fp′ o p′-subgrupo

maximal de F . Então pelo Lema 1.4.3 temos CN(Fp′) = 1 e claramente Fp′H é um grupo

de Frobenius. Agora, usando o Teorema 2.1.1 segue que CG/N(H) = CG(H)N/N . Em

outras palavras, provamos que se N é um q-subgrupo abeliano elementar, então uma classe

lateral gN �xada por H contém um ponto �xo de H.

Agora, suponha que k > 1. Por indução sobre k temos que o resultado é verdadeiro

para G/Nk, ou seja, uma classe lateral gN �xada por H contém uma classe xNk �xada

por H. Por outro lado, pelo parágrafo anterior, xNk possui um elemento �xado por H,

pois Nk é abeliano elementar. Portanto, toda classe lateral gN �xada por H contém um

ponto �xo de H, como queríamos demonstrar.

Lema 2.3.5. Temos que G = 〈CG(x) | x ∈M \ F 〉.

Demonstração. Pelo Lema 2.1.2, precisamos provar apenas para o caso em que M não é

um grupo de Frobenius. Neste caso, o subgrupo A = CF (H)H é um p-grupo abeliano

elementar de posto 2.

Para p = 2, o resultado segue do Teorema 2.2.1. Assim, podemos considerar p um

número primo ímpar.

Primeiro provamos para o caso particular em que G é um q-grupo abeliano elementar

para algum primo q. Suponha p 6= q. Então, pelo Teorema 1.6.5, G = 〈CG(a) | a ∈
A\{1}〉. Denotamos por b o elemento gerador de CF (H). Claramente, precisamos provar

apenas que CG(b) é gerado por pontos �xos de elementos em M \ F . Como na prova do

Lema 2.3.4, seja Fp′ o p′-subgrupo maximal de F . Se Fp′ = 1, então pelo Corolário 1.7.6

F = CF (H) = 〈b〉. Por outro lado CN(b) = CN(F ) = 1, por hipótese. Logo resta provar

quando Fp′ 6= 1. Agora, como CN(F ) = 1 e F = 〈b〉Fp′ temos que Fp′ age sem pontos

�xos em CN(e) e M = Fp′H é um grupo de Frobenius com núcleo Fp′ e complemento H.

Assim, CN(b) é gerado por elementos em M \ Fp′ ⊂M \ F pelo Teorema 2.1.2.

Agora assuma p = q. Então CG(Fp′) = 1 e o grupo Fp′H é Frobenius. Logo, usando o

Teorema 2.1.2 concluímos o desejado.
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Se G não é um grupo abeliano elementar, então G possui um subgrupo normal abeliano

elementar N próprio eM -invariante, pois G é solúvel. Argumentando por indução sobre a

ordem de G e usando o Lema 2.3.4 temos N = 〈CN(x) | x ∈M \F 〉 e G/N = 〈CG(x) | x ∈
M \ F 〉N/N e isto conclui a demonstração.



Capítulo 3
Altura de Fitting de grupos �nitos com

um grupo metacíclico de automor�smos

Iniciamos este capítulo apresentando um resultado provado por Khukhro em [21] o qual

mostra que a altura e a série de Fitting de um grupo �nito com um grupo de Frobenius

de automor�smos, onde o núcleo age livre de pontos �xos, está relacionada com a altura

e série de Fitting do subgrupo dos pontos �xos do complemento.

Teorema 3.0.6 (Teorema 2.1 - Khukhro [21]). Suponha que um grupo �nito G admita

um grupo de Frobenius de automor�smos KB com núcleo K e complemento B tal que

CG(K) = 1. Então Fi(CG(B)) = CG(B) ∩ Fi(G), para todo i, e a altura de Fitting de G

é igual à altura de Fitting de CG(B).

Vale ressaltar que no teorema acima não assumimos que o grupo de Frobenius KB

seja metacíclico. No mesmo trabalho, como um corolário foi provado o seguinte resultado.

Corolário 3.0.7 (Corolário 4.1 - Khukhro [21]). Suponha que um grupo �nito G admita

um grupo de Frobenius de automor�smos KB com núcleo K e complemento B tal que

CG(K) = 1. Então Oπ(CG(B)) = Oπ(G) ∩ CG(B), para todo conjunto de primos π.

Recentemente os resultados acima foram estendidos, por Ercan e Guloglu em [11] e por

Collins e Flavell em [5], para o caso onde um grupo �nito G admite um grupo Frobenius-

like AR (A é normal nilpotente e AR/A′ é Frobenius) de automor�smo de tal modo que

CG(A) = 1. Em ambos os casos foram colocadas certas hipóteses adicionais sobre o grupo

AR.

O objetivo principal deste capítulo é estender os resultados acima para a família de

grupos metacíclicos considerada neste trabalho. Aqui, assumimos as Hipóteses 2.3.1, que

é: M = FH é um grupo �nito o qual é um produto de dois subgrupos cíclicos F e H, onde



Capitulo 3: Altura de Fitting de grupos �nitos 35

F é um subgrupo normal e todos os elementos de M \ F possuem ordem prima p. Além

disso, M age por automor�smos sobre um grupo �nito G de tal modo que CG(F ) = 1.

O seguinte teorema é o resultado principal deste capítulo.

Teorema 3.0.8. Suponha que M aja sobre um grupo �nito G de tal maneira que a

Hipótese 2.3.1 é satisfeita. Então Fi(CG(H)) = Fi(G)∩CG(H), para todo inteiro positivo

i, e h(G) ≤ h(CG(H)) + 1.

É importante relembrar que, de acordo com o Teorema 2.3.2, no teorema acima tal

grupo G é solúvel, uma vez que CG(F ) = 1.

Observação 3.0.8.1. A igualdade Fi(CG(H)) = Fi(G) ∩ CG(H) nos diz que se

h(CG(H)) = s, então, pelo Lema 2.3.4, H age sem pontos �xos em G/Fs(G). Conse-

quentemente G/Fs(G) é nilpotente, pelo Teorema de Thompson [40], e temos h(G) ≤
h(CG(H)) + 1. Assim, o Teorema 3.0.8 estará provado uma vez estabelecida tal igualdade

para todo inteiro positivo i.

Antes de demonstrar o Teorema 3.0.8 apresentamos dois corolários. O primeiro co-

rolário é análogo ao Corolário 3.0.7 e o segundo é análogo aos resultados 2.1.3 e 2.2.2

apresentados no capítulo anterior.

Corolário 3.0.9. Suponha que M aja sobre um grupo �nito G de tal maneira que a

Hipótese 2.3.1 é satisfeita. Então Oπ(CG(H)) = Oπ(G) ∩ CG(H), para todo conjunto de

primos π.

Demonstração. A inclusão Oπ(CG(H)) ≥ Oπ(G) ∩ CG(H) é imediata. Provamos a ou-

tra inclusão argumentando por contradição. Suponha Oπ(CG(H)) 6≤ Oπ(G) ∩ CG(H) e

considere G = G/Oπ(G). Então existe um primo q ∈ π tal que Oq(CG(H)) 6= 1. Temos

Oq(CG(H)) ≤ F (CG(H)) = F (G)∩CG(H) pelo Teorema 3.0.8, assim Oq(G) 6= 1, o que é

impossível pois Oπ(G) = 1.

Corolário 3.0.10. Suponha que M aja sobre um grupo �nito G de tal maneira que

CG(F ) = 1 e CG(a) é nilpotente, para todos a ∈M \ F . Então G é nilpotente.

Demonstração. Pelo Lema 2.3.5, G = 〈CG(x) | x ∈M \ F 〉. Logo é su�ciente provar que

CG(x) ⊂ F (G), para todo x ∈M \ F .

Seja x ∈ M \ F e considere H = 〈x〉. Assim, M = FH e, por hipótese CG(x) =

CG(H) é nilpotente. Logo pelo Teorema 3.0.8, temos CG(x) ⊂ F (G), como queríamos

demonstrar.
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Vale observar que, para o caso onde M é um grupo de Frobenius com núcleo F e

complemento H, o resultado acima segue do Teorema 2.1.3. Além disso, se p = 2, então

|H| = 2 e, para 1 6= α ∈ H e f ∈ F , temos

1 = (fα)2 = ffα,

ou seja, fα = f−1 e M é um grupo diedral gerado por α e β = αf . Portanto, para p = 2

o resultado acima segue do Teorema 2.2.2.

O exemplo a seguir mostra que para um caso mais geral, onde um grupo �nito G

admite um grupo metacíclico de automor�smos M = FH tal que CG(F ) = 1 e nem todos

os elementos de M \ F possuem ordem p, podemos ter Fi(CG(H)) 6≤ Fi(G) ∩ CG(H).

Exemplo 3.0.11. Seja S um grupo abeliano elementar de ordem 133 gerado por v1, v2 e

v3. Seja K um grupo de automor�smos de S gerado por a e b tal que:

(1) va1 = v1, v
a
2 = v−12 e va3 = v−13 .

(2) vb1 = v−11 , vb2 = v2 e vb3 = v−13 .

O grupo K é um grupo abeliano elementar de ordem 4. Denote por G o produto semidireto

SK. O grupo G admite um automor�smo f sem pontos �xos de ordem 9 tal que:

(3) vf1 = v2, v
f
2 = v3 e vf3 = v31.

(4) af = b, bf = ab.

Mais ainda, o grupo G admite um automor�smo α de ordem 3 tal que:

(5) vα1 = v1, v
α
2 = v32 e vα3 = v93.

(6) aα = a e bα = b.

Assim, fα = f 4 (o que implica que fα−1 possui ordem 9). Por outro lado, F (CG(α)) =

〈v1, a〉 e F (G) = S, ou seja, F (CG(α)) 6≤ F (G).

3.1 Um resultado auxiliar sobre FG-módulos

Aqui utilizamos essencialmente as ferramentas e resultados desenvolvidos na Seção 1.6.

Tais resultados nos permitem demonstrar a proposição seguinte, a qual será a chave para

a demonstração do Teorema 3.0.8. A grosso modo, o que provamos aqui é que se F (G) é

um espaço vetorial (abeliano elementar), então os elementos que agem trivialmente sobre

CF (G)(H) também agem trivialmente sobre todo o subgrupo F (G).
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De�nição 3.1.1. Sejam G um grupo, k um corpo e W um kG-módulo. O núcleo da

representação de G sobre W é o subgrupo:

Ker(G sobre W ) = {g ∈ G | wg = w, para todo w ∈ W}

Proposição 3.1.2. Seja M = FH um grupo �nito o qual é um produto de dois subgrupos

cíclicos F e H, onde F é um subgrupo normal e todos os elementos de M \ F possuem

ordem prima p. Seja QM um grupo �nito onde Q é q-subgrupo normal tal que CQ(F ) = 1.

Suponha que W seja um kQM-módulo irredutível onde k é um corpo com característica

r 6= q e, além disso, suponha CW (F ) = 0. Então temos

Ker(CQ(H) sobre CW (H)) = Ker(CQ(H) sobre W ).

Provaremos a proposição por contradição. Suponha que a proposição seja falsa e

escolha um contraexemplo com menor número dimkW + |QM |.

Lema 3.1.3. Podemos assumir que o corpo k é um corpo de decomposição, para todos os

subgrupos de QM .

Demonstração. Estendemos o corpo k para um corpo �nito k o qual é um corpo de

decomposição para QM , ou seja, os autovalores dos elementos de QM (visto como trans-

formações lineares) pertencem a k. Agora obtemos um kQM -módulo W̃ = W ⊗k k.
Como consequência, temos dimkW = dimkW̃ e CW̃ (H) = CW (H)⊗k k. Portanto, usando
o Teorema de Noether e Deuring 1.6.8, podemos provar o teorema para W̃ no lugar de

W .

Lema 3.1.4. Q age �elmente sobre W .

Demonstração. Assuma que K = Ker(Q sobre W ) 6= 1 e seja Q = Q/K. Considere a

ação do grupo QM sobre W . Por minimalidade, temos

Ker(CQ(H) sobre CW (H)) = Ker(CQ(H) sobre W ).

Isto é uma contradição, pois CQ(H) = CQ(H) pelo Lema 2.3.4. Assim, podemos assumir

que Q age �elmente sobre W .

Pelo Teorema de Cli�ord 1.6.6, podemos decompor W em uma soma direta de com-

ponentes de Wedderburn Wi em relação a Q

W = W1 ⊕ · · · ⊕Wt.

Relembramos que o subgrupo M age transitivamente sobre o conjunto {W1, . . . ,Wt}.
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Agora, seja c ∈ Ker(CQ(H) sobre CW (H)). Pelo Lema 3.1.4 podemos escolher uma

componente de Wedderburn W1 tal que c age não trivialmente. Nossa contradição decor-

rerá deste fato.

Notação 3.1.5. No restante deste capítulo, Ω denotará o conjunto das componentes de

Wedderburn {W1, . . . ,Wt} e W1 denotará uma componente sobre a qual c age não trivial-

mente. Também assumiremos H = 〈α〉.

Lema 3.1.6. O elemento c age trivialmente sobre as componentes de qualquer H-órbita

regular em Ω.

Demonstração. Considere a H-órbita regular {Wj,W
α
j , . . . ,W

αp−1

j }. O elemento c deixa

invariante todas as componentesWαi

j , pois c ∈ Q. Por outro lado, c age trivialmente sobre

todos elementos da forma wj+wαj + · · ·wαp−1

j ∈ CW (α). Portanto, c deve agir trivialmente

sobre todas as componentes da H-órbita.

Pelo Lema 3.1.6 temosWα
1 = W1, em outras palavras,W1 é uma H-órbita não regular.

Note que se H age trivialmente sobre Wi, então Wi ≤ CW (H) e, consequentemente, c

também age trivialmente sobre Wi. Assim, H age não trivialmente sobre W1.

Denotaremos por CQ(Wi) o núcleo da ação de Q sobre a componente de Wedderburn

Wi, ou seja, CQ(Wi) = {x ∈ Q | vx = v, para todo v ∈ Wi}.

Seja E o estabilizador de W1 em F , assim o estabilizador de W1 em M é EH. Em

particular, o grupo EH age por automor�smos sobre Q/CQ(W1). Além disso, como F é

abeliano, o subgrupo E é estabilizador de todas componentes Wi.

Como CW (F ) = 0, temos que a soma
∑

f∈F v
f = 0, para todo v ∈ W1. Assim, como a

soma das componentes é direta, concluímos que E deve ser não trivial. Além disso, como

Wα
1 = W1, vemos que F age transitivamente sobre Ω e induz uma ação de F/E, logo

temos W = W F
1 .

Obviamente o elemento α ∈ H age sobre F/E e assim podemos descrever a ação de

H sobre o conjunto de componentes Ω = {W f
1 | f ∈ F} do seguinte modo:

(W f
1 )α = W fα

1 = Wαα−1fα
1 = W f

α

1 ,

onde f ∈ F/E. Em particular, quando o grupo F/E não é um p′-grupo, temos que os

elementos de ordem p em F/E são os únicos que comutam com H e daí temos o seguinte

lema.

Lema 3.1.7. O subgrupo H possui exatamente uma órbita não regular em Ω quando

F/E é um p′-grupo (a saber {W1}) e, caso contrário, H possui exatamente p órbitas não

regulares (a saber {W a
1 | a ∈ CF/E(H)}).
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Denotamos por A o subgrupo CF/E(H) (os pontos �xos de H em F/E), o qual pode

ser trivial, e denotamos por A sua pré-imagem em F .

Os Lemas 3.1.6 e 3.1.7 nos permitem concluir que c age trivialmente sobre todas as

componentes de Wedderburn de Ω diferentes deW a
1 , onde a ∈ A. Portanto, para qualquer

f ∈ F \ A o elemento c age trivialmente sobre W af
1 , para todo a ∈ A, pois af 6∈ A. Em

outras palavras, cx ∈
⋂
a∈ACQ(W a

1 ) para qualquer x ∈ F \ A. Em particular, temos

cyx ∈
⋂
a∈A

CQ(W a
1 ), para qualquer y ∈ A e x ∈ F \ A, (3.1)

pois neste caso yx ∈ F \ A.

Dividimos o �nal da demonstração em dois casos: primeiro demonstramos para o caso

(|Q|, p) = 1 e depois para o caso (|Q|, p) = p.

Caso 1

Aqui assumimos (|Q|, p) = 1.

Proposição 3.1.8. O subgrupo Q é abeliano.

Demonstração. É fácil checar a igualdade CQ(W g
1 ) = (CQ(W1))

g, para qualquer g ∈ F .
Fixe o subgrupo K =

⋂
a∈ACQ(W a

1 ) =
⋂
a∈A(CQ(W1))

a, o qual é A-invariante.

Denotaremos Q/K por Q e usaremos uma barra superior para denotar seus elementos.

Seja ζ2(Q) o segundo centro de Q.

Como c ∈ CQ(H), obviamente vale

[[H, c], ζ2(Q)] = [1, ζ2(Q)] = 1.

Também temos

[[c, ζ2(Q)], H] ≤ [Z(Q), H] = 1,

pois, para todo a ∈ A, a componente W a
1 é H-invariante e Z(Q) é representado por uma

transformação linear escalar sobre a componente homogênea W a
1 . Pelo Lema dos Três

Subgrupos temos

[[ζ2(Q), H], c] = 1. (3.2)

Pela escolha do elemento c ∈ Z(CG(H)), também temos

[Cζ2(Q)(H), c] = 1, (3.3)

pois CQ(H) cobre CQ(H) de acordo com o Teorema 2.3.4. A ordem de Q é coprima com

|H| por hipótese, logo vale

ζ2(Q) = Cζ2(Q)(H)[ζ2(Q), H].
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Portanto, obtemos de (3.2) e (3.3)

[c, ζ2(Q)] = 1. (3.4)

Agora, como Q = 〈cF 〉, usando (3.1) obtemos Q = 〈cA〉. Levando em conta que Q é

A-invariante, podemos aplicar conjugação por g ∈ A em (3.3) para obter

[cg, ζ2(Q)g] = [cg, ζ2(Q)] = 1.

Como resultado,

[〈cA〉, ζ2(Q)g] = [Q, ζ2(Q)] = 1.

Isso signi�ca que ζ2(Q) ≤ Z(Q), ou seja, Q é abeliano e consequentemente Q′ ≤⋂
a∈A(CQ(W1))

a. Por outro lado, como F age transitivamente sobre Ω, devemos ter

Q′ ≤
⋂
x∈F

(CQ(W1))
x = Ker(Q sobre W ) = 1.

Portanto, Q é abeliano.

Lema 3.1.9. Temos CF (H) ≤ E, onde E denota o estabilizador de W1 em F .

Demonstração. Lembre-se que c age não trivialmente sobreW1. Sabemos pela Proposição

3.1.8 e Lema 1.6.1 que c age como uma transformação escalar sobre W1 e, por hipótese, c

age trivialmente sobre CW1(H), assim W1 não possui pontos �xos não triviais de H.

Seja r a característica do corpo k. Relembramos que E é não trivial e E = Er × Er′ ,
onde Er é o r-subgrupo de Sylow de E e Er′ é seu complemento. Agora, usando o Lema

1.4.3 obtemos CW (Fr′) = 1, onde Fr′ é o r′-subgrupo maximal de F . Assim, temos∑
g∈Fr′

vg = 0 para v ∈ W1. Consequentemente, o subgrupo Er′ deve ser não trivial.

A componente W1 é um kEr′-módulo completamente irredutível, pois (|Er′|, r) = 1.

Assim,

W1 =
l⊕

i=1

Ui,

para kEr′-submódulos irredutíveis Ui. Claramente Er′ é representado por uma transforma-

ção linear escalar na ação sobre Ui. Além disso, cada componente Ui deve serH-invariante,

pois caso contrário a órbita de um elemento não trivial de Ui seria um ponto �xo de H.

Portanto, yα = y para todo y ∈ Er′ , α ∈ H e consequentemente temos Er′ = CF (H), pois

CF (H) possui ordem prima.

Lema 3.1.10. O elemento c age trivialmente sobre todas componentes de Wedderburn Wi

diferentes de W1.
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Demonstração. Como denotado antes, E é o estabilizador de W1 em F . Se p é ímpar,

então F/E é um p′-grupo, pelos Teorema 1.7.5 e Lema 3.1.9. Assim, pelo Lema 3.1.7, o

resultado é verdadeiro para um primo p ímpar.

Agora, suponha que p = 2. Pelo Lema 3.1.7, precisamos apenas mostrar que c age

trivialmente sobre W a
1 , com a é um ponto �xo de H em F/E.

Relembramos que pela Proposição 3.1.8 e pelo Lema 1.6.1, c age como uma transfor-

mação escalar sobre W1 e, por hipótese, c age trivialmente sobre CW1(α). Assim W1 não

possui pontos �xos de α. Consequentemente a característica do corpo é diferente de 2 e

vα = −v, para todo v ∈ W1. Diante disso, temos que dado e ∈ E vale

−ve = (ve)α = (vα)e
−1

= −ve−1

,

com v ∈ W1. Como resultado, e é o elemento de ordem 2 em F e assim E = CF (α).

Diante disso, concluímos que α e e são involuções e ambas agem livre de pontos �xos

sobre W1. Em outras palavras, xα = −x e xe = −x, para todo x ∈ W1. Agora, para

completar a prova, precisamos apenas provar que W a
1 possui um ponto �xo não trivial de

α. Note que aα = a−1 = ae, pois a é o ponto �xo de α em F/E. Temos

(xa)α = (xα)a
−1

= (xα)ea = (−x)ea = xa.

Portanto, xa ∈ W a
1 é um ponto �xo de α como desejado.

Agora, usando (3.1) e o Lema 3.1.10, concluímos que cx age trivialmente sobre W1

qualquer que seja x ∈ F \ E.

Podemos assumir que CQ(Fq′) = 1 pelo Lema 1.4.3, onde Fq′ é o q′-subgrupo maximal

de F . Para simpli�car a notação �xamos X = Fq′ .

O produto
∏

x∈X cx claramente é um ponto �xo de X. Assim temos

1 =
∏
x∈X

cx =
∏

y∈X∩E

cy ·
∏

x∈X\E

cx. (3.5)

No segundo produto da direita, cada elemento cx pertence a CQ(W1), como mencionado

antes. No primeiro produto da direita de (3.5) temos cy ≡ c(mod CQ(W1)), para qualquer

y ∈ X ∩ E, pois c é representado por uma transformação linear escalar na ação sobre a

componente homogênea W1.

Como resultado, passando para congruência módulo CQ(W1) em (3.5), obtemos

1 ≡
∏

y∈X∩E

cy ≡ c|X∩E| (mod CQ(W1)).
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Portanto, c ∈ CQ(W1), uma vez que |X ∩ E| é coprimo com q. Mas isto é uma

contradição com a escolha de W1 e, consequentemente, com o Lema 3.1.4.

Caso 2

Aqui supomos (|Q|, p) = p. Usando a mesma notação do Caso 1, temos que X = Fq′

possui ordem coprima com p e assim o subgrupo CF (H) não pertence a X.

O subgrupo F age transitivamente sobre as componentes Wi e, portanto, sobre o

conjunto de núcleos CQ(Wi). Portanto, levando em conta que
⋂
iCQ(Wi) = 1, obtemos

que a classe de nilpotência de Q/CQ(W1) é igual à classe de nilpotência de Q.

Como no caso anterior, denotamos por E o estabilizador de W1 em F e por A e A os

pontos �xos de H em F/E e sua imagem inversa, respectivamente.

Relembre-se que Q/CQ(W1) é não trivial, pois c 6∈ CQ(W1). Escolhemos um comutador

simples z = [cy1 , . . . , cyn ] de peso maximal nos elementos cy, y ∈ A, que não pertencem

a CQ(W1). Como Q = 〈cA〉CQ(W1) por (3.1), o peso deste comutador é igual à classe

de nilpotência de Q/CQ(W1), a qual é igual à classe de nilpotência de Q. Portanto, z

pertence ao centro de Q. (Note que não excluímos o caso de Q/CQ(W1) ser abeliano,

onde simplesmente tomamos z = c.)

Como o elemento z é central, o produto
∏

x∈X z
x claramente é um ponto �xo de X em

Q e, portanto, deve ser trivial. Assim, temos

1 =
∏
x∈X

zx =
∏

y∈X∩E

zy ·
∏

x∈X\E

zx. (3.6)

No segundo produto da direita, cada elemento zx = [cy1x, . . . , cynx] pertence a CQ(W1),

pois x 6∈ A (já que A ∩X = E ∩X) e cyix ∈ CQ(W1), para todo i, por (3.1). Para cada

elemento no primeiro produto da direita de (3.6) temos que zy ≡ z(mod CQ(W1)), para

qualquer y ∈ E. Na verdade, a imagem de z em Q/CQ(W1) também é central e assim é

representado por uma transformação linear escalar sobre a componente homogênea W1:

note também que W1 e, portanto, CQ(W1) são E-invariantes, assim a ação de y ∈ X ∩E
sobre a imagem de z em Q/CQ(W1) está bem de�nida.

Como um resultado, passando para congruência módulo CQ(W1) em (3.6), obtemos

1 ≡
∏

y∈X∩E

zy ≡ z|X∩E| (mod CQ(W1)).

Portanto, z ∈ CQ(W1), pois |X ∩E| é coprimo com q. Mas isto é uma contradição com a

escolha de z. Logo Q/CQ(W1) é trivial, o que contradiz a escolha de W1 e consequente-

mente o Lema 3.1.4, que encerra a demonstração da Proposição 3.1.2.
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3.2 Prova do teorema principal

A demonstração será feita por contradição. Sua maior parte consiste em provar que

podemos tomar um contraexemplo minimal G = V Q, onde V e Q são subgrupos abelianos

elementares M -invariantes e CV (Q) = 1. Mais ainda, podemos escolher um elemento

c ∈ Q tal que c age trivialmente sobre CV (H) mas age não trivialmente sobre V . Feito

isso, usaremos o resultado da seção anterior para obter a contradição desejada.

Usando o Lema 2.3.4, vemos que a imagem de CG(α) cobre CG/N(α), para qualquer

subgrupo normal D-invariante N , assim temos

F (CG(α))N/N ≤ F (CG/N(α)). (3.7)

Claramente também temos

F (CG(α)) ∩N ≤ F (CN(α)). (3.8)

Estas duas inclusões nos permitem mostrar que certas hipóteses também são váli-

das para subgrupos ou quocientes de G. Temos ainda pelo Lema 2.3.4, que a hipótese

CG(F ) = 1 é inerente para quocientes por subgrupos F -invariantes e obviamente para tais

subgrupos.

Nosso objetivo é provar que F (CG(H)) = F (G)∩CG(H) e assim para completar a prova

precisamos apenas usar indução sobre a série de Fitting de CG(H), pois CG/Fi(G)(H) =

CG(H)Fi(G)/Fi(G) para todo i pelo Lema 2.3.4.

A inclusão F (CG(H)) ≥ F (G) ∩ CG(H) é imediata. Agora, provamos a inclusão

contrária. Por contradição, suponha que F (CG(H)) � F (G) e �xe G satisfazendo esta

condição e com a menor ordem possível.

Como F (G) =
⋂
r Or′,r(G), existe um primo r tal que F (CG(H)) � Or′,r(G). Por

(3.7), a imagem de F (CG(H)) em G/Or′(G) está contida em F (CG/Or′ (G)(H)). Também

temos CG/Or′ (G)(F ) = 1, pelo Lema 2.3.4. Pela minimalidade de nosso contra-exemplo G,

devemos ter Or′(G) = 1 e assim F (G) = Or(G).

Como CG/F (G)(F ) = 1, pelo Lema 2.3.4, por minimalidade, temos

F (CG/F (G)(H)) ≤ F2(G)/F (G),

e daí F (CG(H)) ≤ F2(G) por (3.7). Logo , por minimalidade temos G = F2(G) em

vista de (3.8). Como F (G) = Or(G), o quociente G/F (G) = F2(G)/F (G) é um r′-grupo
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nilpotente. Portanto existe um primo q 6= r dividindo |F (CG(H))|. Seja Q0 = Oq(CG(H)).

Como o quociente G/Or(G) é nilpotente, CG(H)/Or(CG(H)) também é nilpotente. Logo,

o q′-subgrupo de Hall de CG(H) centraliza Q0. Consequentemente, Q0 ∩ Z(CG(H)) 6= 1.

Sendo assim, podemos escolher um q-elemento c ∈ Q0 ∩ Z(CG(H)).

Considere o subgrupo 〈cM〉 = 〈cF 〉, o menor subgrupo M -invariante contendo c. O

subgrupo N = Op(G)〈cM〉 também é M -invariante e, junto com o grupo de automor-

�smos M , também é um contraexemplo para o teorema. Portanto, por minimalidade,

temos G = Or(G)〈cM〉. Seja Q o q-subgrupo de Sylow M -invariante de G, o qual existe

pelo Lema 2.3.3. Como todos os q-elementos de G estão contidos em Or(G)Q, temos

G = Or(G)〈cM〉 = Or(G)Q. Claramente, temos CG(H) = COr(G)(H)CQ(H) e, portanto,

CQ(H) é um q-subgrupo de Sylow de CG(H). Consequentemente, Q0 = Oq(CG(H)) ≤
CQ(H), em particular, c ∈ Q e devemos ter a igualdade

Q = 〈cM〉.

Como c age �elmente sobre Or(G)/Φ(Or(G)), por minimalidade devemos ter também

Φ(Or(G)) = 1, e por isso V = Or(G) = F (G) é um r-grupo abeliano elementar, sobre

o qual o quociente G/V ∼= Q age �elmente. Além disso, como c age não trivialmente

sobre o subgrupo QM -invariante [V,Q], por outro argumento de minimalidade, devemos

ter V = [V,Q] e assim CV (Q) = 1. Note também que c centraliza CV (H) mas não age

trivialmente sobre V . Nosso objetivo é obter uma contradição deste fato. Resumindo,

temos as seguintes propriedades de V :

(V1) V é um FrQ-módulo �el;

(V2) CV (Q) = 0;

(V3) c age trivialmente sobre CV (α);

(V4) CV (F ) = 0.

Agora, podemos considerar V como um FrQM -módulo e tomar uma série com com-

primento maximal de FrQM -submódulos

V = V1 > V2 > · · ·Vn > Vn+1 = 0. (3.9)

SejaW um dos fatores desta série, isto é,W = Vi/Vi+1 é um FrQM -módulo não trivial

e irredutível. Se c age trivialmente sobre Vi/Vi+1, para todo i, então c age trivialmente

sobre V , pois a ordem de c é coprima com a característica r do corpo k e, isto contradiz
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(V 1). Por outro lado, CW (F ) = 0, pois podemos considerar V como um grupo �nito

sobre o qual F age sem pontos �xos. Portanto, agora basta usar a Proposição 3.1.2 para

concluir que c age trivialmente sobre W e assim obter a contradição desejada.



Capítulo 4
Expoente e leis positivas de grupos

�nitos com um grupo metacíclico de

automor�smos

Usaremos a expressão r-limitada para indicar que existe uma função f = f(r), de-

pendendo somente de r, que limita superiormente certo valor. Por exemplo, a classe de

nilpotência dos grupos �nitos que admitem um automor�smo livre de pontos �xos de

ordem prima p é p-limitada, pois é limitada pela função de Higman h(p), a qual é menor

do que (p−1)2p−1−1−1
p−2 .

Analogamente, usaremos a notação (r1, . . . , rk)-limitada para indicar que certo va-

lor é limitado superiormente por uma função f = f(r1, . . . , rk), dependendo apenas de

r1, . . . , rk.

Conforme mencionado no Capítulo 2, Khukhro, Makarenko e Shumyatsky provaram

em [25] que se um grupo �nito G admite um grupo de Frobenius KB como grupo de

automor�smos com núcleo cíclico K agindo livre de pontos �xos, então o expoente de G

é limitado por |KB| e pelo expoente do centralizador do complemento B. Além disso, em

[39] Shumyatsky demonstrou um resultado análogo para um grupo diedral de automor�s-

mos.

A primeira parte deste capítulo consiste em provar um resultado semelhante aos resul-

tados mencionados no parágrafo anterior para a família de grupos metacíclicos considerada

neste trabalho. A segunda parte é dedicada a estudar grupos diedrais como grupos de

automor�smos. Mais precisamente, na segunda parte, demonstramos um teorema análogo

ao seguinte teorema provado por Shumyatsky em [38].

Teorema 4.0.1 (Shumyatsky, 2011). Suponha que um grupo de Frobenius KB com núcleo
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cíclico K e complemento B aja sobre um grupo �nito G de tal maneira que CG(K) = 1 e

CG(B) satisfaz uma lei positiva de grau k. Então G satisfaz uma lei positiva cujo grau é

limitado somente em termos de k e |KB|.

Na segunda parte deste capítulo o teorema anterior será usado sempre que nosso grupo

diedral for um grupo de Frobenius, ou seja, sempre que em nosso grupo diedral, gerado

por duas involuções α e β, tivermos que |αβ| é ímpar.

4.1 Expoente de grupos �nitos com um grupo
metacíclico de automor�smos

Aqui, como no capítulo anterior, M = FH é um grupo �nito o qual é um produto de

dois subgrupos cíclicos F e H, onde F é um subgrupo normal e todos os elementos de

M \ F possuem ordem prima p. Suponha que M aja como um grupo de automor�smos

sobre um grupo �nito G de tal modo que CG(F ) = 1. O objetivo desta seção é entender

qual é a relação entre o expoente de G e o expoente dos centralizadores dos elementos de

M \ F . O seguinte teorema é o resultado principal desta seção.

Teorema 4.1.1. Suponha queM aja sobre um grupo �nito G de tal maneira que CG(F ) =

1 e o expoente de CG(x) divide e, para todos os elementos x ∈ M \ F . Então o expoente

de G é (e, |M |)-limitado.

Demonstração. Relembramos que o grupo G possui altura de Fitting limitado por uma

função dependendo apenas de |F |, de acordo com o Teorema 1.4.10. Sendo assim podemos

usar indução sobre a altura de Fitting de G. Por outro lado, sabemos que o quociente

dos termos da série de Fitting são nilpotentes, logo basta demonstrar o teorema para o

caso onde G é um grupo nilpotente. Para isso, vemos que é su�ciente considerar G como

um q-grupo onde q é um primo arbitrário, uma vez que um grupo nilpotente �nito é o

produto direto de seus subgrupos de Sylow.

A estratégia usada para provar o teorema quando G é um q-grupo consiste basicamente

em reduzi-lo para o caso onde G é um grupo potente, para isso usamos os resultados

apresentados na Seção 1.9.

Pelo Lema 2.3.5 temos G = 〈CG(x) | x ∈M\F 〉, sendo assim q divide e. Logo podemos

assumir que e é uma potência de q. Claramente, para cada x ∈ G, o subgrupo 〈{xm | m ∈
M}〉 é um subgrupo M -invariante com no máximo |M | geradores. Nosso objetivo é

mostrar que a ordem de x é (|M |, e)-limitada. Portanto, sem perda de generalidade
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podemos assumir que G = 〈{xm | m ∈ M}〉, ou seja, podemos assumir que G é |M |-
gerado e seu conjunto gerador é M -invariante.

Qualquer grupo de automor�smos de G age naturalmente sobre os grupos quocientes

Li = Di/Di+1 formados pelos termos da série de Jennings-Zassenhaus de G. Esta ação

induz uma ação por grupo de automor�smos sobre a álgebra de Lie L = Lq(G). Pelo

Lema 2.3.4, o subgrupo F age livre de pontos �xos sobre todos os quocientes Li da série de

Jennings-Zassenhaus e também temos CLi(H) = CDi(H)Di+1/Di+1. Consequentemente

temos CL(F ) = 0, e

CL(x) =
⊕

CDi(x)Di+1/Di+1,

para todo x ∈M \ F .

Pelo Lema 2.3.5, cada componente Li é gerada pelos centralizadores CLi(x), onde

x ∈M \F . Mais ainda, o Lema 2.3.4 implica que todo elemento de CLi(x) é a imagem de

algum elemento de CG(x), cuja ordem divide e. Agora, utilizando o Lema de Lazard 1.9.1

segue que o grupo aditivo de Li é gerado por elementos que são ad-nilpotentes de índice

no máximo e, mais ainda, usando o Teorema de Kreknin 1.8.9, vemos que L é solúvel

de comprimento |M |-limitado. Portanto pelo Teorema 1.9.4 temos que L é nilpotente

de classe (e, |M |)-limitada. A nilpotência de Lp(G) implica que G possui um subgrupo

potente característico de índice (e, |M |)-limitado, pelo Teorema 1.9.3. Sendo assim é

su�ciente limitar o expoente de tal subgrupo potente, ou seja, podemos assumir que G é

um p-grupo potente. Por outro lado, pelo Lema 1.2.4(ii), o expoente de um grupo potente

divide a ordem do seus de seus geradores. Portanto, como G = 〈CG(x) | x ∈ M \ F 〉,
concluímos o teorema.

4.2 Leis positivas em grupos �nitos com um grupo
diedral de automor�smos

Dedicamos o restante deste capítulo para a demonstração do seguinte teorema.

Teorema 4.2.1. Seja D = 〈α, β〉 um grupo diedral gerado por duas involuções α e β.

Suponha que D aja sobre um grupo �nito G de tal modo que CG(αβ) = 1 e ambos CG(α)

e CG(β) satisfazem uma lei positiva de grau k. Então G satisfaz uma lei positiva de grau

limitado somente por k e |D|.

Aqui, assim como no teorema anterior, o grupo G possui altura de Fitting limitado

por uma função dependendo apenas de |F |, de acordo com o Teorema 1.4.10. A estratégia

usada para provar o teorema consiste em demonstrá-lo primeiramente para o caso em que
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G é um p-grupo, para um primo arbitrário p e, em seguida, usar indução sobre altura de

Fitting de G.

Para provar o teorema quando G é um p-grupo, novamente reduzimos ao caso onde G é

um grupo potente. Para isso precisamos antes associar a G a álgebra de Lie Lp(G) de�nida

na Seção 1.9 e mostrar que ela é nilpotente e sua classe de nilpotência é (k, |D|)-limitada.

Utilizaremos também o resultado de Burns, Macedo«ska e Medvedev [3] mencionado

na Seção 1.3, o qual diz que existem funções c(k) e e(k) dependendo somente de k tais

que qualquer grupo �nito satisfazendo uma lei positiva de grau k é extensão de um grupo

nilpotente de classe no máximo c(k) por um grupo de expoente dividindo e(k).

A �m de tornar a demonstração mais organizada, dividimos o restante do capítulo em

algumas subseções, cada uma delas abordando assuntos diferentes que serão usados como

resultados auxiliares. Por �m, usamos tais resultados e concluímos a demonstração do

Teorema 4.2.1 no �nal do capítulo.

Um critério de nilpotência para álgebras de Lie

Ao longo desta subseção, denotamos por L uma álgebra de Lie sobre um corpo de

característica diferente de 2 tal que seu grupo aditivo seja �nito (ou localmente �nito).

Se X ⊂ L é um subconjunto de L, denotamos por 〈X〉 a subálgebra gerada por X. Um

elemento de L é dito homogêneo de peso ω com respeito ao conjunto gerador X se ele

pode ser escrito como um polinômio homogêneo de Lie de peso ω em elementos de X.

Por exemplo, se x1, x2 ∈ X, então [x1, x2] é um elemento homogêneo de peso 2. Note que

os elementos homogêneos de peso 1 em elementos de X são as combinações lineares de

elementos em X. Relembramos que um elemento x de uma álgebra de Lie L é chamado

ad-nilpotente se existe um inteiro positivo k tal que (adx)k = 0, que signi�ca,

[y, x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
k

] = 0 para qualquer y ∈ L.

Se k é o menor inteiro com esta propriedade, então dizemos que x é ad-nilpotente de

índice k. No que segue, o termo homogêneo signi�ca sempre homogêneo com respeito a

um conjunto gerador �xado X.

Lema 4.2.2. Seja D = 〈α, β〉 um grupo diedral gerado por duas involuções α e β que

age sobre uma álgebra de Lie metabeliana L de modo que CL(αβ) = 0. Seja X ⊂ L um

subconjunto D-invariante tal que L = 〈X〉 e suponha que exista um inteiro positivo t para

o qual todo elemento homogêneo contido em CL(α) ou CL(β) é ad-nilpotente de índice no
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máximo t em CL(α) ou CL(β), respectivamente. Então

[L, z, . . . , z︸ ︷︷ ︸
3t

] = 0,

para todo elemento homogêneo z ∈ L.

Demonstração. Por simplicidade, dada uma subálgebra K de L, denotamos por Kα e Kβ

as subálgebras CK(α) e CK(β), respectivamente. Se, além disso, K é D-invariante, então

pelo Lema 2.3.5, temos K = Kα ⊕Kβ.

Fixe M = [L,L]. Assim, para quaisquer l ∈M e x, y ∈ L, temos [l, x, y] = [l, y, x].

Agora, dado um elemento h ∈ L, de�nimos os seguintes ideais de L:

C1(h) = CM(h), onde CM(h) = {l ∈M : [l, h] = 0}

e

Ci+1(h) = {l ∈M : [l, h] ∈ Ci(h)},

para i maior do que 1.

Nosso objetivo é provar queM = [L,L] = C3t−1(z), para qualquer elemento homogêneo

z ∈ L. Com isso obtemos que qualquer elemento homogêneo z ∈ L é ad-nilpotente em

L de índice no máximo 3t, como desejamos. Note que precisamos provar apenas para

elementos homogêneos de peso 1, pois como L é metabeliana, todo elemento homogêneo

de peso maior ou igual a 2 é ad-nilpotente de índice no máximo 2. Por hipótese, qualquer

elemento homogêneo hα ∈ Lα é ad-nilpotente de índice t em Lα, assim temosMα ≤ Ct(hα).

Analogamente, temos Mβ ≤ Ct(hβ). Assim, como L é metabeliana, concluímos que

Ct(hα) ∩ Ct(hβ) está contido em C2t−1(hα + hβ) para elementos homogêneos arbitrários

hα ∈ Lα e hβ ∈ Lβ.

Seja R o ideal gerado por Mα. Embora, R não necessariamente seja D-invariante,

ainda temos R = Rα + Rβ. Na verdade, como M = Mα + Mβ, dado x ∈ R podemos

escrever x = x1 + x2, onde x1 ∈ Mα e x2 ∈ Mβ. Agora, levando em conta que Mα = Rα,

concluímos que x1 ∈ R e, consequentemente, x2 ∈ R. Assim, temos R = Rα +Rβ.

Note que Rβ está contido na interseção Ct(hα) ∩ Ct(hβ), para quaisquer elementos

homogêneos hα ∈ Lα e hβ ∈ Lβ. Agora, �xe um elemento homogêneo z ∈ L de peso

1, como a componente homogênea de peso 1 é D-invariante (pois os geradores são D-

invariantes), existem elementos homogêneos zα ∈ Lα e zβ ∈ Lβ de peso um tais que

z = zα + zβ. Diante disso, concluímos que Rβ está contido em C2t−1(z). Em particular,

isto mostra que Mα é igual a R módulo N =
⋂
iC2t−1(zi), onde zi percorre o conjunto
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de elementos homogêneos de peso 1 de L. Por um argumento �simétrico� concluímos o

mesmo para Mβ. Portanto, como N é um ideal D-invariante, podemos passar para o

quociente L/N e assumir, sem perda de generalidade, que Mα e Mβ são ideais.

Seja I o subgrupo aditivo de L que consiste de todos os elementos l ∈ L tais que

lα = −l. Como a característica do corpo é ímpar, temos que L = Lα ⊕ I. Se l ∈ I e

y ∈ Mα, então [l, y]α = −[l, y] e assim [l, y] ∈ I. Por outro lado, como Mα é um ideal,

[l, y] ∈Mα. Claramente temos Mα ∩ I = 0 e assim [l, y] = 0. Portanto, I centraliza Mα e

temos [Mα, L] = [Mα, Lα] pois L = Lα ⊕ I. Isso nos permite concluir que para qualquer

elemento homogêneo z = zα + l onde zα ∈ Lα e l ∈ I temos

C1(zα) ∩Mα ≤ C1(z).

Além disso, deduzimos que Ci(zα) ∩Mα ≤ Ci(z). Como Mα ≤ Ct(zα), temos Mα ≤
Ct(z). Similarmente, Mβ ≤ Ct(z). Agora, como

[L,L] = M = Mα +Mβ,

concluimos que [L,L] = Ct(z). Portanto,

[L, z, . . . z︸ ︷︷ ︸
3t

] = 0,

para qualquer elemento homogêneo z ∈ L.

Agora demonstramos o principal resultado desta subseção.

Teorema 4.2.3. Assuma que um grupo diedral D = 〈α, β〉 gerado por duas involuções

α e β aja sobre uma álgebra de Lie L de tal modo que CL(αβ) = 0 e |αβ| = n. Seja

X ⊂ L um subconjunto D-invariante com d elementos tal que L = 〈X〉 e suponha que

exista um inteiro positivo t para o qual todo elemento homogêneo contido em CL(α) ou

CL(β) é ad-nilpotente de índice no máximo t em CL(α) ou CL(β), respectivamente. Então

L é nilpotente de classe (d, n, t)-limitada.

Demonstração. Pelo Teorema de Kreknin 1.8.9 a álgebra de Lie L é solúvel com compri-

mento derivado no máximo 2n−1− 1. Assim, podemos usar indução sobre o comprimento

derivado de L. Denote por Y o conjunto de todos os elementos homogêneos de L. Clara-

mente todos os termos da série central inferior e da série derivada de L são gerados por

elementos de Y .

Pelo Lema 4.2.2, se L é metabeliana e gerada por no máximo d elementos, então L é

nilpotente de classe (d, t)-limitada. Assim, podemos assumir que o comprimento derivado



Capitulo 4: Leis positivas em grupos �nitos 52

de L é no mínimo três, digamos f . Seja K = L(f−2) eM = [K,K]. Note queM é o último

termo não trivial da série derivada de L e que K é um ideal D-invariante metabeliano de

L. Por indução, L/M é nilpotente de classe (d, n, t)-limitada. Em particular, isso implica

que a dimensão de L/M é �nita e (d, n, t)-limitada. Diante disso, concluímos que existe

um número (d, n, t)-limitado de elementos x1, . . . , xu ∈ Y ∩K tal que K = 〈x1, . . . , xu,M〉
e pelo Lema 4.2.2, a subalgebra 〈M,xi〉 é nilpotente de classe no máximo m = 3t − 1,

para cada i = 1, . . . , u.

Fixe s = u(m− 1) + 1 e considere o ideal

S = [M,K, . . . ,K︸ ︷︷ ︸
s

].

Assim, S é gerado por comutadores da forma [l, y1, . . . , ys] onde l ∈ M e y1, . . . , ys são

elementos, não necessariamente distintos, de {x1, . . . , xu}. Como o número s foi escolhido

grande o su�ciente, temos que existem m índices i1, . . . , im tais que temos yi1 = · · · = yim .

Como M = [K,K], temos [l, x, y] = [l, y, x], para todos l ∈ M e x, y ∈ K. Portanto

podemos assumir, sem perda de generalidade, que y1 = · · · = ym. Como y1 é ad-nilpotente

de índice no máximo m em 〈M, y1〉, temos [l, y1, . . . , ys] = 0. Assim, S = 0, que signi�ca

que M está contido no s-ésimo termo da série central inferior de K. Assim, o fato de

que M = [K,K] implica que K é nilpotente de classe (d, n, t)-limitada. Portanto, K e

L/[K,K] são nilpotentes de classe (d, n, t)-limitada. Agora, usando a versão do Teorema

de P. Hall para álgebras de Lie 1.8.8, deduzimos que L também é nilpotente de classe

(d, n, t)-limitada.

p-grupos admitindo um grupo diedral de automor�smos

Ao longo desta seção admita que D = 〈α, β〉 seja um grupo diedral gerado por duas

involuções α e β. Além disso, suponha que D aja sobre um p-grupo G de tal maneira que

CG(αβ) = 1.

Teorema 4.2.4. Seja p um primo e G um p-grupo potente. Então para todo número

positivo e temos

CGe(α) = (CG(α))e e CGe(β) = (CG(β))e.

Consequentemente, se ambos CG(α) e CG(β) são extensões de um grupo nilpotente de

classe c por um grupo de expoente e, então G é uma extensão de um grupo nilpotente de

classe c-limitada por um grupo de expoente e.
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Demonstração. Claramente é su�ciente provar que CGe(α) ≤ (CG(α))e pois a outra in-

clusão é obvia. Sem perda de generalidade assumiremos que e é uma potência de p. Se

G possui expoente p, então não há nada para provar. Assim supomos que G possua

expoente pk onde k ≥ 2. Temos que e = pk−i onde i ∈ {1, . . . , k − 1} (o caso i = 0 é

trivial). Agora argumentamos por indução i. Se i = 1, temos que Ge = Gpk−1
e pelo

Lema 1.2.4 a aplicação ϑ : G/Gp −→ Ge tal que x 7−→ xe é um homomor�smo. O Lema

2.3.4 mostra que todo elemento de CGe(α) é uma imagem de algum elemento de CG/Gp(α)

e que todo elemento de CG/Gp(α) é uma imagem de algum elemento de CG(α). Assim,

para todo x ∈ CGe(α), existe y ∈ CG(α) tal que ye = x. Agora suponha i > 1. A

aplicação x 7−→ xe é um homomor�smo de G/Gp em Ge/Gpk−(i−1)
, pelo Lema 1.2.4. Por

um argumento similar, para todo elemento x ∈ CGe(α) existe y ∈ CG(α) tal que ye = xz

onde z ∈ C
Gp

k−(i−1) (α). Portanto, como

z = hp
k−(i−1)

= (hp)p
k−i
,

onde h ∈ CG(α), temos

CGe(α) = (CG(α))e

e similarmente

CGe(β) = (CG(β))e.

Consequentemente, se ambos (CG(α))e e (CG(β))e são nilpotentes de classe no máximo

c, então pelo Teorema 2.2.2, provado por Shumyatsky, o subgrupo normal Ge é nilpotente

de classe c-limitada como queríamos demonstrar.

Na demonstração do próximo teorema utilizaremos a solução do Problema Restrito

de Burnside provada por Zelmanov em [42, 43]. Tal solução nos diz que a quantidade de

grupos �nitos d gerados com expoente e é (d, e)-limitada.

Teorema 4.2.5. Seja p um número primo. Suponha que G seja um p-grupo �nito d-

gerado, no qual o conjunto gerador é D-invariante. Admita que ambos CG(α) e CG(β)

sejam extensões de um grupo nilpotente de classe no máximo c por um grupo de expoente

e. Então G possui um subgrupo característico nilpotente de classe c-limitada e índice

(c, d, e, p)-limitado.

Demonstração. Primeiro, consideramos p = 2 e, provamos que G possui um subgrupo

potente de índice (c, d, e, p)-limitado. Neste caso podemos assumir que D é um grupo de

Frobenius. Mais ainda, como CG(α) e CG(β) são extensões de um grupo nilpotente de

classe no máximo c por um grupo de expoente e temos que CG(α) e CG(β) satisfazem uma

lei positiva de grau (c, e)-limitado. Na verdade, CG(α) e CG(β) satisfazem a lei positiva
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Mc(x
e, ye) ondeMc(x, y) é a lei de Malcev. Portanto usando o Teorema 4.0.1 e o resultado

de Burns, Macedo«ska e Medvedev 1.3.1 concluímos que G possui um subgrupo N cuja

classe de nilpotência e o expoente de G/N dependem apenas de c e e. Agora, usando a

solução do Problema Restrito de Burnside, concluímos que o índice de N em P é (c, d, e)-

limitado. Uma consequência disso é que o posto de G também é (c, d, e)-limitado. Agora,

concluímos a demonstração, para p = 2, usando o Teorema 1.2.6.

Agora, consideramos p > 2 e provamos que G também possui um subgrupo potente

de índice (c, d, e, p)-limitado. Sejam X um conjunto de geradores de G e L = Lp(G). A

álgebra L é gerada pela imagem X de X. Claramente um elemento de L é homogêneo com

respeito a X se, e somente se, ele é homogêneo com respeito a L1. O grupo D = 〈α, β〉
age naturalmente sobre todo quociente Li = Di/Di+1 e a ação se estende para DL(G)

e L. Assim, podemos ver D como um grupo de automor�smos de L. Pelo Lema 2.3.4,

temos CL(αβ) = 0,

CL(α) =
⊕

CDi(α)Di+1/Di+1,

e

CL(β) =
⊕

CDi(β)Di+1/Di+1.

Assim, como ambos CG(α) e CG(β) são extensões de um grupo nilpotente de classe

no máximo c por um grupo de expoente e, deduzimos do Corolário 1.9.2 que se x é um

elemento homogêneo de CL(α) ou CL(β), então x é ad-nilpotente de índice no máximo

(c+ 1)e em CL(α) ou CL(β), respectivamente.

Portanto, podemos usar o Teorema 4.2.3 e concluir que L é nilpotente de classe (c, d, e)-

limitada. Sendo assim, usando o Teorema 1.9.3, concluímos que G possui um subgrupo

potente característico R de índice (c, d, e, p)-limitado.

Agora, sabemos que para qualquer primo p, o grupo G possui um subgrupo potente

R de índice (c, d, e, p)-limitado. Levando em conta que CR(α) e CR(β) são extensões de

um grupo nilpotente de classe no máximo c por um grupo de expoente e, podemos usar o

Teorema 4.2.4 e o Teorema 2.2.2 para concluirmos que Re é nilpotente de classe c-limitada.

Claramente Re é característico e possui índice (c, d, e, p)-limitado, o que completa a de-

monstração.

Prova do teorema 4.2.1

Agora já temos todos os resultados auxiliares necessários para provar o Teorema 4.2.1.

Primeiro provamos o caso onde G é nilpotente.
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Teorema 4.2.6. Suponha que um grupo Diedral D = 〈α, β〉 aja sobre um grupo nilpotente

�nito G de tal modo que CG(αβ) = 1 e ambos CG(α) e CG(β) satisfazem uma lei positiva

de grau k. Então G satisfaz uma lei positiva de grau limitado apenas em termos de k e

|D|.

Demonstração. De acordo com o resultado de Burns, Macedo«ska e Medvedev 1.3.1, exis-

tem inteiros c = c(k) e e = e(k), dependendo somente de k, tais que ambos CG(α) e

CG(β) são extensões de um grupo nilpotente de classe no máximo c por um grupo de

expoente dividindo e. Primeiro suponha que G seja um p-grupo para algum primo p. Se

p = 2, então podemos assumir que |αβ| é ímpar, pelo Lema 1.4.3 e assim D é um grupo

de Frobenius. Neste caso, o resultado segue do Teorema 4.0.1 provado por Shumyatsky.

Assim, podemos assumir que p é ímpar. Se p não divide e, então CG(α) e CG(β) são

necessariamente nilpotentes de classe no máximo c, neste caso, o resultado segue pelo Te-

orema 2.2.2, pois G deve ser nilpotente de classe c-limitada. Portanto podemos assumir

que p é um divisor de e e assim p é k-limitado. Desejamos mostrar que G satisfaz uma

lei positiva de duas variáveis com grau limitado. Para isto é su�ciente provar o teorema

para todo subgrupo 2-gerado de G. Como todo subgrupo 2-gerado de G está contido em

um subgrupo D-invariante com no máximo 2|D| geradores, sem perda de generalidade

podemos assumir que G pode ser gerado por um conjunto D-invariante X de d ≤ 2|D|
elementos.

Assim, pelo Teorema 4.2.5 o grupo G é uma extensão de um grupo nilpotente de classe

c-limitada, digamos c∗, por um grupo de expoente (k, |D|)-limitado e∗. SeMr(x, y) denota

a Lei de Malcev de grau 2r, concluímos que G satisfaz a lei positiva Mc∗(x
e∗ , ye

∗
) de grau

(k, |D|)-limitado. Como tal lei não depende de p, concluímos que o resultado vale para

todos os grupos �nitos nilpotentes.

Como anteriormente, denotamos por F (G) o subgrupo de Fitting e por h(G) a altura

de Fitting de um grupo G. Além disso, como de costume, aqui denotaremos por π(G) o

conjunto de primos divisores da ordem de G.

Prova do teorema 4.2.1: Como na prova do Teorema 4.2.6, existem inteiros c = c(k)

e e = e(k) dependendo somente de k tais que CG(α) e CG(β) são extensões de um grupo

nilpotente de classe no máximo c por um grupo de expoente e. Além disso, como na prova

do Teorema 4.2.6 podemos assumir que G pode ser gerado por d ≤ 2|D| elementos. Como

αβ age sobre G livre de pontos �xos, concluímos que G é solúvel e sua altura de Fitting

h(G) é limitado por uma função que depende apenas de |αβ| e assim podemos usar indução

sobre o comprimento de Fitting de G. Se h(G) = 1, o resultado é imediato pelo Teorema
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4.2.6. Agora, assuma que h(G) = 2, ou seja, que G é metanilpotente. Fixe M = F (G)

e suponha que π(G) contenha um primo p que não divide e. Seja P o p-subgrupo de

Sylow D-invariante cuja existência é garantida pelo Lema 2.3.3. O subgrupo MP é D-

invariante. Como p não divide e, temos que CP (α) ≤ F (CG(α)) e CP (β) ≤ F (CG(β)).

Portanto, CMP (α) e CMP (β) são nilpotentes e assim o Teorema 2.2.2 nos diz que MP

é nilpotente. Como MP é normal, concluímos que P ≤ M . Isto mostra que π(G/M)

consiste de divisores de e e assim qualquer p ∈ π(G/M) é limitado.

Primeiro suponha que π(G/M) possui apenas um primo p. Seja P o p-subgrupo de

Sylow D-invariante de G. Temos que G = MP . Como G/Oπ′ (G) é isomorfo a P e

pode ser gerado por no máximo d-elementos, deduzimos que P pode ser gerado por no

máximo d elementos. Como CP (α) ≤ CG(α) e CP (β) ≤ CG(β), concluímos que CP (α)

e CP (β) são extensões de um grupo nilpotente de classe no máximo c por um grupo de

expoente dividindo e. Então, pelo Teorema 4.2.5, P contém um subgrupo característico

potente R de índice (c, |D|)-limitado. Como p é k-limitado, T = MRe possui índice

(k, |D|)-limitado em G. Além disso, pelo Teorema 4.2.4 CRe(α) = (CR(α))e ≤ F (CG(α))

e CRe(β) = (CR(β))e ≤ F (CG(β)). Disso segue que CT (α) e CT (β) são nilpotentes. Assim,

usando o Teorema 2.2.2, concluímos que T é nilpotente e consequentemente T = M .

Mostramos que no caso em que π(G/M) possui apenas um primo, o índice deM em G

é (k, |D|)-limitado. Por outro lado, sabemos que |π(G/M)| é (k, |D|)-limitado. Considere

que π(G/M) = {p1, . . . , ps} e, para cada i = 1, . . . , s, escolha um pi-subgrupo de Sylow Pi

D-invariante de G. De acordo com os argumentos acima,M possui índice (k, |D|)-limitado

em todo subgrupo MPi. Portanto, levando em conta que o número de tais subgrupos é

(k, |D|)-limitado, concluímos que o índice de M em G é (k, |D|)-limitado. De acordo

com o Teorema 4.2.6, M satisfaz uma lei positiva de grau (k, |D|)-limitado e com isso

concluímos que G também. Isto prova o teorema no caso particular em que h(G) = 2.

Agora assuma h(G) ≥ 3 e �xe novamente M = F (G). Por hipótese de indução,

assumimos que o quociente G/M satisfaz uma lei positiva de grau que é limitado somente

em termos de k e |D|. De acordo com o resultado de Burns, Macedo«ska e Medvedev

1.3.1, G possui um subgrupo normal N , contendo M , tal que N/M é nilpotente de classe

(k, |D|)-limitado e G/N possui expoente (k, |D|)-limitado. Portanto, é su�ciente mostrar

que N satisfaz uma lei positiva de grau (k, |D|)-limitado. No entanto isto é imediato do

parágrafo anterior desde que N é metanilpotente.



Capítulo 5
Considerações �nais

Se um grupo A age como grupo de automor�smos sobre um grupo �nito G, de modo

que CG(A) = 1, então, frequentemente, podemos dizer alguma coisa sobre a estrutura

de G dadas propriedades de A. Recentemente, Khukhro, Makarenko, Shumyatsky, entre

outros autores, tem considerado o caso em que A contém um subgrupo normal nilpotente

B tal que CG(B) = 1 e, tem perguntado: Propriedades de G estão relacionadas com as

respectivas propriedades do subgrupo dos pontos �xos dos elementos fora do subgrupo B?

Conforme resultados citados no decorrer deste trabalho, respostas a�rmativas foram

obtidas, por exemplo, para os casos em que A é um grupo de Frobenius, um grupo diedral

e um grupo Frobenius-like. As propriedades consideradas foram, nilpotência, expoente,

lei positiva, altura de Fitting, entre outras.

No presente trabalho, estendemos alguns resultados, conhecidos anteriormente apenas

para grupos de Frobenius, grupos diedral e grupos Frobenius-like, para uma nova �família�

de grupos metacíclicos. Além disso, provamos novos resultados para grupos admitindo

um grupo diedral de automor�smos.

Encerramos este trabalho apresentando algumas questões. Elas estão relacionados com

os resultados apresentados ao longo de todo o trabalho e permanecem sem repostas até o

momento.

Questão 1: Seja M = FH um grupo �nito o qual é um produto de dois subgrupos

cíclicos F e H, onde F é um subgrupo normal e todos os elementos de M \ F possuem

ordem prima p. Suponha que M aja sobre um grupo �nito G de tal maneira que CG(F ) =

1.

(a) Admita que CG(x) seja nilpotente, para todos x ∈ M \ F . A classe de nilpotência

de G é limitada em termos de p e da classe de nilpotência dos subgrupos CG(x)?
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(b) Se CG(x) satisfaz uma lei positiva de grau k, para todos x ∈ M \ F , será que G

satisfaz uma lei positiva de grau (k, p)-limitado?

Lembre-se que pelo Corolário 3.0.10, no Item (a), o grupo G deve ser nilpotente.

A próxima questão surge naturalmente na tentativa de estender os resultados, válidos

para grupos com um grupo diedral de automor�smos, para grupos com um p-grupo de

classe maximal de automor�smos. No entanto, devemos lembrar que o Exemplo 3.0.11

nos diz que, de um modo geral, o Fitting do centralizador de um elemento não pertence

ao Fitting do grupo. Em tal exemplo, a altura de Fitting do centralizador é 2, assim resta

estudar o caso em que o centralizador é necessariamente nilpotente.

Questão 2: Seja A = NB um grupo �nito o qual é o produto de um subgrupo normal

nilpotente N e um subgrupo B de ordem prima p tal que |CA(B)| = p2. Suponha que A

aja sobre um grupo �nito G de tal maneira que CG(N) = 1.

(a) Se CG(B) é nilpotente, será que o subgrupo CG(B) pertence ao subgrupo de Fitting

de G?

(b) Se xp = 1, |CA(x)| = p2 e CG(x) é nilpotente, para todos x ∈ A \ N , será que G é

nilpotente?

Respondemos de forma a�rmativa a questão 2, para o caso em que A é um p-grupo.

Neste caso, a hipótese |CA(B)| = p2 implica que A é um p-grupo de classe maximal e,

as hipóteses xp = 1 e |CA(x)| = p2, do Item (b), signi�cam que todos elementos fora do

subgrupo N são �uniformes� de ordem p. Para mais detalhes sobre p-grupos de classe

maximal veja [14].
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