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Resumo

Seja M = F'H um grupo finito o qual é um produto de dois subgrupos ciclicos F' e
H, onde F' & um subgrupo normal e todos os elementos de M \ F' possuem ordem prima
p. Suponha que M age por automorfismos sobre um grupo finito G de tal maneira que
Cq(F) = 1. Neste trabalho mostramos que propriedades de G tais como comprimento
de Fitting, nilpoténcia, expoente e leis positivas estao relacionadas com as respectivas

propriedades dos subgrupos de pontos fixos dos elementos de M \ F.



Abstract

Let M = F'H be a finite group which is a product of two cyclic subgroups F' and H, where
F' is a normal subgroup and all elements of M \ F' have prime order p. Suppose that M
acts as a group of automorphisms on a finite group G in such a manner that Cq(F) = 1.
In the present work we show that some properties of GG such as Fitting height, nilpotency,
exponent and positive laws are related to the respective properties of the subgroups of

fixed-points of elements in M \ F.
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Lista de Simbolos

ordem de um grupo G

conjuntos dos nimeros primos divisores de |G|

centralizador de A em G

normalizador de A em G

subgrupo de Frattini de G

subgrupo gerado pelo conjunto das n-ésimas poténcias dos elementos de G
n-ésimo termo da série derivada de G

n-ésimo termo da série central inferior de G

subgrupo de G definido por D;(G) = H 'yj(G)pk

Jpk>i
produto dos m-subgrupos normais de GG, onde 7 é um conjunto de ntimeros primos
subgrupo de Fitting de G
n-ésimo termo da série de Fitting de G

altura de Fitting de G
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Introducao

Seja G um grupo e ¢ um elemento do grupo de automorfismos de G. Denotamos por

Ca(p) o subgrupo formado pelos pontos fixos de ¢ em G, que é
Colp) ={z € G ; 2¥ =z}

O subgrupo Cg(¢) também é chamado de centralizador de ¢ em G. No caso particular

em que Cg(p) = 1, dizemos que ¢ é livre de pontos fixos em G.

De maneira anéloga, dado um subgrupo A do grupo de automorfismos de GG, definimos
o centralizador de A em G como Cg(A) = {zx € G ; z* = x para todo a € A} e dizemos

que A é livre de pontos fixos em G, sempre que Cg(A) = 1.

E bem conhecido que propriedades do subgrupo Cg(p) possuem influéncia sobre a
estrutura de todo o grupo G. Por exemplo, temos o famoso Teorema de Thompson [40]
que diz que se um grupo finito G admite um automorfismo de ordem prima p livre de
pontos fixos, entao G é nilpotente. Neste caso, por um resultado de Higman [17] sabemos
que a classe de nilpoténcia de G depende apenas do ntimero primo p. No caso geral,
onde GG admite um automorfismo livre de pontos fixos de ordem n, também sabemos pela
classificagao dos grupos simples [16] que G deve ser solivel, porém ndo esta provado se o

comprimento derivado depende apenas de n.

Em um caso mais geral, temos um resultado provado por Turull em [41], o qual diz que
se um grupo solavel finito G admite um grupo de automorfismos A tal que a ordem de
G é coprima com a ordem de A, entdao o comprimento de Fitting de GG é limitado apenas

pelo comprimento de Fitting do subgrupo Cg(A) e pelo nimero de primos cujo produto
é |Al.

Entretanto, sabemos que existem parametros, tais como o expoente, que nao podem ser
limitados pela ordem e pelo respectivo parametro dos pontos fixos de um automorfismo.

Por exemplo, para um grupo abeliano arbitrario de ordem impar, a funcao que leva cada
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elemento em seu inverso é um automorfismo livre de pontos fixos de ordem 2. Porém, neste
caso especifico do expoente, Khukhro e Shumyatsky em [19] provaram que se um grupo
finito G admite um grupo abeliano nao ciclico de automorfismos A tal que a ordem de G
é coprima com a ordem de A, entdo o expoente de G depende de |A| e do expoente dos
subgrupos Cg(a), a € A\ {1}. Tal exemplo ilustra o fato de que para obter informacoes
sobre a estrutura de G, as vezes é necessario saber informacoes nao apenas do subgrupo

Cc(A), e sim dos centralizadores de todos os elementos de A.

Recentemente, motivado pelo Problema 17.72 do Kourovka Notebook [44] proposto
por Mazurov (veja abaixo), problemas onde um grupo de Frobenius KB com ntcleo K
e complemento B age como grupo de automorfismos sobre um grupo finito G, de tal
maneira que Cg(K) = 1, vem sendo estudado. Lembre-se que um grupo de Frobenius
K B com nucleo K e complemento B pode ser definido como o produto semidireto de K
por B tal que Ck(b) = 1 para todo b € B\ {1}.

Problema 0.0.1. 17.72 do Kourovka Notebook [44]] Seja KB um grupo de Frobenius
com nicleo K e complemento B. Suponha que KB age sobre um grupo finito G de tal

modo que GK também seja um grupo de Frobenius com nicleo G e complemento K.

a) A classe de nilpotécia de G € limitada em termos de |B| e da classe de nilpoténcia

de Og(B) ¢

b) O expoente de G € limitado em termos de |B| e do expoente de Ce(B)?

Em [33] Makarenko e Shumyatsky provaram uma resposta afirmativa para 17.72(a).

O item 17.72(b) permanece sem resposta.

Relembramos que pelos teoremas de Thompson e de Higman citados anteriormente,
o nicleo de um grupo de Frobenius é nilpotente de classe limitada pelo menor primo
que divide a ordem do complemento. Também sabemos que os subgrupos de Sylow do
complemento sdo ciclicos ou quatérnios generalizados, veja por exemplo [15, Teorema
10.3.1]. Sendo assim, no problema acima os grupo G e K sdo nilpotentes, pois sao nicleos
de grupos de Frobenius. Mais ainda, os subgrupos de Sylow de K sao ciclicos ou quatérnios
generalizados, pois K é complemento de GK. Por outro lado, como K ¢é nilpotente, seus
subgrupos de Sylow sao caracteristicos, logo K nao possui um subgrupo quatérnio como
subgrupo de Sylow, pois tal subgrupo possui centro de ordem 2, o qual seria fixado pelos
elementos de B. Com isso, vemos que o Problema 0.0.1 pode ser reduzido para o caso
onde K é um grupo ciclico e, mais ainda, isso é suficiente para reduzir para o caso onde

K B é um grupo de Frobenius metaciclico e |K| é um ntimero primo.
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Em [25] Khukhro, Makarenko e Shumyatsky consideraram o caso mais geral onde
a hipotese “GK é um grupo de Frobenius” do problema original, foi substituida por
Ce(K) = 1. Neste caso, eles provaram, por exemplo, que se um grupo finito G admite
um grupo de Frobenius K B com nicleo K e complemento B tal que Cq(K) =1 e Cg(B)
é nilpotente, entao G ¢é nilpotente e, apenas no caso particular onde K ¢é ciclico, a classe
de nilpoténcia de G é limitada apenas por ¢ e |B|. No mesmo trabalho eles provaram
que outros parametros como posto e ordem de tal grupo G estao relacionados com os
respectivos parametros de Cg(B) e com |B|. Além disso, para grupos de Frobenius com

nicleo ciclico, provaram que o expoente de G é limitado pelo expoente de Cg(B) e por
|KB].

Um grupo de Frobenius com nitcleo ciclico é necessariamente um grupo metaciclico
(veja o comentario apos o Teorema 1.6.5). Diante disso, ¢ natural tentar estender os
resultados provados para grupos de Frobenius metaciclicos como grupo de automorfismos
para outras familias de grupos metaciclicos. Neste sentido, Shumyatsky provou em [36]
que se um grupo finito G admite um grupo diedral D = («, ) gerado por duas involugoes
a e  como grupo de automorfismos com Cg(af) = 1, entdo, assim como para grupos
de Frobenius, parametros como classe de nilpoténcia, posto e ordem de um tal grupo G
estao relacionados com os respectivos parametros de Cg(a) e Ci(8). Lembre-se que um

grupo diedral é Frobenius se, e somente se, a ordem de af é impar.

O Problema 17.72 motivou varios outros resultados sobre grupos finitos e anéis de Lie
admitindo um grupo de Frobenius como grupo de automorfismos onde o nicleo é ciclico,
veja por exemplo |20, 21, 22, 23, 24, 25, 33]. Também motivou outros trabalhos onde o

nicleo nao é necessariamente ciclico, por exemplo |1, 4, 28|.

Vale também mencionar que recentemente Ercan, Guloglu e Khukhro em [12, 13]
consideraram o caso onde um grupo finito G admite um grupo “Frobenius-like” como
grupo de automorfismo. Um grupo AR é dito Frobenius-like com ntcleo A e complemento
R se A é um subgrupo normal nilpotente e AR/A" é um grupo de Frobenius com nicleo
AJA" e complemento RA’/A’. Neste caso, eles também consideraram que Cg(A) = 1 e

obtiveram restri¢oes sobre a estrutura de G em funcao das propriedades de Ci(R).

O objetivo deste trabalho é estudar grupos finitos admitindo a seguinte familia de
grupos metaciclicos de automorfismos: Seja M = FH um grupo finito o qual é um
produto de dois subgrupos ciclicos F' e H, onde F' ¢ um subgrupo normal e todos os

elementos de M \ F possuem ordem prima p. Exemplos de tais grupos sao:

1) os grupos de Frobenius com ntcleo ciclico F' e complemento H de ordem prima p;



4

2) os grupos diedrais, onde usando a notacao do paragrafo anterior, F = (o) e H é o

subgrupo gerado por um elemento fora de F.

Usando a identidade (fR~1)? = f- f*- ... f""h~P vemos que, de um modo geral,

M ¢ o produto semidireto de um grupo ciclico F' por um grupo H de ordem p, onde

o M=, (1)

para todos f € FF'e h € H\ {1}. Como consequéncia temos que Z(M) = Cr(H) possui

expoente p.

Seja M um grupo metaciclico da familia descrita acima. Suponha que M age como
um grupo de automorfismos sobre um grupo finito G de tal maneira que Co(F) = 1. Aqui
mostramos que propriedades e parametros de G tais como altura de Fitting, nilpoténcia,
expoente e leis positivas estao relacionadas com as respectivas propriedades e parametros

dos pontos fixos dos elementos de M \ F.

Recordamos que o subgrupo de Fitting F'(G) de um grupo finito G é definido como o
maior subgrupo normal nilpotente de G e a série de Fitting de GG é definida do seguinte

modo: fixamos Fy(G) =1 e definimos
Fin(G)/Fi(G) = F(G/F(G)),

para i > 1. Se G é um grupo solivel, o menor valor h = h(G) tal que G = F,(G) é
chamado de altura de Fitting de G.

O seguinte resultado foi apresentado em [9)].

Teorema A. Seja M = FH um grupo finito o qual € um produto de dois subgrupos ciclicos
F e H, onde F € um subgrupo normal e todos os elementos de M \ F possuem ordem
prima p. Suponha que M aja sobre um grupo finito G de tal maneira que Cg(F) = 1.
Entao F;(Cq(H)) = F;(G)NCq(H), para todo inteiro positivo i e h(G) < h(Cg(H)) + 1.

Como um corolério do teorema acima provamos no Capitulo 3 que se M age sobre um
grupo finito G' de tal maneira que Cq(F') = 1 e Cg(x) é nilpotente, para todo z € M \ F,

entdao G é nilpotente.

No Capitulo 4 estudamos o expoente de grupos finitos admitindo um grupo metaciclico

de automorfismo, onde provamos o seguinte resultado.

Teorema B. Seja M = F'H um grupo finito o qual € um produto de dois subgrupos ciclicos
F e H, onde F é um subgrupo normal e todos os elementos de M \ F possuem ordem

prima p. Suponha que M aja sobre um grupo finito G de tal maneira que Cq(F) =1 e o
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expoente de Cg(x) divide e para todos os elementos x € M\ F. Entao o expoente de G ¢é
(e, | M])-limitado.

Para o caso onde M é um grupo diedral, provamos um caso mais geral do resultado

anterior. O seguinte teorema foi apresentado em |[8|.

Teorema C. Seja D = («, 8) um grupo diedral gerado por duas involugoes v e 3. Suponha
que D aja sobre um grupo finito G de tal modo que Cg(af) =1 e ambos Cg(a) e Cq(B)
satisfazem uma lei positiva de grau k. FEntao G satisfaz uma lei positiva de grau limitado

somente por k e |D]|.

O presente trabalho estd dividido em quatro capitulos. No primeiro capitulo apre-
sentamos os resultados basicos da Teoria de Grupos e Algebras de Lie utilizados neste
trabalho. Em particular, na Secao 1.7 damos um descricao dos grupos metaciclicos con-
siderados aqui. No segundo capitulo provamos resultados auxiliares sobre grupos finitos
admitindo tais grupos metaciclicos de automorfismos, os quais sao utilizados nos capitulos
posteriores. No terceiro capitulo provamos o Teorema A e seus corolarios. Finalmente,

no Capitulo 4 provamos os Teoremas B e C.



Capitulo

Preliminares

Neste capitulo apresentamos algumas definicdes e alguns resultados relacionados a
Teoria de Grupos e Algebras de Lie, os quais fazem parte do aparato teérico necessario

as discussoes deste trabalho.

1.1 Teoria de grupos

Dado um grupo G, definimos o comutador de dois elementos z,y € G, por [z,y] =
xly~lzy e definimos, por inducdo, o comutador de r elementos x1, s, ...,z, € G por

[x1, 29, ..., x| = [[x1, 22, ..., xr1], 2], Onde [21] = 7.

Agora, dados dois subconjuntos A e B de um grupo G, definimos o subgrupo [A, B]

como
[A,B] = ([a,b] :a € Aebe B).
De forma anéloga a definicio de comutador de r elementos, dados X, Xs,..., X,
subconjuntos de G, definimos [X;, Xo, ..., X,| como sendo o subgrupo de G gerado por
todos comutadores da forma [z, xs, ..., 2], onde x; € X.

Definigcao 1.1.1. A série deriwada de um grupo G € definida por:

GO = G;
GW = [G.G;
GO — (gD, gD

Um grupo ¢ dito soluvel de comprimento derivado n quando n é o menor nimero

natural tal que G™ = 1.



Definigcao 1.1.2. A série central inferior de um grupo G é dada por:

nG) = G;
7(G) = [G,G];

15+1(G) = [(G).Gl.
Dizemos que um grupo € nilpotente de classe ¢ quando ¢ é o menor numero natural tal

que Yer1(G) = 1.

De posse da defini¢ao de grupo nilpotente, temos os seguintes resultados, cuja demons-

tracao pode ser encontrada em [27, Cap. 2|.

Teorema 1.1.3. Dado um grupo G, as sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

(1) Yer1(G) = 1;

(i2) (91,92, -, 9es1) = 1, para todo g; € G.

Definimos o centro Z(G) de um grupo G como
Z(G)={2€ G| [z,9] =1 paratodo g € G}.

Teorema 1.1.4. Um grupo G € nilpotente de classe ¢ > 1 se, e somente se, G/Z(G) é

nilpotente de classe ¢ — 1.

Agora, seja X um subconjunto de um grupo G. Denotamos por (X) o subgrupo de G

gerado por X. No caso particular em que X gera todo o grupo G, escrevemos G = (X).

Teorema 1.1.5. Se um grupo G € gerado por um subconjunto X, entao G € nilpotente

de classe < ¢ se, e somente se, todo comutador de peso ¢ + 1 com entradas em X € igual
a l.

O proximo teorema serd bastante itil. Embora, neste trabalho estejamos interessados

em sua versao para algebras de Lie, a qual sera apresentada posteriormente.

Teorema 1.1.6 (Hall [18]). Seja N um subgrupo normal de um grupo G. Se N € nilpotente
de classe k e G/[N,N] é nilpotente de classe ¢, entdo G ¢é nilpotente e sua classe de

nilpoténcia € limitada por (¢ — 1)@ + k.

Os seguintes resultados sao bastante conhecidos na literatura.

Teorema 1.1.7 (Teorema 2.3.5 [15]). Seja G um grupo finito. Entdo G € nilpotente se,

e somente se, G € o produto direto de seus p-subgrupos de Sylow.
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Teorema 1.1.8 (Lema 6.1.1[15]). Se N e M sao subgrupos normais nilpotentes de um

grupo G, entao o subgrupo N M ¢ nilpotente.

Finalizamos esta secao com trés definicoes importantes para este trabalho: as defini-

¢oes de subgrupo, série e altura de Fitting de um grupo finito.

Definicao 1.1.9. Definimos o subgrupo de Fitting de um grupo finito G, o qual denotamos

por F(G), como o produto de todos os seus subgrupos normais nilpotentes.

Considere r um namero primo e ' o conjunto dos numeros primos diferentes de r.
Vale ressaltar que o subgrupo de Fitting F'(G) de um grupo finito G pode ser escrito
como a interse¢do dos subgrupos O, ,.(G), onde r € 7(G) e O, ,(G) ¢ a imagem inversa
de 0.(G/0, ().

Definicao 1.1.10. A série de Fitting de um grupo G € definida do sequinte modo: fizamos
Fo(G) =1 e definimos

Fi—i—l(G)/Fi(G) = F(G/Fi(G)),
parai=0,1,.... Se G é um grupo solivel, o menor valor h = h(G) tal que G = F,(G) €
chamado de altura de Fitting de G.

1.2 Introducao aos p-grupos potentes

Nosso principal objetivo aqui é apresentar alguns resultados e propriedades dos p-
grupos potentes. Em particular, estamos interessados em resultados que garantem a
existéncia de p-subgrupos potentes de “indice convenientemente limitado” em um p-grupo
qualquer. Uma demonstragdo dos resultados desta se¢do pode ser encontrada em [10,
Cap. 2| e |26, Cap. 11].

Nesta secdo, p sempre denota um niimero primo. Seja G' um p-grupo finito, definimos,

para todo i > 0, os subgrupos caracteristicos

G" =" |z eq).

O subgrupo de Frattini ®(G) de um p-grupo finito G é definido como a interse¢ao de
todos os seus subgrupos maximais. Vale relembrar que o subgrupo de Frattini ¢ igual &
G?[G, G| e, consequentemente, o grupo quociente G/®(G) é um p-grupo abeliano elemen-

tar.

Definigao 1.2.1. Um p-grupo finito G € dito potente se p é impar e G/GP é abeliano,

ou se p é par e G/G* é abeliano.
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Definicao 1.2.2. Um subgrupo N de um p-grupo finito G € dito potentemente imerso em
G, sep € fmpar e [N,G] < NP, ou p é par e [N,G] < N*.

Assim, G é potente se, e somente se, G é potentemente imerso em G e, quando p é
impar, temos que G é potente se, e somente se, G = ¢(G).

Definimos agora uma importante série de subgrupos caracteristicos de um p-grupo,

chamada p-série inferior.

Definicao 1.2.3. Seja G um p-grupo finito. Definimos a p-série inferior de G da

sequinte forma,

P (G)=G, e P(G)=P(G)PP(G),G], parai>1.

Para simplificar a notacao, escrevemos
G; = Pi(G).

Lema 1.2.4 (Teorema 2.7 |10]). Seja G = (a4, ..., aq) um p-grupo potente. Para cada i

temos:

(i) G; € potentemente imerso em G e Gy = GY = ®(G;);
i—1 1—1

(i) Gi=GV ' ={a" |z e G}y =(d ,....d );

(1ii) a aplicagcao x — xP induz um homomorfismo de G;/Giv1 em Giy1/Gito.

E interessante observar que o item (#7) do lema acima nos diz que se um p-grupo
potente é gerado por elementos de ordem menor do que um valor e, entao o expoente de
tal grupo também ¢ menor do que e. Essa propriedade de grupos potentes serd usada no
Capitulo 4 com o intuito de reduzir o problema de limitar o expoente de um p-grupo ao

problema de encontrar um subgrupo potente de indice conveniente.

Para um p-grupo finito G denotamos por d(G) a quantidade minima de um conjunto
gerador de G. Assim d(G) também é a dimensao de G/®(G) como um espago vetorial

sobre o corpo com p elementos F,.

Teorema 1.2.5 (Teorema 2.9 [10]). Se G é um p-grupo potente e H < G, entio d(H) <
d(G).

O posto de G, denotado por rk(G), é definido como

rk(G) = sup{d(H) | H < G}.
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O teorema acima implica que se G é um p-grupo potente, entao rk(G) = d(G).

Encerramos esta se¢ao com um teorema que nos mostra que existe uma relagao entre
o posto de G e o indice de alguns de seus subgrupos potentes. Outro resultado sobre
a existéncia de p-subgrupos potentes serda apresentado na secao sobre algebras de Lie

associadas a um p-grupo.

Teorema 1.2.6 (Teorema 2.13 [10]). Seja G um p-grupo finito de posto r. Entao G possui
um subgrupo potente caracteristico de indice limitado por uma funcao que depende apenas

deper.

1.3 Leis positivas

O objetivo principal aqui é apresentar um resultado provado por Burns, Macedonska e
Medvedev [3]. Este resultado permite entender um lei positiva qualquer, satisfeita por um

grupo finito, em funcdo de duas leis positivas mais “naturais™ a lei x° e a lei de Malcev.

Sejam F' um grupo e X um subconjunto de F'. Dizemos que F' é um grupo livre com
base X se, para todo grupo G, qualquer aplicacao f : X — G pode ser estendida de
modo tnico para um homomorfismo ¢ : F' — G. As demonstragoes sobre a existéncia e

construgao de grupos livres podem ser encontradas em [35, Cap. 2]

Seja F' o grupo livre com base X = {x1,2,...}. Uma palavra positiva em X é
um elemento nao trivial de F' nao envolvendo os inversos dos elementos x;, ou seja, sao
mi,..mo

x x*
i1 2 ‘i )

elementos da forma x onde £k > 1em; > 1, paraj=1,...,k. Uma le:
positiva de um grupo G é uma identidade nao trivial da forma u = v, onde u, v sdo palavras
positivas em F', valida para toda substituicaio X — G. O maximo dos comprimentos das
palavras u e v é chamado de grau da lei u = v. Um exemplo de lei positiva é zy = yz, a

qual é uma lei positiva de grau 2 satisfeita por todos os grupos abelianos.

Outro exemplo interessante ¢ a lei positiva z2y? = 3?22, a qual é satisfeita por todos

0s grupos que sao extensoes de um grupo abeliano por um grupo de expoente 2, como
por exemplo os grupos diedrais. Tal exemplo mostra que parametros como classe de
nilpoténcia e expoente nao podem ser limitados pelo grau da lei, pois os grupos diedrais

de ordem 2" podem ter classe de nilpoténcia e expoente arbitrariamente grandes.

Temos ainda a lei de Malcev [32] M.(z,y) de duas variaveis e de grau 2¢ definida pela
relacdo a.(x,y) = Be(z,y), onde a, e 5. sao definidos por ag(z,y) = =, fo(z,y) =y e a
relacao recursiva

Qe = Oécflﬁcfl € ﬁc = ﬁcflach
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Assim, M;(x,y) é a lei apresentada acima zy = yr e My(z,y) é a lei zyyr = yray. E
sabido que a lei de Malcev M, (x,y) é satisfeita por todos os grupos nilpotentes de classe
c. Como consequéncia, um grupo que é uma extensao de um grupo nilpotente de classe ¢

por um grupo de expoente e satisfaz a lei positiva M.(x¢, y©).

De um modo geral, um grupo satisfazendo uma lei positiva nao ¢ necessariamente uma
extensao de um grupo nilpotente por um grupo de expoente finito, isto foi demonstrado

por Ol'shanskii e Storozhev [34]. Porém, temos o seguinte teorema:

Teorema 1.3.1 (Teorema 1 - Burns, Macedoriska e Medvedev [3]). Ezistem fungoes c(n) e
e(n) dependendo somente de n tais que qualquer grupo finito satisfazendo uma lei positiva
de grau n € extensao de um grupo nilpotente de classe no mdzimo c(n) por um grupo de

expoente dividindo e(n).

Na verdade, em [3] esta provado que o teorema acima vale ndo apenas para grupos fini-
tos, mas para uma classe de grupos maior, a qual inclui os grupos soliiveis e residualmente

finitos.

1.4 Automorfismos de grupos

Apresentaremos agora alguns resultados sobre automorfismos de grupos cujas demons-

tracoes podem ser encontradas em [15, Cap. 10|, [26, Cap. 1] e [27, Cap. 1].

Relembramos que um grupo A age sobre um conjunto €2 se cada elemento a € A
corresponde a uma bijecao m, : @ — € de Q de tal modo que 7y, seja a composicao de
T, € Tp. Em outras palavras, a funcao a — m, € um homomorfismo de A no grupo de
permutacoes dos elementos de ). E dizemos que a agao é fiel quando seu niicleo é igual
aleA.

Ao longo deste trabalho dizemos que um grupo A age por automorfismos sobre um
grupo G quando a a¢ao de A sobre o conjunto €2 = G é um homomorfismo de A em Aut(G),
onde Aut(G) é o grupo formado por todos automorfismos de G. Podemos também dizer
simplesmente que A age sobre G. Vemos que se tal acao é fiel, entao A pode ser identificado

como um subgrupo de Aut(G).

Sejam G um grupo e H um subconjunto de Aut(G). Dizemos que um subconjunto X
de G ¢ H-invariante se tivermos X" C X, para todo h € H, onde X" é a imagem do
subconjunto X pelo automorfismo h. Além disso, denotamos o subgrupo formado pelos

pontos fixos de H em G por

Co(H)={g9€G|g"=g, paratodohc H}.
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O subgrupo Cg(H) também serd chamado de centralizador de H em G. Quando temos

Ce(H) =1 dizemos que H ¢é livre de pontos fizos (ou age sem pontos fixos) em G.

Lema 1.4.1. Seja p um nidmero primo. Se A é um p-grupo de automorfismos de um

p-grupo finito nao trivial G, entio Cg(A) # 1.

Dados um elemento ¢ € Aut(G) e um subgrupo normal g-invariante N, podemos
construir um automorfismo sobre o grupo quociente G/N de modo natural: (¢/V)? = g*N.
No decorrer do texto tal automorfismo induzido serd denotado pelo mesmo simbolo .
Além disso, do mesmo modo, dado um grupo de automorfismos A de G podemos construir
um grupo de automorfismos sobre o grupo quociente G/N onde N é um subgrupo normal

A-invariante.

O proximo lema nos permite entender, sob certas hipdteses, a relacao entre os pontos

fixos de um grupo de automorfismos e os pontos fixos do grupo de automorfismos induzido.

Lema 1.4.2. Suponha que um grupo finito A age sobre um grupo finito G e seja N um
subgrupo normal A-invariante de G tal que (|A],|N|) = 1. Entdo Cq/n(A) = Cq(A)N/N.

Automorfismos livres de pontos fixos

Agora apresentamos alguns resultados que dizem respeito apenas a grupos finitos ad-

mitindo um automorfismo ou um grupo de automorfismos livres de pontos fixos.

Lema 1.4.3. Seja G um p-grupo finito admitindo um grupo de automorfismos nilpotente
A tal que Cq(A) = 1. Seja B o p'-subgrupo mazimal de A. Entdo Cq(B) = 1.

Demonstra¢ao. Temos que o p-grupo A/B age de modo natural sobre o p-grupo Cg(B),
e os pontos fixos desta acao sao pontos fixos do grupo A. Logo, pelo Lema 1.4.1, devemos
ter O(;(B) = 1. ]

O proximo lema nos mostra uma maneira, muitas vezes conveniente, de escrever os
elementos de um grupo finito admitindo um automorfismo sem pontos fixos. Além disso,

ele nos fornece uma identidade, que depende do automorfismo, satisfeita por tais grupos.

Lema 1.4.4 (Lema 10.1.1 [15]). Seja ¢ um automorfismo de ordem n livre de pontos fizos

de um grupo finito G. Entao:

1

(i) todo elemento de G pode ser escrito na forma x~'x¥ e x¥x™t, para apropriados

r €.
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.. —1 —1
(i) para todo x € G, temos xa¥---x¥"  =z¥  ...x¥r =1

E interessante comparar o seguinte lema com o Lema 1.4.2, uma vez que ambos descre-

vem os pontos fixos do automorfismo induzido. No entanto, no préximo lema nao exigimos

que a ordem do automorfismo seja coprima com a ordem do subgrupo invariante.

Lema 1.4.5 (Lema 10.1.3 [15]). Seja ¢ um automorfismo livre de pontos fizos de um
grupo finito G e seja N um subgrupo normal p-invariante de G. FEntdao ¢ induz um

automorfismo livre de pontos fizos em G/N.

Outra importante propriedade dos automorfismos sem pontos fixos é que deixam in-

variante apenas um p-subgrupo de Sylow, para cada primo em 7 (G).

Lema 1.4.6 (Lema 10.1.2 [15]). Se ¢ é um automorfismo livre de pontos fizos de G, entdo

@ deiza invariante somente um p-subgrupo de Sylow, para cada primo p diwisor da ordem
de G.

Os proximos dois resultados dizem respeito a grupos admitindo um automorfismo de
ordem prima sem pontos fixos. Eles juntos dizem que se um grupo finito admite um
automorfismo de ordem prima p sem pontos fixos, entao tal grupo é nilpotente de classe

limitada apenas em termos de p.

Teorema 1.4.7 (Higman [17]). Se G é um grupo nilpotente admitindo um automorfismo
livre de pontos fizos de ordem prima p, entdo a classe de nilpoténcia de G € limitada por

uma fungao h(p) que depende apenas de p.

Teorema 1.4.8 (Thompson [40]). Se G admite um automorfismo livre de pontos fizos de

ordem prima, entao G € nilpotente.

E importante ressaltar que é possivel construir exemplos de grupos nio nilpotentes
admitindo um automorfismo livre de pontos fixos. Um exemplo pode ser encontrado em
[15, pag. 336|. Por outro lado, como um corolario da classificagdo dos grupos simples
finitos temos que um grupo finito admitindo um automorfismo sem pontos fixos é solavel,

veja por exemplo [16]. Diante disso, temos o seguinte teorema.
Teorema 1.4.9. Se G admite um automorfismo livre de pontos fizos, entao G € solivel.
De um modo geral, no teorema acima nao sabemos se o comprimento derivado de

G pode ser limitado em fungao da ordem do automorfismo. Entretanto, vale o seguinte

resultado para o comprimento de Fitting.

Teorema 1.4.10 (Dade [7]). Se G admite um automorfismo livre de pontos fixos de ordem

n, entao a altura de Fitting de G ¢ limitado por uma fun¢ao que depende apenas de n.
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1.5 Grupos de Frobenius

A seguir apresentamos propriedades basicas de uma importante “classe” de grupos
finitos, os chamados Grupos de Frobenius. O estudo de tais grupos motivaram iniimeros
avancos na teoria dos grupos finitos, tais como a classificagao dos grupos cujos subgrupos
de Sylow sao ciclicos ou quatérnio generalizado, o Teorema de Thompson sobre grupos
com um automorfismo sem pontos fixos e etc.. Mais informagoes sobre esse interessante

assunto podem ser encontradas ao longo de todo o Livro [15].

Seja H um subgrupo de um grupo finito G. Considere Q = {Hz; | x; € G, 1 <i < n}
o conjunto formado pelas classes laterais de H em . Para cada x € G podemos definir

uma permutacao m, do conjunto €2 do seguinte modo

m.(Hzx;) = Hz;x, para cada 1 <i <mn.

E sabido que a aplicacao my que associa a cada z € G a permutacao 7, é um homomor-
fismo de G no grupo de permutagao do conjunto €2, o qual podemos identificar com o

grupo simétrico S,. O ntcleo do homomorfismo 7y é o conjunto

N={r€G|z¢€x;'Hr; para todo i, 1 <i<n}.

Chamamos 7y de representacao transitiva de G sobre o grupo de permutacoes das
classes (a esquerda) de H. O caso em que H = 1 é chamado de representacio regular.
De acordo com a defini¢cao anterior, vemos que o grupo G/N age transitivamente sobre
o conjunto €, ou seja, dado dois elementos Hz; e Hzx,, em (2, existe g € G/N tal que
ng(Hz;) = Hx,,. Mais ainda, vemos que o subgrupo my(H™) é o subgrupo que fixa o
elemento Hx; e que na representacao regular somente o elemento neutro de G fixa mais

de um elemento de .

Definicao 1.5.1. Dado um grupo G, dizemos que um subgrupo H é disjunto de seus
conjugados se H N H* = H ou HN H* =1, para todo x € G.

Usando a definicao do homomorfismo 7y, vemos que H é disjunto de seus conjugados

se my(H) fixa apenas os elementos { Hz;}, onde z; normaliza H.

Defini¢ao 1.5.2 (Grupo de Frobenius). Seja H um subgrupo nao trivial de um grupo
finito G. Dizemos que G € um grupo de Frobenius com complemento H se H é disjunto

de seus conjugados e é seu proprio normalizador em G.

Em outras palavras, um grupo de Frobenius pode ser visto como um grupo de per-

mutagoes de um conjunto 2 (as classe de H) onde somente a identidade fixa mais do que
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um elemento, mas os subgrupos que fixam um elemento de 2 sdo nao triviais (a saber,

7wy (H*") fixa somente o elemento Hz;).

O proximo teorema é devido a Frobenius.

Teorema 1.5.3 (Teorema 4.5.1 [15]). Seja G um grupo de Frobenius com complemento
H. Considere o conjunto Q = {Hx; | x; € G, 1 < i < n} das classe laterais de H e
o homomorfismo . Entao o subconjunto de G consistindo da identidade junto com os
elementos x tais que m, nao fitam nenhum elemento de 0 formam um subgrupo normal
K de G de ordem igual ao indice de H em G.

O subgrupo K descrito no teorema anterior é chamado de nicleo de Frobenius de G.
Além disso, temos
K={1}uU (G\ UHQ).
geG
O préximo resultado, em um certo sentido, nos permite construir grupos de Frobenius

a partir do grupo de automorfismos de um grupo finito. Também nos mostra uma relacao

entre os grupo de Frobenius e os automorfismos sem pontos fixos.

Teorema 1.5.4. Sejam B um grupo finito e A um subgrupo de Aut(B). Suponha que
para todo elemento nao trivial de a € A temos Cg(a) = 1. Entdo o produto semidireto

G =B x A de B por A € um grupo de Frobenius com nicleo B e complemento A.

Demonstracao. Primeiro mostramos que A é seu proprio normalizador. Note que dado
r € G temos A* = A’ para algum b € B, pois G = BA. Suponha que A® = A, para
algum b € B. Entdo [a,b] € A, para todo a € A. Por outro lado, como B é normal em G,
temos que [a,b] € B. Sendo assim, como BN A = 1, temos [a,b] = 1, para todo a € A.
Mas isso significa b* = b, para todo A, ou seja, b € Cg(A) = 1.

Agora, precisamos mostrar que AN A* = A ou AN A® = 1, para todo b € B. Suponha
que AN A® £ 1 e fixe a € AN AP Entdo [a,b] € AN B = 1. Portanto, b € Cp(a) =1 e
temos AN A” = A. O

Encerramos esta segao com um teorema que lista as principais propriedades de um

grupo de Frobenius, sua demostragao pode ser encontrada em [15, Teoremas 2.7.6 e 10.3.1].



16

Teorema 1.5.5. Seja G um grupo de Frobenius com complemento H e nicleo K. Entao:

(1) G=KH com HNK, ou seja, G é o produto semidireto de K por H;
(i7) |H| divide | K| —1;

(1ii) Todo elemento de H \ {1} induz por conjugacao um automorfismos de K o qual fiza

somente o elemento identidade de K ;
(iv) Cq(y) € K, para todo elemento nao trivial y € K.
(v) K € nilpotente e é abeliano se |H| € par.

(vi) Os p-subgrupos de Sylow de H sao ciclicos, se p € impar, e sao ciclicos ou quatérnios

generalizados se p = 2.
(vit) Qualquer subgrupo de H de ordem pq, onde p e q sao primos, € ciclico.

(viit) Se |H| é impar, entao H é metaciclico, enquanto que se |H| é par, H possui um

unico elemento de ordem dois, o qual necessariamente pertence ao centro.

1.6 Teoria de representacoes

Discutimos aqui apenas alguns fatos basicos da Teoria de Representacoes Lineares.
Nosso objetivo principal é apresentar o Teorema de Clifford, o qual serd usado no Capitulo
3.

Sejam [ um corpo e V um espaco vetorial de dimensao finita sobre F e GL(V) o
grupo de transformacoes lineares invertiveis de V. Dado um grupo GG, um homomorfismo
p: G — GL(V) é dito uma representacao linear de G sobre V. O niicleo K de p é
chamado de nicleo da representacao. Se o homomorfismo p ¢ injetivo, dizemos p é uma

representacao fiel de G.

Duas representacoes p e v de GG sobre V' sao ditas equivalentes se existe um isomorfismo
¢:V =V tal que p(g)¢ = ¢v(g), para todo g € G.

A dimensao de V sobre F ¢é dita grau da representacao p. Uma representacao de
grau 1 é chamada de representacao afim. Neste trabalho nos restringimos apenas as

representacoes de grau finito.

Se W é um subespago de V invariante por p(G), entdo claramente p induz uma re-

presentacao de G sobre W, a qual chamamos de restri¢cao de p em W e denotamos por

P lw-.
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Uma representacao p de GG sobre V' é dita irredutivel se 0 e V' sao os tinicos subespacos
p(G)-invariantes de V. Caso contrario, dizemos que p é redutivel. Além disso, dizemos

que uma representacao p de G sobre V' é completamente redutivel quando
V=VieVe -V,

onde cada V; é um subespago p(G)-invariante nao trivial de V' e p |y, é irredutivel.

As vezes ¢ mais conveniente tornar o espaco vetorial V um FG-moédulo & esquerda
definindo gv = p(g)(v), para todo, g € G e v € V. Feito isto, podemos usar a linguagem
de moédulos em varios conceitos que ja definimos. Assim, por exemplo, um subespaco
p(G)-invariante se torna um FG-submodulo de V' e V' é FG-modulo irredutivel se 0 e V'
sao os tnicos FG-submodulos de V. Além disso, é interessante notar que cada elemento
de GG se torna uma transformacao linear de V, assim conceitos como os de autovalor e

autovetor também podem ser usados.

Iniciamos apresentando alguns resultados basicos da teoria de representacao de grupos
abelianos. Uma demonstracao dos resultados apresentados aqui pode ser encontrada em
[15, Cap. 3.

Lema 1.6.1. Seja V um FG-mdodulo, onde V' € espaco vetorial sobre F. Se um elemento
z € Z(G) possui um autovalor A em F, entdo zv = Av, para todos v € V.. Em particular,

se V é um G-maodulo fiel, entdo z =1 ou X\ # 1.

O lema acima é particularmente importante no estudo de representacao de grupos
abelianos sobre um corpo algebricamente fechado, pois diz que todo elemento se comporta
como uma transformacao escalar. Ele também é usado para demonstrar os seguintes

teoremas.

Teorema 1.6.2. Se p é uma representacao irredutivel de um grupo abeliano G' com nicleo
K, entao G/K ¢€ ciclico. Em particular, um grupo abeliano nao ciclico nao possui uma

representacao irredutivel e fiel.

Teorema 1.6.3. Seja G um grupo abeliano de ordem n e F um corpo que contém a

n-ésima raiz da unidade. Entdo toda representacao irredutivel de G sobre F € afim.

O teorema seguinte nos da4 um critério suficiente para uma representacao ser comple-

tamente irredutivel.

Teorema 1.6.4 (Maschke - Teorema 3.3.1 [15]). Seja p uma representagiao de G sobre
V, onde V é um espaco vetorial sobre F. Assuma que F é de caracteristica 0 ou de

caracteristica coprima com |G|. Entao p é completamente redutivel.
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Uma aplicacao dos resultados acima para a Teoria de Grupos é o teorema seguinte:

Teorema 1.6.5. Seja () um q-grupo abeliano elementar e seja P um p-subgrupo abeliano

elementar nao ciclico de Aut(Q)), onde p # q. Entao

Q=[] Col).

zeP\{1}

O teorema acima pode ser usado para provar que um grupo de Frobenius KB com
ntcleo ciclico K e complemento H é necessariamente metaciclico, pois nesse casso H deve
ser abeliano e, como todo elemento do complemento age sem pontos fixos o teorema acima

implica que H deve ser ciclico.

Finalizamos esta secao com o Teorema de Clifford, cuja demonstragao pode ser encon-
trada em [15, Teorema 3.4] . Dados uma representacao irredutivel de um grupo G sobre
V' e um subgrupo normal H de G, ele nos permite saber como o espaco V' se decompée
em relacao a acao de H. Vale também ressaltar que neste trabalho, especificamente no

Capitulo 3, estamos mais interessados no item (i7i) do Teorema de Clifford.

Teorema 1.6.6 (Clifford). Sejam V' um G-mddulo irredutivel e H um subgrupo normal
de G. Entao V € uma soma direta de subespacos H-invariantes Vi, 1 < i < r, 0s quais

satisfazem as sequintes condicoes:

(1) Vi=Xu®Xpn®- - & X, onde cada X;; € um H-submdodulo irredutivel, 1 <i <r,t

¢ independente de i, e X;;, Xy sao H-submddulos isomorfos se e somente se i = 1.

(13) Para qualquer H-submddulo U de V', temos U = Uy @ Uy & --- & U,., onde U; =
Unv, 1 <i<r. Em particular, qualquer H-submddulo irredutivel de V estd

contido em algum dos V;.

(1ii) Para cada x € G, a aplicagcdo M(x) : V; — 2V;, 1 < i < r € uma permutacao do
conjunto S = {V1, Vs, ..., V;.} eIl induz um representacao transitiva de G sobre S

por grupo de permutagées. Além disso, o subgrupo HCq(H) estd contido no nicleo

de II.

Produto tensorial

Em certas circunstancias, demonstracoes que envolvem as representagoes lineares se
tornam mais faceis se o corpo F contém uma raiz m-ésima da unidade, para m conveniente,

ou até mesmo que seja algebricamente fechado. A fim de contornar esse tipo de problema,
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apresentamos o conceito de Produto Tensorial e alguns aspectos béasicos desta teoria.

Maiores detalhes sobre este assunto podem ser encontrados em [27].

Sejam A e B dois espacos vetoriais sobre um corpo F. O produto tensorial A ®g B é
definido como um par (W,4), onde W é um espago vetorial sobre F e ¢ : A x B — W
¢ uma aplicacao bilinear que satisfaz a seguinte propriedade universal: para todo espago
vetorial W' sobre F e para toda aplicacao bilinear ¢ : A x B — W/, existe uma unica
T : W — W' linear tal que ¢(u,v) = T(¢(u,v)) para todos u € A e v € B. As seguintes
propriedades valem para o produto tensorial A ®p B:

rla®b) =ra®b=a®rd,

a® (by +by) =a®b; +a® by,
(a1 +az) ®b=a1 @b+ as b,

onde r € F;a,ay,a0 € A;b,by,by € B.

O seguinte exemplo de produto tensorial serd usado no Capitulo 3. Considere F, o
corpo com p elementos. Sejam V' um espago vetorial sobre [F,, e k um corpo de decompo-
sicao de algum polindmio sobre F,,. Sabemos que o corpo k também pode ser considerado

como um espaco vetorial sobre F,. Sendo assim, podemos definir o produto tensorial
V ®r, k.

E interessante observar que o produto tensorial V ®r, k pode ser considerado como
um espagco vetorial sobre k, definindo o produto por um elemento g € k como [(a ® b) =
(a ® Bb). Além disso, dado um automorfismo ¢ de V| podemos considerar ¢ como um
automorfismo de V ®p, k fazendo ¢ agir de forma trivial sobre &, ou seja, (a®b)¥ = a? @b,

para todo a ® b € V ®p, k.

O proximo resultado nos da uma relacao entre os pontos fixos de ¢ em V' e os pontos

fixos de ¢ em V ®p, k.

Lema 1.6.7. Considerando V =V ®r, k o produto tensorial definido acima e ¢ um

automorfismo de V' agindo sobre V da forma descrita anteriormente, temos

Cy(p) = Cv(p) ®r, k

Encerramos esta segao com um teorema que relaciona as representacao sobre V' e as

representagoes sobre V ®p, k.

Teorema 1.6.8 (Teorema 29.7 - Noether, Deuring [6]). Sejam V' um espago vetorial de
dimensao finita sobre um corpo F e k uma extensao de F. Se duas representacoes p e v

de V' sao equivalentes em V=V ®r k, entao p e v sao equivalentes como representagoes
de V.
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1.7 Grupos metaciclicos

Um grupo M ¢é dito metaciclico quando contém um subgrupo normal ciclico F' tal
que M/F também é ciclico. E imediato verificar que o produto semidireto de grupos
ciclicos sao exemplos de grupos metaciclicos. No entanto, o grupo dos quatérnios Qg é
um exemplo de grupo metaciclico que nao é um produto semidireto de subgrupos ciclicos.
No caso especial onde M possui um subgrupo H isomorfo a M/F tal que M = F x H

dizemos que M é extensao cindida de F por H.

Em geral, um grupo metaciclico M ¢ gerado por dois elementos e possui a seguinte
apresentacao

M ={(a,b|a” =1,b" =a" a’ = a*),

onde n, m, u e s sdo inteiros positivos que satisfazem s = 1(mod n) e u(s—1) = 0(mod n).
Outra observacao interessante é que o grupo derivado M’ de M é ciclico, mas nao é verdade
em geral que o grupo quociente M /M’ seja ciclico, por exemplo Qs/(Qs)’ é um 2-grupo

abeliano elementar de posto 2.

Grupos diedrais

Um familia de grupos metaciclicos, particularmente importante para este trabalho,

sao os grupos diedrais, cuja apresentacao é:

Dy=(hf|h=fr=1f"=f").

O lema seguinte nos diz que na verdade os grupos diedrais sao os grupos gerados por
dois elementos de ordem dois. Neste trabalho chamamos de involucées os elementos de

ordem dois de um grupo.

Lema 1.7.1. Seja D um grupo finito gerado por duas involugoes o e B. Entao D é um

grupo diedral.

Demonstracao. Como « e [ sao involugoes temos que Sa é o inverso de af. Consequen-
temente (a3)* = Ba = (aB)~!. Em outras palavras, a leva cada elemento do subgrupo
(o) em seu inverso. Por outro lado, vemos que D também é gerado por a e af3, ou seja,

D é um grupo diedral. O
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Como uma consequéncia do lema acima podemos apresentar um grupo diedral da

seguinte forma
D, ={a,B|a®=p*=(af)" =1).
Além disso, como « leva cada elemento de F' = (af3) em seu inverso, vemos que se |af3| é

impar, entao a age sobre F' sem ponto fixos, consequentemente, pelo Lema 1.5.4, o grupo

D,, ¢ um grupo de Frobenius com nicleo F' e complemento ().

Seja D = («, ) um grupo diedral gerado por duas involuges a e 5. O proximo lema

diz que a e § sao conjugados se, e somente se, D é um grupo de Frobenius.

Lema 1.7.2. Seja D um grupo diedral gerado por duas involugoes o e 3. Entao a e 3

sao conjugados se, e somente se, |af| € impar.

Demonstracao. Fixe f = af. Assim, temos D = («, f) e f = af. Mais ainda, vemos que
é suficiente verificar se « e 8 sdo conjugados por um elemento em (f). Por outro lado,
dado f* € (f) temos

o' = ala, f1] = a(f)? = a(f?)'.

Portanto, @ e 3 conjugados se, e somente se, existe um inteiro i tal que a(f?)' = 3 =
af. Isso significa que f & alguma poténcia de f2, ou seja, significa que f2 gera o subgrupo
(f). Por outro lado, sabemos que f? gera (f) se, e somente se, |(f)| é impar, o que conclui

o teorema. ]

Automorfismos cindidos

A fim de entender melhor a classe de grupos metaciclicos que consideramos neste

trabalho precisamos da seguinte definicao.

Definicao 1.7.3. Um automorfismo a de um grupo F é dito automorfismo cindido

de ordem p se

o? aP

of=1¢e¢e x-2%-2% - x =1,

para todo x € F.

Note que nao excluimos o caso onde o« = 1, o qual implica que F' possui expoente p.
Outro exemplo é fornecido se F' é abeliano e o age sobre F' levando cada elemento em seu
inverso, neste caso o é um automorfismo de ordem 2. Em particular, se F' é ciclico entao
o produto semidireto F'(«) é um grupo diedral. Note ainda, que se um automorfismo ¢

de ordem p age livre de pontos fixos sobre F', como por exemplo um elemento de ordem p
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do complemento de um grupo Frobenius age sobre o nicleo, entao pelo item (i) do Lema

1.4.4, o automorfismo ¢ ¢ cindido.

Claramente vemos que se o é um automorfismo cindido de ordem p, entao o subgrupo
dos pontos fixos de a possui expoente p. Consequentemente, se F' é um p’-grupo, entao a é
um automorfismo de F' livre de pontos fixos de F'. Mais informacdes sobre automorfismos

splitting de ordem prima podem ser encontradas em |27, Cap. 07].

Agora, seja M = FFH um grupo finito o qual é um produto de um subgrupo normal
F e um subgrupo H. Assuma que todos elementos em M \ F' possuem ordem prima p.

Entao, usando a identidade

p—1 _
x.xa.xa l,Oé :(ﬂja l)p&p’
concluimos que um elemento nao trivial & € H é um automorfismo splitting de ordem p

de F, pois ambos xa~! e o ndo pertencem a F.

Encerramos esta breve introducao sobre grupos metaciclicos provando alguns resulta-
dos que nos permitem entender melhor a familia de grupos metaciclicos considerados neste
trabalho. Sendo assim, no restante desta se¢ao consideramos M = F'H um grupo finito
o qual é um produto de dois subgrupos ciclicos F' e H, onde F' é um subgrupo normal e

todos os elementos de M \ F' possuem ordem prima p.

Lema 1.7.4. Se o subgrupo Crp(H) ndo € trivial, entdo ele é o subgrupo de ordem p de
F.

Demonstracao. Como um elemento nao trivial @« € H é um automorfismo splitting de
ordem prima p de F', temos que o subgrupo Cr(H ) possui expoente p. Por outro lado, um
p-grupo finito nao age sem pontos fixos sobre outro p-grupo, pelo Lema 1.4.1. Portanto,
Cr(H) é trivial se, e somente se, F' é um p’-grupo e, caso contrario, Cr(H) é o subgrupo
de ordem p de F. O

Teorema 1.7.5. Se p é impar, entdo F/Cp(H) é um p'-grupo.
Demonstragao. A fim de provar que F/Cp(H) é um p'-grupo é suficiente provar que
F/Cp(a) é um p'-grupo para qualquer o € H.

Suponha que F'/Cp(«) nao seja um p’-grupo. Pelo Lema 1.4.1, temos que Cp ¢y (a)(0)

é ndo trivial, pois o p-subgrupo de Sylow de F//Cr(«) é H-invariante.

Agora, seja T um elemento nao trivial de Cr/c, (o) (@) € seja x uma imagem inversa de

T em F. Assim, existe um elemento b € Cr(«) tal que z* = xb, mais ainda ™ = gbl.
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Logo temos

que é uma contradicdo, pois todos os elementos de ordem p pertencem a Cr(H). O

Note que um grupo diedral de ordem 2", com n > 3, é um contra-exemplo para o caso

p=2.

Corolario 1.7.6. Se p ¢ impar, entao F = Cp(H)Fy, onde Fy € o p'-subgrupo mazimal
de F. Além disso, se F,y € nao trivial, entdo FyH é um grupo de Frobenius com nicleo

Fy e complemento H.

1.8 Algebras de Lie

Apresentamos agora algumas propriedades basicas sobre algebras de Lie. Além disso,
no final da secdo apresentamos alguns resultados sobre algebras de Lie admitindo um

automorfismo sem pontos fixos, os quais usaremos no iltimo capitulo.

Definicao 1.8.1. Um espac¢o vetorial L sobre um corpo F, com uma operacao produto
Lx L — L, onde o par (x,y) € levado em [x,y], é chamado uma dlgebra de Lie sobre

F se os sequintes axiomas sao satisfeitos:

(1) A operagao produto € bilinear, isto €, para todos x,x1,x9,y,y1,y2 € L e a € T,
[z1 + 22,y = [21,y] + [22, 9],
[z, y1 + yol = [z, 1] + [, 92],
alz,y] = [ax,y] = [z, ay;

(¢7) [z, 2] =0, para todo x € L;
(i33) (3, 19> 2]] + [y, [52]) + [# [, 9] = 0, para todos z,y, = € L.
O axioma (4i7) ¢ conhecido como Identidade de Jacobi e o produto [a,b] é usualmente
chamado de comutador de a e b.

Dada uma algebra Lie L, dizemos que um subconjunto B de L é uma subdlgebra de
Lie, se B é um subespaco vetorial de A e a operacao produto é fechada em B. Em outras
palavras, se B é uma algebra de Lie contida em L. Dizemos que uma subélgebra [ é um

ideal de L se, dado b € I, temos [a,b] € I, para todos a € L.
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De maneira analoga ao que foi feito para grupos, vamos definir, por inducao, o comu-

tador de r elementos x1,xs, ..., x, como [Ty, Ta, ..., x| = [[z1,...,2r_1], 7]
Dado um elemento a € L, definimos o centralizador de a em L como sendo a subalgebra
Cr(a) ={z € L:[z,a] =0}.
Analogamente, dado um subconjunto H de L, definimos

CrL(H)={x € L:[z,h] =0, para todo h € H}.

Dados dois ideais H e K de uma é&lgebra de Lie L, conseguimos um novo ideal [H, K]

de L, definindo [H, K| como o subgrupo aditivo

([h,k]:he Hek e K).

Dado um elemento x € L, definimos o operador adjunto associado a x como a aplicacao

linear adz : L — L onde adz(y) = [y, z].

Definicao 1.8.2. Um elemento x de uma dlgebra de Lie L é chamado ad-nilpotente se

existe um inteiro positivo k tal que (adx)® =0, ou seja,

[y, z,...,2] =0, para todoy € L.

k
Se k € o menor inteiro com esta propriedade, entao dizemos que x € ad-nilpotente de

indice k.

Definimos a seguir duas séries de ideais de uma algebra de Lie L, que sao analogas as

séries derivada e central inferior de um grupo G.

Definicao 1.8.3. A série deriwvada de uma dlgebra de Lie L ¢ definida como:

LY = [L, L}
() : [L(”—l), L(n—l)]_

Uma dlgebra de Lie € dita solivel de comprimento derivado n quando n é o menor

ndmero natural tal que L™ = 0.

Definicao 1.8.4. Definimos a série central inferior de uma dlgebra de Lie L do se-

guinte modo:

n(L) = L
(L) = [L,L];

(L) = (L), L)
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Dizemos que uma dlgebra de Lie é nilpotente de classe ¢ quando ¢ é o menor nimero

natural tal que v.41(L) = 0.

Definimos o centro Z(L) de uma algebra de Lie L como

Z(L)={z€ L | [z,a) =0, paratodoa€ L}

Enunciamos agora versoes dos Teoremas 1.1.3, 1.1.5 e 1.1.6 para algebras de Lie. As

demonstragoes sao analogas as da Teoria de Grupos.

Teorema 1.8.5. Dada uma dlgebra de Lie L, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) Yer1(L) = 0;
(i7) [z1,29,...,Tcr1] =0, para todos x1,xa, ..., 211 € L;

Teorema 1.8.6. Uma dlgebra de Lie L é nilpotente de classe ¢ > 1 se, e somente se,

L/Z(L) € nilpotente de classe ¢ — 1.

Teorema 1.8.7. Se uma dlgebra de Lie L é gerada por um subconjunto X, entao L €
nilpotente de classe < ¢ se, e somente se, todo comutador de peso c+ 1 com entradas em

X € igual a 0.

Teorema 1.8.8 (Hall [18|). Seja N um ideal de uma dlgebra de Lie L. Se N € nilpotente
de classe k e L/[N,N]| é nilpotente de classe ¢, entao L € nilpotente e sua classe de
k(k+1)

nilpoténcia ¢ limitada por (c —1)=5—= + k.

Claramente o conceito de automorfismo livre de pontos fixos, definido para grupos,
pode ser interpretado para uma algebra de Lie. Dito isso, finalizamos esta secao com
dois resultados importantes sobre &lgebras de Lie (ou anéis de Lie) que sdo analogos aos

Teoremas 1.4.8 e 1.4.9, uma demonstragao pode ser encontrada em [27, Cap. 4].

Teorema 1.8.9 (Kreknin). Se uma dlgebra de Lie L admite um automorfismo livre de

pontos fizxos de ordem n, entio L é solivel de comprimento derivado no mdzimo 2" 1 —1.

E interessante comparar o teorema acima com o Teorema 1.4.9. Para uma algebra de
Lie, admitindo um automorfismo livre de pontos fixos de ordem n, temos uma cota superior
para o comprimento derivado. No caso onde um grupo finito admite um automorfismo
livre de pontos fixos de ordem n, sabemos apenas que tal grupo é solivel, nao sabemos se

existe uma cota superior para o comprimento derivado.

Teorema 1.8.10 (Higman, Kreknin, Kostrikin). Se uma dlgebra de Lie admite um au-

tomorfismo livre de pontos fizos de ordem prima p, entdo L € nilpotente de classe h(p),
(-1

onde h(p) € um nimero que depende apenas de p e é no mdzximo -
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1.9 Algebra de Lie associada a um p-grupo

O objetivo principal aqui ¢ apresentar uma algebra de Lie associada a um p-grupo a
qual nos permite obter subgrupos potentes de indice limitado em funcao de parametros
convenientes. Vale relembrar que existem outras maneiras de associar uma &algebra ou

anel de Lie a um grupo, veja por exemplo [26], [27].

Seja p um ndmero primo arbitrario e fixado. Dado um grupo G, fixamos

D; = Di(G) = ] u(@".

gpk>i

Os subgrupos D; sao chamados de série de Jenning-Zassenhaus do grupo G. Esta série
satisfaz as inclusoes

para todos i, j. Estas propriedades permitem construir uma algebra de Lie DL(G) sobre

F,, o corpo com p elementos, da seguinte maneira: considere os quocientes
Li = D;/Dj
como espacos vetoriais sobre I, e, defina DL(G) como a soma direta destes espagos

DL(G) = P L.

Os espacos vetoriais L; sao chamados de espagos homogéneos, e seus elementos de
elementos homogéneos de grau i. O comutador em G induz uma operagao binéria [-, ]
em DL(G) da seguinte forma: para elementos homogéneos xD; 1 € D;/D;iq e xDjyq €

D;/Dj; definimos o produto por

[#Dit1,yDj1] = [2,y]Disjr1 € Dirj/Diyjn

e em seguida estendemos para elementos arbitrarios de DL(G) por linearidade. Feito isso,

o espaco DL(G) com as operacoes + e [+, -] se torna uma algebra de Lie sobre F,,.

A seguir apresentamos um lema devido a Lazard que relaciona a ordem dos elementos
de G e o indice do operador adjunto associado a elementos homogéneos de DL(G). Para

um elemento = € D; \ D,y denotamos por T o elemento zD; de DL(G).

Lema 1.9.1 (Lazard [30]). Para todo x € G, temos (adZ)? = adxP. Consequentemente,

se x possui ordem p”, entao T € ad-nilpotente de indice no mdzximo p".

Como um corolario do Lema de Lazard, temos o seguinte resultado.
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Corolario 1.9.2. Suponha que G seja um p-grupo o qual é uma extensao de um grupo
nilpotente de classe ¢ por um grupo de expoente e. Entao, para qualquer v € G, T é

ad-nilpotente de indice no mdzimo (c+ 1)e.

Demonstracao. Claramente podemos assumir que e é uma poténcia de p. Agora, como
G é um subgrupo normal nilpotente de classe no maximo c e [y, z¢] € G°, para quaisquer

x,y € G, concluimos usando o lema de Lazard que

[v,%,...,7] = [g,2¢,...,2¢] =0,

(c+1)e ct+1

como desejado. O]

Denotamos por L,(G) a subalgebra gerada por Ly = D;/D,. O préximo teorema é o
principal resultado desta secao, ele relaciona a classe de nilpoténcia de L,(G) com o indice
de subgrupos potentes de G. Uma demonstragao pode ser encontrada em [19, Proposi¢ao
1].

Teorema 1.9.3. Suponha que G seja um p-grupo gerado por d elementos tal que a dlgebra
de Lie associada L,(G) é nilpotente de classe c. Entdo G possui um subgrupo potente

caracteristico de indice limitado apenas por c, d e p.

O préoximo teorema estabelece um critério de nilpoténcia para a algebra L,(G), sua

demonstra¢do pode ser encontrada em [25].

Teorema 1.9.4. Suponha que G seja um p-grupo gerado por d elementos tal que a dlge-
bra de Lie associada L,(G) € solivel de comprimento derivado k e que as componentes
L; sejam geradas por elementos ad-nilpotentes de indice no mdzimo r. Entdo L,(G) é

nilpotente de classe limitada apenas por d, k e r.



Capitulo

Grupos metaciclicos como grupo de
automorfismos

Como mencionado na introducao, Khukhro, Makarenko e Shumyatsky provaram em
[25] que se um grupo finito G admite um grupo de Frobenius KB como grupo de au-
tomorfismos com ntcleo K agindo livre de pontos fixos, entdo varias propriedades de
G estao diretamente relacionadas com as respectivas propriedades do centralizador do

complemento B.

Em [39] Shumyatsky demonstrou resultados anélogos para um grupo diedral de au-
tomorfismos. Mais especificamente ele provou que se um grupo finito G admite duas
involugoes v e 3 como automorfismos tal que Cg(aff) = 1, entao varias propriedades de

G estao diretamente relacionadas as respectivas propriedades de Cg(a) e Ca(f).

O objetivo desta se¢do é apresentar alguns resultados provados em [25] e [39], e utiliza-
los para iniciar nosso estudo sobre grupos metaciclicos como grupo de automorfismos.
Além disso, assim como no capitulo anterior, as nogoes e resultados aqui apresentados

servirao como ferramentas para os proximos capitulos.

2.1 Grupos de Frobenius como grupos de
automorfismos

Aqui apresentamos alguns resultados demonstrados em [25].

Teorema 2.1.1. Seja G um grupo finito que admita um grupo de Frobenius de automor-
fismos KB com nicleo K e complemento B. Se N é um subgrupo normal K B-invariante

de G tal que Cy(K) =1, entao Cgn(B) = Cq(B)N/N.
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E interessante observar que no teorema acima nao assumimos que a ordem de B é

coprima com a ordem de G.

O proximo teorema, em um certo sentido, nos diz que é natural esperar que algumas
propriedades de um grupo finito admitindo um grupo de Frobenius de automorfismos
estejam relacionadas com as respectivas propriedades dos pontos fixos do complemento

sempre que o nucleo age sem pontos fixos.

Teorema 2.1.2. Seja G um grupo finito que admita um grupo de Frobenius de automor-

fismos KB com micleo K e complemento B tal que Cq(K) = 1. Entdo

G = (Ca(B)* | k € K).

Uma observacao interessante e que serd ttil posteriormente é que, pelo Teorema 2.1.2
temos G = (Cg(x) | x € KB\ K), ou seja, G é gerado pelos centralizadores dos elementos
de fora do nticleo K, uma vez que Cg(B)* = Cq(B*) e V¥ € KB\ K, paratodo 1 # b € B.

Teorema 2.1.3. Seja G um grupo finito que admita um grupo de Frobenius de automor-

fismos KB com nicleo K e complemento B tal que Co(K) = 1. Entao

(i) |G| = |Ca(B)|1PI;

(i7) o posto de G € limitado por uma func¢ao que depende apenas de |B| e do posto de

CG(B);

(1ii) se Cq(B) € nilpotente, entao G € nilpotente.

O teorema acima, em particular o item (i77), ndo nos d4 um limitante para a classe
de nilpoténcia de G. Na verdade, em [25] foi apresentado um exemplo que mostra que,
em um caso geral, a classe de nilpoténcia ndo pode ser limitada em funcio de |B| e
da classe de nilpoténcia de C(B). No entanto, no mesmo trabalho esta demonstrado o
teorema seguinte, o qual é uma generalizacao da resposta afirmativa, dada por Makarenko

e Shumyatsky, do problema 17.72(a) proposto por Mazurov no Kourovka Notebook [44].

Teorema 2.1.4. Seja KB um grupo de Frobenius com nicleo ciclico K e complemento
B que age sobre um grupo finito G de tal modo que Co(K) =1 e Cq(B) seja nilpotente

de classe c. Entao G € nilpotente de classe limitada somente em funcao de c e |B|.

Embora nao saibamos se no mesmo contexto do teorema acima, o expoente de G pode
ser limitado em fun¢ao apenas de |B| e do expoente do subgrupo C¢(B), em [25] foi obtido

um teorema que nos fornece informagoes sobre seu expoente.
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Teorema 2.1.5. Seja KB um grupo de Frobenius com nicleo ciclico K e complemento
B que age sobre um grupo finito G de tal modo que Cq(K) =1 e Cq(B) possua expoente

t. Entao o expoente de G € limitado somente em funcio de t e de |KB|.

2.2 Grupos diedrais como grupos de automorfismos

A seguir, apresentamos alguns resultados provados em [39] que sdao os anélogos, para
um grupo diedral de automorfismos, dos Teoremas 2.1.4 e 2.1.5, apresentados para grupos

de Frobenius de automorfismos.

Teorema 2.2.1. Seja D = («, ) um grupo diedral gerado por duas involugdes o e [3.
Suponha que D aja sobre um grupo finito G de tal maneira que Cg(af) = 1. Entdo
G = Cg(Oé)Cg(6>

O teorema acima nos mostra que é natural esperar que algumas propriedades de um
grupo G, admitindo um grupo diedral de automorfismos D = (a, ), esteja relacionadas

com as respectivas propriedades de Cg(a) e Cq(f), sempre que Cg(af) = 1.

Como uma consequéncia do resultado acima, Shumyatsky também provou em [39] que
|G| = |Cq(a)]|Ca(B)] e que o posto de G é limitado somente em termos do posto de C(«)
e do posto de Cg(f5).

O proximo resultado é o analogo dos Teoremas 2.1.3(iii) e 2.1.4.

Teorema 2.2.2. Seja D = (o, 3) um grupo diedral gerado por duas involugoes o e 3.
Suponha que D aja sobre um grupo finito G de tal maneira que Cq(af) = 1 e ambos
centralizadores Cg(a) e Cq(B) sao nilpotentes de classe c. Entao G € nilpotente e sua

classe de nilpoténcia € limitada somente em termos de c.

O seguinte exemplo foi proposto em [39]. Ele mostra que no teorema acima ndo é

suficiente que apenas Cg(«) seja nilpotente.

Exemplo 2.2.3. Seja S um grupo abeliano elementar de ordem 13% gerado por dois
elementos a e b e seja ¢ o automorfismo de S tal que a¢ = a® e b° = b°. Denote por

G o produto semidireto S{(c). O grupo G admite um automorfismo [ de ordem / tal que
(1) af =b, 0/ =atec =ct.

Mais ainda, o grupo G admite um automorfismo 8 de ordem 2 tal que
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2)d’=al,VP=bec =c

Seja o = Bf. Entao a é um automorfismo de ordem 2. Além disso, € imediato verificar
que Co(f) =1 e Ca(a) < S. Logo, Ci(a) € abeliano. Por outro lado, vemos que G nao

€ um grupo nilpotente.

Encerramos com o teorema analogo ao Teorema 2.1.5.

Teorema 2.2.4. Seja D = (o, B) um grupo diedral gerado por duas involugoes o e .
Suponha que D age sobre wm grupo finito G de tal maneira que Cg(af) = 1 e ambos
centralizadores Cg(a) e Cq(B) possuem expoente dividindo t. Entdo o expoente de G €

limitado somente em termos de t e de |D].

2.3 Novos resultados

Iniciamos agora a apresentacao de novos resultados sobre grupos finitos admitindo
um grupo metaciclico de automorfismos. Levando em conta que o conjunto de hipoteses
usadas nos resultados do restante desta secao é sempre o mesmo, sempre que nao for dito

o contrario, usaremos as seguintes hipoteses e notacoes.

Hipoéteses e Notacao 2.3.1. Seja M = FH um grupo finito o qual é um produto de
dois subgrupos ciclicos F' e H, onde F' é um subgrupo normal e todos os elementos de
M \ F possuem ordem prima p. Seja G um grupo finito admitindo M como grupo de

automorfismos de modo que Cg(F) = 1.

Lema 2.3.2. O grupo G ¢é soluvel e sua altura de Fitting é limitada por uma funcao que

depende apenas de |F|.

Demonstra¢io. E uma consequéncia dos Teoremas 1.4.9 e 1.4.10, uma vez que F' = (f) e
Co(f) =Ca(F) = 1. O

Lema 2.3.3. Para cada primo q divisor da ordem de G existe somente um q-subgrupo de

Sylow M -invariante em G.

Demonstracao. Pelo Lema 1.4.6, existe um tnico ¢g-subgrupo de Sylow F-invariante P em

G. Portanto, como F' é normal em M, entao P deve ser M-invariante. O

Lema 2.3.4. Seja N um subgrupo normal M-invariante de G. Entao Cq/n(F) = 1,
Ca/Nn(H) = Cq(H)N/N.
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Demonstragao. A igualdade Cg/n(F) = 1 segue do Lema 1.4.5. Assim, precisamos provar
apenas a igualdade Cq/n(H) = Co(H)N/N.

Considere uma série maximal de subgrupos normais M-invariantes
G>N=N1>N2>--->Nk>Nk+1:1.

Os quocientes N;/N;.1 sdo grupos abelianos elementares. Primeiro assuma que k = 1, ou
seja, que N é um g¢-subgrupo abeliano elementar para algum primo g. Se p # ¢, entao o
resultado segue do Lema 1.4.2. Portanto assumimos que p = ¢q. Seja F,, o p/-subgrupo
maximal de . Entao pelo Lema 1.4.3 temos Cn(F},,) = 1 e claramente F,, H é um grupo
de Frobenius. Agora, usando o Teorema 2.1.1 segue que Cq/n(H) = Co(H)N/N. Em
outras palavras, provamos que se N ¢ um g-subgrupo abeliano elementar, entao uma classe

lateral gV fixada por H contém um ponto fixo de H.

Agora, suponha que k£ > 1. Por inducao sobre k temos que o resultado é verdadeiro
para G /Ny, ou seja, uma classe lateral gN fixada por H contém uma classe x Ny fixada
por H. Por outro lado, pelo pardgrafo anterior, x/N; possui um elemento fixado por H,
pois N, é abeliano elementar. Portanto, toda classe lateral g/N fixada por H contém um

ponto fixo de H, como queriamos demonstrar. O

Lema 2.3.5. Temos que G = (Cg(z) | € M\ F).

Demonstracao. Pelo Lema 2.1.2, precisamos provar apenas para o caso em que M nao é
um grupo de Frobenius. Neste caso, o subgrupo A = Cr(H)H é um p-grupo abeliano

elementar de posto 2.

Para p = 2, o resultado segue do Teorema 2.2.1. Assim, podemos considerar p um

niimero primo impar.

Primeiro provamos para o caso particular em que G é um g-grupo abeliano elementar
para algum primo ¢. Suponha p # ¢. Entdo, pelo Teorema 1.6.5, G = (Cg(a) | a €
A\ {1}). Denotamos por b o elemento gerador de Cp(H). Claramente, precisamos provar
apenas que Cg(b) é gerado por pontos fixos de elementos em M \ F. Como na prova do
Lema 2.3.4, seja Fjy o p’-subgrupo maximal de F. Se F,, = 1, entdo pelo Corolario 1.7.6
F = Cr(H) = (b). Por outro lado Cy(b) = Cn(F) = 1, por hipotese. Logo resta provar
quando F # 1. Agora, como Cy(F) = 1 e F = (b)F,, temos que F); age sem pontos
fixos em Cy(e) e M = F,;H ¢ um grupo de Frobenius com niicleo F; e complemento H.

Assim, Cy(b) é gerado por elementos em M \ F,, C M \ F pelo Teorema 2.1.2.

Agora assuma p = ¢. Entdo Cg(F,y) =1 e o grupo F,yH é Frobenius. Logo, usando o

Teorema 2.1.2 concluimos o desejado.
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Se GG nao é um grupo abeliano elementar, entao G possui um subgrupo normal abeliano
elementar N proprio e M-invariante, pois GG é solivel. Argumentando por inducao sobre a
ordem de G e usando o Lema 2.3.4 temos N = (Cy(z) |z € M\ F)e G/N = (Cq(x) | x €
M\ F)N/N e isto conclui a demonstragao. O



Capitulo

Altura de Fitting de grupos finitos com
um grupo metaciclico de automorfismos

Iniciamos este capitulo apresentando um resultado provado por Khukhro em [21] o qual
mostra que a altura e a série de Fitting de um grupo finito com um grupo de Frobenius
de automorfismos, onde o nticleo age livre de pontos fixos, esta relacionada com a altura

e série de Fitting do subgrupo dos pontos fixos do complemento.

Teorema 3.0.6 (Teorema 2.1 - Khukhro [21]). Suponha que um grupo finito G admita
um grupo de Frobenius de automorfismos KB com nicleo K e complemento B tal que
Co(K) = 1. Entao F;(Cs(B)) = Ce(B) N F;(G), para todo i, e a altura de Fitting de G
é igual a altura de Fitting de Cg(B).

Vale ressaltar que no teorema acima nao assumimos que o grupo de Frobenius KB

seja metaciclico. No mesmo trabalho, como um corolario foi provado o seguinte resultado.

Corolario 3.0.7 (Corolario 4.1 - Khukhro [21]). Suponha que um grupo finito G admita
um grupo de Frobenius de automorfismos KB com nicleo K e complemento B tal que
Ce(K) =1. Entio O,(Cg(B)) = O(G) N Cg(B), para todo conjunto de primos 7.

Recentemente os resultados acima foram estendidos, por Ercan e Guloglu em [11] e por
Collins e Flavell em [5], para o caso onde um grupo finito G admite um grupo Frobenius-
like AR (A é normal nilpotente e AR/A’ é Frobenius) de automorfismo de tal modo que
Cc(A) = 1. Em ambos os casos foram colocadas certas hipoteses adicionais sobre o grupo

AR.

O objetivo principal deste capitulo é estender os resultados acima para a familia de
grupos metaciclicos considerada neste trabalho. Aqui, assumimos as Hipoteses 2.3.1, que

é: M = F'H é um grupo finito o qual é um produto de dois subgrupos ciclicos F' e H, onde
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F' é um subgrupo normal e todos os elementos de M \ F' possuem ordem prima p. Além

disso, M age por automorfismos sobre um grupo finito G' de tal modo que Cg(F) = 1.

O seguinte teorema é o resultado principal deste capitulo.

Teorema 3.0.8. Suponha que M aja sobre um grupo finito G de tal maneira que a
Hipdtese 2.3.1 € satisfeita. Entao Fi(Cq(H)) = F;(G)NCq(H), para todo inteiro positivo
i, e h(G) < h(Cq(H)) + 1.

E importante relembrar que, de acordo com o Teorema 2.3.2, no teorema acima tal

grupo G é soluvel, uma vez que Cg(F) = 1.

Observacao 3.0.8.1. A igualdade F;(Co(H)) = F,(G) N Cq(H) nos diz que se
hMCq(H)) = s, entdo, pelo Lema 2.3.4, H age sem pontos fizos em G/F4(G). Conse-
quentemente G/Fs(G) € nilpotente, pelo Teorema de Thompson [40], e temos h(G) <
h(Cq(H))+ 1. Assim, o Teorema 3.0.8 estard provado uma vez estabelecida tal igualdade

para todo inteiro positivo 1.

Antes de demonstrar o Teorema 3.0.8 apresentamos dois corolarios. O primeiro co-
rolario é anélogo ao Corolario 3.0.7 e o segundo é analogo aos resultados 2.1.3 e 2.2.2

apresentados no capitulo anterior.

Corolario 3.0.9. Suponha que M aja sobre um grupo finito G de tal maneira que a
Hipdtese 2.5.1 ¢ satisfeita. Entdo Or(Cg(H)) = O(G) N Cq(H), para todo conjunto de

Primos T.

Demonstragao. A inclusao O, (Ce(H)) > O,(G) N Cg(H) ¢ imediata. Provamos a ou-
tra inclusdo argumentando por contradi¢do. Suponha O, (Ce(H)) £ O.(G) N Cq(H) e
considere G = G/O,(G). Entdo existe um primo ¢ € 7 tal que Oy(Cx(H)) # 1. Temos
0,(C5(H)) < F(Cz(H)) = F(G) N Cxz(H) pelo Teorema 3.0.8, assim O,(G) # 1, o que é
impossivel pois O, (G) = 1. O
Corolario 3.0.10. Suponha que M aja sobre um grupo finito G de tal maneira que
Co(F) =1 e Cg(a) € nilpotente, para todos a € M \ F. Entao G € nilpotente.

Demonstracao. Pelo Lema 2.3.5, G = (Cg(x) | v € M \ F). Logo é suficiente provar que
Ce(z) C F(G), para todo x € M \ F.

Seja x € M \ F e considere H = (x). Assim, M = FH e, por hipotese Cg(x) =
Cq(H) é nilpotente. Logo pelo Teorema 3.0.8, temos Cg(z) C F(G), como queriamos

demonstrar. N
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Vale observar que, para o caso onde M é um grupo de Frobenius com nicleo F' e
complemento H, o resultado acima segue do Teorema 2.1.3. Além disso, se p = 2, entao
|H| =2e,paral #a € He f € F, temos

L= (fa)* = ff"

ou seja, f* = f~' e M ¢ um grupo diedral gerado por a e 3 = af. Portanto, para p = 2

o resultado acima segue do Teorema 2.2.2.

O exemplo a seguir mostra que para um caso mais geral, onde um grupo finito ¢
admite um grupo metaciclico de automorfismos M = F H tal que Cg(F) = 1 e nem todos
os elementos de M \ F possuem ordem p, podemos ter F;(Cq(H)) £ F;(G) N Cq(H).

Exemplo 3.0.11. Seja S um grupo abeliano elementar de ordem 13* gerado por vy, vy e

vs. Seja K um grupo de automorfismos de S gerado por a e b tal que:
(1) v§ =vy, v =v,"' ev§ =v3'.

b, —1 b _ b_ -1
(2) vi=wv]", v3 =1y €V =0y .

O grupo K é um grupo abeliano elementar de ordem 4. Denote por G o produto semidireto

SK. O grupo G admite um automorfismo [ sem pontos fizos de ordem 9 tal que:

(3) vl =y, v] = v; e v] =03

(4) af =b, b/ = ab.

Mais ainda, o grupo G admite um automorfismo o de ordem 3 tal que:

o a _ 3 a _ .9
(5) v = vy, V§ =v5 e v§ = ;.

(6) a*=a e b* =0b.

Assim, f* = f* (o que implica que fa~' possui ordem 9). Por outro lado, F(Cg(a)) =
(vi,a) e F(G) = S, ou seja, F(Ca(a)) £ F(G).

3.1 Um resultado auxiliar sobre FG-mo6dulos

Aqui utilizamos essencialmente as ferramentas e resultados desenvolvidos na Secao 1.6.
Tais resultados nos permitem demonstrar a proposi¢ao seguinte, a qual serd a chave para
a demonstragdo do Teorema 3.0.8. A grosso modo, o que provamos aqui é que se F(G) é
um espago vetorial (abeliano elementar), entdo os elementos que agem trivialmente sobre

Cr(c)(H) também agem trivialmente sobre todo o subgrupo F(G).
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Definicao 3.1.1. Sejam G um grupo, k um corpo e W um kG-mddulo. O nicleo da

representacao de G sobre W € o subgrupo:
Ker(G sobre W) ={g € G | w =w, para todo w € W}

Proposicao 3.1.2. Seja M = F'H um grupo finito o qual é um produto de dois subgrupos
ciclicos F' e H, onde F' é um subgrupo normal e todos os elementos de M \ F possuem
ordem prima p. Seja QM um grupo finito onde Q) € q-subgrupo normal tal que Co(F) = 1.
Suponha que W seja um kQM-mddulo irredutivel onde k € um corpo com caracteristica

T # q e, além disso, suponha Cy (F) = 0. Entdo temos

Ker(Co(H) sobre Cyw(H)) = Ker(Co(H) sobre W).

Provaremos a proposicao por contradicao. Suponha que a proposicao seja falsa e

escolha um contraexemplo com menor nimero dim;W + |QM]|.

Lema 3.1.3. Podemos assumir que o corpo k € um corpo de decomposicao, para todos os
subgrupos de QM.

Demonstracdo. Estendemos o corpo k para um corpo finito k& o qual é um corpo de
decomposicao para QM, ou seja, os autovalores dos elementos de QM (visto como trans-
formacoes lineares) pertencem a k. Agora obtemos um kQM-mo6dulo W=Ww R k.
Como consequéncia, temos dim;W = dimgw e Oy (H) = Cw(H) ®y k. Portanto, usando
o Teorema de Noether e Deuring 1.6.8, podemos provar o teorema para W no lugar de
W. m

Lema 3.1.4. ) age fielmente sobre W.

Demonstragio. Assuma que K = Ker(Q sobre W) # 1 e seja Q = Q/K. Considere a

acdo do grupo QM sobre WW. Por minimalidade, temos

Ker(Cg(H) sobre Cy (H)) = Ker(Cg(H) sobre W).

Isto ¢ uma contradigao, pois C5(H) = Co(H) pelo Lema 2.3.4. Assim, podemos assumir
que () age fielmente sobre W. n

Pelo Teorema de Clifford 1.6.6, podemos decompor W em uma soma direta de com-

ponentes de Wedderburn W; em relacao a @)
W=W, & - oW,

Relembramos que o subgrupo M age transitivamente sobre o conjunto {W7,..., W,;}.
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Agora, seja ¢ € Ker(Co(H) sobre Cy (H)). Pelo Lema 3.1.4 podemos escolher uma
componente de Wedderburn W tal que ¢ age nao trivialmente. Nossa contradi¢ao decor-

rerd deste fato.

Notacao 3.1.5. No restante deste capitulo, 2 denotard o conjunto das componentes de
Wedderburn {W1y,..., W} e Wy denotard uma componente sobre a qual ¢ age nao trivial-

mente. Também assumiremos H = («).

Lema 3.1.6. O elemento ¢ age trivialmente sobre as componentes de qualquer H-orbita

reqgular em €.

Demonstragao. Considere a H-orbita regular {W;, W, ..., Wjap_l}. O elemento ¢ deixa

invariante todas as componentes I/Vjaz, pois ¢ € (). Por outro lado, ¢ age trivialmente sobre

todos elementos da forma w; +w§ +- - - w;?‘k

sobre todas as componentes da H-oOrbita. O

' € Cy(e). Portanto, ¢ deve agir trivialmente

Pelo Lema 3.1.6 temos W{* = W7, em outras palavras, W, é uma H-6rbita nao regular.
Note que se H age trivialmente sobre W;, entao W; < Cy (H) e, consequentemente, c

também age trivialmente sobre W;. Assim, H age nao trivialmente sobre Wj.

Denotaremos por Co(W;) o nicleo da acdo de @) sobre a componente de Wedderburn
Wi, ou seja, Co(W;) = {z € Q | v* = v, para todo v € W;}.

Seja E o estabilizador de W; em F', assim o estabilizador de W, em M é FH. Em
particular, o grupo EH age por automorfismos sobre ¢/Cq(W;). Além disso, como F' ¢é

abeliano, o subgrupo E é estabilizador de todas componentes W;.

Como Cy (F) = 0, temos que a soma ZfeF vf =0, para todo v € W;. Assim, como a
soma das componentes é direta, concluimos que E deve ser nao trivial. Além disso, como
W = Wy, vemos que F' age transitivamente sobre € e induz uma agio de F/E, logo
temos W = W

Obviamente o elemento o € H age sobre F'/E e assim podemos descrever a acao de

H sobre o conjunto de componentes {2 = {WF | f € F} do seguinte modo:
(W) =wie=wpefe=wil,

onde f € F/E. Em particular, quando o grupo F//E nao é um p'-grupo, temos que 0s
elementos de ordem p em F'/FE sdo os tnicos que comutam com H e dai temos o seguinte

lema.

Lema 3.1.7. O subgrupo H possui exatamente uma orbita nao reqular em ) quando
F/E € um p'-grupo (a saber {W1}) e, caso contrdrio, H possui exatamente p drbitas néao
requlares (a saber {W{ | a € Cp/p(H)}).
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Denotamos por A o subgrupo Cr/p(H) (os pontos fixos de H em F/E), o qual pode

ser trivial, e denotamos por A sua pré-imagem em F'.

Os Lemas 3.1.6 e 3.1.7 nos permitem concluir que ¢ age trivialmente sobre todas as
componentes de Wedderburn de 2 diferentes de W7, onde a € A. Portanto, para qualquer
f e F\ Ao elemento ¢ age trivialmente sobre W/, para todo a € A, pois af ¢ A. Em

outras palavras, ¢* € (),.4 Co(W7) para qualquer x € F'\ A. Em particular, temos

acA

e ﬂ Co(W7), para qualquer y € Aex € F\ A, (3.1)

acA

pois neste caso yxr € F'\ A.
Dividimos o final da demonstragao em dois casos: primeiro demonstramos para o caso
(IQl,p) = 1 e depois para o caso (|Q],p) = p.

Caso 1
Aqui assumimos (|Q|,p) = 1.

Proposicao 3.1.8. O subgrupo ) é abeliano.

Demonstragio. E facil checar a igualdade Cq(W7{) = (Co(W)1))¢, para qualquer g € F.
Fixe o subgrupo K = (,c4 Co(W{) = ,ea(Co(W1))?, o qual é A-invariante.

Denotaremos /K por @ e usaremos uma barra superior para denotar seus elementos.
Seja (2(Q) o segundo centro de Q.

Como ¢ € Cg(H), obviamente vale

[[HvELCQ(@)] = [17C2(©)] =L

Também temos

[e. Q)] H] < [2(Q), H] = 1,

pois, para todo a € A, a componente W{ é H-invariante e Z(()) é representado por uma
transformacao linear escalar sobre a componente homogénea Wy'. Pelo Lema dos Trés

Subgrupos temos

[2(Q), H], ] = 1. (3.2)
Pela escolha do elemento ¢ € Z(Cg(H)), também temos
[Co@(H), e =1, (3.3)

pois Cq(H) cobre Cz(H) de acordo com o Teorema 2.3.4. A ordem de @ é coprima com
|H| por hipdtese, logo vale

@(Q) = Cp,@)(H)G(Q), H].
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Portanto, obtemos de (3.2) e (3.3)

[, (@) = 1. (3-4)

Agora, como Q = (cF), usando (3.1) obtemos @ = (¢*). Levando em conta que Q é

A-invariante, podemos aplicar conjugagao por g € A em (3.3) para obter
[59742(@)9] = [Ega@(@)] =1

Como resultado,
[<EA>7 Cz(@)g] = @7 C2<@)] =1
Isso significa que ((Q) < Z(Q), ou seja, @ é abeliano e consequentemente Q' <

Naca(Co(W1))®. Por outro lado, como F' age transitivamente sobre €2, devemos ter

Q' < m (Co(W))* = Ker(Q sobre W) = 1.

zeF

Portanto, () é abeliano. O

Lema 3.1.9. Temos Cp(H) < E, onde E denota o estabilizador de Wy em F.

Demonstracao. Lembre-se que ¢ age nao trivialmente sobre ;. Sabemos pela Proposicao
3.1.8 e Lema 1.6.1 que ¢ age como uma transformacao escalar sobre W; e, por hipotese, ¢

age trivialmente sobre Cy, (H), assim Wj ndo possui pontos fixos nao triviais de H.

Seja r a caracteristica do corpo k. Relembramos que E é nao trivial e £ = E,. X E,/,
onde E, é o r-subgrupo de Sylow de F e E,, é seu complemento. Agora, usando o Lema
1.4.3 obtemos Cy (F.) = 1, onde F,. é o r’-subgrupo maximal de F. Assim, temos

deFw vy = (0 para v € W;. Consequentemente, o subgrupo F,. deve ser nao trivial.

A componente W; é um kE,,-mo6dulo completamente irredutivel, pois (|E.|,7) = 1.

Assim,
!
Wl = @ Ui?
i=1

para kFE,.-submoédulos irredutiveis U;. Claramente E,. é representado por uma transforma-
¢ao linear escalar na acao sobre U;. Além disso, cada componente U; deve ser H-invariante,
pois caso contrario a orbita de um elemento nao trivial de U; seria um ponto fixo de H.
Portanto, y* = y para todo y € E,.., a € H e consequentemente temos F,» = Cr(H), pois
Cr(H) possui ordem prima. O

Lema 3.1.10. O elemento c age trivialmente sobre todas componentes de Wedderburn W;
diferentes de W1.
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Demonstracao. Como denotado antes, F é o estabilizador de Wy em F. Se p é impar,
entao F'/F é um p/-grupo, pelos Teorema 1.7.5 e Lema 3.1.9. Assim, pelo Lema 3.1.7, o

resultado é verdadeiro para um primo p impar.

Agora, suponha que p = 2. Pelo Lema 3.1.7, precisamos apenas mostrar que c age

trivialmente sobre Wy, com a é um ponto fixo de H em F/FE.

Relembramos que pela Proposicao 3.1.8 e pelo Lema 1.6.1, ¢ age como uma transfor-
magao escalar sobre W e, por hipotese, ¢ age trivialmente sobre Cyy, («). Assim Wj néo
possui pontos fixos de a. Consequentemente a caracteristica do corpo é diferente de 2 e

«

v® = —v, para todo v € Wy. Diante disso, temos que dado e € E vale

com v € Wj. Como resultado, e é o elemento de ordem 2 em F e assim F = Cp(a).

Diante disso, concluimos que « e e sao involugoes e ambas agem livre de pontos fixos
sobre W;. Em outras palavras, x* = —x e ¢ = —x, para todo x € Wj. Agora, para
completar a prova, precisamos apenas provar que W possui um ponto fixo nao trivial de

1

a. Note que a® = a~! = ae, pois a é o ponto fixo de a em F/E. Temos

Portanto, 2% € W{* é um ponto fixo de a como desejado. O

Agora, usando (3.1) e o Lema 3.1.10, concluimos que ¢* age trivialmente sobre W

qualquer que seja z € F'\ E.

Podemos assumir que Cg(F,) = 1 pelo Lema 1.4.3, onde F, é o ¢’-subgrupo maximal

de F'. Para simplificar a notacao fixamos X = F.

O produto J] .y ¢* claramente ¢ um ponto fixo de X. Assim temos

1:ch: H v - H . (3.5)

rzeX yeXNE zeX\FE

No segundo produto da direita, cada elemento ¢* pertence a C (W), como mencionado
antes. No primeiro produto da direita de (3.5) temos ¢V = ¢(mod Cg(W))), para qualquer
y € X N E, pois ¢ é representado por uma transformacao linear escalar na acao sobre a

componente homogénea ;.

Como resultado, passando para congruéncia modulo Cg(W;) em (3.5), obtemos

1= H ¢ = XOE (mod Cq(Wh)).

yeXNE
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Portanto, ¢ € Cg(W;), uma vez que |X N E| é coprimo com ¢. Mas isto é uma

contradicao com a escolha de W e, consequentemente, com o Lema 3.1.4.

Caso 2

Aqui supomos (|@Q|,p) = p. Usando a mesma notacao do Caso 1, temos que X = Fy

possui ordem coprima com p e assim o subgrupo Cr(H) nao pertence a X.

O subgrupo F' age transitivamente sobre as componentes W, e, portanto, sobre o
conjunto de niicleos Co(W;). Portanto, levando em conta que (), Co(W;) = 1, obtemos
que a classe de nilpoténcia de )/Cq (W) é igual a classe de nilpoténcia de Q.

Como no caso anterior, denotamos por E o estabilizador de W; em F e por A e A os

pontos fixos de H em F/E e sua imagem inversa, respectivamente.

Relembre-se que Q/Cq(W;) é nao trivial, pois ¢ ¢ Cq(W;). Escolhemos um comutador
simples z = [¢¥', ..., c¥"] de peso maximal nos elementos ¢V, y € A, que nao pertencem
a Co(Wy). Como Q = (c*)Cqo(W;) por (3.1), o peso deste comutador ¢ igual a classe
de nilpoténcia de QQ/Cqo(W1), a qual é igual & classe de nilpoténcia de (). Portanto, z
pertence ao centro de (). (Note que nao excluimos o caso de Q/Cq(W;) ser abeliano,

onde simplesmente tomamos z = c.)

Como o elemento z é central, o produto J], .y 2” claramente é um ponto fixo de X em

Q) e, portanto, deve ser trivial. Assim, temos
1:Hz’3: H AR Hz"”. (3.6)

z€X yEXNE zeX\E

No segundo produto da direita, cada elemento 2% = [¢¥'7, ..., "] pertence a Cg (W),
pois z € A (ja que ANX = ENX) e ¥ € Cy(Wy), para todo i, por (3.1). Para cada
elemento no primeiro produto da direita de (3.6) temos que z¥ = z(mod Cgy(W;)), para
qualquer y € E. Na verdade, a imagem de z em Q/Cq(W;) também é central e assim é
representado por uma transformacao linear escalar sobre a componente homogénea Wi:
note também que Wi e, portanto, Co(W;) sdo E-invariantes, assim a acdo de y € X N E

sobre a imagem de z em /Cq(WW;) estd bem definida.

Como um resultado, passando para congruéncia modulo Cq(W;) em (3.6), obtemos

H 2V = ZX0F (mod Co(W7)).

yeXNE

1

Portanto, z € Co(W), pois | X N E| é coprimo com ¢. Mas isto é uma contradi¢do com a
escolha de z. Logo Q/Cq(W;) é trivial, o que contradiz a escolha de W; e consequente-

mente o Lema 3.1.4, que encerra a demonstragao da Proposicao 3.1.2.
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3.2 Prova do teorema principal

A demonstracao sera feita por contradicdo. Sua maior parte consiste em provar que
podemos tomar um contraexemplo minimal G = V@, onde V e () sao subgrupos abelianos
elementares M-invariantes e Cy(Q)) = 1. Mais ainda, podemos escolher um elemento
¢ € @ tal que ¢ age trivialmente sobre Cy (H) mas age ndo trivialmente sobre V. Feito

isso, usaremos o resultado da secao anterior para obter a contradicao desejada.

Usando o Lema 2.3.4, vemos que a imagem de Cg () cobre Cg/n (), para qualquer

subgrupo normal D-invariante /N, assim temos
F(Cg(a))N/N < F(Con(@)). (3.7)

Claramente também temos

F(Cs(@)) NN < F(Cx(a)). (3.8)

Estas duas inclusoes nos permitem mostrar que certas hipdteses também sao vali-
das para subgrupos ou quocientes de G. Temos ainda pelo Lema 2.3.4, que a hipdtese
Cq(F) =1 é inerente para quocientes por subgrupos F-invariantes e obviamente para tais

subgrupos.

Nosso objetivo é provar que F(Cg(H)) = F(G)NCq(H) e assim para completar a prova
precisamos apenas usar inducdo sobre a série de Fitting de Cq(H), pois Ca/pyq)(H) =
Co(H)F;(G)/F;(G) para todo ¢ pelo Lema 2.3.4.

A inclusdo F(Cg(H)) > F(G) N Ce(H ) ¢ imediata. Agora, provamos a inclusido
contraria. Por contradi¢do, suponha que F(C )) £ F(G) e fixe G satisfazendo esta

condicao e com a menor ordem possivel.

Como F(G) = (), Oy »(G), existe um primo r tal que F(Ce(H)) ¢ O, ,.(G). Por
(3.7), a imagem de F(Cg(H)) em G/O,.(G) esta contida em F(Cg/or,(c)<H)). Também
temos Cg/0,, (@) (F) = 1, pelo Lema 2.3.4. Pela minimalidade de nosso contra-exemplo G,
devemos ter O,/(G) =1 e assim F(G) = O,(G).

Como Cg/rc)(F) = 1, pelo Lema 2.3.4, por minimalidade, temos
F(Cer)(H)) < F(G)/F(G),

e dai F(Cg(H)) < F5(G) por (3.7). Logo , por minimalidade temos G = F5(G) em
vista de (3.8). Como F(G) = O,(G), o quociente G/F(G) = F»5(G)/F(G) é um r’-grupo



Capitulo 3: Altura de Fitting de grupos finitos 44

nilpotente. Portanto existe um primo ¢ # r dividindo |F(Cg(H))|. Seja Qo = O,(Ca(H)).
Como o quociente G/O,.(G) é nilpotente, C(H)/O,(Ce(H)) também ¢ nilpotente. Logo,
o ¢’-subgrupo de Hall de C(H) centraliza Q). Consequentemente, Qo N Z(Cq(H)) # 1.

Sendo assim, podemos escolher um g-elemento ¢ € Qo N Z(Cq(H)).

Considere o subgrupo (c™) = (cI"), o menor subgrupo M-invariante contendo c¢. O
subgrupo N = O,(G){cM) também é M-invariante e, junto com o grupo de automor-
fismos M, também é um contraexemplo para o teorema. Portanto, por minimalidade,
temos G = O,(G)(cM). Seja Q o g-subgrupo de Sylow M-invariante de G, o qual existe
pelo Lema 2.3.3. Como todos os g-elementos de G estdo contidos em O,(G)Q, temos
G = 0,(G){(cM) = 0,(G)Q. Claramente, temos Cq(H) = Co, ) (H)Cq(H) e, portanto,
Co(H) é um g-subgrupo de Sylow de Cg(H). Consequentemente, Qo = O, (Cq(H)) <
Co(H), em particular, ¢ € ) e devemos ter a igualdade

Q= (c).

Como c¢ age fielmente sobre O,.(G)/®(O,(G)), por minimalidade devemos ter também
®(0,(G)) =1, e por isso V = O,.(G) = F(G) é um r-grupo abeliano elementar, sobre
o qual o quociente G/V = @ age fielmente. Além disso, como ¢ age nao trivialmente
sobre o subgrupo QM-invariante [V, @], por outro argumento de minimalidade, devemos
ter V = [V, Q] e assim Cy(Q) = 1. Note também que ¢ centraliza Cy(H) mas nao age
trivialmente sobre V. Nosso objetivo é obter uma contradi¢ao deste fato. Resumindo,

temos as seguintes propriedades de V:

(V1) V & um F,Q-médulo fiel;

(V2) Cy(Q) = 0;

(V3) c age trivialmente sobre Cy (a);
(V4) Cy(F) =0.

Agora, podemos considerar V' como um F,.QM-mo6dulo e tomar uma série com com-

primento maximal de FF,.(Q)M-submodulos

V=vi>WV>---V,>V,,; =0. (3.9)

Seja W um dos fatores desta série, isto é, W = V;/V; 1 é¢ um F,QM-mo6dulo nao trivial
e irredutivel. Se ¢ age trivialmente sobre V;/V;,, para todo i, entdo ¢ age trivialmente

sobre V', pois a ordem de ¢ é coprima com a caracteristica r do corpo k e, isto contradiz
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(V1). Por outro lado, Cw (F) = 0, pois podemos considerar V' como um grupo finito
sobre o qual F' age sem pontos fixos. Portanto, agora basta usar a Proposicao 3.1.2 para

concluir que c age trivialmente sobre W e assim obter a contradi¢ao desejada.



Capitulo

Expoente e leis positivas de grupos
finitos com um grupo metaciclico de
automorfismos

Usaremos a expressao r-limitada para indicar que existe uma func¢io f = f(r), de-
pendendo somente de r, que limita superiormente certo valor. Por exemplo, a classe de
nilpoténcia dos grupos finitos que admitem um automorfismo livre de pontos fixos de

ordem prima p é p-limitada, pois é limitada pela fun¢ao de Higman h(p), a qual é menor
(-1 11

do que P

Analogamente, usaremos a notacao (ry,...,r)-limitada para indicar que certo va-
lor é limitado superiormente por uma fungao f = f(ry,...,r), dependendo apenas de
Tyeooh Tk

Conforme mencionado no Capitulo 2, Khukhro, Makarenko e Shumyatsky provaram
em [25] que se um grupo finito G admite um grupo de Frobenius KB como grupo de
automorfismos com nicleo ciclico K agindo livre de pontos fixos, entao o expoente de GG
é limitado por |K B| e pelo expoente do centralizador do complemento B. Além disso, em
[39] Shumyatsky demonstrou um resultado analogo para um grupo diedral de automorfis-

maos.

A primeira parte deste capitulo consiste em provar um resultado semelhante aos resul-
tados mencionados no paragrafo anterior para a familia de grupos metaciclicos considerada
neste trabalho. A segunda parte é dedicada a estudar grupos diedrais como grupos de
automorfismos. Mais precisamente, na segunda parte, demonstramos um teorema analogo

ao seguinte teorema provado por Shumyatsky em |[38].

Teorema 4.0.1 (Shumyatsky, 2011). Suponha que um grupo de Frobenius KB com nicleo
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ciclico K e complemento B aja sobre um grupo finito G de tal maneira que Co(K) =1 e
Cq(B) satisfaz uma lei positiva de grau k. Entao G satisfaz uma lei positiva cujo grau é

limitado somente em termos de k e |KB|.

Na segunda parte deste capitulo o teorema anterior sera usado sempre que nosso grupo
diedral for um grupo de Frobenius, ou seja, sempre que em nosso grupo diedral, gerado

por duas involugdes a e 3, tivermos que || é impar.

4.1 Expoente de grupos finitos com um grupo
metaciclico de automorfismos

Aqui, como no capitulo anterior, M = F'H é um grupo finito o qual é um produto de
dois subgrupos ciclicos F' e H, onde F' é um subgrupo normal e todos os elementos de
M \ F possuem ordem prima p. Suponha que M aja como um grupo de automorfismos
sobre um grupo finito G de tal modo que Cg(F) = 1. O objetivo desta segao é entender
qual é a relacao entre o expoente de GG e 0 expoente dos centralizadores dos elementos de

M \ F. O seguinte teorema ¢ o resultado principal desta se¢ao.

Teorema 4.1.1. Suponha que M aja sobre um grupo finito G de tal maneira que Cq(F) =

1 e o expoente de Cg(x) divide e, para todos os elementos x € M \ F. Entao o expoente

de G € (e, |M|)-limitado.

Demonstracao. Relembramos que o grupo G possui altura de Fitting limitado por uma
fungao dependendo apenas de |F|, de acordo com o Teorema 1.4.10. Sendo assim podemos
usar inducao sobre a altura de Fitting de G. Por outro lado, sabemos que o quociente
dos termos da série de Fitting sao nilpotentes, logo basta demonstrar o teorema para o
caso onde G é um grupo nilpotente. Para isso, vemos que é suficiente considerar G' como
um g-grupo onde ¢ é um primo arbitrario, uma vez que um grupo nilpotente finito é o

produto direto de seus subgrupos de Sylow.

A estratégia usada para provar o teorema quando GG é um ¢-grupo consiste basicamente
em reduzi-lo para o caso onde G é um grupo potente, para isso usamos os resultados

apresentados na Secao 1.9.

Pelo Lema 2.3.5 temos G = (Cg(x) | € M\ F), sendo assim ¢ divide e. Logo podemos
assumir que e é uma poténcia de g. Claramente, para cada = € G, o subgrupo ({2 | m €
M}) & um subgrupo M-invariante com no méaximo |M| geradores. Nosso objetivo é

mostrar que a ordem de x é (|M],e)-limitada. Portanto, sem perda de generalidade
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podemos assumir que G = ({z™ | m € M}), ou seja, podemos assumir que G ¢ |M]|-

gerado e seu conjunto gerador é M-invariante.

Qualquer grupo de automorfismos de GG age naturalmente sobre os grupos quocientes
L; = D;/D;;; formados pelos termos da série de Jennings-Zassenhaus de G. Esta acao
induz uma ac@o por grupo de automorfismos sobre a algebra de Lie L = L,(G). Pelo
Lema 2.3.4, o subgrupo F' age livre de pontos fixos sobre todos os quocientes L; da série de
Jennings-Zassenhaus e também temos Cp,(H) = Cp,(H)D;y1/D;+1. Consequentemente
temos CL(F) =0, e

Cp(r) = EB Cp, () Dit1/Diya,

para todo z € M \ F.

Pelo Lema 2.3.5, cada componente L; é gerada pelos centralizadores Cp,.(x), onde
x € M\ F. Mais ainda, o Lema 2.3.4 implica que todo elemento de Cp,(z) é a imagem de
algum elemento de Cg(x), cuja ordem divide e. Agora, utilizando o Lema de Lazard 1.9.1
segue que o grupo aditivo de L; é gerado por elementos que sao ad-nilpotentes de indice
no maximo e, mais ainda, usando o Teorema de Kreknin 1.8.9, vemos que L é solavel
de comprimento |M|-limitado. Portanto pelo Teorema 1.9.4 temos que L é nilpotente
de classe (e, |M|)-limitada. A nilpoténcia de L,(G) implica que G possui um subgrupo
potente caracteristico de indice (e,|M]|)-limitado, pelo Teorema 1.9.3. Sendo assim é
suficiente limitar o expoente de tal subgrupo potente, ou seja, podemos assumir que G é
um p-grupo potente. Por outro lado, pelo Lema 1.2.4(ii), o expoente de um grupo potente
divide a ordem do seus de seus geradores. Portanto, como G = (Cg(x) | v € M\ F),

concluimos o teorema. Il

4.2 Leis positivas em grupos finitos com um grupo
diedral de automorfismos

Dedicamos o restante deste capitulo para a demonstracao do seguinte teorema.

Teorema 4.2.1. Seja D = (o, ) um grupo diedral gerado por duas involugoes o e .
Suponha que D aja sobre um grupo finito G de tal modo que Cg(af) =1 e ambos Cg(«)
e Cq(B) satisfazem uma lei positiva de grau k. Entao G satisfaz uma lei positiva de grau

limitado somente por k e | D).

Aqui, assim como no teorema anterior, o grupo G possui altura de Fitting limitado
por uma fun¢do dependendo apenas de |F'|, de acordo com o Teorema 1.4.10. A estratégia

usada para provar o teorema consiste em demonstra-lo primeiramente para o caso em que
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G é um p-grupo, para um primo arbitrario p e, em seguida, usar indugao sobre altura de
Fitting de G.

Para provar o teorema quando GG é um p-grupo, novamente reduzimos ao caso onde G é
um grupo potente. Para isso precisamos antes associar a G a algebra de Lie L,(G) definida

na Se¢ao 1.9 e mostrar que ela ¢ nilpotente e sua classe de nilpoténcia é (k, |D|)-limitada.

Utilizaremos também o resultado de Burns, Macedoriska e Medvedev [3] mencionado
na Se¢ao 1.3, o qual diz que existem fun¢oes c(k) e e(k) dependendo somente de k tais
que qualquer grupo finito satisfazendo uma lei positiva de grau k é extensao de um grupo

nilpotente de classe no maximo c¢(k) por um grupo de expoente dividindo e(k).

A fim de tornar a demonstracao mais organizada, dividimos o restante do capitulo em
algumas subsecgoes, cada uma delas abordando assuntos diferentes que serao usados como
resultados auxiliares. Por fim, usamos tais resultados e concluimos a demonstracao do

Teorema 4.2.1 no final do capitulo.

Um critério de nilpoténcia para algebras de Lie

Ao longo desta subsecao, denotamos por L uma algebra de Lie sobre um corpo de
caracteristica diferente de 2 tal que seu grupo aditivo seja finito (ou localmente finito).
Se X C L é um subconjunto de L, denotamos por (X) a subalgebra gerada por X. Um
elemento de L é dito homogéneo de peso w com respeito ao conjunto gerador X se ele
pode ser escrito como um polindémio homogéneo de Lie de peso w em elementos de X.
Por exemplo, se 21,9 € X, entdo [x1, 23] é um elemento homogéneo de peso 2. Note que
os elementos homogéneos de peso 1 em elementos de X sao as combinagoes lineares de
elementos em X. Relembramos que um elemento x de uma &lgebra de Lie L é chamado

ad-nilpotente se existe um inteiro positivo k tal que (adx)* = 0, que significa,

[y, z,...,x] =0 para qualquer y € L.

k

Se k é o menor inteiro com esta propriedade, entdao dizemos que z é ad-nilpotente de
indice k. No que segue, o termo homogéneo significa sempre homogéneo com respeito a

um conjunto gerador fixado X.

Lema 4.2.2. Seja D = (o, ) um grupo diedral gerado por duas involugoes o e B que
age sobre uma dlgebra de Lie metabeliana L de modo que Cp(af) = 0. Seja X C L um
subcongunto D-invariante tal que L = (X)) e suponha que exista um inteiro positivo t para

0 qual todo elemento homogéneo contido em Cr(a) ou CL(B) € ad-nilpotente de indice no
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mdzimo t em CL(a) ou CL(f), respectivamente. Entao

3t

para todo elemento homogéneo z € L.

Demonstragao. Por simplicidade, dada uma subalgebra K de L, denotamos por K, e Kz
as subalgebras Cx(a) e Ck(8), respectivamente. Se, além disso, K é D-invariante, entdo

pelo Lema 2.3.5, temos K = K, ® Kjz.
Fixe M = [L, L]. Assim, para quaisquer [ € M e x,y € L, temos [, z,y| = [l,y, z].

Agora, dado um elemento h € L, definimos os seguintes ideais de L:

Cl<h) = C]\/[<h), onde C]w(h) = {l e M: [l,h] = O}

C¢+1(h> = {l e M: [l,h] € Cz(h>},
para ¢ maior do que 1.

Nosso objetivo é provar que M = [L, L] = C5;,_1(z), para qualquer elemento homogéneo
z € L. Com isso obtemos que qualquer elemento homogéneo z € L é ad-nilpotente em
L de indice no méaximo 3¢, como desejamos. Note que precisamos provar apenas para
elementos homogéneos de peso 1, pois como L é metabeliana, todo elemento homogéneo
de peso maior ou igual a 2 é ad-nilpotente de indice no maximo 2. Por hipdtese, qualquer
elemento homogéneo h, € L, é ad-nilpotente de indice t em L, assim temos M, < C;(hy).
Analogamente, temos Mg < Cy(hg). Assim, como L é metabeliana, concluimos que
Ci(ha) N Cy(hg) esta contido em Cy_q(h, + hg) para elementos homogéneos arbitrarios
ho € Lo € hg € Lg.

Seja R o ideal gerado por M,. Embora, R nao necessariamente seja D-invariante,
ainda temos R = R, + Rg. Na verdade, como M = M, + Mgz, dado x € R podemos
escrever ¥ = x1 + x2, onde x1 € M, e x5 € Mp. Agora, levando em conta que M, = R,,

concluimos que z; € R e, consequentemente, x5 € R. Assim, temos R = R, + Rg.

Note que Rg esta contido na intersegao Cy(h,) N Ci(hg), para quaisquer elementos
homogéneos h, € L, e hg € Lz. Agora, fixe um elemento homogéneo z € L de peso
1, como a componente homogénea de peso 1 é D-invariante (pois os geradores sao D-
invariantes), existem elementos homogéneos z, € L, e z3 € Lg de peso um tais que
z = zo + 2z3. Diante disso, concluimos que Rj esta contido em Cy_;(2z). Em particular,

isto mostra que M, é igual a R modulo N = [, Cy_1(2;), onde z; percorre o conjunto
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de elementos homogéneos de peso 1 de L. Por um argumento “simétrico” concluimos o
mesmo para Mpg. Portanto, como N ¢é um ideal D-invariante, podemos passar para o

quociente L/N e assumir, sem perda de generalidade, que M, e Mz sao ideais.

Seja I o subgrupo aditivo de L que consiste de todos os elementos [ € L tais que
[* = —I. Como a caracteristica do corpo é impar, temos que L = L, ® [. Sel € [ e
y € M,, entdo [l,y|* = —[l,y] e assim [l,y] € I. Por outro lado, como M, é um ideal,
[l,y] € M,. Claramente temos M, NI =0 e assim [[,y] = 0. Portanto, I centraliza M, e
temos [M,, L] = [M,, Ly] pois L = L, @ I. Isso nos permite concluir que para qualquer

elemento homogéneo z = z, + [ onde z, € L, e [ € I temos

Cl(Za) N Ma S 01(2)

Além disso, deduzimos que C;j(z,) N M, < C;i(z). Como M, < Cy(z,), temos M, <
Cy(z). Similarmente, Mg < Cy(z). Agora, como

[L,L] =M = M, + Ms,
concluimos que [L, L] = Cy(z). Portanto,

(L,z,...2] =0,

3t

para qualquer elemento homogéneo z € L. O

Agora demonstramos o principal resultado desta subsecao.

Teorema 4.2.3. Assuma que um grupo diedral D = (o, ) gerado por duas involugdes
a e f aja sobre uma dlgebra de Lie L de tal modo que Cr(af) = 0 e |afB| = n. Seja
X C L um subconjunto D-invariante com d elementos tal que L = (X) e suponha que
exista um inteiro positivo t para o qual todo elemento homogéneo contido em CpL(a) ou
CL(B) € ad-nilpotente de indice no mdzimo t em Cr(a) ou CL(B), respectivamente. Entdo

L ¢ nilpotente de classe (d,n,t)-limitada.

Demonstracao. Pelo Teorema de Kreknin 1.8.9 a algebra de Lie L é soluvel com compri-
mento derivado no maximo 2"~! — 1. Assim, podemos usar inducao sobre o comprimento
derivado de L. Denote por Y o conjunto de todos os elementos homogéneos de L. Clara-
mente todos os termos da série central inferior e da série derivada de L sao gerados por

elementos de Y.

Pelo Lema 4.2.2, se L é metabeliana e gerada por no méaximo d elementos, entao L é

nilpotente de classe (d, t)-limitada. Assim, podemos assumir que o comprimento derivado
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de L ¢ no minimo trés, digamos f. Seja K = LU™2 e M = [K, K]. Note que M é o tltimo
termo nao trivial da série derivada de L e que K é um ideal D-invariante metabeliano de
L. Por indugdo, L/M é nilpotente de classe (d, n,t)-limitada. Em particular, isso implica
que a dimensao de L/M ¢é finita e (d, n,t)-limitada. Diante disso, concluimos que existe
um ntmero (d, n,t)-limitado de elementos x1,...,z, € YNK tal que K = (x1,...,z,, M)
e pelo Lema 4.2.2, a subalgebra (M, x;) é nilpotente de classe no maximo m = 3t — 1,

paracadat=1,..., u.

Fixe s = u(m — 1) + 1 e considere o ideal

S=[MK,... K|

S

Assim, S é gerado por comutadores da forma [l,y;,...,ys] onde [ € M e yy,...,ys s@o
elementos, nao necessariamente distintos, de {x1,...,z,}. Como o namero s foi escolhido
grande o suficiente, temos que existem m indices 41, ..., %, tais que temos y;, =--- =y;, .

Como M = [K, K], temos [l,x,y] = [l,y,z], para todos | € M e z,y € K. Portanto
podemos assumir, sem perda de generalidade, que y; = - -+ = y,,,. Como y; é ad-nilpotente
de indice no méximo m em (M, y;), temos [, yi,...,ys] = 0. Assim, S = 0, que significa
que M esta contido no s-ésimo termo da série central inferior de K. Assim, o fato de
que M = [K, K] implica que K ¢é nilpotente de classe (d,n,t)-limitada. Portanto, K e
L/|K, K| sao nilpotentes de classe (d,n,t)-limitada. Agora, usando a versdao do Teorema
de P. Hall para algebras de Lie 1.8.8, deduzimos que L também ¢é nilpotente de classe
(d,n,t)-limitada. O

p-grupos admitindo um grupo diedral de automorfismos

Ao longo desta se¢do admita que D = («, 3) seja um grupo diedral gerado por duas

involugoes o e 3. Além disso, suponha que D aja sobre um p-grupo G de tal maneira que

Cg((l/ﬁ) = 1.

Teorema 4.2.4. Seja p um primo e G um p-grupo potente. FEntdo para todo nimero

positivo e temos
Cee(a) = (Cala))” e Cae(B) = (Ca(B)).

Consequentemente, se ambos Cg(a) e Cg(B) sdo extensdes de um grupo nilpotente de
classe ¢ por um grupo de expoente e, entao G € uma extensao de um grupo nilpotente de

classe c-limitada por um grupo de expoente e.
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Demonstragao. Claramente é suficiente provar que Cge(a) < (Cg(a)) pois a outra in-
clusao é obvia. Sem perda de generalidade assumiremos que e é uma poténcia de p. Se
G possui expoente p, entao nao ha nada para provar. Assim supomos que G possua
expoente p* onde k > 2. Temos que e = p*“ onde i € {1,...,k —1} (o casoi = 0 &
trivial). Agora argumentamos por inducao i. Se i = 1, temos que G¢ = G e pelo
Lema 1.2.4 a aplicacao 9 : G/GP — G° tal que z — z° é um homomorfismo. O Lema
2.3.4 mostra que todo elemento de Cge (o) € uma imagem de algum elemento de Cg/cr ()
e que todo elemento de Cg/gr(a) é uma imagem de algum elemento de Cg(cr). Assim,
para todo z € Cge(a), existe y € Cg(a) tal que y* = x. Agora suponha i > 1. A

aplicagdo  — x¢ é um homomorfismo de G/G? em Ge/ka_(i_l), pelo Lema 1.2.4. Por
um argumento similar, para todo elemento x € Cge(a) existe y € Cg(a) tal que y© = xz

onde z € C, k-1 (a). Portanto, como

k—(i—1)

- (hp)pk_ia

z=hP

onde h € Cg(a), temos
Cae () = (Co(a))®

e similarmente

Cae(B) = (Ca(B))".

Consequentemente, se ambos (Cg(a))® e (Ci(B))€ sao nilpotentes de classe no méximo
¢, entao pelo Teorema 2.2.2, provado por Shumyatsky, o subgrupo normal G¢ é nilpotente

de classe c-limitada como queriamos demonstrar. O

Na demonstracao do proximo teorema utilizaremos a solugao do Problema Restrito
de Burnside provada por Zelmanov em [42, 43]. Tal solugdo nos diz que a quantidade de

grupos finitos d gerados com expoente e é (d, e)-limitada.

Teorema 4.2.5. Seja p um nimero primo. Suponha que G seja um p-grupo finito d-
gerado, no qual o conjunto gerador é D-invariante. Admita que ambos Cg(a) e Ca(f)
sejam extensoes de um grupo nilpotente de classe no mdximo ¢ por um grupo de expoente
e. FEntao G possui um subgrupo caracteristico nilpotente de classe c-limitada e indice

(¢,d, e, p)-limitado.

Demonstracao. Primeiro, consideramos p = 2 e, provamos que G possui um subgrupo
potente de indice (¢, d, e, p)-limitado. Neste caso podemos assumir que D é um grupo de
Frobenius. Mais ainda, como Cg(a) e Ci(8) sao extensoes de um grupo nilpotente de
classe no maximo ¢ por um grupo de expoente e temos que Cg(a) e Cq () satisfazem uma

lei positiva de grau (c, e)-limitado. Na verdade, Cg(«) e Cu () satisfazem a lei positiva
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M, (z¢,y°¢) onde M.(x,y) ¢ alei de Malcev. Portanto usando o Teorema 4.0.1 e o resultado
de Burns, Macedonska e Medvedev 1.3.1 concluimos que G possui um subgrupo N cuja
classe de nilpoténcia e o expoente de G/N dependem apenas de ¢ e e. Agora, usando a
solugdo do Problema Restrito de Burnside, concluimos que o indice de N em P é (¢, d, e)-
limitado. Uma consequéncia disso é que o posto de G também ¢é (¢, d, e)-limitado. Agora,

concluimos a demonstracao, para p = 2, usando o Teorema 1.2.6.

Agora, consideramos p > 2 e provamos que G também possui um subgrupo potente
de indice (¢, d, e, p)-limitado. Sejam X um conjunto de geradores de G e L = L,(G). A
algebra L é gerada pela imagem X de X. Claramente um elemento de L é homogéneo com
respeito a X se, e somente se, ele & homogéneo com respeito a L. O grupo D = (a, 3)
age naturalmente sobre todo quociente L, = D;/D;,1 e a agao se estende para DL(G)
e L. Assim, podemos ver D como um grupo de automorfismos de L. Pelo Lema 2.3.4,
temos Cp(af) =0,

Cr(a) = @ Cp,(@)Diy1/Dia,

CL(B) = @ CDi(B)DiJrI/DiJrl-

Assim, como ambos Cg(a) e C(5) sao extensoes de um grupo nilpotente de classe
no maximo ¢ por um grupo de expoente e, deduzimos do Corolario 1.9.2 que se z é um
elemento homogéneo de Cp(«) ou CL(f), entdo x é ad-nilpotente de indice no maximo

(c+1)e em Cr(a) ou CL(B), respectivamente.

Portanto, podemos usar o Teorema 4.2.3 e concluir que L é nilpotente de classe (c, d, e)-
limitada. Sendo assim, usando o Teorema 1.9.3, concluimos que G possui um subgrupo

potente caracteristico R de indice (¢, d, e, p)-limitado.

Agora, sabemos que para qualquer primo p, o grupo GG possui um subgrupo potente
R de indice (c,d, e, p)-limitado. Levando em conta que Cgr(a) e Cr(f) sdo extensoes de
um grupo nilpotente de classe no maximo ¢ por um grupo de expoente e, podemos usar o
Teorema 4.2.4 e 0 Teorema 2.2.2 para concluirmos que R° é nilpotente de classe c-limitada.
Claramente R® é caracteristico e possui indice (c,d, e, p)-limitado, o que completa a de-

monstracao. O

Prova do teorema 4.2.1

Agora ja temos todos os resultados auxiliares necessarios para provar o Teorema 4.2.1.

Primeiro provamos o caso onde G é nilpotente.
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Teorema 4.2.6. Suponha que um grupo Diedral D = (o, B) aja sobre um grupo nilpotente
finito G de tal modo que Ce(af) =1 e ambos Cq(a) e Cq(B) satisfazem uma lei positiva
de grau k. Entao G satisfaz uma lei positiva de grau limitado apenas em termos de k e
D).

Demonstracao. De acordo com o resultado de Burns, Macedorniska e Medvedev 1.3.1, exis-
tem inteiros ¢ = c(k) e e = e(k), dependendo somente de k, tais que ambos Cg(a) e
Cq(P) sao extensoes de um grupo nilpotente de classe no maximo ¢ por um grupo de
expoente dividindo e. Primeiro suponha que G seja um p-grupo para algum primo p. Se
p = 2, entdo podemos assumir que |af| é impar, pelo Lema 1.4.3 e assim D é um grupo
de Frobenius. Neste caso, o resultado segue do Teorema 4.0.1 provado por Shumyatsky.
Assim, podemos assumir que p é impar. Se p nao divide e, entdao Cg(a) e Cg(f) sao
necessariamente nilpotentes de classe no maximo ¢, neste caso, o resultado segue pelo Te-
orema 2.2.2, pois G deve ser nilpotente de classe c-limitada. Portanto podemos assumir
que p é um divisor de e e assim p é k-limitado. Desejamos mostrar que G satisfaz uma
lei positiva de duas variaveis com grau limitado. Para isto ¢ suficiente provar o teorema
para todo subgrupo 2-gerado de G. Como todo subgrupo 2-gerado de G esta contido em
um subgrupo D-invariante com no méaximo 2|D| geradores, sem perda de generalidade
podemos assumir que G pode ser gerado por um conjunto D-invariante X de d < 2|D|

elementos.

Assim, pelo Teorema 4.2.5 o grupo GG é uma extensao de um grupo nilpotente de classe
c-limitada, digamos ¢*, por um grupo de expoente (k, | D|)-limitado e*. Se M,.(z,y) denota
a Lei de Malcev de grau 2", concluimos que G satisfaz a lei positiva M (z¢,y¢") de grau
(k,|D])-limitado. Como tal lei nao depende de p, concluimos que o resultado vale para

todos os grupos finitos nilpotentes. O

Como anteriormente, denotamos por F(G) o subgrupo de Fitting e por h(G) a altura
de Fitting de um grupo G. Além disso, como de costume, aqui denotaremos por 7(G) o

conjunto de primos divisores da ordem de G.

Prova do teorema 4.2.1: Como na prova do Teorema 4.2.6, existem inteiros ¢ = ¢(k)
e e = e(k) dependendo somente de k tais que Cg(a) e Ce(f5) sdo extensoes de um grupo
nilpotente de classe no méximo ¢ por um grupo de expoente e. Além disso, como na prova
do Teorema 4.2.6 podemos assumir que G pode ser gerado por d < 2|D| elementos. Como
af age sobre G livre de pontos fixos, concluimos que G é soluvel e sua altura de Fitting
h(G) & limitado por uma fungao que depende apenas de || e assim podemos usar indugao

sobre o comprimento de Fitting de G. Se h(G) = 1, o resultado é imediato pelo Teorema
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4.2.6. Agora, assuma que h(G) = 2, ou seja, que G é metanilpotente. Fixe M = F(G)
e suponha que 7(G) contenha um primo p que nado divide e. Seja P o p-subgrupo de
Sylow D-invariante cuja existéncia é garantida pelo Lema 2.3.3. O subgrupo M P é D-
invariante. Como p nao divide e, temos que Cp(a) < F(Cg(a)) e Cp(B) < F(Ca(B)).
Portanto, Cpp(a) e Cyp(B) sdo nilpotentes e assim o Teorema 2.2.2 nos diz que M P
¢ nilpotente. Como M P é normal, concluimos que P < M. Isto mostra que n(G/M)

consiste de divisores de e e assim qualquer p € 7(G/M) é limitado.

Primeiro suponha que w(G/M) possui apenas um primo p. Seja P o p-subgrupo de
Sylow D-invariante de G. Temos que G = MP. Como G/O_(G) ¢é isomorfo a P e
pode ser gerado por no maximo d-elementos, deduzimos que P pode ser gerado por no
méaximo d elementos. Como Cp(a) < Cg(a) e Cp(5) < Cq(B), concluimos que Cp(a)
e Cp(f) sdo extensdes de um grupo nilpotente de classe no maximo ¢ por um grupo de
expoente dividindo e. Entao, pelo Teorema 4.2.5, P contém um subgrupo caracteristico
potente R de indice (c,|D|)-limitado. Como p é k-limitado, 7' = M R° possui indice
(k,|D])-limitado em G. Além disso, pelo Teorema 4.2.4 Cge(a) = (Cr(a))® < F(Cg(a))
e Cre(B) = (Cr(B))e < F(Cq(p)). Disso segue que Cr(«) e Cr(5) sdo nilpotentes. Assim,

usando o Teorema 2.2.2, concluimos que 7" é nilpotente e consequentemente 7' = M.

Mostramos que no caso em que 7(G /M) possui apenas um primo, o indice de M em G
é (k,|D|)-limitado. Por outro lado, sabemos que |7(G/M)| é (k,|D|)-limitado. Considere
que m(G/M) = {p1,...,ps} e, paracadai =1,...,s, escolha um p;-subgrupo de Sylow P;
D-invariante de G. De acordo com os argumentos acima, M possui indice (k, | D|)-limitado
em todo subgrupo M FP;. Portanto, levando em conta que o nimero de tais subgrupos é
(k, |D|)-limitado, concluimos que o indice de M em G é (k,|D|)-limitado. De acordo
com o Teorema 4.2.6, M satisfaz uma lei positiva de grau (k,|D])-limitado e com isso

concluimos que G também. Isto prova o teorema no caso particular em que h(G) = 2.

Agora assuma h(G) > 3 e fixe novamente M = F(G). Por hipotese de indugao,
assumimos que o quociente G /M satisfaz uma lei positiva de grau que é limitado somente
em termos de k e |D|. De acordo com o resultado de Burns, Macedoriska e Medvedev
1.3.1, G possui um subgrupo normal N, contendo M, tal que N/M ¢é nilpotente de classe
(k,|D|)-limitado e G/N possui expoente (k,|D|)-limitado. Portanto, é suficiente mostrar
que N satisfaz uma lei positiva de grau (k, |D|)-limitado. No entanto isto é imediato do

paragrafo anterior desde que N ¢é metanilpotente.



Capitulo

Consideracoes finais

Se um grupo A age como grupo de automorfismos sobre um grupo finito GG, de modo
que Cg(A) = 1, entao, frequentemente, podemos dizer alguma coisa sobre a estrutura
de GG dadas propriedades de A. Recentemente, Khukhro, Makarenko, Shumyatsky, entre
outros autores, tem considerado o caso em que A contém um subgrupo normal nilpotente
B tal que Cg(B) = 1 e, tem perguntado: Propriedades de G estdo relacionadas com as

respectivas propriedades do subgrupo dos pontos fixos dos elementos fora do subgrupo B?

Conforme resultados citados no decorrer deste trabalho, respostas afirmativas foram
obtidas, por exemplo, para os casos em que A é um grupo de Frobenius, um grupo diedral
e um grupo Frobenius-like. As propriedades consideradas foram, nilpoténcia, expoente,

lei positiva, altura de Fitting, entre outras.

No presente trabalho, estendemos alguns resultados, conhecidos anteriormente apenas
para grupos de Frobenius, grupos diedral e grupos Frobenius-like, para uma nova “familia”
de grupos metaciclicos. Além disso, provamos novos resultados para grupos admitindo

um grupo diedral de automorfismos.

Encerramos este trabalho apresentando algumas questoes. Elas estao relacionados com
os resultados apresentados ao longo de todo o trabalho e permanecem sem repostas até o

momento.

Questao 1: Seja M = FH um grupo finito o qual é um produto de dois subgrupos
ciclicos F' e H, onde F' é um subgrupo normal e todos os elementos de M \ F possuem
ordem prima p. Suponha que M aja sobre um grupo finito G de tal maneira que Cq(F) =
1.

(a) Admita que Cg(z) seja nilpotente, para todos v € M \ F. A classe de nilpoténcia

de G ¢é limitada em termos de p e da classe de nilpoténcia dos subgrupos Cg(x)?
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(b) Se Cq(x) satisfaz uma lei positiva de grau k, para todos x € M \ F, serd que G

satisfaz uma lei positiva de grau (k,p)-limitado?

Lembre-se que pelo Corolario 3.0.10, no Item (a), o grupo G deve ser nilpotente.

A préoxima questao surge naturalmente na tentativa de estender os resultados, validos
para grupos com um grupo diedral de automorfismos, para grupos com um p-grupo de
classe maximal de automorfismos. No entanto, devemos lembrar que o Exemplo 3.0.11
nos diz que, de um modo geral, o Fitting do centralizador de um elemento nao pertence
ao Fitting do grupo. Em tal exemplo, a altura de Fitting do centralizador é 2, assim resta

estudar o caso em que o centralizador é necessariamente nilpotente.

Questao 2: Seja A = NB um grupo finito o qual é o produto de um subgrupo normal
nilpotente N e um subgrupo B de ordem prima p tal que |Ca(B)| = p*. Suponha que A

aja sobre um grupo finito G de tal maneira que Cq(N) = 1.

(a) Se Cg(B) € nilpotente, serd que o subgrupo Cg(B) pertence ao subgrupo de Fitting
de G?

(b) Se xP =1, |Ca(z)| = p* e Cq(x) € nilpotente, para todos v € A\ N, serd que G ¢é

nilpotente?

Respondemos de forma afirmativa a questao 2, para o caso em que A é um p-grupo.
Neste caso, a hipotese |C4(B)| = p? implica que A é um p-grupo de classe maximal e,
as hipoteses ¥ = 1 e |Ca(z)| = p?, do Item (b), significam que todos elementos fora do
subgrupo N sao “uniformes” de ordem p. Para mais detalhes sobre p-grupos de classe

maximal veja |14].
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