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RESUMO

ANALISE DO COMPORTAMENTO MECANICO DE MATERIAIS LAMINARES
COMPOSITOS CONSIDERANDO A VISCOELASTICIDADE

Autor: Carmen Elena Ramirez Meneses

Orientador: Francisco Evangelista Junior, PhD.

Programa de Pds-graduacdo em Estruturas e Construcao Civil
Brasilia, 28 de Maio de 2015

Depois de falhas em estruturas tdo importantes quanto em pontes, devido ao efeito da
viscoelasticidade considerada no projeto muito aquém dos valores das deflexdes reais, 0
estudo e compreensao do fendmeno da viscoelasticidade é mais que necessario para o projeto
de estruturas. Nos modelos descritos na literatura para o calculo de deflex6es em estruturas
laminares sanduiche ignora-se a interagcdo da variacao de cargas mecanicas, a diferenga do
comportamento do material do nucleo quando este é submetido a tracdo ou compressao, € 0
efeito da viscoelasticidade dos materiais. Neste trabalho avaliam-se modelos mais
complexos comparados com as simplificagdes dadas na literatura, analisando os efeitos de
flexdo e cisalhamento, baseados na solucdo analitica e considerando-se um nucleo com

propriedades viscoelasticas, ou suscetivel aos fenbmenos de fluéncia e relaxacéo.

Assim, o presente trabalho resolve por algoritmos numéricos a quantificacdo das deflexdes
para compositos laminares, utilizado para isto o principio de correspondéncia elastica
viscoelastica e obtendo a solucdo total ao longo do tempo, com base na solucéo elastica
linear correspondente, sendo um método confiavel, portavel e rapido. Considerou-se também
a variabilidade das cargas impostas, oferecendo nos resultados analises paramétricas dos
elementos de viga e placa sanduiche, descrevendo as variaveis que mais afetam o incremento

ou a diminuigdo das maximas deflexdes desses elementos.

Palavras chave: Métodos numéricos, vigas sanduiche, placas anisotropicas sanduiche,

viscoelasticidade, séries de Prony, materiais laminares compositos.
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ABSTRACT

ANALYSIS OF MECHANICAL BEHAVIOUR OF COMPOSITE LAMINAR
MATERIALS CONSIDERING VISCOELASTICITY

Author: Carmen Elena Ramirez Meneses

Supervisor: Francisco Evangelista Junior, PhD.

Programa de Pds-graduacdo em Estruturas e Construcao Civil
Brasilia, 28 of May of 2015

After failures in such important structures like bridges, because the effect of the
viscoelasticity considered in the design is significantly below compared with the actual
deflection values. For this reason, the study and understanding of the phenomenon of the
viscoelasticity is more than necessary for the structural design. In the models described in
the literature for calculating deflections in laminar sandwich structures ignores the
interaction of varying mechanical loads, the difference in the behavior of the core material
when this is subjected to traction or compression, and the effect of the viscoelastic material.
In this study, more complex models are evaluate and compared with the given literature
simplifications, by analyzing the effects of bending and shear, based on the analytical
solution and considering a core having viscoelastic properties, or susceptible to the

phenomena of creep and relaxation.

Accordingly, this work resolved by numerical algorithms the quantification of the maximum
deflections of laminar composites, using the elastic viscoelastic correspondenceprinciple
obtaining the total solution over time, based on corresponding linear elastic solution,
demonstrating to be a reliable, portable and fast method. Additionally, are considered the
variability of the loads imposed, providing the parametric analysis of the sandwich beams
and plates, describing the variables that most affect the increase or decrease of the maximum

deflections of these elements.

Keywords: Numerical methods, sandwich beams, anisotropic sandwich plates,

viscoelasticity, Prony series, composite laminar materials.
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1- INTRODUCAO

1.1- CONSIDERACOES INICIAIS

O avanco tecnoldgico da industria, tanto nos materiais quanto nas técnicas construtivas como
nas necessidades proprias do mundo moderno, fazem imprescindiveis estruturas cada vez
mais esbeltas e rigidas. Devido as condi¢bes especificas que devem ser atendidas por
algumas estruturas, exigindo o melhor do seu comportamento mecanico, aplica-se com
sucesso nas industrias de construcao civil, automobilistica, naval, ferroviaria e aeroespacial,
civil, petrolifera entre outras, a utilizacdo da combinacdo de materiais diferentes,
considerando que o comportamento mecanico de um material compdsito é geralmente

superior de cada material constituinte e sdo conhecidas como estruturas compdsitas.

A estrutura de avies, devido as condicOes de trabalho, deve proporcionar alta resisténcia e
além disso, ser o suficientemente leve para nao reduzir significativamente a capacidade de
carga ou aumentar a demanda de impulso para voar, sendo amplamente usadas as estruturas
sanduiche, que sd@o um caso especifico das estruturas compaositas, combinando geralmente
materiais metalicos com espumas de baixa densidade. A incidéncia de alguns dos usos das
estruturas sanduiche pode ser evidenciada na Figura 1.1, onde os materiais compositos
usados na construcdo do avido Boeing 787 sdo o0 50% dos materiais, enquanto o modelo
anterior era s6 de 12%, o que valida o incremento do uso destes tipos de materiais.
Fibra de vidro W Compasito de carbonoe laminadae : Total de materiais utilizados

B Aluminio Compasito sanduiche de carbono * Por peso
Atuminio/ Ago/Titinio Cutros

Aco > Compaositos
10% 50%

Titanio
15%

Alumimo

20%

. Atitulo de comparacio, no Boeing 777
os usos dos materiais eram 12 por cento
de compasitos e 30 de aluminio

Figura 1.1- Materiais usados no avido Boeing 787
Adaptado - http://modernairliners.com/Boeing787_files/Specifications.html (5/10/14)

Dadas as necessidades especificas, devem ser fornecidos métodos eficientes para o calculo

das tensdes e deformacdes deste tipo de estruturas. Atualmente, com 0s metodos


http://modernairliners.com/Boeing787_files/Specifications.html

computacionais baseados em métodos numéricos como o método dos elementos finitos,
podem-se projetar estes tipos de estruturas mais rapidamente, no entanto, as falhas
apresentadas recentemente em algumas destas estruturas permitem mostrar que seu estudo é
de vital importancia para evitar os onerosos custos de refazer ou reforcar estruturas

projetadas inadequadamente onde existe a possibilidade de comprometer vidas humanas.

Assim, e para entender melhor o fenébmeno da viscoelasticidade e seus efeitos estudaram-se
na presente pesquisa 0 comportamento mecanico de vigas e painéis sanduiche, chamadas
também de estruturas compositas laminares. O uso de painéis e vigas sanduiche tornou-se
muito popular para aplicacdes que requerem alta resisténcia e rigidez, como por exemplo as
pecas especificas de aeronaves indicadas na Figura 1.2, sendo cada vez maior seu uso, devido
a serem compostas de um nucleo de baixa densidade colocado no meio de duas camadas de
alta densidade, com um comportamento mecanico similar as vigas tipo I, onde em analogia,
0 nucleo atua como a alma e as camadas elasticas como as mesas, correspondendo ao
aumento da inércia aportada pelo ndcleo e o controle de deformagdes suportado nas camadas
externas (Ansel C. Ugural, 2009).

Viga
sanduiche de
piso

y

Paneis de ‘
piso ‘

Figura 1.2 - Secdo central tipica de um avido.
Adaptado de Ugural (2009)
Desta forma, foram desenvolvidos na literatura métodos analiticos para a solucéo elastica
das estruturas laminares, que desconsideram a resposta ao longo do tempo dos materiais € a
realidade no célculo das deflexdes maximas quando sdo submetidos a carregamentos

mecanicos variaveis.



1.2- JUSTIFICATIVA

O estudo da viscoelasticidade dos materiais da construcdo € de vital importancia, isto devido
a que seu comportamento ndo é bem entendido e como consequéncia disso, ao ser
erradamente avaliado seu comportamento mecénico podem chegar ao colapso. Exemplo
desse tipo de eventos é a ponte Koror-Babeldaob (241 metros), sua construcdo foi terminada
no ano de 1977 e colapsou no ano de 1996 depois do pre-esforco de reparacdo, como se
apresenta na Figura 1.3. O colapso foi dado como consequéncia de que as estimativas da
deflexdo méaxima aos 18 anos calculadas no projeto foram num 50-77% menores do que as
deflexdes méximas reais obtidas nesse tempo, o célculo da perdas foi menor do que as reais
e foram desconsideradas as diferencas na espessura das paredes da secdo transversal, o
cragueamento da laje superior e o real comportamento da fluéncia da metade submetida a
tenséo (Bazant et al., 2011; Bazant, Asce, Yu, & Li, 2012a, 2012b).

(a) 1977 (b) 1996

Figura 1.3 — Ponte Koror-Babeldaob - Palau (Japéo)
Adaptado - http://astronomy.nmsu.edu/geas/lectures/lecture17/slide01.html (5/6/15)

O comprometimento estrutural por efeito da viscoelasticidade reflete numa recuperacéo ou
reforco impossivel, complexo ou muito oneroso, tal e como por exemplo no caso da Ponte
Koror-Babeldaob da Figura 1.3. Por este motivo, a andlise do comportamento mecénico de
estruturas laminares considerando a viscoelasticidade, € mais do que necessario e pertinente,

mais e com a ampla e crescente demanda nas diferentes industrias.

Baseando-se nesta necessidade, realizou-se o0 estudo das deflexdes dos compdsitos

laminares, para estudar seu comportamento e a incidéncia da viscoelasticidade sob o0s

materiais que compdem o nlcleo. No caso das vigas e painéis sanduiche, os materiais mais

utilizados recentemente para o nlcleo destas estruturas laminares, sdo as espumas de

policarbonato, policloreto de vinila (PVC), poliuretano (PU) e poliestireno (PS), no entanto
3
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curiosamente, 0s estudos comumente realizados pelo método dos elementos finitos, ndo tém
contemplado os materiais nomeados, deixando a lacuna de um método analitico baseado nas
teorias de viga que permita considerar a viscoelasticidade dos materiais e avaliar
rapidamente a interacdo dos materiais e 0s carregamentos mecanicos, inferindo assim novos

usos a este tipo de estruturas, e aproveitar as inimeras vantagens como elementos estruturais.

Devido a isto, € necessario desenvolver um método fundamentado nas solugdes elasticas
analiticas dos compositos laminares, desta vez considerando a viscoelasticidade que podem
experimentar os materiais do ndcleo, abrindo assim mdltiplas possibilidades na

implementacdo destas estruturas para novos usos e materiais.

1.3- OBJETIVOS

1.3.1 - Objetivo geral

Esta dissertacdo objetiva propor uma metodologia de analise do comportamento mecanico
viscoelastico de compésitos laminares, utilizando algoritmos numéricos e o principio da
correspondéncia elastica viscoelastica. Pretende-se quantificar o aumento das deflexdes e
dos esforgos, como sua varia¢do ao longo do tempo, permitindo um melhor entendimento
do comportamento dos materiais e da geometria da estrutura, quando sdo submetidos a

diferentes tipos de carregamentos mecéanicos.
1.3.2 - Objetivos especificos
Para os objetivos especificos deste trabalho, pretende-se:

e Realizar uma analise analitica e numérica da resposta viscoelastica dos materiais e
dos compositos laminares, usando as séries de Prony e o Principio de
Correspondéncia;

e Propor um algoritmo de interconversao das propriedades viscoelasticas de fluéncia e
relaxacao;

e Implementar e verificar com modelos viscoelasticos simples a resposta viscoelastica
obtida com os métodos analiticos e numéricos propostos, e posteriormente estender

esta metodologia aos elementos compositos laminares;



e Analisar a resposta viscoelastica dos modelos estudados, fazendo um estudo
paramétrico, contemplando como variaveis os materiais e os diferentes tipos de

carregamentos mecanicos.
14- RESUMO DA METODOLOGIA

Inicialmente estudam-se as propriedades viscoelédsticas dos materiais, sendo para isto
necessaria a formulacdo de dois algoritmos numeéricos. O primer algoritmo obtém por
aproximacdo numeérica, a série de Prony que melhor descreve os dados experimentais
resultado de um teste de fluéncia ou relaxacdo, e com essa descricdo matematica por séries
de Prony da propriedade viscoelastica testada, precisa-se de um segundo algoritmo numérico
para obter os coeficientes e exponentes de uma das funcgdes, relaxacdo ou fluéncia,
conhecendo os coeficientes e exponentes da outra, usando o principio de correspondéncia
elastica visco eldstica, utilizando para estes e todos os algoritmos implementados o software
Matlab.

Com as caracteristicas elasticas e viscoelasticas de todos os materiais que compdem o
elemento estrutural laminar sanduiche, como se apresentara em detalhe na revisdo
bibliografica, a resposta analitica viscoelastica implica um algoritmo incremental
envolvendo uma convolugdo destas funcdes viscoelasticas com o carregamento, sendo
preciso implementar um novo algoritmo que realize esta convolucdo tanto no campo das

tensGes como no campo das deformagdes.

Realizada a formulacéo dos algoritmos para o tratamento das propriedades dos materiais e
para obter a resposta viscoelastica dos elementos estruturais baseados na resposta elastica,
formulan-se variadas verificagcOes sob as respostas de elementos estruturais mais simples,
comparando os resultados obtidos com os algoritmos propostos com as respostas dos

diferentes métodos estudados na literatura.

Implementada e verificada a metodologia para obter as respostas viscoelasticas em
elementos simples, procede-se a ser aplicada nos elementos de compositos laminares, ou
seja, vigas e placas compositas, onde avaliam-se as variaveis geométricas e de materiais
correspondentes, e finalmente realiza-se uma analise paramétrica com diferentes

combinagdes para obter os resultados.



1.5—- ORGANIZACAO DA DISSERTACAO

A presente dissertacdo esta dividida em cinco capitulos. O Capitulo 2 apresenta a reviséo
bibliografica que se constitui de duas subsecGes. Na primeira secdo revisa-se conceitos
fundamentais da viscoelasticidade, como sdo os modelos viscoelasticos cléssicos, as series
de Prony, o principio de correspondéncia elastica viscoelastica, o principio de superposi¢do
e o incremento unidimensional de esforcos e deformacgdes ao longo do tempo devido a
viscoelasticidade. A segunda secdo estuda em detalhe os elementos estruturais composito

tipo viga e tipo placa.

Cada um dos algoritmos implementados no Matlab para o desenvolvimento da pesquisa sdo
explicados e desenvolvidos no Capitulo 3, e as multiplas verificagdes para cada um dos
quatro algoritmos formulados sdo apresentas no Capitulo 4, onde séo testados desde os
modelos viscoelasticos simples comparados com meétodos analiticos e numéricos, até
modelos mais complexos verificados com modelos realizados pelo método dos elementos
finitos, garantindo assim a confiabilidade do método incremental analitico proposto nesta

dissertacdo.

No Capitulo 5, sintetiza-se os resultados obtidos para a analise realizada sob a viga sanduiche
onde considerou-se diferentes tipos de carregamentos e materiais, comparando as teorias de
Euler-Bernoulli e Timoshenko para o elemento de viga no campo elastico, e no caso de
painéis estes considerados anisotropicos e compositos, segundo a teoria de Love-Kirchhoff.
Na presente dissertacdo essas teorias sdo estendidas ao comportamento viscoelastico e
avalia-se a influéncia da interacdo dos materiais viscoelasticos no seu comportamento
mecanico, formulando-se diferentes casos de estudo, o que permite avaliar ndo sé diferentes
condicdes, como também diferentes tipos de materiais e variacdo dimensional das camadas

do elemento, o que abre as possibilidades para analises paramétricas mais completas.

A analise paramétrica para cada um dos elementos é realizada no Capitulo 6, onde €
apresentada uma série de superficies que permite avaliar a influéncia real de cada parametro
avaliado no estudo, assim como também é quantificado a porcentagem de influéncia das

diferentes variaveis e as combinacoes delas.

Finalmente, as conclusGes da analise dos resultados obtidos ao longo da pesquisa e

principalmente do Capitulo 5 e 6 sdo resumidas no Capitulo 7, enriquecendo o trabalho com



dados préticos para o entendimento e a elaboracdo do projeto deste tipo de estruturas,
concernentes a interacdo dos materiais e as condi¢es impostas, as variaveis mais incidentes
no comportamento das vigas do tipo sanduiche e dos painéis anisotropicos, aportando
ferramentas para a escolha das dimensdes, do tipo de materiais quanto os carregamentos ou
condigdes que permitem seu melhor comportamento estrutural, e propde planos de pesquisa
futuros baseados em alguns questionamentos que foram além do presente trabalho.



2 — REVISAO BIBLIOGRAFICA

No presente Capitulo se apresenta uma breve revisdo teorica da viscoelasticidade e 0s
elementos estruturais do tipo viga e placa. Os aspectos aqui conceituados sao fundamentos
da formulagdo, implementacdo e verificacdo dos algoritmos propostos nos capitulos

seguintes.
2.1- VISCOELASTICIDADE

Os materiais viscoelasticos lineares caracterizam-se por terem um comportamento
intermediario entre os soélidos elasticos lineares e os fluidos viscosos simples ou
newtonianos. Materiais considerados como sélidos elasticos lineares atendem a lei de Hooke
e, desta forma, aplica-se o0 conceito que as tensbes e deformagbes sdo proporcionais,
independentes do tempo, como se apresenta na

Figura 2.1 (a). A partir do comportamento dos materiais elasticos, apresentado na

Figura 2.1 (a), deduz-se uma propriedade intrinseca do material, chamada de mddulo de
elasticidade E, que é a constante de proporcionalidade entre a deformacéo e a tensdo que o

corpo experimenta, em adiante, representado graficamente por uma mola.

(a) (b)

Figura 2.1 —Analogias mecanicas dos modelos elastico e viscoso simples

(@) Solido elastico linear (Lei de Hooke). (b) Fluido simples (Newtoniano)
Quando se imp8e um carregamento em um elemento elastico linear, este apresenta uma
deformacéo diretamente proporcional ao carregamento imposto, dando origem & uma relagdo
constitutiva correspondente a relacdo entre a tenséo o e a deformacdo €, dada pela Equagéo
(2.2).

o =Ee (2.1)

Fluidos viscosos simples, caracterizam-se por terem viscosidade constante ao longo do

tempo, onde a relagdo entre o esforco cisalhante e a taxa de deformagdo é linear, assim
8



carecem de propriedades elasticas, como € apresentado na Figura 2.1 (b), isto claro, com
algumas excecles que apresentam propriedades elésticas como por exemplo o ar. Para 0s
fluidos Newtonianos, geralmente representados graficamente por um amortecedor, quando
uma tensdo cisalhante t é imposta, 0 corpo apresenta uma taxa de deformacéo ¢ diretamente
proporcional ao carregamento, onde 0 meio dissipa a energia. A equacao constitutiva esta

dada na Equacéo (2.2), onde p representa a viscosidade.

T=u¢ (2.2)

Um material é considerado exclusivamente viscoelastico se este tem a capacidade de
armazenar energia de deformacdo como os solidos elasticos e, além disto, dissipam esta
energia segundo as leis dos Fluidos viscosos. Conhece-se que 0s materiais viscoelasticos,
estando submetidos a tensdo ou deformacdo constante, podem experimentar um dos
seguintes comportamentos, para cada caso (Christensen, 1982; Mase, 1970): o fendmeno da
fluéncia (creep), que acontece depois da deformacdo instantanea, quando o material é
exposto a uma tensdo constante (o = o,), fazendo com que a deformacdo aumente em
funcdo do tempo (e = €(t)), e o fendbmeno da relaxacéo, que ocorre quando, mantendo-se
uma deformacdo constante, no meio continuo (e = g;), onde a tensdo inicial diminui ao

longo do tempo em fungdo deste (o = o(t)).
2.1.1 - Analogias mecanicas

As analogias mecénicas permitem explicar o comportamento elétrico e viscoelastico dos
materiais, onde a tensdo mecanica é correspondente a voltagem e a taxa de deformacao seria
analoga a corrente. O modulo de elasticidade é equivalente a capacitancia do circuito,
medindo a capacidade de armazenamento de energia, € a resisténcia do circuito é comparavel
com a viscosidade, medindo a capacidade para dissipar energia. Essa forma de visualizagdo
dos modelos viscoelasticos pretendem representar de forma simples tanto os efeitos elasticos
quanto efeitos viscosos, adotando diferentes arranjos de molas e amortecedores, para assim

representar adequadamente as condi¢des de cada modelo a ser simulado.

2.1.1.1—- Modelo de Maxwell

Segundo multiplos autores da literatura classica e atual (Chaves, 2009; Christensen, 1982;
Mase, 1970), o modelo viscoelastico de James Clerk Maxwell, ¢ uma combinacéo de uma

mola ou elemento eléstico, e um amortecedor ou elemento viscoso, conectados em série,



como se indica na Figura 2.2. Uma das limitagdes do modelo de Maxwell consiste em que
este prevé um aumento linear da deformagéo ao longo do tempo quando a tens&o é constante,
mas a maioria de os polimeros mostram uma taxa de deformacdo diminuindo ao longo do

tempo pelo efeito da viscoelasticidade.

Devido a isso, entre as principais aplicacdes desse modelo sdo modelagem de polimeros
termoplasticos perto de sua temperatura de fusdo, do concreto fresco e alguns metais

préximos ao seu ponto de fusao (Prado, Valera, & Cervantes, 2013).
o ._H_W_. —_—
n E

Figura 2.2 - Modelo de Maxwell

A relagdo tensdo-deformacdo (o — €) para 0 modelo de Maxwell é dada pela soma da
deformacéo individual de cada elemento e o esfor¢o que experimentam individualmente sera
igual para ambos. Aplicando as equacdes constitutivas de cada elemento apresentadas nas
Equacdes (2.1) e (2.2), pode-se deduzir a equacdo diferencial que descreve o comportamento
do modelo de Maxwell na Equacdo (2.3). O desenvolvimento matematico anexou-se no

numeral A.1 - .

'—6+G 2.3

Ao aplicar a condigdo de contorno para 0 carregamento o = o, constante para um tempo
t > 0 e substituindo essa condi¢do para a solucdo da Equacdo diferencial (2.3), pode-se

obter a resposta geral do comportamento a fluéncia como apresentado na Equacédo (2.4) e

ilustrado na Figura 2.3, obtido matematicamente segundo anexo A.1.1 - .

g() ==+t (2.4)

o
M

1| Q

Na Figura 2.3, observa-se que no instante de aplicacéo da carga (t > t, = 0), 0 elemento de
Maxwell responde com uma deformacgdo equivalente a deformacdo eléstica e apds a
aplicacao do carregamento, a deformacéo atende ao comportamento viscoso. Quando a carga
é retirada do modelo (t>t; = 0), ele recupera somente a parcela elastica de forma
instantanea, por este motivo, a fluéncia € considerada reversivel apenas para esta parcela,
permanecendo deformado apenas o elemento viscoso.
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(a) Solicitacio (b) Resposta
Figura 2.3 - Solicitacdo e resposta ao teste de relaxacao para o elemento de Maxwell
O modelo de Maxwell a partir do tempo t = 0 experimenta uma resposta instantanea devida
a parcela elastica do sistema (representada pela mola), e tem um aumento constante e
ilimitado das deformac6es nos tempos subsequentes. A deformacéo inicial dependera do
maodulo de elasticidade E, onde quanto mais rigido ou maior for o seu valor com respeito a

viscosidade 1, maior seré sua resposta instantanea no tempo t = 0.

Analisando o elemento de Maxwell submetido a uma deformacdo constante € = €,, ou 0
teste de relaxacdo, obtém-se a resposta da Equacdo diferencial (2.3) para o comportamento
a relaxacdo do elemento, dada pela Equagdo (2.5), obtida segundo desenvolvimento

apresentado no anexo A.1.2 - .

6(0) = ggEe (2.5)

O comportamento obtido pelo teste de relaxacdo sob o elemento de Maxwell,
esquematicamente é descrito na Figura 2.4, onde pode-se apreciar como a tensdo no
elemento diminui ao longo do tempo mesmo e com uma solicitacdo constante, isto pelo

efeito da viscosidade do elemento.

g(t)4 a(t)

E‘{}E
£n _Et
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v
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to ty t to ty t
(a) Solicitacio (b) Resposta
Figura 2.4 - Solicitacdo e resposta ao teste de relaxacgdo para o elemento de Maxwell
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2.1.1.2 — Modelo de Kelvin-Voigt

O modelo proposto por Lorde Kelvin é um modelo reoldgico baseado na combinacao
combinada do elemento viscoso (amortecedor) com o elemento eléastico (mola), ligados em
paralelo, como se apresenta na Figura 2.5. O comportamento do modelo de Kelvin descreve
0 comportamento de um solido viscoelastico, sendo assim, quando o modelo atende a um
esforco de tensdo nas extremidades, cada elemento do modelo, tanto da parte elastica quanto
da parte viscosa, contribui quantitativamente no esforco do modelo. Esta contribuigéo
conjunta na deformacéo € devida ao paralelismo da conexdo dos elementos, desta forma, a

deformacédo instantanea sera nula por influéncia da viscosidade do amortecedor.

Figura 2.5 - Modelo de Kelvin

Assim, a relacdo da tensdo-deformacédo para 0 modelo sera dada pela soma das tensdes de
cada elemento e pelas deformacdes que sdo iguais, referindo-se dessa forma a parcela
elastica e viscosa do modelo. Atendendo estas condi¢fes de contorno para o sistema e
realizando uma analise analoga ao realizado para o sistema de Maxwell, pode-se obter a
equacao diferencial para descrever o comportamento do modelo de Kelvin, apresentado na
Equacdo (2.6), desenvolvida matematicamente segundo apresentado no anexo A.2 - .

o E ) 5

- e+¢€ (2.6)
Ao aplicar um carregamento o = o, constante para um tempo t > 0, realiza-se um teste de

fluéncia, como é apresentado na Figura 2.6.

o(t), ()
ﬂ ______ F i
E 7, L | — -
-0 S -
n 7 | | E
(’ I I \E
1 1
/ | |
L 4 ¥ .
to ty t tp te ty t
(a) Solicitacio (b) Fesposta

Figura 2.6 — Solicitacéo e resposta ao teste de fluéncia para o elemento de Kelvin
12



Para determinar matematicamente o comportamento a fluéncia, descrito pela Equacéo (2.7),

0 procedimento é anexo no numeral A.2.1 - .

e(t) = %(1 _ e t) 2.7

Observa-se que 0 modelo de Kelvin experimenta um aumento da deformacao no instante da
aplicacdo do carregamento, partindo da deformacéo instantanea que € nula, constituindo uma
curva que tende ao valor do esforgo que experimentaria exclusivamente o elemento elastico.

Quando o carregamento é retirado, 0 modelo tem uma recuperacéo lenta exponencial com a
taxa de _E/U' Ao analisar o modelo de Kelvin no teste de relaxacéo, isto €, submetendo

este a uma deformacdo constante, obtém-se a resposta como se mostra na Equacéo (2.8).

o(t) = so(Eu(t) + n6(t)) (2.8)

o(0%) » o

o(o0) = gyE
Na expressao (2.8), u(t) representa a funcdo de Heaviside e 6(t) a funcdo delta de Dirac. A
funcdo de Heaviside ou funcéo degrau é a funcdo descontinua de valor zero para argumento
negativo, e um para argumento positivo, entanto que para argumento nulo seu valor € o
intervalo aberto (0;1), sendo uma funcdo muito usada como distribuicdo e seu

comportamento apresenta-se segundo a Equacdo

(2.9).

00Vttt

LoVt >t (2:9)

u® = {
A distribuicdo ou funcdo generalizada Delta de Dirac informalmente pode-se descrever
como a derivada da funcdo de Heaviside, mas pode-se descrever graficamente como

apresentado na Figura 2.7.

A
A\

-t 0 t
Figura 2.7 — Distribuigdo delta de Dirac.
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A resposta para relaxagdo do modelo de Kelvin ndo é considerada na literatura como
apropriado para a modelagem de sdlidos, sendo comumente usados 0os modelos compostos

mais elementos, como o solido padrdo ou o modelo de Boltzmann.
2.1.1.3 — Modelo do solido linear padrédo
O modelo do sélido linear padréo estabelece uma associa¢do em paralelo de um elemento

elastico simples com um elemento de Maxwell, como se apresenta na Figura 2.8.

Nm Em

—{Ei—
W

Es
Figura 2.8 - Modelo s6lido linear padréo

Para obter a equagdo diferencial caracteristica do comportamento deste elemento,
consideram-se iguais as deformacdes experimentadas tanto pelo elemento de Maxwell,
quanto pelo elemento elastico, diferente dos esforcos, que serdo a somatdria da parcela
aportada por cada um dos elementos nomeados anteriormente (Christensen, 1982). Como
resultado destas consideracdes, para o conjunto trabalhando em paralelo e aplicando as
equac0es constitutivas de cada elemento, pode-se obter a equacdo diferencial representativa
dada pela Equacdo (2.10), deduzida analiticamente no anexo A.3 - , tanto a Equacdo

diferencial como as respostas respectivas aos testes de fluéncia e relaxagéo.
E<\. Es (o] o
<1+—)€+—£=—+— (2.10)
Em Mm  Em Mm
Considerando a equacdo constitutiva do sistema e avaliando as condi¢Ges do teste de

fluéncia, sendo essas um esfor¢o constante ao longo do tempo, correspondente a o(t) = g

para t > 0, pode ser resolvida obtendo-se a Equagdo (2.11).

e(t) = o,D(t) 2.11)

b=t s 1 e 2.12
“\E.+E, E, ¢ (212)

Segundo a expressdo (2.11), a resposta ao teste de fluéncia aporta matematicamente o

comportamento a fluéncia D(t) do material dada na Equagdo (2.12), sendo varidvel no

14



tempo, independentemente do valor da tenséo inicial aplicada o,,, quem s6 aumentara escalar

mente a resposta a fluéncia.

No caso do teste a relaxacdo do modelo do sélido padréo, considera-se uma deformacéo
constante ao longo do tempo &(t) = ¢, para t > 0, onde ao aplicar estas condi¢des na
Equacdo (2.10), obtém-se a solucéo ao teste de relaxacdo do sistema, segundo o apresentado

na Equacdo (2.13).

o(t) = g,E() ] (2.13)
E(t) = <Es + Epe Mm ) (2.14)

Note-se que na expressao (2.13), como resultado ao teste de relaxagdo, obteve-se a
representacdo matematica da funcao de relaxacéo E (t) apresentada na Equacéo (2.14), onde
de forma analoga ao teste de fluéncia, a deformacéo correspondente ao deslocamento inicial

imposto &, atua como um escalar da relaxacao.

2.1.1.4 — Modelo de Boltzmann

O modelo de Boltzmann considera um elemento de Kelvin e um elemento elastico simples

operando em série, como € apresentado na Figura 2.9 (Christensen, 1982; Schapery, 1969).

Nk

ol
o,
5 W

Ey

Figura 2.9 - Modelo de Boltzmann

De forma similar aos desenvolvimentos matematicos feitos no caso do solido padrédo
anterior, ou seja, considerando as equacfes conjuntas fundamentais para 0 modelo, onde
para este caso, a deformacdo é a somatodria das deformacdes individuais do elemento de
Kelvin e do elemento elastico isolado, bem como o esforgo para os dois elementos tém igual
magnitude, como pode ser analisado no desenvolvimento matematico anexo no numeral A.4
- . Empregando as equagdes constitutivas do elemento de Kelvin e do elemento eléastico,

pode-se obter a equacdo diferencial caracteristica do sistema, descrita na Equagéo (2.15).

E
(1+—k)o+n—kc= Eye + Myé (2.15)
Es Es
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Baseados na Equacdo (2.15) avaliando nesta as condigdes para obter a resposta a fluéncia,
aplicando um esfor¢o constante ao longo do tempo o(t) = o, para tempos t > 0, soluciona-
se a equacao diferencial e obtém-se a resposta ao teste de fluéncia dada pelas Equagdes (2.16)
e (2.17).

e(t) = o,D(1) (2.16)

1 1 _Eg,
D(t): E_+E_k<1_e Nk ) (217)

Para obter a resposta a relaxacdo do modelo, considera-se um carregamento constante ao
longo do tempo, validando com isso as seguintes condic¢des de contorno: €(0) = g, para
tempo t > 0 e consequentemente &(t) = 0. Desta forma o comportamento a relaxacéo

avalia-se segundo as pelas Equacdes (2.18) e (2.19).

o(t) = gE(t) (2.18)
E, _EetEy
E(t) = m < Ek + Es- e Nk > (219)

2.1.1.5 — Modelo de Burgers

O modelo de Burgers ¢ uma combinacgdo de quatro parametros, sendo dois deles viscosos
(amortecedores) e dois elasticos (molas), que agrupam-se em um modelo de Maxwell e um
modelo de Kelvin-Voigt, conectados em série, como é representado graficamente na Figura
2.10 (Mase, 1970; Santos, 2008).

i
Mm En, M
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Figura 2.10 - Modelo de Burgers

O modelo de Burgers tem trés etapas diferentes de deformacéo, como resposta a ordem dos
seus elementos. Ao submeter o modelo de Burgers a uma tensdo, esse experimenta numa
primeira fase uma deformacdo instantanea devido ao elemento elastico do modelo de
Maxwell, e logo advém uma segunda fase caracterizada por um amortecimento devido ao
elemento viscoso do mesmo modelo. Por ultimo, na terceira fase o elemento de Kelvin

desenvolve a parte final das deformagdes, e consequentemente, a deformacéo total estara
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dada pela soma das parcelas dos elementos citados. No entanto, ao realizar o teste de
relaxacdo, o componente el&stico inicial produz uma recuperagdo instantanea, enquanto os
outros elementos desencadeiam um retardo na recuperacgéo total nos esforgos internos do
conjunto. Ao compatibilizar a deformacéo total como a soma de cada uma das trés fases e
substituindo as condicGes particulares dos modelos de Maxwell e Kelvin, origina-se a
Equacdo diferencial governante para o modelo de Burguers, dada pela Equacgéo (2.20).

Emn Ex E E
6+(—m+—k+—m)6+——0=Em§+ 3 (2.20)

Mk Mk Nm

Dadas as trés fases de deformacéo do modelo é de uso comum para modelagem de materiais
betuminosos, enquanto o modelo de Maxwell, s6lido linear padrdo e o modelo de Boltzmann
sdo mais usados para a descricdo de materiais de construcdo civil de comportamento mais
rigido (Christensen, 1982; de Araujo, Soares, de Holanda, Parente Jr., & Evangelista Jr.,
2010; Santos, 2008).

2.1.1.6 — Modelo Generalizado de Maxwell ou Modelo de Wiechert

O modelo generalizado de Maxwell consiste em uma distribuicdo do esforco em multiplos
elementos de Maxwell (N) e um elemento el&stico independente, como mostrado na Figura
2.11 (Christensen, 1982; Evangelista Jr., 2006; Roylance, 2001; Schapery, Research,
Division, of Aeronautics Astronautics, & Sciences, 1965).

- % %:f:$ % %E

Lt
'

[
Figura 2.11-Modelo generalizado de Maxwell

O sistema pode ter tantos elementos de Maxwell quantos sejam necessarios para aproximar
a resposta que pretende-se representar £(t) ou o(t). Desta forma, a tensdo total ¢ €
uniformemente distribuida para cada um dos elementos que componham o sistema, e é
assumida por cada elemento de acordo a suas propriedades de rigidez e viscosidade

particulares, incluindo o elemento elastico, sendo a tensdo total o somatdrio das tensbes
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assumidas por cada elemento. No campo das deformacgdes, quando a deformacao € imposta

esta é igual para todos os elementos.

2.1.1.7 — Modelo Generalizado de Kelvin - Voigt

O modelo componha-se de N elementos de Kelvin conectados em série com um elemento
independente elastico, como se mostra na Figura 2.12 (Christensen, 1982; Evangelista Jr.,
2006; Roylance, 2001; Schapery et al., 1965).

M U Mn
T T I
LE LL U

G.._.._fnw__ m L - m |

Eyp
El Ej Ei"l

Figura 2.12 - Modelo generalizado de Kelvin
Cada um dos elementos que compdem o modelo, tanto a dupla do modelo de Kelvin quanto
0 elemento isolado, neste caso a mola, experimentam o mesmo esforco. No entanto, a
deformacdo total do sistema corresponde a somatdria da contribuicdo parcial de cada

elemento.
2.1.2 — Séries de Prony

Os dados experimentais advindos dos testes de fluéncia ou relaxacdo precisam ser levados
para uma forma matematica geral que permita o estudo do comportamento dos materiais
viscoelasticos. Na literatura, encontra-se ampla aceitacdo dos modelos generalizados de
Maxwell e Kelvin para a descricdo dos fendmenos viscoelasticos (Evangelista Jr, 2006;
Mottahedi, Dadalau, Hafla, & Verl, 2011; S. Park & Schapery, 1999; Tzikang, 2000).

Para determinar matematicamente a discretizacdo das curvas que representam as
propriedades de fluéncia e relaxacdo dos materiais viscoelasticos, considera-se a descricao
dada pelos modelos generalizados de Maxwell e Kelvin, sendo que uma regresséo
matematica de boa aproximacao aos dados obtidos nos ensaios de laboratério, é dada pelas
chamadas séries de Prony. As séries de Prony podem ser usadas para descrever a propriedade
viscoelastica da funcao fluéncia D(t), dada pela equacéo do tipo mostrada na Equacéo (2.21).
A fluéncia estara dada pela parcela do elemento elastico ou viscoso independente e a
somatoria do aporte parcial de cada conjunto dos elementos do modelo generalizado de

Maxwell.
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D(t) = Dy + z (1 —e rl) (2.21)

Assim, fazendo uma analogia correspondente ao modelo fisico apresentado na Figura 2.11
e na Figura 2.12, onde D, corresponde ao elemento independente simples, que € igual a
funcdo fluéncia avaliada no tempo zero t = 0, Di é o coeficiente para elemento duplo linear,
N o numero destes elementos lineares, t sera a variavel tempo e t; sera o tempo de retardacao.
A retardacdo é proporcional a viscosidade do amortecedor atuante em cada dupla
viscoelastica, e mede a taxa que tarda cada elemento em desenvolver sua deformacéo,
logicamente, quanto maior seu valor maior o tempo para o elemento se deformar, e em forma

geral pode-se considerar segundo a Equacéo (2.22).

= niD; (2.22)
De forma anéloga, a fun¢do do médulo de relaxacdo pode ser definida por essas séries, como
se indica na Equacéo (2.23). A formulacdo matemaética deste modulo dependeré da parcela
do elemento independente do modelo generalizado de Maxwell, e a somatoria do aporte
parcial de cada conjunto de dois elementos, sendo E., 0 mddulo do elemento independente
e 0 modulo do material totalmente relaxado, Ei 0 modulo de elasticidade de cada elemento
duplo, N o nimero dos elementos duplos lineares, t a varidvel tempo e p; 0 tempo de

relaxacéo.

E(t) = E, +Z (e pl) (2.23)

Similar ao significado do tempo de retardacdo, o tempo de relaxacdo p; corresponde ao
tempo de cada um dos elementos duplos que precisa para relaxar, considerado segundo a
Equacéo .

Pi=g (2.24)

Quando nos materiais viscoelasticos o coeficiente de Poisson v € invariavel ao longo do
tempo, e unicamente para essa condi¢do, as funcdes de fluéncia a cisalhamento J(t) e o
modulo de cisalhamento G (t) podem serem obtidas por relagdes elasticas, baseadas nas

funcbes de fluéncia D(t) e relaxacdo E(t), respectivamente, segundo o apresentado nas
Equagdes (2.25) e (2.26).
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J(© =2(1+v)D(®)

G(t) = EQ 2.26
® = 2049 (2.26)

(2.25)

Uma vez obtidas as fungdes de fluéncia ao cisalhamento J(t) e o modulo de cisalhamento
G(t) pelas relagdes elasticas entre as propriedades correspondentes, podem-se obter também

as séries de Prony pertinentes, dadas respectivamente pelas Equacdes (2.27) e (2.28).

J©=Jo+ Z Ji (1 —e Ttl) (2.27)

G(t) = Goy +z (e pl) (2.28)

As fungdes das propriedades viscoelasticas de comportamento inverso, ou seja, E(t)
comparada com D(t) e G(t) comparada com J(t) ndo guardam uma relacéo linear. Devido a
isto, deve ser realizada uma interconversdo baseada no principio de correspondéncia

elastica-viscoelastica, como serd apresentado na secéo O.
2.1.3— Principio de superposicdo de Boltzmann

Para um material viscoelastico linear, a resposta total a um ndmero de excita¢des individuais
constitui-se da soma das respostas parciais que foram geradas por cada excitacdo atuando
isoladamente (Christensen, 1982; Schapery, 1969).

Matematicamente, pode-se expressar isto como a resposta das séries de Prony descritas nas
Equagdes (2.21) e (2.23), que sendo combinadas com o comportamento da viscoelasticidade
linear, pode-se avaliar os esforcos totais do corpo estudado, como mostrado nos graficos da
Figura 2.13. Ao analisar o caso (a) da Figura 2.13, pode-se considerar a tensdo total que
experimenta um corpo como o resultado da soma finita de cada um das tensdes oj,

correspondentes com cada um dos tempos de avaliagdo da fungéo t;.

No caso (b) da Figura 2.13, para cada tempo de avaliagdo t corresponde uma tensdo ¢ no
historico das tensdes, de igual forma, ao incrementar no tempo um diferencial dt
correspondentemente gera um aumento nas tensdes do, para cada diferencial avaliado da

funcgéo arbitrada.
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a(t)

Figura 2.13- (a). Historico em escada das tensdes. (b) Historico de tensdes arbitrarias

Quando por exemplo realiza-se o teste de fluéncia em qualquer tipo de material

viscoelastico, baseando-se na Figura 2.13 (a), valida-se a Equacéo (2.30).

e(t) = oD(t) = 0yD(t) + 0,D(t — t;) + 0,D(t — t;) + o3D(t — t3) (2.29)
3

£(t) = Z oiD(t—t)) (2.30)
i=30

ot) = ) E(t—t) (2.31)
2

De forma anéloga ao caso (a), no caso geral de solicitagdo segundo o caso (b) da Figura 2.13,
considera-se a deformacdo em qualquer instante de tempo, originando as equacgdes de
solucdo geral da funcdo deformacdo €(t) baseada na Equacdo (2.31) e da funcéo de tensédo
o(t), obtida por analogia do procedimento, e apresentada na Equacdo (2.31). As equacdes
que representam o comportamento geral a tensdo e deformacdo sdo chamadas de equagdes

hereditarias.

Essas equaces hereditarias concatenam o uso do principio da superposicdo, permitindo-se
obter respostas mecanicas no dominio de tempo avaliadas a partir do tempo t > 0 e,
consequentemente, o intervalo da integral estara definido entre o tempo zero até o tempo t,

como é apresentado nas Equacdes (2.32) e (2.33).

e(t) = ftD(t — T)% dt (2.32)
0

o(t) = j E(t—1) dz(:) dt (2.33)
0

A integracdo das funcGes hereditarias, dadas nas Equagdes (2.32) e (2.33), resultam dada sua

forma numa convolugéo de funcdes. A convolugéo de fungdes, representada pelo operador
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*, dada um par de funcgdes f e g (f * g), corresponde a area subentendida pela superposicao
das duas fungdes, em funcdo do deslocamento existente entre elas chamado de T, e

apresentada na forma geral na Equacdo (2.34).

fxg =f ft—1g(dr = f f(™Mg(t—1dr (2.34)
2.1.4 — Principio de correspondéncia elastica — viscoelastica (PCEV)

Para a andlise de qualquer modelo estrutural, dado uma geometria e um sistema de
carregamentos impostos, as respostas de tensdo e deformacéo séo baseadas nas formulagdes
matematicas desenvolvidas para materiais elasticos. Ao avaliar o comportamento
viscoelastico linear do material, corrobora-se que as respostas viscoelasticas convertem-se
equivalentes as respostas dadas pelo comportamento eléstico sendo transformadas ao espago
de Laplace, sendo este conceito amplamente difundido e chamado de Principio de
Correspondéncia Elastica Viscoelastica, nomeado posteriormente de PCEV (Christensen,
1982; Evangelista Jr., 2006; Muliana & Haj-Ali, 2008; S. Park & Schapery, 1999; Schapery,
1969).

A transformada de Laplace é um caso especial da Transformacdo Integral, permitindo
decompor fungdes complexas ou de maior dificuldade de solucdo, em equacges algébricas
simples. Deste modo, as equagdes podem ser resolvidas mais facilmente em outro espaco,
aplicando a transformada de Laplace. Essa transformacéao possui propriedades que, ao serem
aplicadas nas funcdes, permitem obter a resposta no espaco de Laplace, e posteriormente,
com o uso da transformada inversa obtém-se a resposta final no espaco do tempo (Fernandez,
2007).

A transformada de Laplace f(s) = & {f(¢t)} para uma funcio qualquer f(t), por definicéo,
estd dada pela Equacéo (2.35), sendo transformada a variavel no espaco do tempo t para a

variavel no espaco de Laplace s.

() = L () = j F(Detdt (2.35)
0

Essa transformacéo desde o espagco do tempo para o espaco de Laplace, obedece algumas
propriedades basicas estabelecidas, sendo as utilizadas no presente trabalho apresentadas a

sequir. Na Equacéo (2.36) a e b representam constantes, sendo a transformada de uma
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funcdo multiplicada por uma constante resulta no valor da constante multiplicada pela
transformada ao espaco de Laplace da funcdo. A Equacéo (2.37) contempla a transformada
ao espaco de Laplace da derivada enésima de uma funcdo e a Equacgéo (2.38) representa
como a transformada da multiplicagéo de uma fungéo exponencial e uma fungéo f(t), resulta

na mesma funcéo deslocada pelo valor do exponente a.

2{af () + bg(®)} = af(s) + bg(s) (2.36)
o) _ 10 (2.37)

ﬂ{ dtn } )= z ) Cdtkt

Ll fO)} =f(s—a) (2.38)

Um dos operadores mais usados no espaco de Laplace é a convolugdo de um par de funcdes,
sendo definida como a integral do produto de uma das fungdes por uma cépia deslocada e
invertida da outra. Consequentemente, a fungdo resultante sera dependente do valor do
deslocamento, sendo que o uso deste operador é validado para o espaco de Laplace na
Equacao (2.39).

t t
F(s)*g(s) = ¢ { j f(t—r)g(r)dr} vy { f Fg(t —r)dr} (2:39)
0 0

A transformacdo para o espaco de Laplace das Equac@es (2.21) e (2.23), correspondentes as
séries de Prony das funces fluéncia e relaxacdo, sdo dadas respectivamente pelas Equacgdes
(2.40) e (2.41).

N
— 1 1
D(s) = Do + Z D, | = - - (2.40)
s L s 41
i=1 T
N
_ E 1
F(s) = -2+ Z E, - (2.41)
s
i=1 N
Pi

Baseados nas equagdes hereditarias correspondentes as fungdes de deformacéo (t) e de
tensdo o(t), indicadas nas Equacbes (2.32) e (2.33), respectivamente, pode ser
implementado o principio de correspondéncia elastica viscoelastica, ou seja, transformando
as equacOes hereditarias para o espaco de Laplace. Desta forma, obtém-se as relagdes

apresentadas nas Equagdes (2.42) e (2.43).
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_ ¢ do(7) —

g(s) = L{f D(t—1) It dr} = D(s)sao(s) (2.42)
0

5(s) = L { f E(t— 1) dZ—(:) dr} — B(s)sE(s) (2.43)

Substituindo o resultado da Equacéo (2.43) na Equacéo (2.42), deduz-se a relacdo exata que
existe entre as funcGes de fluéncia e do modulo de relaxagdo no espaco de Laplace, como é
dada na Equacéo (2.44).

- = 1
D(s)E(s) = 2 (2.44)

2.1.5 - Inversao numérica de funcgdes desde o espaco de Laplace para o dominio do

tempo

Usualmente, no estudo do comportamento mecanico de elementos estruturais, as expressoes
matematicas da resposta das tensdes ou deformacBes do elemento resultam muito mais
simples de serem resolvidas no dominio de Laplace, do que as suas correspondentes
expressdes integradas no dominio do tempo. Por conseguinte, uma solugdo apropriada é a
de tentar resolver essas equagOes de Laplace nesse dominio, e inverter a solucéo, de volta

para o dominio do tempo.

Uma das maiores dificuldades no estudo da viscoelasticidade consiste em que, infelizmente,
muitos materiais viscoelasticos precisam de serem matematicamente descritos com dez ou
mais termos da série Prony, fazendo que a inversdo da solucdo do espaco Laplace de forma
analitica seja quase impossivel de alcancar. Nesta seccdo apresentam-se alguns dos métodos

numeéricos mais difundidos para obter a inversao de funcdes do espaco de Laplace.

Existem diversos métodos para obter a inversao numérica de uma funcdo no espaco de
Laplace. Devido a correspondéncia elastica das fungdes viscoelasticas no espaco de Laplace,
aplica-se o Principio de Correspondéncia entre as funcGes para realizar suas interconvesoes,
e para isso procurou-se uma transformacao inversa de Laplace que atendesse um alto nivel

de preciséo.

Depois de estudar e tentar alguns métodos na presente pesquisa, entre eles o método
matricial, o0 método do Stehfest, 0 método do Zakian, o método de Schapery, o0 método das
séries de Fourier, entre outros, segundo o estudado por Hassanzadeh & Pooladi-Darvish

(2007) e Yonemoto, Hisakdo, & Okumura (2002), concluiu-se que o método mais robusto e
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adequado para inverter fungdes complexas corresponde a uma regressao ao espago no tempo
dada por uma série de Fourier (Dubner & Abate, 1968). No entanto e para realizar uma
revisao completa dos métodos estes serdo apresentados de forma geral nos itens

subsequentes.

2.1.5.1 — Método de Gaver-Stehfest

Esta técnica de inversdo numérica Laplace foi introduzida inicialmente por Graver (1966) e
seu algoritmo fornecido por Stehfest (1979). Este método tem sido usado extensivamente em
engenharia de petréleo e aproxima a solucdo no dominio do tempo utilizando a Equagéo
(2.45).

(t)—nTZn: (l 2) (2.45)

n
mm i5

7) +1)
v, = (=15 Z (2k)! (2.46)
T (3~ k)t (i — ko)t (2K - 1!

"=T

O parametro n € o numero de termos utilizados no somatorio na Equacéo (2.45) e deve ser
optimizado por tentativa e erro. Quanto maior o valor de n maior a precisdo do resultado,
sendo aceitavel o erro obtido para valores de n nesta faixa 10 < n < 14 (Hassanzadeh &
Pooladi-Darvish, 2007). O método resulta preciso quando a funcdo do tempo esta na forma
de e¢, no entanto, a aproximacdo depende enormemente da complexidade da funcéo a ser

transformada.

2.1.5.2 — Método de Zakian

O método de Zakian se aproxima da funcdo no dominio do tempo usando uma série infinita

de avaliaces ponderadas de funcdo de dominio, regidas pela Equacéo (2.47).

£ = %Z Re (AiF (%)) (2.47)

As constantes A; e a; para n=5 estdo dadas pela Tabela 2.1. O método de Zakian é facil de
aplicar, mas o parametro n deve ser optimizado para obter solucdes precisas, apresentando
bons resultados para fungbes exponenciais positivas (Hassanzadeh & Pooladi-Darvish,
2007).
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Tabela 2.1 - Coeficientes Ai e a; para 0 método de Zakian (Torres, 2013)*

o A
12.83767675 + j1.666063445 -36902.08210 + j196990.4257
12.22613209 +j5.012718792 +61277.02524 - j95408.62551
10.93430308 + j8.409673116 -28916.56288 + j18169.18531
8776434715+ j11.92185389 +4655.361138 - j1.901528642
3.225453361 +j15.72952905 -118.7414011 - j141.3036911

*Ponto decimal da Tabela (.) em vez de (,), devido a representacdo numérica americana

U].h[_;.}[;\_‘)l—tn.

2.1.5.3 — Método de Schapery

O método de Schapery € uma técnica simples de implementar e é adequado para a avaliacdo
inicial da solugdo no dominio do tempo quando a solugdo de dominio de Laplace é da forma
de sf(s) = As™ (m < 1). Neste caso, existe uma relacao entre a solucdo de tempo real e a
sua forma no dominio de Laplace (Hassanzadeh & Pooladi-Darvish, 2007), dada pela
Equacao (2.48).

f@) =[sF(s)]__1; v=1785 (2.48)

S=yt
2.1.5.4 — Método das séries de Fourier

A base matematica do método de inversdo de fungdes desde o espago de Laplace para o

espaco do tempo usando as séries de Fourier, apresenta-se na Equacdo (2.49), onde F € a

funcdo a ser transformada, j =+v—1 e 0s parametros b e n sdo parametros a serem

optimizados para aumentar a precisdo do método (Dubner & Abate, 1968).

n

%F(b) +Re ) F(b+) kT”) (—1)k] (2.49)

k=1

bt

e
f(t)=7

Utilizando um dos resultados obtidos na pesquisa de Torres (2013), pode-se inferir que a
precisdo do método é adequada para valoresde bt = 4,5en = 101. No entanto, para obter
os resultados do presente trabalho de pesquisa adotou-se bt = 4,5 e n > 1000, com 0

objetivo de aumentar a preciséo da funcdo final obtida no espago do tempo.

2.1.6 — Principio de superposi¢cdo tempo — temperatura (PSTT)

O PSTT estabelece que o comportamento tenséo de formacdo em uma dada temperatura para
uma determinada taxa de deformacéo sera idéntico ao comportamento em outra temperatura

para uma taxa de deformacéo diferente (Christensen, 1982; Schapery, 1969). Essa taxa de
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deformacéo calcula-se como um escalar que é fungdo da temperatura na que é realizado o
ensaio para a obtencdo da curva reoldgica, comparada com a temperatura superior a que
pretendem-se estudar os efeitos produzidos, sendo essa taxa calculada chamada fator de
deslocamento tempo-temperatura a,(T), tal como é mostrado graficamente no esquema da
Figura 2.14.

Quando um material responde com uma diminuigdo no tempo de relaxagéo ou retardo nos
fendmenos da reologia ante um aumento na temperatura, comparada com uma temperatura
inicial ou de referéncia, é chamado de material termo-reologicamente simples (MTRS)
(Shah, 2008). O Principio da Superposicdo Tempo-Temperatura é aplicavel somente ao
material desse tipo, implicando que um valor do moédulo de relaxagdo, ou do modulo ao
cisalhamento, pode ser obtido tanto a baixas temperaturas, ou seja, com longos periodos de

carregamento, quanto a altas temperaturas, diminuindo os tempos de carregamento.
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Figura 2.14 - Fator de deslocamento tempo-temperatura.
Adaptado de Roylance (2001)

Assim, o fator de deslocamento tempo-temperatura pode ser definido como o deslocamento
horizontal que deve ser aplicado a curva de mestra de uma das propriedades reoldgicas,
medida a uma temperatura escolhida T, com o objetivo de despreza-la para uma curva
medida em uma dada temperatura de referéncia t ret. (Roylance, 2001), isto sem modificar

sua forma.

Segundo o apresentado na Figura 2.14 , mesmo que para o exemplo tenha sido considerado
um unico tempo de avaliagdo na curva, o fator de deslocamento é a diferenca entre as curvas
descritas para cada um dos pontos correspondentes, conservando o mesmo valor para esses,

pois de outra forma ndo poderia se garantir a permanéncia na forma da curva mestra, sendo
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assim que esse fator de deslocamento pode ser representado matematicamente pela Equacgéo
(2.50).

Log(a;) = Log t (T) — Log T (Tgey.) (2.50)

O fator de deslocamento a, pode ser determinado de trés maneiras diferentes, sendo essas
obtidas numericamente pela Equacdo de Arrhenius, e pela Equacdo de Willians-Landel-
Ferry (EWLF) ou por métodos experimentais, onde os testes para um mesmo material sao
realizados a diferentes temperaturas para carregamentos normalizados (Christensen, 1982;
Roylance, 2001).

Segundo a revisdo feita por Portela (2011), a equacdo de Arrhenius providencia uma
aproximagcéao aos resultados reais no caso que a diferenca entre a temperatura a ser deslocada
e a temperatura de referéncia seja menor ou igual a 20°C, ou seja T — Tref < a 20°C
enquanto se T — Tref > a20°C a EWLF é mais apropriada. Se a funcdo do tempo de
relaxacdo obedece a Equacdo (2.51), onde E,4 € a energia de ativacao [J/mol], R é a constante
dos gases ideais de 8,314 [J/ mol.K], T é a temperatura experimental e T, e 0 tempo da curva
mestra, substituindo na Equacdo (2.50), pode ser obtido o fator de deslocamento tempo-
temperatura como Se apresenta na Equacdo (2.52).

E
o(T) = Toe_ér (2.51)
E, (1 1
Log(a,) = 2.303R <T - TRef.> (2.52)

O valor 2,303 mostrado na Equacdo (2.52), € adicionado a formulacdo devido a que
Ln(10) = 2,303, sendo somente um valor de conversdo. O fator de deslocamento obtido
por essa formulacdo descreve perfeitamente o comportamento dos polimeros secundarios,
ou seja, polimeros de enlaces secundarios e longas cadeias moleculares muito empacotadas,
sendo materiais mais rigidos descritos pela formulacdo da EWLF apresentada na Equacédo
(2.53).

— Cy(T = Trer) _ — 174 (T = Trep)
CZ + (T - TRef.) 51;6 + (T - TRef.)

Log(ay) = (2.53)

Na Equagéo (2.53) os valores de C; e C, séo constantes do material arbitrario, cujos valores

dependem do tipo de material e da escolha da temperatura de referéncia Tg.r, Segundo

28



Roylance (2001), dada uma Tg.r assumem-se os valores constantes apresentados na
Equacdo citada, considerando esses como valores aplicdveis a uma ampla gama de

polimeros.

Assim, o Principio da Superposicdo Tempo-Temperatura pode ser explicado como a relacéo
entre uma curva escolhida como referéncia de uma das propriedades viscoelasticas de
fluéncia de um material, dada uma temperatura de ensaio, e uma familia de curvas deslocadas
horizontalmente, sendo suficiente uma vasta gama de tempo de avaliacdo, sendo a curva
principal valida apenas a temperatura de referéncia, sendo utilizada em outras temperaturas

através da passagem pelo valor de registro apropriado a,.

Para avaliar o deslocamento correto da curva mestra a temperatura escolhida, o ajuste para
uma menor temperatura diminui a taxa de fluéncia e aumentam os tempos de reacdo do
material deslocando a curva para a direita, enquanto as temperaturas mais elevadas
aumentam a taxa de fluéncia e diminuem o tempo de resposta, consequentemente deslocando

a curva para a esquerda.

2.2— ELEMENTO ESTRUTURAL DE VIGA

2.2.1 - Modelo de viga de Euler-Bernoulli (MVEB)

As vigas sdo consideradas de solidos deformaveis, no entanto, no modelo de viga de Euler-
Bernoulli realizam-se uma série de simplificac6es da teoria linear da elasticidade, permitindo
assim calcular aproximadamente as tensdes, deflexdes e deformacdes de uma viga sob um
determinado carregamento q(x), como se esta fosse um elemento unidimensional e

solucionando uma equacdo diferencial linear de quarta ordem, dada pela Equag&o.

d*w
Esse modelo deve-se a Leonard Euler e Daniel Bernoulli, sendo esses os primeiros em dar

solugéo as vigas, assumindo as seguintes simplificacbes ao modelo:

e Os deslocamentos verticais de todos os pontos de uma sec¢do transversal séo

pequenos e iguais aos deslocamentos do eixo longitudinal da viga;

e O deslocamento lateral é nulo;
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e O material é elastico e linear;
e O coeficiente de Poisson assume-se COmo zero;

e As segOes transversais planas normais ao eixo da viga antes da deformacéo,
permanecem planas e ortogonais ao este eixo depois da deformacdo, como se

apresenta na Figura 2.15.

Euler Bernoulli
.

-
-
-
-

-
-

____1W(x) q(x) |
A

Figura 2.15 - Modelo de viga de Euler-Bernoulli

A viga, apresentada na Figura 2.16, se estende a partir de x = 0 até o comprimento de x =
L, tem uma rigidez a flexdo EI, onde E € o mddulo de elasticidade do material e 1 é o
momento de inércia respeito ao eixo de demanda da flexdo. Na Figura 2.16 (a) considerou-
se um carregamento q(x) dado em unidades de forga por comprimento, sendo desconhecidos
o0 deslocamento transversal w(x), a rotagcdo 8(x), 0 momento de flexdo M(x) e o esforgo
cortante V(x). As respostas para cada um dos parametros da viga dependeréo finalmente das

convencdes adotadas e das condi¢Oes de contorno propostas para os pontos A e B.

Observe-se que 0s sinais positivos da Figura 2.16, presente nas func¢des do esforco cortante
V(x)*, momento de flexdo M(x)*, rotacdo O(x)™ e deflexdo w(x)™, correspondem ao

sentido assumido como positivo nas formulagdes matematicas e para as representacdes

graficas.
wik) T . _
. g et -
T e T wix=4) Mix=B)
f f X ) M* 2 )
ﬂ ¢ ) |
) L ’ v fa=A4)+ Vi=8)"
_ _ (k) Esforgos internos da viga e (c) Condiciones de contomo da
(2) Propriedades dﬂ_ vigae convengdo positiva do momento e viga & convengio positiva para o
carregamento aplicado do cortante giro e o deslocamento

Figura 2.16 - Modelo viga de Euler - Bernoulli
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Para as consideracdes dadas na Figura 2.16, atendem-se algumas equacdes cinematicas ou
de movimento da viga, equacOes constitutivas e equacdes de equilibrio. As equacdes
chamadas de cinematicas estarao restritas pelas condi¢es assumidas nas Equacdes (2.55) e

(2.56), onde é imposta uma rigidez em funcdo da curvatura da viga p(x),.

B dw(x) o,
G(x) = dZT = (X) (255)
p(x) = ;V(gx) = w'(x) = 0'(x) (2.56)

As equacdes acima apresentadas consideram que as se¢des planas permanecem planas e
normais ao plano neutro. Baseados nas restricdes das Equacdes (2.55) e (2.56), obtém-se a
equacao constitutiva fundamental que da origem aos modelos de segunda ordem, isto é obter
o0 momento a flexdo em funcdo da curvatura e a rigidez flexional, como segue na Equacéo
(2.57).

M(x) = EI(x)p(x) (2.57)

Para esta consideracdo, assume-se I como o momento de inércia da se¢do transversal com
relacdo ao eixo neutro, logo 0 momento de curvatura é consequéncia de assumir uma
distribuicdo linear das deformaces e tensdes na secdo transversal, principio da mecéanica
dos materiais, permitindo também obter as equacdes de equilibrio do sistema proposto nas
Equacdes (2.58).

dM(x)

V(X) = 7 = M’(X) (258)

Essa é a equacdo diferencial que corresponde ao modelo apresentado. Para obter as respostas

esperadas é preciso aplicar as condi¢cBes de contorno proprias aos tipos de restricdes
presentes nos apoios da viga.

Ax=0): w=wy 0=0, (2.59)
B(x=L): M=Mg V=Vg (2.60)

Quando é assumida uma condi¢cdo de contorno, como por exemplo wy, =6, =0,
fisicamente isto tem um significado, neste caso a condi¢éo apresentada corresponde a viga
de apoio engastado, onde w, = 0 e 64 # 0, e em x = L tem-se 0 extremo livre como se

apresenta na Figura 2.17.
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Figura 2.17 - Viga em balango com carregamento pontual no extremo livre

Para as condicdes dadas na viga apresentada na Figura 2.17, podem-se obter as respostas em
termos de momento, cisalhamento e deflexdo. Aplicando a condicdo de contorno antes dada
como exemplo de A(x =0): wy, =6, =0,eB(x=1L): Vg =P, Mg =0, obtendo-se as
respostas dadas pelas Equagdes (2.61), (2.62) e (2.63).

V(x) = P (2.61)

M(x) = P(x—L) - M(x=0) =Mpyay = PL (2.62)
P x?(3L — PL?

w(x) = % 5 WK=1) = Wiy = 3 (2.63)

De forma similar ao realizado para o caso da viga em balanco com diferentes condicdes de

contorno, como por exemplo a simplesmente apoiada apresentada na Figura 2.18

zt
I P
EI
............................... e u[]
b
f%/;ﬁ . G
;:ﬂ x==.l_’.

Figura 2.18 - Viga simplesmente apoiada com carregamento concentrado no centro

No caso apresentado na Figura 2.18, logicamente os maiores efeitos estardo no centro da
viga que é precisamente onde esta localizada a forca P. Desta forma, como esta apoiada tanto
em A quanto em B, ou seja, tanto em x = 0 quanto em x = L respectivamente, a condigéo
a considerar serd A(x =0): w, =M, =0¢e B(x =L): wg = Mgz =0, assim obtém-se
as Equacdes (2.64), (2.65) e (2.66)

Px L
" ~ - OSXSE " L _PL
®=1pa-n L G) -7 264)
— §<XSL
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P L
E 0 <x< E P
V(X) = P L V(O)Méx. = V(L)Méx. = E (265)
—— <
> 3 <x<L
Px(4x%?—-312) 0 < <L
W) = { 48E1 =532 W(E) _ PL? (2.66)
kP(x - L)(I? —8Lx+4x*) L cx<L Max. 48EI
48 E 1 2

2.2.2 — Modelo de viga de Timoshenko (MVT)

Esta teoria foi desenvolvida pelo ucraniano Stepan Prokopovych Timoshenko, reconhecido
cientista e engenheiro. O modelo leva em consideracdo o efeito do cisalhamento na
deformacéo rotacional, tornando-o mais completo do que o modelo de Euler-Bernoulli para
descrever o comportamento de viga. A equacdo resultante é de quarta ordem, mas ha também

uma segunda ordem presente devido a derivada espacial.

d*w El d*q(x) _

dx* () + KAG dx?

EI (2.67)

Fisicamente, ao adicionar mecanismos de deformacdo se reduz eficazmente a rigidez da
viga, enquanto que o resultado é uma maior deflexdo sob uma carga estatica. Se, por
exemplo, para um material da viga dado o modulo de cisalhamento é muito alto (assumido
matematicamente como “infinito”), a viga resulta altamente rigida ao corte, e os efeitos de
rotacdo sob a inércia podem ser negligenciados, assim, a teoria da viga Timoshenko

converge para a teoria viga comum de Euler-Bernoulli.

Para descrever melhor este efeito na Figura 2.19 apresenta-se uma representacao fisica a
diferenca entre as duas teorias de viga: Euler-Bernoulli e Timoshenko. Na teoria estatica da
viga de Timoshenko desconsideram-se os efeitos axiais, e 0s deslocamentos da viga contém
os efeitos de rotagdo da viga, sendo ¢ o angulo de rotacdo da normal & superficie média da
viga, e w é o deslocamento da superficie média na direcdo z, como foi apresentado na Figura
2.19.
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Figura 2.19 — Comparacdo dos modelos de viga de Euler-Bernoulli e de Timoshenko

Desta forma, as equacdes governantes correspondem ao sistema de equacOes diferenciais

ordinarias dadas pelas Equacdes (2.68) e (2.69).

d? dp(x)\
dx? (EI dx ) =a() (2.68)
dw(x) 1 (d do(x)

kO m(a(“ ax )) (2:69)

Na Equacéo (2.69) aparecem os parametros A que corresponde a area da secdo da viga, G que
é¢ 0 mddulo ao cisalhamento e x que é chamado de coeficiente ao cisalhamento de
Timoshenko, sendo este dependente da geometria da se¢é@o da viga. O coeficiente k aplica-

Se como se apresenta na tabela seguinte:

Tabela 2.2 - Valores para area ao cisalhamento corregida em vigas
Area corrigida ao
cisalhamento A’

Geometria da
secdo da viga

A’=kA
Retangular (5/6)A
Circular (9/10)A

Finalmente, conhecidos todos os parametros das Equacbes (2.68) e (2.69) combinadas
deriva-se a solucdo geral ao problema da viga dada na Equagéo (2.70).
d*w(x) El d?*q(x)

El dx* _Q(x)_ﬂ dx?

(2.70)

Obtida a equacdo diferencial se faz preciso determinar as condi¢es de contorno proprias
para obter o incremento das deformacgOes por efeito do cisalhamento. Para isso serdo
consideradas as condic¢des para o caso da viga em balango cujas propriedades adotaram-se
na Figura 2.17. Ao solucionar a equacao diferencial (2.70) para as condi¢des da viga em

balango apresentadas na secdo 2.2.1 — , a Equacdo (2.63) pode-se complementar com a

34



parcela ao cisalhamento, incrementando assim as deformacgdes dependendo da rigidez ao
cisalhamento, como se apresenta na Equacéo (2.71).
PL> PL

W=D =35+ 1

(2.71)

De forma similar ao realizado para a viga em balango, pode-se complementar as respostas
maximas para uma viga simplesmente apoiada tanto com um carregamento pontual no centro

referido na Figura 2.18.

(2.72)

<L) B PL3 N PL
WA\2) T 48E1 T 4a'G

2.2.3— Modelo de viga sanduiche elastica

Os elementos estruturais denominados viga sanduiche sdo muito utilizados na industria
aérea, aeroespacial e naval (Botelho, Silva, Pardini, & Rezende, 2006). Na inddstria das
estruturas sanduiche, pretende-se basicamente aumentar a rigidez do elemento estrutural
com o aumento da inércia usando materiais leves e de alta resisténcia, devido a isso,
ganharam espago materiais como as espumas de cloreto de poli vinilo, conhecidas como
espumas de PVC, espumas de poliestireno e de poliuretano, quem além de rigidez e baixo
peso (entre 100 e 500 kg/m?), possuem também propriedades de isolamento térmico
(Marinucci, 2011).

Na Figura 2.20 apresenta-se uma viga tipo sanduiche, onde as camadas externas, geralmente
usadas de materiais metalicos, sdo a superior (camada 1) e a inferior (camada 2), e a camada
central mais leve, geralmente de espumas rigidas é a camada 3. Cada camada da viga
sanduiche possui uma altura ty, t> e hs, respetivamente, e a base de comprimento b. Sobre a
viga esta atuante no centro pontualmente uma forca P, que para os calculos imediatos vai ser

considerada como constante (Huang, Gibson, & Member, 1991; Rocca & Nanni, 2004)

I il

4 {/% vy S -

> &
L

Figura 2.20 - Viga sanduiche simplesmente apoiada - perfil e se¢éo transversal
35



Baseado nestas condigdes e considerando para cada material o respectivo mddulo de
elasticidade (Ei) e a inércia (l;), calcula-se como o primeiro parametro a rigidez a flexao do
elemento estudado: El, atribuindo a notacdo de (EI); para esta e discriminando o (EI);,
correspondente, a cada camada da viga de estudo segundo o apresentado nas Equacdes (2.73)
e (2.74).

(E111 + Ezlz) + E;l;
(EDr = Camadas elasticas Camada viscoelastica (2.73)

bt,3 he t\° bt,3 hy ty\° bh,?
(EI)T =E; (? + bt; (? - E) +E, ? + bt, (3 - 7) + E; ? (274‘)
Baseados na resisténcia dos materiais e na teoria da flexdo para viga de Euler-Bernoulli

(Timoshenko, 1957), aplica-se a relacdo apresentada na Equacédo (2.57) entre a curvatura e

0 momento, assim valida-se a Equacéo (2.75).

1 MG
p(x)  (EDr

A deformada eléstica para a condicéo da viga estudada por efeito de flexdo pura &, baseada

(2.75)

na formulacdo anterior da Equacéo (2.66), esta dada pela Equacdo (2.76), sendo amplamente

conhecida.

PL3 PL3

= - 2.76
% = 18I 48 (EDp (2.76)

O anterior é valido somente sob a teoria de viga de Euler-Bernoulli. Segundo a teoria da viga
do Timoshenko, considera-se além da flexdo pura o efeito que produz sobre a deformacéo
total o esforco cortante atuante na viga &, onde considera-se a rigidez ao cisalhamento do
elemento. Desta forma, a formulacdo apresentada na Equacédo (2.72) contém o modulo de
cisalhamento G, um coeficiente de distorcdo dependente da geometria da viga k e a area da

secdo A, segundo a Tabela 2.2, a parcela ao cisalhamento se indica na Equagéo (2.77).

8y = — (2.77)

Assim, obtém-se o valor da deformacéo elastica total no meio 6, véo da estrutura x = -, a

N |t~

componente de flexdo e a deformacdo de cisalhamento, como se mostra na seguinte

expressédo (2.78).

36



Ot = 6¢+ Oy

PI>  PL (2.78)

= 48(ED; | 4AG

St

Devido a isso, de forma analoga ao realizado com a rigidez flexional na Equacéo (2.73), na
parcela ao cisalhamento, deve ser considerada o aporte de cada um dos materiais como é

apresentado na Equagéo (2.79).

(A,G)T = K(AG)T = K(AlGl + A2G2 + A3G3) (279)

Para a simplificacdo da Equacéo (2.79), quando séo considerados alguns dos seus parametros
como viscoelasticos, nota-se que as camadas externas da viga sanduiche séo finas
comparadas com o nucleo, sendo estas iguais em espessura e neste caso no material, ou seja
t; = t, e E; = E,. Quantitativamente, as camadas externas ocupam um espaco inferior ao
um por cento, assim podem ser ignorados em tanto as condigdes em Equacdes (2.80) e (2.81)
sejam cumpridas (Roberts-Tompkins, 2009; Rocca & Nanni, 2004).

2

h; +t
3( 3t 2) > 100 (2.80)
2
E, t,(hs +t,)?
E2tobs +t5)° : 2)” 16,7 (2.81)
Es  h,

Desta forma, a Equacéo (2.74) é reduzida a expressao (2.82) e elimina-se assim o problema
matematico da soma das parcelas no denominador sendo o novo (EI)., a rigidez a flexao
equivalente. Aplica-se uma simplificacdo idéntica na Equacgdo (2.79) para o modulo de
cisalhamento, a ser feita na Equagéo (2.78), aplica- a rigidez a flexdo equivalente obtida na

Equacdo (2.82) e a simplificacéo feita para a rigidez ao cisalhamento da Equacéo (2.83).

_ . bty(hy +1,)?
(A’G)eq = K(AG)eq = kA5G; (2.83)

Finalmente, tais simplificacGes sdo aplicadas na Equacdo (2.78) resultam na Equacéo (2.84).

PL3 PL

& =
T 48(El)eq+4KA3G3

(2.84)
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2.2.4— Modelo de viga sanduiche considerando a viscoelasticidade dos materiais

Considera-se uma viga sanduiche avaliando as propriedades viscoelasticas do material
central, isso significa que as carateristicas fisicas do nucleo, como o0 modulo ao cisalhamento
e 0 modulo de elasticidade, sdo varidveis ao longo do tempo. Assim, o método para a
obtencdo da solugdo analitica da deformacdo visco eléstica que experimenta uma viga
sanduiche simplesmente apoiada, com um carregamento concentrado no centro logra-se

usando o principio da correspondéncia elastica-viscoelastica.

A viga mencionada componha-se de duas camadas externas e um nucleo central de um
material considerado como visco elastico, todos isotropicos e lineares. Para o estudo do seu
comportamento, consideram-se as dimensdes mostradas na Figura 2.20 para o0
desenvolvimento das equacOes. Na Equacdo (2.85) apresenta-se a forma geral dos
deslocamentos maximos da viga bi apoiada, onde Imod. E um momento de inercia em funcéo
da relacdo no tempo zero entre as camadas elasticas e 0 nicleo vezes a inercia dessas mais a

inercia do nucleo.

SR S (2.85)
T 48E;(Dlyoa. 4 KA3G3 (D) .
Eqi>
I =—(1 I I .
Mod = F-00) L+L)+1; (2.86)

Aplicando o PCEV sob a Equacéo (2.84), e considerando tanto a parcela a flexdo como a
parcela ao cisalhamento em funcdo do tempo, obtém-se a resposta viscoelastica no espaco
de Laplace mostrada na Equacéo (2.87) e, onde o fator de corre¢éo por cisalhamento k adopta

o valor de 1,2 dado para uma secc¢éo transversal retangular. (Huang et al., 1991).

5(e) = P(s)L3 P(s)L
() = B5E, () | #1A55C, (5)
(2.87)
3
5(s) = P(s)s * D3(s) + ——P(s)s * D3(s)

48lyoq 4 kA,

Do anterior, deduz-se que o componente de flexdo da deformacéo continua sera invariavel,
enguanto que o componente de corte aumenta com o tempo na medida do médulo de

cisalhamento do nucleo viscoelastico, eficazmente reduzido. Desta forma, aplicando este
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conceito na deformacdo eléstica, pode-se obter a resposta viscoelastica em termos de

fluéncia D(t) e fluéncia ao cisalhamento J(t), como se apresenta na Equacéo (2.88)

3

4804

5(t) =

t
P L f -0 T® 4 (2.88)
0

t
Di(t—rt dt +
,[; a( ) dr 4xA; dr
As funcbes viscoeladsticas do ndcleo da viga sanduiche D(t) e J(t), podem serem
representadas como a série de Prony correspondente, concordando com os desenvolvimentos
matematicos realizados nos numerais anteriores para as fungdes de fluéncia, correspondendo

a formulagdo da forma da Equacéo (2.21) e (2.27), respectivamente.

2.3- ELEMENTO ESTRUTURAL DE PLACA
2.3.1 — Modelo de Lovel-Kirchhoff placa anisotrépica compdsita

O modelo de placas de Lovel-Kirchhoff é uma extensdo do modelo de viga de Euler-
Bernoulli, e foi desenvolvido em 1888 por Augustus Edward Hough Lovel, usando
premissas de Gustav Kirchhoff, formuladas em 1850. O modelo matemaético é bidimensional
e permite determinar tensdes e deformacgdes em placas finas, submetidas a forcas e
momentos, assumindo que uma superficie plana média pode ser usada para representar uma
placa tridimensional de forma bidimensional (Timoshenko & Woinowsky-krieger, 1959; A
C Ugural, 1999).

As hipoteses cinematicas consideradas neste modelo sdo as seguintes:

e Linhas retas normais a superficie média permanecem retas ap0s a deformacéo
e Linhas retas normais a superficie média permanecem normais a superficie média apos
a deformacao;

e A espessura da placa permanece a mesma durante a deformacao.

Segundo as hipdteses anteriores, ao analisar um ponto de uma placa isotropica e homogénea
considerada indeformada, x e y séo as coordenadas cartesianas da superficie média da placa
e z € a coordenada na direcdo da espessura, como se apresenta na Figura 2.21. Assim, 0
deslocamento desse ponto pode ser decomposto em uma soma vetorial do deslocamento da

superficie média e um deslocamento w perpendicular ao plano na direcao z.
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Figura 2.21 - Deslocamentos da placa de Lovel-Kirchhoff

Para uma placa considerada isotrépica e homogénea, sob um carregamento uniformemente
distribuido g, estas condi¢cGes do modelo podem serem traduzidas matematicamente na

equacao diferencial apresentada na Equacgéo

9w o*w  0*w q
5t 25t 5y = D (2.89)
3(1—v3) '

Onde E é o modulo de elasticidade do material, v o modulo de Poisson e t é a espessura da
placa. No entanto, ao pretender analisar uma placa anisotropica e compdsita de dois tipos
de materiais, e simplesmente apoiada nas suas quatro bordas, como se apresenta na , a
equacdo diferencial do sistema pode ser solucionada pelo método aproximado de Navier
(Monforton & Schmit, 1969; Reddy, Arciniega, & Moleiro, 2010).

/ / /| /l
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Figura 2.22 — Placa composita simplesmente apoiada e com carregamento uniforme

O meétodo de Navier € um método numérico aproximado aplicadvel com certas restrigdes,
como por exemplo, pelo menos duas bordas da placa devem serem simplesmente apoiadas.
Para aplicar o método com as condicOes para a placa de estudo inicialmente analisa-se a
solucdo para uma placa anisotropica e homogénea, segundo o apresentado nas Equagdes

(2.91) e (2.92), onde a e b sdo as dimensdes planas da placa, ¢ & o carregamento
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uniformemente distribuido, m e n sdo o0 numero de termos do somatorio considerados na
Equacdo (2.93) para o célculo do deslocamento maximo no centro da placa, e finalmente,
na Equacdo (2.94) obtém-se a funcao de deflexdes no sentido x e y dependente da deflexao

maxima previamente obtida.

_2 291
s=7 (2.91)
W, L6gb” 2.92

m n6mn[D mts* + Z(ny + 2D, )m?n2s? + Dyn?| (2.92)
Winax, = z n sm ) sin (ng) (2.93)

1m=1
X Yy
w(x, y) = Whax. sm( z )sm( p ) (2.94)

Para avaliar a anisotropia e a composic¢édo de dois materiais na placa, adotou-se uma variavel
B que serd um fator de correcdo da resisténcia do sentido x comparado com o sentido y da
placa, e mais um fator @ que fara uma diminuigdo da rigidez da metade inferior da placa
comparada com o material da sua metade superior. As propriedades do material da placa nas

diferentes direcOes apresentam-se na Equacéo (2.95).

(a + Dt3Eyy
Yo 24 (1-v?)

1—v J
0 0 TDW

BD,, vD,, 0 ]I
I
I

(2.95)

Assim, substituindo as propriedades dos materiais dadas na Equacdo (2.95) na Equacéo
(2.92), obtém-se a solucdo geral para uma placa anisotrdpica de dois materiais considerando

0s materiais no campo elastico, segundo o apresentado na Equacao (2.96).

384b*(1 —v?)q
Eyy(mémnt3)(a + 1)(fm*s* + 2m?n?s? + n*)

W = (2.96)

Finalmente, para obter o maximo deslocamento basta substituir o valor do W,,,, obtido na
Equacdo (2.96) na Equacéo (2.93), e posteriormente na Equacédo (2.94) para lograr a fungdo
cartesiana das deflexdes. Note-se que os resultados obtidos foram obtidos com base nas
propriedades elésticas dos materiais, e que uma vez obtida a solugdo numérico-analitica
aportada pelo método de Navier, esta metodologia pode ser estendida ao estudo da

viscoelasticidade.
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2.3.2— Modelo de Lovel-Kirchhoff considerando a viscoelasticidade dos materiais

Para considerar a viscoelasticidade dos materiais e obter os deslocamentos maximos ao
longo do tempo, considera-se uma placa como apresentada na Figura 2.22, mas desta vez, o
carregamento estd dado por q(t) e o a relaxacdo do material é Eyy(t), transformando a
Equacdo (2.96) na Equacéo (2.97).

384b*(1 —v?)q(t)

W, =
"™ Eyy(t)(mémnt®)(a + 1) (Bms* + 2m?n2s? + n*)

(2.97)

Aplicando o PCEV na Equagéo (2.97) resulta a Equacdo (2.98), para a resposta no Espaco

de Laplace do valor W,,,,. Note-se que dada a forma da equacao, esta resulta na convolugéo

das funcdes q'(t) e Dyy (t), sendo essa Ultima dada segundo a Equacdo (2.99)

384b*(1 —v?)q(s)
S Eyy(s)(mémnt3)(a + 1)(fm*s* + 2m?n?s? + n*)

Wi (5) =

o _ 384h*(1 — v2)
mn(S) = (mémnt3)(a + 1)(Bm*s* + 2m?n2s2 + n*)

q(s)s * Dyy(s) (2.98)

-Dxx(t) ny (t) sz(t)
D(t) = |Dxy(t) Dyy(t) Dy, (t)
-[?BZ(t() ) Dyz(t) DDz(z()t) 0
[ t v t
vy @+ 13)0;3Eyy(t) ]| (2.99)
b ="’ T a ° I
1-v J
0 0 TDyy(t)

Solucionando a convolucéo das funcdes no espaco do tempo, obtém-se finalmente a funcéo
W, (1), dada na expressao (2.100), e consequentemente tanto a funcdo da deflexdo maxima
dependente do tempo como apresentado na Equacdo (2.101), tanto os deslocamentos

cartesianos maximos, dados segundo a Equacéo (2.102).

W _ 384b*(1 —v?) g da@ .
() = Gremne @ + D@mrst + 2mznzst 409 Jy PP Tar ¢ (2.100)
. /mm\ | (nm
Winax. (1) = Z; Zl Wnn (t) sin (7) sin (7) (2.101)
w(x, ¥, t) = Wy (£) sin (%C) sin (ﬂb—y) (2.102)
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3- FORMULACAO DA ABORDAGEM

Neste Capitulo apresentam-se a descricdo dos quatro algoritmos numéricos necessarios para
0 desenvolvimento da presente pesquisa. O primeiro algoritmo realiza a aproximacéo
numerica por series de Prony das funcdes de relaxacdo ou fluéncia dos materiais quando sao
considerados viscoelasticos; o segundo algoritmo permite a interconversdo das fungdes
viscoelasticas, ou seja, obter numericamente uma funcdo em série de Prony de fluéncia ou
relaxacdo, baseando-se na série de Prony correspondente a funcdo inversa; e finalmente,
proporcionam-se algoritmos incrementais para obter o historico tanto no calculo de tensdes
quanto no calculo de deformagGes ou deslocamentos, permitindo obter a resposta ao longo

do tempo que pretenda ser avaliado.
3.1- ALGORITMO DE REGRESSAO AS SERIES DE PRONY

Dos dados experimentais dos ensaios a fluéncia ou a relaxacdo dos materiais viscoelasticos,
pode-se obter a curva caracteristica do material e esta pode ser aproximada usando as séries
de Prony mostradas nas Equacg0es (2.21) e (2.23). Para avaliar a correspondéncia da curva
obtida pela série de Prony, comparada com os dados iniciais, realiza-se uma minimizacao da
norma da diferenca entre os dados de laboratorio, ou de um vetor dos valores dados de uma
das funcdes, comparada com a funcdo que iterativamente serd aproximada numericamente,

baseado no trabalho desenvolvido por Evangelista Jr. (2006).

Adotando esta funcdo de minimizacgdo, o erro ||ey|| serd medido pela norma da somatéria
das diferencas dos dados correspondentes para as funcGes mencionadas, como é apresentado
na Equacéo (3.1), onde foi adotada a funcéo fluéncia dos dados experimentais D(t)., com
M numero de dados, comparada com a funcao de fluéncia aproximada numericamente pela

série de Prony D(t)p.

M

2
lewll = | > (D = D(©),), (3.1)
i=1
Para conseguir que os dados sejam adequadamente descritos na série, € imperativo
providenciar o0 numero necessario, tanto de coeficientes como dos seus correspondentes
exponentes, sendo este nimero aproximadamente o nimero inteiro de ordens de grandeza

do tempo quando a funcdo conhecida é plotada com o tempo em escala logaritmica.
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Obviamente o numero de coeficientes e exponentes da série terdo incidéncia definitiva na
dificuldade para obter a série devido a que entre mais valores a procurar sejam a
convergéncia, se faz mais complexa, e incidem também na descricdo final dos dados
realizados pela série, isto devido ao fato de ter menos coeficientes dos requeridos o erro sera
maior e, porém, a série obtida ndo sera confidvel para a obtencdo de novos resultados

numéricos baseados nesta.

Além disso, a obtencdo dos mencionados parametros da série consiste num processo
iterativo, sendo realizado um algoritmo matematico no programa Matlab como se descreve
no Quadro 3.1 e se anexa no apéndice D.1, onde sdo consideradas para as fungdes fluéncia
e relaxacdo as Equacdes (2.21) e (2.23), respectivamente, avaliando o erro segundo o
mostrado na Equacdo (3.1), medindo o erro entre 0s dados iniciais e os valores obtidos com

a série, providenciada pelo algoritmo apresentado graficamente na Figura 3.1.

Quadro 3.1 - Algoritmo para ajustar séries de Prony aos dados experimentais

A. Dados iniciais
1. Adota-se o numero de coeficientes (0, 1,...,N) e de exponentes (1,2,...,N);
2. Atribuicdo de valores iniciais para cada coeficiente e exponente;
B. Aproximagdo numérica dos coeficientes e exponentes
1. Avaliacdo dos coeficientes e exponentes adotados como valores iniciais e avaliacdo
da funcdo na forma correspondente Equacdo (2.21) para fluéncia, ou (2.23)para
relaxagéo;
2. Aplicagéo do algoritmo de minimizacéo (C): dados experimentais vs. funcdo avaliada;
Avaliacédo do valor da fungdo minimizada e do N adotado;
4. Aproximacdo numeérica para atribuir novos valores para coeficientes e exponentes
(volta ao ponto 1).

w

C. Minimizagéo
Die 74, 1=01.,N
E; e piyq 1=01..,N
D;>0 e t14,>0 i=0L.,N
E;>0 e pyy>0 i=01.,N
Minimizar a Equagdo Seerro=0 N e D(t), descrevem a fungdo
(3.1) Se nio — Novos valores — Nova iteracio

1.1 Variaveis

1.2 Restri¢Oes

Para melhor compreensdo da mecénica do algoritmo, assim como da iteragdo que é
necessaria para finalmente obter os valores da série de Prony que descreva corretamente a
funcdo ou de fluéncia ou de relaxacdo, comparados com os dados reais resultado de

experimentos estaticos ou dindmicos dos testes correspondentes a funcéo estudada.

44



Figura 3.1 — Descricéo grafica do algoritmo de regressdo as séries de Prony

DADOS DE [ t,D(t) out,j(t) J
ENTRADA

[ t,E(t)out,G(t) ]

ADOTARN,
VALORES D(t) - D; e 1
INICIAIS E O
—7 E(t) — E; e p; M 5
ADMISIVEL llexll = Z(D{t)e - D(t)P)i
i=1

\

AVALIACAO
DA SERIE DE
PRONYEN

D(t) = D; e 1;

MINIMIZACAO
i E(t) = E; e p;

3.2— ALGORITMO DE INTERCONVERSAO

Uma vez obtida a série de Prony para uma das funcgdes viscoelasticas, obtendo ou a funcéo
de fluéncia D(t) ou a funcéo relaxacéo E(t), aplicando o algoritmo para a determinagéo de
coeficientes mostrado no Quadro 3.1, para analisar 0 comportamento mecanico precisa-se

contar com as duas propriedades.

Aproveitando o PCEV, pode ser obtida a interconversdo ou da fluéncia para a relaxacgéo, ou
no sentido oposto, segundo o mostrado Equacdo (2.44), que aporta uma das interconvesoes
consideradas exatas (S. W. Park & Kim, 1999). Desta forma, se converte a fungédo da série
de Prony conhecida para o espago de Laplace, e posteriormente, obtém-se a fungdo oposta
no mesmo espaco. Com a funcdo procurada no espaco de Laplace, realiza-se a inverséo desta

ao espaco do tempo aplicando 0 metodo de inverséo das séries de Fourier da Equagéo (2.49).
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Com a funcgdo procurada ja no espago do tempo, aplica-se o algoritmo para a determinacao
dos coeficientes da série de Prony apresentado no Quadro 3.1, usando como valores dos
exponentes 0s mesmos valores obtidos para a série conhecida, diminuindo o problema
matematico a procura de somente os coeficientes, isto se o erro relativo ser o suficientemente
baixo, sendo calculado segundo a Equacdo (3.2).

[Fa(ti) — Fe(t)l

Er(t) = N x 100 (3.2)

Na Equacéo (3.2) o erro relativo Ey é avaliado ponto a ponto para cada tempo t;, onde sdo

comparados os resultados da funcao calculada pelo algoritmo F(t;) comparada com o valor
da fungdo analitica nesse mesmo tempo avaliado F,(t;), sendo apresentado o valor do erro

em porcentagem.

Para minimizar o tempo de convergéncia do algoritmo e baseados no comportamento oposto
das fungdes, uma boa primeira aproximacao para os coeficientes das funcdes é o valor do
inverso multiplicativo dos coeficientes da série conhecida. Segundo o procedimento relatado
brevemente nos paragrafos anteriores, o algoritmo proposto é sucinto no Quadro 3.2.

Quadro 3.2 - Algoritmo de interconversdo para as funcdes de fluéncia e relaxacao
A. Dados

1. Numero de coeficientes e de exponentes da série
2. Coeficientes e exponentes da série inicial D(t)ou E(t);

B. Procedimento

1. Transformar a funcéo para o espaco de Laplace D(s) ou E(s)com as Equacdes (2.40)
e (2.41) respectivamente;

2. Obter a funcéo reciproca no espaco de Laplace usando a Equacéo (2.44);

3. Transforma-se a funcdo obtida para o espaco do tempo usando as séries de Fourier,
aplicando a Equacdo (2.49);

4. Adota-se os valores iniciais para os coeficientes e exponentes da série procurada no
espaco do tempo;

5. Aplicagéo do algoritmo do Quadro 3.1 para obter os N coeficientes e exponentes da série;

Desta forma, pode ser obtida a funcéo de fluéncia D(t) ou relaxacdo E(t), uma desde a outra,
aplicando um dos inumero de procedimentos de interconversdo existentes, respeitando o
numero de coeficientes N da série de Prony da funcdo inicial, aplicando o conceito de entre
outros autores dado por Christensen (1982) para os dados iniciais, sendo a primeira tentativa

os inversos multiplicativos e assim obter mais rapidamente a convergéncia do algoritmo.
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Para representar mais claramente o funcionamento do algoritmo, realizou-se uma descri¢ao
das etapas e as diferentes equacbes que intervém, proporcionada na como apresentada a

continuacao.

Figura 3.2 — Descricao grafica do algoritmo de interconverséao

DADOS DE
ENTRADA
[z‘eE(t) —E; e p; ]

-

DG = /11
D(t) = D(s) = =2 ZDi - - —
TRANSFORMADA i=1 s+ T_;
DE LAPLACE N
E(t) - E(s) = o2 4 Z E;
S i=1 s + —_—
. - i/ J
( 1
INTER- _
CONVERSAO D(s)E(s) == ]

m REGRESSAO
INVERSAO AO ESPACO = Ao SIM
DO TEMPO POR SERIES NUMERICA A SERIE

DE FOURIER DE PRONY

[Fa(t)) — Fe(t)l
Er(t;) = x 100
R( 1) FA(tl)
ebt] 1 = kTt
f(t):T[EF(b)+Re b+]—)( 1)] D(t) - D; e
k=
i = V=T:bt = 45; n=1000 E(t) > E; ep;

33— ALGORITMO INCREMENTAL DAS RELACOES VISCOELASTICAS
CONSTITUTIVAS

Ao realizar a anélise das respostas viscoelasticas dadas nos elementos estruturais compositos
estudados nesta pesquisa, é necessario aplicar um método eficiente para a obtencéo das reais
respostas dos corpos estudados ao longo do tempo, ou seja, um método que permita calcular

o historico temporal das deformacges e das tenses que o elemento estrutural experimenta
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ao atuar sobre este os carregamentos ou as deformacdes, devido a sua demanda estrutural
cotidiana. Desta forma, implementou-se o algoritmo incremental para obter as deformagdes
e/ou tensdes totais ao longo do tempo, permitindo analisar diferentes tipos de carregamento,

deformacdes e respostas para os diferentes elementos focados neste estudo.

O método incremental unidimensional das relagcdes constitutivas viscoelasticas foi
desenvolvido baseado no principio de superposi¢do de Boltzmann e nas séries de Prony,
sendo assim, a resposta viscoelastica total do corpo é um somatoério de cada um dos
incrementos de tenséo ou deformacéo, correspondentes a cada incremento de tempo onde a
funcdo é avaliada. Este método foi desenvolvido por Zak (1968), sendo depois utilizado por
White (1968) e Taylor, Pister, & Goudreau (1970), sendo estes pesquisadores 0s que

acrescentaram ao método o desenvolvimento para variacdes de temperatura.

3.3.1- ALGORITMO INCREMENTAL PARA CALCULO DO HISTORICO DE
TENSOES

No Quadro 3.3 apresenta-se o algoritmo incremental no campo das tensdes, correspondente
ao desenvolvimento matematico para obter a solu¢do numérica as respostas analiticas da

forma da Equacéo (2.33).

Quadro 3.3 - Algoritmo incremental para o histérico de tens6es

A. Dados iniciais

=

Tempo de avaliacao;
Série de Prony para relaxacdo E(t) : N + 1 coeficientes e N exponentes;
3. Funcdo tensdo ou carregamento o(t).
B. Historico incremental
e Considera-se cada incremento Ac = Ac; + Ao, segundo a
Equacéo (3.5);
1. Histdrico e Implementa-se Ao, segundo a Equacdo (3.7) e Ae, segundo as
incremental da Equacdes (3.8) e (3.9), em funcéo da série de Prony da fungéo
funcéo tensdo relaxacdo E(t);
o(t) e Apo6s de calculado cada incremento de tensdo Ao;, acumula-se

posi¢do a posicao para obter o historico das deformagdes ao longo
do tempo considerado.

N

No caso da avalia¢do do historico de tensBes unidimensional o(t), dado pela Equacéo (2.33),
calcula-se o correspondente incremento de tensdo Ao para cada diferencial de tempo At,

como representado na Equacao (3.3).
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Figura 3.3 - Descricdo grafica do algoritmo incremental para o historico de tensdes

DADOS DE t,E(t) - E; e p;
ENTRADA L v, &(t) ouu(t)
a N ™
_ E; pl g)
DERIVAR £(t) Aoy = |Ew + ) —— 1 —e Pi/| Ae
CALCULO DE Ao, At
- /
| - B\
j Ao, = — Z(l—e i) S (b)
CALCULO DE Ao,
_At _At\ Ae,
Si(t) =e Pi Sit—/_\t + Ei Pi (1 —e Pi) ;t&t )
CALCULO DE Ac Ac = Ao, + Ao, ]
ACUMULAR TERMO A t,a(t)
TERMO Ao '
Ao = o(t+ At) — o(t) (3.3)

Substituindo a Equacdo (3.3) na Equagéo (2.33) pode-se obter a forma generalizada do

incremento de tensdo, como demonstrado na Equacao (3.4).

t+At Je t Je
A0=J E(t+At—T)—dT—J E(t— 1) — dt (3.4)
0 0t 0 0t

Distribuindo a equacdo anterior nos seus respectivos limites de integracdo, chega-se a
Equacdo (3.5).

t+At Je t e
Acr:f E(t+At—r)—dr+f[E(t+At—‘t)—E(t—r)]—d‘t

¢ ot B ot
Ao = Aoy + Ao,

(3.5)

A Equacdo (3.5) pode ser interpretada fisicamente, onde a primeira parcela representa a parte
elastica do incremento de tensdo, resultado de uma deformacdo dada; enquanto que a
segunda parte, concebe a parte viscosa para a deformacédo imposta ao corpo. Esta formulagéo
matematica depende tanto do incremento de deformacgdo-tempo quanto do modulo de
relaxacdo. No caso da parcela elastica da equacdo, pode-se avaliar a deformacdo entre seus

limites de integracdo, onde o diferencial de tempo € muito pequeno, desta forma a
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deformacéo pode ser aproximada no intervalo de tempo como apresentado a seguir na
Equacdo (3.6).

_ Brrar T & _ E (3.6)
t+At—t At

Considerando o resultado da Equagdo (3.6) e assumindo E(t) como uma série de Prony da

forma da Equacdo (2.23), pode-se simplificar a parcela do incremento de tensédo

correspondente a Ac; como se apresenta na Equacéo (3.7).

Ag [t+At N _ (t+At-1)
Aoy = — Eo + E Eie Pi d
04 At ), i T

i=1

(3.7)

De forma anéloga ao realizado para Ao, utilizando o médulo de relaxa¢do dado na Equacéo

(2.23), avalia-se Ao, como se apresenta na Equacéo (3.8).

_AYy rt (=D g¢
(1—e Pi)] Eie Pi —dt
0 ot
(1—e Pn)S(t)

Sendo que S;(t) corresponde a um termo variavel em fungéo de cada um dos termos da série

MZII'MZ

Ao, =
(3.8)

AGZ =

de Prony, onde esse é responsavel pelo incremento crescente ou decrescente da funcéo
avaliada até o tempo final, isto é desde tempo t = 0 — t. Assim, avalia-se a fungdo S;(t)
com a simplificacdo considerada na Equacdo (3.6) e substituindo a variavel original t nos

limites de integracdo, segundo a Equacéo (3.9).

A D) g t 9 g
Si(t) = Eie P —dt+ Eie P —d

(3.9)

_a — 28\ Agp_pt
Si(t)=e Pi Sit—At+Ei Pi 1—e P At

Para solucionar e chegar finalmente a Equacdo (3.9), considera-se a primeira parcela como
uma equacéo hereditéria da forma da Equacéo (2.33), que constitui o valor da funcdo num

tempo anterior. A segunda parcela soluciona-se integrando e implementando nesta a
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aproximacéo da equacéo (3.6), desta forma obteve-se a solugdo completa para avaliagéo
historica de tensdes para qualquer um par de fun¢des deformacéo e relaxacéo.

O método desenvolvido acima tem sido amplamente utilizado e difundido em varias
dissertagdes, artigos, teses, entre outros, os resultados das pesquisas realizadas por Zocher,
Groves, & Allen (1997), Evangelista Jr. (2006), Portela (2011) e Silva, Tedfilo, Parente,
Melo, & Holanda (2013), foram baseadas neste método da forma como foi apresentada no

presente capitulo.

3.3.2— ALGORITMO INCREMENTAL PARA CALCULO DO HISTORICO DE
DEFORMACOES

No Quadro 3.4 proponha-se o algoritmo incremental para obter respostas no campo das
deformacdes, ou seja, o0 algoritmo para dar solucdo ao problema matematico imposto na

resposta analitica da forma da Equacao (2.32).

Quadro 3.4 - Algoritmo incremental para o histdrico de deformacdes
A. Dados iniciais

1. Tempo de avaliagdo;
2. Série de Prony para fluéncia D(t): N + 1 coeficientes e N exponentes;

3. Funcdo deformacdo ou deslocamento &(t) ;

B. Historico incremental

o Considera-se cada incremento Ae = Ag; + Ae, segundo a
Equacéo (3.12);
1. Historico e Implementa-se Ag, segundo a Equacdo (3.14) e Ae, segundo as
incremental da  Equacdes (3.15) e (3.16), em funcdo da série de Prony da funcéo
funcao fluéncia D(t);
deformacéo e(t) o Apos de calculado cada incremento de deformagdo Ag;, acumula-
se posi¢do a posicdo para obter o histérico das deformacdes ao

longo do tempo considerado.

Na presente pesquisa foi desenvolvido o método incremental para o estudo das deformagoes,
ndo sendo encontrado na literatura disponivel, desenvolvido devido a importancia para a
andlise das deformagdes das estruturas que pretendem-se estudar nesta pesquisa, segundo o

esquematizado na Figura 3.4.
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Figura 3.4 - Descricao grafica do algoritmo incremental para o historico de deformacées

DADOS DE ( t,D(t) - D; ert;
ENTRADA L v, o(t) ou P(t)
4 N ™
u ()
DERIVAR o(t) Agy = D0+ZDi 1+ —.\e -1 Ac
CALCULO DE A, —~ At
- /
i e N N

Ag, = (1 —e ?:_lt) H; (t)
2,

i=1

DERIVAR o(t)

CALCULO DE Ac
— g ( — g) Ao-t_&t
\Hi(t) =e TiHit_,gt+Di Ti\l—e G)——

CALCULO DE Ae [ Ae = Ae, + A,

ACUMULAR TERMO A
TERMO Ase

t,e(t)

Aplicando uma analogia com o método estudado para obter as tensdes, pode-se obter o
historico de deformacgdes unidimensionais €(t) , dado pela Equacédo (2.32),fazendo uso da
funcdo fluéncia D(t) na forma exibida da série de Prony como na Equacdo (2.21), obtém-se

como resultado a Equacéo (3.10).

Ae = g(t + At) — g(t) (3.10)

Substituindo a Equacdo (3.10) na Equacdo (2.32) pode-se obter a forma generalizada do
incremento da deformacdo. Assim, o historico das deformacdes correspondentes para cada

diferencial de tempo e tensdo considera-se como se apresenta na Equacao (3.11).

t

t+At do do
Ae = j D(t+ At—1) — dr—j D(t—1) — dt (3.11)
0 ot 0 ot

Distribuindo a equagdo anterior nos seus respectivos limites de integracdo, chega-se a
equacao generalizada, surgindo duas parcelas diferenciadas para o diferencial da deformacéo
segundo a Equacédo (3.12).

t+At 60 t 60'
As:f D(t+At—r)—dr+J[D(t+At—r)—D(t—r)]—dr (3.12)
! ot 0 ot
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Ae = Agq + As,

Ao analisar a primeira parcela, pode-se notar que o intervalo de tempo é muito pequeno,
permitindo aproximar a tenséo entre os limites de integragdo, sendo um valor quase

constante como se simplifica na Equacgéo (3.13).

_ Oppr— 0y Ao

= = — 3.13
t+At—t At ( )

Considerando o resultado da Equacéo (3.13), assumindo D(t) como uma série de Prony da
forma da Equagédo (2.21), pode-se simplificar a parcela do incremento da deformacéo

correspondente a Ae; como é apresentado na Equacéo (3.14).

Ac t+At _ (t+At-1)
Asl - A_ DO + Z < Ti > dT
_At
D0+Z 1+—<e Ti—1> Ao

Para obter Ao, considera-se 0 médulo de fluéncia dado pela Equacéao (2.21), sobre essa sao

(3.14)
Ag, =

realizadas as simplificacdes pertinentes aos respetivos limites de integracdo, e desta forma

tem-se o resultado na Equagéo (3.15).

_Aty rt (D gg
Ag, = Z l—e © f Die W —d
€ ( e > . je 53¢ 4t

i N (3.15)
Ae, = Z (1 _e a) H; (0)

Sendo que H;(t) é analogo ao termo encontrado para o historial de esfor¢os, mostrado na

Equacao (3.9), corresponde a um termo variavel em funcdo de cada um dos termos da série
de Prony, que desta vez, correspondem aos termos da série de fluéncia. Avalia-se a fungédo
H;(t) com a simplificacdo considerada na Equacdo (3.13), posteriormente substituindo a
variavel original t nos limites de integracdo, como se apresenta a continuagdo na Equacédo
(3.16).

t-At (-0 Jg t _ 9 jo
H;(t) =f Die T e d‘t+f Die T 7% dt
0 t At

t t (3.16)

ac Ex Y\ Aot
Hi(t)=e lHlt At+DiTi 1—e At
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4 — VERIFICACAO DOS ALGORITMOS PROPOSTOS

Neste Capitulo se apresentam uma série de verificacfes para cada dos algoritmos formulados
na presente pesquisa. Essas validacGes foram realizadas com base em dados experimentais,
métodos analiticos e outros métodos numéricos, como por exemplo o método das diferencgas
finitas e 0 método dos elementos finitos, para assim garantir a veracidade dos resultados

obtidos a partir desses algoritmos propostos.
4.1- ALGORITMO DE REGRESSAO AS SERIES DE PRONY

A validacéo realizou-se com os resultados obtidos experimentalmente por Plazek (1966),
documentando o comportamento de fluéncia ao cisalhamento J(t) do material poliestireno,
sendo retomado por Ferry (1980) e posteriormente estudado para realizar uma aproximacao
numerica por séries de Prony no trabalho desenvolvido por Roberts-Tompkins (2009),

significando a obtencédo dos coeficientes da série de Prony.

A funcdo J(t) obtida por Roberts apresenta-se graficamente na Figura 4.1, e aplicando o
algoritmo proposto na presente pesquisa, conseguiu-se uma aproximagdo muito boa na

descricdo dos dados dos aproximados por Roberts e apresentados na Tabela 4.1.

Tabela 4.1 — Dados de entrada para aproximacao série de Prony J(t)
t I t (3] t (3]
[h] [MPa] [h] [MPa] [h] [MPa]
0 0.001350 200 2.826871 3000 4359910
0.146878 300 3,091189 | 4000  4,484265
0,536633 400 3,250914 | 5000  4,575353
10 0.863727 500 3.366806 6000 4650541
20 1,.260952 600 3461720 7000  4.716559
30 1,496854 700 3.544522 8000 4776195
40 1,665629 200 3.618887 2000 4830754
50 1.802660 900 3,686539 | 10000  4,880973
60 1,921629 1000 3,748453 | 15000  5,081537
70 2028171 2000 4156121 | 20000  5,171758

L =

Desta maneira, como o algoritmo de aproximacao precisa de dados de entrada, sendo de
origem numerico ou experimental, adotou-se um vetor de dados da série obtida por Roberts-
Tompkins (2009) é adotada como dados iniciais do algoritmo e obtiveram-se os resultados

apresentados na Figura 4.1.
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Figura 4.1 - Verificacdo do algoritmo de aproximacdo a série da funcdo fluéncia ao
cisalhamento J(t) do material poliestireno

Os resultados do algoritmo implementado segundo o apresentado na figura acima, sao
amplamente satisfatorios, sendo a série obtida indicada na Tabela 4.2, obtendo um erro
llex|] = 0,767135665 ao serem analisados 18002 valores de tempo t, 0 que traduz que o
erro para cada valor comparado com seu correspondente no tempo t avaliado ndo equivale

ne a um 1%, tal e como pode-se apreciar na Figura 4.1.

Nota-se que na série obtida enquanto os coeficientes multiplicadores J; resultam crescentes
inicialmente, os termos finais da mesma sdo ou semelhantes ou decrescentes, sendo diferente
ao comportamento dos exponentes t;, que normalmente sdo aproximadamente uma ordem
de grandeza a mais do que o exponente anterior. Para muitos dos materiais viscoelasticos o
conceito anterior permite diminuir a procura de todos e cada um dos exponentes a s6 um,
sendo 0s outros exponentes uma funcdo do primeiro, como foi realizado neste caso com

resultados satisfatorios, mas ndo é regra geral para todos 0os materiais viscoelasticos.

Tabela 4.2 — Coeficientes da série de Prony J(t) obtidos pelo algoritmo proposto

N JoMPa™']  1,[h]

0 1,20E-05 -

1 2,65E-02 9,98E-02
2 2,65E-02 9,98E-01
3 9,96E-01 9,98E+00
4 1,75E+00 9,98E+01
5 1,33E+00 9,98E+02
6 1,02E+00 9,98E+03
7 1,92E-01 9,98E+04
8 9,05E+00 9,98E+05
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4.2 - ALGORITMO DE INTERCONVERSAO

4.2.1 - Funcéo obtida pelo algoritmo comparada com a resposta analitica do Modelo

de Boltzmann

A primeira série de Prony para testar o algoritmo de interconversdo é a funcéo relaxacéo
E(t) usada por Torres (2013) segundo o mostrado na Equacéo (4.1).

_t t
E(t) = Ee, + E;e P1 =1000 4 3000e 2 (4.1)

Correspondente a Equacao (4.1), o modelo de Boltzmann oferece uma solucdo analitica para
validar o algoritmo de interconversdo, sendo esses baseados nas Equacdes (2.16) e (2.18),

como se mostra a continuacdo na Equacéo (4.2).

t
D(t) = Dy + D, (1 — e"ﬁ)

(4.2)
1 E1 (Eoo + El)

E, +E,  * P

D = ST, =
0 Eoo (Eoo + El) Tl ! Eoo

Assim, podem se comparar 0s resultados obtidos pela funcdo analitica da fluéncia D(t) na
Equacdo (4.3), os valores correspondentes a série de Prony D,, D; e t;, obtidos pela
aproximacdo numérica aplicando o algoritmo do Quadro 3.1, dada na Equacdo (4.4) e a

funcao de fluéncia no espaco do tempo, obteve-se o resultado numérico seguinte:

t
D(t) = 2,5E — 4 + 7,5E — 4 (1 —e 8) 43)

t
D(t) = 2,50035981E — 4 + 7,5005022E — 4 (1 —e 799807811) (4.4)

Para este caso particular, o tempo de relaxagéo e retardo néo correspondem ao mesmo valor,
mas para ter certeza da validade dos resultados obtidos, as diferencas entre as funcdes obtidas
por inversdo desde o espaco de Laplace ao espaco do tempo e a aproximacao feita pela série

da Equacéo (4.1), podem-se apreciar segundo as funcdes apresentadas na Figura 4.2.
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Figura 4.2 — Comparacdo das funcGes viscoelasticas E(t) e D(t) aplicando os algoritmos
propostos

Na figura anterior, apresenta-se a funcéo de relaxacdo E(t) na série de cor azul. Nota-se que
esta funcao é origem da funcéo fluéncia D(t) obtida, igualmente comparam-se as fungdes de
fluéncia D(t), tanto a obtida pelo algoritmo de interconversao, no grafico representada pela
linha preta ponteada, quanto a funcéo resultado do algoritmo de aproximacao por séries de
Prony, representada pela linha vermelha e a série analitica, apresentada pela série de pontos
vermelhos. Para identificar a ordem de magnitude do erro entre a série obtida e a série
analitica da funcdo fluéncia D(t), o resultado do erro relativo Er medido entre as duas curvas

¢ apresentada na Figura 4.3.

0,0230%
0,0200%
£ 0,01350%
o 0,0100%
0,0030%

0O000% e
1E=00 1E+D3 EAS g GEFOS BE+05

Figura 4.3 — ER calculado entre a funcao fluéncia D(t) obtida Vs. D(t) analitica

4.2.2 — Interconversdo da série E(t) do Poliuretano

As espumas rigidas de poliuretano tem incontaveis utilidades dentro da inddstria aérea,
petrolifera e oceanica, sendo 0 seu comportamento mecanico estudado entre outros, por
Lemos (2005), quem realizou no seu trabalho de pesquisa um estudo desse material e com

seus dados experimentais, conseguiu a série de Prony para o comportamento de relaxagao
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E(t), este resultado se apresenta na Tabela 4.3. Na mesma Tabela apresenta-se os resultados

da série de fluéncia D(t) obtida por interconversdo numérica utilizando o algoritmo proposto.

Tabela 4.3 - Séries de Prony do poliuretano
N E,[MPa] D,[MPa™'  Exp,[s]*
o 2,105E+01  4,479E-02 -
2,913E-01 5,821E-04 2583,49
2 2,518E-01 5,074E-04 6128,77
7,400E-01 1,634E-03 59401,1
* Para E(t) BXp,=pn € para D(t) Bp, =1,
** Para E(t) N=o0 e para D(t) N=0.

A série a fluéncia do material D(t) obtida é obtida desde a funcéo de relaxacdo dos dados
experimentais de Lemos (2005), obteve-se a funcdo de fluéncia do material segundo os

resultados graficos mostrados na Figura 4.4.
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i ) 1 0,04725
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— 218 ¢ ] =
& : 1 004625 &
2216 1772
5 _ 75 =
14 4 } 004575 5
212 4 1 0,04325
I o e T 0.04475
1‘}9 [ Ly g Ly Ly T T Lol |:|,|:|4425
10 100 1000 10000 100000 1000000 10000000

t [s]
Figura 4.4 - Funcdes relaxacdo e fluéncia do Poliuretano

4.2.3 — Interconversao de séries com maior nimero de coeficientes

Devido a simplicidade da série testada, para realizar uma nova valida¢do do algoritmo de
interconversdo, realizou-se um novo teste com uma série de maior nimero de coeficientes,
desta vez, tomando a série de Prony correspondente ao mddulo do cisalhamento G(t)
utilizado no trabalho de Torres (2013). Para aplicar o algoritmo proposto e obter a série de

Prony de fluéncia ao cisalhamento J(t), sendo os dados iniciais e o resultado final da série
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obtida no espaco do tempo e cujos resultados sdo apresentados numericamente a continuagéo

na Tabela 4.4.

Tabela 4.4 - Séries de Prony G(t) e J(t)

N G,[MPa]l ], [MPa Y] Exp, [s]*
o 2,322E+02  2,153E-03 -

1 8,960E+01  5,099E-04 1,01E-10

2 4552E+01  3,479E-04 3,260E-05
3 3,916E+01  4,211E-04 1,150E-03
4 2,631E+01  3,352E-04 4,290E-02
5 2,366E+01  3,843E-04 1,650E+00
6 7,940E+00  1,450E-04 4,930E+02

* Para G(t) Bxpn=pn € para J(t) BXp, =1,
** Para G(t) N=co e para J(t) N=0.

Numericamente a convergéncia do algoritmo € facilitada na procura somente dos

coeficientes J,,, devido a que foram tomados 0s exponentes ja conhecidos, ou seja p,, = Tj.

Na Figura 4.5 apresentam-se graficamente a curva da fungéo G(t), a interconversao numérica

dada pelos dados da série correspondente J(t) e finalmente a aproximacdo dada por séries de

Prony lograda baseada nesses dados huméricos.

[ Jit) Interconversio |
= = =Git) Série de Promy ..
(t) Série de Promy #=eee Jif) Série de Prony
e
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10E+02 | o 1 40503

- - e

— - ~ ',F =N
- ;
1] " A m
e . &
2, s =
-
% / B = g
=~ e
i -
—
Sy
L
Vo = — -
2,0E+02 sy E— iy iy S 2 0E-03
1,00E-07 1,00E-03 1,00E-03 1,00E-01 1,00E+01 1.00E+03
t[s]

Figura 4.5 - Interconversao da fungdo G(t) para J(t)

Os resultados obtidos para a propriedade de fluéncia ao cisalhamento J(t) obtida por

interconversdo desde a funcdo do modulo ao cisalhamento G(t), comparada com a série de
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Prony para aproximar o comportamento de J(t), sdo graficamente iguais, no entanto, para

medir o erro relativo adequadamente esse resultado apresenta-se na Figura 4.6.

-
*rrsssssnnsssemEnEn [(EETERE R RN R R RN LR AR LY

D D'}ﬁ-__r'o ! i i i i } i i i i } i i i i } i i i i } i i i i |
QE+D 2E2 4E-2 5] 6E-2 iE-2 1E-1

Figura 4.6 - ER calculado entre a série de Prony da fluéncia ao cisalhamento J(t) Vs. J(t)
resultado de interconversao

4.2.4 — Interconversao elastica

Quando € realizada uma interconversdo entre as fungdes viscoelasticas correspondentes,
obter as outras grandezas viscoelasticas pode ser realizado por interconvesoes lineares,
acatando as formulagdes desenvolvidas para este fim. Por exemplo, no exemplo baseado nos
dados do Torres, baseou-se na fungdo do médulo ao cisalhamento do material G(t), ou seja,
que conhecendo o valor para o coeficiente de Poisson v = 0,30 e sendo este constante no
tempo, pode-se obter a funcdo do modulo de relaxagdo E(t); analogamente a mesma
interconversdo elastica, pode ser realizada para as funcdes de fluéncia ao cisalhamento J(t)

e fluéncia D(t). Estes novos resultados apresentam-se a continuagdo na Figura 4.7.
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____4-"" -..“-I-“
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] 5
= -~ . - -__.r ------------- \';;r
C.“ 30E+02 T TS T 14E03 '
& T i T A
1,5E+02 i) T (E (4
1LO0E-0E  100E0s LOOEO4  LOOE-02  1,00E+00 LOOE+02  1,00E+04
t[s]

Figura 4.7 - Interconversdo elastica das funcGes viscoelasticas
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4.2.5— Interconversao inversa

Para conferir a qualidade dos resultados obtidos pela aplicacao da interconversdo numerica
entre duas funcbes viscoelasticas, pode realizar-se a operacdo oposta, partindo da série
obtida e procurando a série inicial. Desta forma, avaliando a diferenca entre a série inicial e
final obtida de volta, podera ser comprovado que o algoritmo de interconversdo apresenta

acuracia adequada.

Assim, na Ultima verificacdo do algoritmo proposto pretende-se fazer duas vezes a
interconversao, isto é, tendo como dados iniciais os da série de Prony para 0 comportamento
ao cisalhamento G(t) e o modulo de Poisson, realiza-se uma interconverséao elastica para
obter a funcdo E(t), e uma primeira interconversao viscoelastica para obter a fluéncia ao
cisalhamento J(t). Do mesmo modo, com a funcdo J(t) obteve-se por interconversao elastica
a funcdo D(t) e, finalmente para verificar o algoritmo proposto, obteve-se com a série obtida
de fluéncia ao cisalhamento J(t) realizar de novo a interconversdo viscoelastica para
regressar a funcdo inicial G(t) e compara-las. Do procedimento anteriormente descrito

obteve-se os resultados da Tabela 4.5.

Tabela 4.5 - Séries de Prony dos parametros do material poli-isobutileno
N Gy[Pa]l  E[Pa]  J,[Pa™] Dy[Pa”'] G,[Pal Exp,[s]*
**  1430E+02 3,804E+08  7,846E-08  2950E-08  1,430E+02 -

7,300E+06  1997E+13  5,144E-08  1,934E-08  7,507E+06  2,778E-02

4,900E+06  1,256E+13  1,082E-07  4,067E-08  4,721E+06  5,556E-01
4,800E+05  1,278E+12  3,245E-07  1,220E-07  4,804E+05  5556E+00
5700E+04  1514E+11  1,977E-06  7,433E-07  5692E+04  5556E+01
6,400E+03  1,707E+10  3,073E-06  1,155E-06  6,418E+03  5556E+02
1,300E+03  3461E+09  4,702E-06  1,768E-06  1,301E+03  5,556E+03
1,000E+02  2,643E+08  6,177E-03  2,322E-03  9,937E+01  5556E+04
* Para E(t), G(t) Expn =pn e para D(t), J(t) Expn=1n
** Para E(t), G(t) N=co e para D(t), J(t) N=0.

~N oo o B~ W N e

Os resultados numéricos ndo permitem enxergar sobre a aproximagcao real da série de inicio
e a de regressdo, na Figura 4.8 séo apresentados graficamente os resultados para as séries de
Prony apresentadas na Tabela 4.5, onde a série G(t) é dada pela linha vermelha, a série E(t)
paralela a primeira e de cor azul claro, a série de J(t) obtida por interconversdo de cor
amarela, a série J(t) calculada esta em cor verde, a série D(t) obtida por escalar da série J(t)
de cor marrom e finalmente a série G(t) recalculada por interconversdo da série J(t), tal e

como se apresenta na Figura 4.8.
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Figura 4.8 - Comparacdo grafica das propriedades viscoelasticas do material poli-
isobutileno

Para finalmente concluir esta validacdo, os resultados da interconversdo realizada para a
série do modulo de cisalhamento G(t) do poli-isobutileno, depois de serem realizadas duas

aplicacdes do algoritmo, sendo avaliado segundo o erro relativo apresentado na Figura 4.9.

|:||:|n"P.l'!lru--|--h--=--|---|--|-----=--t ¥ } hasiasal
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t [h]
Figura 4.9 - ER funcéo G(t) recalculada por duas interconvesoes Vs. G(t) inicial

Os resultados obtidos na Figura 4.9 permitem verificar quantitativamente a eficiéncia e alta
aproximacdo da metodologia proposta, sendo os resultados mais do que satisfatorios e
consequentemente, tanto o algoritmo de interconverséo e procedimentos, como os resultados
com ele obtidos, s@o confidveis para os estudos a serem realizados nas seguintes etapas da

presente pesquisa.
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43— ALGORITMO INCREMENTAL DAS RELACOES VISCOELASTICAS
CONSTITUTIVAS

Para verificar os resultados numéricos obtidos pelas solucGes para as equagdes chamadas de
hereditérias, ou seja as Equagdes (2.32) e (2.33), um dos métodos mais difundidos e aceitos
na literatura atual é a implementacéo destas equacdes numa modelagem feita por elementos
finitos, sendo considerado o efeito viscoelastico em cada um dos diferenciais de tempo. O
método dos elementos finitos solucionou os problemas matematicos e computacionais
devidos ao amplo espago necessario para armazenagem dos dados obtidos, tanto pelo método
da integracdo direta, quanto por outros métodos implementados até sua apari¢do, otimizando
dessa forma o tempo computacional e diminuindo os passos de tempo necessarios para obter

alta confiabilidade na resposta final obtida (Hammerand, 1999).
4.3.1- CALCULO DE TENSOES OU TESTES DE RELAXACAO

Um teste de relaxacdo consiste em infligir um deslocamento u(t) no corpo estudado, o que
produz uma deformacéo interna g(t), causando ao longo do tempo um aumento das tensdes
internas conforme o deslocamento imposto. Para validar o algoritmo incremental a relaxacéo
analisa-se diferentes modelos e deformacgdes impostas, como serd mostrado nos itens

subsequentes.

4.3.1.1 — Modelo do sélido linear padrao

No modelo apresentado na Figura 2.8, estudou-se quando sobre o modelo € realizado um
teste de relaxacdo, ou seja, onde a deformacdo interna do corpo, consequéncia do
deslocamento imposto, é constante ao longo do tempo. Portanto, para obter a validagdo do
algoritmo numeérico, considerando a solucdo analitica obtida na Equacdo (2.13), adota-se
uma deformacdo constante €(t) = €, = 50 m/m com um tempo de andlise sendo de 60

segundos, como se apresenta na Figura 4.11.

N, = 1000 E,,, = 150 a(t) [MPal]
a(t) = 50 _El M“’ a(t) = 50 Nm [MPa.s]
-+ — — —
W E. En [MPal
E. =100

Figura 4.10 — Valores e unidades adotados para 0 Modelo do solido linear padréo
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Analogamente ao estudo realizado para este modelo na validagdo do algoritmo incremental
para fluéncia, adotaram-se os dados considerados para 0 modelo de Boltzmann no estudo
realizado por Carvalho (2014) mostrados na Figura 4.10. A resposta analitica do sistema
para a deformacdo imposta, é dada segundo a Equacdo (2.13) que substituindo os dados

adotados acima adotados converte-se na expressao (4.5).

60- L T T L L

50

40 |- ,

30 | -

g(t) m/m

20 | -l

10 -

g(t) m/m

0 r r r r r

0 10 20 30 40 50 60
t [s]
Figura 4.11 - Deformacéo imposta ao Modelo do solido linear padréo

150 _t
(D) = &, (100 + 150.e—mt) — o(0) =£0(Eoo + Epe pl)

- 707 (4.5)
o(t) =50 (100 + 150.e /3>

Como a funcdo de relaxacdo pode ser obtida da solucdo analitica dada pela Equacéo (4.5),
obtendo os parametros desta série para n = 1, o comportamento a relaxacdo do modelo

estudado esta representado na Figura 4.12.
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Figura 4.12 - Funcdo relaxagdo E(t) para teste do Modelo do sélido linear padréo

Adotados os dados de entrada para o algoritmo incremental, avaliam-se os resultados deste

algoritmo para diferentes diferenciais de tempo §t, adotando a mesma avaliagdo realizada
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pra o algoritmo incremental para fluéncia avaliam-se &6t = 0,05;0,1; 0,25;0,5¢e 1,

obtivendo-se os resultados da Figura 4.13.
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(@) curva total. (b) detalhe nos tempos iniciais
Figura 4.13 - Resultados do algoritmo incremental a relaxacdo para diferentes ot
Segundo os resultados obtidos, valida-se amplamente o algoritmo incremental a relaxacéo,
sendo mais do que satisfatdria a aproximagao comparado com a resposta analitica do modelo
do so6lido padrdo. Nota-se que o algoritmo ndo tém muita sensibilidade ao tamanho do

intervalo e serd adotado um t = 0,2 s para as validacGes subsequentes.

4.3.1.2 — Modelo de Boltzmann

Para a validacdo do algoritmo aplicado ao modelo de Boltzmann do tipo apresentado na
Figura 2.9, adotaram-se os dados utilizados por Carvalho (2014), os dados para 0 modelo
de Boltzmann indicados na Figura 4.21 e para a deformacdo adota-se &, = 50 m/m
apresentada na Figura 4.11, que considerando-os na solucdo analitica dada na Equacéo

(2.18), esta converte-se na Equacéo (4.6).

100+ 150
o(t) =¢ )

0
2" (100 + 150 ¢ ~1000
07100 + 150)( +1-0e
(4.6)

_t t
o(t) = g (Eoo + E.e pl) =50 (60 + 90e‘z)

Implementando os valores adotados sob 0 modelo de Boltzmann, a funcéo relaxacéo deste

estara dada pela séerie de Prony apresentada graficamente na Figura 4.1.
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Figura 4.14 - Funcao relaxacdo E(t) para teste no Modelo de Boltzmann

Com os dados do modelo de Boltzmann e com a resposta analitica é testado o algoritmo

incremental para relaxagéo, obtendo como resultado o apresentado na Figura 4.15.
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—o(t) analitico N
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Figura 4.15 - Resultados do algoritmo incremental a relaxagdo com 6t=0,2 s

1000

7

Os resultados obtidos com o algoritmo foram mais do que satisfatérios para um
deslocamento constante imposto no modelo de Boltzmann. Para avaliar outro tipo de
comportamento, baseados na pesquisa realizada por Carvalho (2014), o histérico das tensdes
ao longo do tempo pelo método das diferencas finitas é obtida segundo as Equacdes (4.7) e
(4.8).

Ek) Es

— At .
ES 1 (4 7)

ASi
AO'i = Eksi + Nk —— —0j (1 +
i Nk

At;

Oj+1 = 0; + AO'i (48)
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O segundo teste a ser realizado no modelo de Boltzmann consiste num passo de deformagao
constante ¢, = 50 m/m até um tempo t; = 20 seg, onde advém um descarregamento
instantaneo, permanecendo assim até o tempo final de avaliagdo t, = 60 seg segundo o

mostrado na Figura 4.16.

60 L L L L L

50 y

40 |- -

30 | y

g(t) m/m

20 | y

g(t) m/m (
00 1f0 20 30 40 50 60
t [s]
Figura 4.16 - Segunda deformacao imposta ao Modelo de Boltzmann
Segundo a deformacéo correspondente ao deslocamento imposto ao modelo de Boltzmann
apresentado na Figura 4.16, obteve-se o resultado pelo algoritmo da incrementacéo para
relaxacdo e o resultado pelo método das diferencas finitas descrito segundo as Equacgdes

(4.7) e (4.8). Essa comparacdo apresenta-se graficamente na Figura 4.17.

L L L -1
o(t) Diferencas finitas
o o(t) Algoritmo

8000

6000 |-

4000

2000

o(t) [MPg]

I
1

-2000

-4000

I
1

-6000 r r r r r L
0 10 20 30 40 50 60

t [s]
Figura 4.17 - Resultados comparativos método das diferencas finitas vs. método
incremental para relaxacdo com 6t=0,2 seg.
Segundo os resultados obtidos para os dois testes de deformacdo impostos ao modelo de
Boltzmann, tanto o mostrado na Figura 4.15 onde a deformacéo é constante ao longo do

tempo e comparou-se com o resultado dado pela formulagéo analitica, quanto o apresentado
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na Figura 4.17 onde a deformacéo é variavel e comparou-se com o resultado obtido pelo
método das diferencas finitas, concluiu-se que os resultados obtidos usando o algoritmo
incremental sdo satisfatorios o bastante como para validar esse algoritmo para testes de

relaxacéo.

4.3.1.3 — Barra engastada

A barra que se expde na Figura 4.18 esta engastada no ponto x = 0, experimenta uma forca
q(t) variavel ao longo do tempo e um deslocamento u(t) varidvel também. A area da barra

A e 0 modulo de relaxacéo E (t) adotados terdo os valores apresentados na Tabela 4.6

ry

Z1 u(t)

> q(t) A E(t) +«——»

é—r —_— — — — — —>tr-——--|--»

-+ - X

-; —0 L x=1L

Figura 4.18 - Barra engastada de material visco elastico com deslocamento dependente do
tempo

A solucdo elastica analitica foi dada na Equacéo (4.16) e as condicdes de contorno para este

caso em x = 0 e x = L séo dadas nas Equac0es (4.9) e (4.10), respectivamente.

u(0)=0 (4.9)
u(L) =y (4.10)

A solucéo para as deformacGes na barra em fungéo de x e de g(x) no comportamento elastico
do material o(x) € dado na Equacdo (4.11). Para quantificar a variabilidade dos esforcos ao
considerar viscoelasticidade do material e avaliando as funcdes consideradas variaveis ao
longo do tempo, a Equacdo o(x) transforma-se na Equacdo o(x,t), como é mostrado na
Equacéo (4.11).

RN
(4.11)
o(xt) = —%(x—%) +u1T(t)E(t)

De forma analoga as validacGes anteriores pode-se obter a resposta de tensdo para 0 modelo

da barra usando o principio de correspondéncia, como se apresenta na Equagéo (4.12).
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o(x,t) = Linv {ov(x,s)} = —% (X — ;) +%f E(t—1) %d‘[ (4.12)

Para dar solucdo numérica aplicando o algoritmo incremental, os valores numéricos das
propriedades da barra e o teste de relaxacdo, adotam-se os dados da fungéo de relaxacéo e

deformacéo resultado do deslocamento segundo os dados apresentados na Tabela 4.6.

Tabela 4.6 - Pardmetros de avaliagdo para o deslocamento de uma barra viscoelastica

Parametro Valor Unidades
A 1 cm?
N
q(t) 0,1 _
cm
u(t) 0,025 ou 0,0025t m
t N
E(t )
®) 1000 + 3000e™ 2 om?
_t N \¢
D(t) 2,5E~* + 7,501E~* (1 —e 8) ( )
cm?
L 10 cm

Desta forma, foram realizados os testes de relaxacdo correspondentes a formulacdo da
Equacdo (4.12), considerando a fungdo de deformacdo ao deslocamento imposto u(t) num

primero teste constante e num segundo teste variavel. A resposta viscoelastica do histérico

de tensbes quando u(t) = 0,025 m/m se apresenta a seguir na Figura 4.19.

3

10. L L L L

o(x=10,t,u=0,025) Viscoelastica Analitica
—0o(x=10,t,u=0,025) Elastica Analitica -
© o(x=10,t,u=0,025) Obtida por algoritmo

o (x,t) [N/cmz]

r r r r Iy

0 5 10 15 20 25 30
t[s]
Figura 4.19 - Tensdo para barra quando a forca q(t) e o deslocamento u(x,t) constantes

Como era de se esperar, as tensdes sob a barra diminuem ao longo do tempo pela natureza
do material, além disso, os resultados obtidos pelo algoritmo resultaram concordantes com
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os analiticos acrescentando a validade do algoritmo proposto. Um teste a mais do algoritmo
basea-se em submeter a mesma barra viscoel&stica sob um deslocamento varidvel no tempo,

neste caso u(t) = 0,0025t m/m, e os resultados apresentam-se na Figura 4.20.

10 L L L L L
v
8 [ f‘f 7
ﬁff
e
~— 6 ™ ‘i‘-" -1
E. f
E: v
S 4 -1
F"'ﬁ
Pt
2r o5 - o(x=10,t,u=0,0025t) Viscoelastica Analitica .
£
vl o(x=10,t,u=0,0025t) Elastica Analitica
‘ = o(x=10,t,u=0,0025t) Obtida por algoritmo
0% L -
5 10 15 20 25 30

t [s]
Figura 4.20 - Tensdo para barra quando q(t) € constante e o deslocamento u(x,t) variavel

4.3.2—- CALCULO DE DEFORMACOES OU TESTES DE FLUENCIA

Um teste de fluéncia consiste em impor uma forga P(t) no corpo estudado, o que
internamente produz no corpo uma tensédo interna o(t), 0 que causa ao longo do tempo um
aumento das deformagdes no sentido da forga imposta. Para verificar o algoritmo considera-

se diferentes modelos e tensdes impostas, como sera mostrado nos subitens seguintes.

4.3.2.1 — Modelo de Boltzmann

Implementou-se de forma semelhante ao realizado sobre 0 Modelo do sélido linear padrdo
sobre a solucdo analitica do Modelo de Boltzmann, na procura da funcéo fluéncia na forma
das séries de Prony, sendo adotados para os elementos do modelo citado os dados da Figura
4.21.

.= 1000
T T a(t) [MPal
a(t) = 50 LI al(t) =50
— R, Ne Nm |[MPa.s]
E; =100 Wn’ E. E. E,, [MPa]
E, = 150

Figura 4.21 — Valores e unidades adotados para o0 Modelo de Boltzmann
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Da solugdo analitica obtida na Equacdo (2.16), e substituindo os dados acima adotados para

0 estudo do modelo de Boltzmann, obteve-se a expressao (4.13).

1 1 _Ek,
e(t) = o E—+E—k 1—e M
S

_t
e(t) = o (Do + D, (1 —en )) (4.13)
1 1 __t
e(t) = oy —100+—150<1— e 20/3)

Como a funcdo de fluéncia pode ser obtida da solugdo analitica, e obtendo os parametros
desta série para n = 1 o comportamento a fluéncia do modelo estudado é o apresentado na
Figura 4.22.

0.02: : : : : :
E 0.015 - -
=

S oo1- ]
3 0.005 |-

{ D()[1/Mpa] |

O' r r r r r L

0 10 20 30 40 50 60

t[s]
Figura 4.22 - Funcdo fluéncia para 0 Modelo de Boltzmann
Uma vez adquiridos todos os dados necessarios para aplicar o algoritmo incremental
apresentado no Quadro 3.4, avaliam-se os resultados deste algoritmo para diferentes
diferenciais de tempo 6t, tendo como objetivo determinar a sensibilidade do algoritmo ao
tamanho de &t, incorporando ao estudo 6t = 0,05; 0,1; 0,25; 0,5e 1, obtendo os

resultados consignados na Figura 4.23.

Pode-se observar na Figura 4.23 que os resultados obtidos sdo muito proximos a funcdo dada
pela solucdo analitica, mesmo com um segundo. A Figura 4.23(b) mostra os dados num
espaco de tempo menor para assim poder apreciar as diferengas, como se apresenta na parte

direita do gréafico.
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Figura 4.23 - Deformacao &(t) obtida pelo algoritmo incremental para diferentes d(t)
Considerando que a deformacéo obtida com o valor de 6t = 0,25 segundos resulta muito
préxima da solucdo analitica sem ter um elevado custo computacional, os resultados adiante
se obterdo com um &t = 0,2 s. Por outra parte, na pesquisa realizada por Carvalho (2014)
foram desenvolvidas respostas para outro tipo de esforcos impostos ao Modelo de
Boltzmann, obtendo as respostas pelo método das diferencas finitas cuja resposta é dada

pelas as Equacdes (4.14) e (4.15).

AE; = [o; (1 + =X | = at;
i [0( T8V E e (4.14)

g+1 = & + AE; (4.15)
Para determinar o comportamento dos resultados obtidos usando o algoritmo incremental,
realiza-se a comparacdo com duas funcdes diferentes de tensdo impostas ao Modelo de
Boltzmann na dissertacdo de Carvalho (2014), estas sdo os Testes 1 e 2: 0 Teste 1 consiste
num passo de tensdo constante o, = 50 MPa até um tempo t; = 20 s, onde ocorre um
descarregamento instantaneo; o Teste 2 consta de trés etapas de tensdo: uma primeira etapa
de tens@o linearmente crescente até o tempo t; = 20 s, uma segunda etapa de tensdo
constante o, = 50 MPa e uma etapa final no tempo t, =40s onde advém um
descarregamento instantaneo. Os testes descritos anteriormente podem ser melhor

entendidos segundo o mostrado na Figura 4.24.
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o(t) [MPa]

Implementando para a presente validagdo o algoritmo incremental apresentado no Quadro
3.4, com a funcédo de fluéncia da Figura 4.22, comparou-se com os resultados

60 ¢

50

40

30

20

10

——— o(t) Teste 1 [MPa] |
----- o(t) Teste 2 [MPa]

-

-

20 30 40

t[s]

pesquisa de Carvalho (2014) apresentados na Figura 4.25.

g(t) [m/m]

Figura 4.25 - Resultados comparativos metodo das diferencas finitas vs. método
incremental para fluéncia com &t=0,2 s.

Segundo os resultados apresentados na Figura 4.25, ao comparar 0 metodo das diferencas
finitas e o método incremental das fungdes viscoelasticas, base para a presente pesquisa,

pode-se concluir que a precisdo do método é adequada, ndo s6 para carregamentos constantes

0.9

50 60

Figura 4.24 - Testes 1 e 2 para o0 Modelo de Boltzmann
Adaptado de Carvalho (2014)

----- g(t) MDF Teste 1

g(t) MDF Teste 2 ||
© g(t) Alg. Teste 1
g(t) Alg. Teste 2

r

20 30 40

t [s]

como também para variaveis ao longo do tempo.
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4.3.2.2 — Barra carregada axialmente

&

‘! P (t)
4 q (t) A E(t)

;,:—I- —_— — — — — ey >
ol | x
T ~

“ L x =1L
x=0

Figura 4.26 - Barra engastada com carregamento axial dependente do tempo

A verificacdo aqui desenvolvida realiza-se com base no trabalho de doutorado concluido por
Torres (2013). A barra que se mostra na Figura 4.26 estd engastada no ponto x = 0,
experimenta uma forca q(t) variavel ao longo da barra e uma forga de tracdo P(t) variavel
ao longo do tempo. A &rea da barra A é considerada constante, no entanto, 0 médulo de
relaxacdo E(t)é variavel ao longo do tempo e se apresentard como uma série de Prony. A
solucdo elastica analitica para a barra € como se indica na Equacéo (4.16) e as condicdes de
contorno para x = 0 e x = L sdo dadas nas Equac0es (4.17) e (4.18), respectivamente, sendo

u(x) o deslocamento da barra.

dZ
AE d‘;(zx) +q(x) =0 (4.16)
u(0) =0 (4.17)
Ap ) _ (4.18)
dx

A solucdo para a barra em funcéo de x e de um carregamento q(x) como uma constante, esta
dada pela Equacéo (4.19) . Ao considerar esta resposta em funcéo do tempo, a solucdo geral
muda como se apresenta na Equacéo (4.20).
P+qlL
4 . Pral

u(x) = —5aE X AE

(4.19)

a® , PO+aOL

) =—
uxt = -1 AE

(4.20)

Aplicando o principio de correspondéncia elastica-viscoelastica no espaco de Laplace, e
aplicando as condi¢des geométricas e viscoelasticas do material da barra, a Equagéo (4.20)

transforma-se na Equagéo (4.21).
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q(s) 24 P(s) +q(s) L
2 AsE(s) AsE(s)
q(s)

u(x,s) = L{u(x,t)} = —%s D(s)x? +

u(x,s) = L{ux,t)} =—

(4.21)
P(s) -;fl(S)LS D(s)x
Atendendo o resultado obtido na Equacédo (2.44) e substituindo na Equacéo (4.21), obtém-
se a resposta para o fendmeno da fluéncia no espaco de Laplace mostrado na Equagéo (2.43)

e posteriormente a resposta geral no tempo dada na Equacéo (4.22).

X

t oP t aq
A[fo D(t—r)adr+LfoD(t—r)Edr] (4.22)

XZ t aq
u(x, t) = _ﬂf D(t—r)adr+
0

Uma vez obtida a resposta analitica geral para o deslocamento na barra estudada, incluindo
a consideracdo da viscoelasticidade do material, adotam-se os dados da Tabela 4.7.
Considerando as func6es q(t), P(t), um tempo de avaliacdo de 30 segundos e um diferencial

de tempo 6t=0,2 s, escolha baseada nos resultados obtidos na Figura 4.13.

Tabela 4.7 - Pardmetros de avaliacdo para o deslocamento de uma barra viscoelastica

Parametro Valor Unidades
A 1 cm?
N
t 0,1 -
q(t) p—
P(t) 10 ou 0,1t N
t N
E(t) 1000 + 3000e™ 2 cn?
t —
D) 2,5E~* + 7,501~ (1 e §) ( N )
cm?

L 10 cm

Baseando-se na formulacdo mostrada acima, aplica-se o algoritmo incremental para obter o
deslocamento que experimenta a barra ao longo do tempo, os resultados obtidos pelo
algoritmo proposto apresentam-se na Figura 4.27. Nota-se que os resultados obtidos pelo
algoritmo incremental sdo equivalentes; também pode-se ressaltar a enorme diferenca que
estabelece no deslocamento da barra ao longo do tempo, a consideragdo ou ndo das suas
propriedades viscoelasticas, sendo neste caso especifico mais de trés vezes seu valor para a
avaliacdo num tempo de sé 30 segundos, ainda assumindo um carregamento P(t) constante

ao longo do tempo.
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u(x=10,t,P=10) Viscoelastica analitica
0.12 L ————u(x=10,t,P=10) Elastica Analitica i
x* u(x=10,t,P=10) Obtida por algoritmo
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=]
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O r r r r r [
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t[s]
Figura 4.27 - Verificacdo do algoritmo incremental da barra engastada para P(t)=10 e
q(t)=0,1

Na seguinte verificagdo considerou-se P(t) = 0,1t. Ao avaliar esta condi¢cdo da forca, a
solucdo analitica dada pela Equacdo (4.22) resume-se numa parcela dependente da
convolucdo e uma multiplicacdo de funcdes para as outras duas parcelas devido ao valor

constante da fungdo q(t), como é apresentado na Figura 4.28.

003 L L L L L I
------ u(x=10,t,P=0,1t) Viscoelastica Analitica é!__e-‘-“'é
0.025 - —— u(x=10,t,P=0,1t) Elastica Analitica é_f‘é B
' = u(x=10,t,P=0,1t) Obtida por algoritmo f,_é"t
0.02
€
2,
— 0.015
)
=1
0.01
0.005
0 l r r r r r L
5 10 15 20 25 30
t[s]
Figura 4.28 - Verificacdo do algoritmo incremental da barra engastada sendo P(t)=0,1t e
q(t)=0,1
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Segundo o0 mostrado nas figuras anteriores, mesmo com elementos muito simples e até com
carregamentos constantes no tempo o algoritmo consegue representar as respostas

viscoelasticas analiticas que ndao envolvem convolucgéo.

Os resultados viscoelasticos comparados com os elasticos permitem mostrar a evidente a
importancia do estudo dos efeitos da viscoelasticidade no comportamento mecénico dos
elementos estruturais, devido a que a desconsideracdo destes pode provocar falhas tanto no
dimensionamento e concepcao das estruturas, quanto no seu comportamento ao longo da sua

vida atil.
4.3.2.3 — Viga Engastada

Para verificar o algoritmo aplicado a viga avaliou-se o resultado com a resposta obtida pelo
MEF baseado num exercicio simples desenvolvido na tese doutoral do Torres (2013), onde

estuda-se uma viga em balanc¢o sujeita a uma carga P (t), como se apresenta na Figura 4.29.

z4

7 EIG | P (2)
/I -

7 % ol
2 L g b
x=10 =

Figura 4.29 - Viga em balanco submetida ao carregamento P(t)

Os parametros geométricos da viga engastada que motiva a presente verificacdo adotaram-

se segundo os dados registrados na Tabela 4.8.

Tabela 4.8 - Parametros geométricos da viga engastada

Parametro Valor Unidade

h 1 cm

b 1 cm

L 4 cm
E(D) - N

1000 + 3000e 2 cm?

_t N \ !

D(t) 2,5E~* + 7,501E~* (1 _e s) ( )

cm?

Foram consideradas quatro tipos de carga diferentes, cada uma tém como méaximo valor P =
6,6 N e tmax. refere-se ao instante do tempo em que a carga maxima é aplicada. A descri¢céo

matematica de cada um dos carregamentos aplicados a viga apresenta-se na Tabela 4.9
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Tabela 4.9 - Carregamentos impostos na viga em balango

Tipos de Carregamentos tmax. Funcdo do Carregamento
[s] [N]
1 Constante 0 P(t) = 6,6
_ t
2 Rampa 20 PO = —_
1— 2t
At) = (M) 6,6
3 Sinusoidal 1
1— 2t
At) = (M) 6,6
4 Impulso sinusoidal 1 Pt) =0

Nota-se que a viga estudada é exposta a diferentes tipos de carregamentos, desde um
carregamento constante até carregamentos impulsivos e ciclicos, o que permitira um melhor
entendimento do seu comportamento viscoeldstico. A representacdo grafica dos

carregamentos esta apresentada na Figura 4.30.

5
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0 5 10 15 20
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Figura 4.30 - Carregamentos apresentados na Tabela 4.7

Segundo a teoria de Euler-Bernoulli, o deslocamento para uma viga em balanco com
carregamento concentrado no extremo livre est4 dado pela Equacgéo (4.23), que consegue-se

transformar aplicando o PCEV tem-se a Equacdo (4.23).

3

L3t daP
ux=1L1t) = —f D(t— T)ad‘t (4.23)
0
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Os resultados dos deslocamentos produzidos pelo MVEB em condicBes elésticas e
viscoelasticas devida aos quatro carregamentos impostos e solucionando a Equacao (4.23),
apresenta-se na Figura 4.32 e na Figura 4.33. Note-se que ao aplicar o carregamento
constante o do tipo 1, o deslocamento vertical u(x = L, t) da viga descreve graficamente o
comportamento da série de Prony para o comportamento a fluéncia do material. O efeito da
viscoelasticidade utilizado o algoritmo com o6t=0,2 s, permite ver a diferenga nos
deslocamentos da viga, isto comparando as condi¢es viscoelasticas com as elasticas, sendo
que a deformacéo final no tempo de 20 s em condi¢Oes elasticas € menos da terceira parte
do que é o valor do deslocamento com o mesmo carreamento considerando a
viscoelasticidade, o que valida a importancia do estudo da influéncia da viscoelasticidade

dos materiais no comportamento das vigas.

No caso dos carregamentos variaveis como os do tipo 2 e 3, a evolucdo das deflexdes da
viga aumentam conforme aumenta ou diminui o carregamento, sem que isto implique que
uma vez descarregada a viga instantaneamente eliminara o deslocamento, como pode ser
observado na curva do carregamento tipo 4. 1sso é devido a consideracdo dos materiais como
no comportamento viscoelastico; uma vez descarregado o material, os deslocamentos

diminuem na taxa de relaxagdo do material até chegar a zero e ndo instantaneamente.

Segundo a teoria de viga de Timoshenko, para a viga em balanco os deslocamentos verticais
elasticos estdo dados pela Equacdo (2.71), no entanto, usando o PCEV, essa equacdo
transforma-se para a Equacdo (4.24) segundo o apresentado na continuagdo na Equacéo
(4.24).

3

(—Lt)—LftDt P +Lft -y 4.24
ux =L _310( T)OTTAOI( Ripely (4.24)

Resolvendo pelo algoritmo a Equacéo (4.24), dados os carregamentos P(t) apresentados na
Figura 4.30, obterem-se os resultados apresentados na Figura 4.33. Comparando 0s
resultados obtidos considerando a formulacdo da viga de Timoshenko com a viga de Euler-
Bernoulli, encontra-se um incremento nas deflexdes maximas da viga. Essa diferenga foi no
méaximo valor de 4,875%, que ainda para essa viga em particular sdo uns poucos milimetros,
para outros casos de viga com maior comprimento pode representar uma diferenca

consideravel.
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Para verificar mais uma vez o algoritmo aplicado para determinar os resultados apresentados
na Figura 4.32 e na Figura 4.33, modelou-se a viga no aplicativo SHAY (Evangelista Jr,
2014). Esse programa foi desenvolvido na Universidade de Brasilia, ainda ndo foi patenteado
e baseado na teoria dos elementos finitos, sendo obtidos os deslocamentos para a viga em
balango modelando cada um dos carregamentos propostos das modelagOes feitas nesse

programa.

A Figura 4.31 ilustra a malha de elementos finitos da viga de dimensdes segundo a Tabela
4.8, onde os deslocamentos séo extraidos para comparacdo no ponto de aplicagéo da forca
P(t). A geometria da viga corresponde a indicada na Figura 4.29 e malha de elementos finitos
foi gerada com 400 elementos do tipo quadrilaterais de oito nds Q8 de oito nds, considerando

0 material viscoelastico correspondente as séries de Prony das Equacdes (4.1) e (4.4).

&
i
o
hes
a
o
£
b i
8
]

Figura 4.31 — Malha deformada obtido pelo programa SHAY
(Evangelista Jr, 2014)
Para poder comparar os resultados obtidos pelo método dos elementos finitos com os
resultados obtidos numericamente pelo algoritmo proposto, foi usado o mesmo diferencial
de tempo, isto quer dizer, que para os dois tipos de resultados &t = 0,2 s, obtendo 0s
deslocamentos para cada tipo de carregamento segundo o apresentado na na Figura 4.32 e
na Figura 4.33.

Nessas Figuras, se comparam os resultados das deflexGes méximas da viga em balanco,
obtidos para 0 modelo de Timoshenko em condicGes elasticas MV Te, o0 modelo de viga de
Euler-Bernoulli em condic@es viscoelasticas MVEBYV, o modelo de viga de Timoshenko para
as duas parcelas viscoelasticas MV Tvv e finalmente comparados com o resultado do modelo

realizado pelo método dos elementos finitos em condigdes viscoelasticas MEFv.
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(a) Deflexdes maximas viga engastada carregamento constante
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(b) Deflexdes maximas viga engastada carregamento de rampa

Figura 4.32 — Deflex6es méaximas da viga engastada para 0s carregamentos constante e de

rampa
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(b) Deflexdes maximas viga engastada carregamento de impulso sinusoidal
Figura 4.33 - DeflexBes méaximas da viga engastada para os carregamentos sinusoidal e de
impulso sinusoidal
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Graficamente pode se comprovar que os resultados obtidos por elementos finitos e pelo
algoritmo proposto sdo concordantes, mas, aproveitando que os maiores efeitos numéricos
se obtiveram com o modelo da viga de Timoshenko com o material considerado
viscoelastico, pode-se medir em detalhe a diferencga quantitativa entre os resultados obtidos

por esse modelo e compara-los com o MEF e é apresentada na Figura 4.34.

30% ¢, Carr. Constante
: ——— Carr_Rampa
4.0% —_. «  Carr. Sinusoidal
H ¢ Carr. Imp. Simzoidal
3.0%
ry 20% §
M :
1.0% £
0.0% <

t [s]

Figura 4.34 - Diferenga quantitativa deslocamento u(t) MEF vs. viga de Timoshenko

Baseados no anterior, pode-se concluir que o algoritmo é apropriado para descrever o
comportamento viscoelastico de elementos estruturais como vigas, ainda sendo os resultados
obtidos pelo MEF superiores em valor aos obtidos pelo algoritmo, a diferenca é muito
pequena, além disso, para tempos superiores, a diferenca estabiliza para todos os tipos de

carregamentos, sendo pouco superior ao 1%.
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5- ANALISE DO COMPORTAMENTO MECANICO DE
ELEMENTOS ESTRUTURAIS COMPOSITOS

No presente Capitulo se apresenta um estudo de como afeita 0 aumento das deformacdes a
consideracdo da viscoelasticidade em elementos estruturais compdsitos tipo viga. Na
primeira parte estudou-se a viga sanduiche quando experimenta diferentes tipos de
carregamentos dindmicos e estaticos, estudando a variabilidade dos seus materiais e
dimensBes. Na segunda parte realizou-se um estudo paramétrico baseado na teoria de

superficies com equacdes de segundo grau.

51— VIGA SANDUICHE VISCOELASTICA

5.1.1- PARAMETROS GEOMETRICOS, MATERIAIS E CARREGAMENTOS

Para as comparacOes que se pretendem realizar na presente pesquisa, adota-se uma viga
sanduiche de geometria e o carregamento definidos e indicados na Figura 5.1, onde
consideram-se 0 médulo de elasticidade E, 0 modulo ao cisalhamento G e o coeficiente de
Poisson v como propriedades dos materiais da viga, P(t) como o carregamento pontual
imposto no centro e os materiais foram subdivididos nas camadas elasticas (1 e 2) e as

camadas do nucleo viscoelastico (3 e 4).

lPi'zil lp,ﬁ;,
Ee1: Ge1: Va1
B GrogiUig t,=0.3 ] - .
S . =”I 727Kk
Ecg G L'.:-q.@ : @ =05 & : b =51.8
o :f’f?/’/' ¥ Wf{ffzﬂ-ﬁsz-]—"s: ¥ l.:tﬂnii
) L=1000 " b=200

Figura 5.1 - Geometria e propriedades da viga sanduiche analisada

Dado que um dos materiais de ndcleo de estruturas compadsitas mais comuns sdo a espuma
de poliestireno (PS) com peles de aluminio, esses materiais foram escolhidos para serem
usados na viga do presente estudo. Para analisar a influéncia da viscoelasticidade nos
deslocamentos da viga sanduiche precisa-se das propriedades viscoelasticas do material do
nacleo, sendo obtidas com base nos dados experimentais obtidos por Ferry (1980) num

ensaio de fluéncia ao cisalhamento do material poliestireno.

84



Baseando-se nesses dados experimentais foi obtida a série de Prony J(t) aplicando os
algoritmos de interconversdo e aproximacao as series de Prony verificados nas se¢des 3.1 —
e 3.2 —, foram obtidas as séries de fluéncia D(t) e relaxacdo E(t). Na Figura 5.2 se
apresentam os dados experimentais do ensaio do Ferry (1980) da propriedade j(t), a série
de Prony que representa matematicamente estes dados, a representacdo da série D(t) e
posteriormente tanto os dados da interconversdo de E(t) como a série obtida a partir de esses
valores, provando a correta interconversao dos dados realizando a interconversao inversa,

ou seja, desde E (t) para D(t), sendo amplamente satisfatorios os resultados obtidos.

o Eit) [lMPa] Dados ssnass E(t) [MPa] Série de Prony
¢ J(t) [MPa-1 ] Experimental =~ =0 ====- Jif) [1Pa-1 ] 3érie de Prony
100000 ;E & Dit) [WMPa-1 ] Interconverz&o = Dt} [MPa-1 ] Srie de Prony 1
A e
o
[ ﬁ_,ﬁ*" - \
10000 k: r{}..' : 0.1
o
[ P
1000 - o ! 0,01
o # —
100 0,001
10 4 q%%t: " 0.0001
F mmmmm 1T
14 0,00001
000001 00001 0001 0,01 0.1 1 10 100 1000 10000 100000

t [h]
Figura 5.2 - Funcdes de fluéncia e relaxacdo da espuma rigida de poliestireno (PS)
As funcgdes que originaram a Figura 5.2 estdo dadas por nove coeficientes e oito exponentes,
isto dado a variacdo dos valores de cada uma das propriedades em aproximadamente oito
ordens de grandeza no tempo, sendo apresentados os valores na Tabela 5.1

A analise paramétrica a ser realizada na viga de geometria e materiais ja definidos, separa
por casos de estudo as diferentes variagdes dadas segundo as avaliagdes dos modelos de viga
apresentados no numeral 0, sendo os seis casos de estudo os seguintes: 0 Modelo de viga de
Euler-Bernoulli (MVEB) avalia as condic¢Ges elasticas do modelo da viga de Euler-
Bernoulli, 0 Modelo de viga de Euler-Bernoulli viscoelastico (MVEBvV) reformula o MVEB

considerando a viscoelasticidade do material do nicleo de um material, o0 Modelo de viga de
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Timoshenko (MVT) considera as condigfes elasticas para a formulacdo da viga de
Timoshenko, 0o MVTev contempla neste ultimo modelo a viscoelasticidade ao cisalhamento
e a simplificagdo do (EI).,, 0 MVTvv ndo realiza a simplificacdo feita no MVTev e
finalmente, 0o MV Tvv. que considera a viscoelasticidade segundo o MV Tvv quando o nucleo
se compde de dois materiais viscoelasticos, sendo um mais rigido do que o outro a vezes. O

anterior pode-se resumir segundo se apresenta na Tabela 5.2.

Tabela 5.1 - Coeficientes séries de Prony J(t), D(t) e E(t) do PS
N J,[MPa™'l] D,[MPa"'] E[MPa] Exp,, [s]*
9,33E-05 3,51E-05 5,65E+00
2,15E-05 8,10E-06 546E+03  1,66E-04
2,57E-05 9,65E-06 7,98E+03  1,66E-03
1,16E-04 4,34E-05 1,36E+04  1,66E-02
1,46E-04 5,49E-05 1,32E+03  1,66E-01
1,33E-03 4,98E-04 6,63E+01  1,66E+00
4,31E-02 1,62E-02 1,68E+01  1,66E+01
2,47E-01 9,30E-02 456E+00  1,66E+02
1,78E-01 6,71E-02 1,95E+00  1,66E+03
* Para E(t) BXp, =p, € para J(t), D(t) BExpn =1
** Para E(t) N=co e para J(t), D(t) N=0.

*
*

0 N o o b~ W N B

Tabela 5.2 — CondicGes de avaliacao da viga sanduiche

Camada Pro Caso | Casoll Casolll Casolv CasoVv CasoVI
p- MVEB MVEBv MVT MV Tev MVTw  MVTw,
Externa | Es1=Esz| 70000 70000 70000 70000 70000 70000
(Aluminio) | ., = ve,| 0,35 0,35 0,35 0,35 0,35 0,35
Ecs 28480 Ecs(t) 28480  f(Egq)*  Ecs(® Ec3(0)
Ges - - 10706,66  G.5(t) G(t)cs G(t) s
Nucleo Ves 0,33 0,33 0,33 0,33 0,33 0,33
(Poliestireno
PS) EC4— 28480 EC3 (t) 28480 f(Esl)* aEcg(t) aEcg(t)
Gea - - 10706,66 Gc3()  aGes(  aGes(t)
Vea 0,33 0,33 0,33 0,33 0,33 0,33

Esi,Eci, G [MPa] v,V [Adimensional]
o. Coeficiente de modificag¢do da rigidez. Caso 5 a=1, Caso 6 0=0,75, 0=0,5 e a=0,25
* Rigidez flexional El é funcdo do modulo de elasticidade das camadas externasE ; .

O carregamento imposto ao elemento estrutural estd dado por trés tipos diferentes de

carregamentos, sendo comum para todos o valor méximo de 1000 N e para cada um deles
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um periodo de tempo T sendo que em cada caso 0 maximo valor é alcancadonot =T /2. O
Carregamento tipo 1 (CT1) € do tipo rampa, onde aumenta linearmente ao valor maximo até
o valor de tempo t =T/2 e depois permanece constante ao longo do tempo como se
apresenta na Figura 5.3, sendo a rampa inicial avaliada para quatro periodos diferentes
T=0,1, 1, 10 e 100 [h].

) [N] |

Pmax. |------- e - -

T2 T ]
Figura 5.3 - Carregamento CT1 (rampa)

O segundo tipo de carregamento considerado no presente estudo (CT2) é um carregamento
impulsivo do tipo sinusoidal, isto para analisar a influéncia da aplicacdo da carga nos
deslocamentos centrais da viga, também pretende-se comparar dois tipos diferentes de
carregamentos impulsivos, cada um com um tempo de periodo de T=0,1, 1, 10 e 100 [h] com

0 méximo da carga P(t) = 1000 N no tempo t = g como apresenta-se na Figura 5.4.

P(t) [N]|

Pmaxf------- el

T2 T t[h]=
Figura 5.4 - Carregamento CT2 (impulso sinusoidal)
O terceiro e ultimo tipo de carregamento (CT3) consiste num carregamento impulsivo de
rampa que se desenvolve em trés etapas de tempo t = T /3, no primer tercio o carregamento
aumenta linearmente até o maximo valor de P(t) = 1000 N, permanecendo constante
desde T/3 < t < 2T /3 e posteriormente no tercio final sofre um descarregamento constante

até zero no tempo t = T, como se apresenta na Figura 5.5.
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Figura 5.5 - Carregamento CT3 (impulso rampa)

5.1.2— VERIFICACAO DO ALGORITMO PARA O PCEV DE VIGAS
SANDUICHE

Ao tentar comparar os efeitos na deflexdo resultantes da consideracdo dos modelos analiticos
de viga de Euler Bernoulli e de Timoshenko, ou seja, o efeito da consideracdo ou ndo do
cisalhamento em elementos de viga sanduiche. Para isso avaliou-se as condi¢fes elasticas
dos modelos comparado com um modelo de elementos finitos ou MEF, isto para verificar o
modelo numérico e posteriormente poder extrapolar esta formulacédo das condicgdes elasticas

as condicdes viscoelasticas.

A modelagem feita em elementos finitos realizou-se no programa SHAY (Evangelista Jr,
2014), reproduzindo as condicdes elasticas do modelo com uma malha de 4400 elementos
quadrilaterais tipo Q8, considerando integracdo ndo linear em oito nds por elemento e
modelada com as condiciones de apoio e 0 carregamento maximo, como se apresenta na
Figura 5.6, e concordante com as dimens@es dadas na Figura 5.1 e os materiais segundo cada

caso descrito na Tabela 5.2.

Figura 5.6 - Malha deformada da viga sanduiche obtido pelo SHAY
(Evangelista Jr, 2014)

Os resultados obtidos no programa SHAY correspondentes as deflexdes obtidas pelo modelo
de elementos finitos MEF, foram comparadas com as respostas do modelo de Euler-

Bernoulli MVEB e 0 modelo de viga de Timoshenko MVT como se apresenta na Tabela 5.3.

88



Tabela 5.3 - Comparacdo das deflexdes maximas da viga

Parametro MEF 4400 MVEB M\,/.T
Elementos analitico
Defiexdo 0,2918 0.2934 02946
[mm]
Diferenca 0,0028 0,0012 Referéncia
[mm]
Erro % 0,94% 0,40% Referéncia

Na Tabela 5.3 consignaram-se os deslocamentos no centro da viga dos diferentes modelos
para o carregamento de P=1000 [N], isso devido a que esse valor corresponde também ao
maximo valor da carga em cada um dos tipos de carregamento a serem avaliados, e
consequentemente, em condic@es elasticas esse maximo valor produzira a maxima deflexao.
Também permite visualizar que o MVEB descreve aproximadamente as deflexdes na viga
estudada, isto valido somente neste caso pois se 0 material do ndcleo fosse menos rigido do
que a espuma utilizada os deslocamentos do MVEB e o MVT seriam notoriamente

diferentes.

A verificacdo do modelo em condicdes viscoelasticas baseia-se na aplicacdo do algoritmo
apresentado no item 4.3.2.3 — com a formulacéo dos deslocamentos no centro da viga, isto
considerando a parcela de flexdo aportada pelo MVEB em funcéo do I,,,4 (apresentado na
Equacdo (2.86) e cujo algoritmo descreve-se no anexo C.7), que estabelece a relacdo elastica
do material das camadas externas e o material do nucleo no tempo zero, e na parcela ao
cisalhamento incrementada pelo MVT em funcdo da &rea que suporta o cortante, o
coeficiente de Timoshenko ao cisalhamento e o fator o=1 como se apresenta na Equacao

(5.1).

Ly LB dP(1) L t dP(1)
8<E’t)_7481M0d JO D(t—1) = dr+40(KACMJO](t—r)—dT dr (5.1)

Aplicando na Equagdo (5.1) o algoritmo incremental para a solucdo do problema de
convolugdo numérica, usando as series de Prony que descrevem as propriedades de fluéncia
D(t) e fluéncia a cisalhamento J(t) podem ser obtidos os deslocamentos no centro da viga.
Para avaliar tais deflexdes é usando no MEF a série de relaxagéo E (t), sendo avaliado dois
carregamentos do tipo 1 para os periodos T=0,1 e 10 [h], e um carregamento do tipo 2 para

T=10 [h]. Os resultados obtidos pelo MEF comparado com o algoritmo proposto para obter
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as deflexdes no centro da viga segundo as consideragdes do MV Tvv apresentam-se na Figura
5.7.

Note-se na Figura 5.7 que as deflexGes obtidas pelo algoritmo proposto comparado com o
MEF muito semelhantes, mas, para avaliar a porcentagem real do erro tomando como
parametro de comparacdo os deslocamentos obtidos pelo MEF avaliou-se o erro ponto a

ponto da série de resultados obtidos segundo a Equacéo (5.2) e apresentados na Figura 5.8.

3G Yuer =3G9

Erro(t) = T X 100 [%] (5.2)
5(5,t
«essss MEF CT1 T=0.1 [4] — MEFCTIT=10[] = ----- MEF CT2 T=10 [
35 ¢ WWVTww CT1T=0.1 [h] & MVTwvv CT1 T=10 [h] o WVTww CT2 T=10 [h]
31
21
ELS
)
[Z=T0 | I

0,5
0 d - . - |
0 3 10
t[h]
Figura 5.7 — Verificacao das deflexdes obtidas MV Tvv Vs. MEF
2% — & = CT1 T=0,1{k] MVTwv
a5 —a— CT1 T=10 [k] MVTwv
s=se s T2 T=10 [K] MV T
= 3%
0 2%
1% Vo= O o -y
O S
4 s e L B o L oo
000 1,00 200 300 400 500 600 700 800 900 10,00

Figura 5.8 - Erro MVTvv Vs. MEF

As verificacOes realizadas ao algoritmo com um método amplamente validado e aceito,

como o método dos elementos finitos obtendo um erro porcentual no superior ao 4% permite
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avaliar o algoritmo proposto como de alta confiabilidade, podendo assim ser utilizado na
pesquisa do presente trabalho.

5.1.3— ANALISE DOS MODELOS MATEMATICOS CONSERANDO
VARIACAO DE PARAMETROS
5.1.3.1 — Caso I: MVEB elastico linear

O Caso | avalia 0 modelo elastico da viga de Euler-Bernoulli, ou seja, as deflexdes no centro
da viga considerando os deslocamentos da parcela de flexdo unicamente, como se explica
na Equacao (5.3). A rigidez a flexdo dada por EIl é calculado segundo o desenvolvido na
Equacdo (5.4) com os dados geométricos apresentados na Figura 5.1 e as propriedades dos
materiais especificadas na Tabela 5.2.

L PL3 (1000)13
8( ) = = 1le3
c1 48El 48.71387,843

2

L
5 (—) = 0,291833 [mm] (5.3)

2/c1

bt,3 he t\* b h;?
EIZZEsl F'{'btl(?—i) +2Ev3 3
0,2) 5E — 43
El = 2| 70E9 <% +(0,2) 5E — 43(0,0257)2>
(0,2)0,02543 (5.4)
+ 28,479E9 —

El = 71387,843 [Nm?]

Como 0 MVEB é um modelo elastico, os maximos deslocamentos obtidos na viga ao longo
do tempo serdo proporcionais a0 aumento ou diminuicdo do carregamento, tendo como
maximo o valor de 0,291833 [mm] quando o carregamento atende o valor de 1000 N.
Doravante para avaliar a varidvel do tempo, este, serd normalizado em funcdo de cada

periodo do carregamento imposto, segundo a Equacao (5.5).

t.
tN:—l

T. [h/h] (5.5)

)

A normalizacdo do variavel tempo permitira que os resultados obtidos para cada os trés tipos
de carregamentos, dados para cada um dos quatro periodos considerados, seja comparavel,

e desta forma, avaliar a influéncia do periodo e do tipo de carregamento para cada caso de
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estudo proposto na Tabela 5.2. Assim, os deslocamentos no centro da viga para o CT1
apresentam-se na Figura 5.9 (a), do CT2 Figura 5.9 (b) e do CT3 na Figura 5.9 (c). Note-se
na Figura 5.9 (a), que o deslocamento descreve exatamente a forma do carregamento tipo 1
para todos 0s periodos, o que é logico tanto para o casol quanto para o MVT, isto devido a
que sdo os dois casos em que sdo considerados os materiais em condicdes elésticas ao longo
do tempo.

Na Figura 5.9 (c) a curva descreve o impulso sinusoidal imposto segundo a Figura 5.5, e 0s
deslocamentos descrevem o impulso de rampa, voltando ao valor zero quando o
carregamento € retirado depois do impulso no tempo t = T. Logicamente, para 0s casos que
consideram a viscoelasticidade do material do ndcleo, espera-se um incremento nas
deflexfes maximas e que a descricdo das curvas correspondentes aos diferentes periodos ndo

descreva a mesma tendéncia, diferente do atual caso de estudo MVEB.

035 F L L L T
0.3 .
'E 0.25 - i
E
= 0.2~ 7
o
1 015~ i
Il
X 01l —o—— T=0,1[h] ||
w ' —o— T=1[h]
0.05 - ——— T=10[h] -
—8—— T=100[h]
O 7t r r r ol
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t,, [/h]
(a).5 (L/2, ) [nm] MVEB CT1
035 F 1 1 1 T F
—o—— T=0,1[h]
03 —o—— T=1[h] ||
E‘ 0.5 |- —*— T=10[h] ||
£ —8—— T=100[h]
; 0.2 | ]
o
— 015 i
\|>|</
o 0.1 )
0.05 - i
O = r r r r =
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t, [h]
(b). & (L/2, t) [nm] MVEB CT2
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5.1.3.2 — Caso Il: MVEB viscoeléstico

Para conseguir comparar os efeitos numéricos da consideracdo da viscoelasticidade num
modelo originalmente elastico, realiza-se um estudo das condicdes elasticas para validar o
modelo numérico e posteriormente poder extrapolar esta formulacédo das condicgdes elasticas
para as viscoelasticas, como corresponde aos casos 1 e 2, aplicado ao modelo matematico
da viga de Euler Bernoulli.

Baseando-se em alguns testes preliminares realizados na presente pesquisa com outros
materiais viscoelasticos no nucleo, o efeito do cisalhamento é de vital importancia no estudo
das vigas sanduiche em quanto menor seja a resisténcia do material do nicleo comparado

com a resisténcia a flexdo do material das peles externas.

Embora no PS ndo seja tdo importante a parcela ao cisalhamento quanto para outros
materiais, como por exemplo o0 PU, é preciso avaliar tanto os comportamento independente
da parcela de flexdo quanto o incremento das deflexdes por efeito do cisalhamento, que
combinadas outorgam nos resultados um erro inferior ao 5% como ja foi verificado no

numeral 5.1.2 —.

Para avaliar o MVEBYV ou a influéncia da viscoelasticidade na parcela de flexdo, considera-

se as condi¢Oes exatas da rigidez a flexdo para o MVEB, obtendo uma equacéo em funcao

do modulo de relaxacdo do nucleo Eq3. Obtendo a relagdo entre 0 modulo de elasticidade

das camadas externas Eg; e 0 modulo de relaxacdo do material viscoel&stico no tempo inicial
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Ec3(0), simplifica-se 0 modelo matematico e consequentemente o valor da inercia a flexdo
sera o resultado das operacdes algébricas pertinentes e chamado de Iy;,4, calculado segundo

a Equacdo (2.86). O resultado analitico dos deslocamentos est4 dado pela Equacéo (5.6)

5 (L) _PMOL® P(t)L3
MVEBv

2 ~ 48El  48E(34(D)Iyoq

(5.6)

5 (L) B P(t).13
2/mvesy  48Ec3,4(0) Ivod
Da relacéo elastica que descreve o deslocamento no centro da viga dada na Equacao (5.6),
procede-se a aplicar o PCEV para mudar das condic@es elasticas as viscoelasticas e obter a

resposta ao longo do tempo para qualquer tipo de carregamento, como se descreve na
Equacdo (5.7).

5 L 3 P(s) L3 3 L3P(s)sD(s) 3 L3(P(s)s * D(s))
(E' S)MVEBV  48sEc3(S)Imoa 48lmoa 48lMod
I3 dP(1) .7)

L t
SR L . O
2" /mveev 48 1Imoa Jo drt

Dada a Equacdo (5.7) e aplicando o algoritmo incremental, obterem-se os resultados dos
deslocamentos no centro da viga ao longo do tempo sendo avaliados desde ty = 0 até ty =
1, avaliando cada um dos periodos T para cada tipo de carregamento, sendo discriminados
na Figura 5.10 (a) as deflexdes maximas obtidas pelo carregamento do tipo 1, na Figura 5.10
(b) as deflexdes devidas ao carregamento tipo 2 e as correspondentes ao carregamento tipo
3 na Figura 5.10 (c).

Os resultados da Figura 5.10 (a) permitem visualizar que entre maior € o tempo de
permanéncia do carregamento maiores sdo também as deflexfes, aumentam ao longo do
tempo sem incrementar a magnitude do carregamento, e depois do tempo ty = 1/2 com a

mesma magnitude do carregamento os deslocamentos continuam aumentando.

As curvas das deflexdes apresentam uma mudanca na concavidade passando de céncava a
convexa depois do ty = 1/2, e no tempo ty = 1 a maxima deflexdo aumenta na medida

que aumentam os periodos de aplicagdo do carregamento.
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No caso das deflexdes maximas obtidas devido ao carregamento tipo 2 apresentadas na
Figura 5.10 (b), 0 aumento na magnitude dessas sdo proporcionais ao aumento do periodo
de permanéncia do impulso sinusoidal. Esses deslocamentos centrais sdo inferiores aos
obtidos para o carregamento do tipo 1 comparando periodo a periodo, sendo interessante que
0 tempo onde é maximo dos deslocamentos ndo coincide com o tempo onde € aplicado o
maximo carregamento t, = 1/2, variando para cada um dos periodos dos impulsos

aplicados na estrutura.

As deflexdes devidas ao impulso de rampa, aumentam em funcdo do aumento do periodo
avaliado de forma similar aos resultados obtidos pela aplicagcdo do impulso sinusoidal, sim
embargo, a magnitude dos méaximos valores sdo menores que as obtidas no mesmo periodo
para 0 carregamento tipo rampa e superiores 0s obtidos com o impulso sinusoidal, isto
devido a permanéncia do carregamento no tercio central, onde as mudancas nas trés etapas
do impulso de rampa n&o coincidem os tempos dos pontos de inflexdo da curva do
carregamento com os deslocamentos produzidos por este num periodo dado.

5.1.3.3 — Caso Il: MVT eléstico

O MVT considera o modelo de viga de Timoshenko em condicdes elasticas, avaliando as
condicdes geométricas da Figura 5.1 e as propriedades dos materiais correspondentes
apresentadas na Tabela 5.2. Esse modelo para uma viga simplesmente apoiada determina
que as deflexdes maximas sdo dadas pela Equacdo (5.4) substituida na Equacéo (5.8).

L PL3 PL
(G
2/mvr  48El " 4k Acs4Gesa
L 1000)13 1000) 1
8() - 48(7138;843 5 e 1E3
MVT ( /843) 4 ((0,2)0,0513)10706,66E6 (5.8)

2

L
8 (—) = 0,294593 [mm]
MVT

A Equacdo (5.8) determina o méaximo valor eléstico do deslocamento no centro da viga na
consideracdo do modelo de viga de Timoshenko, onde sdo consideradas nas deflexdes tanto
0 aporte pela flexd8o quanto o aporte dado pela parcela ao cisalhamento. Do anterior,
analogamente ao MVEB, os deslocamentos descreveram para cada tipo de carregamento
uma Unica linha da forma do carregamento, apresentando os resultados para o0 CT1 na Figura
5.11 (a), para 0 CT2 na Figura 5.11 (b) e para 0 CT3 na Figura 5.11 (c).
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No caso dos carregamentos impulsivos tipo 1 e 2, apresentados correspondentemente nas
Figura 5.11 (a) e Figura 5.11(b), o maximo valor do deslocamento no centro da viga dado
pela Equacéo (5.8) é obtido em cada impulso nos tempos onde o carregamento € maximo,

ou seja, P(t) = 1000 N.
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5.1.3.4 — Caso IV: MVT flexao elastica e cisalhamento viscoelastico

O MVTev baseia-se nos principios apresentados na revisdo realizada no Capitulo 2, item
2.2.3—, onde o primeiro passo para o estudo da estrutura proposta na Figura 5.1 é classifica-

la segundo suas relagdes geomeétricas.

b = 200 [mm] > h¢3 4 = 50,8 [mm] OK (5.9)

Segundo a comparagdo feita na Equacdo (5.9), a base é maior do que a altura e
consequentemente a viga considera-se como larga. No caso de estudo, as camadas elasticas
externas sdo iguais em espessura e material, por esse motivo deve se realizar a medicéo de
magnitude do mddulo de elasticidade do nicleo comparado com o moédulo das camadas

externas, e assim medir adequadamente sua influéncia na flexdo.

Eq; t; d 4 70000 0,5 51,3
Ecihesahess  28479,71450,850,8

= 0,0977 > 100 NAO OK (5.10)

A incidéncia das camadas externas na resisténcia a flexao nao é desprezivel como pode-se
constatar na Equacdo (5.10). Além desse teste, devem constatar-se as Equacdes (5.11) e
(5.12), sendo que a magnitude do nucleo é muito maior do que a espessura das camadas

externas, assim, avalia-se se a rigidez a flexdo poderia ou ndo ser desprezada.

)

= 102,60 > 5,77 OK
t, 05 (5.11)

Eq t;.d? 70000 05.513% . o NAOOK 5.12
Ecq hc3,43 ~28479,714 50,885 ' (612

Os resultados nas trés avaliacdes anteriores, permitem assegurar que a simplificacdo da
rigidez a flexdo da viga deixando-a em fungéo unicamente do modulo de elasticidade eléstico
das camadas exteriores, proposto na literatura como geral para as vigas sanduiche, ndo

representa as condi¢des da viga de estudo.

No entanto, 0 MV Tev seré estudado para demostrar que dependendo do tipo de material a
ser colocado na viga sanduiche, dadas simplificacdes ndo aportam deslocamentos maximos
corretos nos estudos da influéncia da viscoelasticidade. A relacdo da rigidez a flex&o

equivalente (EI)., calcula-se segundo a Equagéo (5.13).
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d? (0,2) (0,0005 )0,0513?
= 70000e6
2 (5.13)

ty

(El)eq =E

(EDeq = 9210,915[N. m?]

Uma vez calculado o (EI),, procede-se a obter a forma analitica das deflexdes maximas na

viga sanduiche com as condigdes propostas na literatura, nomeadas no presente estudo de

MVTev e modelado matematicamente segundo a Equacéo (5.14).

S(L) I N PL
2/mvrev  48(EDeq 4 xAc3-4Gez—s(D)

5 (L ) P(s) L3 N P(s)L
-, —
2" /mvrev 48 (EDeq  4ksGumyr-4(S)

L _ PL? ( ) 4
0 <§’t>MVTeV B 48(El)eq 4KAC34f ](t - ) (5'14)

Aplicando o algoritmo incremental podem-se obter os deslocamentos no centro da viga
sanduiche de estudo, dado pela consideracdo elastica da parcela de flexao e viscoelastica na
parcela ao cisalhamento.

Os resultados obtidos aplicando o carregamento tipo 1 apresentam-se na Figura 5.12 (a),
para o carregamento tipo 2 ou impulso sinusoidal na Figura 5.12 (b) e para o carregamento
tipo 3 ou impulso de rampa na Figura 5.12 (c). Pode-se observar na Figura 5.12 (a), que o
aumento dos deslocamentos por efeito somente da parcela de cisalhamento e com a flexao
dependente unicamente do modulo de elasticidade das peles elasticas o aumento nas

deflexdes é quase eléstico mas, com uma magnitude maior.

De forma anédloga ao aumento dos deslocamentos quase elastico na forma e de maior
magnitude dado no carregamento do tipo 1, acontece com 0s carregamentos impulsivos,
cujos resultados apresentam-se na Figura 5.12 (b) e na Figura 5.12 (c), e a diferenca nos
deslocamentos para os diferentes periodos de aplicacdo do carregamento € quase que igual,
apresentando um incremento um pouco mais notério no maximo periodo T=100 h em todos

0S carregamentos.
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5.1.3.5—-Caso V: MVT viscoelasticoa = 1

O MVTwv ou modelo de viga de Timoshenko considerando as parcelas de flexdo e
cisalhamento viscoelasticas, pretende medir quantitativamente o quanto influi nas deflexdes
da viga de estudo a consideracdo aproximada da rigidez flexional do MVTev comparada
com a consideracdo exata da mesma. Assim, 0 MV Tvv sera representado analiticamente pela
Equacéo (5.15).

5 (L) B PL3 N PL
2/mvrey 48IyoaEc3a(t) 4 KAc3aGesa(t)

5 (L ) P(s).L3 P(s) L
-, S —
2" Jmvrvw 48 InoaSEcs 4 (s) 4K5Geg4(S)
L 3 t dP(7) L t dP(7)
6(—,1:) = th—’l’ dt + f t—1 dt 5.15
2 MVTvv 481M0d 0 ( ) dt 4KAc3’4, 0 ]( ) dt ( )

Aplicando sobre a Equacédo (5.15) o algoritmo incremental obtém-se os deslocamentos no
centro da viga considerando tanto na flexdo quanto no cortante a viscoelasticidade do

material do nucleo, obtendo um significativo aumento nos deslocamentos centrais.

As deflexdes viscoelasticas da viga de estudo quando experimenta o carregamento do tipo 1
consignam-se na Figura 5.13 (a), onde fica evidente que a consideracdo da viscoelasticidade
do nucleo aumentam em mais de dez vezes os deslocamentos obtidos no MVT em condic¢des
elasticas e para o material utilizado no nucleo, a incidéncia do cisalhamento ndo resulta em
mudancas superiores ao 5% dos deslocamentos obtidos considerando viscoelasticidade

somente na parcela de flexdo, segundo o estudado no MVEBUV.

Os resultados obtidos para os carregamentos 1, 2 e 3 apresentam um comportamento similar
ao observado no MVEBvV, mas com um pequeno aumento nas deflexdes, inferior ao 5% em
cada um dos periodos correspondentes, isto devido a influéncia do cisalhamento no
comportamento mecanico total. Note-se que no caso dos carregamentos impulsivos, ao
considerar a viscoelasticidade mesmo uma vez e retirado o carreamento os deslocamentos
ndo desaparecem com a auséncia do carregamento no tempo ty=1, assim como também nao

obtém o pico de deslocamento maximo no tempo tn=1/2.
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Os deslocamentos obtidos pelo carregamento tipo 3, consignados na Figura 5.13 (c), séo
superiores que os obtidos pelo impulso sinusoidal do mesmo periodo de aplicacéo T, isso

devido a permanéncia do carregamento maximo no tercio central do periodo.

5.1.3.6 — Caso VI: MV/T viscoelastico a« = 0,75

O MVTvv2 consiste numa modificacdo da rigidez da metade inferior do nucleo,
considerando um 75% da rigidez da espuma de poliestireno. Essa diminuigdo da rigidez
altera 0 modelo pois o valor do I, € reavaliado conforme o material inferior do nucleo for
menor rigido, enquanto menos rigido for mais desloca o eixo neutro da viga para cima do
centroide, cujo algoritmo é anexado no numeral C.7. Assim, e baixo essas consideragdes as

deflexdes méximas dadas no MV Tvv; estardo regidas pela Equagéo (5.16).

3 dP(7) dP(7)

t L t
.’; D(t—1) o dT+4-KAC3’4_f0 J(t—1) e drt (5.16)

L
5 (—, t) -
2 MVTvv2 4'81Mod

Baseados nos principios da resisténcia dos materiais, espera-se que quanto menos rigido seja
o material da metade inferior da viga sanduiche maiores serdo os deslocamentos no centro
da viga por efeito dos carregamentos. Na Figura 5.14 (a) apresenta-se a analise de deflexdes
para os carregamento do tipo 1 ou de rampa, obtendo para a diminuigéo da rigidez do 25%
um aumento nas deflexbes de aproximadamente 12%, o que permite concluir que a
diminuicdo da rigidez e o aumento das deflexdes méaximas ndo guarda uma relacdo

inversamente proporcional, como é de se esperar com 0s materiais elasticos.
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No caso do impulso sinusoidal, as deflexes méaximas obtidas para 0 MVTvv, estdo
apresentadas na Figura 5.14 (b), onde de forma anéaloga ao acontecido com o carregamento
do tipo 1, os deslocamentos no centro da viga sdo superiores aos obtidos no MVTvy, e da
mesma forma o pico do valor maximo nédo coincidem nos diferentes valores do periodo da
carga T. O impulso de rampa gera no MV Tvv, um aumento das deflexdes ao longo do tempo
por efeito da perda de resisténcia da metade inferior do nicleo. O aumento no pico do valor
méaximo dos deslocamentos no centro da viga aumenta perto de um 15% o que valida a
conservacao do aumento dos deslocamentos sobre 0 MV Tvv, e ainda sobre os obtidos pelo

carregamento do impulso sinusoidal.
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5.1.3.7 — Caso VI: MV/T viscoelastico &« = 0,50

Devido a que o0 MVVTvv2 apresenta um comportamento semelhante dependente do tipo de
carregamento ¢ o periodo avaliado, entre menor ¢ o valor do parametro o maiores Sdo as
deflexdes obtidas. Assim quando o carregamento 1 ¢ imposto e a=0,50 o aumento dos
deslocamentos comparado com os obtidos para 0=0,75 comparados entre 0s correspondentes

T, séo superiores num 20% aproximadamente, e apresentam-se na Figura 5.15 (a).

Esse mesmo efeito pode-se avaliar na Figura 5.15 (b), onde consignaram-se 0s
deslocamentos maximos obtidos no centro da viga por efeito do carregamento do tipo 2 e

na Figura 5.15 (c) onde apresentam-se as deflexdes maximas obtidas pelo carregamento do

tipo 3.
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5.1.3.8 — Caso VI: MVT viscoelastico ¢ = 0,25

O MVTvv; quando a resisténcia a flexdo da metade inferior do ntcleo diminui num 75%, ou
seja, 0=0,25, aumentam os deslocamentos méaximos até num 30% aproximadamente
comparado com os deslocamentos para 0=0,50, e aumentam aproximadamente num 85%

comparado com 0 MVTwv.
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Assim valida-se mais uma vez quanto a diminui¢do da rigidez aumentam as deflexdes no
centro da viga devido ao mesmo carregamento no mesmo periodo de aplicacdo. Na Figura
5.16 (a) apresentam-se os resultados das deflexdes maximas por efeito do carregamento de
rampa, na Figura 5.16 (b) pelo carregamento de impulso sinusoidal e na Figura 5.16 (a), as
obtidas pelo impulso de rampa, que apresentam a mesma tendéncia do que os graficos do

MVTvvz quando 0=0,50 mas com o aumento correspondente.
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5.1.4 - COMPARACAO PARAMETRICA NORMALIZADA

Baseando-se nos resultados obtidos pelo algoritmo numérico e na procura de comparar sob
um mesmo patamar tais resultados, realizou-se uma normalizacdo das deflexdes maximas

obtidas em cada um dos casos estudos.

Para isso adotou-se como padrdo de comparacdo 0 modelo de viga de Timoshenko em
condic@es elasticas como unidade de medicao para todos os casos, desta forma, cada uma
das deflexdes caso a caso &; serdo normalizadas comparadas ao MVT como se apresenta

na Equacdo (5.17).

_ a6 T) _ & T)

N
6C 3 6M VT

[mm/mm] (5.17)

5.1.4.1 — 8N Caso |: MVEB eléstico

As deflexdes normalizadas para os diferentes carregamentos segundo as condi¢6es avaliadas
no MVEB estdo condensadas na Tabela 5.4. Para o tempo da aplicacdo do carregamento
maximo nos carregamentos de rampa ou tipo 1, o de impulso sinusoidal ou tipo 2 e para o

impulso de rampa ou do tipo 3 0 comportamento € igual.

O MVEB em condicdes elasticas alcanca um 99,10% dos deslocamentos maximos obtidos
nas condicdes elasticas do MVT, descrevendo a forma do tipo do carregamento como se
apresentam no anexo A.1. Note-se que por tratar-se de um modelo elastico todos os periodos

T para cada tipo de carregamento descrevem a mesma curva de deflexdes normalizadas.

Tabela 5.4 - MVEB én (L/2, 1)

tn Sy [mm/mm] CT1 Rampa Sy [mMm/mm] CT2 Imp. Sinusoidal Sy [mMm/mm] CT3 Imp. Rampa
[Wh] | T=0,1h T=1h T=10h T=100h|T=0,1h T=1h T=10h T=100h|T=0,1h T=1h T=10h T=100h
01 | 0,198 0,198 0,198 0,198 | 0,095 0,095 0,095 0,095 [ 0,297 0,297 0,297 0,297
02 | 0396 039% 039% 039 | 0342 0,342 0,342 0,342 | 0,594 0594 059 0,5%
03 | 0594 0594 0594 0594 | 0648 0648 0,648 0,648 [ 0,892 0892 0892 0,892
04 | 0,793 0,793 0793 0,793 | 0,896 0896 0,896 0,896 [ 0,991 0,991 0,991 0,991
05 | 0991 0991 0991 0991 | 0991 0991 0,991 0,991 | 0,991 0,991 0,991 0,991
06 | 0991 0991 0991 0991 | 0896 0,896 0,896 0,896 [ 0,991 0,991 0,991 0,991
07 | 0991 0991 0991 0991 | 0648 0648 0,648 0,648 [ 0,892 0,892 0,892 0,892
08 | 0,991 0991 0991 0991 | 0,342 0,342 0,342 0,342 | 0,594 0594 0594 0,59%
09 | 0991 0991 0991 0991 | 0,095 0,095 0,095 0,095 [ 0,297 0,297 0,297 0,297

1 0991 0,991 0,991 0,991 [ 0,000 0,000 0,000 0,000 | 0,000 0000 0,000 0,000
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5.1.4.2 — 3N Caso |l: MVEB viscoelastico

Como o MVEBV contempla a viscoelasticidade na parcela de flexdo aportada pelo MVEB,
na medida que incrementa o periodo de permanéncia do carregamento aumentam também

as deflexdes no centro da viga em relagdo ao MVT, como pode-se constatar na Tabela 5.5.

Tabela 5.5 - MVEBV on (L/2, 1)

tn Sy [mm/mm] CT1 Rampa Sy [mMm/mm] CT2 Imp. Sinusoidal Sy [mMm/mm] CT3 Imp. Rampa
[Wh] | T=0,1h T=1h T=10h T=100h|T=0,1h T=1h T=10h T=100h|T=0,1h T=1h T=10h T=100h
01 | 0199 0215 0394 1,105 | 0,095 0,200 0,159 0,441 | 0,298 0,323 0,590 1,658
02 | 0400 0473 1091 2861 | 0344 0387 0,789 2,135 [ 0,600 0,710 1,637 4,291
03 | 0604 0775 1989 4954 | 0655 0,794 1,885 4,863 [ 0,906 1162 2,984 7,431
04 | 0812 1,117 3029 7,268 | 0913 1205 3,190 7,844 [ 1,019 1468 4,212 9,960
05 | 1,024 1499 4178 9,739 | 1,022 1502 4324 10,118 | 1,037 1,675 5018 11,263
06 | 1,041 1,703 5021 11,223 | 0946 1,608 4,946 10,944 | 1,057 1,872 5614 12,151
0,7 | 1,061 1899 5636 12,152 | 0,717 1516 4,897 10,110 | 0,979 1,960 5954 12,456
08 | 1,082 2,087 6,119 12,827 | 0427 1297 4264 8,019 | 0,702 1,797 5587 10,857
09 | 1,104 2266 6521 13354 | 0,191 1,065 3,351 5543 | 0421 1560 4,778 8,461

1 1126 2437 6873 13,792 | 0,104 0939 2563 3696 | 0,136 1251 3,669 5576

Segundo os resultados apresentados na Tabela 5.5, a0 comparar os trés tipos de
carregamento, de forma geral os carregamentos impulsivos no tempo tn=1/2 sdo superiores
ao CT1, enquanto no tempo tn=1 este Ultimo apresenta os méximos efeitos por conta do
descarregamento dos CT2 e CT3, impulsivos.

Os resultados gréaficos dos deslocamentos normalizados para o Caso Il, correspondentes aos
CT1, CT2 e CT3 encontram-se no Anexo A.2. Ao comparar as respostas do impulso
sinusoidal com as obtidas pelo CT1, no tempo tn=1/2 é superior, mas no tempo tn=1 € 10
vezes menor, e comparado com o impulso de rampa, esse Ultimo supera os deslocamentos
méaximos obtidos para 0 CT2 por conta da permanéncia no tercio central do carregamento

constante.

5.1.4.3 — dn Caso I1l: MVT eléastico

Como o0 MVT é o padrao de comparacao os resultados consignam-se na Tabela 5.6. Note-se
que para cada caso, por esse caso ser 0 padrdo de comparacdo, 0 maximo valor sera a unidade
ao ser atingido o carregamento maximo de 1000 N, assim correspondentemente para o CT1,

CT2 e CT3 apresentam-se 0s resultados no Anexo A.3.
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Tabela 5.6 — MVT oy (L/2, t)

tn Sy [mm/mm] CT1 Rampa Sy [mm/mm] CT2 Imp. Sinusoidal Sy [mMm/mm] CT3 Imp. Rampa
[Wh] | T=0,1h T=1h T=10h T=100h|T=0,1h T=1h T=10h T=100h|T=0,1h T=1h T=10h T=100h
01 | 0200 0200 0200 0,200 | 0,095 0,095 0,095 0,095 [ 0,300 0,300 0,300 0,300
02 | 0400 0400 0400 0400 | 0345 0,345 0,345 0,345 [ 0,600 0,600 0,600 0,600
03 | 0,600 0600 0600 0600 | 0655 0655 0,655 0,655 [ 0,900 0,900 0,900 0,900
04 | 0800 00800 0800 0800 | 0905 0905 0,905 0,905 [ 1,000 1,000 1,000 1,000
05 | 1,000 1,000 1000 1,000 | 1,000 1,000 1,000 1,000 [ 1,000 1,000 1,000 1,000
06 | 1,000 1,000 1,000 1,000 | 0905 0905 0,905 0,905 [ 1,000 1,000 1,000 1,000
0,7 | 1,000 1,000 1,000 1,000 | 0655 0655 0,655 0,655 [ 0,900 0,900 0,900 0,900
08 | 1,000 1,000 1,000 1,000 | 0,345 0,345 0,345 0,345 [ 0,600 0,600 0,600 0,600
09 | 1,000 1,000 1,000 1,000 | 0,095 0,095 0,095 0,095 [ 0,300 0,300 0,300 0,300

1 1,000 1,000 1,000 1,000 | 0,000 0,000 0000 0,000 | 0,000 0,000 0,000 0,000

5.1.4.4 — 8N Caso IV: MV Tev flexdo elastica e cisalhamento viscoelastico

O comportamento viscoelastico somente da parcela de cisalhamento e a consideracdo da
aproximacéo da rigidez a flexdo EI ~ (EI).4 adverte um aumento nos deslocamentos perto
de oito vezes a mais dos deslocamentos elasticos exatos, mas com um comportamento quase
que elastico pois os valores maximos dos deslocamentos correspondem também ao tempo
em que o carregamento aplicado é maior, sendo evidente que este modelo matematico ndo

descreve adequadamente o comportamento viscoelastico, al menos néo para o nucleo de PS.

Tabela 5.7 — MVTev &n (L/2, t)

tn Sy [mm/mm] CT1 Rampa Sy [mmYmm] CT2 Imp. Sinusoidal Sy [mm/mm] CT3 Imp. Rampa
[Wh] [ T=0,1h T=1h T=10h T=100h|T=0,1h T=1h T=10h T=100h|T=0,1h T=1h T=10h T=100h
01 | 1537 1538 1539 1546 | 0,734 0,734 0,735 0,737 | 2,306 2,306 2,309 2,319
02 | 3075 3076 3081 3098 | 2656 2,656 2,660 2,673 | 4,612 4,613 4,622 4,647
03 | 4612 4614 4625 4653 | 5031 5033 5043 5071 | 6919 6921 6,938 6,980
04 | 6150 6,153 6,171 6211 | 6953 6956 6975 7,019 | 7,687 7,692 7,718 7,772
0,5 7,687 7,692 7,717 7,770 7,687 7,692 7,719 7,773 7,688 7,694 7,725 7,784
06 | 7688 7,694 7,725 7,784 | 6954 6,960 6,991 7,048 | 7,688 7,695 7,731 7,793
07 | 7688 769 7,731 7,793 | 5032 5039 5071 5121 | 6919 6929 6,966 7,028
08 | 7,688 7,697 7,736 7,799 | 2,657 2,665 2,693 2,728 | 4,613 4,624 4,659 4,709
09 | 768 7699 7,739 7804 | 0,735 0,743 0,765 0,786 | 2,307 2,318 2,349 2,383

1 7688 7,701 7,743 7,808 [ 0,000 0,009 0024 003 | 0001 0012 0035 0,053

Os resultados graficos para cada um dos carregamentos apresentam-se no Anexo B.4.

5.1.4.5—- 9N Caso V: MVVTvv viscoelasticoa = 1

Os resultados do Caso V das deflexdes maximas normalizadas ao considerar a
viscoelasticidade tanto na parcela de flexdo quanto na parcela ao cisalhamento,
correspondente aos modelos verificados com o MEF, permitem visualizar a importancia do
estudo da viscoelasticidade dos materiais, isto pois 0 aumento dos deslocamentos em

comparagcdo com os materiais elasticos vdo desde um 14% superiores para um CT1 num
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tempo muito rapido até quase 14 vezes para a permanéncia do carregamento de rampa de

100 h. Os resultados para todos os carregamentos apresentam-se na Tabela 5.8.

Para os carregamentos impulsivos CT2 e CT3, o maximo valor do deslocamento s6 acontece
no tn=1/2 para pulsos muito rapidos, na medida que o pulso permanece mais tempo sob a
estrutura o tempo de ocorréncia desse deslocamento maximo € deslocado a direita desse
valor, sendo no CT3 até de no tn=0,7 para T=100 h. Os resultados graficos do MVTvv;

apresentam-se no Anexo B.5.

Tabela 5.8 - MVTvv 8n (L/2, t)

tn Sy [mm/mm] CT1 Rampa Sy [mmYmm] CT2 Imp. Sinusoidal Sy [mm/mm] CT3 Imp. Rampa
[Wh] [ T=0,1h T=1h T=10h T=100h|T=0,1h T=1h T=10h T=100h|T=0,1h T=1h T=10h T=100h
01 | 0201 0,217 0397 1,115 | 0,096 0,100 0,160 0,446 | 0,301 0,326 05596 1,673
02 | 0403 0478 1,101 2883 | 0,347 0,390 0,796 2,155 | 0,605 0,717 1,652 4,332
03 | 0610 0,782 2008 5001 | 0662 0801 1,903 4,909 [ 0,914 1173 3,012 7,501
04 | 0819 1,128 3,058 7,337 | 0922 1216 3,220 7,919 | 1,029 1482 4,251 10,054
05 | 1,033 1513 4217 9831 | 1,032 1516 4364 10,213 | 1,047 1,690 5066 11,369
06 | 1,051 1,719 5069 11,329 | 0955 1,623 4,993 11,048 | 1,067 1,890 5667 12,266
0,7 | 1,071 1917 5690 12,267 | 0,723 1531 4,943 10,206 | 0,988 1979 6,011 12,574
08 | 1,093 2,107 6,176 12,948 | 0431 1,309 4304 8,095 | 0,709 1,814 5640 10,960
09 | 1,115 2288 6583 13480 | 0,193 1,075 3,382 559 | 0425 1575 4,823 8,541

1 1137 2460 6938 13922 | 0,105 0948 2587 3,731 | 0,137 1263 3,704 5,629

5.1.4.6 — dn Caso VI: MV Tvv, viscoelastico @ = 0,75

No modelo viscoelastico de Timoshenko considerando uma diminuicédo da rigidez da metade
inferior do nucleo apresentam-se na Tabela 5.9 e os resultados gréaficos mostram-se no
Anexo B.6. Dos resultados obtidos pode-se concluir que essa diminui¢do da rigidez, como
era esperado, repercute num aumento das deflexdes maximas da viga sanduiche, mas na
diminuicdo do 25% o aumento das deflexdes no pior dos casos, um 30 % para 0 CT1 e num
15% no CT2 e no CT3.

Tabela 5.9 - MVTvv, a = 0,75 dn (L/2, 1)

tn Sy [mm/mm] CT1 Rampa Sy [mMm/mm] CT2 Imp. Sinusoidal Sy [mMm/mm] CT3 Imp. Rampa
[Wh] | T=0,1h T=1h T=10h T=100h|T=0,1h T=1h T=10h T=100h|T=0,1h T=1h T=10h T=100h
01 | 0229 0248 0453 1272 | 0,209 0,115 0,183 0,508 | 0,343 0,371 0,680 1,909
02 | 0460 0545 1256 3294 | 0,396 0445 0,908 2,458 [ 0,690 0818 1,885 4,941
03 | 0695 0892 2290 5704 | 0,755 0914 2,170 5599 | 1,043 1338 3,436 8,556
04 | 0935 1286 3488 8369 | 1,051 1,388 3,673 9,032 | 1,173 1,690 4,849 11,468
0,5 1,179 1,726 4810 11,213 | 1,177 1,729 4978 11,649 | 1,194 1,928 5,778 12,968
06 | 1,199 1961 5781 12,922 | 1,089 1851 5695 12,601 | 1,217 2,156 6,464 13,990
0,7 | 1,222 2,187 6,490 13,992 | 0,825 1,746 5638 11,641 | 1,127 2,257 6,856 14,342
08 | 1,246 2403 7,045 14,769 | 0,491 1,493 4910 9,233 | 0,808 2,069 6,433 12,501
09 | 1,271 2609 7508 15376 | 0,220 1226 3,858 6,383 | 0,485 1,796 5501 9,742

1 1297 2806 7913 15880 | 0,120 1,081 2951 4255 | 0,156 1441 4225 6,420
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Segundo o incremento entre os Casos V e VI, pode-se concluir que a relacdo existente entre
a diminuicdo da rigidez e o aumento dos deslocamentos centrais ndo é inversamente

proporcional, e depende além de a do tipo de carregamento ¢ da duracdo deste.

5.1.4.7 — dn Caso VI: MV Tvv, viscoelastico @ = 0,5

De forma similar ao analisado no numeral 4.4.7, ou diminuir ainda mais o valor de o, as
deflexfes maximas continuam em aumento, mas desta vez, para todos 0s carregamentos em
T=1, o aumento entre os maximos valores dos resultados obtidos com @ = 0,5 e a = 0,75
foram aproximadamente um 20%. Os resultados numéricos do presente caso de estudo

apresentam-se na Tabela 5.10 e os gréficos correspondentes anexam-se na se¢do B.7.

Tabela 5.10 - MVTwvz a = 0,50 8 (L/2, )

tn Sy [mm/mm] CT1 Rampa Sy [mMm/mm] CT2 Imp. Sinusoidal Sy [mm/mm] CT3 Imp. Rampa
[Wh] | T=0,1h T=1h T=10h T=100h|T=0,1h T=1h T=10h T=100h|T=0,1h T=1h T=10h T=100h
01 | 0275 0298 0545 1531 | 0,131 0,138 0,220 0,612 | 0,413 0447 0818 2,297
02 | 0554 0656 1512 3965 | 0477 0536 1,093 2959 ( 0,831 0984 2,268 5,947
03 | 0837 1074 2,757 6865 | 0908 1,100 2612 6,739 | 1,255 1,611 4,135 10,298
04 | 1,125 1548 4,198 10,072 | 1,265 1,670 4,421 10,870 | 1,412 2,034 5836 13,802
05 | 1419 2,077 5790 13,496 | 1,417 2,081 5992 14,021 | 1,437 2,321 6,954 15,607
06 | 1443 2360 6958 15552 | 1,311 2,228 6,854 15166 | 1,465 2,595 7,780 16,838
0,7 | 1471 2632 7,811 16,840 | 0993 2,102 6,786 14,010 | 1,357 2,717 8,251 17,261
08 | 1,500 2,892 8479 17,775 | 0591 1,797 5909 11,112 | 0,973 2,490 7,742 15,045
09 | 1530 3,140 9,036 18506 | 0,265 1,475 4643 7,682 | 0584 2,162 6,621 11,725

1 1,561 3,377 9,524 19,112 | 0,144 1,301 3,551 5,122 0,188 1,734 5,085 7,727

5.1.4.8 — 6n Caso VI: MVT viscoelastico ¢ = 0,25

Analogamente ao acontecido nos numerais anteriores do Caso VI, na diminuicéo da rigidez
continuam aumentando os valores dos deslocamentos no centro da viga por efeito dos
mesmos carregamentos, mas desta vez comparados os resultados obtidos com aumentaram

num 35%.

Os resultados do Caso VI para a = 0,25a = 0,25 em representacdo numérica apresentam-

se na Tabela 5.11, e graficamente anexaram-se na se¢éo A.8.

112



Tabela 5.11 - MVTwvz a = 0,25 dn (L/2, 1)

tn Sy [mm/mm] CT1 Rampa Sy [mMm/mm] CT2 Imp. Sinusoidal Sy [mm/mm] CT3 Imp. Rampa
[Wh] | T=0,1h T=1h T=10h T=100h|T=0,1h T=1h T=10h T=100h|T=0,1h T=1h T=10h T=100h
0,1 0,374 0405 0,741 2,081 | 0,179 0,87 0,299 0,831 | 05562 0,607 1,112 3,122
0,2 0,753 0,892 2,055 5388 | 0,648 0,729 1,485 4,022 1,129 1,338 3,083 8,083
0,3 1,137 1459 3,747 9,331 1,234 1,495 3550 9,159 1,706 2,189 5,620 13,996
0,4 1529 2,104 5706 13,690 [ 1,720 2,270 6,008 14,775 | 1,919 2,765 7,932 18,760
0,5 1928 2,823 7,869 18,343 | 1,926 2,829 8,143 19,056 | 1,953 3,154 9452 21,213
0,6 1961 3,207 9,457 21,138 1,781 3,028 9,315 20,613 | 1,991 3,527 10,574 22,885
0,7 1999 3577 10,616 22,888 | 1,350 2,856 9,223 19,042 | 1,844 3,692 11,215 23,460
0,8 2,039 3931 11524 24159 | 0,804 2,443 8,031 15,103 | 1,322 3,385 10,523 20,448
0,9 2,080 4,268 12,282 25,152 | 0,360 2,005 6,311 10,441 | 0,793 2,938 8,998 15,936
1 2,121 4590 12,944 25976 | 0,196 1,768 4,827 6,961 | 0,255 2,357 6,911 10,502

5.1.4.9 — Comparacéo dos casos de estudo para o T=1[h]

A primeira comparacao a ser realizada é a dos valores dos maximos deslocamentos no centro
da viga por efeito de cada tipo de carregamentos CT1, CT2 e CT3. Essas deflex6es maximas
dependendo do modelo a ser estudado, 0 maximo valor sera atingido no tempo tn max, € 0S

resultados estdo apresentados graficamente na Figura 5.17.
Cazo VI o=023 mCT3 CT2 m CT1
Caso VI o=050

Cazo VI o=0.73

Caso V
I
Cazo IV 764
B —————————LE
Cazo I11
Caso II
Cazol

40 5.0 6.0 7.0 8.0 0.0
by [mm/mm]
*Caso2,5e6: CT1 tn max=1, CT2 tn max=0,6 e CT3 tn max=0,7.
**Caso 1 e Caso 3: CT1, CT2 e CT3 tn max=0,5.
***Caso 4: CT1 tn max=1, CT2 tn max=0,5 e CT3 tn max=0,6.
Figura 5.17 — Comparacdo dos casos de estudo para T=1 [h] tn max.

Dessa comparacdo, é claro que o tipo de carregamento com os maiores deslocamentos € 0

CT1, seguido pelo CT3 e ndo muito distante o CT2. Isto pode-se explicar devido a

113



permanéncia do carregamento maximo de 1000 N no tercio central do periodo T. A seguinte
comparacao a ser feita € no tempo tn=1, apresentado na Figura 5.18.

Caso VI a=023

—— 35 mCT3 = CT2 = CT1
Cazo VI a=0_30
3377
Cazo VI o=0,75
Caso V
Caso IV
I ]

Cazo III
Cazo Il
Cazo I

4.0 3.0 6.0 1.0 8.0 e.0

Oy [mm/'mim |

Figura 5.18 — Comparacéo dos casos de estudo para T=1 [h] tn=1

Segundo a Figura 5.18, diferente a perda total dos deslocamentos no tempo de desaparicao
da carga para os modelos elasticos, nos modelos viscoelasticos no tempo T ndo sdo
instantaneamente eliminadas as deflexdes, sendo em ordem de incidéncia desde o que mas

afeita ate o carregamento que menos, 0 CT1, CT3 e o CT2.

5.1.4.10 — Comparacdo dos casos de estudo para o T=100 [h]

De forma anéloga ao realizado para os carregamentos de periodo T=1, realizaram-se as duas
comparac0es, tanto para o tempo das maximas deflexdes quanto para o periodo final T,
correspondentes a0 mesmo comportamento apresentado para o os carregamentos de periodos
T=1, mas com valores superiores até em 5 vezes dos deslocamentos normalizados obtidos

nesse periodo.

Os resultados para CT1, CT2 e CT3 nos diferentes casos de estudo apresentam-se na Figura

5.19 para os tn max e na Figura 5.20 para tn=1.
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Cazo VI a=023

Cazo VI a=0_30

Cazo VI a=0.73

Caso WV 11.05

Cazo IV
Cazo III
N 1C 44

Cazo Il 10,94 B

I 15,79
Cazo mCT3 = CT2 m CT1

15,0 20,0 25,0 30,0
Oy [mmy'mm]

*Caso 2,5e6: CT1 tn max=1, CT2 tn max=0,6 € CT3 tn max=0,7.
**Caso 1 e Caso 3: CT1, CT2 e CT3 tn max=0,5
***Caso 4: CT1 tn max=1, CT2 tn max=0,5 e CT3 tn max=0,6.
Figura 5.19 — Comparacéo dos casos de estudo para T=100 [h] tn max.

Caso VI o=023
Caso VI o=050

Cazo VI =073

Caso V
I 15522

Caso IV

Cazo I1T

Cazo II
I 3792

Caso m CT3 CT2 mCT1
0,0 3.0 10,0 15.0 2000 25.0 30,0
Oy [mum/mm]

Figura 5.20 — Comparacéo dos casos de estudo para T=100 [h] tn=1
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52— PLACA ANISOTROPICA COMPOSITA VISCOELASTICA

Para analisar o comportamento de uma placa anisotropica tipo, adota-se como material a
espuma de poliestireno, sendo seu comportamento viscoelastico apresentado na Figura 5.2 e
na Tabela 5.1. Adotou-se também um coeficiente de Poisson constante v = 0,33 e a

geometria apresentada na Figura 5.21.

T A7 -
R e e e e e SR
0.01 MP VLl i 1 [t 7 518E-3 [m)
£ T T
]/' l | l l 1,6 [m]

0.7 7 777777

v=10.33
a
1.0 [m]
Figura 5.21 — Dimens@es geométricas da placa anisotropica
Note-se que a placa a ser estudada é simplesmente apoiada nas suas quatro bordas e esta
submetida a um carregamento g uniformemente distribuido. Além disso, a placa tem a
mesma espessura da viga sanduiche estudada, e de forma anéloga ao estudo realizado nesta,
considera um comportamento alterado pelo fator a na metade inferior do nucleo, para

simular a diferencia entre a fluéncia a flexdo e a compresséo.

Como a placa é considerada anisotropica, ou seja, que tém comportamentos diferentes nas

suas trés direcdes. Desta forma, a Equacdo (2.99) transforma-se na Equacao (5.18).

[Dyx(£)  Diy(t) Dy (t)
D(t) = [Dxy(t) Dyy(t) Dy, (t)
[ Dz () Dy, () Dy, (2)

5.18
- BD,, (1) 0,33D,,(t) 0 (-.18)
(a + 1)51,8E — 33Eyy(t)
D(t) =
(£ =1033Dyy () 21,3864 0
0 0 0,335D,, (t)

Assim, e substituindo os valores da Equagéo (5.18) nas Equagdes (2.100), (2.101) e (2.102),
pode-se obter as deflexdes maximas para quaisquer valor de o e B ao longo do tempo,

permitindo avaliar a influéncia temporal do carregamento q.
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5.2.1- AVALIACAO DO COMPORTAMENTO DA PLACA ANISOTROPICA
VISCOELASTICAPARAa == 0,5

Para avaliar o comportamento da influéncia tanto da diminuicéo da resisténcia do material a
tragdo e a compressao, medida pelo valor de a, quanto a influéncia da resisténcia de uma
direcdo comparada com a outra, adotada com a varia¢ao de , adoraram-se inicialmente os
valores de ¢ = B = 0,5. Analisaram-se trés tempos diferentes t = 0,1, 10 e 1000 [h], para

assim avaliar as deflexdes na placa, como se apresentam, correspondentemente, na Figura
5.22, na Figura 5.23 e na Figura 5.24.

0,1h) [mm]

-10-

05p=0,5(XY:t

o=

1
=
()]
Wi

0.5

y [m] 0 0 x [m]

Figura 5.22 — Deslocamentos maximos placa anisotropica t=0,1 [h] « = 8 = 0,5

10h) [mm]

05p=0,5(X Yt

o=

0.5

y [m] 90 x [m]

Figura 5.23 — Deslocamentos maximos placa anisotropica t=10 [h]a = 8 = 0,5
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Figura 5.24 — Deslocamentos maximos placa anisotropica t=1000 [h] @« = 8 = 0,5

Segundo os deslocamentos maximos da placa quando @ = 8 = 0,5, pode se apreciar como
no tempo de t=0,1 h, ou seja, um carregamento instantaneo, as deflexdes maximas sdo quase
nulas, enquanto para t=10 horas era de 4 mm e ja no tempo de t=1000 h as deflexdes chegam
aos 13,5 mm, o que demostra como as deflexdes podem ser progressivas de modo que pode

comprometer a estabilidade estrutural, por efeito da viscoelasticidade do material.

5.2.2— AVALIACAO DO COMPORTAMENTO DA PLACA ANISOTROPICA
VISCOELASTICAPARAa=£=1

De forma analoga ao realizado no numeral anterior, desta vez avaliam-se as deflexGes sem
a afeitacdo por efeito da tracdo sob o material, ou seja, @ = 1, e a placa sera considerada
isotropica, § = 1. Desta forma, pode ser avaliado realmente tanto a influéncia da anisotropia

guanto a influéncia real da tracdo sobre a metade inferior da placa, por efeito da flexao.

Os resultados para as deflexdes méaximas obtidas para os tempos t = 0,1,10 e 1000 h se
registram na Figura 5.25, na Figura 5.26 e na Figura 5.27. Os valores méaximos desses
graficos foram de aproximadamente 0,1 mm, 3 mm e 9,2 mm. O anterior, comparado com
as maximas deflexdes obtidas quando @ = f = 0,5 permitem afirmar que os aumentos
dessas deflexdes maximas por efeito num 50% da anisotropia e de 50% de diferenca do

material a tracdo, refletem num aumento de 20-46% nas deflexdes.
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Assim, pode-se ver a influéncia dos fatores a e B no comportamento da placa anisotropica
compdsita proposta, mas, é preciso realizar um estudo paramétrico que permita ver o quanto

influem e de que forma esses parametros o ¢ f3.

Dos resultados obtidos na presente avaliagdo, é importante ressaltar a importancia da
permanéncia do carregamento, pois em tempos muito altos, como por exemplo t=1000 h, o
que equivale a pouco mais de 41 dias, os deslocamentos ja sdo importantes, sendo mais
preocupante ainda quando no caso de edificios, as placas de concreto estdo projetadas para
durar 50 anos e carregamentos pequenos podem, ao longo desse periodo, desencadear
deflexdes maximas importantes para seu desempenho e devem ser avaliadas corretamente

na etapa de projeto.
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6—- ANALISE DE SENSIBILIDADE POR EXPERIMENTOS
NUMERICOS E SUPERFICIES DE RESPOSTA

6.1 - VIGA SANDUICHE VISCOELASTICA

A analise de sensibilidade paramétrica consiste em avaliar o valor dos deslocamentos obtidos
na viga sanduiche, ao variar um nimero de parametros definido, cada um com trés possiveis
valores. O valor da variavel sem alteragdes chamada de p e um valor definido de desvio
chamado de oy, sendo que cada varidvel pode ter ou o valor de p, ou o valor de y + ou ou

o valor de 4 — ou, como é apresentado na Tabela 6.1.

Tabela 6.1 — Variagdo dos parametros de estudo
Condicoes de referéncia

El1=E2 h1=h2 a T Pméax. L

w | [MPa] [m] [-] [l [MN] [m]

70000  5,00E-04 0,5 10 1,00E-03 1

Desviacao

E1=E2 h1=h2 a T Pméx. L

ou | [MPa] [m] [-] [l [MN] [m]
17500 1,25E-04 0,25 5 4,00E-04 0,25

Valores possiveis por variavel

VI El=E2 h1=h2 a T Pméx. L
| [MPa] [m] [-] [l [MN] [m]
p-op| 52500 0,000375 0,25 5 0,0006 0,75

u 70000 0,0005 0,5 10 0,001 1
ptop| 87500 0,000625 0,75 15 0,0014 1,25

Adota-se um numero finito de combinacOes aleatdrias e posteriormente procede-se a
determinar os valores dos deslocamento, onde as varidveis ndo consideradas no estudo
permanecem com 0s valores propostos na Figura 5.1 e as variaveis comtempladas no estudo
adotam os valores correspondentes a combinacgdo avaliada, sendo as variacdes exclusivas a
um dos trés valores possiveis por variavel, e finalmente poder obter as deflexdes no tempo
ty =1/2 e ty = 1. Os valores possiveis por variavel e as variaveis a serem estudadas no

presente estudo apresentam-se na Tabela 6.1.

O tipo de carregamento imposto é o carregamento do tipo 1 ou de rampa, iSs0 porque esse

tipo de carregamento obteve os maximos deslocamentos centrais em comparagdo com 0sS

carregamentos impulsivos do mesmo periodo de aplicacdo T. A analise paramétrica permite

obter uma fungéo geral de segundo grau que permite determinar em qualquer valor das

variaveis consideradas, dada por 28 coeficientes, um coeficiente independente das variaveis
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que representa a media dos valores, chamada de ¢, e 27 coeficientes que multiplicam cada
uma das seis varidveis sendo os primeiros coeficientes multiplicando linearmente cada
variavel, um segundo grupo de coeficientes que multiplica cada variavel ao quadrado e
finalmente um coeficiente para cada combinacéo possivel entre as seis variaveis, tal como é

sucinto na Equagéo (6.1).

L
() (E' tN) = ¢ + P1xy + Poxg ..+ BoXs + B7x1% + Bgxa® o+ Praxe” (6.1)

+ B13Xx1Xy + P1aX1X3 + 0+ BasXaXs + PreXaXe + +P27X5X6

Os valores de cada um dos coeficientes ; , quando i=0...27, multiplicam as variaveis x;,

quando j=1...6. Os valores dos 28 coeficientes a serem achados se obtém baseado na

resolucdo matricial dada pela expressdo da Equacdo (6.2).

B = (X'X)"1X'8 (g tN) (6.2)

A matriz X referida na Equacdo (6.2) é uma matriz de coeficientes de desvio, sendo que
neste caso particular, correspondente aos coeficientes resultado das 54 combinacGes
aleatdrias propostas apresentadas no anexo C.1, para as quais foram calculadas as deflexdes
maximas para os tempos t=T/2 e t=T, correspondentes aos vetores § da Equagdo (6.1).
Obtidos os vetores dos 28 coeficientes de regressao estes estdo consignados na coluna 3 e 4
da Tabela 6.2.

Nesta tabela na primeira coluna assigna o coeficiente a uma variavel conhecida, na segunda
coluna o nome da variavel que multiplica o coeficiente, na terceira e quarta coluna consigna
os valores do coeficiente de regresséo obtidos para tn=1/2 e tn=1 com base na Equagao (6.2)
e a matriz X dada segundo os dados apresentados no Anexo C.2.

Nas colunas 5 e 6 da Tabela 6.2 se escreveram os coeficientes obtidos em porcentagem,
sendo referidos ao coeficiente independente que representa o valor da media, tal e como se

apresenta na Equacéo (6.3).

B; = Pi s 100 (6.3)
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Tabela 6.2 — Coeficientes de regressdo da funcéo deslocamento em tn=1/2 e tn=1

. x Coeficientes de Coeficiente de regressao
Coeficientes de regresséo N ., b
regressdo % variavel numérica
Variavel rggrifss‘;i =12 =l | t=l2 =l |Coefreal| =12 0 ty=l

¢ x0 1,706 3,146 |100,00% 100,00% €0 3,6E+00  5,6E+00

E x1 -0,087 -0,162 | -5,11% -5,16% &l 5,4E-06 1,1E-05

h X2 -0,089  -0,164 | -520% -5,22% ) 1,9E+03  3,5E+03

a x3 -0,499  -0,925 |-29,24% -29,41% ] 2,0E+00  3,1E+00

T x4 0,559 0,769 | 32,80% 24,46% &4 -1,4E-01 -2,0E-01
Pmax. x5 0,734 1,361 | 43,05% 43,27% &s -2,7E+03  -4,5E+03
L X6 1,351 2,507 79,24%  79,70% 6 -8,6E+00 -1,4E+01
EN2 x1"2 0,022 0,033 1,27%  1,05% E1N2 7,1E-11  1,1E-10
hn2 x2"2 0,000 -0,002 | 0,00% -0,05% 72 | -8,4E402 -1,1E+05
a2 x3"2 0,171 0,318 | 10,01% 10,12% | &3~2 2,7E+00  5,1E+00
T2 x4"2 -0,116  -0,152 | -6,80% -4,84% &4~2 | -4,6E-03 -6,1E-03
Pmax”2 X572 -0,003  -0,007 | -0,18% -0,24% E572 | -19E+04 -4,7E+04
L"2 X612 0,323 0,598 | 18,91% 19,02% | ¢&6”2 5,2E+00  9,6E+00
E.h x1.x2 -0,012  -0,022 | -0,69% -0,70% | &1.&2 | -5,4E-03 -1,0E-02
E.o x1.x3 0,058 0,106 3,39%  3,39% £1.83 1,3E-05  2,4E-05
ET x1.x4 -0,023  -0,031 | -1,32% -0,98% | &l1.t4 | -2,6E-07 -2,6E-07
E.Pméax x1.x5 -0,029  -0,054 | -1,68% -1,71% | &1.&5 | -4,1E-03 -7,7E-03
E.L x1.x6 -0,077  -0,2141 | -450% -450% | &1.66 | -1,8E-05 -3,2E-05
h.a x2.X3 0,049 0,091 2,90%  2,90% £2.83 1,6E+03  2,9E+03
h.T X2.x4 -0,023  -0,031 | -1,33% -0,99% | &2.64 | -3,6E+01 -5,0E+01
h.Pmax x2.X5 -0,039  -0,072 | -2,28% -2,28% | &2.65 | -7,8E+05 -1,4E+06
h.L X2.X6 -0,059  -0,110 | -3,49% -3,49% | &2.66 | -1,9E+03 -3,5E+03
a.T x3.x4 -0,159  -0,219 | -933% -6,96% | &3.64 | -1,3E-01 -1,8E-01
o.Pmax x3.x5 -0,182  -0,335 |-10,66% -10,66% | &3.£5 | -1,8E+03 -3,4E+03
alL x3.x6 -0,334  -0,622 |-19,61% -19,77% | &3..6 | -5,4E+00 -1,0E+01
T.Pmax x4.x5 0,204 0,280 | 11,94%  8,90% E4.85 1,0E+02  1,4E+02
T.L X4.X6 0,422 0,581 24,76% 18,47% E4.66 3,4E-01 4,6E-01
Pmax.L x5.x6 0,519 0,957 | 30,41% 30,41% | &5.66 | 5,2E+03  9,6E+03

Desta forma pode-se apreciar claramente quais sdo as varidveis comandantes na funcéo da
deflex&o no centro da viga, tanto no tempo tn=1/2 quanto no tempo tn=1. Os coeficientes
obtidos devem ser transformados a variavel natural para poder obter com esses o valor real

das deflex@es, fazendo as transformacdes dadas pela Equacéo (6.4).

bk
] dfj

(6.4)

Na Equacéo (6.4) §o = u, d§; = op e &; o valor da variavel que quer-se avaliar, desta forma

substituiram-se as seis transformacGes de variavel x; dada pela Equagéo (6.4) na Equacgéo
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(6.1), com cada um dos valores dos coeficientes encontrados multiplicando x; e desta forma

se obtém os coeficientes em variavel natural consignados nas colunas 8 e 9 da Tabela 6.2.
6.1.1 — Deflexdes maximas avaliadas em tn=1/2

Da Tabela 6.2 na coluna 3 tomaram-se os coeficientes porcentuais em relacdo ao valor
médio destes e obtiveram-se os resultados consignados na Figura 6.1, onde se evidencia
claramente os parametros de maior influéncia tanto para o aumento das deflexdes (valores

positivos) quanto na diminuicdo (valores negativos).
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Figura 6.1 - Comparacdo porcentual dos coeficientes de regressao da funcédo deflexdo em
tn=1/2
O aumento das deflexdes maximas no tempo tn=1/2 dependem em ordem de importancia
das seguintes variaveis: o comprimento da viga L, a magnitude méaxima do carregamento P
max. e o periodo de aplicacdo do carregamento T. Oposto desses, enquanto maior for o valor
de a diminuem as deflexdes maximas, sendo este o sentido do sinal negativo apresentado

pelo coeficiente da variavel.

As variaveis estudadas sao lineares e por isso 0s coeficientes das variaveis de segundo grau
sdo tdo baixos em comparacdo com os coeficientes de primeira ordem. Ja nas combinagdes
das variaveis apresentam uma variagao consideravel as interaces dadas entre P méx.e L, T

e L, T e P max. e na diminuigdo o ¢ L. Para analisar melhor o comportamento de cada uma
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dessas iteracBes entre as varidveis, avaliaram-se as deflexdes méximas adotando um
intervalo de valores perto do valor inicial da varidvel. Assim, a iteracdo das variaveis P max.

e L apresenta-se na Figura 6.2.

& (L/2,T/2) [mm]

Pméx. [MN] 05 05 L [m]

Figura 6.2 - Avaliacdo de L Vs. P max. no aumento das deflexdes em tn=1/2
Como era de se esperar dados os resultados dos coeficientes porcentuais, a Figura 6.2
confirma que enquanto maiores foram os parametros de comprimento L e magnitude
maxima do carregamento P méax., maiores serdo também as deflexdes maximas. Espera-se
gque um comportamento similar seja apresentado na iteracdo do comprimento L comparado
com o periodo de aplicacdo do carregamento T, apresentado na Figura 6.8, e da iteracdo da
maxima magnitude do carregamento P méax. e o periodo no que esta € aplicada T,

apresentada na Figura 6.9.

20 ~—

& (L/2,T/2) [mm]

10

TN > 05 L [m]

Figura 6.3 — Avaliagdo de L Vs. T no aumento das deflexdes em tn=1/2
Na Figura 6.3 se evidencia a maior influéncia do comprimento L comparado com o

parametro do periodo T. Note-se que o periodo T sé influi para comprimentos superiores ao
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valor de L=1m, ou seja, superiores ao valor médio do comprimento, e sdo levemente
inferiores as deflexdes obtidas na iteracdo de L e Pméx. Na Figura 6.9 o aumento dos
deslocamentos centrais da viga aumenta por efeito do aumento das variaveis T e P max, mas
0 aumento é inferior ao obtido pelas iteragdes da Figura 6.3 e menores ainda do que as

apresentadas na Figura 6.2.

& (L/2,T/2) [mm]

Pmaéx. [MN] T [h]
Figura 6.4 — Avaliacdo de P max. Vs. T no aumento das deflex6es em tn=1/2

Na quarta itera¢do estudada o pardmetro a tem a maior incidéncia negativa, ou seja, entre
maior for esse pardmetro menores sdo os deslocamentos, sem embargo, o parametro L tém
a maior influéncia positiva ou no aumento dos deslocamentos da viga na secdo central.

Assim, este comportamento é apresentado graficamente na Figura 6.5.
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104

& (L/2,T/2) [mm]
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o [] 0.2 05 L [m]

Figura 6.5 — Avaliagdo de o Vs. L no aumento das deflexdes em tn=1/2
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Desta forma, uma andlise paramétrica pode ser utilizada em mdltiplas aplica¢@es para avaliar
corretamente o quanto é importante a variacdo de um parametro especifico, e assim lograr
optimizacdes nas estruturas estudadas, neste caso das vigas sanduiche com nacleo de espuma

rigida de poliestireno.

6.1.2 — Deflex6es maximas avaliadas em tn=1/2

Anélogo ao procedimento realizado para as varidveis analisadas no numeral 6.1.1 — ,
realizou-se uma exposicdo grafica da influéncia de cada uma das variaveis medida pelo
porcentagem de influéncia de cada um dos coeficientes que multiplicam as variaveis no
tempo tn=1, apresentado na Figura 6.6. Note-se que a tendéncia dada pelos coeficientes no
tempo tn=1 é similar a dada no tempo tn=1/2, isto deve-se a que o material do nudcleo

conserva 0 comportamento em condicdes viscoelasticas.
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Figura 6.6 - Comparacéo porcentual dos coeficientes de regressao da funcédo deflexdo em

tn=1

Como os parametros que influenciam o aumento e diminui¢éo dos deslocamentos maximos
no tempo tn=1 séo 0s mesmos que na avaliacao de tn=1/2, por tanto, realizaram-se as mesmas
comparagOes paramétricas e foram consignadas assim: na Figura 6.7 a comparacdo do
comprimento L com a magnitude méaxima do carregamento P méax, na Figura 6.8 comparou-

se 0 comprimento L e o periodo do carregamento T, na Figura 6.9 avaliou-se a maxima
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magnitude do carregamento P méx. e o periodo de aplicacdo do carregamento T, e finalmente

na Figura 6.10 comparou-se o e 0 comprimento L.
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Figura 6.7 — Avaliacdo de L Vs. P max. no aumento das deflexdes em tn=1

Na comparagdo da Figura 6.7 apresenta-se a mesma tendéncia que na avaliacdo feita no
tempo tn=1/2, sem embargo, os valores das deflexGes méximas dadas pelo aumento dos
valores das variaveis L e P max. produzem na estrutura deslocamentos maiores do que no
tempo tn=1/2, isto devido ao tipo de carregamento avaliado, no entanto se tivesse sido
escolhido um carregamento impulsivo muito possivelmente o comportamento para tn=1

seria totalmente diferente.
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Figura 6.8 — Avaliagdo de L Vs. T no aumento das deflexdes em tn=1

Note-se que os comportamentos apresentados nas Figuras correspondentes para tn=1

comparadas com as de tn=1/2 sdo similares, sendo superiores 0s deslocamentos obtidos para
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tn=1, isto devido ao efeito da viscoelasticidade ainda depois do carregamento ser constante

no tempo no carregamento do tipo 1.
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Figura 6.9 — Avaliacdo de P max. Vs. T no aumento das deflexdes em tn=1
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Figura 6.10 — Avalia¢do de L Vs.a no aumento das deflexdes em tn=1

Segundo as analises realizadas na presente pesquisa pode-se concluir que utilizando
algoritmos numeéricos para avaliar propriedades mecanicas dos materiais de forma rapida,
eficiente e com alta confiabilidade. Em quanto para um algoritmo numérico é questdo de
minutos obter, por exemplo, os resultados dos 54 casos avaliados na anélise de sensibilidade
paramétrica, de ser necessario realiza-lo por exemplo num programa de elementos finitos o
usuario teria que realizar 54 modelos e analisar um a um para obter os resultados, o que com
0 algoritmo proposto otimiza tempo e esforco, além de que o erro dos resultados finais

contemplam um erro desprezivel.
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6.2—- PLACA ANISOTROPICA COMPOSITA

Segundo o analisado no Capitulo 5, numeral 5.2.1 e 5.2.2, os pardmetros o ¢ B tém grande
influéncia sob as deflexGes maximas na placa estudada, e apresentada na Figura 5.21. Para

isto, avalia-se as deflexdes maximas normalizadas &8y, calculadas segundo a Equacéo (6.5).

6x=a/2,y=b/2 (th a, ﬁ)

S =
N btpa=16=1)
]

3 [mm/mm] (6.5)

x=7,
As deflexdes maximas calculadas para os tempos t=0,1 e 10 h apresentam-se
correspondentemente na Figura 6.11 e na Figura 6.12, onde pode-se apreciar claramente a
influéncia ndo linear dos parametros, sendo mais nao linear o parametro [3, ou Seja, tem uma
maior ndo linearidade a anisotropia comparada com a mudancga na resisténcia do material a

tracao.

— 2.5
&
£
IS 24
E
= 154
—
=)
o
S
o
L3
%]

p
Figura 6.11 — Avaliagdo de .a Vs.p no aumento das deflexdes em t=0,1 [h]

Também pode-se concluir que nos efeitos normalizados, al comparar a Figura 6.11 com a
superficie da Figura 6.12, a tendéncia paramétrica é similar, sem importar o tempo de
avaliagdo e permanéncia do carregamento g. Tambem resulta interessante o efeito obtido

quando os dois parametros sdo nulos, pois as deflexdes aumentam perto de 2,5 vezes.

Quando os valores desses parametros sdo @ = f = 2, o valor do deslocamento é 0,5 vezes,

ou seja, € o aporte real da placa no sentido x e considerando somente a metade da secéo.
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Figura 6.12 — Avaliacdo de .o Vs. no aumento das deflexdes em t=10 [h]

Segundo os resultados obtidos no presente estudo, ao estudar o efeito da viscoelasticidade
em placas, é de grande importancia tanto a determinacdo experimental da resisténcia do
material tanto nas diferentes dire¢des, quanto a diferencia dos testes a fluéncia realizados em
tracdo e compressao, sendo parametros definitivos a terem em consideracdo para o célculo

realista de deflexdes maximas.
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7 — CONCLUSOES E SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

7.1— CONCLUSOES

Os métodos numéricos formulados e verificados para a analise da viscoelasticidade sdo
aplicaveis em inimeros elementos estruturais compdsitos, tanto como foi mostrado nas
diferentes verificages realizadas, onde analisou-se o comportamento viscoelastico desde
modelos até elementos estruturais como barras e vigas, obtendo resultados com uma
garantida aproximacdo aos resultados obtidos pelos diferentes métodos numéricos e

analiticos comparados.

Os métodos numéricos implementados na presente pesquisa: 0 método de aproximacado as
séries de Prony, os métodos de interconversao elastica e viscoelastica e o método
incremental tanto no campo das tensdes quanto das deformagdes, provaram serem altamente
confidveis, uma vez que o erro dos resultados obtidos na aplicacdo da metodologia, em
comparagdo com os obtidos pelo MEF, ndo é mais do que 4,5%, e esse valor corresponde

somente nos tempos iniciais, diminuindo menos do que 1% em tempos posteriores.

Além disso, a portabilidade e eficiéncia dos métodos numéricos permitiram realizar estudos
de sensibilidade por superficies de resposta, conseguindo como dados de entrada maultiplas
combinacg6es paramétricas de forma rapida, oposto do amplo tempo investido na geracéo de
modelos individuais pelo MEF, sem sacrificar a exatiddo da resposta mecéanica dos

elementos estruturais em condicdes elasticas ou viscoelasticas.

Pode-se concluir também que os carregamentos de maior impacto nas vigas sanduiche sdo
0S carregamentos permanentes, e aumentam gradualmente a importancia os carregamentos
impulsivos enquanto mais tempo permanecem sobre o elemento estrutural. Ao mesmo
tempo, conclui-se que 0 modelo de viga de Timoshenko viscoelastico é capaz de descrever
adequadamente a maxima deflexdo de vigas sanduiche de qualquer tipo de material do
nacleo, sendo os pardmetros que tém a maior influéncia sobre o aumento das deflexdes
méaximas quando a viga possui nucleo de poliestireno: o comprimento da viga, a magnitude

e o periodo de carga.

A influéncia da rigidez do ntcleo regulada pelo parametro a € negativa, significando que as
deflex6es maximas diminuem quanto maior ¢ o parametro a. O parametro o foi utilizado

para avaliar que devido a propriedade da fluéncia ser superior em compressao do que em
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tracdo, assim, ao diminuir a rigidez da metade do ndcleo aumenta a precisao sobre os efeitos
reais da viscoelasticidade, devido a que essa metade da viga experimenta tensdo de tracao

pelo efeito da flexao.

A propriedade da fluéncia é superior em compressdo do que em tracdo, assim, ao diminuir a
rigidez da metade do nucleo aumenta a precisdo sobre os efeitos reais da viscoelasticidade.
No estudo de placas anisotropicas, o aumento das deflexdes depende da relacdo existente
entre os parametros viscoelasticos nas diferentes direcdes, e 0 comportamento do material

viscoelastico a tracao.

A metodologia implementada para a realizacdo do presente estudo pode-se utilizar para o
estudo de qualquer tipo de estrutura conhecendo a solucdo analitica elastica, aplicado o
principio de correspondéncia elastica-viscoelastica, tenha uma solugdo viscoelastica
envolvendo a convolugdo da funcdo de fluéncia ou a funcdo de algum dos mddulos,
dependendo se a analise mecanica seja projetada no campo das tensdes ou das deformacdes,

atingindo os dois casos nas validacoes realizadas ao longo da pesquisa apresentada.
7.2— SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Como recomendacdes para trabalhos futuros e para desenvolvimentos de novas avaliagdes

estruturais empregando a metodologia neste trabalho desenvolvida, propde-se:

e Otimizar o algoritmo de aproximacdo proposto, para melhorar a descri¢cdo final dos
dados experimentais dada pela aproximacdo matematica das séries de Prony a fim de
diminuir ainda mais o erro entre as verificacdes realizadas pelo MEF e o algoritmo
incremental.

e Aplicar o algoritmo incremental em outros problemas de valor inicial para avaliagédo de
tensdes e deformacdes.

e Estender a metodologia proposta para elementos estruturais compdsitos cilindricos com
influéncia de diferenciais de temperatura.

e Baseados na metodologia do presente trabalho avaliar o efeito da temperatura no
aumento das deflexdes de elementos estruturais compdsitos laminados.

e Implementar sobre o algoritmo incremental os principios da mecanica da fratura para

avaliacdo de falha do elemento estrutural,
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Experimentacdo com testes de fluéncia em vigas sanduiche para validagdo do método
nUMErico proposto na presente pesquisa;
Implementar o algoritmo incremental para variaveis de estado e aplicando outras formas

das propriedades viscoelasticas.
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A - DESENVOLVIMENTO MATEMATICO DA SOLUCAO AS
EQUACOES DIFERENCIAIS DAS ANALOGIAS MECANICAS

A.1- MODELO DE MAXWELL
o O—H—W—O—h O
n E
Figura A.1 — Modelo de Maxwell

Equacdes constitutivas da parcela eléstica:

o = Ee (A1)
£, = % (A2)
¢, = % (A3)

oc=né (A4)
£y =2 AS5)
s (A.

Equacdes constitutivas do modelo de Maxwell

E=¢g,+ &, o e(t) =¢,(t) + &,(t) (A.6)
E=E,+ &, 0 E(t) = E,(t) + &,(b) (A7)

Equacdo diferencial caracteristica do sistema:

g O

E = E + - (A8)
A.1.1- Teste de fluéncia
Condicgoes de contorno
o =0, (A9)
£,(0)=0 (A.10)
o]
£,(0) = FO (A.11)

Analise da parcela elastica:

o
Ee (t) = E
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fs'e(t) dt = f%dt - £,(t) =%+c1 (A.12)

Aplicando as condic¢des de contorno dadas na Equacdo (A.11) na Equacao (A.12), pode-se

obter a constante c1:

oJ
ee(O)=FO——+c1—>c1—O
o
fo(t) = 7 (A.13)
Analise da parcela viscosa:
. o
&(t) = E
o o
]édt:j;dt - gv(t)=5t+cz (A.14)

Aplicando as condic¢des de contorno dadas na Equacdo (A.10) na Equacao (A.14), pode-se

obter a constante cy:

Op
sv(0)=0=7(0)+c2—>c2=0

et =2t (A.15)
n

Finalmente, substituindo as Equac@es (A.9) e (A.13) na Equacéo (A.6), obtém-se a solucdo

do modelo de Maxwell na resposta para fluéncia, apresentado na Equagéo (A.16).

(t) = &.(0) + &,(8)

o o (A.16)
t)y==+—t
e(t) E + 7
A.1.2 - Teste de relaxagdo
Condicgbes de contorno
e(t) = gou(t); u(t) funcio Heaveside (A.17)
=0, »t>0 (A.18)
Oy = SoE (Alg)

Avaliando a equagéo diferencial do modelo, dada na Equacdo (A.8) dada a condicdo de

contorno (A.18), obtém-se a funcdo geral da tensao.
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) a'+0 0 a'+0
= — —_— — — —_
“TE n E 7
o E E
f—dtz—f—dt - Ino(t) =——t+cg
o EU n

o(t) = cge (A.20)

Avaliando a condicéo inicial da Equacao (A.19) na equacdo (A.20), pode-se obter a resposta

do modelo de Maxwell para relaxacdo a(t).

—E(O)
0(0)=¢eE=c3e M —c3 =¢FE

E
o(t) = egEe (A.21)

A.2 - MODELO DE KELVIN

Figura A.2 - Modelo de Kelvin-Voigth

Equacdes constitutivas da parcela elastica:

0, = ¢E (A22)
g

=% (A23)

. o

b= (A24)

Equacdes constitutivas da parcela viscosa:

¢ (A.25)
(A.26)

oy, =

& =

S| Q=

Equacdes constitutivas do modelo de Maxwell

e=¢,=¢, > &(t) = ¢,(t) = &,(t) (A.27)
oc=0,+t0,>0=¢E+n¢ (A.28)

Equacdo diferencial caracteristica do sistema:

Eevs (A.29)
—=—c¢c+é .
non
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A.2.1 - Teste de fluéncia

Condicoes de contorno

£(0") =0 (A30)
£(0) = % (A31)

A equacao diferencial que descreve o modelo de Kelvin, dada na Equacdo (A.29) pode-se

solucionar pelo método de Bernoulli para equages diferenciais de primeira ordem.

E

77 t%+C4 o —Et
e(t) = 3 =—+cye "
=t
el

E (A32)

Aplicando a condicdo de contorno dada na Equacéo (A.30) na Equacéo (A.32), pode-se obter

a constante c4 e a solugdo geral para as deformagdes do modelo de Kelvin-Voigt.

E

(of —-=(0 (o
e(O)=0=FO+c4e U()—>c4=—EO
o _E
e(t) = 7 (1 _ e nt> (A.33)

A.2.2 - Teste de relaxagdo

Condicgoes de contorno

() = gE (A.34)
o(0%) = oo (A35)
) =0; >t>0 (A.36)

Aplicando a condicdo de contorno dada na Equacdo (A.36) na transformada de Laplace da
Equacdo (A.29), pode-se obter a fungdo que representa 0 comportamento a relaxacdo do
modelo de Kelvin, tanto no espaco de Laplace como se apresenta na Equacdo (A.37), tanto

no espaco do tempo com a transformada inversa aplicada na Equacéo (A.38).

cf2=C et o) = C i) + £18)
—=—c+ > —L{oc}=—L{¢ &
n n n n

1 1 E E
EL{O'} = E(s +ﬁ) gy — L{o} = ng, +;€0

L{o} = eo(nL{6 (D)} + EL{u(D)}) (A.37)
a(t) = L"™{c} = g,(n8(t) + Eu(t)); &(t) Fungio Delta de Dirac (A.38)
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A.3- MODELO DO SOLIDO LINEAR PADRAO
"'?m Em

4~
W

Es
Figura A.3 - Modelo sélido linear padrao

Equacdes constitutivas para a componente de Maxwell
Equacao cinética

Om = Opym = OEm

Equacéo cinemaética

Em = gnm + EEm
Em = gnm + EEm
Jnm OEm
= — 4 —
Mm  Em

Em

Equacdes constitutivas

_ _ OEm
Oem = Em€Em 2 €Em = E
m
i = OEm
Em —
Em
. _ Unm
gnm = -
m

Equacdes constitutivas para a componente elastica independente

os = &KEg

o5 = &Ejs

Equacdes constitutivas para a o conjunto Maxwell-mola

Equac&o cinética

0=0y,+0, >0, = 0—0g
Om = 0 — Oy
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(A.39)

(A.40)

(A41)

(A42)
(A.43)

(A.44)

(A.45)

(A.46)

(A.47)

(A.48)



Equacao cinematica

E=g, =&, (A.49)

Equacdo diferencial do sistema

é Unm + OEm é OEm d-Em S = 0 — Oy 0 — Oy
" Nm Em " m Em " Iy En,
. oc—E;.es o0 —Eg. & .o E,.e o0 Egé&
&y = E=—— _——
(1+E5)'+ES d+a
—)e+—e=—4+—
Em Nm Em Nm (A'SO)

A.3.1 - Teste de fluéncia
Condicg0es de contorno

o(t)=0gp t>0 (A.51)
G(t) =0 (A.52)

Aplicando as condigdes de contorno dadas nas equacoes (A.51) e (A.52), pode-se obter da
equacdo diferencial (A.50) uma forma matematica solucionavel pelo método de Bernoulli,
dado que é uma equacdo diferencial de primer ordem, apresentada na Equacéo (A.53).

E E G o E E 0 o
<1+—S>£’+—Se=—+— —><1+—S>é+—ss=(—)+—
En Nm En  Mm Nm En  Nm

E,+Ey\ . E; o . E; E, o E,
< )e+—e=——>s+— E=————
En Nm Nm Nm Em + E Nm Em + Es
- E,. E,, E,
Et———mm——e=0—-+—"—"—"7—
N (Em + E5) Nm (Em + E5) (A.53)

Com a equacdo diferencial caracteristica, obtém-se a solu¢do geral do comportamento a

fluéncia do solido linear padréo.

E. E
( ) e_frlm(z'mTEs)dt
g(t) = —
(o En__Jutdnity o]
Nm (Em + E5) 5

(A.54)
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o(t — _EsBm__
e(t) = © + cse  MmEm+Es)
Eg

Para obter a constante c5 e a solucgdo particular da equagéo diferencial, tem que se estabelecer
uma condicdo de contorno que permita avaliar a equacdo obtida tomando o intervalo
(0,t) como uma analise da fungdo nos valores proximos pela esquerda e direita ao zero (0",

0™), como se apresenta na Equacédo (A.55).

t t

E
.f<1+— 8dt+f
0 0o m

(145 )+ 42
£ S—E o,
edt

t g tg
f—dt*l—f—dt
0o Em 0o Im

E, (° 1 " 1 (9
(1 )f &dt + — sdt = — odt +— o dt
Nm Jo- En Jo- Nm Jo-
o(0%)
E, 1 E.
14+ == +\ + +) — m
( +Em)e(o ) =500~ 0 =
m
o a(0%)
£(0") Ty (A.55)

Com a condicdo de contorno adicional dada pela Equacdo (A.55), e substituindo-a na
Equacdo (A.54), finalmente, obtém-se o comportamento do sélido padrédo a fluéncia.

a(t) _ _Es- Em 1 1
g(t) = ES + Cs.€e Nm(Em+Es)  — Cs = 0y (m E—S>
® 1 ( . L ) ~ Tt ¢

A= 0\g "\, vE  EJC (A56)
A.3.2 - Teste de relaxagdo
Condicgoes de contorno

e0)=¢; t>0 (A.57)

Et)=0 (A.58)

Aplicando as condicdes (A.57) e (A.58) na equacéo diferencial geral equagéo(A.50), pode-

se obter a resposta para relaxagédo do sistema.
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Em
e_fmdt
a(t) = z -1
f Meo Iim de + Ce
Nm

Em
o(t) = ey Ey + cge ' (A.59)

Avaliando a condi¢do de contorno adicional dada na Equacdo (A.55), sendo substituida na
Equacdo (A.59) obtém-se a resposta a relaxacdo do modelo do solido padréo.

o(0") = (Em + Es&

Em
(Em + Es)eg = €gEs + cge m v Ce = E0Em
m

_En,
G(t)=so<Es + Epe )

(A.60)
A.4 - MODELO DE BOLTZMANN
M
T
o ——— < ..
E, W
Ey
Figura A.4 - Modelo de Boltzmann
Equacdes constitutivas para a componente de Kelvin-Voitg
Equacao cinética
Ok = Opi t+ Opi (A.61)
O = Ogk + Oy (A.62)
Equacdo cinemética
€k = Enk = €Ek (A.63)
€k = Enk = i (A.64)
Equac0es constitutivas
Ok = Epx€er (A.65)
Ok = Epréer (A.66)
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Onic = Nyknk (A.67)
Equacdes constitutivas para a componente elastica independente
o, = &E (A.68)

g5 = &Ej (A.69)
Equacdes constitutivas para a o conjunto Maxwell-mola

Equacéo cinética

0 = 0, = Oy (A.70)

G = 0y = dg (A71)
Equacdo cinematica

E=¢gt e D =E—& (A72)

€, = € — & (A73)

Equacéo diferencial do sistema

0 = Ogx + Opi = 0 = Egiégr + Ny = 0 = Egrér + My
o=Eg(e—&)+ nnk(é — &)

o ) o

0 = Epre — EEkE_S + Ny€ — UnkE_S

EEk nnk . .
<1+ ES)O-+E_SO-=EEk€ +7717k€ (A74)

A.4.1- Teste de fluéncia
Condicgoes de contorno
ot)=0ay t>0 (A.75)

6(t) =0 (A.76)

Aplicando as condicGes de contorno dadas nas equagdes (A.75) e(A.76), pode-se obter da
equacdo diferencial (A.74) uma forma matematica solucionavel pelo método de Bernoulli,

dado que é uma equacdo diferencial de primer ordem, apresentada na Equagéo (A.77).
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E
(1 + Ek) g + 77ik(O) = Epre + nyié

E, E,
E.+E E
(S—E"> 0o = —X¢ + ¢ (A.77)
nr]k ' Es 7711k

Com a equacdo diferencial caracteristica, obtém-se a solu¢do geral do comportamento a

fluéncia do modelo de Boltzmann.

Egk
e—J‘W dt
e(t) = —
E.+E EEk g
te)o ]
n S
1 1 _Epx
e(t) = (E_Ek + E_) o + c;e Mk (A.78)
S

Para obter a constante c;, e a solucdo particular da equacéo diferencial, tem que se estabelecer
uma condicdo de contorno que permita avaliar a equagdo obtida tomando o intervalo
(0, t) como uma analise da fungdo nos valores proximos pela esquerda e direita ao zero (0",

0%), como se apresenta na Equacéo .(A.79).

Egy Mk :
(1+ ES>0+ELSG=EE,<£ + i€
O+

E ot n ot ot
(1+;k>f_adt+Eikf_a'dt=EEkf sdt+r)nkf édt -

N N -

1
e(0™) = EG(OU (A.79)

Com a condicdo de contorno adicional dada pela Equacédo (A.79)(A.55) , e substituindo-a na
Equacéo (A.54), finalmente, obtém-se o comportamento do sélido padrdo a fluéncia, dado

pela Equacédo (A.80).

Egk (o+
0y O — ZEk (g o Y
e(0") = = +—=+c,.e e | )—>—0=—0+—0+c7e°
EEk Es Es EEk Es
_0pg Op 0o 0o
77E B Em | Em
1 1 ~Eek
£) = —r—[(1—¢ M A.80
£() = oo (ES P ( e )) (A80)
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A.4.2 - Teste de relaxagdo
Condicoes de contorno

e0)=¢y; t>0 (A81)
EX)=0 (A82)

Aplicando as condicdes (A.57) e (A.58) na equacéo diferencial geral Equacéo (A.50), pode-

se obter a resposta para relaxagdo do sistema.

Egk
(1 + i) + nlko = Egke + Nk (0)

E, Eq
E E Eg
(1+ik)0+0——EEks
MNnk Es MNnk
E,;.E 1 1 E,.E
s Ek ( + )O‘ +6 = s*“Ek <
7777k EEk Es nnk
Es Epp( 1 1
e e Mk (EEk+Es)
o(t) = 1
Es .Epk L i
[f—Esn'EEk L& e e (EEk+ES)dtdt + cg
nk
_Es .Egg (1 1
o(t) = %eo + cge Mk (EEk+Es)t (A83)
(5 +7) |
Ek N

Avaliando a condi¢do de contorno adicional dada na Equacdo (A.79), sendo substituida na
Equacdo (A.83)(A.59), obtém-se a resposta a relaxacdo do modelo de Boltzmann.

U(0+) = &E;
_Es Ep (1 | 1
o(0%) = 1 1~ o + cge Mk (EEk+ES) ©
(EEk + Es)
&kEs = g + cgel
(7 * 7 (=+2)
EEk Es EEk s
1 _Es Epg EEk 1 1 ¢
O-(t) == 80 ﬁ + E Mnk EEk ES)
—_— + J—
(EEk ES) EEk
ES+ Erk t
s A.84)
t Egy + E; Mk (
a(®) (Es + EEk)( Bk ¢
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B - DESLOCAMENTOS MAXIMOS NORMALIZADOS

B.1-&n CASO I: MVEB ELASTICO

L/2,t) [mm/mm]

3y (X

L/2,t) [mm/mm]

3y (X

L/2,t) [mm/mm]

3y (X

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0.8

0.6

0.4

0.2

0.8

0.6

0.4

0.2

T T T T o T T T T
—o—— T=0,1[h] |]
—+— T=10[h]
—8—— T=100[h]
r r i ; r r r r [ k
01 02 03 04 05 06 07 08 09
ty [/h]
(a) on (L/2, t) [mm/mm] MVEB CT1
o T:O,l[h] -
—o—— T=1[h]
—&— T=10[h]
01 02 03 04 05 06 07 08 09
ty [hh]
(b) 8 (L2, 1) [mm/mm] MVEB CT2
—o—— T=0,1[h]
—o—— T=1[h]
—8—— T=100[h]
r r r r r : i r r
01 02 03 04 05 06 07 08 09

ty [/h]

(c) on (L2, t) [mm/mm] MVEB CT3
Figura B.1 - on (L/2, t) [mm/mm] MVEB
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B.2 - &y CASO I1: MVEB VISCOELASTICO

L/2,t) [mm/mm]

8y (X

L/2,t) [mm/mm]

3y (X

3y (x=L/2,t) [mm/mm]

14 ¢ T T T T T
12
10
8
6
a- e o T=01[h] -
« —o— T=1[h]
. )
2 & P . LA T=10[h]
DA o S = T=100[h] |
0' = - r r r r r r r I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t, [h/h]
(@) on (L/2, t) [mm/mm] MVEBYV CT1
12 ¢ T T T T T T T T T
o T=0,1[h]
ol e T f
—% T=10[]
—=— T=100[h]
8
6
4 b
2 &
L . e
N A N e S S
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t, [/h]
on (L/2, t) [mm/mm] MVEBV CT2
14« T T T T T T T T T
rrrrrrrrrr o T=0,1[h]
12 T=1[h] 7
rrrrrrrrrr + T=10[h]
10H —=— T=100[h]
8
6
4 Fr

0.4

0.5
ty [/h]

0.6

0.7

(c) on (L/2, t) [Mmm/mm] MVEBv CT3
Figura B.2 - on (L/2, t) [mm/mm] MVEBvV
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B.3-6n CASO 11I: MVT ELASTICO

1¢ T T T T S T S R S S
'S 08|
E
S
E 06
o
N 04
0 —e—— T=0,1[h]
= i —e—— T=1[h]
5 02 ——%— T=10[h]
—&— T=100[h]
0' r r r r r r r r r
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09
ty [h/h]
(@) on (L/2, t) [mm/mm] MVT CT1
1r T T T T B T T I I
—o—— T=0,1[h]
—— —o— T=1[h]
g ' ~% - T=10[N]
= —&— T=100[h]
g 06
o
S 04
1
X
Z 02
0' r r r r r r r r r
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09
ty, ["/h]
(b) on (L/2, t) [mm/mm] MVT CT2
1 r r I S S T S S S S r r
' 08|
E
S
E 06
S
T'>|< ' o T=0,1[h]
= , ——e—— T=1[h]
& 02 ~%  T=10[h]
—=— T=100[h]
O' r r r r r r r r r

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
ty [/h]

(c) on (L/2, t) [mm/mm] MVT CT3
Figura B.3 - on (L/2, t) [mm/mm] MVT
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B.4 - 8n CASO 1 V: MVT flexao Elastica e cisalhamento viscoelastico

L/2,t) [mm/mm]

3y (X

L/2,t) [mm/mm]

3y (x

L/2,t) [mm/mm]

3y (X

8¢

7

6

T T T T L P " "N S "S- "S-
o T=0,1[h]
——e—— T=1[h]
rrrrrrrrrr & T=10[h]
—=— T=100[h]

r r r r r r r r r

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

ty, [h]

L L

r r r r r r

on (L/2, t) [mm/mm] MVTev CT1

——o—— T=0,1[h]
——o—— T=1[h]

——— T=10[h]
—=— T=100[h] | |

r r r

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
ty [/h]

on (L2, t) [mm/mm] MV Tev

0.7 0.8 0.9

o T=0,1[h]
——e—— T=1[h]

——&— T=10[h]
—&— T=100[h]

r r r r r r

CT2

01 02 03 04 05 06
t,, [h/h]

0.7 0.8 0.9

(c) on (L/2, t) [mm/mm] MV Tev CT3
Figura B.4 - dn (L/2, t) [mm/mm] MV Tev
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B.5 - 6n CASO V: MVT VISCOELASTICO

14 E T T T T T T T T
~ T=0,1[h]
12 — T=1[h] “l
- || «  T=10[h]
E 10y —=— T=100[h] y
I=
E s ;
= v T
N * i
: 6 . & &
1l *
b4 53
N 4 -
z
%@
2 T e o]
ot - — r r r r r r £
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
ty, [h/h]
(@) on (L/2, t) [mm/mm] MVTwv CT1
12 F T T L L T T T T T
——e—— T=0,1[h]
10— T=1[n] |
- | w— T=10[h]
S _
E 4. —=—— T=100[h]
S
E,
= 6
o
—
X 4r :
Z
4=} 2
2 [
O 3 e - B —— —
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
ty [h/h]
(b) on (L/2, t) [mm/mm] MVTwv CT2
14 E T T T T T T T T T
rrrrrrrrrr o T=0,1[h]
12 H —o—— T=1[h] Ny
rrrrrrrrrr «— T=10[h]
101 —=— T=100[N]

L/2,t) [mm/mm]

3y (X

(c) on (L/2, t) [mm/mm] MVTwv CT3
Figura B.5 - on (L/2, t) [mm/mm] MV Twv
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B.6 - 88 CASO VI: MVT VISCOELASTICO a = 0,75

L/2,t) [mm/mm]

3y (X

8y (x=L/2,t) [mm/mm]

3y (x=L/2,t) [mm/mm]

16 ¢ " " T T T T T
——o— T=0,1[h]
e I I T=1[h]
L +—— T=10[h] i
—=&— T=100[h]
10 ~ -
8- 1
e T e
6 - + f
.
4 i
5l oo iy O ]
o—06—0
= r r r r b
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t, [h/h]
(8) Sn (L/2, t) [mm/mm] MVTVV2 CT1 « = 0,75
14¢ T T T T T T T T T
""""" o—— T=0,1[h]
12H —e— T=1[h] -
""""" +—— T=10[h]
10 —=— T=100[h]
8-
6 -
4 — 1|
3
21 S eeooo L
o8 ,
ot 5§ r r r r r ¢ ——o0—
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t, [h/h]
(b) 5 (L/2, ) [mm/mm] MVTVV2 CT2 a = 0,75
15¢ T T T T T T T T T
""""" o—— T=0,1[h]
& T=1[h]
""""" +—— T=10[h]
—8—— T=100[h]
10 ~ -
+
 F A T L i
5~ & ¥ S
A ﬁr
A
%r” oo o RS & SO ™ SN .
e 8 & - e g
0% tf/? o r r r r r r ° i
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t, [h/h]

on (L2, t) [mm/mm] MVTVV2 CT3 a = 0,75
Figura B.6 - on (L/2, t) [mm/mm] MV Tvvz a = 0,75
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B.7 - 88 CASO VI: MVT VISCOELASTICO a = 0,50

20 L L L L L L L L L T
——o— T=0,1[h] i
o T=1[h]
= =l v T=10[h]
g ——8— T=100[h]
=
£
= 10~ v F
-
3 e
% v
o &
& 5~ . % i
* DN
M P e O o i
¥ 880
08 o ¢ ° % r r r r r r 3
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t, [h/h]
(@) on (L/2, t) [mm/mm] MVTw, CT1l a = 0,5
16 ¢ T T T T T T T T T
o T=0,1[h]
LIRS, |
o +—— T=10[h] |
—&—— T=100[h]

10 -

3y (x=L/2,t) [mm/mm]
I

h@

0% g r r r r r o0
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t, [/h]
(b) on (L/2, t) [mm/mm] MVTwv, CT2 a = 0,5
18 F T T L L 5 5 5 T T
16 - o T=0,1[h] i
— 14 -
1S
= —&—— T=100[h]
= 12 -l
1S
E 10 !
= .
Sl 8 Lo v ¥ i . n
1l A %
X 6 w T
= e e
w4 r P -
o
2 i - p . R o e < D A & . e |
W S o o 5
g & 8 © O—0
0 ’*/3,, r r r r r r r R a— )
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

t,, [/h]
on (L/2, t) [mm/mm] MVTwv, CT3 a = 0,5
Figura B.7 - on (L/2, t) [mm/mm] MVTvv2a = 0,5
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B.8 - 88 CASO VI: MVT VISCOELASTICO a = 0,25

30 ¢ T T T T T T T T T
e T=0,1[h]
o5l o T=1[N] :
R *— T=10[h]
g ——s— T=100[h]
£ 20 .
IS
£
= 15f -
N\ -
3 e
U ¥
x 10 -
Z
%@
T B S A
06 e - r r r r
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
t,, [h/h]
(@) on (L/2, t) [mm/mm] MVTwv, CT1 a = 0,25
25. L L L L L L L L L
rrrrrrrrrr o T=0,1[h]
o—— T=1[h]
— 2071 % T=10[N]
g ——=— T=100[h]
[
£ 15
o
3 10
I>I<
= )
2] 5 -
A
0 e 1 - r r r r r o660
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
ty, [/h]
(b) on (L/2, t) [mm/mm] MVTvv2 CT2 a = 0,25
rrrrrrrrrr o T=0,1[h]
o—— T=1[h]
— 2017 % T=10[h] 7
g —s— T=100[h]
€ el |
£ 15
o e
3 10} Lo T -, 3
4
z e
© 5k o -
R S S
0 k’? ° gr r r r r r ’ (: ° (? ©
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09
t,, [h/h]

(c) on (L/2, t) [mm/mm] MVT v, CT3 a = 0,25
Figura B.8 - on (L/2, t) [mm/mm] MVTvv, a = 0,25
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C - PARAMETROS ESTUDO DE SENSIBILIDADE

C.1- DEFLEXOES DADOS 54 COMBINACOES DE 6 VARIAVEIS

, EFE2  hi=h j T Pméx. L 5 (T/2) 3(T)

[MPa] [m] [hl [MN] [m] [mm] [mm]
1 52500 0,000375 0,5 5 0,001 1 1,19 2,51
2 52500 0,000375 05 15 0,001 1 2,29 4,03
3 52500 0,000625 05 5 0,001 1 1,11 2,34
4 52500 0,000625 05 15 0,001 1 2,13 3,75
5 87500 0,000375 05 5 0,001 1 111 2,34
6 87500 0,000375 0,5 15 0,001 1 2,14 3,76
7 87500 0,000625 05 5 0,001 1 1,00 2,10
8 87500 0,000625 05 15 0,001 1 1,92 3,37
9 70000 0,000375 0,25 10 0,0006 1 1,49 2,74
10 70000 0,000375 0,25 10 0,0014 1 347 6,40
11 70000 0,000375 0,75 10 0,0006 1 0,88 1,63
12 70000 0,000375 0,75 10 0,0014 1 2,06 3,80
13 70000 0,000625 0,25 10 0,0006 1 1,31 2,41
14 70000 0,000625 0,25 10 0,0014 1 3,05 5,62
15 70000 0,000625 0,75 10 0,0006 1 0,82 1,51
16 70000 0,000625 0,75 10 0,0014 1 1,01 3,53
17 70000  0,0005 0,25 5 0,001 0,75 0,63 1,34
18 70000  0,0005 0,25 5 0,001 1,25 2,90 6,12
19 70000  0,0005 0,25 15 0,001 0,75 1,22 2,15
20 70000  0,0005 0,25 15 0,001 1,25 5,59 9,81
21 70000  0,0005 0,75 5 0,001 0,75 0,39 0,82
22 70000  0,0005 0,75 5 0,001 1,25 1,77 3,74
23 70000  0,0005 0,75 15 0,001 0,75 0,75 1,31
24 70000  0,0005 0,75 15 0,001 1,25 341 5,99
25 52500  0,0005 0,5 5 0,0006 1 0,69 1,45
26 52500  0,0005 0,5 5 0,0014 1 1,61 3,39
27 52500  0,0005 0,5 15 0,0006 1 1,33 2,33
28 52500  0,0005 0,5 15 0,0014 1 3,10 5,44
29 87500  0,0005 0,5 5 0,0006 1 0,63 1,33
30 87500  0,0005 0,5 5 0,0014 1 1,47 3,10
31 87500  0,0005 0,5 15 0,0006 1 121 2,13
32 87500  0,0005 0,5 15 0,0014 1 2,83 4,97
33 70000 0,000375 05 10 0,0006 0,75 0,46 0,84
34 70000 0,000375 05 10 0,0006 1,25 2,08 3,84
35 70000 0,000375 05 10 0,0014 0,75 1,07 1,96
36 70000 0,000375 0,5 10 0,0014 1,25 4,86 8,97
37 70000 0,000625 05 10 0,0006 0,75 0,42 0,77
38 70000 0,000625 05 10 0,0006 1,25 1,90 3,51
39 70000 0,000625 05 10 0,0014 0,75 0,97 1,80
40 70000 0,000625 05 10 0,0014 1,25 4,44 8,19
41 52500  0,0005 0,25 10 0,001 0,75 1,05 1,94
42 52500  0,0005 0,25 10 0,001 1,25 4,82 8,89
43 52500 0,0005 0,75 10 0,001 0,75 0,63 1,16
44 52500  0,0005 0,75 10 0,001 1,25 2,86 5,27
45 87500  0,0005 0,25 10 0,001 0,75 0,93 1,71
46 87500  0,0005 0,25 10 0,001 1,25 4,24 7,82
47 87500  0,0005 0,75 10 0,001 0,75 0,58 1,08
48 87500  0,0005 0,75 10 0,001 1,25 2,66 4,90
49 70000  0,0005 0,5 10 0,001 1 171 3,15
50 70000  0,0005 0,5 10 0,001 1 1,71 3,15
51 70000  0,0005 0,5 10 0,001 1 171 3,15
52 70000  0,0005 0,5 10 0,001 1 171 3,15
53 70000  0,0005 0,5 10 0,001 1 171 3,15
54 70000  0,0005 0,5 10 0,001 1 171 3,15
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C.2- MATRIX X

oX'GX|o © o o o o o o o o o o o oo ooo - — o oo o oo
XpX|o o o o o o o o - — AN ocoooo o o o o o oo o oo
gX'pXx|o o o o o o o o o o o o o A T T A= o o o o o oo o oo
IX'eX o o o o o o o o - 5 A O oo oo o o o o — o
GX'eX o o o o - — o o o o o O oo oo o o o o o oo o oo
PX'EX|© © o o o o o o - < - oo ooo o o o o o oo o oo
IX'gX|o o o o o o o o o o o o o O oooo — Al o o o o o o
gX'gx o o o o — 5 < o o o o o o oo oo — - = o o o o o o
pXgX (= — o o o o o o o o o oo ooo o o o o o oo o oo
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IX'IX|[o © o o o o o o o o o o o O oooo o o o o — - A B
SX'IX (o © o o o o o o o o o o o IR B o o o o o o o o o o
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D - ALGORITMOS EM MATLAB

D.1 - ALGORITMO DE APROXIMACAO AS SERIES DE PRONY APLICADO AO
EXEMPLO 4.1.1

function [Compliance_norm N J_coeff FVAL EXITFLAG] = Compliance_script2()
%% Programa que avalia uma série de dados experimentais e aproxima uma fungdo em
forma de série de Prony

clc; clearall; close all; format long;

%% Dados Iniciais

al =0.01*[1.88 37.5 65.8 50 37.6 37.6 75.2 1320 0.05]’; % Série Jn de Rs-Tomp.
a2 =[110 100 1000 10000 100000 1000000 100000007} % Exp. série de Rs-Tomp.
t_data = [0:1:18000]; % Vetor tempo

[Jt,t_data] = Compliance(al,a2,t _data); % dados de entrada
figure(1)

plot(t_data,Jt,'r--");

hold on

Jt_data(;,1) =t _data;
Jt_data(:,2) = Jt;
%% Dados entrada da optimizacéo e medicédo do erro
time = 0.0100000;
K =0.28;
FVAL =1;
EXITFLAG =-10
Jnorm = 100;
while Jnorm >1
time = time*1.2;
K=K
J_coeff 0=K + zeros(9,1);
J_coeff_0(10,1) =time;
A = -eye(10);
b = zeros(10,1);
[J_coeff FVAL,EXITFLAG] = fmincon(@(J_coeff)
fitCreep(J_coeff,Jt_data),J_coeff 0,A,b);
Jnorm = fitCreep(J_coeff,Jt_data);
J_coeff
FVAL;
EXITFLAG,;
end
a3 =0.915*]_coeff(1:9)
a4 = (J_coeff(10) + zeros(1,8)) .* [1 1el 1e2 1le3 1le4 1e5 1e6 1le7]
t = [0:1000:18000];
[Jt1,t] = Compliance(a3,a4,t);
plot(t,Jt1,'bo");
title(FLUENCIA D(t)")
xlabel(‘"TEMPO t horas’)
ylabel('D(t)")
legend('D(t) Analitica Teses Roberts-Tompkins','D(t) Série de Prony Obtida',4)
Jt1(1)
end
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function [At,t] = Compliance(coeff_A,coeff _tau,t)
N = max(size(coeff_tau)); % N numero de coeficientes
sum = 0;
for i=1:1:(N);
A = coeff_A(i);
tau = coeff_tau(i);
sum_i = A.*(1 - exp((-t./tau)));
sum = sum + sum_i;
end
At = (coeff A(N+1) + sum);
end

function Jt_norm = fitCreep(a,Jt_data);
Jt = Jt_data(:,2);
t=Jt data(:,1);
N_a = max(size(a)); % N numero de coeficientes
sum = 0;
for i=1:1:(N_a-2);
tau =a(N_a,1) * 107(i-1);
sum_i = a(i,1).*(1 - exp((-t./tau)));
sum = sum + sum_i;
end
Jt_trial = (a(N_a,1) + sum);
Jt_error = (Jt_trial - Jt);
Jt_norm = norm(Jt_error);
End

D.2 - ALGORITMO DE INTERCONVERSAO DE G(T) PARA J(T)

function [ft] = ilaplace_fourier(t)

clear all; clc; close all; format long;

%% Declaracédo de variaveis

k n=1000; b _const=4.5;

G1=[7.3E6 4.9E6 0.48E6 57E3 6.4E3 1.3E3 0.1E3 0.143E3]; % Pa
Rhol=[100 2000 2E4 2E5 2E6 2E7 4ES8]; % Seg
v=0.33;

% Calculo da distribucdo do tempo

t1=14; %Numero de ordens de grandeza

Expini=-1;

t2=9*2; %Numero de pontos por ordem de grandeza

for j=1:t11
tj = 1*10"N((Expini-1)+j);
for k=1:12
ti(k,j)=0.5%k*tj;
end
end

t(:,1)=[ti(;,1);ti(:,2);ti(:,3);ti(:,4);t(:,5);t(:,6);t(:, 7);ti(:,8);ti(:,9);ti(:,10);ti(:,12);ti(:,12)];
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size_t = length(t)
disp('Numero de operacoes’)
n=size t*k n

%% Programacéo do algoritmo Fourier series method
% Transformar desde a func¢éo no espaco de Laplace para uma fungdo no espago
% do tempo, logo é feito o fitting da funcéo

for i=1:size_t

b =b_const./t(i);

Sum = 0;

for k=1:k_n
s = (b + sqrt(-1)*k*pi()./t(i));
Sumk = real(F(s)*(-1)"K);
Sum = Sum + Sumk;

end

ft(i) = (exp(b.*t(i))./t(i))*(0.5.*F(b) + Sum);
G1t(i)=G1(length(G1))+G1(1)*(exp(-t(i)/Rhol1(1)))+G1(2)*(exp(-
t(i)/Rho1(2)))+G1(3)*(exp(-t(i)/Rhol(3)))+G1(4)*(exp(-t(i)/Rhol(4)))+G1(5)*(exp(-
t(i)/Rhol1(5)))+G1(6)*(exp(-t(i)/Rho1(6)))+G1(7)*(exp(-t(i)/Rhol(7)));

E1t(i)=2*(1+Vv)*G1t(i);

end

compl=1./G1t;

figure (1)

loglog(t,ft,"-or")

hold on

loglog(t,compl,'-*g")

title('Funcéo de Fluéncia ao Cisalhamento no espaco do Tempo J(t)")
xlabel(‘tempo t [s]")

ylabel('J(t) [N/m”2]")

legend('J(t) calculado','J(t)~1/G(t)','Location’,'southwest’)

figure (2)

loglog(t,G1t,'-*b")

hold on

loglog(t,E1t,"-or")

title('Mddulo de Cisalhamento G(t) e Relaxacao E(t)")
xlabel(‘tempo t [s]")

ylabel('G(t) - E(t) [N/m”2]")
legend('G(t)','E(t)~2(1+Vv)G(t)','Location’,'southwest’)
end

function F = F(s);

G1=[7.3E6 4.9E6 0.48E6 57E3 6.4E3 1.3E3 0.1E3 0.143E3]; % Pa

Rhol=[100 2000 2E4 2E5 2E6 2E7 4E8]; % Seg
Fufc=G1(length(G1))/s+G1(1)*(1/(s+(1/Rho1(1))))+G1(2)*(1/(s+(1/Rho1(2))))+G1(3)*(1/
(s+(1/Rho1(3))))+G1(4)*(1/(s+(1/Rhol1(4))))+G1(5)*(1/(s+(1/Rhol(5))))+G1(6)*(1/(s+(1/
Rho1(6))))+G1(7)*(1/(s+(1/Rhol(7))));
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F = 1./(Fufc*(s"2));
end

D.3 - ALGORITMO DE INTERCONVERSAO DE D(t) PARA E(t)

function ft = ilaplace_fourier(t)

clear all; clc; close all; format long;

%% Declaracdo de variaveis

k n=1000; b _const=4.5;

D1=[4.08E-11 7.37E-11 2.25E-10 6.40E-10 2.03E-09 6.86E-09 2.19E-08
6.50E-08 1.37E-07 6.93E-08 1.45E-07 4.47E-10];

Taul=[2.19E-02 2.34E-01 2.88E+00 3.80E+01 5.25E+02 6.61E+03 6.03E+04
5.80E+05 4.27E+06 2.57E+07 2.95E+08];

E1=[2.05E+08 3.13E+08 6.39E+08 6.41E+08 3.26E+08 7.75E+07  2.13E+07
8.83E+06 8.85E+05 8.64E+05 9.28E+05 2.23E+06];

Rhol= Taul;

% Calculo da distribuicdo do tempo

t1=14; %Numero de ordens de grandeza

t2=9; %Numero de pontos por ordem de grandeza

Expini=-4;

for j=1:t11
tj = 1*10"N((Expini-1)+j);
for k=1:t2
ti(k,j)=k*j;
end
end

t(;,1)=[ti(:,1);ti(:,2);ti(:,3);ti(:,4);ti(:,5);ti(:,6);ti(;, 7);ti(:,8);ti(:,9);ti(;,10);ti(:,12);ti(:,12);ti(:,1
3)ti(:,14)];
size_t = length(t);
disp(‘'Numero de operacoes’)
n=size t*k n
%% Programacéo do algoritmo Fourier series method
% Transformar desde a funcdo no espaco de Laplace para uma fungéo no espaco
% do tempo, logo é feito o fitting da funcédo
for i=1:size t
b =b_const./t(i);
Sum =0;
for k=1:k_n
s = (b + sqrt(-1)*k*pi()./t(1));
Sumk = real(F(s)*(-1)"k);
Sum = Sum + Sumk;
end
ft(i) = (exp(b.*t(i))./t(i))*(0.5.*F(b) + Sum);

D1t(i)=D1(length(D1))+D1(1)*(1-exp(-t(i)/Taul(1)))+D1(2)*(1-exp(-

t(i)/Taul(2)))+D1(3)*(1-exp(-t(i)/Taul(3)))+D1(4)*(1-exp(-t(i)/Taul(4)))+D1(5)*(1-exp(-
t(i)/Taul(5)))+D1(6)*(1-exp(-t(i)/Taul(6)))+D1(7)*(1-exp(-t(i)/Taul(7)))+D1(8)*(1-exp(-
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t(i)/Taul(8)))+D1(9)*(1-exp(-t(i)/Taul(9)))+D1(10)*(1-exp(-t(i)/Taul(10)))+D1(11)*(1-
exp(-t(i)/Taul(11)));

E1t(i)=E1(length(E1))+EL1(1)*(exp(-t(i)/Rho1(1)))+EL1(2)*(exp(-
t(i)/Rho1(2)))+E1(3)*(exp(-t(i)/Rho1(3)))+E1(4)*(exp(-t(i)/Rhol(4)))+E1(5)* (exp(-
t(i)/Rho1(5)))+E1(6)*(exp(-t(i)/Rho1(6)))+EL1(7)*(exp(-t(i)/Rho1(7)))+E1(8)*(exp(-
t(i)/Rho1(8)))+E1(9)*(exp(-t(i)/Rho1(9)))+E1(10)*(exp(-t(i)/Rho1(10)))+E1(11)*(exp(-
t(i)/Rhol1(11)));

end

figure (1)

loglog(t,ft,"-*r")

hold on

loglog(t,1./D1t,'-*Q")

loglog(t,E1t,'-ob")

title('Funcédo de Relaxacao no espaco do Tempo E(t)")

xlabel(‘tempo t [s]")

ylabel("E(t) [N/m”2]")

legend('E(t) calculado','E(t)~1/D(t)','E(t)Analitica’,'Location’,'southwest’)

figure (2)

loglog(t,D1t,"-ob")

title('Funcéo de Fluéncia no espaco do Tempo D(t)")
xlabel(‘tempo t [s]")

ylabel('D(t) [N/m"2]"-1")

end

function F = F(s);

D1=[4.08E-11 7.37E-11 2.25E-10 6.40E-10 2.03E-09 6.86E-09 2.19E-08
6.50E-08 1.37E-07 6.93E-08 1.45E-07 4.47E-10];

Taul=[2.19E-02 2.34E-01 2.88E+00 3.80E+01 5.25E+02 6.61E+03 6.03E+04
5.80E+05 4.27E+06 2.57E+07 2.95E+08];
Fufc=D1(length(D1))/s+D1(1)*(1/s-1/(s+(1/Taul(1))))+D1(2)*(1/s-
1/(s+(1/Taul(2))))+D1(3)*(1/s-1/(s+(1/Taul(3))))+D1(4)*(1/s-
1/(s+(1/Taul(4))))+D1(5)*(1/s-1/(s+(1/Taul(5))))+D1(6)*(1/s-
1/(s+(1/Taul(6))))+D1(7)*(1/s-1/(s+(1/Taul(7))))+D1(8)*(1/s-
1/(s+(1/Taul(8))))+D1(9)*(1/s-1/(s+(1/Taul(9))))+D1(10)*(1/s-
1/(s+(1/Taul(10))))+D1(11)*(1/s-1/(s+(1/Taul(11))));

F = 1./(Fufc*(s"2));

end

D.4- ALGORITMO INCREMENTAL DAS DEFORMACOES APLICADO A
VERIFICACAO DO ITEM 4.3.4.2

function [ ] = FDdsigval( )

%% Programa que calcula a evolugao das tensdes ao longo do tempo
% em um elemento unidimensional com a imposicao de uma funcéo de
% tensdo (tenta-se reproduz o exercicio do marcos tf=60 e dt=0.2)

clc; close all; format long;
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%% Declaragéo de variaveis

tf = 60; % Tempo total de avaliagdo segundos
dt =[0.050.10.250.5 1]} % Diferencial de tempo dt
t1=dt; % Tempo em horas do Esforco max /=

P=50; EO0=150; Ek=100; Neta=1000; % Tensdo maxima Sigma em Mpa, Mod. Elast.
Mola simples, Mod. E. Mola Kelvin, Viscosidade

Kelvin

D0=1/E0; D1=1/EK; % Obtencédo dos coeficientes da série de Prony D(t)
Taul=Neta/EK; % Obtencéo dos exponentes da série de Prony D(t)
t1=1*dt; % Tempo em seg do Esforco max /=

D=[D0 D1]; % Coeficientes da série de Prony D(t) desde DO até Dn
Tau=[Taul]’; % Exponentes da série de Prony D(t) desde DO até Dn

%% Calculo do vetor tensdo

CM1=funsig(tf,t1(1),dt(1),P); tt1=CM1(;,1); CM1=CML1(;,2);
CM2=funsig(tf,t1(2),dt(2),P); tt2=CM2(:,1); CM2=CM2(:,2);
CM3=funsig(tf,t1(3),dt(3),P); tt3=CM3(;,1); CM3=CM3(;,2);
CM4=funsig(tf,t1(4),dt(4),P); tt4=CM4(:,1); CM4=CMA4(:,2);
CMb5=funsig(tf,t1(5),dt(5),P); tt5=CM5(:;,1); CM5=CM5(;,2);

% Calculo e grafico da funcgdo D(t)

Dt=ExpM(D,Tau,ttl);

%%  Célculo do Delta Deformacéo %%

%% Calculo do {Delta t}, {delta tensdo} e {delta tensdo/delta t}
dSdtDS1=der(tt1,CM1); dS1=dSdtDS1(:,1); dt1=dSdtDS1(:,2); DS1=dSdtDS1(:,3);
dSdtDS2=der(tt2,CM1); dS2=dSdtDS2(:,1); dt2=dSdtDS2(:,2); DS2=dSdtDS2(:,3);
dSdtDS3=der(tt3,CM1); dS3=dSdtDS3(:,1); dt3=dSdtDS3(:,2); DS3=dSdtDS3(:,3);
dSdtDS4=der(tt4,CM1); dS4=dSdtDS4(:,1); dt4=dSdtDS4(:,2); DS4=dSdtDS4(:,3);
dSdtDS5=der(tt5,CM1); dS5=dSdtDS5(:,1); dt5=dSdtDS5(:,2); DS5=dSdtDS5(:,3);
%% Caélculo do Delta Deformacéo 1

DD1_1=defl(D,Tau,dt(1),dS1);

DD1 2=defl(D,Tau,dt(2),dS2);

DD1_3=defl(D,Tau,dt(3),dS3);

DD1 4=defl(D,Tau,dt(4),dS4);

DD1_5=defl1(D,Tau,dt(5),dS5);

%% Calculo do Delta Def 2

DD2_1=def2(D,Tau,dt(1),DS1);

DD2_2=def2(D,Tau,dt(2),DS2);

DD2_3=def2(D,Tau,dt(3),DS3);

DD2_4=def2(D,Tau,dt(4),DS4);

DD2_5=def2(D,Tau,dt(5),DS5);

%% Calculo do Delta Sigma total

DT1=DD1 1+DD2 1; DTl=cumsum(DT1);

DT2=DD1_2+DD2_2; DT2=cumsum(DT2);

DT3=DD1 3+DD2_3; DT3=cumsum(DT3);

DT4=DD1_4+DD2_4; DT4=cumsum(DT4);

DT5=DD1 5+DD2 5; DT5=cumsum(DT5);

%% Graficos

figure(1)

plot(tt1(:,1),CM1(;,1),'k’,'LineWidth',2);

hold on
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plot(0,1.2*P);
title(" {\sigma}(t) [MPa]','FontName', Times New
Roman','FontSize',12,'FontWeight','bold")
xlabel(’t [s]','FontName', Times New Roman','FontSize',10,'FontWeight','bold")
ylabel(‘'{\sigma}(t) [MPa]','FontName', Times New
Roman','FontSize',10,'FontWeight','bold")
legend(*{\sigma}(t) [MPa]',4)
set(gca,'FontName',"Times New Roman','FontSize',10,'LineWidth',0.1)
hold off
figure(2)
plot(tt1(:,1),Dt(;,1),’k’,'LineWidth',2);
hold on
plot(0,0);
plot(0,1.2*max(Dt));
%title('Funcédo de Fluéncia D(t)','FontName', Times New
Roman','FontSize',12,'FontWeight','bold")
xlabel(’t [s]','FontName’, Times New Roman','FontSize',10,'FontWeight','bold")
ylabel('D(t) [1/Mpa]’,'FontName','Times New Roman','FontSize’,10,'FontWeight','bold")
legend('D(t)[1/Mpa]',4)
set(gca,'FontName', Times New Roman','FontSize',10,'LineWidth',0.1)
hold off
figure(3)
%% Resposta analitica
t=(0:0.5:tf)";
def0 = max(CM1);
sig_analitico = def0.*((1/E0)+((1/Ek)*(1-exp(-(Ek/Neta).*t))));
plot(t,sig_analitico,'k','LineWidth',2);
hold on
%title('Deformacdo {\epsilon}(t)','FontName’,"Times New
Roman','FontSize',12,'FontWeight','bold")
xlabel(’t [s]','FontName’, Times New Roman','FontSize',10,'FontWeight','bold")
ylabel(‘'{\epsilon}(t) [m/m]’,'FontName’, Times New
Roman','FontSize',10,'FontWeight','bold")
% % Resposta para os diferentes deltas de t
plot(tt1(;,1),DT1(;,1),'m-0",'LineWidth',0.5,'MarkerSize',1);
plot(tt2(:,1),DT2(:,1),'r-0",'LineWidth',0.5,'MarkerSize',2);
plot(tt3(:,1),DT3(:,1),'g-0",'LineWidth',0.5,'MarkerSize',3);
plot(tt4(:,1),DT4(:,1),'b-0",'LineWidth',0.5,'MarkerSize',4);
plot(tt5(:,1),DT5(:,1),'c-0','LineWidth',0.5,'MarkerSize',5);
legend('{\epsilon}analitico','{\delta}(t)=0.05",'{\delta}(t)=0.1",'{\delta}(t)=0.25",'{\delta}(t)
=0.5','"{\delta}(t)=1",4)
set(gca,'FontName',"Times New Roman','FontSize',8,'LineWidth',0.1)
plot(0,1);
end
function [ExpM] = ExpM(D, Tau,t)
%% Calcula funcdo de fluécia D(t) desde DO ate Dn ou D(t) desde D1 ate Dn num tempo t
n=length(Tau); m=Ilength(t);
for k=1:m

DO=D(1);

for i=1:n
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De=D(i+1,1)*(1-exp(-t(k)/Tau(i,1)));
D0=D0+De;
end
ExpM(k,1)=D0;
end
end
function [CM] = funsig(tf,t1,dt,P)
%% Calculo do vetor deformacéo
t=(0:dt:tf)";
CM(1,1)=0;
for i=2:length(t);
if t(i)<=t1
CM(i,1)=t(i)*P/t1;
else
CM(i,1)=P;
end
end
CM=[t CM];
end
function [dSdtDS] = der(t,CM)
%% Calculo do {Delta t}, {delta def} e {delta def/delta t}
dE(1,1)=0; dte(1,1)=0; deltaE(1,1)=0;
for j=2:length(t);
dE(j,1)=CM(j)-CM(j-1);
dte(j,1)=t(j)-t(j-1);
deltaE(j,1)=dE(j,1)./dte(j,1);
end
dSdtDS=[dE dte deltaE];
end

function [Ddefl]=def1(D,Tau,dt,ds);
%% Célculo -D

for k=1:length(Tau); % Varia de acordo ao numero de coeficientes da série de Prony
Sum=(D(k+1,1)*(1+(Tau(k,1)/dt*(-1+exp(-dt/Tau(k,1))))));
end

Suma=Sum+D(1);

%% Caélculo -D*deltatenséo

for m=1:length(ds);
Ddef1(m,1)=Suma.*ds(m,1);

end

end

function [Ddef2]=def2(D, Tau,dt,deltaS);

%% Calculo da funcdo Hi

Hi=zeros(length(deltaS),length(Tau));

for b=1:length(Tau);

for a=2:length(deltaS);
Hi(a,b)=exp(-dt/Tau(b,1))*Hi(a-1,b)+D(b+1,1)*Tau(b,1)*(1-exp(-

dt./Tau(b,1))).*deltaS(a-1,1);
end
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end
%% Calculo da funcédo -a*Hi
Sum=zeros(length(deltaS),length(Tau));
for b=1:length(Tau);
for a=2:length(deltaS);
Sum(a,b)=(1-exp(-dt./Tau(b,1))).*Hi(a,b);
end
end

Sum2=zeros(length(deltaS),1);
for i=1:length(Tau)
Sum(:,i)
Sum2(:,1)=Sum(:,i)+Sum2(:,1);
end
Ddef2=Sum2;
End

D.5- ALGORITMO INCREMENTAL DAS TENSOES APLICADO A
VERIFICACAO DO ITEM 4.3.2.2

function [] = FEddefvalBoltz()

%% Programa que calcula a evolugdo das tensdes ao longo do tempo em um elemento
%unidimensional com a imposicao de uma funcdo de deformacao (tenta-se reproduz o
$exercicio do Carvalho pag 95

tf=60 e dt=0.2)

clc; format long; close all;

%% Declaragéo de variaveis

tf = 60; % Tempo total de avaliacdo Horas

dt=1[0.2]; % Diferencial de tempo dt

P=50; % Deformacdo maxima em m/m

t1=dt; % Tempo em horas do Esfor¢o max /=

E=[150 1007} % Coeff funcdo relaxacdo Einf, E1 exercicio de Marcos Boltzmann
neta=1000; % Coeff parcela viscosa funcao relaxacdo exercicio de Marcos
Boltzmann

def0 =P; Ek = E(2); n=neta; EO = E(1); tt=(0:0.5:tf);

E1=[Ek*EO/(EK+EQ) E0"2/(Ek+EO0)]';% Coeff funcéo relaxagédo EO, E1 serie de prony
E(t)Boltzmann

Taul=neta/(sum(E)); % Coeff tempo de relaxacdo Taul=neta/(EO+EK)
Tau=[Taul];

%% Calculo do vetor deformacéo

CM1=funder(tf,t1(1),dt(1),P); tt1=CM1(;,1); CM1=CML1(;,2);

%% Calculo e grafico da fungéo E(t)
Et=ExpM(E1,Tau,ttl);
%%  Calculo do Delta sigma %%

%% Calculo do {Delta t}, {delta def} e {delta def/delta t}
dEdtDE1=der(tt1,CM1); dE1=dEdtDE1(:,1); dtl=dEdtDE1(;,2); DE1=dEdtDE1(:,3);
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%% Calculo do Delta Sigma 1
DS1_1=sigmal(E1,Tau,dt(1),dE1);

%% Calculo do Delta Sigma 2
DS2_1=sigma2(E1,Tau,dt(1),DEL);

%% Calculo do Delta Sigma total
DT1=DS1 1+DS2 1; DTl=cumsum(DT1);

%% Graficos

figure(1)

plot(tt1(:,1),CM1(:,1),'’k’,'LineWidth',2);

hold on

plot(0,1.2*P);

title('Deformacéo {\epsilon}(t) m/m','FontName’," Times New
Roman','FontSize',12,'FontWeight','bold")

xlabel('Tempo t [Seg]’,'FontName’,' Times New Roman','FontSize',10,'FontWeight','bold")
ylabel('Deformacéo {\epsilon}(t) m/m','FontName’,'Times New
Roman','FontSize',10,'FontWeight','bold")

legend('Deformacao {\epsilon}(t) m/m',4)

set(gca,'FontName', Times New Roman','FontSize',10,'LineWidth',0.1)
hold off

figure(2)

plot(tt1(:,1),Et(:,1),'k-*'",'LineWidth',1,'MarkerSize',3);

hold on

plot(0,0);

%title('Funcédo de Relaxacdo E(t)','FontName'," Times New
Roman','FontSize',12,'FontWeight','bold")

xlabel('Tempo [s]','FontName’, Times New Roman','FontSize’,10,'FontWeight','bold")
ylabel('E(t) [MPa]','FontName',' Times New Roman','FontSize',10,'FontWeight','bold")
legend('Funcao de Relaxacdo E(t)',4)

set(gca,'FontName', Times New Roman','FontSize',10,'LineWidth',0.1)

hold off

%%

figure(3)

%% Resposta analitica

sig_analitico = def0*(EO/(EK+EO0))*((EO*exp(-((EO+EK)/neta).*tt)) + EK);
plot(tt,sig_analitico,'k’,'LineWidth',2.5);

hold on

%title('Esforgo de Tensédo {\sigma}(t)',FontName', Times New
Roman','FontSize',12,'FontWeight','bold")

xlabel('Tempo [s]','FontName’, Times New Roman','FontSize’,10,'FontWeight','bold")
ylabel(*{\sigma}(t) [MPa]','FontName',' Times New
Roman','FontSize’,10,'FontWeight','bold")

% % Resposta para os diferentes deltas de t
plot(tt1(:,1),DT1(:,1),'bo’,'LineWidth',0.1,'MarkerSize',3);

legend("Tensdo {\sigma}(t) analitico’, Tensdo {\sigma}(t) obtido',4)
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set(gca,'FontName', Times New Roman','FontSize',10,'LineWidth',0.1)
end

function [ExpM] = ExpM( E, Tau,t)
%% Calcula a funcdo de fluécia E(t) desde EO ate En ou E(t) desde E1 ate En num tempo t
n=length(Tau); m=length(t);
for k=1:m
EO=E(1);
fori=1:n
Ee=E(i+1,1)*exp(-t(K)./Tau(i,1));
EO=EO+Ee;
end
ExpM(k,1)=EQ;
end
end

function [CM] = funder(tf,t1,dt,P)
%% Calculo do vetor deformacéo
t=(0:dt:tf)";
CM(1,1)=0;
for i=2:length(t);
if t(i)<=tl
CM(i,1)=t(i)*P/t1;
else
CM(i,1)=P;
end
end
CM=[t CM];
end

function [dEdtDE] = der(t,CM)
%% Calculo do {Delta t}, {delta def} e {delta def/delta t}
dE(1,1)=0; dte(1,1)=0; deltaE(1,1)=0;
for j=2:length(t);
dE(j,1)=CM(j)-CM(j-1);
dte(j,1)=t(j)-t(-1);
deltaE(j,1)=dE(j,1)./dte(j,1);
end
dEdtDE=[dE dte deltaE];
end

function [Dsigmal]=sigmal(E,Tau,dt,dE);
%% Calculo -E

Sum=0; % Acumulador de somatoria

for k=1:length(Tau); % Varia de acordo ao numero de coeficientes da série de Prony
Sum=(E(k+1,1)*Tau(k,1)/dt)*(1-exp(-dt/Tau(k,1)));

end

Suma=Sum+E(1);
%% Caélculo -E*deltadeformacao
for m=1:length(dE);
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Dsigmal(m,1)=Suma.*dE(m,1);
end
end

function [Dsigma2]=sigma2(E1, Tau,dt,deltaE);
%% Calculo da funcéo Si
Si=zeros(length(deltak),length(Tau));
for b=1:length(Tau);
for a=2:length(deltaE);
Si(a,b)=exp(-dt/Tau(b,1))*Si(a-1,b)+E1(b+1,1)*Tau(b,1)*(1-exp(-
dt./Tau(b,1))).*deltaE(a-1,1);
end
end
%% Calculo da funcédo -a*Si
Sum=zeros(length(deltak),length(Tau));
for b=1:length(Tau);
for a=2:length(deltaE);
Sum(a,b)=-(1-exp(-dt/Tau(b,1))).*Si(a,b);
end
end

Sum2=zeros(length(deltaE),1);
for i=1:length(Tau);
Sum(:,i);
Sum2(:,1)=Sum(:,i)+Sum2(:,1);
end
Dsigma2=Sumz;
end

D.6 - ALGORITMO DA FUNCAO PARA AVALIAR Imd E Ac DA VIGA
SANDUICHE

function [Sol] = cen_i_a(Et,Hc,b)
%% Calcula o centroide em funcdo da mudanca na rigidez na metade inferior do nucleo
% Entrada: Et=[E1 E2 E3 E4]"; %Hc=[h1 h2 h3 h4]’; %b=base da viga

%% Caélculo do novo centroide desde extremo superior

n1=Et(1,1)/Et(3,1); n4=Et(4,1)/Et(3,1);

h1=Hc(1,1); h2=Hc(2,1); h3=Hc(3,1); h4=Hc(4,1);
Aihi=n1*b*h1*(h1/2)+b*h3*(h1+h3/2)+n4*b*h4*(h1+h3+h4/2)+n1*b*h2*(h1+h3+h4+h2
12);

Amod=n1*b*h1+b*h3+n4*b*h4+nl*b*h2;

y=Aihi/Amod;

%% Calculo da nova inercia modificada [m”4]
ht=h1+h2+h3+h4; z=ht-y;
11=(n1*b*h173)/12+n1*b*h1*(y-h1/2)"2;
13=(b*h3"3)/12+(b*h3*(y-h1-h3/2)"2);
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14=(n4*b*h4"3)/12+(nd*b*h4*(z-h2-h4/2)"2);
12=(n1*b*h2/3)/12+n1*b*h2*(z-h2/2)"2;
Imod=[I1 12 13 14]; % Inercia da viga modificada em m"4

%% Calculo da area a cortante modificada [m"2]
Al=nl*b*hl; A2=nl*b*h2;

A3=b*h3; A4=n4*b*h4,

Ac=(A3+A4)

end

Sol=[Imod Ac];

end
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