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Resumo

Provamos que (anti)self dual solitons gradientes (quasi) Yamabe com curvatura sec-
cional positiva sdo rotacionais simétricos. Além disso, mostramos que, (anti)self dual
solitons gradientes de Yamabe tem uma estrutura de produto torcido muito particular
desde que a funcao potencial nao tenha pontos criticos.

Consideramos solitons gradientes de Yamabe conformes a espacos pseudo-Euclidianos
n-dimensionais. Caracterizamos todos os solitons que sao invariantes pela acao de um
grupo de translacao (n — 1)-dimensional e obtemos os solitons tipo estavel. Como apli-
cagao, obtemos um exemplo de soliton gradiente de Yamabe estavel completo, conforme
a um espaco Lorentziano.

Investigamos também os pontos criticos do funcional curvatura escalar total restrito
a um espaco de métricas com curvatura escalar constante e volume unitatio que de-
notamos por métricas CPE. Foi conjecturado nos anos 1980 que toda métrica CPE é,
necessariamente, Einstein. Provamos que métricas CPE, no caso de dimensao quatro,
com tensor W+ harmonico sdo isométricas a esfera S* dada uma condicdo integral. No
caso n-dimensional, provamos uma condicao necessaria e suficiente sobre a norma do

gradiente da funcao potencial para que a métrica CPE seja Einstein.

Palavras-chave: Solitons de Yamabe; métricas Lorentzianas; mética conforme; fun-
cional curvatura escalar total; Métrica CPE; Métricas de Einstein; soliton quasi Yamabe;

localmente conformemente plano; self dual.



Abstract

We prove that an (anti)self dual quasi Yamabe gradient soliton with positive sectio-
nal curvature is rotationally symmetric. We also prove that four dimensional (anti) self
dual gradient Yamabe soliton has a special warped product structure provided that the
potential function has no critical points.

We consider gradient Yamabe solitons, conformal to an n—dimensional pseudo-
Euclidean space. We characterize all such solitons which are invariant under the action
of an (n — 1)—dimensional translation group and we obtain the steady solitons. Ap-
plications provide an explicit example of a complete steady gradient Yamabe soliton,
conformal to the Lorentzian space.

We also investigate the critical points of the total scalar curvature functional restric-
ted to space of metrics with constant scalar curvature of unitary volume, for simplicity
CPE metrics. It was conjectured in the 1980’s that every CPE metric must be Einstein.
We prove that a 4—dimensional CPE metric with harmonic tensor W' must be isometric
to a round sphere S* provided an integral condition is satisfied. We also give a necessary
and sufficient condition on the norm of the gradient of the potential function for a CPE

metric to be Einstein.

Keywords: Yamabe solitons; Lorentzian metrics; conformal metrics; total scalar
curvature functional; critical point equation; Einstein metric; quasi Yamabe soliton; half

conformally flat; self dual.
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Introducao

O fluxo de Yamabe e o fluxo de Ricci, foram introduzidos como uma tentativa de se
resolver o problema de Yamabe e a conjectura de Poincaré, respectivamente (ver [43]).
Nesse contexto, os solitons de Ricci, solu¢oes auto-similares para o fluxo de Ricci ([29]),
sao ferramentas importantes para a matematica contemporanea. A maior parte do tra-
balho foi feito no caso Riemanniano (veja por exemplo [16] e [13]). Entretanto, solitons
de Ricci foram considerados, recentemente, no caso Lorentziano (|3, 10, 27, 49]).

Motivado pela classificacao dos solitons de Ricci localmente conformemente planos,
Daskalopoulos e Sesum [25] iniciaram uma investigacao dos solitons de Yamabe con-
formemente planos e demonstraram que todo soliton gradiente de Yamabe completo,
localmente conformemente plano com curvatura seccional positiva é rotacionalmente si-
métrico. Além disso, eles construiram exemplos de solitons de Yamabe rotacionalmente
simétricos em R™ com curvatura seccional positiva. Inspirado por esses autores, Cao,
Sun e Zhang [15] mostraram que todo soliton gradiente de Yamabe nao-trivial admite
uma estrutura global especial de produto torcido. Vale lembrar que os solitons gradientes
de Yamabe compactos possuem curvatura escalar constante (veja por exemplo [24]).

Nesse trabalho, vamos estudar solitons de Yamabe e métricas CPE (critical point
equation [9] e [29]).

Um dos nossos objetivos é caracterizar solitons de Yamabe gradiente conformes a es-
pacos pseudo-Euclidianos n-dimensionais, que sao invariantes pela acao de um grupo de
translagdo (n — 1)-dimensional (veja os Teoremas 2.3 e 2.4). Barbosa, Pina e Tenenblat
|3] consideraram esse problema para os solitons de Ricci. Precisamente, eles estudaram
solitons gradientes de Ricci, conformes a espacos pseudo- Euclidianos invariantes pela
acao de um grupo de translacdo (n — 1)-dimensional, encontrando todas as soluc¢des no
caso do soliton gradiente de Ricci estavel.

Quando M é uma variedade Riemanniana a defini¢ao exige que a variedade seja com-
pleta. No caso semi-Riemanniano, nao exigimos que (M, g) seja completa [12]. Em ge-
ral, para uma variedade indefinida, o termo “completo” significa apenas geodesicamente

completo, j4 que nao existe uma “distancia” candnica associada & métrica. Por outro
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lado, existem geodésicas tipo tempo, espaco e luz. Logo, podemos falar em completude
tipo tempo, espaco ou luz, dependendo de qual tipo de geodésica estamos considerando.
Esperava-se que um certo tipo de completude (geodesicamente completo) implicasse em
outro tipo de completude (veja [7]). Mas, existem exemplos explicitos que mostram a
independéncia logica dos trés tipos de completude.

Completude geodésica em variedade semi-Riemanniana é um conceito importante
quando estamos interessados em definir uma singularidade em relatividade geral. Além
disso, obter explicitamente as geodésicas e suas singularidades, num espago semi-Riemanniano
¢ uma tarefa dificil.

No Capitulo 2, vamos considerar solitons gradientes de Yamabe, conformes a um
espaco pseudo-Euclidiano. Caracterizamos todas as solucoes invariantes pela agao do
grupo de translagao (n — 1)-dimensional, Teoremas 2.1 e 2.2, e vamos obter todos so-
litons de Yamabe estaveis, Teoremas 2.3 e 2.4. Como uma aplicacao do Teorema 2.4,
na Secao 2.2 do Capitulo 2, nés obtemos um exemplo de soliton gradiente de Yamabe
estavel completo, conforme a um espaco Lorentziano L. Mostramos que esse soliton
gradiente de Yamabe ¢ geodesicamente completo, que sua curvatura seccional assume
qualquer valor real, encontraremos seu tensor de Ricci e, com isso, veremos que sua cur-
vatura escalar é constante.

As métricas do tipo soliton gradiente de Yamabe podem ser estendidas naturalmente
(ver [17]). Essa extensao ¢ uma idéia que apareceu no estudo das variedades com peso
(ver [58]), onde as métricas quasi Einstein surgem como generalizacao das métricas de
Einstein. Com base nesses conceitos, definiu-se as métricas do tipo soliton gradiente
quasi Yamabe (ver [30] e [57]). Essas métricas tipo Einstein tem sido estudadas hoje em
dia, e varios resultados de classificacao ja foram obtidos. Na verdade, o estudo dessas
métricas tipo Einstein ¢ um problema antigo (veja cap.16 [9]).

No Capitulo 3, obtemos uma classificagao dos solitons gradientes quasi Yamabe para
o caso de dimensao quatro. Mostramos que a condi¢ao localmente conformemente plana
pode ser substituida pela condi¢do mais fraca semi conformemente plana (ou self dual
tensor de Weyl). Vale lembrar que CP2 é um exemplo de variedade que é localmente
semi conformemente plana mas nao é localmente conformemente plana. No Teorema 3.6
e no Corolario 3.7 mostramos que, com a hipotese semi conformemente plano, o soliton
gradiente (quasi) Yamabe ¢ rotacionalmente simétrico quando sua curvatura seccional é
positiva. No Teorema 3.8 mostramos que (anti)self dual solitons gradientes de Yamabe
tem uma estrutura de produto torcido muito especial, supondo que a funcao potencial
nao tenha pontos criticos. Cao, Sun e Zhang [15] provaram sem condigoes adicionais que
a funcao potencial de um soliton gradiente de Yamabe tem no maximo um ponto critico.

E quando ela tem um ponto critico, eles mostraram que o soliton é rotacionalmente si-
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meétrico, sem hipo6teses adicionais sobre a métrica.
Seja. M™ uma variedade orientada n-dimensional compacta (sem fronteira), e M o
conjunto de estruturas Riemannianas diferenciaveis em M™ de volume 1. Dado uma

métrica ¢ € M definimos o funcional curvatura total, ou funcional Einstein-Hilbert
S: M — R por

Sto)= [ Ry, 1)

onde R, e dv sdo, respectivamente, a curvatura escalar de M" e o elemento de volume
determinado pela métrica e orientagao. As métricas que sao pontos criticos do funcional
curvatura escalar total S restritos a M sao Einstein; para maiores detalhes, confira o
Capitulo 4 em [9].

Por outro lado, a solu¢ao do problema de Yamabe mostra que toda variedade Rie-
manniana compacta M" admite uma métrica de curvatura escalar constante, conside-
remos o espago das métricas csc (constant scalar curvature), denominamos tal espago
de C ={g € M| R, constant}, em M". Quando restringimos o funcional curvatura
escalar total a uma classe de métricas conformes com curvatura escalar constante obte-
mos um conjunto de pontos critico. A existéncia desses pontos criticos é exatamente o
problema de Yamabe. Na verdade, um teorema de Koiso [38] mostra que, sob condi¢oes
genéricas, C ¢ uma variedade de dimensao infinita (ver p. 127 em [9]). Foi conjecturado
que os pontos criticos do funcional curvatura escalar total S restritos a C e com volume
unitario sao métricas de Einstein (cf. |9] p. 128). A métrica CPE (critical point equa-
tion) é uma tripla (M", g, f) onde f é uma funcdo suave em M que satisfaz a seguinte
equacao

o R
(14 f)Ric = V*f + n(n—fl)g’
onde Ric, V? = Hess e R sao, respectivamente o tensor de Ricci, o Hessiano e a curvatura
escalar R da métrica g, tal que Ric = Ric — %g.
Nos ultimos anos, muitas respostas parciais para conjectura foram obtidas. Por

exemplo, Lafontaine [41] provou que a conjectura CPE é verdadeira com a condigao da

meétrica ser localmente conformemente plana e

Ker{Vgf — (Agf)g — fRicg} # 0. (2)

Mas em 2011 Chang, Hwang e Yun removeram a condicao (2) (cf. [19]). Além disso,
Hwang, em [32], considerou a conjectura no caso tridimensional com a hipotese de que a
norma do gradiente da fungao potencial f fosse uma funcao de apenas f; veja também

[33]. Em [35], Hwang também mostrou que a conjectura vale se f > —1. Yun, Chang
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e Hwang [20] provaram que se a variedade com a métrica CPE tem tensor de Ricci
paralelo, entao ela é isométrica a esfera. A conjectura também foi provada recentemente
com a hipdtese de que o tensor curvatura seja harmonico [19]. No caso tridimensional a
conjectura foi demonstrada por Hwang [34] com apenas a condi¢ao de que (2) acontega.
O artigo de Qing-Yuan [37] provou que a conjectura é verdadeira supondo que o tensor
de Bach seja plano. Em 2014, Barros e Ribeiro Jr [4] provaram que a conjectura é
verdadeira em dimensao 4 supondo que a variedade seja localmente semi conformemente
plana.

Iremos estudar algumas propriedades das métricas CPE no Capitulo 4. Precisamente,
vamos estudar a norma do gradiente da funcao potencial. Mostraremos, no Teorema 4.5,
que a métrica CPE n-dimensional é Einstein se, e somente se,

Rf?
IVfI? + nn—1) A,
onde A é constante. O Teorema 4.9, o ultimo resultado desse capitulo, também responde

a conjectura CPE supondo que a funcao
Rf?
n(n —1)

seja harmonica na fronteira de toda componente conexa do conjunto My = {z € M™; 1+

f(z) < 0}.

E no Capitulo 5 estudamos a métrica CPE em dimensao quatro. As variedades de

G=|VfI+

dimensao quatro possuem propriedades bem particulares. Com a hipotese do divergente
do tensor W™ ser nulo, ou seja, tensor W' harmonico, mostramos que a métrica CPE
4-dimensional ¢ Einstein se todo ponto de ¥, = {p € M*; f(p) = ¢}, para todo ¢ # —1
pertencente a R, for umbilico (Teorema 5.10). Em seguida, como corolario da Proposigao

5.8, provamos que a métrica CPE é Einstein supondo que éW+ =0e
4 2 D |2
ngc(N, N)* = |Ric|*,

onde N = %. No Teorema 5.12, demonstramos que a métrica CPE, para n = 4, é

Einstein se dW™T =0 e

25 _ E 2
/N VSRRV V) = /M o



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo preliminar, vamos enunciar e demonstrar alguns resultados que serao

utilizados nos préximos capitulos.

1.1 Variedades semi-Riemannianas, métricas confor-

mes e Tensores

Vamos, em primeiro lugar, enunciar alguns fatos sobre formas bilineares.

Se V & um espaco vetorial com dimV > 0, uma forma bilinear simétrica sobre V' é

uma funcao bilinear b: V x V' — R tal que
b(v,w) =b(w,v); ¥V wv,weV.

Definicao 1.1. Uma forma bilinear simétrica sobre um espago vetorial V' é:
a) positiva (negativa) definida se b(v,v) > 0 (<0), Vv € V.
b) positiva (negativa) semi-definida se b(v,v) > 0 (< 0), Yo € V.

¢) nao-degenerada se b(v,w) = 0, Yw € V implica em v = 0.

Se = {e1,...,e,} € uma base de V, dizemos que a matriz b;; = b(e;, ;) é chamada
a matriz de b relativa a base 5. Uma forma bilinear simétrica é nao-degenerada se, e

somente se, b;; é inversivel.

Definicao 1.2. Um tensor métrico g sobre uma M é uma aplicacao que associa a cada

ponto p € M uma forma bilinear, simétrica e nao-degenerada em 7, M.
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Definigao 1.3. Uma variedade semi-Riemanniana (M, g) é uma variedade diferenciavel

M, munida do tensor métrico g.

Para um sistema de coordenadas locais (z1,...,x,) em uma vizinhanc¢a de um ponto
o) o) )

degenerado, temos que a matriz g;; é inversivel e a sua inversa sera denotada por g¥.

p € M, as componentes do tensor métrico g sdo g;; = ¢( Como ¢ é nao-

Defini¢ao 1.4. Um vetor tangente v em uma variedade semi-Riemanniana (M, g) é de
um dos trés tipos:

a) tipo-espago se g(v,v) > 0 ou v = 0.

b) tipo-nulo (ou tipo-luz) se g(v,v) =0 e v # 0.

¢) tipo-tempo se g(v,v) < 0.

Assim como no caso Riemanniano, podemos introduzir os conceitos de conexao e
derivada covariante em uma variedade semi-Riemanniana (M, g). E também podemos
mostrar que tal conexao é bem-definida e tinica, assim como no caso Riemanniano.
Denotaremos tal conexdo por V, a conexao de Levi-Civita de (M, g). Tal conexao é

caracterizada pela formula de Koszul:

29(VyW, X) = VgW,X)+Wg(X,V) - Xg(V,W) - g(V,[W, X])
+ g(W X, V]) + g(X, [V, W]) (L.1)

onde W,V e X pertencem a x(M).

Em um sistema de coordenadas (U, z(z1, ..., x,)), temos que as func¢oes Ffj definidas
em U por
0 0
V.o—= Ffj—
Ox; ij P axk

sao os simbolos de Christoffel da conexao V. Segue pela equagao (1.1) que

1 0 0 0
i 9 Zm: 9 {axi Gjm + 0 Gim oz, 9ij (1.2)

Os conceitos de transporte paralelo e geodésica seguem de maneira andloga ao caso

Riemanniano.

A funcdo R : x(M) x x(M) x x(M) — x(M) dada por

R(X, Y)Z =VyVxZ —-VxVyZ + V[Xy]Z,
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onde V é a conexao de Levi-Civita, ¢ multilinear e serd chamada de tensor curvatura de
M.

Um subespaco bi-dimensional o do espaco tangente 7),M ¢ chamado plano tangente

a M em p. Para vetores tangentes X, Y definimos
QX,Y) =g(X, X)g(Y)Y) — g(X, Y)™
Um plano tangente o é ndo-degenerado se, e somente se, Q(X,Y) # 0 para uma base

qualquer X, Y de o. Assim, temos o seguinte lema

Lema 1.5. Seja o um plano tangente nao-degenerada de M em p. O numero

g(R(X,Y)X,Y)
QX,Y)

K(X,Y) =

€ independente da escolha da base X, Y para o e € chamado de curvatura seccional de

o em p.

Defini¢ao 1.6. Seja R o tensor curvatura de (M, g). O tensor curvatura de Ricci é

definido por
Ric,(X,Y) = traco{Z — R(X,2)Y}
onde X, Y e Z €T ,M.
Em um sistema de coordenadas,
Rix = ¢’ Riju.
Sabemos que, para cada ponto p € M,
Ric, : T,M x T,M — R

¢ uma forma bilinear e simétrica. Entao, considerando A : T,M — T,M a aplicacao

linear auto-adjunta associada ao tensor Ric,, definimos

Defini¢ao 1.7. Seja (M, g) uma variedade semi-Riemanniana. A curvatura escalar R
de M é uma fungdo R : M — R, definida por R(p) = contracao(Ric,). Em um sistema

de coordenadas

0,



17

Considerando f uma func¢ao diferenciavel introduzimos em seguida, os conceitos de

gradiente, hessiano e laplaciano da funcao f.

Definicao 1.8. Seja (M, g) uma variedade semi-Riemanniana e f uma funcao diferen-
ciavel. Entao

a) o gradiente de f, denotado por Vf , é dado por

g(Vf, X) =df(X);VX € x(M).

b) a hessiana de f é dada por

V2f(X,Y) = Hessf(X,Y) = g(VxVFfY).

¢) e o laplaciano de f é
Af =div(Vf).
onde div : x(M) — R é dado por

div(X) = contracao{Y — Vy X}.

Vamos expor alguns resultados sobre métricas conformes que serao muito utilizados

ao longo do texto.

Proposigao 1.9. [9] Seja (M, g) uma variedade semi-Riemanniana de dimensao n > 3

e g = % uma métrica conforme o g. Entao, os tensores de Ricci de g e de g satisfazem
©

a relacao

Ric; — Ricy = %{(n — 2)pHessy(p) + [pAgp — (n — 1)\Vg<p|2]g}. (1.3)

Portanto, temos que
Ry = Y ewd” (Ricg)y, = (n —1)(208g0 — n|Vypl?). (1.4)
k=1

Lema 1.10. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Entdo a conerdo de Levi-Civita
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V para uma métrica conforme g = % satisfaz

VY = VY — é (XQ)Y + (Vo)X — g(X, X)Ve].

Demonstracao. Utilizando a formula de Koszul (1.1), uma conta direta nos da o resul-

tado.
Z00xv.2) = v (Sax2) + x (San2)) =¥ Gex.2))

Y
- (o)~ (osovn)-(neicn)

Expandindo a expressao anterior temos que

(Yo)g(X, Z) + = [9(Vy X, Z) + 9(X, Vy 2)]

_Qg(vXY7Z): - 2

(Xp)g(Y. Z) + ; 9(VxY, Z) + (Y, V5 Z)]

29
1
29

(Zp)g(X,Y) + p [9(VzX,Y) +g(X,VzY)]

=G oG o | v

(Y, [X, Z]) + g(X, [Y, Z]) + 9(Z, [X,Y])).
Podemos simplificar a expressao anterior utilizando a definicdo de colchete,
9(VxY,2) = g(VxY, Z) - ; [(X@)g(V, Z) + (Ye)g(X, Z) — 9(X, X)g(Ve, Z)]

donde segue o resultado. O]

Ao longo desta secao, vamos relembrar alguns fatos basicos sobre tensores que serao

Gteis na demonstracao dos nossos resultados.

Vale ressaltar que ao longo do texto usaremos a notacao de Einstein para soma, a
menos que seja mencionado o contrario. De acordo com esta convencao, quando uma
variavel de indice aparece duas vezes em um tnico termo, uma vez em um (sobrescrita)
superior e uma vez em uma posi¢ao inferior (subscrito), isso implica que estamos somando
sobre todos os seus possiveis valores. Vejamos como exemplo, como podem ser escritas

as entradas do gradiente de uma funcao definida numa variedade M™,
vzf = gijvjfv

veja que a soma ocorreu sobre o indice j.
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Vamos utilizar, ao longo do texto, uma notacao muito importante sobre o tensor

curvatura (e conseqiientemente, essa nota¢ao recaira sobre os tensores de Weyl, Cotton

e Ricci). Considere um sistema de coordenadas locais (z1,. .., x,), tome uma base {¢; =
% ?_, associada ao sistema de coordenadas locais, temos que
1

R(ei,ej e, V) = Rijklvlf.
De fato, lembrando que

Vf=(9"Vif)e; = (V' fe;.
Temos, pelo fato do tensor curvatura ser multilinear,

Rlesej,ex, V) = Rleiej e (¢°Vif)e) = Rlei, ej, e, (V' fer)
= R(e;,ej,ex,e)(V'f) = RijuV'f.

Para os operadores S, T : H — H definidos num espaco de Hilbert n-dimensional H
o produto interno Hilbert-Schmidt é definido por

(S,T) = tr(ST*), (1.5)

onde tr e x sdao, respectivamente, o traco e a operacao adjunto. Além disso, se [ é o

operador identidade em H o operador sem traco de T' é dado por

o tr'T
T=T7-""7. (1.6)
n
Em particular a norma de T satisfaz
o (trT)?
TP TR (17)

Agora, no6s vamos lembrar que para uma variedade Riemanniana (M™, g), n > 3, o

tensor de Weyl W é definido pela seguinte férmula

1
Rijiw = Wiji + m(ﬁ’ikyﬂ + Rjgix — Ragjr — Rjnga)

R
(n—1)(n-2) (95196 — gagi),

(1.8)

onde R;ji € o operador curvatura. Sabemos que W = 0 para n = 3. Em dimensao n = 4

uma variedade é localmente conformemente plana se, e somente se, W = 0. A equacdo



20

de Ricci & dada por

V1V1ka - V]vzka = Rijksvsf (19)

onde f: M — R é uma funcao diferenciavel.

Definimos o tensor de Ricci sem traco por
o ) R
Ric = Ric — —y, (1.10)
n

onde R é a curvatura escalar do tensor métrico g.

O tensor de Cotton C é

Oijk = Vszk — ijzk — Vijok — V]Rgzk) (111)

1
2(n — 1)(

Esses dois tensores estao relacionados da seguinte maneira

(=2 (1-2)
(n—3)" VM= ()

Cijk = - QSlvsmm’j, (1-12)

para n > 4. Para maiores detalhes sobre esses tensores recomendamos, por exemplo, [9].

Em [14], Cao e Chen definiram o tensor D que é a ponte entre o tensor de Weyl e

os solitons quasi Yamabe gradiente (Proposigao 3.2 a seguir). Definiremos o 3-tensor D

por
R
=) —2) Vil — 9ikVif)- (1.13)

Esse tensor D é anti-simétrico nos dois primeiros indices e livre de traco, isto &,

Dij = —Dji e gijDijk = gikDijk = ijDijk =Y

1.2 Teorema de Stokes

Nessa secao, nés vamos ver um resultado central na teoria de integracao em varieda-

des: O teorema de Stokes. Este teorema é uma generalizacao do teorema fundamental
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do célculo (ver [42]). Antes de falarmos sobre o teorema, vamos definir o que é uma

variedade com fronteira.

Definicao 1.11. Uma carta de fronteira ¢ : U — V para um espago topologico M sobre
um ponto x € M é uma aplicacao continua de um aberto U C M para um subconjunto
aberto V de R = {(z1,...,2,) : &, > 0} com ¢(z) € R" x {0}.

Onde os subconjuntos de R} sao conjuntos da forma W (R’ onde W C R" é aberto.

Definicao 1.12. Um atlas de fronteira A diferenciavel para um espago topologico M é
uma colecao de aplicacoes ¢, : U, — V,, onde cada aplicagao ¢ uma carta, ou uma carta
de fronteira, para M, tal que | JU, = M e p, 0 @51 ¢ uma aplicacao diferenciavel entre

conjuntos abertos de R} para cada e (3.

Definicao 1.13. Uma variedade diferencidvel com fronteira é um espago topologico M
equipado com uma classe de equivaléncia de atlas de fronteira diferencidvel, onde dois

atlas de fronteira sao equivalentes se sua uniao é um atlas de fronteira.

Se M é uma variedade com fronteira, entao a fronteira OM de M é o subconjunto

de todos os pontos x € M tais que para cada x existe uma carta de fronteira.

Proposicao 1.14. Se M ¢é uma variedade diferencidvel de n-dimensional com fronteira,
entao OM € uma variedade diferencidvel (n — 1)-dimensional, com atlas dado pela res-

tricao de OM das cartas de fronteiras de M.

Suponha que M™ é uma variedade diferenciavel com fronteira orientada. Isto é, M
estd equipada com um atlas de fronteira diferenciavel A tal que ¢, ogogl ¢ uma aplicagao

que preserva orientacao, para cada « e .

Proposigao 1.15. OM ¢ uma variedade diferencidvel orientada com dimensao n — 1.
A orientacao construida em 0M é chamada de orientagao induzida em OM pela orien-
tacao de M.

Teorema 1.16. Seja M uma variedade diferencidvel com fronteira de dimensao n, e w

uma (n — 1)-forma diferencidvel em OM. Entao

/dw:/ w.
M oM

Repare que OM tem a orientacao induzida por M, e w é restrita a M no lado direito

da equacao acima.
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Corolario 1.17. Seja M uma variedade diferencidvel compacta sem fronteira. Entao

/dw:().
M

Corolario 1.18. Seja M é uma variedade diferencidvel compacta com fronteira. Se w é

/ “

1.3 Teoria dos grupos de simetria

Um grupo de Lie é um grupo de simetria de um sistema de equacoes diferenciais,
quando, a acao do grupo transforma solugoes do sistema em outras solucoes. A aplicacao
mais importante, consiste no uso de invariantes pela a¢ao do grupo (ou de subgrupos)
para reduzir o nimero de variaveis de uma equacao diferencial parcial, podendo até

mesmo, reduzir para um sistema de equagoes diferenciais ordinarias (veja [51]).

Definicao 1.19. Seja M uma variedade diferenciavel. Um grupo local de transformagoes

agindo em M é dado por um grupo de Lie GG, um subconjunto aberto U, tal que
{e} x M CcUCGx M,

onde e é o elemento neutro do grupo, e uma aplicacao diferenciavel ¢ : U — M satisfa-
zendo as seguintes propriedades:

a)Se (h,x),(g,¢¥(h,x)) e (g h,z) pertencem a U, entao

b)Para todo z € M,

Yie,r) = x.

¢)Se (g,x) € U, entao (¢, v(g,z)) €U e

V(g v(g, 1)) = .
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Simplificando, denote (g, z) = ¢ - x. Assim, teremos que

g-(h-a) = (g-h) -,

e-xr = x

gil'(g'x) = T,
onde g,h € G e x € M estao nas condicoes da definicao.

Definicao 1.20. Seja G um Grupo de Lie local de transformagoes agindo em M, entao,

para cada x € M, definimos a drbita através de x por

O.={91-92 .. gp-zlk>1,€G e g1-ga-... - gp-x esta definido}.
Além disso, dizemos que o grupo G age semi-regularmente se todas as orbitas sao sub-
variedades de M com a mesma dimensao.

Exemplo 1.21. Exemplo de Grupos de Transformagoes.
a) O grupo de translagoes em R™: Seja v # 0 um vetor fixado em R" e seja G = R o

grupo aditivo. Defina
Uy(e, 1) =2 +ev, z€R" eccR.

As orbitas, nesse caso, sao retas paralelas a v de forma que a acdo é semi-regular com
orbitas unidimensionais.
b) O grupo de dilatagoes em R™: Considere novamente o grupo aditivo G = R, uma

constante A > 0 e defina
Ua(e,2) = Xz, z€R", ccR

Nesse exemplo temos 6rbitas unidimensionais, quando x # 0 e a 6rbita singular con-

sistindo apenas da origem {0}. Dessa forma, a agdo é semi-regular no conjunto aberto

R™\{0}.

Definicao 1.22. Seja G um grupo local de transformacoes agindo em uma variedade
M. Uma funcao £ : M — R é chamada um ¢nvariante de G se para todo x € M e para

todo g € G tal que g - = esta definido, vale

£(g - x) =E&(x).

Proposicao 1.23. Seja G um grupo conexo de transformacoes agindo em uma variedade
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M. Uma funcgao & : M — R ¢ uma funcao invariante para G se, e somente se,
v(€) =0, Vxre M, (1.14)

e para todo gerador infinitesimal v de G.

Defini¢ao 1.24. Considere & (z),...,&(z) fungdes reais e diferenciaveis, definidas em
M. Entao

a) &1, ..., & sdo chamadas funcionalmente dependentes se para cada x € M existe uma
vizinhanca U de = e uma funcao real diferenciavel F'(zq,..., 2;), ndo identicamente nula

em qualquer subconjunto de R¥, tal que

F(&(x), ..., &(x)) =0,

para todo x € U.
b) &1, ..., & sdo chamadas funcionalmente independentes se nao sao funcionalmente de-

pendentes quando restritas a um subconjunto aberto qualquer U C M.

O seguinte teorema nos da a quantidade maxima de invariantes funcionalmente in-

dependentes que podemos obter por uma agao de GG em M:

Teorema 1.25. Suponha que G age semi-regularmente na variedade M de dimensao m
com drbitas s-dimensionais. Se xo € M, entao existem precisamente m — s invariantes
funcionalmente independentes &1, ...,&,_s definidos em uma vizinhanca de xo. Além

disso, qualquer outro invariante definido nesta vizinhanca € da forma

f(l‘) = F(’Sl? <o 7€m75)7

para uma funcao diferencidvel F.

Vamos mostrar como encontrar invariantes de um dado grupo de transformacoes.
Inicialmente, suponha que GG é um grupo de transformacoes a 1-parametro agindo em

M, com gerador infinitesimal
U= 771(:5)0961 +.oo+ nm<x)aa?m>

expresso em alguma parametrizagio local dada. Pela equagao (1.14), um invariante £ de

G é uma solugao da seguinte equacao diferencial parcial linear de primeira ordem

(&) = m(2)0, (&) + - 4 1 (2)0s, (€) = 0. (1.15)
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O teorema (1.25) diz entdo que, se v é nao nulo, entao existem m — 1 invariantes
funcionalmente independentes, consequentemente, m — 1 solucoes funcionalmente inde-

pendentes da equacao diferencial parcial (1.15) em uma vizinhanga de zq € M.
O calculo de invariantes independentes para grupo de transformagoes a r-parametros
consiste no seguinte: Se v, = Z nFO,,, k =1,...,r forma uma base para os geradores

(2
infinitesimais, entao os invariantes sao encontrados resolvendo o seguinte sistema linear

homogéneo de equagoes diferenciais parciais de primeira ordem

(&) = an@mlf =0, k=1,...,m
i=1

Uma das vantagens em se encontrar solucoes invariantes pela acao de um grupo de
simetria é que esse método nos permite reduzir a quantidade de varidveis do sistema
de equagoes diferenciais parciais, podendo inclusive reduzi-lo a uma equacao diferencial

ordinéaria que possui mais métodos para encontrar solucoes.

1.4 Soliton gradiente quasi Yamabe

O fluxo de Yamabe,

o 0(t) = ~Rol),

foi introduzido por R.Hamilton na tentativa de resolver o problema de Yamabe (ver
[29]). Solitons sao ferramentas importantes quando estamos interessados em entender a
geometria do fluxo ji que os solitons podem aparecer como modelos de singularidades.

Solitons de Yamabe representam um tipo de solugao para o fluxo de Yamabe.

Defini¢ao 1.26. Uma variedade Riemanniana (M™, g) de dimensdao n > 3 é chamada
de soliton gradiente de Yamabe se existe uma fungao potencial diferenciavel f : M™ — R

e uma constante A tal que

(R—Ngij = ViV, f. (1.16)

Se A >0, A =0 ou A <0, teremos, respectivamente, um soliton gradiente de Yamabe

contraido, estavel ou expansivo.

Motivados pelos resultados das variedades quasi Einstein (veja [17]), a teoria dos
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solitons gradientes quasi Yamabe comecou a ser investigada. Meétricas quasi Einstein
generalizam os solitons de Ricci. Essas métricas quasi Einstein sao usadas quando esta-
mos estudando variedades com peso (ver [58]). Os solitons gradientes quasi Yamabe sdo

generalizacoes dos solitons de Yamabe gradiente.

Defini¢cao 1.27. Um soliton gradiente quasi Yamabe (M™, g, f), onde (M", g) é uma
variedade Riemanniana de dimensao n > 3 com func¢ao potencial diferencidvel f : M" —

R e duas constantes A\, m (m # 0) que satisfazem

(R—Ngy = ViV,f ~ —Vif V, (1.17)

Repare que quando m — oo entao (1.17) se reduz a (1.16) e se f é constante, dizemos

que o soliton gradiente quasi Yamabe é trivial.

Adiante, vamos enunciar alguns resultados sobre (quasi) solitons gradientes de Ya-

mabe que serao explorados ao longo do texto.

Teorema 1.28. [30] Seja (M*,g, f) um soliton gradiente quasi Yamabe completo naio
trivial satisfazendo (1.17) com curvatura seccional positiva e Dy = 0. Entao (M*, g, f)

€ rotacionalmente simétrico.

Teorema 1.29. [15] Seja (M™, g, ) um soliton gradiente de Yamabe completo nao trivial
satisfazendo (1.16). Entao |V f|? € constante nos conjuntos de nivel de f, e f satisfaz

uma das sequintes propriedades:

(i) f tem um unico ponto critico o € M™, e (M", g, f) é rotacionalmente simétrico e

tqual ao produto torcido

([07 +OO>7 dTQ) X |Vf\ (Sn717 gcan>,

onde Gean € a métrica canonica em S"1, ou

(ii) f nao tem ponto criticos e (M"™, g, f) € o produto torcido
(RydTQ) XVl (Nn_lag)a (118)
onde (N"™1 g) é uma variedade Riemanniana de curvatura escalar constante.

Quando (M™, g, f) é localmente conformemente plana, temos o seguinte:

Teorema 1.30. [15] Seja (M™, g, f) um soliton gradiente de Yamabe completo e nao

trivial satisfazendo a equagao (1.16). Suponha que f ndo tem pontos criticos e que ela é



27

localmente conformemente plana. Entao (M™, g, f) € o produto torcido
(R, dr?) v (N"71, g),

onde (N"1,g) espaco de curvatura seccional constante.

Observacao 1.31. Vale dizer que os solitons gradientes quasi Yamabe compactos, assim
como os solitons gradientes de Yamabe compactos, tem curvatura escalar constante (veja

por exemplo |25, 30]).

1.5 Estrutura do produto torcido

Aqui, vamos voltar nossa atencdo para uma classe de métricas sobre a variedade

produto B x F. Vamos definir o produto torcido (veja [9] e [50]).

Defini¢ao 1.32. Sejam (B, ggp) e (F, gr) variedades Riemannianas e f > 0 uma fungao
sobre B. O produto torcido M = B x; F' ¢ a variedade produto B x I’ com a métrica

g="1"g95+ (7" f)’c*gr,

onde 7 e ¢ sao as projecoes de B X F em B e F, respectivamente. Explicitamente, para

u,v € Ty q) M, temos

9(u,v) = gp(dr(u), dr(v)) + (f o 7)*gp(do(u), do(v)).

Observacao 1.33. Se f é constante igual a 1, dizemos que M ¢ o produto Riemanniano
e g a métrica produto. Quando uma variedade M nao pode ser escrita como o produto

Riemanniano de outras duas variedades dizemos que ela é irredutivel.

As fibras px F' = 771(p) e as folhas Bxq = 07'(q), comp € B e q € F, sao subvariedades

de M. A métrica produto torcido é caracterizada por

1. Para cada g € F, a aplicacao 7|(B x ¢) é uma isometria sobre B,

2. Para cada p € B, a aplicacdo o|(p x F') € uma homotetia sobre F', com fator escalar

1/f(p)-

3. Para cada (p,q) € M, as folhas B X ¢q e as fibras p x F' sdo ortogonais em (p, q),

assim podemos decompor 7{, )M na soma direta

TipgM = T(pvq)(B X q) @ Tip,q) (px F).
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Chamaremos os vetores tangentes as folhas de horizontais, e os tangentes as fibras
de werticais. Se v € T, M denotaremos por hor(v) e ver(v) as componentes

horizontal e vertical de v, respectivamente.

Observagao 1.34. Para uma variedade produto B x F', denotando por §(B) o conjunto

das funcoes diferenciaveis sobre B, temos as seguintes nogoes de levantamento.

1. Se h € §(B), o levantamento de h para Bx Fé h=how € B x F).

2. Sev € T,B e g € F entdo o levantamento ¥ de v em (p,q) é o tinico vetor em

Tpg)(B x q), tal que dn(?) = v.

3. Se X € X(B) o levantamento de X para B x F' é o unico campo vetorial X cujo

valor em cada ponto (p,q) é o levantamento de X (p) para (p,q). Este campo é

diferenciavel e é o nico elemento de X(B x F'), tal que dn(X) = X e do(X) = 0.
Denotamos por £(B) o conjunto dos levantamentos dos elementos de X(B) para
B x F.

Funcoes, vetores tangentes e campos diferenciaveis sobre F' podem ser levantados para

B x F de maneira similar usando a projecao o.
A seguir, vamos enunciar alguns resultados sobre o produto torcido que serao muito
importantes ao longo do texto. Esses resultados, podem ser encontrados em [50].

Lema 1.35. Se h € §(B), entdo o gradiente do levantamento hor de h para M = BX ;F

€ o levantamento para M do gradiente de h sobre B.

F

Denotando as conexdes Riemannianas de M, B e F por V, VB e V¥ | respectiva-

mente, podemos relacioni-las da seguinte maneira:

Proposicao 1.36. Seja M = B x; F' um produto torcido. Se X,Y € £(B) e VW €
L£(F), entao

1. VxY € £(B) € o levantamento de VEY a partir de B,

2. VxV =VyX =20V,

3. hor(VyW) = =850V,

4. ver(VyW) € £(F) € o levantamento de VEW a partir de F,

onde Vf € o gradiente de f na métrica g.
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Apresentaremos agora um resultado que relaciona as curvaturas de M com as cur-
vaturas da base B, da folha F'.

Proposicao 1.37. Seja M = B x; F' um produto torcido com o tensor curvatura R.

Sejam RP e RY os pullback dos tensores curvatura de B e F, respectivamente. Se
XY, Z € &(B) e U, V,\W € £(F), entao
1. R(X,Y)Z € £(M) ¢ o levantamento de RP(X,Y)Z € £(B) a partir de B,

2. RV, X)Y = WV, onde V? € a hessiana do produto torcido M, que coincide

com a hessiana de B nos vetores horizontais,
3. RIX,)Y)V =RV, W)X =0,
4. RX, V)W = E0v, v,

5. R(U,V)W = RF(U,V)W — SLZL LW, 0yy — (W, V)U}.

Como conseqiiéncia do resultado acima, vamos mostrar como é o tensor de Ricci do
produto torcido, Ric. Denotaremos Ric? e Ricf' o pullback dos tensores de Ricci de B

e F, respectivamente.

Coroléario 1.38. Sobre um produto torcido M = B x¢ F comn = dim(F) > 1, se X,Y

sao horizontais e V., W wverlicais, entao

1. Rie(X,Y) = RicP(X,Y) = 2V2f(X,Y),
2. Ric(X,V) =0,

3. Rie(V,W) = Ric" (V,W) = (V,W){22L + L (n — 1)(V [,V )},
onde Apf € o laplaciano de [ sobre B.

As demonstragoes dos resultados citados acima, podem ser encontrados em [9] e [50].

1.6 Variedades de dimensao 4 e suas propriedades es-
peciais

As variedades de dimensdao n = 4 possuem propriedades muito especiais. Vamos

introduzir alguns conceitos ja conhecidos que podem ser encontrados na literatura (|9,
[39] e [26]).
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O fibrado das 2-formas em uma variedade Riemanniana orientada compacta 4-
dimensional pode ser invariantemente decomposto em soma direta; fatos importantes
sobre esse assunto podem ser encontrados em [9] e [54]. Por exemplo, em uma variedade
Riemannina (M*, g), o tensor de Weyl W é um endomorfismo do fibrado das 2-formas
A? = A3 & A? tal que

W=Wwrew",

onde W* : A2 — A2 sao chamados, respectivamente, de self-dual e anti-self dual
partes de W. Métricas semi localmente conformemente planas sao também conhecidas
como self-dual tensor de Weyl ou anti-self dual tensor de Weyl se W~ =0 ou W' =0,
respectivamente. Vale lembrar que uma variedade Riemanniana, de dimensao n > 4, é
localmente conformemente plana se, e somente se, o seu tensor de Weyl é identicamente

nulo.

No que se segue, denotaremos uma variedade 4-dimensional orientada M* e g como
sua métrica Riemanniana. Como mencionamos anteriormente as 4-variedades sao bas-
tante especiais. Por exemplo, seguindo a notagao usada em [26] (ver também [56] p. 46),
dado um referencial ortogonal local {ey, 5, 3,4} num aberto de M* com base dual as-

3

sociada {e!, €2, 3, et} existe um tnico operador x chamado de estrela de Hodge (agindo

nos bivetores), tal que

= S net

= et Né?

= e Aet
= eSNel

( )
( )
st net) = e2AeP
( )
( )
( )

= e' Né, (1.19)

esse quadro pode ser encontrado em [39]. Isso implica que * é uma involugdo, i.e.
x2 = Id. Vamos denotar por (T3) o dual de (rs), isso quer dizer que, (rs73) = 0(1234)
para alguma permutacao o no conjunto {1,2, 3,4} (cf. p. 466 em [26]). Como o operador

de Hodge é auto-adjunto, i.e
((x(e" Nel),e" Ael)) = ({e" Ae x(eF A el))) (1.20)

onde ({-,-)) & o produto interno para fibrado das 2-formas, A? (bivetores), os tinicos
autovalores de x sdo =1 (cf. [39]). Por isso o fibrado das 2-formas, em uma 4-variedade

Riemanniana orientada, pode ser decomposto em soma direta A* = A2 @ A2. Isso nos
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permite concluir que o tensor de Weyl W é um endomorfismo de A2 = AT @ A~ tal que

W=wtrew". (1.21)

Lembramos que dimg(A?) = 6 e dimg(A*) = 3. Além disso, as bases para AT e A~ sdo
(cf. [26]):

A*—span{elA62+€3/\e4, 61/\634-64/\62’ 63/\€2+64/\€1} (1.22)
V2 V2 V2
e
A:span{el/\ez_e?)/\64, 61/\63—64/\62’ 63/\62—64/\61} (1'23)
V2 V2 V2

Por isso, AT e A~ tem uma orientagdo natural tal que as bases (1.22) e (1.23) sédo
positivamente orientadas. Além do mais, se R é o operador curvatura em M* temos a

matriz

W+ E1d|  Ric
R = : (1.24)

o, *

Ric W=+ {1d

onde Ric: A= — AT & o operador de Ricci sem traco em M* definido em (1.10).

Como o tensor de Weyl é livre de traco (i.e, triW = 0) em qualquer par de indices
temos que

1
Wi ==Wpgrs + Wygrs)- (1.25)

pqrs 5

Em particular, temos que
1
Wibsy = 5 (Wiass + Wiaa).

Para maiores detalhes confira [26] e |56].

Sendo W um tensor do tipo (0,4), podemos dizer que W+ é harmonico se §W* = 0,

onde 0 é o divergente. O divergente de um (0, 4)-tensor T" é definido por
5T(X17 X27 X3) = tragog{(Y, Z) = VYT(Z7 X1> X27 X3>}7

onde g é a métrica de M*. Além disso, ¢ bom enfatizar que variedades de Einstein

4-dimensional possuem tensor W' harmonico (cf. 16.65 in [9], ver também o Lema
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6.14 em [26]). Portanto, é natural nos perguntarmos que implicagoes geométricas tem a

harmonicidade do tensor WT.

1.7 Meétrica CPE (critical point equation)

Defini¢ao 1.39. Uma métrica CPE é uma tripla (M™, g, f), onde (M", g) é uma varie-
dade Riemanniana orientada compacta com dimensao n > 3, volume unitario e curvatura

escalar constante com uma funcao diferenciavel f satisfazendo

5 Rf

1 Ric=V*f + ——— 1.26
(1+ f)Ric f+n(n_1>g, (1.26)
onde ]jZic, R e V? = Hess sao, respectivamente, o tensor de Ricci sem traco (ch =

Ric — %g), a curvatura escalar e o Hessiano da métrica g em M™.

E claro que a métrica de Einstein é candnica quando f = 0. Além disso, a tnica
solucao nao-constante conhecida é a esfera com funcao altura f. Foi conjecturado que a

métrica CPE é uma métrica de Einstein. Para maiores detalhes, confira |9] p. 128.

Note que, se contrairmos a equacao (1.26), obtemos

R

A+ T

f=0. (1.27)

Portanto f é uma autofuncao do laplaciano e entao, pela teoria espectral, R é positivo.

Em particular, se a métrica CPE for Einstein, entdo pela equagao fundamental (1.26)

teremos para quaisquer campos vetoriais X e Y

V2(X,Y) = —n(nR—fl)g(X, Y), (1.28)

nos dando que Vf é um campo vetorial conforme. Nesse caso, podemos usar o teorema

n(n—1) '

de Obata [48] para concluir que M™ é isométrica a esfera S"(p), com p = R

Teorema 1.40. [/8] Uma variedade Riemanniana completa de dimensio n > 2 admite

uma fungdo nao-constante f com V2f(X,Y) = —c2fg(X,Y) para quaisquer campos
1

vetoriais X eY se, e somente se, a variedade ¢ isométrica a esfera S"(c) de raio 7, com

¢ > 0 constante.

A conjectura proposta em |9] em meados dos anos 1980 pode ser reescrita em termos

CPE (cf. [18, 35, 36, 52]). Para ser mais preciso, esses autores propuseram o seguinte:



Conjectura 1.41. [9] A métrica CPE é sempre Einstein.
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Capitulo 2

Solitons gradientes de Yamabe
conformes a um espaco

pseudo-Euclidiano

Consideremos solitons gradientes de Yamabe (ver Secao 1.4), conformes a espa-
¢os pseudo-Euclidianos que sao invariantes pela acao de um grupo de translacao (n —
1)-dimensional (ver Secdes 1.1 e 1.3). Precisamente, seja (R™, ¢g) um espaco pseudo-
euclidiano com meétrica g e coordenadas (z1,- - ,2,), com g;; = 0;;&;, 1 <1i,j < n, onde

d;j ¢ o delta de Kronecker, ¢; = £1, com pelo menos um ¢; = 1. Seja § = Zaﬂu

a; € R, um invariante basico para um grupo de translagao (n — 1)—dimensionz;1. Nos
queremos obter fungdes diferencidveis p(€) e f(£), tais que a métrica g = % satisfaca a
equagao

Hessy(f) = (Ry — \)g.

onde %5 é a curvatura escalar da métrica g.
Primeiramente, nos obtemos condigbes necessarias e suficientes sobre f(£) e (&) para
a existéncia da métrica g (ndo necessariamente completa). Veremos que essas condi¢oes

n
sao diferentes dependendo da direcao do vetor a = Z ozia— ser tipo luz ou nao.
€
i=1
Em seguida, vamos construir um exemplo explicito de soliton gradiente de Yamabe,
conforme a um espaco pseudo-Euclidiano que ¢ invariante pela a acao de um grupo de

translagao (n — 1)-dimensional que é completo tipo espago (ou tempo) e tipo luz.

Nos calculos, nés denotaremos por ¢z, .; € fwixj as derivadas de segunda ordem de

¢ e f, com respeito a x;x;. Vamos prosseguir enunciando os resultados principais do
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capitulo.

Nosso primeiro teorema mostra o sistema de equacoes que as fungoes ¢ e f satisfazem

quando o soliton gradiente de Yamabe é conforme a um espacgo pseudo-Euclidiano.

Teorema 2.1. Seja (R", g) um espago pseudo-Euclidiano com n > 3, coordenadas x =
(1, .., xn) € gij = 0456 € seja f: R" — R uma fungdo diferencidvel. Entdo existe uma
mélrica g = % tal que (R™,g) € um soliton gradiente de Yamabe com fun¢ao potencial

f se, e somente se, as funcoes ¢ e f satisfazem

szifacj + Pux; facl

fﬂ:ﬂj +
¥

=0, i#j (2.1)

e para cada 1

xlfxl x
fow + 27 ezzskwgpkka:w (0= )220 — 1,0l - A].

Nos queremos encontrar solu¢oes para os sistemas (2.1), (2.2) da forma ¢(§) e f(£),

onde £ = Zak:pk, ar € R. Sempre que Zskai % 0, sem perda de generalidade,

k=1 k=1
n

podemos considerar E f«:kai = +1. O teorema seguinte mostra o sistema de equacoes
k=1

diferenciais ordinarias que tais solucoes devem satisfazer.
A seguir, consideram o soliton do Teorema 2.1, mostraremos o sistema de equacoes
diferenciaveis ordinarias que as funcoes conforme e potencial satisfazem quando o soliton

¢ invariante pela acao de um grupo de translacao.

Teorema 2.2. Seja (R", g) um espago pseudo-Euclidiano com n > 3, coordenadas v =
(351,.. L Ty) € Gij = (2]61 Considere as fungoes diferencidveis p(§) e f(£), onde & =
Z Tk, ap € Re Zekak = &k, OU Zekak = 0. Entao g = % ¢ um soliton gradiente

k=1 k=1 k=1
de Yamabe com fungao potencial f se, e somente se, p e [ satisfazem

f// —+ 2% = 0; se ngo[i = €k,
(2.2)

—oof = (n—1)[200" — n(¢')?] — e\,
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f”+2%:0; se Zekaizo
- (2.3)

A=0.

Os proximos resultados buscam as solucoes de (2.2) e (2.3), quando A = 0, isto &, no

caso estavel.

Teorema 2.3. Seja (R", g) um espago pseudo-Euclidiano com n > 3, coordenadas v =
(T1,...,2n) € gij = 656 Seja g = 92, um soliton gradiente de Yamabe estdvel, com

fungao potencial f. Entao ¢ e [ sdo invariantes sob a acao de um grupo de translacao

de dimensao (n — 1) cujo invariante bdsico é & = g apTr, onde a = g aka— € um
x
k=1 k=1 k
n

vetor nao-nulo com E Exy = €y, S€, € somente se,
k=1

% B E+v
[ mte= e s 24)

f(€) = —t, 7€R, (2.5)

onde v,3 € R, v* + % # 0. Em particular, quando «y = 0, entdo f € constante e (R™, g)
é um soliton gradiente de Yamabe estdvel trivial. Se g é a métrica Euclidiana entao g

nao € completo.

Teorema 2.4. Seja (R",g) um espago pseudo-Fuclidiano com n > 3, coordenadas x =
(z1,...,20) € gij = i85 Seja g = g/p?, um soliton gradiente de Yamabe estdvel com

funcao potencial f. Entao ¢ e f sao mvamantes pela acao do grupo de translacao de

0
dimensdo (n— 1), cujo invariante bdsico € & = E apxE onde o = E ap—— € um vetor
Ty
k=1
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tipo luz (lightlike), isto é, (Z 5;@2 = 0) se, e somente se, v € uma funcao diferencidvel

k=1
qualquer nao-nula e

1) m/@%@d& VR,

Antes de provar os resultados acima enunciados, vamos ilustrar os Teoremas 2.3 e 2.4

com alguns exemplos.

Exemplo 2.5. Se considerarmos v # 0 e f = 0 no Teorema 2.3, entao temos que

2v(E+v) 1

206) = = (n—1 21

v (&) CERCES) f(&) = 5(n=1)(n+2) ¢+ v,

onde v(§ +v) > 0. Portanto, g = % ¢ um soliton gradiente de Yamabe estavel no

semi-espago de R™, com funcao potencial f.

Exemplo 2.6. No Teorema 2.3, considere (R®, g) um espago pseudo-Euclidiano de di-
6 6

mensaon =6e & = Z arx tal que Z £x0; = Ex,- Se yB > 0, entdo podemos resolver
k=1 k=1
explicitamente as equagoes (2.5) e (2.4). Na verdade, obtemos

©*(€) = \/gcoth (W) e f(€)=20In [coth (%)} :

onde £ + v > 0. Segue que g = % é um soliton gradiente de Yamabe estavel no semi-

espaco de R®, com funcao potencial f.

Exemplo 2.7. Sob as mesmas condicoes do exemplo acima, se as constantes v e 3
satisfazem v < 0, entao podemos resolver explicitamente as equagoes (2.5) e (2.4). De

fato, encontraremos

¢2(€) N ’% tan <sgn7%0wﬁ|) e f(§) =20In [Sin (sgny%()\/W)] :

onde £ + v > 0. Segue que g = % ¢ um soliton gradiente de Yamabe estavel no semi-

espaco de R®, com funcio potencial f.

Exemplo 2.8. Agora, um exemplo para o Teorema 2.4. Seja (R", g) um espago Lorent-

ziano com coordenadas (z1, ..., x,) e assinatura: e; = —1, g, = 1, para k > 2. Considere
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€ =1 + x5 e escolha p(&) = 1+1§2- Entao,

7=+ €Pg o 1O =6 (14 3¢+ 1¢),

onde v € R\{0}. Segue que (R™, g) é um soliton gradiente de Yamabe estavel, com fungao
potencial f. Mostraremos no tltima secao desse capitulo que este soliton gradiente de

Yamabe é geodesicamente completo.
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2.1 Demonstracao dos resultados principais

Demonstracao do Teorema 2.1: Sabemos que se g = ég, entao

. 1
Ricy = —3{(n— 2)pHess,(¢) + [pAge — (n— 1)|Vel?lg}- (2.6)
Portanto, por (2.6) a curvatura escalar da métrica g é dada por
D ere® (Ricg)y, = (n — 1)(2pAg0 — n| Vi) (2.7)
Entao, a equagao

Hessg(f) = (Rg — \)g
é equivalente a
Hessy(f) = ((n = 1) (2259 = nlV,9%) = A)g. (2.8)

Lembrando que

Hessg(f)ij = fuia, ZF o

onde T’“ sao os simbolos de christoffel da métrica g. Para i, j, k distintos, ja que g = 22”

e (g)~! = p?e;dij, n6s temos por (1.2)

1 0 0 0
ko _ _E mk . N .
Fz‘j - 2 — g |:8l'ig]m+al‘jgzm 85L‘mgw:|
1 . [0 0 %,
= 3 e+ 50k — 5—0ij| = 2.
29 |:835z axjgzk’ a$k91]:| 07 ( 9)

. 1 [0 0 0
) 2 Zm:g |:axZ + 81}]9 8:17mg ]:|
- 29 axigjz (933]-9” 8xigz]
— QSD ) (%ng“
= % |—¢; = —pie; |26 —L| = -1, 2.10
24,05 L%jscp } 2(,05 € p ” ( )
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_ 1 kk 9 + i 0
n 29 8xiglk 8xiglk 0 kg“
1, 0 5 1, Pa Px
2g0 o [ axkago ] 290 - 3 ik 2 ( )

Logo,
P, fa:j + Spa:j fxl
2

Substituindo essa expressao em (2.8), se ¢ # j temos (2.1).

;1 F ]

Hessg(f)ij = fxiaxj +

Analogamente, quando ¢ = j, obtemos

Hessg(f)ii = lexl + 2902727{1% — & Z‘gk(p;k ka
k

E substituindo essa expressao em (2.8), vamos ter (2.2). Um célculo direto nos mostra

a implicacao contraria. Isso conclui a demonstracao do Teorema 2.1.

Demonstracao do Teorema 2.2: Seja g = %g a métrica conforme de g. Assumindo

que p(§) e f(&) sao fungdes de &, onde £ = Zakxk, ap, € Re Zekai = £p, OU
k=1 k=1

n
E ekozz = 0, temos que
k=1

/o R/ _opl Y/
Puy = PO Pagey =P ;€ fo, = fou fau = oy
Substituindo essas expressdes em (2.1), nds temos

(f,, N ¢
©

) aa; =0, Vi j. (2.13)
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Analogamente, considerando a equagao (2.2), temos para todo i,

/£ et M & n
(f” + 2%) a? — g (pgof Z SR — E{(n —1) Z exai[20"
k=1 k=1

~ (@)Y — )\}. (2.14)

Se existe ¢ e j, i # j, tais que o; # 0, entdo a equagdo (2.13) nos da que

! r!
ot g (2.15)
Segue de (2.15) que a equagao (2.14) se reduz a
oI < 1 < A
- Y aop = e > ewai(n — 1)(2p¢" — n(¢)?) - et (2.16)
k=1 k=1

n
Portanto, se Zskaz = €p,, NOs obtemos a segunda equagao do sistema (2.2). Se
k=1

Zskaz = 0, entao existe 7 e j, ¢ # j, tais que a;a; # 0, segue de (2.16) que A = 0.
k=1

Nés precisamos considerar o caso em que oy, = 1 e o, = 0, Vk # ky. Nesse caso,

(2.13) & satisfeita trivialmente e nés obtemos, por (2.14), que

—p' [ = (n—1)[20¢" — n(¢)?] —erA; i # ko

e = B {n-D2ee’ — (@]~ e 0= ko

Esse sistema de equagdes é equivalente a (2.2).

Demonstracao do Teorema 2.3: Para demonstrar o Teorema 2.3, nés vamos consi-
n n
~ . ., . o 2
derar as fungoes diferenciaveis p(§) e f(£), onde £ = E apTy, o € R, E ERQG = Eky-
k=1 k=1

Segue do Teorema 2.2 que g = # g € um soliton gradiente de Yamabe estavel com funcao

potencial f se, e somente se, ¢ e f satisfazem (2.2) com A = 0.



A primeira equacao do sistema (2.2) implica em

fr=v02¥yeR.

Substituindo (2.17) na segunda equacao do sistema, obtemos

n

v
o = (@) + 5o =0

Considere

teremos entao

n

n n n
/ — 1 _ _> —= ! d " — <1 _ _) ——
w ( 5 )% 2 and w 5) ¥

—
hS)
AS)

|
[

Entao, a equagdo (2.18) é equivalente a

1 v ot
- (n—2) — O
W'+ 2(n— l)w w
Integrando (2.19), obtemos
-2 (n+2)
W'+ 1(n —2) w<"t2> =o0; ocelR

2(n—1)(n+2)

Isso implica que

1
B / y(n—2) 2t dw =& +v.

—_— - =7 n—2) ——
-y ? Y — O

Segue de (2.20) que

(n—2)/ dip P
(n—2 _ n :
2 ) i o

Ja que o é uma constante arbitraria, vamos ter que

(n—l)(n+2)/%=§+v, 7+ 52 #0,

onde 3 € R, isto &, teremos (2.4).

42

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)



43

Demonstragdo do Teorema 2.4: Segue imediatamente como consequéncia de (2.3).

O

2.2 Exemplo de soliton gradiente de Yamabe semi-

Riemanniano estavel completo

Nessa se¢ao, noés demonstraremos que o Exemplo 2.8 é soliton gradiente de Yamabe com-
pleto conforme a um espaco Lorentziano. Exemplos de variedades pseudo-Riemannianas
sao encontrados na literatura. Mas nao existem muitos resultados sobre a completude
de espagos Pseudo-Riemannianos. Kundt [40] construiu um exemplo de variedade que
é completa tipo tempo e luz, mas que nao é completa tipo espago. Em seguida Geroch
|28] nos deu um exemplo de espago-tempo conforme a um 2-espaco de Minkowski e as-
sim globalmente hiperbélico que é incompleto tipo tempo mas completo tipo espaco e
luz. Também Geroch observou que fazendo algumas modificacoes no exemplo de Kundt
teriamos espago-tempos que sao (1) incompletos em dois tipos mas completo no terceiro,
(2) espago incompleto mas completo tipo luz e tempo, e (3) incompleto tipo tempo mas
completo no tipo espaco e luz. Entao Beem [6] construiu um exemplo de espago-tempo
globalmente hiperbolico que ¢ incompleto tipo luzmas completo tipo espaco e tempo. Na
verdade, podemos construir um exemplo de espago-tempo que é incompleto tipo espaco
mas completo nos outros dois tipos em produtos torcidos ([11], Teorema 3.40). Para
qualquer métrica conforme de uma variedade semi-Riemanniana indefinida existe um

resultado de completude tipo luz ([11], Teorema 2.2).

Um célculo direto, utilizando a formula de Koszul (1.1) fornece a relagao entre a conexao

de Levi—Civita V, V respectivamente correspondentes a g e § = -%:

¥
_ 1
VxY =VyxY — - [(X@)Y + (Yp)X —g(X,Y)Vye],

onde Z¢ = g(Vyp,Z) e X,Y,Z campos vetoriais em R". Conseqiientemente, obtemos

D D

a relagao entre as derivadas covariantes 7, 7 e teremos a seguinte igualdade para uma
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curva qualquer ¢ : I C R — (R", g) (ver, [11]| pg:10):

D D 1
%szﬁ’ = aaﬁ’ ~ 5 [2dip(¢'(1)).¢" — g(¢', ¢ ) Vge0] - (2.22)

Prova da completude do Exemplo 2.8: Seja (R", g) um espago pseudo-Euclidiano
com coordenadas (xi,...,x,) e assinatura ¢y = —1, g = 1, para k > 2. Considere,

assim como no Exemplo 2.8,
- 212 2.5 1,4
E=ait+a, g=(1+&)g e [f=9¢ L+38+:8 ),

onde v € R\{0}. Entdo, afirmamos que (R, g, f) é um soliton gradiente de Yamabe
estavel completo com funcao potencial f.

n
De fato, considerando £ = Zak:vk, onde a; = as =1 e ay = 0 para £ > 3, temos
k=1

que Z era; = 0. Segue do Teorema 2.4 que, considerando
k=1

1

0(§) = Tre

f & a fungao potencial do soliton gradiente de Yamabe estavel (R, g, f).

Antes de provar que ele é completo, observe que um calculo simples nos mostra que

a curvatura seccional é dada por

o 0 o 0. 201-32)
Ve _RK(2 Ty 2 05 >
Ox1’ Oxy Oxs’ Oxy (1+¢&2)47 €23,
g 0 o 0
Kl—,—)=K(—,—) = > 3.
(8551’8%2 (axT’axZ) 0, rntz3

De fato, lembrando que podemos determinar a curvatura seccional pelos simbolos de
christoffel,

_ o o a B
Rigwe = T4, = T T =
J [
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Pelas expressoes (2.9), (2.10), (2.11) e (2.12) temos

0o 0 0 0

K<8_xl’ om) Ripip = I T5, — T5, 7, + 8_1:21?1 — a_xlfgl
2 2 2 2
() () (2 (2)
2 2 2 %
0 Paro 0 Py
- - =0
" 51623%2(90>+3$1<90 ’
g 0 _ - _ 0 - o
K(—,=—) = Rype=10%T10 —TsT¢ + —T% — —T¢
(am17axz) 141¢ 11+ 4s /1 ls+ 81‘( 11 axl /1
o L _, 9 o _
- F%lril + F%Féz - (Fé) - 8_%1
2
() 02) () () (2) 2 (02)
@ P © 77 77 Oz, @
2 2 2 2
_ (@xl) i (90:62) _ (9%1) + Paoiz (pr1>
2 2 2 2 ¥
_ Pryzy _2<1 — 352) (>3
N o
g 0 _ o _ o _ o _
K(=—,=——) = Rgpy=1010 —T5T¢ + —T¢ — —T¢
(81’2’ 8$£) 2020 221 ¥s 02+ 2s + al'g 22 81’2 02
o L 9 o _
= F;2F§1 + F%Qng - (F§2) - a—%
z2
2
x T xTo o T2 8 T2
() () () () () (%)
P @ ® @ @ Ory @
_ Pzamy _2(1 _ 352) (>3
I N O E
o 0 _ o o
(67’ a_JTg) = Ry =0T +T2T,

= £1€3 (%;1) (ﬂ> + £9€3 (90:;;2) (&> =0, r/{>3.
% % ¥ ¥

Portanto, podemos ver por (2.6) que o tensor de Ricci é dado por
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Ri=n—-2)"2=2n-2——=, Ry=(n-2)=2 =0, 1<ij<2 7r{>3
i = ) © ( )(1+§2)2 0= ) © =hJ1= -

e, por (2.7), que sua curvatura escalar R; = 0.

Agora vamos provar que esse soliton gradiente de Yamabe é completo, mostrando

que qualquer geodésica ¢(z1(t),...,x,(t)) é definida para todo t € R. Ja que Vyp =

n

0 :
E €0, 75— Segue de (2.22) que a curva ¢ ¢ uma geodésica de (R", g) se, e somente se,
i=1 i
suas funcoes coordenadas safisfazem

aﬂﬂZ;F@wo@%@—amwgg%wﬁW],1§i§n (223

Por (2.23) nos temos
11.d —4£¢
ry(t) = - [2—(900 ¢)I§(f)] = ﬁxév t=3.

Isso implica que
[25(t) (1 + €)% = 0.

Logo,

K

.’EZ(?S) = m7 Ky € R. (224)

Ja que ¢¢ = % por (2.23) e (2.24) teremos que

2%(9@ o @) (t) — era1pe Z €k($§g(t))2]

k=1

g, 26 e e re )
1+§2x1_ 1+€2 ((%) +(x2) +Z<(1+§2)2> )]

26(')° 280
] _(,_ 5)2 o (1+ 22)5' (2.25)

1
¥




n
onde o = Z x7. Analogamente obtemos
=3

) = 28EP %0

Portanto, por (2.25) e (2.26) obtemos

4 N2
é-// + 5(5 ) — 0
1+¢&2
e entao
K
!/ _
CTarer TEE
Por (2.25), (2.26) e (2.27) no6s temos
_ —2(5+R?)(w1+z2)
() = A Gt

_ 2(6—R?)(x14x2)
25(t) = T e -

T4y

Observe que a fungao f(z,y) = T+ (z+v)?]

desigualdade do valor médio, nos temos que f(z,y) é Lipchistizian. De fato,

1+ T 1+

V2L + (z+y)?)

on= (i) () -

Portanto,

|f (@1, 22) — fx3, 24)| < IV2| (21, 32) — (w3, 24)),

[+ (z +y)*°

47

(2.26)

(2.27)

(2.28)

= ¢ diferenciavel em todo ponto. Logo, pela
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isto é, f é Lipchistizian. Agora, por (2.24) e (2.28)

( .
Th = Yo
- _25% onde &=z + Ta.
= 2% (i 1+£2)5
| = s 023

Ja que g(z,y) = W também é Lipchistizian. De fato,

_ —4(z +y) ? —4(z +y) 2 32(1+ (z +1y)?)
Vol \/<[1 + (z + 9)2]3> " ([1 + (x + y)2]3> = \/ [1+ (z+ y)?[ < 4v2.

Finalmente, as solucoes do sistema existem para todo t € R e, portanto, as geodésicas

¢(t) estao definidas para t € R, isto é, a variedade é completa.

Os resultados desse capitulo podem ser encontrados em [45].
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Capitulo 3

Soliton gradiente quasi Yamabe em

dimensao n =4

Nesse capitulo, vamos mostrar que a condicao localmente conformemente plana no
Teorema 1.30, obtido em [15], e no Teorema 1.28, obtido em [30], pode ser substituida
pela condigao mais fraca semi localmente conformemente fraca ((anti-)self dual tensor de
Weyl) no caso de dimensao n = 4, isto é, WT =0 (veja as Se¢oes 1.1 e 1.6). Motivados

por [23] e [30], consideramos os solitons quasi Yamabe gradientes de dimensao quatro.

Em [25], Daskalopoulos e Sesum provaram que solitons de Yamabe com curvatura
seccional positiva sao rotacionalmente simétricos, com a hipotese adicional de que a
métrica g é localmente conformemente plana. Cao, Sun e Zhang [15] demonstraram que
os solitons de Yamabe possuem uma estrutura especial de produto torcido, sem nenhuma

condicao adicional.

3.1 Preliminares

Antes de mais nada, vamos relembrar a equacao de Ricci,

ViV, Vif = V,ViVif = RiuV'f. (3.1)

Veremos alguns resultados preliminares que sao muito importantes para o nosso

trabalho, e por completude incluiremos suas demonstragoes.
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Lema 3.1. [30] Seja (M", g, f) um soliton gradiente quasi Yamabe completo e nao trivial
satisfazendo (1.17). Entao,

n(R—X) = Af ~ |, (3.2)
VIVIP = 2R~ NVif + 2 |VIPV (33

e
V.R = L R—-)\V L R,V 3.4
i_E(_)if_mij [ (3.4)

onde R;; é o tensor de Ricci da métrica e VI f = g"V . f.

Demonstracao. Para demonstrarmos a equagao (3.2) basta fazer a contracao da equagao
(1.17). De fato,

- 1 ..
n(R — )\) = g”VZ-ij — Eg”VZfV]f

A equagdo (3.3) é também um resultado direto de (1.17). Note que,

VIVIP = 29,0V = 2R = Ny + - Vif VSV

= AR NV + | VIPVS.

Por dltimo, para provarmos a equagao (3.4) calcular o divergente da equacao (1.17),
entao usando as equacoes anteriores, a identidade de Ricci e a dupla contracao da identi-
dade de Bianchi. Entenda por divergente como tomar a derivada covariante da equacao

(1.17) e em seguida fazer a contragdo da mesma.
ViR = Ngy = ViV, f — —[(ViVif)V,f + (ViV,)Vf]
Agora, usamos a identidade de Ricci para obtermos
ViR = Ngiy = ViV, [ — Rapa¥°f — L (ViVif) V1 + (V¥ ) Vif]
Contraindo em [ e j a equacao acima temos

. . . 1 . .
g]llegij = gjlvivlvjf - g]lRiljsvsf - E[gjl(vlvif)vjf + g]l(vlvjf)vif]7
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portanto,

ViR = ViAf) + RV~ [ViVif VS + (Af)V.S]

1 1
= Vi) + RV = =ViVIP = —(Af)Vif.
m m
Se usarmos, na identidade acima, a equagio (3.2) teremos que
1 2 s 1 o 1 1 2
ViR = Vi(n(R=XN+ —|Vf]°)+ R Vf——ViVfI = — [n(R—=X)+—|Vf|] ) V.f
m 2m m m

1 1 1
= WViR+ —ViVfP+ RV f — —ViVf? = Z(R— NVif — —|VF>V,f
m 2m m m?2

1 1
— WViR+ —V|Vf2+ R,V f — —(R— NV.f — —|Vf]*V.f.
2m m m
Por tltimo, usamos a equacao (3.3) na equagio acima para obter

1 2 1
ViR = nViR+ — (2R = NVif + —|VfPVif ) + RisVEf — (R — NVif — —|VFPPV.f
2m m m m2
(n—1)
m

= nV,R+ R, V°f — (R—=XNV,f.

Com essa ultima equagao concluimos a demonstracao do lema. O

Como conseqiiéncia do Lema 3.1 temos o resultado abaixo, ele é a ponte entre o

tensor de Weyl e a métrica do soliton quasi Yamabe gradiente.

Proposicao 3.2. [30] Seja (M™, g, f) um soliton gradiente quasi Yamabe completo e

nao trivial satisfazendo (1.17). Entao

Dijr, = WiyuV'f. (3.5)
Demonstracao. Note que, derivando a equagao (1.17) temos que
ViViVif =V;ViVif =V, <(R — A)grj + %kavjf) -V <(R — AN)gir + %Vz‘kaf>

1 1
= V,;Rgy; + Evi(kavjf) — V;Rga + Evj(vikaf)

1
= V,Rgr; — VR, + E(vjfvika — VifV;Vif).
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Pela equacao (1.17) novamente, obtemos

1
ViViVif =ViViVif = ViRgy = ViRgiw + —(VifViVif = Vif V;Vif)

R—A\
= V,Rgr; — V,;Rgir, — ( )

(95 Vif — guiVif)-
Usando a equacao (3.4) temos diretamente que

1
ViVVif —=V,;VVif = —m(gijuvlf — g RV f). (3.6)

Por outro lado, a identidade de Ricci e o tensor de Weyl nos garante que

ViV,Vif = V;ViVif = RyuV'f
= Wikjlvlf_

(n — 1;?,,1 —2) (gjlgik - gilgjk)vlf

(Ricgji + Rugix — Rugie — Rjkga) V' f (3.7)

n— 2

R
= WuuV'f+ = 1)(n=2) (9509 — 9agin) V' f
1

1
- o (RjuVif — RV f) — P (RuV' fgjx — RV fgur) -

Portanto, pela definicao do tensor D, (3.6) e (3.7) temos que

1 1
Dy, m(Rjsz’f — RtV f) + n—D)(n—2) (Rilvlfgjk - levlfgik)
R l
(n — 1)(n _ 2) (gjk:vif - gikvjf) = VVikle I
O que conclui a prova da proposicao. O

O préximo lema é o principal resultado técnico do capitulo, que serd usado para

demonstrar os Teoremas 3.6 e 3.8.

Lema 3.3. Seja (M*, g, ) um anti-self dual (ou self dual) soliton gradiente quasi Yamabe

completo e nao-trivial satisfazendo (1.17). Entao o tensor D = 0.

Demonstragao. Para a demonstracdo desse resultado, vamos seguir as idéias em [23| (ver
também [4]). Seja uma variedade 4-dimensional Riemanniana satisfazendo a Definigao
1.27 tal que W = 0, isto &, um anti-self dual soliton quasi Yamabe gradiente completo.

Portanto, por (1.25) temos que

Wijki + Wi = 0.
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Logo,
WiV f + Wiz, VU = 0.
Isso implica, pela Proposicao 3.2, que

Dijk+D{jk = 0.

Agora, considerando um referencial ortonormal orientado {e;}i , que diagonaliza o
tensor de Ricci, com autovalores associados a base u, & = 1,...,4, respectivamente,

isto &, R;; = 1;0;;, onde ¢;; é o delta de Kronecker. Temos por (1.19)
Dig, + D3y, =0, Digp + Do =0 e Dygg + Doz, = 0. (3.8)

Pela definigao do tensor (1.13) temos

1
D.. = _— . . —_ . . ) l o ] 1 )
ijk n— 2(Rjkvzf levjf) + (n _ 1)(77, — 2) (Rle fg]k R]lv fgzk>
R
- (n—1)(n—2) (gjkvz'f - gikvjf) (3.9)
1 1
R
N (n _ 1)(n _ 2) ((Sjkvzf - §zkvjf) (3.10)
Isso nos garante que no ponto p

Portanto, por (3.8) e (3.11) obtemos

Diji == O, for Z,j == 1, .4

)
Como também ja vimos o tensor D é anti-simétrico, isto é, D;;; = 0. Isto garante que

D =0, como queriamos demonstrar. ]

A demonstracao do Teorema 3.8 é uma conseqiiéncia direta do Lema 3.3. Entretanto,
para aplicarmos o lema, precisamos entender como ¢ a estrutura de produto torcido
no soliton gradiente de Yamabe. Essa andlise foi feita, anteriormente, por [25] com a
condicao adicional da métrica ser localmente conformemente plana. Aqui, vamos seguir

os passos de [15]. Cao, Sun e Zhang [15] estudaram a estrutura do produto torcido
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nos solitons gradientes de Yamabe completo sem nenhuma hipétese adicional sobre a

variedade ou a métrica.

Seja (M™, g, f) um soliton gradiente de Yamabe completo nao trivial, satisfazendo
(1.16). Para um valor regular qualquer ¢ da fun¢do potencial f, considere os conjuntos
de nivel ¥. = f~!(c). Suponha que I seja um intervalo aberto contendo ¢, tal que f nao
tenha pontos criticos em I. Seja Uy = f~(I). Numa vizinhanga qualquer dos conjuntos

de nivel, onde V f # 0, podemos escrever a métrica, em U;, como

1

ds® =
IVfI?

df* + gs..

Vp € Ur, s,y = ab([(p), 0)d0ad0, ¢ a métrica induzida e § = (6s,...,0,) ¢ um sistema

de coordenadas locais em Xy(,). Vamos considerar a,b,c,d € {(2,...,n)}.

Por outro lado, como ja foi mostrado em [25], temos que

VIV =2V f(V, V) =2(R - \)|V/|

V|V F2 = 2V2F(V£,,) = 2(R = NV f = 0.

Portanto, |V f|? s6 depende da variavel f(p), ¥p € U;. Isso nos permite fazer uma

mudanca de coordenadas,

df

r(z) = a2k (3.12)

de tal forma que podemos escrever a métrica em U; como
ds® = dr® + gap(r, 0)d0,d0s.

Seja Vr = %, entao, pelo Lema 1.35, |[Vr| = 1e Vf = f/(r)Vr em U;. Repare que
f(r) em U ndo muda de sinal, ja que f nao possui pontos criticos nesse aberto. Assim,

podemos assumir que I = (a, ) com f’(r) > 0 para todo r € I. Como
Vo0, =0 (3.13)

entao as curvas integrais a Vr sao geodésicas normais.
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Por (3.13), a equagao (1.16) nos da

R =V 20 = 1)

Portanto, podemos concluir diretamente que a curvatura escalar sé6 depende de f(p) em

U;. Além disso, a segunda forma fundamental de Xy, ¢ dada por

_ VY Vf ()

hap = N7 PO 9abs, a,b€{2,...,n}. (3.14)
Em particular,
Hypy = (n — 1)?((:))'

Ou seja, pontos de Y4, sdo todos umbilicos pois hy, = (?_(%gab. E portanto, Hy,) é

constante em ¥, (veja Capitulo 5 para detalhes sobre os céalculos feitos com a segunda

forma fundamental e a curvatura média).

Fixando um sistema de coordenadas

(’T‘, 927---79n) (315)
em Uy, onde (0s,...,0,) é um sistema de coordenadas locais em X, lembrando que
a,b,c,d € {2,...,n}. Entdo, nesse sistema de coordenadas locais temos que

hop = —g(@r, Vaﬁb) = —g(ar, Flllbar) = _F(lzb'

Por outro lado, por (1.2) temos que

Ly (_5gab) __10ga

rt == — — .
ab 29 or 2 Or

Portanto, por (3.14) temos

Ogas _, J"(r)
or =2 f/(’l“) Gab-
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Como
S S S )
N T (argab 2f’(r)g“b)
1 0

v CAGE =St ALY

o (f%?)'

Isso implica que,

9an(r,0) = ['(r)*gav(r0, ),

onde o conjunto de nivel {r = 7} corresponde a ¥, = f~!(cy). Para qualquer valor

regular ¢y da funcao potencial f.

Essa discussao, nos permite enunciar a seguinte proposicao:
Proposicao 3.4. [15] Seja (M™, g, f) um soliton gradiente de Yamabe completo néo
trivial satisfazendo (1.16) e ¥. = f~1(c) uma superficie de nivel reqular. Entdo

1. |V f|* € constante em %,

2. a curvatura escalar R € constante em Y.,

3. a seqgunda forma fundamental em X, € dada por hy, = %gab,

4. a curvatura média H € constante em X,

5. em uma vizinhanga aberta U de . tal que f nao tenha pontos criticos, a métrica

g pode ser expressa como
ds® = dr® + (f'(r))2§m,

onde (0, ...,0,) é um sistema de coordenadas locais em ¥, € Gr, = gap(T0,0)d0,d0,

€ a métrica induzida em . = 7“_1(7’0)-

Observacgao 3.5. Esta proposicao foi primeiramente observada em [25] com a condi¢do

adicional da métrica ser localmente conformemente plana.

Motivados pela Proposicao 3.4 acima, estudaremos o tensor curvatura e o tensor de

Ricci da variedade produto

(M™, g) = (I,dr*) x o(N"*, g),
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onde ds? = dr* + ¢*(r)g. Fixando um sistema de coordenadas qualquer 6 = (0, ... ,0,)
em N"7' e escolhendo (x1,...,7,) = (r,0s,...,0,) como em (3.15). Lembrando que
a,b,c,d € {2,...,n} e que o tensor curvatura Raeq ¢ 0 tensor curvatura em (N"1, g).

Portanto, pela Proposicao 1.37 temos que

Rlalb = —9090//%(;, Rlabc - 07 (316)

Rabcd - 902Rabcd - (¢¢/)2<§acgbd - gadgbc)- (317)
A Proposigao 1.38 nos da que o tensor de Ricci de (M", g) é dado por

1!
Ru=-(n-15, Ru=0 (2<as<n), (3.18)

Ruy = Rap = [(n = 2)(¢)? + 90" JGurs (2 < a,b < ). (3.19)

Entao, contraindo o tensor de Ricci, as curvaturas escalares de (M™ g) e (N"71 g) se

relacionam pela seguinte expressao:

R=¢p?*R—(n—1)(n—2) (ﬂ) —2(n—1) (3.20)

2

© |6

Usando as expressoes (3.16), (3.17), (3.18), (3.19), (3.20) e (1.8) temos que o tensor
de Weyl para a métrica produto da variedade (M", g) é dado por:

1 R
Wiew = Rig — m(Rllgab + Rapg11 — RivGar — Ra191s) + n—D(n—2) (Gabg11 — G16Ya1)
_ 1 _ — _
= —0©"Gap — m{—(n — 1)@ Gab + Rap — [(n = 2)(¢")? + 00" Gav }
1 _
R—(n—1)(n—-2)(¢)?=2(n—-1)ev"q,
Y/ (n — 1) P 1 D "N2= 1 "—
= —9¢@ G+ =) = ) Rap + (¢) Gap + (= 2)¥¥ Jar
R — N2~ 2 11—
+ (TL —1 (n _ 2) Gab (QD ) Jab (n _ 2) PY Gab
R - R

n—1(mn-2%"" mn—2y
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9r
Wlabc =0 e Wabcd = Wabcdu

onde W é o tensor de Weyl de (N"1 ).

3.2 Resultados principais

Teorema 3.6. Seja (M*, g, f) um anti-self dual (ou self dual) soliton gradiente quasi Ya-
mabe completo e nao trivial satisfazendo (1.17) com curvatura seccional positiva. Entdo

(M*, g, f) é rotacionalmente simétrico.

Demonstracao. A demonstracao segue diretamente do Lema 3.3 e do Teorema 1.28, da
Secao 1.4. [

Analogamente temos o seguinte:

Coroléario 3.7. Seja (M*, g, f) um anti-self dual (ou self dual) soliton gradiente de Ya-
mabe completo e nao trivial satisfazendo (1.16) com curvatura seccional positiva. Entao

(M*, g, f) € rotacionalmente simétrico.

Na verdade, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.8. Seja (M*, g, f) um anti-self dual (ou self dual) soliton gradiente de Ya-
mabe completo satisfazendo (1.16) e suponha que [ nao tenha pontos criticos. Entdo

(M*, g, f) € o produto torcido
(R’ d?"2> X V£ (N37 g)v
onde (N3,g) é um espaco de curvatura seccional constante.

Demonstracdo. Seja (M*, g, f) um anti-self dual soliton gradiente de Yamabe, completo e
nao trivial tal que f ndo tem pontos criticos. Pelo Teorema 1.29-(ii) temos que (M*, g, f)
tem uma estrutura de produto torcido (1.18). Queremos demonstrar, na verdade, que
(N3,g) ¢ um espago de curvatura seccional constante. Para isso, ¢ suficiente que g
seja Einstein. Ja que, variedades de Einstein tridimensionais tem curvatura seccional
constante. Para concluir o resultado precisamos conhecer a estrutura de produto torcido

do soliton gradiente de Yamabe, discutida nas preliminares.
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Pelo Lema 3.3 e pela Proposigdo 3.2 sabemos que Wy, V! f = 0, isto é,
wi(,-,-,Vf)=0. (3.22)

Considerando as superficies de nivel ¥, = f~!(c) onde ¢ é qualquer valor regular para
f. Supondo I um intervalo aberto contendo ¢ tal que f nao tenha pontos criticos na
vizinhanga Uy = f~}(I). J4 que |V f|? & constante em Y. (ver [25]), nés podemos fazer
uma mudanca de variaveis como em (3.12), e assim podemos aplicar a Proposicao 3.4.
Isto ¢, fixado um sistema de coordenadas qualquer 6 = (0y,05,6,) em N3, e escolhendo
(1, T, x3,4) = (r,02,05,04). Sendo Vr = (%, entdao |Vr| =1e Vf = f’(r)f% em U7,

como foi visto na se¢ao preliminar desse capitulo. Portanto, temos por (3.22) que
0=W(,,Vf)=f(r)W(,- -, Vr).
Ja que f nao possui nenhum ponto critico
W(,-,-,Vr)=0. (3.23)

Logo, pelos argumentos sobre a variedade produto (M™, g) = (I,dr*) x (N7, g) vistos

logo acima, a formula do tensor de Weyl (3.21) para essa variedade produto nos da

w| =

2W (Vr,0,,V1,0y) = —§(0a, 0) — Ric(0,,0,), para a,b € {2,3,4}, (3.24)

onde R e Ric sao, respectivamente, a curvatura escalar e o tensor de Ricci para (N3, g).
Finalmente, por (3.23) e (3.24) temos que g ¢ Einstein. Logo, o Teorema 3.8 esté

demonstrado. O

Os resultados desse capitulo podem ser encontrados em [46].



60

Capitulo 4

Estudo da funcao potencial da métrica
CPE

Faremos aqui uma anélise sobre a fun¢io potencial da métrica CPE (definida na
Secdo 1.7). Foi conjecturado que a métrica CPE é sempre Einstein (ver na se¢ao 1.7).
Apresentaremos um estudo mais analitico da conjectura motivados pelo teorema proposto

por S. Hwang em sua tese de doutorado [32]:

Teorema 4.1. [32] Seja (M?, g, f) uma solugio para (1.26). Se |Vf|? = g(Vf,V[) é

uma fungao apenas de f, entao a métrica g € Finstein.

Inspirados por este teorema, nos perguntamos se g(Vf, Vf), numa variedade CPE n-
dimensional, seria uma funcao apenas de f de fato. Entao, uma anélise nos levou a uma

expressao explicita para |V f|?> na métrica CPE.

No Teorema 4.5 mostraremos condi¢oes necessarias e suficientes para que a métrica

CPE seja Einstein em qualquer dimensao.

4.1 Preliminares

Para provarmos o Teorema 4.5, precisamos de uma proposicao, ja demonstrada pre-
viamente em [35] (ver também [19]). J& que a demonstra¢ao desse resultado é curta, e

facil de acompanhar, vamos apresenta-la nesse trabalho.

Proposigao 4.2 ([35], [19]). Seja (M™, g, f), uma métrica CPE com f ndo-constante,
e B={xe M"|f(x) =—1}. Entao B tem medida n-dimensional nula.
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Demonstracao. Seja B’ o conjunto dos pontos criticos de f em B. Entdo B\B’' é uma

uniao de hipersuperficies.

Agora, para p € B’, nés usamos (1.26) para obter

R

V2f(E.€) = nln—1)

9(£,6) >0

para qualquer vetor tangente ndo-nulo £ no espago tangente 7, M em p (lembrando que
R & positivo por (1.27)). Portanto, p é um ponto critico ndo-degenerado de f. Mais
ainda, f tem seu minimo local em p. Tais pontos criticos nao-degenerados sao isolados,
e por isso B’ tem que ser finito. Isso nos permite concluir que B = B'|J(B\B’) tem

medida n-dimensional nula, como queriamos demonstrar. O

Observacao 4.3. Precisamos fazer uma analise do conjunto
My ={x e M;1+ f(x) <0}

e supor regularidade, pelo menos, nas componentes conexas de sua fronteira (de tal

maneira que possamos aplicar a formula de Stokes).

Seja M/, uma componente conexa de M, e dM| a fronteira de M|. Usaremos ao longo
do texto que OM] & regular (i.e, satisfaz a formula de Stokes). Por definicao, f = —1
em OM/. Veja que tal fronteira é nado-vazia, pois se o fosse f teria sinal definido, isto é,

f>0o0uf <0,e (pelo Lema 1 em |35]|) a conjectura estaria demonstrada.

Mostraremos a seguir um lema (ver [19]) que nos permite definir o vetor normal na

fronteira de M,.

Lema 4.4 ([19]). Seja (M", g, f) uma métrica CPE com f nao constante. Considerando

0 conjunto
My={x e M;1+ f(z) <O0}. (4.1)

Entao V f # 0 para todo p € OM,.

Demonstracdo. Considere o subconjunto (4.1) onde OMy C f~'(—1) é a fronteira desse
conjunto. Seja p € f~1(—1) tal que (Vf)(p) = 0, isto &, p &€ um ponto critico de f, entao
pela equagao (1.26) temos que

R

szp(X, X) = n(n—_l)gp(

X,X)>0
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para qualquer vetor nao-nulo X € T,M. Logo, p € f~*(—1) é um ponto de minimo
nao-degenerado. Sendo My = {x € M;1+ f(z) < 0} e sua fronteira OMy C f~1(—1).
Um ponto critico de f em 0M, é de minimo local pelo que acabamos de discutir acima.
Portanto, é impossivel que Vf = 0 em algum ponto de dM,. Suponha que p € dM, C
f7H(=1) tal que (Vf)(p) = 0. Entdo existe ¢ > 0 tal que f(q) > f(p) para todo
q € B(p,¢e). Logo, f(¢)+1> f(p) +1 =0 para todo ¢ € B(p,e). O que é um absurdo,
pois ja que p € M, para todo € > 0 existe ¢ € B(p,¢) tal que 1 + f(q) < 0. ]

Agora estamos em condicoes de demonstrar os resultados principais.

4.2 Resultados principais

Teorema 4.5. Seja (M", g, f) uma métrica CPE n-dimensional. Entao M"™ é Finstein
se, e somente se,
Rf?

VP + nn—1) A, (4.2)

onde A € uma constante real.

Demonstra¢ao. Primeiro, suponha que (M", g, f) é uma métrica CPE. Suponha tam-
bém que a métrica g é Einstein. Nessas condigoes, podemos usar (1.26) para concluir

que

_ SRR RV PR L
0= (Lt )Ry = ViVif + =50

Portanto, segue que

0 = VI T gy

(n—1)
1 R
= Evi‘vf|2 + mfvz’f

1 Rf?
= Vi <|Vf|2 oD 1)) : (4.3)
Entao, por (4.3) temos (4.2).

Por outro lado, assumindo que (M", g, f), satisfaz (4.2). Tomando sua derivada e usando
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(1.26) obtemos

2R
_ ) 2
0 = ViVIP+

. 2R
g 2 . . J —
ViV VI 4 e

IVif

fo VI f =201+ f)Ri,;Vf.

Conseqiientemente, pela Proposicao 4.2 e pela continuidade de Rzy temos que }giijvjf se

anula para todo p € M. Logo, a equacao acima implica que

Ric(Vf, ) = gg,(v £, (4.4)

Agora, se derivarmos duas vezes (4.2) chegamos em

2R 2Rf

2
o | v, f. 4
0=V, Vi|Vf]*+ n(n = 1)szka + (= 1)Vzka (4.5)
Contraindo (4.5) em i e k temos
, 2R , 2R ;
0 = g*"ViViVIPP+ ———=g¢"*VifVif + —fgmvika
n(n —1) n(n —1)
2R ORFAS
= AVIP+ v 2L
VI + n(n_1>lvf\ =)
Logo, segue de (1.27) que
O—A|Vf|2+L|Vf|2—L2f2 (4.6)
B n(n —1) n(n —1)% '
Lembrando que a formula de Bochner [9] é
1 .
§A|Vf|2 = [V2 [ + Ric(Vf,V f) + g(Vf, V(AS)). (4.7)
Substituindo (1.27) em (4.7) afirmamos que
2 2 12 : R 2
AIVF* =2|V f]" 4+ 2Ric(Vf,Vf) — 2m|Vf| . (4.8)
Agora, combine (4.6) com (4.8) para conseguir que
2R? f? 2
0= 2V + 2Ric(Vf,Vf) — —0 S 2R ig e (4.9)

nn—12 n
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Note que, por (1.26) e (1.27), temos

(1+ f)?*|Ric)* = (1+ f)QQikgjléijﬁgkl

= ¢ (V.V,f+ n(nR—fl)gz‘j) (ViVif + n(nR—il)gkl)
2 42
= |[V*f]* - n(f—_fl)Q. (4.10)
Além disso, comparando (4.10) com (4.9) concluimos que
0 = 2(1 + f)*|Ric|> + 2Ric(V [,V ) — %Wﬂ? (4.11)

Entao, por (4.4) vamos ver que
Rie(VS, V) = " g(Vf, V) = T |ViP.
Enfim, (4.11) se reduz a
0 = 2(1 + f)?|Ric|>.

E pela Proposi¢ao 4.2 conclui-se que Ric = 0 em M™. Portanto a métrica g ¢ Einstein. [

Corolario 4.6. Seja (M™, g, ) uma métrica CPE n-dimensional e V [ autovetor de
Ric, isto é, RyV?f = AV,f, onde o autovalor associado N = %. Entao M™ ¢ uma

variedade de Einstein.

Demonstracao. Basta observar que, pela equacdo fundamental (1.26) e pela hipotese,

temos
R o , 1 Rf?
0=(1 A—— =0+ NHR;V ==V, ([ IV +——).
) (A=) =0 Dhsvs = 59 (9P + )
E entao usamos o Teorema 4.5 para concluirmos. O
Pelas idéias do Teorema 4.5, vé-se que uma analise da funcao G = |V f|? + Mzz_fjl)

pode ser interessante para a conjectura (veja também [19]). Vamos, em seguida, mostrar
um outro resultado que caminha nessa dire¢cao. Vamos demonstrar um lema técnico

primeiramente (uma consequéncia do Teorema 4.5):

Lema 4.7. Seja (M", g, f) uma métrica CPE. Defina em M a fun¢ao suave

G=|Vf*+ - R (4.12)

(n—1)
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Entao,

%AG = (1+ f)*|Ric|> + Rice(V £,V f).

Demonstragdo. Tomando a derivada duas vezes da equacao G = |V f|*> + n(i’i) temos
2R 2R
ViViG = ViV V2 + ———VifVif + —fVinf. (4.13)
n(n —1) n(n —1)
Portanto, contraindo (4.13) em i e k obtemos
. . 2R , 2R -
g*ViVG = PV + ——g¢*Vif Vi f + —ngkVinf
n(n—1) n(n—1)
2R 2RfAf
— A 2 e 2 Bt
Segue de Af = —nR—_fl que
AG = AP+ 2B g S (4.14)
B n(n —1) n(n—1) '
Lembrando a formula de Bochner:
1
§A|Vf|2 = |[V2fI? + Ric(V [,V [) + g(V [, V(AS)). (4.15)
Substituindo Af = — L em (4.15) obtemos
2 2 12 . R 2
AV f|7 =2|V3f| +2ch(Vf,Vf)—2m]Vf| . (4.16)
Combinando (4.14) com (4.16) temos
2R?f? 2R
AG = 2|V2f|* + 2Ric(Vf,Vf) — / IV f. (4.17)

nin—12 n

Lembrando que

(1+ f)?|Ric? = (1+ f)*¢™¢" Ry Ry
. Rf Rf
P U AvA VS Y . -4
2 £2
= -
n

e (4.18)
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Entao,
2| |2 R2f2 2712
2(1 ' 2———— =2 . 4.1
(U+ PRI + 2 = 2192 (4.19)
Logo, comparando (4.19) com (4.17) obtemos o resultado. O

Uma consequéncia imediata desse lema é:

Corolario 4.8. Seja (M™, g, f) uma métrica CPE. Se Ric > 0 entio M € uma variedade

de Einstein.

Demonstracao. De fato, pelo Lema (4.7) temos que

1 B T, N
2/MAG_/M(Hf) | ric] +/Mmc(w,w),

isto é, por hipotese e usando a formula de Stokes
0 :/ (1+ f)?|Ric> > 0.
M
Entao, pela Proposicao 4.2 temos que Ric = 0, como queriamos. O

A seguir, mostraremos outro resultado que segue também como conseqiiéncia do
Lema 4.7.

Teorema 4.9. Seja (M", g, f) uma métrica CPE, G definido por (4.12) e M definido

como na Observacao 4.3. Suponha
AG=0 em OM,.

Entao g € Einstein.

Demonstragdo. Como OM}, ¢ uma componente conexa de OMy C f~'(—1), entao pelo

lema 4.7 e pela hipotese temos que
Ric(Vf,Vf) =0 (4.20)

em OM]. Usando a formula de Stokes, segunda identidade de Bianchi contraida, Lema



67

4.4 e 4.20 temos que

. o Rf .
LEDIRE = [ PV )
/]vé( )’ ]| e ( J n(n—l) J) kl

— / ik ]lvv kal
ik ]lv kal (_ V'Lf)

N ‘/6 Mi

_ k _
- /aMf o VIV = /aM/ |W\Rw<vf Vi) =0

9" 'V fV; Rkﬁ—/

8M’

Logo,
/ (1+ f)|Ry;> = 0. (4.21)

Ja que 0 > (14 f)|Rij)? em M} temos que (1+ f)|R;;|> = 0, por continuidade e (4.21).
Logo, pela Proposicao 4.2 nés temos Ric =0 em M. Isto é, Ric =0 in M.

Portanto, pelo lema 1 em [35]
0= / (14 f)|Ric* = / (1+ f)|Ric|” +/ (1+ f)|Ricl.
M § Mo
Entao a equagao (4.21) garante que
oz/ (14 f)|Ric|? :/ (1+ f)|Ricl. (4.22)
M b

Mas j& que M = {z € M;0 < (1+ f)(z)} temos que 0 < (1 + f)|Ric|> em Mg, por
continuidade e (4.22), obtemos (1 4+ f)Ric = 0 em Mg, isto ¢, pela proposicao (4.2)

Ric =0 em M§. E finalmente temos que Ric=0em M, ou seja g ¢ Einstein. O]

Observagao 4.10. Como a fungao G é continua, entao ela atinge seu méximo (minimo)
em M. Pelo principio do maximo forte, se AG > (<)0 entdo G é constante em M (sobre

discussao sobre principio do méximo veja [19]).

Os resultados desse capitulo podem ser encontrados em [44].
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Capitulo 5

Métrica CPE em dimensao n =4

Nesse capitulo, vamos estudar a métrica CPE em variedades de dimensao 4 (veja
segoes 1.1, 1.6 e 1.7). Inspirados pelo desenvolvimento histérico do estudo da conjectura
CPE com as condigbes localmente conformemente plana (ver [41]), semi conformemente
plano (ou, (anti) self dual tensor de Weyl) (ver [4]) e tensor curvatura harmoénico (veja
[19]) nos vamos observar o comportamento da métrica CPE sob a condicao div(W™) = 0.
E claro que se trocarmos a condicdo dWW*+ = 0 pela condicio §W~ = 0 as conclusées
serao exatamente as mesmas. Ao longo do texto, usaremos as seguintes notacgoes para

indicar o divergente. Veja como exemplo o divergente do tensor de Weyl:

oW = —vin'jkl = —gisvsWijkl-

5.1 Preliminares

Primeiro, mostraremos alguns resultados essenciais para o desenvolvimento desse

capitulo.

Lema 5.1. [4] Seja (M™, g, ) uma métrica CPE. Entao:

(14 f)(V;Rix —ViRjx) = —RijpsV°f — (VfRix — VifRj)
+ %(ijgik - Vifgjr). (5.1)

Demonstracao. Como M™ tem curvatura escalar constante e g é paralelo, podemos

derivar a equacao (1.26) para obtermos

R
Vilt = ViViVif = (Vif) Rk = [NV Rix + ——= V[ g,
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dando-nos
R
L+ )ViRix = ViViVif = (Vif) Rix + —=V; fgix
e, arranjando os indices,
R
(L+ IViRj = ViVVi f — (Vi) Rjx + — Vil g
Se usarmos (1.9) e subtrairmos as duas equagoes acima, obteremos o resultado. ]

Lembre-se que o tensor de Weyl, para n > 3, é dado pela expressao (1.8) e o tensor
de Cotton & dado por (1.11). Mas como na métrica CPE temos que a curvatura escalar

é constante, isso nos d& que

Cijk = ViR, — VR (5.2)

Agora estamos aptos a demonstrar a relacdo entre os tensores de Weyl e de Cotton

na métrica CPE. Precisamente, temos o seguinte lema.
Lema 5.2. [4] Seja (M™, g, ) uma métrica CPE. Entao:

R
n—2
1
n—2

n—1
(L+ f)Cijr = Wies Vo — (Vifgix — Vifgjr) + m(vijik — VifRjy)

(RisV° fgie — RjsV° [ gix) (5.3)

Demonstragao. Primeiramente, podemos comparar (5.1) com (5.2) e obter

(1+ f)Cijr = RijisVf + (Vif R — Vif Rji) — %(ijgik — Vifgjr). (5.4)

Por outro lado, segue de (1.8) que

1 1
Rijis Vo f = Wies VO + m(Riijf — Ry Vif) — m(RisVngjk — RV fgir)

R
(n—1)(n—2)

(Vifgie — Vifgjr). (5.5)

Se combinarmos (5.4) com (5.5) teremos o resultado. O
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A seguir, vamos definir o tensor T', introduzido por [14] (veja também [4]), como

—1 1
Tijlc = EZ — 2§ (Rikvjf - Rjkvif) - m(Risvsfgjk - stvsfgik)
R

Tendo essa defini¢do em mente, podemos deduzir de (5.3) que

(f + 1)Cijr = Wisns VEf + Tijie. (5.7)

Enunciaremos alguns resultados sobre métricas CPE, encontrados na literatura:
Proposigao 5.3. [19] O conjunto crit(f) = {z € M;V f =0} tem medida nula.

Teorema 5.4. [19] A conjectura CPE é verdadeira se o tensor curvatura for harmonico,

isto é, se o divergente do tensor curvatura for identicamente nulo (V'R;jr = 0).

Observagao 5.5. A condi¢do V'R;j;; = 0 mencionada no teorema 5.4 acima é equiva-
lente ao tensor de Ricci ser do tipo Codazzi, isto ¢, V; R, — V,;R;, = 0. Nosso objetivo,
a seguir, ¢ demonstrar que div(IWW*) = 0 implica no tensor de Ricci, R;j, ser tipo Codazzi

e entao aplicar o Teorema 5.4.

5.2 Resultados principais

Para comegarmos, precisamos mostrar o que significa de fato W™ (divergente de W)
numa métrica CPE 4-dimensional. Veja que uma conseqiiéncia imediata de (1.25) e de
(1.12) é que

46W5, = 2V (Wijki + Wi 51)
= (Cklj + OEZ]') (5.8)

Combinando (5.7) com (5.8) temos

41+ f>5Wj41;l = (L+ f)(Cuj + ij)
- [Wkljsvsf + Wi,V + Ty + ij}
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Agora, usando que 0W™ = 0, temos que
—WhjsV°f = WiV = Ty + Ty - (5.9)
Logo,
0=—WijsVof + Wi, VF) V f = (T + Tip,) V7 f,
E entao, renomeando os indices,

(T + Ti0) V5 =0 (5.10)

Por outro lado, a equagao (5.6) nos permite deduzir que

1
TiVEf = —(RuV,f — RV f)VFf — §(Risvsfgjk: — RV fgu)VFf

—g(vjfgug - Vz’fgjk)ka

= (RaV;f — Ry Nif)V* [, (5.11)

N W

Entéao, de (5.10) segue que

(RiVif — RV f)V* f + (R V5 f — R; Vi f)VEf = 0. (5.12)

Considere uma base ortonormal {ey, ey, €3, 4}, diagonalizando Ric no ponto g, tal que
Vf(q) # 0, isto &, Ricy(e;,e;) = Ai(q)di;, com autovalores associados A, (k= 1,...,4),
respectivamente. E importante esclarecer que o conjunto de pontos regulares de M?,
denotado por {p € M™ : Vf(p) # 0}, & denso em M*, por (5.3). Do contrario, f seria
constante em um aberto de M*; na verdade, por (1.26), essa constante seria igual a zero,
mas pela teoria dos conjuntos nodais f nao pode ser identicamente nula num aberto de
M* | veja [21]. Para essa discussao sobre a densidade do conjunto {p € M™ : V f(p) # 0}
recomendamos também a Proposi¢ao 2.2 em [19]. De agora em diante, a menos que seja

mencionado o contrario, vamos voltar nossas atengoes aos pontos regulares.

Lema 5.6. Seja (M*, g, f) uma métrica CPE satisfazendo (1.26) tal que SW+ = 0.

Entao Vf é um autovetor do tensor de Ricci.

Demonstracao. Note que, novamente escolhendo um referencial ortonormal que diago-
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naliza o tensor de Ricci e substituindo R;; = A\;d;; em (5.12) temos

0 = (RuVif— RiuVif)V'f+ (R V5[ — B; Vi )V* f
= (>\z‘5ikvjf - )\jéjkvif)ka + ()‘Z'dfkvjf - Ajéjkvif)ka
= (N = N)VifVif + (N — M) VifV5f,

ou seja, por (1.19),

(M — X))V fVaf + (A3 — M) VsfVaf =0,
(M = A3)VifVsf + (M = X)) VafVaf =0, (5.13)
(M — M)V fVaf + (A — A3)Vaf Vaf = 0.

Nos vamos mostrar que V f, sempre que nao-nulo, ¢ um autovetor de Ric. Na verdade,
levando em consideragao que V f(p) # 0 temos que, pelo menos, uma das componentes
coordenadas do gradiente da funcdo f ¢ diferente de zero, i.e, (V,f)(p) #0, 1 < j < 4.
Se isso ocorre para exatamente um indice, entdo Vf = (V;f)e; para algum j, nos
dando que Ric(Vf) = A\;V f. Por outro lado, se nos temos que (V;f)(p) # 0 para duas
componentes distintas, sem perda de generalidade podemos supor Vif # 0, Vof # 0,
Vsf =0e Vyf =0. Entdo, por (5.13) nos teremos que \; = Ao. Nesse caso teremos que
V= (Vifler + (Vaf)es. E desse fato, podemos ver que

Ric(Vf) = Ric((Vif)er+ (Vaf)es) = (Vif)Ric(er) + (Vaf)Ric(ey)
= (Vif)her + (Vaf)deea = AV £.

O proximo caso, isto é, (V; f)(p) # 0 para trés componentes coordenadas do gradiente da
funcdo f é andlogo ao caso anterior. Agora, nos resta analisar o caso que (V;f)(p) # 0
para j = 1,2, 3, 4. Para esse caso, vamos usar o sistema (5.13) mais uma vez. Se tomarmos

o quadrado de cada equacao do sistema e depois somarmos os resultados, obtemos

(A= X)X (VifVaf)? 4+ (A3 — M)A (VsfVaf)?
+(A1 =X’ (VifVsf)? 4+ (A — X)) (VafVaf)?
+(M = M)AVifVaf)? + (A — \3)*(VafVsf)? = 0.

Portanto, \; = Ay = A3 = A\4. Donde segue que V f é um autovetor para Ric. O]

Observagao 5.7. Observe que se V, f # 0 para todo i € {1,2,3,4}, entdo, \y = ... = \4
4

pelo Lema 5.6. Como R = Z A; temos que % é o autovalor de V f. Portanto, podemos

i=1
ver pelo Corolario 4.6 que a métrica é Einstein. Entretanto, se houver (V;f)(p) = 0,
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para algum i € {1,2, 3,4}, em algum aberto de M entao o autovalor associado a V f nao

é necessariamente constante.

Os conjuntos de nivel da funcao potencial f nas métricas tipo solitons sao muito
importantes. Por esse motivo, vamos fazer uma anélise desses conjuntos na métrica
CPE. Seja f : M — R uma funcao diferenciavel, onde M é uma variedade diferenciavel de
dimensao n = 4 compacta. Suponha que, f nao seja constante. Note que, f possui, pelo
menos, duas singularidades, o méximo e o minimo de f. Logo, f é uma submersao em
M\crit(f), onde crit(f) = {p € M;V f(p) = 0}, e portanto podemos estudar a folheacao
definida por f~' em M\crit(f). Note que, as cartas locais definem uma estrutura de
variedade folheada, onde as folhas sao as componentes conexas dos conjuntos de nivel
fHe)={p € M™: f(p) = ¢}. Mas temos que na métrica CPE, o conjunto crit(f)
tem medida n-dimensional nula (veja [19] e [4] e Proposigao 5.3). Com isso, temos uma
folheacgao para variedade CPE, M\Crit(f), onde as folhas sdo componentes conexas dos
conjuntos de nivel. Seja . = f~!(c) = {p € M*; f(p) = ¢}, onde ¢ # —1. Defina
um referencial ortonormal {eq, s, €3, €4} que diagonaliza o tensor de Ricci em um ponto

Vf

regular de M* tal que ey = N = vy em Ze.

Proposicao 5.8. Considere (M*, g, f) uma métrica CPE satisfazendo (1.26) tal que
SW+ = 0. Seja ¢ # —1 um valor regular de f e X. = {p € M*; f(p) = ¢} um conjunto
de nivel de f. Tome N = ey = % e escolha um referencial ortonormal {ey, ey, e3}
tangente a X, que diagonaliza o tensor de Ricci, isto €, R;; = N\d;; para 1 < i,7 < 4.

Nessas condicoes, temos as sequintes propriedades:

1. Ry, =0, e portanto ]0%4(1 =0, para qualquer 1 < a < 3, em 2.

RS2

2. |Vf|? é constante em ¥.. Conseqiientemente, |V f|* + D)

(ver Teorema 4.5).

€ constante em .

3. A sequnda forma fundamental e a curvatura média em X, sao dadas por

hap = ﬁ [+ RTf — (L4 f)Aa] gab € Hs, = ﬁ [(1+ f)Xs — &], respectivamente.

4. A sequnda forma fundamental e a curvatura média se relacionam através do tensor
T (5.6) da seguinte forma

Hs, 2(1+ f)
ha __Ca :—Taaa~
b 3 Yab 3V 2 4aaYab

Como conseqliéncia, temos que

2
Hy,,

2
V] :

hab -

YGab

= (1+ f)? <|sz¢c|2 - géic(N, N)?) :
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Demonstracao.

1. Por hipotese, temos que 0W* = 0 logo podemos usar o Lema (5.6), i.e, temos que
Ric(Vf) = AV f. Imediatamente, vemos que g(Ric(Vf),e.) = Ag(Vf, e.) = 0.

Conseqiientemente,
Ric(Y,Vf) = 0. (5.14)

para todo campo Y € T,%,.. De fato, ja que W™ = 0 implica em Ric(Vf) = AV f

para um campo arbitrario Y € 1,3, temos que

Rie(Y, V1) = (A - %) g, Vf) =0,

2. O segundo item, segue diretamente do primeiro. Repare que por (5.14) temos, pela

equagao (1.26),

VVIP = (14 )Ric(Vf,e0) — }f—gg(Vf, e) = 0. (5.15)

3. Por outro lado, ja que g(e,, N) = 0, para a € {1,2,3}, implica que
ebf](eaa Vf) = g(vebeaa Vf) + g(eaa vebvf) = Oa
isto é,

v f 1
g (vebeaa W) |Vf’ (Ga, Vebvf)

Teremos pela equacao fundamental da métrica CPE que a segunda forma funda-

mental é dada por

B - 1 V.Vof
hab - g(vaebaN) - |Vf|g(vaebavf) |Vf| (6177V Vf) |Vf|
1 [Rf R
= W [Egab —(1+) (Rab — Zgab)]
1 R R
= W |:—2f - (1 + f) <)\a - Z)} Gab, (516)

onde a,b = {1,2,3} e, pela base que diagonaliza o tensor de Ricci, Ric(e,,ep) =
)\a(sab-



Se tomarmos o traco em (5.16) veremos que

3

_ _ LR i
HZC_Zhaa - |Vf| 12 (1+f) (/\ ):|gaa

1 3Rf ’
= 1+ f) (;A >

_ 3Rf __R
= 7| (1+f) {(R A1) 4]
S 3Rf (R_)\ﬂ
VAL 4
T
= W_<1+f)/\4_zl
. Pelo terceiro item,
Hy, 1 [R R_f_ 1
= S0 = o |5+ = 0 DA g g |4

_ (1+f) L

- 3|Vf| (R )\4 3/\a)gab

= (;|$]{]) (Rgab — Raagap — 3Rap).

Por outro lado, o tensor T' (5.6) nos da que

TuV'f = SOWVAfV,f — RulVIP) — SOV~ A, 194))

R
- E(vjkaf — gkl Vf1?).

Ou seja,

V1]
2

Thaa = — (R — A1 — 3Xa).

7

_=
4 YGab

(5.17)

Com essa equacao acima, concluimos a primeira parte do quarto item. Agora, por
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(5.17) temos que

Hy |? (1+ f) 2
ha — < . = Ra — R a _3Ra
b 39b ‘3|vf|(gb 44Yab b)
(1+ f)?

W(SRQ +3R%, + 9| Rop|* — 6RRpg™

— 6RRy + 6R1Raug™)
(L+ 1) o e 2 2
——(3R"+ 3R 9|Ru|” —6R(R— R
9|Vf|2 ( + Wiy | b| ( 44)

— 6RRy4 +6R4u(R — Ryy))
(L+f)? 2 2
——=(9|Ru|" —3(R— R :
9|Vf|2 ( | b| ( 44) )

3
Por outro lado, |Ric|* = |Ra|* + ZZ R3, + Rj,. Lembre-se que Vf é autovetor

a=1
do tensor de Ricci, por isso temos que R4, = 0. Portanto,

hap — h;)zc ab 2 = %(W@'CP — RY,) — %(R — Rus)?
% (|Ric|2 - %RL - R; + QRf"“‘)
% (|fz¢c|2 - %R?M - %2 23?‘*‘*)
- % [|}C:22'c|2 -~ —<4R4i2_ R)} .

Como Ry = Io%ic(N, N) = Ry — %, obtemos

R 50 (TP iy 2
_W{mzd _§[RZC<N’N)] }

Hsy,
3

hab - Gab

]

Observacao 5.9. Nas condicoes da proposicao acima Ay = Ay = A3 se, e somente se,
Tiaa = 0. De fato, pelo quarto item da Proposi¢ao 5.8, por (5.17) temos que hy, = %gab,
i.e, todos os pontos de Y. sao umbilicos. De fato, pelo quarto item da proposicao acima,

temos que, se o tensor 1" for nulo, os pontos de Y. serao todos pontos umbilicos.

Em seqiiéncia, nosso objetivo é mostrar que o tensor de Ricci é do tipo Codazzi,
isto é, V;Rj, — V,;R;, = 0. Isso nos garantirad que o tensor de Cotton na métrica CPE
Cijk = ViR, — VR, = 0. Sendo o tensor de Cotton identicamente nulo, teremos que
0 tensor curvatura serd harmonico e isso implica que a métrica CPE é Einstein pelo

Teorema 5.4 ([19]). Vejamos adiante os passos da demonstragao.
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Teorema 5.10. Seja (M*, g, ) uma métrica CPE satisfazendo (1.26) tal que W+ = 0.
Seja ¢ # —1 um wvalor regular de f e X. = {x € M*; f(x) = ¢} os conjuntos de nivel
de f. Tome N = ey = % e escolha um referencial ortonormal {ey, ez, e3} tangente a
Y., que diagonaliza o tensor de Ricci, isto €, R;; = \i6;; para 1 <14,j < 4. Suponha que
Al = Xo = A, isto &, em (M*, g, f) o tensor de Ricci tem um autovalor de multiplicidade

1 e outro autovalor de multiplicidade 3. Entao, a métrica g é Einstein, isto €, Ric = %g.

Demonstracao. Como dW™' = 0, pela Proposicao 5.8, podemos escolher um referencial

ortonormal {ej, ey, 3,4} com N = eq = % tal que {ej,eq,e3} € tangente a 3, =
{x € M* f(x) = ¢}, que diagonaliza o tensor de Ricci em algum valor regular de
f, isto é, R;; = Ndi; para 1 < 4,7 < 4. Como vimos logo acima, pelo Lema 5.6,

Ric(Vf,e,) = g(Ric(Vf),eq.) = Ag(Vf,eq) e, claramente, V,f = g(Vf,e,) = 0, para
a,b,c ={1,2,3}, entdo o tensor T" definido por (5.6) em >, é

T = ;(Racvb f= RyeVaof) — %(Rasvsfgbc — RpV* fgac)
— g(%fgac — Vafgee)
_ ;(Rz’c(ea, e.)g(Vf,ep) — Ric(ey, e.)g(V f ea))
— %(Ag(vf, €a)ghe = AJ(V [, €)ac)
- g(gacg(vf, ev) = geg(V £, €a)) = 0. (5.18)

Portanto, pelo Lema (5.2) e (5.18) temos que
(f + 1)Oabc - Wabcsvsf' (519)

em .. Ja demonstramos que g(e,, Ric(es)) = Ag (%, ea> = 0, logo o tensor de Weyl
(1.8) nos da

1
Rapes = Wapes + 5 (Racgb4 + RpaGac — RaagGoe — Rbcga4)

R
- (gb4gac - ga4gb6)7 (520)
6

ou seja, Wupes VP f = Rapes VP f. Isso implica que,

(f + 1)Oabc = Rabcsvsf (521)

nos conjuntos de nivel X..

Temos por hipotese que Ay = Ao = A3 = e Ay = A, sao os respectivos autovalores
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associados a base {eq, ey, e3,64 = %}, como nas condicoes da Proposicao 5.8. Entao
(5.16) nos da

o _ 1 __vavbf
hab — g(Vaeb,N)— ‘vf|g(€b7vavf>_ |Vf|
1 [Rf R
= oL 00 (0 )|
_ 1 |Bf _E
= ol 0o (7)o (522

Logo, a curvatura média de ¥, é

> 1 [Rf R
HEc:;haa = W{E—(l‘ﬂf)(#—z)}gaa

Isso implica que

Yowen(e-7)]: (5.23)

H
hab - 326 Gab- (524)

Agora, n6s usaremos a equacao de Codazzi
R4cab = Vahbc - Vbhaca (525)

para mostrar que A é constante em .. De fato, tomando o trago sobre ¢ e b em (5.25),
por (5.24)

0 = R4a = gd)R4cab = anCbhcb - Qvabhac = vaHEc - vb(hab)

1 2
- VQHEC - §VaH - gvach.

Isso implica que a curvatura média Hy, é constante no conjunto de nivel X.. Além disso,
como o gradiente da funcao potential é autovetor de Ric, isto é, }?ic(N, N) = ()\ — %),
pela equacao fundamental (1.26) e por (1.27) a curvatura média também pode ser escrita
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CcOmo
3
Hy, = Zlhm = ﬁ(v%f(]v, N) — Af)

N R\ R Rf
= Sha=pg 00 (- F) -+ T

a=1

_ ﬁ {(1 + )N — ﬂ . (5.26)

Isto é, A e u (por (5.23) e (5.26)) sdao constante nos conjuntos de nivel, ja que R, |V f]* e
H sao constante nos conjuntos de nivel da métrica CPE. Entao, novamente por (5.25),
(5.22) e pelo fato da diferencial covariante do tensor métrico ser igual a zero, temos

Ruapes = 0. Logo, por (5.20) temos que Wapes = Rapes = 0. Isso implica por (5.21) que
(f + 1)Cabc = Wabcsvsf = Rabcsvsf = 07

e pela Proposicao 4.2 obtemos Cy,. = 0 em Y. Portanto, resta-nos saber o que acontece
com o tensor de Cotton nas dire¢oes normais. Lembrando que precisamos demonstrar
que Cijr =0 em M*.

Primeiro, observe que Cyy = 0. De fato, ja que pela anti-simetria do tensor de Weyl
Wiins VEfVEf =0 (5.27)
e por (5.11)
TinV'f = (RuVif — R Vif)V'f.
Conseqiientemente, ja que Ric(Vf) = AV, isto &, R;;V’ f = AV, f, temos que
TV f = MVifVif = VifVif) =0.

Esse fato, juntamente com (5.27) e (5.7) garante que C;;4 = 0. Analogamente, temos
que Tyq = 0. De fato, como R;VIf = \V,f e V,fV'f =g¢*V,fVsf =|V[f

TV [V = NVifVif =V fV)IV'f
= MV(Vif = Vif)=0.

Portanto, pelas consideragoes feitas logo acima, pela equacao (5.7), pela Proposicao 4.2
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e pela anti-simetria do tensor de Weyl temos que
Cija=0 e Chs=—-Cius=0

no conjunto de nivel .. Nos resta saber o que acontece com Cly, j4 que pela anti-

simetria do tensor de Cotton Cyy, = 0.

Agora, por (1.12) e (1.25) sabemos que
46W iy = Chaj + Cyj- (5.28)

Ja que 0W 5, = 0 por hipétese e Cype = 0, obtemos Cgj,. = 0 por (5.28). Logo, por (1.19)

temos que
0= Ci?c = 03467 0= Cigc = _0240 e 0= Cigc = Cl4c-

Finalmente, temos que Cyj; = V;Rj, — VR, = 0, Vp € M. Isso implica que tensor

curvatura ¢ harmonico, isto € V'R;;x. De fato, pela segunda identidade de Bianchi
VRijr + ViRjsp + ViRgp = 0,
contraindo em [ e s, temos

9"V Riju + 9" ViR + ¢V, R
= Vle’jkl + ViRjr — ViR, = 0.

Portanto, reorganizando os indices,
V'Rijr = — (VR — Vi Rjy) = —Cj = 0,
veja também [19] para mais detalhes. Logo, pelo Teorema 5.4, M* é Einstein. O]

Certos resultados sobre métrica CPE usam algumas estimativas e igualdades integrais
como hipotese. Podemos, por exemplo, ver alguns teoremas desse tipo em [35] e [8].
Em [35], Hwang prova alguns teoremas sob a hipotese adicional de que o tensor de
Ricci satisfaz Ric > ﬁ. E em [8], Benjamin usa algumas igualdades e desigualdades
integrais na tentativa de se responder a conjectura. Motivados por esse tipo de resultado,

vamos obter o Teorema 5.12 abaixo.

Corolario 5.11. Seja (M*, g, f) uma métrica CPE satisfazendo (1.26) tal que W+ = 0.
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Entao,

4 . °
ng’c(N, N)? < |Ric|? (5.29)

Em particular, a métrica g é uma métrica de Einstein se, e somente se, ocorre a igualdade

em (5.29).

Demonstracao. Pelo quarto item da Proposicao 5.8, vemos que

2
0<|VfI*

o 4
=(1+f)? (|Ric|2 - gRic(N, N)2> :
Donde segue o resultado.

Se a igualdade ocorre em (5.29), temos que hg, = %gab (isto é, todos os pontos de

Y. sao umbilicos). Agora demonstragao do corolario segue os passos do teorema 5.10. [

Antes de provar o nosso proximo resultado, vamos precisar de alguns fatos prelimi-
nares. Pela equacdo fundamental da métrica CPE (1.26)

(1+ f)RZJVJf V.V, VI f+ Rf

2
=, (IVf|2 s ) C (530)
Vamos denominar, assim como no capitulo anterior (veja Lema 4.7), G = |V f|*> + Rl—f;.

Portanto, por (5.30) temos

2(1+ f)Ric(VG,Vf) = VG e 201+ f)Ric(Vf,Vf)=g(VG,VS). (5.31)

O Lema 5.2 nos da diretamente que (confira também Lema 3.1 em [19])

1 o o
(L4 H)Ci = WieeV'f = == (Vif R = V; f e
1

- _Q(stv Fosk = Ris V" fau ) (5.32)

Substituindo (5.30) em (5.32) obtemos

(1+f> Z]kka = (1+f) wkskav f (1+f) (V fRJk vaRZk> ka

- (1 + f) ! (stvsfgjk - stv fgzk> v* f
— V.GV, — V,GV.f.
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Se tomarmos o produto interno Hilbert-Schmidt na equacao acima teremos que

A1+ NHYCuHNVE P = VGV f — VGV, f]
9" (ViGV, f — V,GV, ) (ViGV . f — VGV f)
= 2|VGP|Vf]? - 29(VG,Vf)2 (5.33)

Por outro lado, como o gradiente da fungao potencial é um autovetor do tensor de Ricci

em (M* g, f) quando 6W* = 0 (Lema 5.6), seguindo os passos da demonstracio do

Teorema 5.10 temos
CiiwVEf = 0.
Portanto, por (5.31) e (5.33) obtemos
VGEIV 2 = g(VG.VF)? = 4(1+ [)?[Ric(V £,V )]
Isto é,
IVG]? = 4(1 + f)|Vf>[Ric(N, N)]%. (5.34)

Agora estamos prontos para provarmos o proximo teorema.

Teorema 5.12. Seja (M*, g, f) uma métrica CPE satisfazendo (1.26) tal que W+ = 0.

Entao,

/M4 VSP Rie(VS, V) < o /M4Gf, (5.35)

onde G = |V f|* + Rl—’;. Em particular, a métrica g é uma métrica de Einstein quando

ocorre a igualdade.

Demonstracao. Pelo Lema 4.7, por (5.34) e pelo quarto item da Proposi¢ao (5.8)

2

Hy,

hab — 5 Gab

4
v -

= (L FPIVIPIRiC — S0+ fPIV P Ric(N, NP

= |Vf]? (%AG — Ric(VF, Vf)) - %|VG|2.

Como G = |V f]* + Rl—]; temos que

H 2 RF2\ 1 . 1
hab = —“Gab| = (G R %) SAG = IVIPRie(V .V f) = 5[VGP,

V4
VA1~
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Agora, vamos integrar sobre M* a equacdo acima. Pela formula de Stokes,

2 Rf2\ 1 . 1
4 _ . - . 2 . - 2
/M4|Vf| = /M (G 7 ) SAG /M4|Vf| Ric(Vf, V) /M43|VG|
1

R
_ 7t 2 2
= 2/M4|VG|+24/M49(Vf,VG)

o 1
— VfI*Ric(Vf,Vf)— - VG
| iwirriavrvn - [ Gva

Hy

hab - Tcgab

R .
o A 2 2D,
< —51 [ ear= [ IViPRIVLVY)
R °
< 5 [ GUVIP+An = [ VIPRiAVVY)
M4 M4

Mas temos que G > 0e —Af = RTf, logo

2
OS/ VI ha — 29w < - GfAf— | |Vf?Ric(Vf, V)
M4 3 12 M4 M4

R Rf? .

-z —f—/ IV fRRic(V £,V f)
12 Jus 3 i
R? , .

= o= Gf*— IV fI"Ric(V f, V).
36 Jasa M4

Finalmente, se a igualdade ocorre em (5.35), temos que hy, = %gab (isso significa que
todos os pontos de ¥. sdo umbilicos). Para concluir o teorema, basta repetirmos a

demonstracao do Teorema 5.10. [

Os resultados desse capitulo podem ser encontrados em |[5].
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