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Resumo

A solucao de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) é uma solugao exata
das equacgoes de Einstein que descreve um modelo de universo isotropico e homogéneo que
pode esta expandindo ou contraindo de forma acelerada. Dados observacionais recentes
sugerem que o presente universo é aproximadamente plano e que este estd expandindo
acelerado. Nesta dissertacao, no contexto do Teleparallelismo Equivalente & Relatividade
Geral (TERG), tentaremos entender a razao pela qual o universo, baseado no modelo de
FLRW, esta expandindo de forma acelerada. Apresentaremos também uma relacao para
a primeira lei da termodinamica para a superficie do horizonte aparente do modelo de

FLRW, de onde extrairemos uma expressao para a temperatura no horizonte aparente.



Abstract

The Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) solution, is an exact solution of
Einstein equations that describes a homogeneous, isotropic model of universe that may
be expanding or contracting in an accelerated way. Recent observational data suggests
that the present universe is approximately flat and that it is expanding accelerated. In
this Dissertation, in the context of the Teleparallelism Equivalent of (General Relativity
(TEGR), we will try to understand the cause on which the universe, based in the FLRW
model, is expanding in an accelerated way. We also present a relation to the first law of
thermodynamics to the apparent horizon of the FLRW model, and from this relation we

will obtain a expression to the temperature at the apparent horizon.
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Capitulo 1

Introducao

A Teoria da Relatividade Especial de Einstein, baseada no principio de que as leis da
fisica assumem a mesma forma em todo referencial inercial, foi desenvolvida inicialmente
para descrever eventos observados de diferentes referenciais inerciais, ou seja, referenciais
que nao estao acelerados uns em relacao aos outros. Posteriormente baseado no principio
da equivaléncia, que estabelece a equivaléncia entre um sistema de referéncia uniformente
acelerado e um sistema de referéncia inercial na presenca de um campo gravitacional
homogéneo, Einstein desenvolveu sua teoria da gravitagao ou teoria da relatividade geral.
Nesta teoria Einstein propos que a gravidade nao fosse mais considerada como uma forca
no sentido convencional, mas sim como uma manifestacao da curvatura do espago-tempo
produzida pela presenca de matéria.

Na teoria da relatividade geral, o espaco tempo é descrito em termos de um tensor
métrico e as equacoes desenvolvidas por Einstein para gravitacao, ou simplesmente equa-
coes de Einstein, descrevem a dinamica do espaco-tempo na presenca ou nao de matéria.
Quando descrita em termos do tensor métrico a teoria de Einstein permite que se defina
apenas pseudos-tensores de energia-momento, que sao quantidades dependentes de sis-
tema de coordenadas, e portanto tal dependéncia implica na impossibilidade de se obter
expressoes bem definidas para energia e momento angular do campo gravitacional. Tais
quantidades para distintos sistemas de coordenadas fornecem distintos valores.

Por meio de um formalismo alternativo equivalente a teoria da relatividade é possivel
se obter expressoes bem definidas para energia, momento angular e pressao do campo
gravitacional. Neste formalismo, chamado de Teleparalelismo Equivalente a Relatividade
Geral (TERG)|1, 2, 3, 4], o campo gravitacional é descrito em termos de um campo de
tétradas autoparalelas. A teoria é desenvolvida no espaco-tempo de Weitzenbdock, onde a
curvatura é nula e a torcao é diferente de zero.

Uma solucao exata das equagoes de Einstein é a solucao de FLRW, que descreve a



dinamica de um modelo de universo homogéneo e isotropico contendo um fluido perfeito
na presenca ou nao de uma constante cosmoldgica. Neste modelo o universo pode esta em
expansao ou contracao acelerada. Dados observacionais recentes indicam que o universo
é aproximadamente plano e que o mesmo esta em expansao acelerada. Neste trabalho, no
contexto do TERG, faremos um estudo sobre o comportamento do horizonte aparente do
modelo de universo de FLRW com o intuito de entender a expansao acelerada do universo.
Baseado na primeira lei da termodinamica estabeleceremos uma expressao para a tempe-
ratura no horizonte aparente. Usaremos como entropia a forma padrao da literatura, isto
é, a entropia serd assumida como sendo um quarto da area do horizonte aparente.

No capitulo 2 apresentamos uma breve introducao a Teoria da Relatividade Geral,
sendo que no final deste capitulo, apresentamos as esquacoes de Einstein na presenca da
constante cosmolégica. No capitulo 3 apresentamos um resumo do TERG bem como as
expressoes para a energia total e a pressao total. No capitulo 4 apresentamos o modelo de
FLRW e em seguida, deduzimos as expressoes para a energia total contida no interior do
horizonte aparente e a pressao total sob a superficie do horizonte aparente. Esta pressao
total é positiva para modelos de universo em expansao acelerada. Ainda no capitulo 4, por
meio da primeira lei da termodinamica, deduziremos uma expressao para a temperatura
na superficie do horizonte aparente. No capitulo 5 apresentamos as conclusoes.

Notacao: os indices latinos do meio do alfabeto em diante, i, j, k... reprentam indices
do tipo espago e assumem os valores 1,2, 3. Os indices gregos e latinos do inicio do alfabeto
sao indices do espago-tempo e do grupo SO(3,1) respectivamente. Eles variam de 0 a
3 da seguine forma, a = {0,i}, a = {(0), (¢)}. A assinatura usada sera (—1,1,1,1). Se

adotara a convencao de Einstein e unidades onde as constantes c =G =h = Kg = 1.



Capitulo 11

A Teoria da Gravitacao de Einstein

2.1 A Teoria da Relatividade Especial

Claramente os eventos fisicos podem ser observados com relacao a um sistema
de referéncia S mas também com relacao a um outro sistema de referéncia S’, que pode
estar orientado e ou se movendo em relacao a S de forma arbitraria. Existe um classe de
sistemas de referéncia especiais chamados de inerciais, definidos como aqueles nos quais
a primeira lei de Newton é valida. Na auséncia de gravidade se S e S’ sao dois sistemas
de referéncia inerciais, S’ s6 pode diferir de S por uma translacao, e ou uma rotacao,
e ou um movimento relativo com velocidade constante, caso contririo a primeira lei de
Newton nao ¢ mais valida. O conceito de sistemas de referéncia ¢ fundamental para a
formulagao da teoria da relatividade. Para sistemas de referéncia inerciais, as leis de
Newton permanecem tendo as mesmas formas.

Dado um evento P, a teoria Newtoniana e a relatividade especial diferem apenas em
como as coordenadas do evento P em dois sistemas de referéncia inercias S e S’ estao
relacionadas. Na teoria Newtoniana as coordenadas do evento P com relacao a S estao
relacionadas com as coordenadas do evento P em relacao a S pelas transformacoes de
Galilei, onde o tempo é o mesmo para todos os observadores. Por outro lado, na teoria
da relatividade especial, as coordenadas do evento P com relacao a S’ estao relacionadas
com as coordenadas de P em relacao a S pelas transformacoes de Lorentz, onde o tempo
nao é mais absoluto.

Na formulacao da teoria da relatividade especial, Einstein [5] fez dois postulados bé-
sicos: (i) as leis da fisica devem manter as suas formas em todos os refénciais inerciais,
(ii) a velocidade ¢ da luz é a mesma em todos os referénciais inerciais. Dessa forma, uma
nova concepcao de espaco e tempo foi introduzida, onde o espacgo e o tempo formam uma
estrutura quadri-dimensional pseudo-euclidiana chamada espago-tempo de Minkowski [6]
onde a teoria da relatividade especial é desenvolvida.

Por exemplo, para um referencial inercial S’ que se move apenas na direcao do eixo x
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com uma velocidade constante v em relagdo a um referencial inercial S, as transformacoes
de Lorentz, que relacionam as coordenadas de um evento P em relagao aos dois sistemas

de referéncia, podem ser escritas como

¥ = y(x—ot),
/

vy =Y

Z = z,

(2.1.1)

Onde c ¢ a velocidade da luz no vacuo, v = (1 — 8%)71/2 e 3 = v/c. Essas transformacoes
relacionam as coordenadas (x,y, z,t) de um evento P quando visto por um observador em
S com as coordenadas (¢, 2.y, 2’) desse mesmo evento quando visto por um observador
em S’. Neste caso dizemos que (2.1.1) ¢ um "boost"ao longo do eixo .

As variaveis do sistema de equagoes (2.1.1) podem ser redefinidas em termos da notagao
de Einstein como z# = (t,x,y,2) onde u = 0,1,2,3 e ¢ = 1, de modo que, em termos

matriciais, o sistema (2.1.1) pode ser reescrito como

't = APz (2.1.2)
onde
v =By 00
- 00
A, = | TP , (2.1.3)
0 0 10
0 0 01

e devemos ter A" A, = 5. Nesta notacio, de forma implicita, ha um somatorio em um
indice repetido desde que um deles apareca em cima e o outro apareca em baixo, tal como
no segundo membro da equacao (2.1.2).

De modo geral se considerarmos dois eventos separados infinitesimalmente um do outro

num referencial S, o intervalo entre eles é dado, no espago-tempo de Minkowski, por
ds* = n,,drtdz” (2.1.4)

e tal intervalo ¢ invariante por qualquer transformacdo de Lorentz SO(3,1) |7].
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A métrica pseudo-euclidiana 7, ¢ chamada métrica de Minkowski e é dada por

—1

Nuw = (2.1.5)

o O = O
o = O O
_ o O O

A teoria da relatividade especial se refere a sistemas de referéncia inerciais que se mo-
vem com velocidades constantes uns em relacao aos outros. Ao buscar uma generalizagao
da relatividade restrita para referenciais acelerados, Einstein levou em consideracao o fato
de que um sistema de referéncia na presenca de um campo gravitacional uniforme e um
sistema de referéncia com aceleracao constante possuem propriedades fisicas equivalentes.
Isso ocorre gracas a igualdade entre a massa inercial e a massa gravitacional dos corpos,
sendo esse principio postulado por Einstein como Principio da Equivaléncia [8].

Quando os campos gravitacionais sao uniformes o principio da equivaléncia é facil-
mente compreendido, mas se um campo gravitacional nao for uniforme, o principio da
equivalancia s6 é valido localmente. Entao, nao é mais possivel equiparar todos os pon-
tos de um campo gravitacional nao uniforme a um referencial acelerado. Para contornar
esse problema, Einstein incorporou o principio da equivaléncia a teoria e passou a utilizar
a Geometria Riemanniana para descrever completamente os fendmenos gravitacionais.
Nessas condigoes, o espago-tempo passa a ter uma geometria nao euclidiana, vindo a ser
uma estrutura quadridimensional curva onde a gravidade seria compreendida nao mais
como uma forca entre os corpos mas, como uma deformacao do espago-tempo causada
pela presenca da matéria. Esta é a ideia central que d& suporte & Teoria da Relatividade
Geral.

O principio da equivaléncia restringe a geometria do epago-tempo curvo a geometria
pseudo-Riemanniana, onde os pontos deste espaco-tempo sao descritos por quatro coor-
denadas arbitrarias x# = (2°, 2!, 2%, 23). Esse novo sistema de coordenadas mais geral ¢
denominadas de Coordenadas Gaussianas. Nesse sistema de coordenadas o intervalo que

separa dois eventos infinitesimalmente proximos é dado pela forma quadratica
ds® = g, dz"dz” (2.1.6)

onde g,, ¢ chamado de tensor métrico e ¢ uma funcao das coordenadas z#. O tensor
métrico caracteriza a relacao geométrica entre eventos proximos, ou seja, ele descreve
a geometria do espago-tempo e também, consequentemente, o campo gravitacional no
sistema de coordenadas gaussianas, o que o torna a peca fundamental da RG. A utilidade
do tensor métrico ainda vai além: com ele se realizam outras operacoes geométricas
em espacos curvos, como o transporte paralelo de vetores e outros objetos matematicos.

Através dele que se obtém a expressao para a curvatura do espaco-tempo e o Tensor de
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Einstein que sumariza a interacao da geometria com a matéria. A curvatura do espaco-
tempo significa que nao podemos encontrar sistemas de coordenadas nos quais g,, = 1
em todos os pontos do espacgo-tempo ou seja, a presenca de um campo gravitacional
distorce a geometria do espaco-tempo, gerando neste uma curvatura.

O tensor métrico pode variar sob transformagoes gerais de coordenadas contudo, a
forma quadratica acima permanece invariante. A arbitrariedade na escolha do sistema de
coordenadas no espaco-tempo de Riemann leva & definicao do Principio da Covariancia
Generalizada. FEsse principio afirma que as leis da fisica mantém sua forma em todos
os sistemas de coordenadas gaussianas, isto ¢, as leis da fisica devem ser covariantes sob

transformacoes gerais de coordenadas.
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2.2 Geometria Riemanianna

No contexto da teoria da relatividade especial, no espaco-tempo de Minkowski,
um vetor é caracterizado pelo seu comportamento sob as transformagcoes de Lorentz as
quais dexam a forma quadratica ds* = ), dz*dz” invariante. Por outro lado no contexto
da teoria da relatividade geral, um vetor no espaco-tempo de Riemann é caracterizado
pelo seu comportamento sob transformagoes de coordenadas generalizadas. Assim, a
quantidade A, serd um vetor covariante sob transformacoes de coordenadas generalizadas
se sua lei de transformacao for dada por

s ox”

B Qe

(2.2.7)

ou seja, A, se transforma como um tensor por transformacoes gerais de coordenadas. Essa
generalizacao é importante porque em espacgos-tempo Riemaniannos a simples diferencia-
¢ao parcial de um vetor nao mais se transformara como um tensor, o carater tensorial que
se tinha no espaco-tempo de Minkowski da derivada parcial é perdido em espacgos-tempo
Riemannianos.

Para que possamos construir um tensor por diferenciacao, precisamos introduzir o
conceito de derivada covariante. Para isto, seja dois pontos infinitesimalmente proximos
um do outro com coordenadas z* e z#+dx*, entao, vetorialmente, a separacao infinitesimal
entre eles é

ds = e, (x)dz", (2.2.8)

onde e,(z) sdo vetores de base que definem um espaco tangene em um ponto z”. Da

relacao acima temos que
ds* = ds - ds = (e, - e,)dz"dz", (2.2.9)

de onde concluimos que o tensor métrico é dado por g,.(r) = e, - €, e de onde segue
que g"(z) = e" - € onde e” sdo vetores de base dual & base e,(z). Em um sistema de
coordenadas arbitrario z” sobre uma variedade, se considerarmos os vetores e, em dois
pontos infinitesimalmente proximos um do outro x¥ e ¥ + dx¥, podemos obter a derivada

parcial de e, em relacao a x¥ da seguinte forma

e . Oe
8955 - (&lclvrgo (59;) ' (2.2.10)

Em geral a derivada parcial acima nao resulta em um vetor tangente a variedade no ponto

x¥, desta forma definimos a derivada parcial de um vetor de base, em um ponto z” da

variedade, projetando a quantidade acima no espaco tangente no ponto em questao da
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seguinte forma
dey _

orv

onde os coeficientes I'? ,, (z) sao chamados de conexdes afim.

e, =T (2)e, (2). (2.2.11)

Seja agora um vetor de campo A definido sobre alguma regiao de uma variedade
Riemanianna. Se escrevermos este vetor em termos de suas componentes covariantes e
dos vetores de base ou seja, A = A*(z)e,(z) , sua derivada parcial, usando o resultado

apresentado na equagao (2.2.11), sera dada por
0,A =0,(A"%,) = (V,A")e,, (2.2.12)

onde a quantidade
VA" = 0,AM + T A7, (2.2.13)

é definida como a derivada covariante das componentes do vetor de campo A. Usando a

relacao e* - e, = 0¥ podemos mostrar imediatamente que
VVA/L = 8V14,u, - 17 /LVA’y' (2214)

A derivada covariante definida acima se transforma como um tensor por transformacoes
gerais de coordenadas e é de fundamental importancia na formulacao da teoria da relati-
vidade geral.

Essa tltima operagdo pode ser aplicada a tensores em geral [9]. Por exemplo, se

tomarmos a derivada covariante do tensor métrico obtemos,

vﬁg,uu - aﬁg,uu - g)\ur)\#ﬁ - gu/\FA,jg (2215)

e assumindo que as conexoes afim sdo conexdes métricas [10], ou seja, que o tensor métrico

é constante em relagao a derivada covariante (V,g,, = 0) segue que

s = g5 + gl s (2.2.16)

Fazendo uma permutacao ciclica nos indices da equagao (2.2.16) obtemos

Ogsu = L5 + 9als,

Ougus = 9asT, + 9aal,,- (2.2.17)

Agora assumindo que T*,, = T'* e somando as equagdes (2.2.17), (2.2.17) e subtraindo
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a equacao (2.2.16), pode-se expressar a conexao afim em termos do tensor métrico como

1
F)\,uu = §gAﬁ(anﬂu + @uguﬁ - aﬂguu)- (2218)

Sendo que g"” representa a matriz inversa do tensor métrico g,,. As conexoes afim,
determinadas pela equagao (2.2.18), sdo conhecidas como Simbolos de Christoffel.

Para resolver o problema de se medir a curvatura de um espaco-tempo Riemanianno em
qualquer ponto da variedade, considera-se a troca na ordem de duas derivadas covariantes,
as quais sao generalizacao de derivadas parciais e que em geral nao comutam. Seja um
vetor de campo arbitrario Ag sobre uma variedade Riemanniana, calculando a diferenca
V,.V,As — V,V, Az obtemos facilmente o tensor [11]

V.V, Asg =V, V,Ag = R g, Aq (2.2.19)
onde
R* g, = (9,,Fo‘5u - @I%U + F"ﬁy F“W — F"BM re_, (2.2.20)

é o tensor de curvatura de Riemann que determina a curvatura em qualquer ponto do
espaco-tempo Riemanniano.
A contragao no primeiro e no terceiro indice do tensor de Riemann gera um tensor de

segunda ordem, Rg, = R 34, chamado de tensor de Ricci, dado por
Rﬁl/ — aaraﬁy - a,/l—‘aﬂa - ]_—‘Uﬂa Faa.y + I‘O’ﬁy Fao_a (2221)

E, finalmente, contraindo os indices do tensor de Ricci se obtem o escalar de curvatura R
dado por
R=90, 1, —o,* —TI°" I*_, +1I%, 1%, (2.2.22)

Onde para se fazer as contragoes usa-se o tensor métrico g da seguinte forma: ' =
J71 78 e
gt T o

Baixando o indice a na equagao (2.2.20), o tensor de curvatura pode ser escrito como

1
Ropw = 5 (0000981 — 080y Gap + 0,089ar — 0,0u9s,) (2.2.23)
+ oo (M0, T, = T7,, T 5),

de onde segue imediatamente as seguintes propriedades de simetria
Raﬁuy = —Rﬁa,uu = —Ragyu, Raﬁ;w = R’uyaﬁy (2224)

isto é, o tensor de curvatura é antisimétrico nos indices a, 5 e u, v e simétrico nos pares

de indices (a, 3) e (u,v). Também pode se verificar que a soma ciclitica em quaisquer
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trés indices de R,p,, € zero
Raguw + Rapwp + Rovpu = 0. (2.2.25)

Em um ponto P de um sistema de coordenadas localmente geodésico (I'* ,, = 0)p, a

derivada covariante do tensor de curvatura em P pode ser escrita como
(VoRaguw)p = (0pRapu)p = (0,0, 0y — 0,0, apu) Py (2.2.26)

e devido o carater tensorial de R,g,,, usando a equacdo (2.2.25) e o resultado acima,

obtemos para qualquer ponto da variedade que
V,R* g + VR 4y + VR 5 = 0, (2.2.27)

que sao as identidades de Bianchi. Usando as propriedades de simetrias apresentadas na

equagao (2.2.24), podemos obter o seguinte resultado

VI'G,, =0, (2.2.28)
onde .
G,ul/ = R,uu - §gw/R; (2229)

é o tensor de Einstein, que é um tensor fundamental nas equacoes de campo da relatividade

geral. Estas equagoes serao obtidas na préoxima secao.
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2.3 Equacoes de Einstein

No ano de 1915, Einstein publicou as equagoes de campo gravitacional, as quais
descrevem como a matéria modifica a geometria do espaco-tempo. Na deducgdo de suas
equacoes, baseadas em geometria diferencial, Einstein impds que elas deveriam ser cova-
riantes sob transformacoes de coordenadas generalizadas e, além disso, ele também impos
a validade local do principio da equivaléncia para referénciais nao inerciais. Uma maneira
mais facil de se obter as equacgoes de Einsten foi desenvolvida por Hilbert também em
1915, a qual usa o principio da minima acao de Hamilton. Uma das vantagens de se-
guir esse caminho é que ele permite conectar mais naturalmente a teoria da relatividade
geral com outras teorias de campos classicas como por exemplo, o eletromagnetismo de
Maxwell, que também pode ser formulado em termos do principio da acao minima.

A acao de Einstein-Hilbert [12] para o campo gravitacional no vacuo pode ser escrita

como

I, = /[,g d4x:/{/\/—ng4x. (2.3.30)

A integral acima é sobre todo o espaco-tempo, sendo que g é o determinante do tensor
métrico, R é o escalar de curvatura de Ricci, £, = k\/—¢gR é a densidade de lagrangiana
do campo gravitacional e K = 1/167. Adicionando & agdo acima, I,,, um termo devido a
campos de matéria e que contém uma densidade de lagrangiana, £, = \/—¢ L., obtemos

a acao total I dada por

I=1I,+1, = / [kv/=gR+ L., d*z, (2.3.31)

que sera considerada como um funcional do tensor métrico e suas primeiras derivadas.
Aplicando o principio da minima acao de Hamilton & integral de acao acimai.e, 61 = 0,

em relacao a g", obtemos as equacoes de Einstein na presenca de matéria. Para calcular

a variacao de [ primeiramente vamos considerar apenas a parte gravitacional da acao ou

seja,

51, = / k6(v/—gR)d'z = 0. (2.3.32)

Lembrando que R = g*’R,s e usando que /=g = —(1/—9/2)gapdg®’, a variagio da

parte gravitacional da acao I pode ser escrita como

1
O(kV=gR) = iv/=9(Ru = 590 R)0G" + kv/= 99" S Ry (2.3.33)

Usando a relacao V,(y/—gl%) = 0.(/—9gl%), o ultimo termo na equacao (2.3.33) acima

pode ser escrito como

kv —99" OR,, = K/ —g[V, (6T 1o) — Vo (0T )] = KOV, (2.3.34)
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onde
v = [V=g(g" T ya — "I o)) (2.3.35)

O 1ltimo termo na equagao (2.3.33) pode ser transformado em um termo de superficie
usando-se o teorema da divergéncia porém, mesmo para o caso de espacos-tempo assinto-
ticamente planos este termo, quando levado na integral de agao I, pode nao se anular no
contorno do espaco-tempo [13|. Para se contornar este problema, adiciona-se & integral

de acao do campo gravitacional um termo de superficie dado por,
0 = _[V _g(g,ul/Fa po gual-w /wc)]a
de modos que a agao gravitacional I, passa a ser escrita como
4
I, = /s/(\/—gR +o)dz, (2.3.36)

que quando submetida ao principio da acao minima os termos de superficie que aparecerao

serao nulos no contorno da integral de acao

1
o =k / {\/_—g(RW - 5g,WR)]agW d*x (2.3.37)

Para obter o cdlculo da variagao da agao da matéria [, usa-se o teorema de Gauss e

impoe-se que dg"” = 0[14] nos limites da integral de tal forma que obtém-se

oL oL
ol, = O [ =) | v dia. 2.3.
[ [ -0 (s )| o (2339
Definindo o tensor de energia momento 7}, dos campos de matéria como
2 oL oL
TZ,E—8Q< i )— m}, 2.3.39
12 /_g |: 8(aaguu) agul/ ( )
a variagdo dada em (2.3.38) fica
1
61, = -5 / V—=9T,.,0g" d*x (2.3.40)

Desta forma aplicando o principio da agdo minima 61 = oI, + d1,, = 0, segue das
equagoes (2.3.37) e (2.3.40) que

1 1
fi/ {\/—g(Ruu — §gWR)]5gW d'r — 3 / V—=9T,, 69" d*z =0, (2.3.41)

usando o fato de que dg"” é arbitrario nas integrais acima, as equacoes de Eisntein para
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o campo gravitacional na presenca de matéria ficam

1 1
Ruu — égij = %Tuy. (2342)

Na tentativa de obter um modelo de universo estavel, Einstein também deduziu uma
equacao para a gravitagdo com a presenca de uma constante cosmologica A. Essa versao
pode ser facilmente obtida ao se incluir o termo —2,/=gA na integral de agao I = I+ I,

de modo que a integral de acao fica

I= / [kv/=g(R—2A) 4+ 0 + L,,] d'z, (2.3.43)

que quando submetida ao principio da acdo minima 6/ = 0 resulta na equacao

1
R, — §gm,R + Ag = 87T, (2.3.44)

Ambas as equacoes (2.3.42) e (2.3.44) propostas por Einstein descrevem uma relacao entre
a métrica g, do espaco-tempo e a distribui¢ao de matéria descrita pelo tensor 7),,, ou seja,
estas equacgoes descrevem como a geometria do espago-tempo é afetada pela distribuicao

de matéria sem ou com a presenca da constante cosmologica.



Capitulo 111

Formalismo Teleparalelo Equivalente a
Relatividade Geral

3.1 Introducao

O Teleparalelismo Equivalente a Relatividade Geral TERG é um formulacao da
teoria da Relatividae Geral onde os efeitos do campo gravitacional sao descritos em termos
de um campo de tétradas autoparalelas. Neste formalismo o tensor de curvatura de
Riemann é nulo porém os tensores de tor¢ao sao nao nulos e a teoria é agora desenvolvida
no espago-tempo de Weitzenbock|[15]. Conforme veremos, ha uma explicita equivaléncia
entre as equacoes de campo de Einstein e as equacoes de campo na formulacao teleparalela.

A nocao de paralelismo absoluto, utilizando um campo de tétradas para a descricao do
campo gravitacional, foi introduzida por Einstein em 1928[16, 17| na tentativa de uma uni-
ficagdo de sua teoria da gravitacdo com o eletromagnetismo. Posteriormente, Mgller|18],
baseado nas idéias de Einstein mostrou que s6 em termos de um campo de tétradas seria
possivel se obter uma densidade de lagrangiana que levaria a um tensor de energia mo-
mento gravitacional. Baseados nos trabalos de Mgller, Pellegrini e Plebanski obtiveram
uma formulagao lagrangiana para a gravitacdo em termos de tétradas[19]. E entdo, em
1963, Schwinger obteve uma expressao para a energia total do campo gravitacional|20)].

Uma expressao para a energia do campo gravitacional para ser bem definida localmente
deve depender de uma densidade de energia que seja independente de sistema de coorde-
nadas. No contexto do TERG é possivel mostrar que tal expressao surge naturalmente.
Outra vantagem deste formalismo é que no contexto de sua formulagdao hamiltoniana a
evolucao temporal da estrutura dos viculos da teoria é bem definida. Além de uma ex-
pressao que permite calcular a energia gravitacional contida em um volume abitrario do
espaco, no contexto do TERG, também surge de forma natural uma equacao da conti-
nuidade para o campo gravitacional a partir da qual obtém-se uma definicdo de pressao

para o campo gravitacional [21].
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3.2 Campos de tétradas e o espaco-tempo de Weit-

zenbock

Um campo de tétradas autoparalelas, também conhecido simplesmente por tétra-
das, é formado por um conjunto de quatro vetores linearmente independentes e ortonor-
mais entre si, formando uma base adaptada a um sistema de coordenadas local, ou seja,

em um ponto arbitrario x do espago-tempo este conjunto é dado por
eu(z) = {0, e, e?, @} (3.2.1)

Onde os indices ;1 = (0, 1, 2, 3) sdo indices do espago-tempo e os indices a = [(0), (1), (2), (3)]
sdo indices do grupo SO(3, 1) local de Lorentz. Sendo que o vetor ¢® ,(z) ¢ do tipo tempo
e os vetores el ,(z) sdo do tipo espago, com i = (1,2,3).

O campo de tétradas satisfaz as seguintes relacoes de ortogonalidade

GZ eblt = nabv €q . €y = Tab- (322)
onde % é a métrica de Minkowski apresentada na equagao (2.1.5). Usando a métrica de

Minkowski podemos levantar e abaixar os indices locais de Lorentz da seguinte forma

b
€ap = MNab € u,

eW — 77ab eby'

De forma analoga, os indices do espago-tempo do campo de tétradas podem ser abaixados
ou levantados respectivamente, usando se o tensor métrico g,, ou o seu inverso g’ da

seguinte forma

a a\
€ p=gu€ ,

De onde segue facilmente uma relacao entre as tétradas e o tensor métrico

a a b v a v a bv
Guv = € pCap = €, €y Nab, g“ =€ “ea =e*e Nab- (323)
Desta forma, podemos observar que as tétradas convertem indices de Lorentz em indices
do espago-tempo e indices do espaco-tempo em indices de Lorentz.
A ocorréncia de um paralelismo de vetores em pontos distantes do espaco-tempo, que é

chamado de teleparalelismo, é garantido por meio de uma derivada covariante em relacao



3.2. CAMPOS DE TETRADAS E O ESPACO-TEMPO DE WEITZENBOCK 16

a uma conexao com curvatura nula e torcao diferente de zero. Em relacao a esta conexao
o transporte paralelo de vetores é independente de caminho e o transporte paralelo de
vetores em relacao a esta conexao é covariantemente constante|22|. Desta forma a derivada

covariante das tétradas é nula em relagao a esta conexao

Ve = de." + Fu)\y ea)\ =0, (324)
de onde segue que a conexao afim, F)‘W, ¢ dada por
I, = e 0uean, (3.2.5)

Esta conexdo é chamada de conexao de Weitzenbock|[15] que é assimétrica nos indices p
ev.

As componentes de um vetor V# em um ponto x do espaco-tempo em relacao & um
campo de tétradas sao dadas por V%(x) = e?,(x)V#(x). Dizemos que os vetores sao
transportados paralelamente se suas componentes em relacao ao campo de tétradas em
pontos distintos sao idénticas, ou seja, para pontos infinitesimalmente proximos temos
que

Ve x+dr) =V*z)+ DV*(x),

onde
DV (z) =€, (z)(V, V") (z)dzt =0 =V, V" =0,

com a derivada covariante acima dada em termos da conexao (3.2.5). O fato desta derivada
covariante se anular ¢ o que garante o paralelismo absoluto de vetores e tensores.
Uma vez que a conexao afim dada na equagao (3.2.5) é assimétrica esta gera um tensor

de torcao nao nulo dado por
™,=r* -1 (3.2.6)

% 1% v

que contraido com e, pode ser escrito como
T, = 0,e", — 0,e" . (3.2.7)

Ao contrario do tensor de tor¢ao (3.2.6) que é nao nulo, a conexao afim (3.2.5) quando
levada na definigao do tensor de Riemann (2.2.20), fornece um tensor de curvatura identi-
camente nulo. Este espaco-tempo dotado de um paralelismo absoluto dos vetores com tor-
¢ao nao nula e curvatura identicamente nula é chamado espago-tempo de Weitzenbock[15].
E neste espaco-tempo onde o teleparalelismo equivalente a relatividade geral TERG é de-

senvolvido.
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3.3 Formalismo Lagrangiano do TERG

Nesta secao apresentaremos uma densidade de lagrangiana para o TERG e a
equivalenca deste formalismo com a teoria da relatividade geral de Einstein. Para isto
mostraremos que os simbolos de Christoffel, os quais denotaremos a partir de agora,
como 1@ . podem ser escritos em termos da conexao de Weitzenbock e da conexao de
Levi-Civita na forma de uma identidade. E em seguida mostraremos que o escalar de
curvatura construido em termos da conexao de Levi-Civita pode ser escrito em termos de
uma combinacao quadrética dos tensores de torcao.

Para isto, seja o simbolo de Christoffel abaixo

o 1
F)\;w = 5 (augu)\ + augp)\ - a)\guu) 5 (338)

usando a relagao entre o campo de tétradas e o tensor métrico g,, = €% €4, podemos
escrever a relacao acima como uma identidade em termos das conexoes de Levi-Civita e

Weitzenbock, ou seja,

Dy = Gonw + D (3.3.9)
onde .
(j}u/\y = 5 (Tl/p)\ + T,uz/)\ + TAu,u) (3310)

¢ a conexao de Levi-Civita projetada no campo de tétradas, isto é,
o A veo
Wpab = €4 €b Wprv, (3311)

que é a conexao de Levi-Civita[23].

O tensor de curvatura em termos da conexao de Levi-Civita é dado por
a © a ° a ° a ° (& ° a ° (&
R4 = 04w, "5 — 000, "o+ Wy " ey 5 — Wy “ ey b (3.3.12)

Com o tensor de curvatura dado por (3.3.12) e o determinante do campo de tétradas
podemos construir uma importante identidade que relaciona o escalar de curvatura R(e) =

eq V€% R, € uma combinagao quadratica dos tensores de torgao 77, dada por,
eR(e) = —eXMTy, + 20,(eTH), (3.3.13)
onde T =T*,, e e = det(e* ) sendo o tensor ¥ definido como

1 1
S = (T TN = TN o (T = T, (3-3.14)
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de onde segue a seguinte relagao

SMYTY = GTWTW - %TA‘“’T,,A“ — T*TA> : (3.3.15)
portanto, de (3.3.13) e (3.3.14) vemos que o escalar de curvatura multiplicado pelo de-
terminante do campo de tétradas pode ser identicamente escrito como uma cobinagao
quadratica dos tensores de torcao mais um divergente total.
A densidade de lagrangiana para o TERG na presenca de campos de matéria é entao
dada por
L=Ly+ Ly =—keX"T oy + 260, (eT") + Lo, (3.3.16)

onde L,, é a densidade de lagrangiana dos campos de matéria que pode depender de e,,.
A densidade de lagrangiana dada por (3.3.16) ¢ invariante por transformagcoes SO(3,1)
locais do grupo de Lorentz e por transformacoes gerais de coordenadas. Eliminando o
termo de superficie em (3.3.16) £ passa a ser invariante por transformacoes SO(3,1)
globais do grupo de Lorentz.

Eliminando o termo de superficie em £ e tomando sua variacao em relacao a e™

obtemos as equagoes de campo para os campos de tétradas

5 1 1
Carud, (X)) — e <Eb” oThuy — ZeauEdeTde> = €Ty, (3.3.17)
onde Tp, = égfa’; ¢ o tensor energia-momento dos campos de matéria. Manipulando o

lado esquerdo da equagao acima podemos reescrevé-la como

1 1
R, (e) — §eauR(e) = ;eTau, (3.3.18)

que ¢é o analogo das equagoes de Einstein em termos do tensor métrico. Por meio da relacao
(3.2.3) g = €%, €q, pode se mostrar que estas equagdes de campo sdo equivalentes as

equacoes de Einstein.
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3.4 Formalismo Hamiltoniano do TERG

Nesta se¢ao apresentaremos um resumo do formalismo Hamiltoniano do TERG. O
formalismo Hamiltoniano do TERG pode ser obtido a partir do formalismo Lagrangiano
através de uma transformada de Legendre. O procedimento consiste em expressar as
derivadas temporais das tétradas em termos dos seus momentos canonicamente conjugados
e demais quantidades de campo.

A parte gravitacional £, da densidade de Lagrangiana dada por (3.3.16) pode ser

reescrita na seguinte forma candnica
Ly = T1"¢, — Ho, (3.4.19)

onde 1% s30 os momentos canonicamente conjugados a eq;, obtidos variariando a densi-

dade de Lagrangiana (3.3.16) em relacao a é,;, = Jpear, isto &,

Hak — 5£Q

= 9 — _Yren®0F 3.4.20
5€ak K‘e ) ( )

e Hy é a densidade de Hamiltoniana priméaria. Por inspecao direta é possivel observar que
a densidade de Lagrangiana £, nao depende das derivadas temporais de e, ou seja, de
€40 €, portanto o momento I1%° é identicamente nulo.

Usando a definicio dada na equagdo (3.3.14) podemos reescrever os momentos 119

como

ek = fie[goo(—gijaoj — eakaoj + Qe“ijoj)
+ g™ (g T + T ;) + ™ (g7 T 0y + g T;)
o Q(GaOgOijOj) _ gOigk’jTaZ_j + eai(QOkaij
- gijOij) o 2(90ieak - gikeaO)Tjij]
(3.4.21)
Um ponto importante nesta andlise é o fato de que apenas a parte simétrica dos momentos
@) _ 1 iTyaj jyyai
I :§(ea 1% 4+ ¢, /11 ),

dependem das derivadas temporais é,;, enquanto que a parte antisimétrica dos momentos

il = = (e, T — ¢, /T1%) ,

DO | —

sao relagoes entre os momentos e as tétradas que nao dependem de é, e que, portanto,

juntamente com I1%° = 0 constituem vinculos de primeira classe[24].
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A evolucao temporal do vinculo I1%° = 0 segundo a prescricao de Dirac gera um novo
vinculo secundario C'* de primeira classe, ou seja,
OHo

C* = Ha(] = {HaO,Ho} = Se 0 = O, (3422)

que é dado por[4]

1

, 1
C* = QI e[ /ie(gi;@gij”Pkl — §P2) +

490()
1
2
. 1 . . ,
ke(gingiy™ PF — 597" P) = ree (6" g™ T i Tymn +

+ Ke(igzmgnj Tb mnTbij + gn] Tt mnTm i gszm miTn nk)] _

1
2400
+ gnJTO o T™ i+ go.iT’rL ijm i — QgOkTm ok T i —

— gt LT, (3.4.23)

onde

sz _ EH(M) _QOm(gijz mi +gngk mi — 2gzk:T] mj)
km 01 im 0k j
— (g"g" +g"™"g )T 1y,

(3.4.24)

com v* dado por

aij

_eak [QOO(gjmTi om + gzmT] om + 2g1ij mk) 4
(gijOi + gimQOj o 29ij90m)T0 mk]

~ o+

(3.4.25)

E possivel mostrar por calculo direto que os vinculos C® I'* s3o tais que Hy = €4,C?,

a ab z
% = W0 — eNC° =0 e que ‘g—o = (0[24] e, portanto nenhum novo vinculo aparece
devido a evolucao temporal de C® e ', Uma vez que I1%° ¢ identicamente nulo, os vinculos

primarios relacionados & parte antisimétrica dos momentos I1%! podem ser escritos como,
1% = 211l — 4pe(n20 — y¥0e) — 0, (3.4.26)

e como nenhum vinculo secudario surge devido a evolucdo temporal de C* e T, a den-

sidade de hamiltoniana total H pode ser escrita comol|4, 24]
H = eqoC* + agpI'™, (3.4.27)

onde ay, sao multiplicadores de Lagrange e como a variagao de H em relacao a ey gera
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o vinculo C%, e,o em (3.4.27) surge naturalmente como um multiplicador de Lagrange.
A 4lgebra dos vinculos ' e C* é dada por|24]

{C%(x), C*(y)} =0 (3.4.28)
[Co(@),T(y)} = (1C° — 17°C?) 6w — y), (3.4.20)
{Fab<ﬂf), ch(y)} — (nacrdb + nbcl—\ad . 77adl—\cb . nbdl—\ac) (5(2" _ y> (3430)

A algebra dos vinculos tem a mesma estrutura da algebra do grupo de Poincaré e tem a
mesma forma na presenga ou nao do termo de constante cosmologica|24].
O vinculo C* dado em (3.4.23) carrega um termo de divergéncia espacial que, conforme

veremos, quando submetido a integracao leva a definicao do quadrivetor energia-momento
do TERG [4].
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3.5 Expressoes para a energia e a pressao

A seguir apresentaremos as expressoes para a energia total e para a pressao do
campo gravitacional na presenga de matéria [21]. Para isto partiremos da equacdo de

movimento dada em (3.3.17) reescrevendo-a como
1
D, (eXM) = Eee“#(t’\“ + T, (3.5.31)
onde T™ = e, T ¢ o tensor energia-momento dos campos de matéria e
M = k(45PN — g ET ), (3.5.32)

é identificado como sendo o tensor energia-momento do campo gravitacional|21].
Usando a propriedade de simetria X% = —»%# na equagao (3.5.31) segue imediata-

mente que
ulee” , (" +TH)] =0, (3.5.33)

de onde segue a equacao da continuidade para o campo gravitacional na presenca de

matéria

d

& [ et (190 470 = jf dSifect (" + T, (3.5.34)
s

s
onde, nas integrais acima, V' é um volume arbitrario do espaco tridimensional e S é uma
superficie que envolve V. Do lado direito da equacao acima temos a derivada temporal

do quadri-vetor energia-momento total P® no interior do volume V, isto é
Pt = / dPee® u(t™ + T (3.5.35)
1%

Novamente usando a anti-simetria nos dois tltimos indices de X" e lembrando que

0% = —4x3%% tomando u = 0 em (3.5.31), segue que
O™ = —ee® ,(t% + T, (3.5.36)

e portanto,

P* = — / dProII" = — ]{ dS; 11, (3.5.37)
14 S

A componente P na equacdo acima fornece a energia total devido o campo gravitacional
e os campos de matéria.
Levando a equagao (3.5.36) do lado esquerdo de (3.5.34) e usando a equagao (3.5.31)

com A = j do lado direito de (3.5.34) podemos rescrevé-la como

d : . ,
d pa _ _/ 6 — f{ 45,0, (3.5.38)
dt v s
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onde ¢% é dado por
¢ = 4k0, (eSV*) = ee” (" + TH). (3.5.39)

Tomando a = (i) na equacgao (3.5.38) temos,

d . -
EP(Z) S fdsj¢(z)j_ (3.5.40)

Do lado direito da equacao acima temos a derivada temporal do vetor momento total que
tem dimensao de forca, portanto, em coordenadas cartesianas ¢(7, representa a densidade
de pressao total devido o campo gravitacional e os campos de matéria na dire¢do (i) sobre

o elemento de area na direcdo j. Desta forma defininimos uma forca f® dada por
FO = f{ 45,7 (3.5.41)
S

como sendo a forga total devido os campo gravitacional e de matéria na dire¢ao (7).



Capitulo 1V

A métrica FLRW e o TERG

4.1 O modelo FLRW

Neste capitulo aplicaremos as definicoes de energia total dada por E = P© em
termos de (3.5.37) e a definicdo de forca dada por (3.5.41) a métrica de Friedmann-
Lemaitre-Roberston-Walker, com o objetivo de estudar as propriedades termodinamicas
deste espago e também obter alguma relacao com a expansao acelerada do universo.

O principio cosmologico estabelece que em qualquer instante de tempo particular o
universo visto por qualquer observador em qualquer diregao é equivalente[22]. Uma solu-
cao das equagoes de Einstein baseada no principio cosmolégico é aquela que descreve um
modelo de universo homogéneo e isotropico em expansao ou contracao acelerada. Esta
solu¢do fornece a chamada métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW)
que representa uma aproximacao em larga escala para um modelo de universo a partir do
big bang, ou seja, ela pode ser utilizada como primeira aproximacao para a evolucao do
universo e, também, pode ser estendida de forma a modelar as variacoes de temperatura
do universo em diferentes escalas.

No modelo de universo de FLRW, assume-se que o espaco-tempo ¢ constituido de
fatias do tipo espaco com a quadri-velocidade de qualquer observador ortogonal as hiper-
superficies do tipo espago as quais sao parametrizadas por um tempo cosmico t = cte.
Além disso, assume-se que as coordenadas espaciais (x!, 22, 23) sdo constantes ao longo de
qualquer linha mundo, de modos que cada observador tem estas coordenadas fixas. Estas
coordenadas sao chamdas de coordenadas comé6vel. Uma vez que cada hipersuperficie
para t = cte é ortogonal & linha mundo de cada observador, o elemento de linha para a

métrica de FLRW tem a forma,

ds® = —dt® + gijda'da? (4.1.1)
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onde g;; sdo fungdes das coordendas (¢, z', 2%, z%).
Seja uma linha mundo de um observador fundamental descrita por X*(7) com 7 o

tempo proprio ao longo da linha mundo. Logo por construgao X*(7) é caraciterizada por

20 = T, zt = cte.
Como dz* = 0, ao longo de X*(7) temos que ds = cdT = cdt logo, t = 7, e portanto T
ao longo da linha mundo é igual ao tempo cosmolégico t. Além disso, como a quadri-
velocidade de um observador fundamental nas coordenadas comoével é dada por

dxt

UH = E = (1,0,0,0),

e como qualquer vetor sobre as hipersuperficies ¢t = cte tem a forma a* = (0, a',a? a?), e
como g;o = 0, segue que

guuta” =uta, = 0.

Logo as quadri-velocidades sao ortogonais as hipersuperficies conforme mecionado acima.

Para que a métrica em (4.1.1) contemple a homogeneidade e a isotropia devemos impor
sobre esta que todos os pontos sobre uma particular hipersuperficie do tipo espaco, bem
como todas as direcoes devem ser equivalentes. Desta forma, sobre uma superficie do
tipo espaco, se cosiderarmos um triangulo formado por trés galdxias proximas em um
tempo t, a isotropia requer que o triangulo formado por estas mesmas galaxias em um
tempo posterior deve ter a mesma forma. Além disso, a homogeneidade requer que o
fator de ampliagao temporal deste triangulo deve ser independente de sua posicao sobre a
superficie espacial. Isto significa que ¢ s6 pode entrar em g;; através de um fator comum

e, portanto, o elemento de linha em (4.1.1) deve ter a forma

2

ds? = —dt* +a*(t) |5 Tk _ 4 r2(d6° + sen®0de?) | (4.1.2)
— kr
cuja a métrica associada é dada por,
-1 0 0 0
0 a®/(1—Fkr*) 0 0
g = 9 9 s (413)
0 0 a‘r 0
0 0 0 a’r’sen®d

onde k£ assume os valores —1,0,1 dependendo da curvatura espacial ser negativa, nula
ou positiva, respectivamente. E a(t) é o fator de escala que caracteriza a dindmica da
geometria do espago-tempo.

Para determinar a(t) devemos resolver as equagoes de Einstein na presenca de matéria

as quais na presenca da constante cosmologica sao dadas pela equacao (2.3.44), onde T,
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¢ o tensor energia momento para um fluido perfeito caracterizado por sua densidade p e
sua pressao p dado por
TMV = P9uv + (/0 + p) Uy Uy, (414)

onde u, é a quadri-velocidade do fluido. Como estamos procurando por solugoes homo-
génas e isotropicas, p e p sao fungoes apenas de t.
Quando levamos o tensor energia-energia momento dado por (4.1.4) na equagao (2.3.44),
obtemos duas equagoes diferenciais para a evolugao temporal de a(t) dadas por
26 a®> k

?4_?4_@_/\: —8mp, (4.1.5)

2
%+£_%:%ﬂ (4.1.6)
que sao conhecidas como equagoes de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker. No caso
em que A = 0 elas sdo chamadas de equagoes de Friedmann|22]. Podemos reescrever a
equagao (4.1.6) como ,

%=—£+%+%¥, (4.1.7)
que sao equacoes a serem usadas posteriormente.

Para determinar a localizagao do horizonte aparente associado a métrica (4.1.2), defini-
mos 7 = a(t)r e a métrica bidimensional h;; = diag(—1,a*/(1 — kr?)),i =10,1;7=0,1. O
horizonte aparente, que é um horizonte dinamico, é determinado pela relagao h”9,70,7 =
0, o que que implica que o horizonte aparente estd localizado sobre uma superficie de
expansao nula, ou seja os vetores 0;7 sao vetores nulos sobre a superficie do horizonte
aparente|25]. Ao contrario de horizontes de eventos e horizonte de particulas, o horizonte
aparente sempre existe para espacos FLRW, portanto, é este ultimo tipo de horizonte o
melhor candidato para se formular leis da termodinamica neste tipo de espaco[25]. Usando

a condicao mencionada acima obtemos:
1

Ry = ———,
VH? + k/a?

onde H = a a é o parametro de Hubble. Diferentemente de um horizonte de eventos para

(4.1.8)

um buraco negro que independe de observador, no espaco-tempo de FLRW o horizonte
aparente nao é uma propriedade absoluta do espaco-tempo. O horizonte aparente ¢ de-
pendente do observador, ou seja, cada observador comével em distinto ponto sobre uma
hipersuperficie t = cte do espago-tempo de FLRW vera seu proprio horizonte aparente|25].
Subtraindo (4.1.5) de (4.1.6) obtemos
a 47

o= (P +3p), (4.1.9)
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onde p) = p+pa, P =p— pa com py = 8% sendo a densidade de energia do vacuo|22].

Uma vez que R4 > 0, para modelos de universo em expansao acelerada segue de (4.1.5)
e de (4.1.9) quep’ < 0ep +3p' <O.
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4.2 Tétradas para a métrica FLRW

Um campo de tétradas e*, tem como funcao bésica projetar quantidades do
espaco-tempo fisico, em um ponto x*, no espago-tempo de referéncia também chamado de
espago-tempo tangente[26]. Por exemplo, as diferenciais dz*, em um ponto z* do espago-
tempo fisico, podem ser projetadas em diferenciais dg® do espacgo-tempo de referéncia

como
dq* = e* ,dz", (4.2.10)

onde ¢* representa as coordenadas no espaco-tempo de referéncia.
Quando a relacdo em (4.2.10) for integravel globalmente ela é dita uma relagao ho-
lonémica e ambos os espagos mencionados acima sao planos com e® , podendo ser escrito

em termos de gradientes, isto é,
a
et = _8q
B gan’

o que resulta em tensores de torcao 7,, = 0. Na presenca de campo gravitacional

(4.2.11)

a relagdo (4.2.10) é dita nao-holonémica e nao pode ser integrada globalmente porque,
neste caso, os tensores de torgao 1, nao sao nulos.

Um campo de tétradas, que sao as variaveis basicas do TERG, pode ser naturalmente
visto como um sistema de referéncia adaptado a observadores em cada ponto do espaco-
tempo|27]. Para isto, seja X*(7) a linha mundo de um observador ao longo de uma
curva C' no espago-tempo, onde 7 é o tempo proprio do observador. A quadri-velocidade
do observador ao longo de C' ¢ dada por v*(r) = dX*"/dr que ¢é identificada com a
componente (0) de e, " ou seja, u*(7) = ey ao longo de C. Portanto, por meio da
relagao g,, = €% ,eq, para cada tensor métrico solu¢ao das equagoes de Einstein temos
uma, classe de tétradas adaptadas a diferentes observadores.

Para estudar as propriedades fisicas de um tensor métrico escolhemos uma campo
de tétradas adaptado a um observador estitico. Isto pode ser feito impondo sobre e,
duas condigbes. A primeira condi¢do ¢ que ey’ = 0, 0 que implica que e;° = 0, o
que significa que a velocidade de translacao espacial do observador é zero. Na segunda
condicao impomos que os trés eixos espaciais adaptados ao observador nao estejam girando
em relagdo a um sistema de referéncia que nao gire|28]. Um campo de tétradas adaptado

a um observador estatico que esta associado a métrica (4.1.2) é dado por

—1 0 0 0
0 0 0 — 0
o — a senf cosp arcost cosp  —arsent sen(o) | (4.2.12)
0 «asenfsenp arcost senf  arsenf cost
0 a cost —arsent 0
onde .
oo (4.2.13)



4.2. TETRADAS PARA A METRICA FLRW 29

Na proxima secao calcularemos a energia total e a pressao total associadas ao campo de
tétradas (4.2.12) para posteriormente, fazermos uma andlise das propriedades termodiné-

micas do modelo de universo de FLRW.
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4.3 Energia e pressao no universo de FLRW

Nesta secao apresentaremos os tensores de torcao associados ao campo de tétradas
dadas em (4.2.12). Em seguida, usando a defini¢do de energia obtida a partir da equagao
(3.5.37), calcularemos a energia no interior do horizonte aparente do modelo de universo
de FLRW. Também obteremos a expressao para a forca total que atua sobre a superficie
do horizonte aparente e, em seguida a expressao para a pressao total que atua sobre a
superficie do horizonte aparente. Aplicando a definigdo de torgao dada em (3.2.7) ao

campo de tétradas dado por (3.5.37), as componentes nao nulas das torgoes sao:

Ty = —Tyio = asenb coso,

Tiye = —Tayo = arcosb, cos ¢,
Tayos = —Tayso = —ar senb seng,
Taye = —Tay = (a — «) cosb cosg,
Tays = —Taaz = (v — a) send seng,
Tioyr = —T2p0 = & send seng,
T2 = —Ti2)20 = ar cost) seng,
Tioyos = —T(2)30 = ar sent) coso,
Ty = —To = (a — ) cosB seng,
Tons = —T21 = (a — ) send cosg,
Tisym = —T(3y10 = ccosb,

T2 = —T(3)20 = —ar send,

Ty = 1321 = (o —a) send,

(4.3.14)

onde o ponto denota a derivada em relagao a t.
Para calcular a energia contida no interior do horizonte aparente e a pressao total sobre

a superficie do horizonte aparente do modelo de universo de FLRW precisamos primeiro
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obter as quantidades abaixo associadas a X" definidas na equagao (3.3.14)

»Oot - — —arsenf(1 — V1 — kr?),

a
2110 -
aa?’
»20 = —aar?
a
5330 _
a’r2sen?f’
y212 (@ —a)
2r3a3a?’
sai3 _ _ (@—a)
2r3a3senfa?
(4.3.15)
Integrando em 6 e ¢ a densidade de energia 10" = —4xeX (001 sobre uma superficie

de raio r constante, obtemos a energia F no interior desta superficie, isto é,

E:/dgzﬁ/dQH

= ar(l —V1—kr?), (4.3.16)

onde para obter o resultado acima usamos k = ——. Na equagdo (4.3.16) assumimdo r = 7’
tal que Ry = ar’ e usando a definicdo de R4 dada na equagao (4.1.8), obtemos a energia

contida dentro do horizonte aparente do universo de FLRW que é dada por
Fa=Ra(l—\/1—kR%/a?). (4.3.17)
Usando as egs. (4.1.7) e (4.1.8) podemos escrever a expressao da energia como
E4=2M,— R%H, (4.3.18)

onde M, é a massa efetiva no interior do horizonte aparente definida como

4T R,
3

My = (p+ pa), (4.3.19)

onde

A
PA = 3
M, é a massa de Misner-Sharp-Hernandez na presenca da constante cosmologica|25] que
s6 pode ser definida para espagos com simetria esférica. Pela equagao (4.3.18) observamos
que a energia total no interior do horizonte aparente, para universos em expansao, H > 0,
possui um termo negativo que, do ponto de vista gravitacional, é repulsivo. Na proxima

segao a expressao da energia dada por (4.3.18) serd usada para escrevermos a primeira lei
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da termodinamica sobre o horizonte aparente do modelo de FLRW.

Antes de prosseguirmos é importante salientar que para um modelo de universo plano
temos k =0e 1 — R,H = 0, portanto, £4 dada por (4.3.17) é zero. Neste caso a energia
do campo gravitacional se cancela com a energia dos campos de matéria. No caso do
modelo de universo fechado k =1, 1 — R4H > 0 e a energia £, > 0. E para o modelo de
universo aberto k = —1, E4 < 0.

Para obter a expressao da pressao sobre o horizonte aparente do modelo de FLRW,
vamos primeiro calcular a expressao da forca radial f(r) sobre a superficie de uma esfera
de raio r constante usando a defini¢do de for¢a dada em (3.5.36) e, em seguida usaremos a
defini¢ao de horizonte aparente apresentada na equagdo (4.1.9) para, em seguida, obtermos
a pressao total sobre a superficie do horizonte aparente. Da equagdo (3.5.41) f(r) é dada

por
= 7rdqb i —oMNYdp 3.
f(r) /o /0 (—o'")db, (4.3.20)

onde ¢ ¢ D1 projetado na direcdo radial, ou seja,
—¢M = —(¢Wtsenbeosp + ¢PLsenbseng + ¢ cosh), (4.3.21)

e pela equagao (3.5.39) temos que ¢V = 459, (eXP7#). Usando a inversa da métrica em
(4.1.3), o campo de tétradas em (4.2.12), as quantidades dadas em (4.3.15) e lembrando

que e = 0 obtemos

oM = —4xk _ao(aa)TQ +1-—-+v1- k:rz_ sen?fcosh,
o' = 4k —80(aa)r2 +1—+v1-— kr2_ sen?fsend,
AL — -80(aa)r2 +1—-v1-— k'rQ- senbfcosb. (4.3.22)

Levando os resultados da ultima equacao em (4.3.21) obtemos
—pM = 45 [80(da)r2 +(1—-V1-— /{77‘2)} senf. (4.3.23)
Agora levando ¢! na equacio (4.3.20) e integrando em ¢ e 6 obtemos

1) = [on(aay + (1 = VT = k2], (4.3.24)

L
167"

Novamente na equacao acima assumimdo r = ' tal que R4 = ar’ e usando a definigao

onde usamos Kk =

de R, apresentada na equagio (4.1.8), obtemos a for¢a total atuando sobre o horizonte
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aparente do modelo de FLRW que é dada por
R

Uma vez que para a superficie esférica definida por R4, f(R4) é homogénea, podemos

obter a pressao total exercida sobre esta superficie como sendo dada por,

. .9
}ﬁ:fUQVMRi:Z%%[<g+%)Ri+l—Rﬁ4. (4.3.26)
Para modelos de universo em expansao acelerada, ou seja, a¢ > 0, usando a definicao
de R, apresentada na equagdo (4.1.8), podemos mostrar que para k = 0 ou k = 1,
1 — R4sH > 0 e para k = —1 temos que H?R%} +1 — HR4 > 0 e, portanto a forga
total f(Ra) e consequentemente a pressdao total P(R4) sobre o horizonte aparente sdo
grandezas positivas. Note que mesmo para um modelo de universo plano k£ = 0 onde a
energia total no interior do horizonte aparente é zero, a pressao total sobre a superficicie
do horizonte aparente é diferente de zero e positiva.

Do ponto de vista da anélise feita nesta secao no contexto do TERG, pelas equacgoes
(4.3.25) e (4.3.26), concluimos que a expansido acelerada do universo é consequéncia do
proprio campo gravitacional gerado pelo fluido em movimento presente no universo. A
expansao acelerada é uma consequéncia de a pressao total P(R,4), devido o campo gra-
vitacional e a matéria em movimento ser positiva, ou seja, qualquer observador estatico
sempre vera a pressao total empurrar para frente a superficie do horizonte aparente. Desta
forma, nao se faz necessario invocar qualquer forma de energia exoética e totalmente des-
conhecida para se explicar a expansao acelerada do universo. Muitas vezes a equacao
(4.1.9) é analisada em um contexto Newtoniano para invocar alguma forma de energia
desconhecida, chamada de energia escura, para explicar a expansao acelerada do universo,
ou seja, uma forma de energia que gera uma pressao p’ negativa responsavel pela expansao
aceleradal33]. No entanto, tal anélise so leva em consideragio a pressao devido & cons-
tante cosmologica e ao fluido presente no universo, deixando de fora a pressao do campo
gravitacional.

Para entender melhor a dinamica da solucao de FLRW, vamos comparar a razao
da expansao de uma grandeza ) /6 com H que é a razdo de expansao da matéria no

universo[25]. Para R4 e E4 com k # 0 temos que

Ry i\ o,
— —H=—(- 4.3.2
o (%) = (1327

E, QR4 Ry k
- _ L S 4.3.2
Ey4 ( a )(RA+(1—RAH)G2) (4.5.28)
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Das duas equacgoes acima podemos mostrar que

By Ra Ry k.

ZA_ A tta Py 4.3.2
Exi Ri (—R.H)a" (4:3.29)

Portanto, pela equacao (4.3.27) fica claro que para modelos de universo em expansao
acelerada, o horizonte de evento aparente expande mais devagar do que a matéria que é
comovel logo, existe um fluxo de matéria saindo do interior do horizonte aparente, ou seja,
a medida que o tempo cosmolégico aumenta tem-se cada vez menos matéria no interior do
horizonte aparente para frear a expansao acelerada. A diferenga dada na equagao (4.3.28),
para modelos de universo em expansao acelerada, é negativa, logo a energia total E4 no
interior do horizonte aparente expande mais devagar que a matéria. Finalmente, a equacao
(4.3.29) estabelece que para modelos de universo em expansao acelerada, a energia total
no interior do horizonte aparente expande mais lentamente do que o horizonte aparente.
Embora a energia total aumente com o tempo, este crescimento nao ¢ suficiente para
impedir a expansao acelerada. Note que para o caso k =0, 4 = 0, a energia do campo
gravitacinal se cancela com a energia devido & matéria, porém, pela equagao (4.3.27) ainda
temos um fluxo de matéria saindo do horizonte aparente para expansoes aceleradas o que

gera uma pressao nao nula e positiva sobre a superficie do horizonte aparente.
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4.4 Primeira lei da termodinamica para o horizonte

aparente

Nesta secao usaremos as defini¢oes de energia e pressao, obtidas no contexto do
TERG para escrevermos uma relacao para a primeira lei da termodinamica no horizonte
aparente do espago-tempo de FLRW. Nesta analise assumiremos que a entropia associada
com o horizonte aparente é dada por um quarto da area do horizonte aparente[25] e, a
partir desta relacao para a primeira lei, obteremos uma expressao para a temperatura no
horizonte aparente.

A anélise termodinamica de sistemas gravitacionais foi inicialmente desenvolvida tendo
como foco o estudo de buracos negros estaticos ou estacionérios. Posteriormente tal
andlise, num contexto cosmologico, foi extendida para o estudo da termodinamica de
horizontes que evoluem com o tempo como o horizonte aparente do espago-tempo de
FLRW|34, 35, 36].

Usando a equagao (4.1.8) em (4.3.17) podemos reescrever E4 como
Es=(Rsa—RYH). (4.4.30)

Para escrever uma equacao para a primeira lei da termodinamcia no horizonte aparente
temos que calcular a variagao de E4 devido uma variacao infinitesimal dt no tempo cos-
molégico. Para isto, usando as relacoes, dRy = Radt e dH = Hdt, segue de (4.4.30)

que

RYH\ dSa
dEy = [1—- 2R H — —2 4.4.31
A < A RA ) 27TRA’ ( )
onde S4 é a entropia dada por
A
SA == TA == WRA%_‘
O termo de trabalho devido a P4, na primeira lei, é dado por
a a? dSa
PydVa= |-+ | RA+1— RaH 4.4.32
AdV |:(a+a2)RA+ Ry :|27TRA7 (4.4.32)
onde
4 s
VA == §7TRA

é o volume areal do horizonte aparente, o qual contém a energia E4 cuja superficie esta
sob a acao da pressao Pj.

Com as expressoes em (4.4.31) e (4.4.32) arelacdo para a primeira lei da termodinamica
é escrita como:

dE 4 + PydVy = TAdSA, (4433)

onde a quantidade T4 é identificada como sendo a temperatura na superficie do horizonte
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aparente e é dada por

Ty : (4.4.34)

RAH
_QKIRA—F(l—RAH)Q— <RAH+ }? )

onde x' ¢ a gravidade de superficie de Kodoma-Hayward|25] dada por

Ry (d k
I _ T4 e HQ v ]
" 2 (a+ +a2>

O ultimo termo entre parénteses na expressao (4.4.34) pode ser simplificado e escrito

CcOmo )
kaa 1

a @+ k- ad)’

e portanto a temperatura 7'y pode ser escrita como

B 1
" 2TR,

kaa RA
a (a®+k — aa)

T —2K'Ra+ (1 — RyH)” — (4.4.35)
Para modelos de universo em expansio acelerada R4 > 0 portanto P +p >0 ou seja,
que nao viole a condicao de energia minima na presenca da constante cosmologica, a
temperatura acima é positiva.

O primeiro termo em (4.4.35) ¢ exatamente metade da temperatura de Kodama-

Hayward no horizonte aparente do modelo de FLRW que é dada por|25|

K:/

Tkg = ——,

KH o
e que depende da escolha de k/, porém, existem véarias prescri¢oes inequivalentes para
esta quantidade[37]| e portanto varias expressoes inequivalentes para Txpy. Para o caso
de modelos de universo plano k = 0, os dois ultimos termos em (4.4.35) se anulam e T4

reduz a

T
T, = % (4.4.36)

Finalmente, é sabido que a solucao de FLRW admite modelos de universo em contragao

acelerada @ < 0 porém, neste caso da definicdo de R4 em (4.1.8) devemos ter
Ra= R, (H2+—2—9> <0,
a

o que implica em
1 k a
— =H+5<-<0
R a a
e portanto neste caso o raio do horizonte aparente se tornaria complexo, fato este que

parece nao ter ainda sido apontado na literatura.



Capitulo V
Conclusoes

Nesta dissertacao, no capitulo 2, fizemos uma breve revisao da teoria da relati-
vidade de Einstein, onde procuramos mostrar a importancia de se encontrar as formas
covariantes para as leis da fisica até se chegar as equacoes de campo de Einstein para a
gravitacao na presencga ou nao da constante cosmologica.

No capitulo 3, usando um campo de tétradas como varidvel fundamental, apresentamos
uma formulacao equivalente a teoria da gravitacao de Einstein que é denominada de tele-
paralelismo equivalente a relatividade geral TERG. Discutimos brevemente as formulagoes
Lagrangiana e Hamiltoniana do TERG; mostramos que no contexto deste formalismo é
possivel obter uma expressao localmente bem definida para a energia do campo gravita-
cional. Mostramos também que a partir das equacoes de campo e da definicao de energia
é possivel obter, a partir de uma equacgao de continuidade, uma expressao para a pressao
gravitacional na presenca ou nao de matéria.

No quarto capitulo, na secao 1, apresentamos o modelo de universo de FLRW que é
uma solucao exata das equacoes de Einstein que descreve modelos de universos home-
nogéneos e isotropicos em expansao ou contracao acelerada. Apresentamos a definicao
de horizonte aparente do modelo de FRLW. Em seguida, na se¢do 2, construimos um
campo de tétradas adaptadas a observadores espacialmente estaticos associados a métrica
de FRLW. Na secao 3 do capitulo 4, no contexto do TERG, calculamos a energia total
contida no interior do horizonte aparente, calculamos também a pressao total sobre a
superficie do horizonte aparente. Mostramos que para modelos de universo em expansao
acelerada a pressao total sobre a superficie do horizonte aparente é positiva podendo ser
responsavel pela expansao acelerada do universo atualmente.

Finalmente, na secao 4 do quarto capitulo, usando as expressoes para a energia e pres-
sao obtidas anteriormente, escrevemos uma relacao para a primeira lei da termodinamica
na superficie do horizonte aparente. Para isto adotamos a entropia como sendo dada por
um quarto da area da superficie do horizonte aparente. A partir da relacao para a pri-
meira lei, extraimos uma expressao para temperatura na superficie do horizonte aparente.

Em seguida mostramos que para modelos de universo em expansao acelerada e que nao
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viole a condicao de energia minima na presenca da constante cosmologica, a temperatura
é positiva. Em particular para modelos de universo plano esta temperatura reduz-se a
metade da temperatura de de Kodoma-Hayward|25] na superficie do horizonte aparente.

Os resultados obtidos neste trabalho mostram que, no contexto do TERG, é possivel
escrever uma relagao para a primeira lei da termodinamica mesmo para horizontes que
nao sejam estaticos ou estacionarios haja visto, que o horizonte aparente é um horizonte

dindmico.
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