N

Universidade de Brasilia
Instituto de Ciéncias Exatas
Departamento de Matematica

Equacoes elipticas semilineares e quasilineares
com potenciais que mudam de sinal

por

José Carlos de Oliveira Junior

Brasilia

2015



Universidade de Brasilia
Instituto de Ciéncias Exatas
Departamento de Matemaética

Equacoes elipticas semilineares e
quasilineares com potenciais que
mudam de sinal

por

José Carlos de Oliveira Junior

Tese apresentada ao Departamento de Matemdtica da Universidade de Brasilia como

parte dos requisitos necessdarios para obtencao do grau de

DOUTOR EM MATEMATICA

24 de setembro de 2015

Comissao Examinadora:

Profa. Dra. Liliane de Almeida Maia - Orientadora (MAT-UnB)

Prof. Dr. Marcelo Fernandes Furtado (MAT-UnB)

Prof. Dr. Ricardo Ruviaro (MAT-UnB)

Prof. Dr. Gaetano Siciliano (IME-USP)

Prof. Dr. Sérgio Henrique Monari Soares (ICMC-USP)

*O autor foi bolsista CAPES e CNPq durante a elaboracéo deste trabalho.



Aos meus pais,

José Carlos e Maria de Lourdes;
Aos meus irmaos,

Carolina e Pedro Henrique;

A minha amada noiva,

Renata.



“.. pois estive apoiado em ombros de gigantes”. (I. Newton)



Agradecimentos

- A Deus, por mais este sonho realizado. Neste periodo, pude entender um infinitésimo

a mais do quanto Ele estd proximo.

- Aos meus pais, José Carlos (mais do que em memoria) e Maria de Lourdes, por valo-
res ensinados a mim que vao durar por toda minha vida. A minha familia, pelo apoio,
referéncia e risadas, que tornaram tudo isso possivel. Obrigado, minha amada avé Na-
cirema, pelo carinho e pelo acolhimento. Aos meus irmaos, Carolina e Pedro Henrique,

pela forga, apoio e gargalhadas de sempre.

- Aos amigos do poker, pelos momentos de impar descontracdo. A Ester, que foi tao
gentil e cuidadosa comigo no periodo de minha chegada em Brasilia. Aos amigos Mau-
rilio e Gabriela, pelas boas e longas conversas. A Tania, por estar perto, mesmo que
distante, pelas valiosas e confortantes palavras nos momentos dificeis, pela amizade e

pelo carinho de anos.

- A todos os amigos do departamento de mateméatica da UnB. Em especial, aos ami-
gos Alireza, Somayeh, Ilana e Keidna. Agradeco por terem tornado esse periodo mais

suave e “diferenciavel”.

- Aos funcionarios da secretaria de graduacao e pos-graduacgao. Destaco Marta e Bruna,

pela amizade e pela presteza que exerceram na secretaria.

- Aos professores Marcelo Fernandes Furtado, Ricardo Ruviaro, Gaetano Siciliano e Sér-
gio Henrique Monari Soares, pela confianca e pelas valiosas sugestoes que enriqueceram

este trabalho.

- De uma forma especial, ao professor Ricardo Ruviaro, que foi mais do que um amigo

neste periodo. Obrigado, professor, pelo apoio e for¢ca nos momentos complicados.



- A minha querida orientadora, Liliane de Almeida Maia. Agradeco pela amizade, pela
confianca, pelo cuidado, pela preocupacao e pela paciéncia em responder minhas inime-

ras davidas. Vou ser para sempre grato.
- A minha amada noiva, Renata Alves da Silva, pelo amor incondicional, pelas pala-
vras de animo e por tornar minha vida mais prazerosa. Vocé foi essencial para que tudo

isso acontecesse. Obrigado, amor!

- A CAPES e ao CNPq, pelo apoio financeiro durante a elaboracio deste trabalho.



Resumo

Neste trabalho, consideramos o problema autéonomo
—Au+V(z)u = f(u) em RV,

com u € HY(RM)\ {0}, em que N > 3, a fungdo V é ndo periddica, radialmente simétrica
e muda de sinal e a nao linearidade f é assintoticamente linear. Além disso, impomos
que V possui um limite positivo no infinito e que o espectro do operador L = —A +V
tem infimo negativo. Sob essas condigoes, baseando-se em interacoes entre solucoes
transladadas do problema no infinito associado, é possivel mostrar que tal problema
satisfaz a geometria do teorema de linking cléssico e garantir a existéncia de uma solucao
fraca nao trivial.

Em seguida, estabelecemos a existéncia de uma solucao nao trivial para o problema
nao autonomo

—Au+V(z)u = f(zr,u) em RY,

com u € H*(R™)\ {0}, sob hipoteses similares ao problema anterior, admitindo também
que f(z,u) = f(|z|,u) dentre outras condigbes. Aplicamos novamente o teorema de
linking para garantir que tal problema possui uma solucao nao trivial.

Por fim, provamos que o problema quasilinear
—Au+ V(z)u — uA(u?) = g(x,u) em R?,

com v € H'(R3)\ {0}, em que o potencial V muda de sinal, podendo ser nao limitado
inferiormente, e a nao linearidade g(x,u) , quando |z| — oo, tem um certo tipo de mo-
notonicidade, possui uma solucao nao trivial. A existéncia de tal solucao é provada por
meio de uma mudanca de variavel que transforma o problema num problema semilinear,
nos permitindo, assim, empregar o teorema do passo da montanha combinado com o
lema splitting.

Palavras-chave: Assintoticamente linear, linking, teoria espectral, equacgoes de

Schrodinger nao lineares, problemas fortemente indefinidos, equagoes quasilineares.



Abstract

In this work, we consider the autonomous problem
—Au+V(z)u = f(u) in RY,

with u € H*(RY) \ {0}, where N > 3, V is a non-periodic radially symmetric function
that changes sign and the nonlinearity f is asymptotically linear. Furthermore, we im-
pose that V' has a positive limit at infinity and the spectrum of the operator L = —A+V
has negative infimum. Under these conditions, employing interaction between translated
solutions of the problem at infinity, it is possible to show that such problem satisfies the
geometry of the classical linking theorem and garantee the existence of a nontrivial weak
solution.

After that, we establish the existence of a nontrivial weak solution for the nonauto-
nomous problem

—Au+V(z)u = f(z,u) in RY,

with v € HY(RY)\ {0}, under similar hyphoteses to the previous problem, assuming also
that f(z,u) = f(]z|,u) among others conditions. We apply again the classical linking
theorem to ensure that such problem possesses a nontrivial weak solution.

Finally, we prove that the quasilinear problem
—Au+ V(z)u — uA(u?) = g(x,u) in R?,

with u € H'(R?)\ {0},where the potential V' changes sign and may be unbounded from
below and the nonlinearity g(z,u) , |z| — oo, has a kind of monotonicity, possesses a
nontrivial weak solution. The existence of such solution is proved by means of a change
of variables that makes the problem become a semilinear problem and hence allow us
apply the mountain pass theorem combined with splitting lemma.

Keywords: Asymptotically linear, linking theorem, spectral theory, nonlinear Schro-

dinger equations, strongly indefinite problem, quasilinear equations.
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Introducao

Nosso trabalho esta estruturalmente dividido em quatro capitulos. No primeiro ca-
pitulo, vamos recordar nocoes de Analise Funcional e apresentar uma pequena parte da
Teoria Espectral no que diz respeito a operadores auto-adjuntos, espectro, autovalores
e autofungoes de um operador linear. O ponto de partida para o segundo capitulo é a
equacao de Schrodinger nao linear com um potencial que possui parte negativa. Nosso
objetivo é considerar esta classe de problemas e mostrar a existéncia de uma solugao nao
trivial para

—Au+V(r)u= f(u) em RV, (A)

em que N > 3, com potencial continuo nao periédico V' que muda de sinal e possui limite
assintotico Vo > 0 no infinito e com f uma funcao assintoticamente linear no infinito.
Muitos autores tém estudado o problema (A) com varios tipos de potenciais V' e nao
linearidades f.

Kryszewski e Szulkin em [27], Pankov em [35] e Pankov e Pfliiger em [36], provaram
a existéncia de uma solugdo nao trivial para o problema nao auténomo, com f(z,u) em
(A), admitindo f(z, s) superquadratica em s e hipoteses de periodicidade. Recentemente,
Szulkin e Weth em [47] estudaram existéncia e multiplicidade de soluges para o caso
nao autoénomo desde que V' e f sejam periodicas em x e s — f(z,s)/|s| seja estritamente
crescente em (—o0,0) e em (0,00). Sob condigoes similares, Furtado, Maia e Medeiros
em [22] provaram a existéncia de uma solugao positiva e de uma solu¢ao nodal usando o
método de Nehari.

Para f assintoticamente linear no infinito, Jeanjean e Tanaka em [25] estabeleceram
a existéncia de uma solucao positiva para (A) no caso definido, V(z) > a > 0.

Em 2006, Liu, Su e Weth em [32| estudaram o problema nao auténomo sem hipotese
de periodicidade para as fungoes V e f e provaram a existéncia de solugoes positiva,
negativa e nodal para o problema (A).

O problema autonomo (A) foi considerado por Azzollini ¢ Pomponio em [3] sob as
condi¢oes de Berestycki-Lions na funcao f e V uma funcao de classe C!, radialmente

simétrica, que possui uma limitagao técnica na parte positiva de seu gradiente. Eles
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provaram a existéncia de uma solucdo radialmente simétrica para o problema (A).

Estamos interessados em estudar o problema (A) em que V' & nao periodica, muda de
sinal e possui limite assintotico V., no infinito e f é assintoticamente linear no infinito.
Uma dificuldade encontrada em estudar problemas deste tipo é que o funcional associado
I é fortemente indefinido. E conveniente, entdo, decompor o espaco H'(RY) em uma
soma direta de dois subespacos, ET e E~, um deles de dimensao finita, e assumir a
condicao de ndo quadraticidade em F', a primitiva de f. Sob certas condi¢oes no potencial
V' e na funcado f, provamos o resultado principal do segundo capitulo, que garante a
existéncia de uma solugdo nao trivial para o problema (A).

O terceiro capitulo é dedicado a estabelecer a existéncia de uma solugao nao trivial

para o problema eliptico
—Au+V(x)u= f(z,u) em RV, (NA)

sem condicoes de periodicidade em V e f, onde o potencial V muda de sinal e a nao
linearidade f é assintoticamente linear no infinito.

Problemas desse tipo tem sido estudado extensivamente para V e f peridédicas na
variavel x, a fim de suprir a falta de compacidade em RY (veja |24, 27, 28, 36, 47| e suas
referéncias).

A respeito de problemas assintoticamente lineares, Stuart e Zhou no trabalho [46]
assumiram V' constante e f radialmente simétrica em x e foram capazes de mostrar a
existéncia de uma solugao positiva radialmente simétrica para o problema (N A).

Assim como no capitulo anterior, embora nao seja possivel aplicar o teorema do
passo da montanha, fazemos uso do teorema de linking classico [38] sob a condigao de
Cerami [6], a fim de obter uma soluc¢do nao trivial para o problema (NA), admitindo
certas hipdteses no potencial V' e na nao linearidade f.

Nosso objetivo no quarto capitulo é mostrar a existéncia de uma solugao estacionaria

nao trivial da seguinte equacao de Schrodinger quasilinear
—Au+V(z)u — uA(u?) = g(x,u) em R?, (@)

onde g tem um crescimento subcritico e V' é um potencial que muda de sinal, mas nao
é necessariamente simétrico, podendo ser ilimitado inferiormente.

Existem muitos trabalhos sobre o problema (@) com V satisfazendo %an\f V(z)>0e
¢ uma nao linearidade que possui crescimento subcritico ou critico (veja, por exemplo,
8, 21, 31, 37, 41, 42, 48|). O caso de massa zero, V = 0, foi estudado em [8]. O caso em
que o potencial converge a zero foi considerado em [1].

Outro trabalho recente em equagoes de Schrodinger quasilineares com potencial que
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muda de sinal é [20], o qual estuda o problema (Q) sob hipdteses muito similares as nossas.
Todavia, a existéncia de uma solu¢ao fraca nao trivial para o problema nao auténomo é
garantida acrescentando-se um termo de perturbac¢ao nao trivial a nao linearidade, o que
trivializa os argumentos dos autores, pois os mesmos nao precisam lidar com questoes
de compacidade.

Para provarmos o resultado principal do quarto capitulo, ou seja, a existéncia de uma
solugao nao trivial para a equagao (), usaremos métodos variacionais combinados com
o principio de concentragao e compacidade de Lions [30]. A fim de lidar com o potencial
V' que muda de sinal, fomos beneficiados com algumas ideias de [22].

O Apéndice A contém resultados técnicos e suas demonstracoes, que serao utilizados

no segundo e no terceiro capitulos deste trabalho.



Capitulo 1

Espectro de um operador auto-adjunto

e propriedades das autofuncoes

Neste capitulo, vamos recordar nocoes de Analise Funcional e apresentar uma pe-
quena parte da teoria espectral no que diz respeito a operadores auto-adjuntos, espectro,
autovalores e autofungoes de um operador linear. O desenvolvimento deste capitulo esta
baseado num trabalho sobre teoria espectral para operadores auto-adjuntos de Schrédin-
ger [44].

1.1 O espectro de um operador auto-adjunto S

Comecamos recordando defini¢coes basicas concernentes a operadores auto-adjuntos.
Seja (H,(, )) um espago de Hilbert sobre R.

Defini¢ao 1 Seja L : D(L) C H — H wum operador linear cujo dominio D(L) é um
subespaco denso de H. O operador adjunto de L, L* : D(L*) C H — H, € definido como

seque:

v e D(L*) { v € H e existe um elemento w € H

tal que (L(u),v) = (u,w) para todo w € D(L).

e L*v = w para todo v € D(L*), onde w é o (idnico, pela densidade de D(L) em H)
elemento associado a v na definicio de D(L*). Dizemos que um operador L € auto-
adjunto se L = L*, isto €, D(L) = D(L*) e L*v = Lv para todo v € D(L*).
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Definigao 2 Dado V € L®(RY), definimos o operador de Schridinger S : D(S) C
L2(RYN) — LARYN) gerado pelo potencial V' por

D(S) = H*RY) e Su=-Au+Vu para uec H*RY).

O primeiro resultado sobre operadores de Schrodinger é o seguinte.

Teorema 3 Para V € L*(RY), o operador de Schrédinger S : D(S) C L*(RY) —
L*(RY) gerado pelo potencial V é auto-adjunto.

Demonstragdo. Uma vez que H*(RY) ¢ denso em L*(RY), o operador adjunto S* :
D(S*) ¢ L*(RYN) — L*(RY) esta bem definido. Além disso, para toda fungdo u,v €
H?(RY), segue diretamente da defini¢ao de derivada fraca e de argumentos de densidade

que

/RN(SU)MW = /RN(—AU + V(z)u)vde = /RN w(=Av + V(2)0)da

onde —Av + V(z)v € L3*(RY). Isto garante que H2(RY) C D(S*) e que S*(v) =
—Av + V(z)v = Sv para todo v € H*(RY). Para completar a prova do teorema, resta
mostrar que D(S*) € H*(RY). Ora, se v € D(S*), entdao v € L*(RY) e existe um

elemento unico w € L*(RY) tal que

/ (Su)vdx = / uwdr para todo u € D(S) = H*(RY) c L*(R™).
RN RN

Assim,
/ v(Au)dr = / (V(z)v — w)udr para todo u € H*(RY).
RN RN
Pelo Lema 2.11 em [44], v € H?(RY), concluindo a prova do teorema. O

Defini¢ao 4 Seja L : D(L) C H — H um operador auto-adjunto. Definimos o resol-

vente de L como o conjunto
p(Ly={N€R; L—X:D(L)— H ¢ um isomorfismo}
e o espectro de L como o conjunto
o(L) =R\ p(L).

Os elementos de p(L) sdo chamados valores regulares de L. O espectro pontual de L € o
conjunto
(L) ={\ € R; ker(L — \I) # {0}}
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e seus elementos sao chamados autovalores de L. O espectro discreto de L é o conjunto
o4(L) ={X € 0,(L); dimker(L — X) < oo e A é um ponto isolado de o,(L)}
e seu complemento em o(L) é chamado espectro essencial de L,

oe(L) =0o(L)\ oq(L).

Observe que, por defini¢ao, os elementos de o4(L) sao autovalores isolados de L de
multiplicidade finita. Os conjuntos definidos acima desempenham um papel fundamental

na teoria de operadores auto-adjuntos. Nao somente eles, mas também o ntimero

A= inf {/RN(WUF V(@) e HY(RY) e /

RN

udr = 1} (1.1)
para V € L=(R"Y). Uma vez que |V (x)] < |[|[V||pe@ny), tem-se

/ (\Vu\Q—l—V(x)uQ)dxz/ V(:c)qua:z—HVHLoo(sz)/ W,
RN RN RN

para qualquer u € H'(R"). Isso mostra que A > — ||V (mv).
O teorema a seguir mostra que o espectro do operador S nunca é vazio e, além disso,

caracteriza seu infimo, relacionando-o com o nimero A.

Teorema 5 Seja V € L®(RY). Entdo,
i) o(S) C[A,+0) e i) Ae€a(S).

Em particular, A = inf o(95).
A demonstracao deste resultado se baseia em dois lemas, os quais enunciamos abaixo.

Lema 6 Seja L : D(L) C H — H um operador auto-adjunto definido num espaco de
Hilbert H sobre R. Para A\ € R, temos que

L— X :D(L)C H— H ¢ um isomorfismo

—

Eziste ¢ >0 tal que |[(L — A)ul| > c||u|| para todo w € D(L).
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Demonstragio. Veja Lema 3.2 em [44]. O
Lema 7 Seja V € L>*(RY). Entao,

(1) também temos

A:inf{/ (Su)udx; u e H*(RY) e/ u2dx:1};
RN RN

(2) seu e H'(RY) com uidr =1 e / (|Vul* + V(z)u®)dz = A, entdo
RN RN
u € H*(RY),u € ker(S — AI) e A€ o,(S).

Demonstragao. Veja Lema 3.9 em [44]. O
Prova do Teorema 5 Vamos provar (i). Pelo Lema 7 parte (1), para todo u € H*(RY),

A/ u2dx§/ (Su)udz.
RN RN

Portanto, dado A € R, somando —)\/ u?dx na desigualdade acima, segue da desigual-
RN
dade de Holder que

(A — /\)/ udr < (Su— M)utudr < ||(S — M )u|| L2y [Ju] 2@y
RN

]RN{

Assim,
(S — A)ul| 2@y || > (A = A)[Jul[2my) para todo u € D(S).

Segue do Lema 6 que A € p(S) se A — X\ > 0. Isso conclui a demonstracao de (i). Para
provar que (i7) é valido, pela parte (i), sabemos que o(S) C [A, 4+00). Uma vez que o(S5)
¢ um conjunto fechado, seja m > A tal que o(S5) C [m, +00) e vamos mostrar que com

isso m < A. Escolha & € (—oo,m). Desde que £ € p(S), podemos tomar
A= (S—¢nt
tal que

A L*RY) — H*RY) c L*(RY) ¢é um operador linear continuo e auto-adjunto.
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Uma vez que H*(RY) # L*(RY), o operador A nao é sobrejetivo e, assim, 0 € o(A).

Para A # 0,
A—M:AGI—(S—@))A:A{G+5)J—S}A.

Assim, A — M : L>(RY) — L2(R¥Y) ¢ um isomorfismo se, e somente se,
1
S — X+€ I : H*(RY) — L*RY) é um isomorfismo, isto é, se, e somente se,

1 1
<X + {) € p(S). Isto nos diz que, se A € p(A), entdo A = ¢ para algum u € p(S).
M j—

Portanto, podemos escrever

o) =0 u{-Lane ) |,

1
=&

e, consequentemente,

Pelo Lema 3.4 de [44], isto implica que
/ (Av)vdz > 0 para todo v € L*(RY).
RN
Para cada u € H*(RY), seja v = (S — &I )u. Entéo,

/R 15— ehuJudz = / (Av)vdz > 0.

RN
Isto mostra que / (Su)udx > §/ u?dz para todo u € H*(RY) e segue do Lema 7
parte (2) que £ < A. Pela arbitrariedade de &, temos m < A, completando a prova do
teorema. 0]

Assim como o Teorema 5 caracteriza o infimo do espectro do operador S, em certas
condicoes, é possivel caracterizar o infimo do espectro essencial do operador S. Para
isso, considere

Voo := lim V(z). (1.2)

R—+00

O resultado a seguir mostra a importancia do nimero V,, devido a sua relagao com

o espectro essencial do operador S.

Teorema 8 Seja V € L°(RY) satisfazendo (1.2). Entao, 0.(S) = [Va, +00).
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Demonstragao. Veja Teorema 3.15 em [44]. O

Observe que, pelo Teorema 8, 04(S) # 0 se, e somente se, A < V..

1.2 Propriedades das autofuncoes

Procuramos obter propriedades para as solucoes da equacao Su = Au, para algum

A € R. A primeira delas é sobre regularidade.

Teorema 9 Seja V € L>®(RY) e considere u € ker(S — ) para algum X € R. Entao,

ue CRYNH*RY)NWEHRY) para 2<s<+oo e lim u(z)=0.

|z| =400

Demonstracao. A demonstragdo se baseia no argumento de bootstrap, considerando
g(x) = Au— V(z)u. Veja Teorema 3.18 em [44]. O
A seguinte propriedade mostra informacdes sobre o decaimento das autofuncdes do ope-
rador S.

Teorema 10 Seja V € L¥(RY) e escolha £ < V.. Para qualquer n € (0,v/Va — &),

existe uma constante C' > 0, dependendo apenas de & e n, tal que
lu(z)| < Cllullce™™!,  para todo z € RY,

desde que u € ker(S — \u), para algum A\ < €.

Demonstragao. Veja Teorema 3.19 em [44]. O
O seguinte resultado mostra provavelmente a mais importante propriedade do nt-

mero A.

Teorema 11 Seja V € L®(RY) com A < V., onde A e V,, estio definidos em (1.1) e
(1.2), respectivamente. Entdo, existe um elemento ¢ € C(RYN) N H*(RY) tal que

Y(z) >0 para todo x€RY e ker(S — Al) = span{y}.

Demonstragao. Ver Teorema 3.20 em [44]. O
Problemas fortemente indefinidos sao caracterizados por A < 0. Daremos exemplos

de condicoes suficientes na funcao V para que isto ocorra. Ora, queremos encontrar uma
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fungao teste u € H'(RY) tal que / (|Vul* +V(2)u*)dr < 0. Quando N =1 ou2eV &
RN
uma fungao continua com V' (x) < 0, isto é sempre possivel (veja [39], Teorema XII1.77).

Para N > 3, considere a equacao diferencial de Bessel
Y (8) +ty (1) + (t — o)y = 0

com «,t € R. E provado que existem duas solucoes linearmente independentes para esta
equacao. Por meio de série de poténcias, obtém-se uma dessas solugoes, chamada de
funcao de Bessel do primeiro tipo e denotada por J,. Seja t, a menor raiz positiva da

funcao J4_y)/2 e considere

-T Vz|<R
V(z) <
0 V|z| > R

com R?T > t,. Sob essas condigoes, vale A < 0 (veja |16], pagina 283).



Capitulo 2

Existéncia de solucao para um

problema fortemente indefinido

Uma equacao de Schrodinger nao linear que modela a propagacao de um feixe de
luz em um certo meio pode apresentar um potencial que muda de sinal no termo li-
near e determinar uma equacao eliptica semilinear em RY com um potencial que possui
parte negativa (veja [45] e suas referéncias). Nosso objetivo é considerar esta classe de

problemas e mostrar a existéncia de uma solucao nao trivial para
—Au+V(x)u= f(u) em RV, (P)

N > 3, com potencial continuo nao periédico V' que muda de sinal e possui limite assin-
totico Vi > 0 no infinito e com f sendo uma func¢ao assintoticamente linear no infinito.

Kryszewski e Szulkin em [27] provaram a existéncia de uma solu¢do nao trivial para
o problema nao auténomo, com f(x,u) em (P), sob a condi¢ao de 0 pentencer a um gap
do espectro do operador —A + V' assumindo que V' é um potencial periodico e f(z,s)
é superquadratica em s. A prova deles se baseia na decomposi¢ao de H'(RY) em dois
subespacos de dimensao infinita e no teorema de linking generalizado, o qual é aplicado
ao funcional energia associado ao problema. Este teorema de linking generalizado requer
a construcao de uma nova teoria do grau para suprir a falta de compacidade das imersoes
de Sobolev em RY.

O caso nao autéonomo também foi estudado por Pankov em [35] e por Pankov e
Pfliiger em [36]. Eles provaram a existéncia de uma soluc¢ao nao trivial desde que V e f
sejam funcgoes peridédicas em z e a nao linearidade f satisfaca a condicao de Ambrosseti-
Rabinowitz. Os autores consideraram uma sequéncia de problemas aproximados e prova-

ram um teorema geral que garante a existéncia de um limite nao trivial. Eles aplicaram
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argumentos da variedade de Nehari generalizada e o teorema de linking aos problemas
aproximados conseguindo uma sequéncia de solugoes periodicas, a qual converge a uma
solugao do problema nao autonomo em RY. Recentemente, Szulkin e Weth em [47] es-
tudaram existéncia e multiplicidade de solucoes para o caso nao autéonomo desde que
V e f sejam periodicas em x, s — f(x,s)/|s| seja estritamente crescente em (—o0,0) e
em (0,00) e F, a primitiva de f, seja superquadrética no infinito. Destacamos que esta
altima hipotese é crucial para que os autores demonstrem seus resultados. Eles utiliza-
ram o método de minimizacgao sobre a variedade de Nehari generalizada, introduzida por
Pankov em [35]. J4 Evéquoz e Weth em [19] aplicaram este método para encontrar uma
solucao no caso em que V' é nao periddica e pode mudar de sinal, tem limite no infinito,
a nao linearidade F' é superquadratica no inifinito e a fungao s — f(s)/s é estritamente
crescente. Sob condigoes similares, Furtado, Maia e Medeiros em [22] provaram a exis-
téncia de uma solucao positiva e de uma solucao nodal usando o método de Nehari.

Uma solugao positiva radial foi obtida por Stuart e Zhou em [46], onde o problema é
radialmente simétrico, o potencial V' é constante e s — f(|z|,s)/s é ndo decrescente em
s € (0,00). Em [24], Jeanjean obteve uma solucao positiva, assumindo V' uma constante,
f(z,s) periddica em x e s — F(z,s)/s? nao decrescente em s € (0,00). Li e Szulkin
em |28] também estudaram o problema ndo auténomo com V e f fungbes periddicas,
considerando uma fungao auxiliar g tal que s — g(x,s)/s é estritamente crescente para
s > 0 e estritamente decrescente para s < 0.

Outrossim, Jeanjean e Tanaka em [25] estabeleceram a existéncia de uma solucdo
positiva para (P) no caso definido, V(z) > a > 0, e com f assimtoticamente linear no
infinito, f(s)s™' — a > 0 quando s — +o0, com a > info(—A + V), onde o(—A + V)
denota o espectro do operador auto-adjunto —A 4+ V.

Em 2006, Liu, Su e Weth em [32] estudaram o problema nao auténomo sem hi-
potese de periodicidade para as funcoes V e f e provaram a existéncia de solucoes
positiva, negativa e nodal sob condi¢des bem técnicas que colocam o problema den-
tro das condi¢oes do teorema do passo da montanha. Ding e Ruf em [14] provaram a
existéncia e multiplicidade de solucoes para uma equacao de Dirac em R3, admitindo
limyy| 00 f(2,8)/s :=m < 3, onde § & o limite superior do gap espectral, e f(xz,s) é uma
nao linearidade assintoticamente quadratica sem hipdtese alguma sobre periodicidade.
Entre outras condicoes, a hipétese m < [ garante a convergéncia das sequéncias de Ce-
rami, dada em [14], Lema 3.14. Todavia, esta hipotese nao é satisfeita nesse trabalho,
uma vez que m > V,, > [ pelas condigoes (V3), (V5) e (f2) abaixo.

O problema auténomo (P) foi estudado por Azzollini e Pomponio em [3] sob as con-
dicoes de Berestycki-Lions na funcao f. No trabalho deles, V' é uma funcio de classe O,

radialmente simétrica que possui uma limitacao técnica na parte positiva de seu gradi-



Capitulo 2. Fxisténcia de solucao para um problema fortemente indefinido. 13

ente. Eles provaram a existéncia de uma solucao radialmente simétrica para o problema
(P).

Estamos interessados em estudar o problema (P) em que V' nao peridédica, muda de
sinal e possui limite assintotico V., no infinito e f é assintoticamente linear no infinito e
satisfaz s — f(s)/s é estritamente crescente em s € (0,400). Aplicamos o teorema de
linking classico [38] com a condi¢ao de Cerami como em [29], Proposicao 2.10, e [6]. Isto

foi possivel utilizando uma solucao ground state positiva ug do problema limite
~Aw + Vow = f(w), em RY (Ps)

projetada em um subespago vetorial de dimensao infinita, que possui codimensao finita,
contido em H'(RY). Além disso, foi crucial estimar as interagoes das transladadas de
up a fim de obter a geometria de linking (veja Lema 17).

Uma dificuldade encontrada em estudar problemas deste tipo é que o funcional as-
sociado I ¢ fortemente indefinido.  conveniente, entdo, decompor o espaco H'(R") em
uma soma direta de dois subespacos, £t ¢ E~, um deles de dimensao finita, e assumir
a condicao de nao quadraticidade em F' (veja hipotese (f3)).

Até onde entendemos, nossos resultados sao originais no que se refere a existéncia
de uma solucdo nao trivial para (P) sem hipoteses de periodicidade em V', um potencial
que muda de sinal, e uma nao linearidade f assintoticamente linear no infinito.

Consideraremos o problema eliptico (P) com N > 3, u € E := H*(RY) e V um

potencial satisfazendo as seguintes condic¢oes:

(Vi) V € C(RY,R) e ~Vy < V(z) < Vi, em que Vo, Vo > 0;
(Vz) lim V(x) = V;
|x| =400

(V3) 0¢ o(L) einfo(L) <0, onde o(L) é o espectro do operador L = —A + V;

(Va) V(2) < Vo — Cre " em que C; >0e 0 < v < V.

As condicOes que impomos sobre a nao linearidade f sao:

(5) £ e CEB) elim T g,
(f2) lim /()] =m >V /()] < m para todo s € R\ {0};

|s]—+o0 ‘S| |S’

S

(f3) Se F(s):= / f®)dt e Q(s):= %f(s)s — F(s), entao, para todo
s R\ {0}
F(s)>0, Q(s)>0 e lim Q(s) = +o0.

§—00
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(f1) Existem Cy > 0e 1 < p; < po tais que p;,ps <2 —1e
[FE ()] < O[] + [P 7F)
para k € {0,1,2,3} e s € R;
(f5) A funcdo s — f(s)/s é crescente em s € (0, 4+00).
3

Se considerarmos f(s) =

satisfaz as hipoteses (f1) — (f5).

et s € R, com m > V., ¢é possivel mostrar que f
s

O resultado principal deste capitulo é o seguinte teorema.

Teorema 12 Sob as hipdteses (V1)—(Vy) e (f1)—(f5), a equacdo (P) possui uma solu¢do

fraca nao trivial u € H'(RY).

2.1 Estrutura variacional do problema

Seja E := HY(RY). O funcional energia I : E — R associado & equagdo (P) é dado
por

I(u) = E/RN (|Vul® + V(z)u?) do — / F(u)dx,

2 RN

com u € E. E bem conhecido que, pelas hipoteses (V5) e (V3), o problema de autovalor
~Au+V(r)u= I, uc L*RY) (2.1)

possui uma sequéncia de autovalores tais que A\ < Ag < -+- < A < 0 (see [17], Teorema
30, p. 150). Denotamos por ¢; a autofun¢do correspondendo ao autovalor \;, para
i€ {1,2,---,k}, em HY(RY). Considerando

E~ :=span{¢;, i=1,2,--- [k} e E':= (E_)L,
vemos que £ = ET@® E~. De acordo com o Teorema 8, o espectro essencial de —A+V ¢
o intervalo [V, +00), e isto implica que dim £~ < co. Tendo feitas essas consideragoes,
toda funcao u € E pode ser escrita como v = u' + w~ unicamente, onde ut € ET e

u~ € E~. Assim, usando os argumentos do Lema 1.2 de [9], podemos introduzir um
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novo produto interno (-,-) em F, a saber, a forma bilinear definida por

/ (Vu-Vo+V(z)uw)dx seu,v € ET,
RN

(u,v) =9 — (Vu - Vo + V(z)uv)dx se u,v € E~,
RN
0 seuec ETeveE,

tal que a norma correspondente ||-|| é equivalente a ||| g, a norma usual em E = H'(R").

Além disso, o funcional I pode ser escrito como
Lo Lo
I(u) = S[lw™|I" = Sllw " = [ Fu)dz
2 2 RN

para toda funcdo u = u* + u~ € E. Chamamos a atenc¢ao ao fato de que, como \; # 0

para todo ¢ € {1,2,--- |k}, seque de (2.1) e da defini¢do de ¢; que

/RN ut(z)v™ (z)dr =0 (2.2)

para toda funcio ut € ET ev™ € E~.

Lembramos que, dado (X, || - ||) um espago de Banach, dizemos que um funcional
I € CY(X,R) satisfaz a condigdo de Cerami, (C), se toda sequéncia (z,) C X com
|I(z,)| < M, para alguma constante M > 0, e ||I'(z,)]

(1 + ||z2]]) = 0 possui uma

subsequéncia z,, — z em X.

2.2 Limitacao das sequéncias de Cerami

Uma consequéncia imediata das hipoteses (f1) e (f2) é o seguinte lema.

Lema 13 Suponha que (f1) e (f2) sejam verdadeiras. Entao, dadose >0 e 2 <p < 2%
existe C'(e,p) = C. > 0 tal que

[f() Sels|+CelsPP™h e [F(s)] < els]” + Cef s
para todo s € R.

Demonstragao. Pelas hipoteses (f1) e (f2), dado € > 0, existem R, 0 > 0 tais que R > §

com

|f(t)] < elt|] sempre que [t| <o (2.3)
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|f(®)| < elt] +m|t| sempre que |t| > R. (2.4)
p—1
Para os valores de t tais que [t| > R, vale [t| < |R|P—2 . Portanto, (2.4) se torna
m -1
|f(t)] <elt| + W\ﬂp sempre que [t| > R. (2.5)

Pela hipotese (fs), temos
|f(#)] < mlt| sempre que § < [t[ < R.
Logo, para valores de t em que 6 < |t| < R, obtemos

(O] < 55 ltP" sempre que § < Jt] < R. (2.6

Segue de (2.3), (2.5) e (2.6) que

O < eltl + (g + 5

= 61’—2) t|P~! para todo t € R. (2.7)

Chamando C, := (RT% + (5:}2> e, em seguida, integrando a desigualdade (2.7) de 0 a
s, obtemos
C
|F(s)| < %\8|2 + —|s|” para todo s € R,
p
concluindo a demonstragao do lema. 0

Antes de enunciarmos o proximo resultado, observamos que, se (v,) é uma sequéncia

limitada em E, entao (v,) satisfaz apenas uma das condi¢es a seguir.

(¢) vanishing: para todo r > 0, limsup sup / v, |2dz = 0;
B(y,r)

n—oco0 ycRN

(4i) nonvanishing: existem r,n > 0 e uma sequéncia (y,) C R tais que

n—o0

lim sup/ v, |2da > 7.
B(yn.r)

Lema 14 Seja (u,) C E uma sequéncia tal que I(u,) — ¢ >0 e [|[I'(uy,)]

g (14 [|un]]) =

0 quando n — +o0o. Entao, (u,) possui uma subsequéncia limitada.
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Demonstragao. Vamos supor que ||u,| — oo e obter uma contradi¢do. Para isso, con-
Unp,

[[ttn]|
mostrar que ndo vale (7) nem (i7), concluindo com isso um absurdo. Primeiramente, supo-

sidere v,, = e observe que ||v,|| = 1. Embora a sequéncia (v,) seja limitada, vamos

nha que valha (i7) para a sequéncia (v,). Escreva f(s) = ms+(f(s) —ms) = ms+ foo(s)
e considere ¢ € C°(RY). Pela equivaléncia das normas || - || e || - ||z, existem constantes

Ch,C5 > 0 tais que
|w]| < C1l|lw||greyy < Collw||, para toda funcao w € E. (2.8)

Seja (y,) C RY a sequéncia dada pela hipotese (i7). Como a sequéncia (u,) é de Cerami

e considerando @, (z) = p(z — y,), temos de (2.8) que

1T (un)on] < | (un) |- lonll < CLIT (un) | 2+ l@nllz = CilIT (un)l 5+l 2 — 0.
Logo,
1 _ flun)
On(l) = —]/(un)Qpn = <U7—l_ - vn7<l0n> - T pndr
|2 | Ry |||
= vy =V, n) — | muppndr — foo(u">gpndx (2.9)
RN ry|unll
= (vf —v,,0,) — MU dx — foo(u">vng0nd1:.
RN RN Uy,

Considere v,(x) = v, (T + yn) € Un(x) = up(z + y,). Observe que (7,,) ¢ limitada em F.

De fato, de (2.8), segue que
0]l < Cil[Onll g @y = Chllvn|lm@yy < Collvall = Coa.

Logo, a menos de subsequéncia,

Uy — U em F,

5, — © em LE (RV). (2.10)

loc
S . 70
ja K = supp(p). Pela hipotese (f2), ]
/0)l

T < m. Como vale (2.10), existe uma fungao h € L'(K) tal que |0,(x)| < h(x) q.t.p.

em K. Assim, lembrando que f(s) = f(s) — ms, temos

¢ uma funcao limitada em R\ {0} com

‘wﬁngp‘ < 2mh(z)p € LY(K). (2.11)
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Observamos que 0 # 0, pois, por (ii) e por (2.10),

/ *dx = lim sup/ v2dzr = lim sup/ vidr > 1n > 0.
B(0,r) n—00 B(0,r) n—00 B(yn,r)

Pela hipotese (f1), temos que |l|im ﬂ.o_(s) = 0. Assim, por (2.8), ||@,| — oo e, portanto,
s|—o00 S

de (2.11) e do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue que

foo ()

RN Up,

Joo (Un][n]])

——— Uppdz — 0. (2.12)

Up@ndx :/ %f}nwdx =
K mn

Assim, de (2.9), (2.10), (2.12) o do Teorema da Mudanca de Variavel, tem-se

1

n(1 = —T n)¥n
o) = ol )y
— (v:[ — U, ,Pn) — mupepdr — foo(u")gondx
RN RN |[Unl|

= [ (Vo Vela g V@l ) de [ Ve Vele — s
R R

+/ V(z)v, p(x — y,)dx — muppndr — o,(1)
RN RN
= / (VO Vo4 V(z+y,)o¢) de + / (Vo, Vo4 V(z+y,)t, ¢) do
RN RN
- muy,ed. (2.13)
RN

Caso 1: |y,| — oo. Neste caso, a hipotese (V3) garante que V(x + y,,) converge para

Vi q.t.p. em RY quando n — co. Segue de (2.9) que

on(1) = /K (Vo,, Vo + (Voo + 0,(1))0, ) da + /K (Vo, Vo + (Voo + 0,(1))0,, ) d

— | miypde. (2.14)

Fazendo n — oo em (2.14) e lembrando que vale (2.10), para toda funcao ¢ € C§°(RY),
obtemos

(V" =07 )V + Voo (07 — 07 )p)da — mopdr = 0,
RN RN

isto é, v # 0 é solucao fraca do problema
—AD + V0 =md em RY.

Uma vez que Vo, < m e nao existe autofuncao do laplaciano em R” isso é um absurdo.

Logo, (ii) ndo pode valer quando |y,| — oc.
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Caso 2: (y,) ¢ uma sequéncia limitada. Neste caso, como por (2.8), ||u,|| — oo, segue

de (2.10) que N
0 [6(a)| = lim [7e)] = Jim 122

novoe |||

q.t.p. em 2 para algum Q C B(0,7) com p(£2) > 0. Visto que ||a,|| — oo, temos

Un () = 00 q.t.p. em €. Logo, a hipdtese (f3) e o Lema de Fatou nos fornecem

lirllriicgf /RN <%f(un)un - F(un)> de = ligii)lf /RN (%f(ﬂn)ﬂn - F(ﬂn)) dx
> limint % Fin)itn — F(iiy) ) dz

n—oo Q

1
> /liminf §f(ﬂn)ﬂn — F(uy) | dx
Q

n—o0

= +o0.

Todavia, isso contradiz o fato de

L b un — Flun) ) do = Iun) — ~I(un)n = ¢+ on(1).
LG ) ;

Logo, o Caso 2 também ndo vale. Isso mostra que ndo pode ocorrer a hipotese (i)
para a sequéncia (v,). Suponha, agora, que valha a hipotese (i) para a sequéncia (v,,) e

vamos encontrar novamente uma contradigao. Ora, como a sequéncia (u,) é de Cerami,

1T (un) |5+ || tn ||* = 0 quando n — oo. Ou seja, || I’ (un)|| % w12+ | T (un) || % |u,, || — O.
Assim, tanto I'(u,)u,, — 0 quanto I'(u,)u — 0. Logo,
Uy 1 f(un)
on(1) = I'(up) 2= = ——1'(up)v, = ||v)]|* — / <—Unv;{ dx (2.15)
[unl* ] BN\ Un

on(1) = Iun)—n = 1 puyor =~ |2 - /]RN (ﬂ“”)w;) de.  (2.16)

lunl[? [l Un

Subtraindo de (2.15) a equagao (2.16), temos

Il
=
o
o
+
<
7]
=

|

on(1)
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Entao, necessariamente, quando n — oo,

/RN (f(“”)vn(v;f . U;)) dr — 1. (2.17)

Unp

Como F esta imerso continuamente em L*(RY), seja po > 0 tal que
lwl* = pollwlZ2 gy

para todo w € E. Dado 0 < ¢ < %,uo, pela hipotese (f1), existe § > 0 tal que

[/ (s)]

5]

< e sempre que 0 # |s| < 4.
Para cada n € N, considere o conjunto
G, = {z € RY; Jun(z)| < 0}.

Entao, da escolha de € e da desigualdade de Holder, segue que

/ <—f(u")vn(v,f —vn)) dx 8/ |onl vy, — vy, |dz
G, \ Un on

IN

< € (H’UnHLQ(RN)HW”L?(RN) + HUnHLQ(RN)HUEHL?(RN))
< 26an|!iz(RN%

2
< —foaf?== <1,

A partir de (2.17), concluimos que

liminf/ ~ (MUR(U: - v;)) dx > 0. (2.18)
RN\Q,,

n—00 Up,

/0l
|-

g > 1, vale que

Do fato de

ser limitada e novamente pela desigualdade de Holder com expoente

p—

/ (—ﬂun)vn(v; — vn)) dz < Cp(RY \ Qn)T?HUnHi'(RN)- (2.19)
RM\Q,

Unp

Desde que vale (i), o Lema de Lions garante que ||v,||»@yy — 0, pois 2 < p < 2%

Portanto, a menos de subsequéncia, segue de (2.18) que

w(RY\ Q,) = 0o quando n — co. (2.20)
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Pela hipotese (f3), existe R > 0 tal que, se |s| > R,
1
éf(s)s — F(s) > 1.

Sem perda de generalidade, podemos supor 0 < § < R. Para cada n € N, considere
A, = {z € RY; Ju,(z)| > R}. Logo,

ct+on(l) = I(u,

AV
T
3
VRS
= =
<
N
<
3
=
S
N
~
Q.
&
V
=
S
N

o que implica que a sequéncia (u(A,)) ¢ limitada. Considere também B, = {z €
RY: 6 < |u,(x)] < R}. Como RN\ Q, = A, U B, temos

PRV Q) = u(An) + p(By).
Segue de (2.20) e da limitagao da sequéncia (u(A,)) que
w(By) — oo. (2.21)

Pela hipotese (f3), sendo o intervalo [0, R] compacto e as fung¢oes f e F' continuas, temos

- 1
que ¢ := inf (—f(s)s - F(s)> > 0. Assim, de (2.21),
se[6,R] \ 2

/RN (%f(“““" - F(“n)) dr > / (%f(un)un - F(un)) 3

> 6u(B,) — oo.

Isso novamente contradiz o fato de

/RN (%f(“”)“n - F(“n)) dr = I(uy) — %I’(un)un — ¢+ on(1).

Logo, também ndo pode ocorrer (i) para a sequéncia (v,). Mas isso é um absurdo.

Concluimos que, a menos de subsequéncia, (u,) ¢ limitada. O
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2.3 Uma solucao nao trivial

No que segue, provaremos que o funcional I satisfaz a geometria do Teorema de Linking,

provado em [29], Proposicao 2.10, e demonstraremos nosso resultado principal.

Teorema 15 (Teorema de Linking para sequéncias de Cerami) Seja E = ET ® E~ um
espaco de Banach com dim E~ < oo. Sejam R > p > 0 e u € ET um elemento fizo tal

que ||u|| = p. Considere

M:== {w=tu+v : ||lw| <R, t>0, v- € E"},
My:= {w=tu+v : v €E ||Jw[|=R, t>0 oul|w| <R, t=0},
N,= {we B+ Jull = p).

Seja I € CY(E,R) tal que

b:=infl > a:=max].
N, Mo

Entao, ¢ > b e existe uma sequéncia de Cerami no nivel ¢ para o funcional I, onde

c:= inf maxI(y(w)), I''={ye C(M,E): v|u, = Id}.

yell weM

Considere o seguinte problema limite
—Aw + Voow = f(w) em RY (Py)

e o funcional energia associado a equacao (P ) dado por

Lo(w) = %/RN(WwP +Voow2)dx—/ F(w)ds

]RN

com w € E. Seja uy € E uma solucao radial, continua, positiva e de energia minima da
equacdo (Ps) tal que I (up) = coo > 0. Desde que Vo, < m, a existéncia de tal solugao

é verdadeira por [4].

Para simplificar a notacao, dados w € F e y € RY, escreveremos w* (- —y) (ou w™ (- —y))

nos referindo a projecdo em ET (respectivamente, em E~) da fungao transladada w(-—v).

Lema 16 Sejam w e v fungoes em L*(RY). Entdo,

/ w(x —y)v(x)de — 0 quando |y| — oo.
RN
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Demonstragao. Como w,v € L2(RY), dado € > 0, existe R > 0 tal que

/ w?(z)dr <& e / v (z)dr < €. (2.22)
B (0) B (0)

De (2.22) e da desigualdade de Holder,

< ( /B " w?(z — y)dx>2 ( / . v2(x)dx>2

R

< ( /R ) uﬁ(z)czz)é < /B » v2(x)dx> 2

1
< & |w @y (2.23)

/B » w(z — y)o(z)dz

=

Escolhendo agora y € RY com |y| suficientemente grande de tal forma que Bg(y) N
Bgr(0) = 0, isto &, de tal forma que Bg(y) C B%(0), obtemos de (2.22)

/B » w(z — y)o(z)dz

< ([ v ym)% (/. W)%

< ( /B » w2(z)dz)él ( /B . UQ(x)d:U)é
< ( [ wz<z>dz)2 (/. m)dx)%
< e2[|oflpaan). (2:24)

Assim, de (2.23) e (2.24), segue que

/BR(O) w(z — y)v(x)de

< 6%(HUHL?(RN) + [Jw]| L2 ®ny)

< +

/]RN w(zr — y)v(x)de

/Blg(o) w(zx — y)v(x)de

para |y| suficientemente grande. Como ¢ > 0 foi tomado arbitrariamente, o lema esté

provado. ([l

Para R > 0 e y € RV, considere

M={w=tuj(-—y)+v; |Jw| <R, t>0, v € £}

My={w=tuf(-—y)+v ;v € E,Jw|=R, t >0o0u|w| <R, t=0}
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Lema 17 Erxistem R >0 ey € RY com R, |y| suficientemente grandes tais que

]|JV[0 S 0.

Demonstracao. Observamos que My = M; U M, é uma uniao disjunta, onde

My={w=tuf(-—y)+v ;v € E",|w| <R, t=0}

My={w=tuf(-—y)+v; v~ € E,|Jw|=R, t>0}

Como M; C E~, temos que I(w) < 0 sempre que w € M;. Sejam R > 0e w € M, com
w

|lw|| = R. Escrevendo w = ||w||m = [|w|ju(w) = |Jw|]|(Mw)ug (- — y) + v~ (w)), temos
I([lwllu(w)) = %||w||2A2(w)||U(T(' -yl - %||”W||2||U_(w)||2 - /RN F(llwllu(w))dz

_ le 20l (- — 12 — llo~ (w)lI? — F(Ru(w))uzw "
= Sl {A( g (- = )P = o~ (w)] 2/RN—(Ru<w))2 (w)d }

Para simplificar a notagdo, escreveremos A, u e v~ ao invés de A\(w), u(w) e v~ (w),

F 1 F
respectivamente. Pela hipotese (f3), lim ﬂ = -me ﬂ < m para todo s # 0.
s—oo  §2 2 52 2
Entao,
F(Ru) , m o 1N
< —u*e Ll (R
‘ (Ru)? = (R)
e, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
, F(Ru) mY\ ,
1 - — = 2.2
il RN((RU)Q 2)“‘“ 0 (225)
para todo u € FE tal que ||ul| = 1. Visto que o conjunto Ms esté contido em um subespago

F(s)
2
¢ uma func¢ao continua, entao o limite (2.25) é uniforme em u (veja Apéndice A, Lema

43). Lembrando de (2.2) que

de dimensao finita de E, w = Ru € M, com |lu|| = 1 e, pela hipdtese (f1), s —

/ ugd (x —y)v dr =0,
RN
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temos

) = gl (=l = o= [ e on(n)}
= ol DRl P = = [ =) 0 Vde 4 onh)}
= Gl R = [ -
—m (’U)Zdl’—i-OR(l)}

RN

1

< gl {2 [l = = m [ @i - pae] o} @20

Pela hipotese (1), V(x) < V., para todo x € RY. Segue que

5=l = [ (196 =) + V) )P =) do

< /RN<|Vu3<x—y>|2+voo<u3>2<x—y)) dz
= (- — )2
< Juol — )| (2.27)

Agora, como uy é ponto critico do funcional I, temos pela invariancia por translagao

de I, que ugp(- — y) também o é. Portanto, I’ (uo(- — y))uo(- — y) = 0, isto &,

ol =)l = [ Fluale = )uale — ). (2.28)

De (2.27) e (2.28),

o =)l < [ Huale = )ale = )i (2.29)

Substituindo (2.29) em (2.26) e, em seguida, somando e subtraindo a integral

m/ u3(xr — y)dx, obtemos
RN

) < gl {2 [ st = e = )iz —m [ @7 - ] +on(1)]

= Sl {2 [ttt — iuate - o< m [ e - e

RN

b [ e = ) = (o = e | + on)}
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_ %HwHQ{AQ [/RNf(uo(Z))uO(Z)dZ—m up(2)dz

RN

+m [ug(x —y) — (ud)?*(z — y)]dx} + og(1) } . (2.30)

Vamos agora estimar as integrais
- f(up(2))ug(z)dz —m » ui(z)dz e /RN [ug(z —5y) — (ud)?*(z — y)]dz.  (2.31)
fuo(-))
()
f(s)

S

assume seu valor maximo em, digamos,

Ora, sendo ug radial e continua, a funcao
Uo

zo € RY. Assim, ja que, pela hipotese (f), < m para todo s # 0,

[ (wo(z))uo(z)dz —m w(2)dz = /]R ) (M - m) ul(2)dz

RN up(2)

(M

2
— < -7,
Uo(.’[[)) m) HUOHLZ(RN) Y

1
onde vy == (m — S {uo(o)) HUOH%Q(RN) > 0. Em outras palavras, existe v > 0 tal que
2 UO([E())
fuo(2))up(z)dz —m ud(2)dz < —7. (2.32)
RN RN
Para a segunda integral em (2.31), como / ug (x — y)ugy (x — y)dz = 0, temos
RN

[ b =0 = @ —lds = [ (e =)+ o =) - @) - n)}da
= f [(ug)*(x — y) + (ug)*(z — ) — (ug)*(z — y)]dz

— /iN(ua)Q(x —y)dzx.

Afirmacao 1: A integral / (uy)*(x — y)dx — 0 quando |y| — co. Com efeito, sendo
RN

o1, , ¢, 0s autofuncdes que formam uma base para o espaco E~, o Lema 16 e a

hipotese (V7) garantem que, dado € > 0, para cada i € {1,--- ,n}, existe M; > 0 tal que

(e =90 = 5 [ Vuslo =) Volardo +5 [ Viaula - postalda

< ¢ quando |y| > M,.
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Tomando M = max{M,,---, M,}, segue que, para todo i € {1,--- ,n},
(up(xr —y), ¢;) <& quando |y| > M. (2.33)

Como v, (- —y) € E~ é uma combinagao linear das fungoes ¢y, - - , ¢,,, digamos
ug (z—y) = > &(y)ei(x),
i=1

segue de (2.33) que existe M > 0 tal que, se |y| > M, entdo

17 = (uo(- — ), uy (- — )

= (uo(- —y), Zfz(y)ﬁbz@»

< enmax{[&i(y)],- - & (W)} (2.34)

lug (- = )

Afirmacao 2: Existe uma constante C' > 0, que nao depende de y, tal que

max{[&:(y)], -+ [ (W)} < C (2.35)

seja qual for y € RY. Com efeito, sendo dim E~ < oo, pela equivaléncia de normas em

espacos de dimensao finita, existe D > 0, que nao depende de y, tal que

I Zgi(?J)QbiH%/oo > D (max{|& ()], [&(y)[})*
Portanto,
ol > llug (- = w5, = 1D &@)ailly, > D (max{[& ()], 1€&(y)[})* . (2.36)

i=1

luoll?,.

VD

lug (- = y)|I* < enC (2.37)

Isso demonstra a Afirmagao 2, escolhendo C' = > 0. Agora, substituindo (2.35)

em (2.34), obtemos

para |y| > M. Ora, sendo as normas || - |y, e || - || equivalentes em E, segue que

llug (- = ) |lv.. — 0 quando |y| — co. Assim,

_ 1, _
/N(uo )2(37 —y)dx < v—||u0 (- — y)||%/oo — 0 quando |y| — oo, (2.38)
R

[e.9]
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concluindo a demonstracao da Afirmacao 1. Substituindo (2.32) e (2.38) em (2.30),

obtemos

I(w) < %||w||2{/\2 [—v—l—om(l)} —I—OR(I)} (2.39)

para |y| e R suficientemente grandes. Para concluir a demonstragdo do lema, como

w = |lw||(Aug (- —y)+v~) € My e, pela hipotese (f3), F' uma fung¢ao niao negativa, temos

Iw) = Il = I =) = [ P
< SIlPO = I~ o) (2.40)

Uma vez que |[Aug (- —y) +v7||? = 1, vale que
Nlug (- = y)lI* + [lv~ [ = 1.
Entao, a equagao (2.40) se torna

Iw) < 2 lwlP02ag - = I o)

f

= S lwlP@N s ()l ~ 1)

Pela equivaléncia das normas e invariancia por transla¢ido da norma || ||y, existe C' > 0,

que nao depende de y, tal que 2||ug (- — y)||* < C|lug|l3... Assim, para

1 1

/\2 < < )
Clluollf, — 2flug (- — »)II?

temos [(w) < 0, e o lema estd provado para tais valores de A. Se, por outro lado,

A2 > 1

= ClwlP := ko > 0, escolhemos y € RY com |y| suficientemente grande para que
Uo Vo

Y

Logo, a desigualdade (2.39) se torna

I(w) < 3 lwlP-327 + o(1)].

Como —\? < —ky, escolhendo R suficientemente grande para que
g

—kog +ogp(1) <0,
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obtemos
1 2 27 1 2 Y
1(w) < SN2 + or(D)] < Sllwl*[—ke2 +or(1)] <0,

e o lema esta provado para os valores de \ tais que A2 > ky. Isso conclui a demonstracao
do lema. 0
A fim de obter a compacidade de uma sequéncia de Cerami para o funcional I, nos

apoiaremos numa versao do Lema de Concentragdo e Compacidade devido a Lions [30].
Lema 18 (Splitting) Seja (u,) uma sequéncia limitada em HY(RY) tal que
I(up) = d>0 e || I'(un)||(1+ ||un|) — 0.

Entao, a menos de subsequéncia, existe uma solu¢io ug de (P), um nimero k € N, k

funcgoes uy, -+ ,uy e k sequéncias de pontos () € R3, 1 < j < k, satisfazendo:

a) u, — uy em HY(RY) ou
b) u; sao solugoes nao triviais of (Pw);

¢) [yl = +o0 e |yl —yL| = 400 i # j;

k
d) I(u,) = I(ug) + Y Io(1j).
i=1
Demonstragao. Uma vez que f satisfaz (f1) e (f4), a prova deste resultado segue
diretamente dos passos (2.11) e (2.46) a (2.55) da Proposicao 2.31 de [10]. O
O resultado a seguir nos fornece uma comparagdo entre os niveis de energia dos
funcionais I e I,. Este resultado combinado com o Lema 18 nos permite mostrar que

toda sequéncia de Cerami para I possui uma subsequéncia que converge forte.
Lema 19 ¢ < ¢, := inf{l(w); w € H*RY)\ {0}, I’ (w) = 0}.

Para demonstra-lo, serdo necessarios alguns lemas auxiliares. Os dois primeiros po-
dem ser encontrados em |[7], nos Lemas 3.3 e 3.5. Por questao de completude, vamos
acrescentar aqui a demosntracao de cada um deles.

1
27
uma constante Cy > 0 tal que a desigualdade

Lema 20 Eziste q € (5,1] com a sequinte propriedade: para qualquer Cs > 1, existe

|[F(u+v) = F(u) = F(0) = f(u)v = f(v)u] < Cy |uv|™

é verdadeira para todo u,v € R com |u|, |v| < Cs.
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Demonstragdo. Seja p := p; e ¢ := min{;(p + 1),1}. Observe que (f;) implies that
| P (w)| < ClulP™" se 0 < |u| < C5. A prova da desigualdade requerida para f(u) =
]u\p_l u, embora cansativa, é elementar. Reduzimos o caso geral a este caso especial da

seguinte forma: Sejam u,v > 0. Entao,

|F(u+v) = F(u) Ju—fv)u|

— F(v) — f(u
u v r s+t
/ / / / " (w) dw dt dr ds
0 0 0 t
U v r s+t
< C'/ / / / wP™ dw dt dr ds
0 0 0 t

< O|(u+v)PT — Pt — Pt yPy — Pyl < O (ww)™.

Isso conclui a demonstragao do lema. 0

Lema 21 Se iy > 1 > 0, existe C > 0 tal que, para todo x1, 19 € RY,

/ e~ tlz—z1| ,—p2le—z2| 1. < Cetlz1—z2|
]RN

Demonstragao. Como pu |x1 — xo|+ (pe — 1) | — 22| < g (o — 21| + |2 — 22|) + (p2 —

1) | = 2| = puy |2 — 21| + s |2 — 2], temos que

/ e~ tlr=al g=palr—aa| go. < / e tlzi—a2| o~ (pa—pa)lz—a2| g, — p—mlri—w2 7

RN RN

e o lema segue. O
Observamos que o conjunto M definido no Teorema 15 é fechado e limitado e esta

contido em um espago de dimensao finita, a saber, contido no espaco Rug (- —y) & E~.

Portanto, tal conjunto é compacto, o que implica que, para cada y € R”, existe

w, = v, + tyug (- —y) € M satisfazendo

mas T(w) = (v, + tyuf (- = 9)).

O resultado a seguir mostra que os valores ¢, sao limitados uniformemente em y por

constantes positivas desde que |y| seja suficientemente grande.

Lema 22 Eristem A, B € R, que nao dependem de y, tais que 0 < A <t, < B para |y|

suficientemente grande.
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Demonstragao. Como w, = v, +t,ug (-—y) € M e o niimero R > 0 dado pelo Teorema

15 nao depende de y, tem-se
R > [lwy[* = [log [I* + t5llug (- = )II* > £ ([luo(- — )1 = llug (- = )]

Como foi provado em (2.37), se necessario, podemos tomar ainda maior o valor |y| para

_ C , .
que flug (- = y)|I* < EHUOH%/OO, onde C' > 0 & tal que ||uo(- — y)||> > Clluo||}. e néo
depende de y. Assim,

B t2C
B2 >t (luo(- = 9)I* = llug (- =9)I") = “=lluollv..
) 2R? .
ou seja, t, < W := B. Por outro lado, pelo Lema 13 com 2 < p < 2%, para € > 0
Voo

ainda a ser escolhido, existe C. > 0 tal que, se u € E* com |ju| = p, entio

1 1
I(u) = - |lull” - / Fde 2 50 ellullfaay — Cellullny (241)

2 - 2
Pelas imersoes de Sobolev e pela equivaléncia das normas, existem constantes C3, Cy > 0

que tornam (2.41) em

1

1
1) 2 6% = <CalllP = CalllP = (5 - 2C1) #* = Cup”, (2.42)

1
Seja ¢ > 0 tal que D, := 3~ eC3 > 0. Escolhendo p > 0 suficientemente pequeno de
modo que

D€p2 - C4/0p > 07

1
D\ 72
isto é, 0 < p< (—€> , obtemos
on

I(u) > Dep® = Cap? :=po >0

para todo u € ET com |lu|| = p. Assim, tomamos ¢ > 0, que nao depende de y,
suficientemente pequeno de modo que ||tug (- —y)|| < R e |[tug (- — y)|| = p para concluir
que

I(tug (- —y)) = po > 0,

onde py > 0 nao depende de y. Consequentemente,

I(oy -+t (- = ) = max T(w) > It (- = ) > o,
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isto é,

2
1 _ _
L= = ol = [ Ploy +tuf (o = 9)de = Ty + 65 (=) > po

Logo, como F' é uma funcao ndo negativa,

2

Lfuf (-~ y)?

> 0,

ou seja,
2p0
2> = A,
Y Clluollf,

onde C' > 0 é uma constante tal que |jug (- — y)||* < C|luo||}.. e ndo depende de y. O
lema, esta provado. O
Podemos, agora, provar o Lema 19.
Demonstracdo do Lema 19: Por simplicidade, vamos denotar ug,(z) = uo(x — y) e
C > 0 denotara constantes possivelmente diferentes. Pela definicao dos funcionais I e
I, temos
t2 1
oy +tyufy) = 2P = 3l 1P = [P+t (a)ds

IN

2 2
2 — 2
gmmu—AgWMmm—gmwu

+ /N (F(tyuo,y) — F(vy_ + tyuafy)) dx (2.43)

2

t
sgwwm+ﬁ/<wm—mm&mm
2 RN ’

-+ /RN (F(vy’ — tyug,) + Fltyuoy) — F(v, + tyuafy)) de,

uma vez que F' é nao negativa. Vamos estimar a ultima integral na desigualdade acima.
Chamando w, = v, — t,ug,, queremos estimar o termo

T —

Y

/R (Fy) + Fltyuoy () — Fwy + oy (2) .
Para isso, temos
7, < /N ‘F(wy’) + F(tyug,y) — F(w; +tyuoy) — f(wy’)tyuoyy — f(tyu()’y)w;! dx
R

#ty [ Awpllunglde + [ 1)l (2.44)
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Como fizemos em (2.36), podemos mostrar que existe uma constante C' > 0, que nao

depende de y, tal que

uy ()] < O l6a)] < €3 sup|u(w)] = D. (245

para todo x € RY, uma vez que w, (zr) € M e, portanto, ||lw, ||* < R?. Sem perda
de generalidade, podemos supor que D > 1 também satisfaz |ug,(z)| < D, ja que ug
é continua, radial e dacai a zero no infinito. Assim, podemos aplicar o Lema 20 e a

hipotese (fy) e obter uma constante C' > 0 tal que
Z, < Ct’y‘/ [w, [#|uoy|"dz + 2mty/ w, [|uoy|dz, (2.46)
RN RN

em que 4 = 2q > 1 e ¢ é dado pelo Lema 20. Agora, tomando £ = \; < 0 < V no

Teorema 10, vemos que toda autofuncao ¢;, i = 1,--- | k, satisfaz
|¢i(x)] < Ce®#! para todo x € RY,

para algum /V,, < 0 < /V — . Assim, de (2.45), tem-se
lw, (z)] < Ce~ %l para todo z,y € RV,

Como ug é a solugao de (P,,) dada por Berestycki e Lions em [4], temos que
|ug(x)] < Ce=VV<ll para todo = € RY. Segue do Lema 21 que

/ [y [uoyldz < C | e lemVTeleslgy < GVl (2:47)
RN RN

para alguma constante C' > 0. Da mesma maneira, pelo Lema 21, temos

/ lwy [#uoy|Mdr < C e~ Omlel o= Veolz=yl g0 < Clo=mVVeoltl < Clo=VVeoltl,
y ; = < <
RN RN

pois p > 1. Esta estimativa combinada com (2.47) aplicada em (2.46) implica que
T, < CemVVlyl (2.48)

onde usamos o Lema 22 para garantir que a constante C' > 0 ndo depende de y (mais
precisamente, nao depende de t,). Vamos estimar agora o termo
2
by

2 |on (V(z) — V) uay(x)dx.
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Ora, pela hipotese (V}), segue que

12 ) 12 )
7 L V@ =Ve)u,@)de = 3 | (Viz+y) = Vee) ui(e)da

< —Ce

para todo y, em que, novamente, C' > 0 ndo depende de t,. Segue dai e de (2.48) que

(2.43) pode ser escrito como
I(v; +tyug,) < Lo(tyugy) — Ce™ MW 4 CemVVcltl,
que, para |y| suficientemente grande, pela hipotese (V}), 0 < v < /V, se torna
- +
I(v, +tyug,) < max I (tug).

Pela hipotese (f5), 0 maximo max I (tug) é atingido exatamente quando ¢ = 1, ja que ug
é ponto critico nao trivial do problema (P,,). Este é o inico momento em que usamos a
hipotese (f5) no trabalho. Logo, como ug é solu¢ao de energia minima, segue da definicao
do valor ¢ > 0 que

— T( -
c < max I(w) = I(v, +tyug,) < oo,

como queriamos demonstrar. 0
Finalmente, provaremos o resultado principal deste capitulo.

Prova do Teorema 12: Pelo Teorema 15, existe uma sequéncia de Cerami (u,,) para o

funcional I. Esta sequéncia é limitada pelo Lema 14. Assim, a menos de subsequéncia,

u, — u para alguma u € H'(R"). Pelas imersoes compactas de Sobolev, temos I'(u) =

0. Consequentemente,

I(u) = I(u) — %I'(u)u = /

RN

1
(ﬁf(un)un - F(un)> dx >0,
pela hipotese (f3). Com isso, se a convergéncia forte u,, — u nao valesse, Lema de
Concentracao e Compacidade de Lions na sua versao do Lema 18 forneceria k£ > 1

solucoes nao triviais, wy, - - - , wg, do problema (P,) tais que

k
et on(1) = I(un) = I(u) + Y To(wi) + 0n(1) > koo + 0n(1).
i=1
Isto nos diz que ¢ > ¢, contradizendo o Lema 19. Portanto, u, — u e vale que
I(u) =c¢>0com I'(u) = 0. Assim, u € H'(RY) ¢ uma solugao nao trivial do problema

(P), e o teorema estd demonstrado. O



Capitulo 3

Um problema nao auténomo

fortemente indefinido

Neste capitulo, vamos estabelecer a existéncia de uma solucao nao trivial do problema
eliptico
—Au+V(z)u= f(z,u), uve HRY), u#0 (P)

sem condicoes de periodicidade em V e f, onde o potencial V muda de sinal e a nao
linearidade f é assintoticamente linear no infinito.

Problemas desse tipo tem sido estudado extensivamente para V e f periddicas
na variavel x, a fim de suprir a falta de compacidade em RY (veja, por exemplo,
[24, 27, 28, 36, 47| e suas referéncias).

Stuart e Zhou no ilustre trabalho [46] a respeito de problemas assintoticamente li-
neares assumiram V' constante e f radialmente simétrica em z. Explorando a condicao
de simetria radial, os autores foram capazes de recuperar a compacidade que é perdida
quando se trata de problemas em dominios ilimitados e provaram a existéncia de uma
solugao positiva e radial de (P).

Nossos resultados estdo mais relacionados a [3], [25] e [46]. Diferentemente deles, o
potencial V' é apenas continuo e muda de sinal.

Assim como no capitulo anterior, embora nao seja possivel aplicar o teorema do passo
da montanha, fazemos uso do classico teorema de linking [38| sob a condi¢ao de Cerami
[6], a fim de obter uma solugdo nao trivial.

Vamos considerar o problema (P) com N > 3, u € E := H'(R") e V um potencial

satisfazendo as condicoes:

(V1) Ve RYxR,R)e —Vy < V(x) < Vg, em que Vp, Vo, > 0;
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(Vo) lim V(z) = V;

|z| =400

(V3) 0 ¢ o(L) einfo(L) <0, onde o(L) é o espectro do operador L = —A + V;

(Vy) V(2) < Vo —Cre™ " em que C; > 0e 0 <y < V.
Sobre a nao linearidade f, vamos impor as seguintes condigoes.

(f1) feC3RY xR, R) e lim AG)) = 0 uniformemente em z € RY;

s—0 S

(f2) Existem a € C(RY,RT) e h € C(R,R) tais que

(| V(G

= h(s
lslo+o0 |5 o400 8] (),
e
lim flw s = lim h(s) = lim a(z) = ax
|z|—00,|s| =00 |S| |s|—o00 || =00

|f (2, 5)]

uniformemente em z € RY. Além disso,

todo s # 0 e x € RY;
(f3) h(s) < as para todo s € R;
(f1) Sendo F(z,s) := / f(z, t)dt, H(s) := /OS h(t)tdt, G(s) = %h(s)s2 — H(s) e
s

Q(z,s) :== 2f(x — F(x,s), entao, para todo s € R\ {0} e x € RY,

G(s) >0, F(xz,s)>0, Q(z,s)>0 e lim Q(z,s) =00

|s|—o0
uniformemente em z € RY. Além disso, H(s) < F(z,s) para todo s > 0 e x € RY;
(f5) Existem Cy > 0e 1 < p; < py tais que p;,pp <2*—1e
[ B (x,5)] < Col[sl* + [s7)

para k € {0,1,2,3}, s€ Re x € RY;

(fs) A funcao s +— f(z,s)/s é crescente em s € (0, +00) para todo z € RY.

3
Considere f(x,s) = 1—i-|j—ix)s2 para x € RY e s € R, onde ¢ € C(RY,R) é uma
fungao positiva, c(x) — cs > 0 quando |z| = 0o e 0 < ¢y < ¢(z) < Coo, € um exemplo de
1 s
funca tisf, dico _ N SR
uma fun¢do que satisfaz as condigoes (f1) — (f1), com a(x) @ e h(s) T

O principal resultado deste capitulo é o seguinte teorema.
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Teorema 23 Sob as condicoes (Vi) — (Vi) e (fi) — (fs), o problema (P) possui uma

solugao fraca nao trivial u € H*(RY).

Observacao 24 A condigao (f2) implica que h(s) < as para todo s € R. Porém, vamos

precisar da desigualdade estrita (f3) no que segue.

3.1 Estrutura variacional do problema

Esta secao nada difere da secao do capitulo anterior, onde colocamos o problema
na estrutura variacional. Por questao de completude e organizacao, vamos repetir os
argumentos aqui.

Seja E := HY(RY). O funcional energia I : E — R associado & equagdo (P) é dado
por

I(u) = E/RN (|Vul® + V(z)u?) do —/ F(z,u)dx,

2 RN

com u € E. E bem conhecido que, pelas hipoteses (V5) e (V3), o problema de autovalor
—Au+V(r)u= I, ucL*RY) (3.1)

possui uma sequéncia de autovalores tais que A\ < A < -+- < A < 0 (see [17], Teorema
30, p. 150). Denotamos por ¢; a autofunciao correspondendo ao autovalor )\;, para
i€ {1,2,---,k}, em HY(RY). Considerando

E~ :=span{¢;, i=1,2,--- [k} e E':= (E_)L,

vemos que £ = ET@® E~. De acordo com o Teorema 8, o espectro essencial de —A+V ¢
o intervalo [V, +00), e isto implica que dim £~ < oco. Tendo feitas essas consideragoes,
toda funcao u € E pode ser escrita como v = u' + w~ unicamente, onde ut € ET e
u~ € E~. Assim, usando os argumentos do Lema 1.2 de [9], podemos introduzir um

novo produto interno (-,-) em E, a saber, a forma bilinear definida por

/ (Vu-Vo+V(z)uv)dr sewu,ve ET,

RN

(u,v) = —/ (Vu-Vu+V(z)uv)dr se u,v € E™,
RN

0 seue Eteve E,
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tal que a norma correspondente ||-|| é equivalente a ||| g, a norma usual em E = H'(R").

Além disso, o funcional I pode ser escrito como
LT R AT
Iu) = Sllw™|" = Sl = [  F(z,u)de
2 2 RN

para toda funcao u = u™ + u~ € E. Chamamos a atenc¢ao ao fato de que, como \; # 0

para todo ¢ € {1,2,--- |k}, seque de (3.1) e da defini¢do de ¢; que

/R @ (@)dr =0

para toda funcio u™ € ET ev™ € E~.
Os resultados do capitulo anterior, que lidamos com um problema auténomo, sao
provados de maneira semelhante neste capitulo. Vamos apresenta-los com suas devidas

adaptacoes.

3.2 Limitacao das sequéncias de Cerami

Como consequéncia direta das hipoteses (f1) e (f2), segue o seguinte lema auxiliar.

Lema 25 Sob as hipdteses (f1) e (f2), dadoe > 0, existe C. > 0 tal que, para2 < p < 2*,
[F(x,s)| Sels]* + CelslP e |flw,s)] < els| + Celsf™!

para todo s € R e para todo x € RY.

Demonstragao. Pelas hipoteses (f1) e (f2), dado € > 0, existem R, > 0 tais que R > ¢

com

|f(z,t)| < elt| sempre que |t| <& e para todo x € RY (3.2)

|f(z,t) — a(z)t| < e|t| sempre que [t| > R e para todo z € RY. (3.3)
A desigualdade 3.3 implica que

|f(z,t)| < elt| + aglt| sempre que [t| > R e para todo x € RY (3.4)
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p—1
onde ag = supgn |a(x)|. Para os valores de t tais que [t| > R, vale [t| < ’R|P2 . Portanto,
(3.4) se torna
|f(x,t)] < elt| + %H\p’l sempre que |t| > R e para todo z € RY. (3.5)

Pela hipotese (fs), temos
|f(z,t)] < |a(z)t] < aglt| sempre que 0 < |t| < R e para todo x € RY,
Logo, para valores de t em que 6 < |t| < R, obtemos
|f(z, )] < %Mp’l sempre que § < [t| < R e para todo z € RY. (3.6)

Segue de (3.2), (3.5) e (3.6) que

a Q,
@D < eltl+ (g + 70

Tz T 5o ) [t|P~" para todo t € R e para todo = € RY. (3.7)

Chamando C; := <R(j£2 + 5282> e, em seguida, integrando a desigualdade (3.7) de 0 a
s, obtemos
C
|F(z,s)] < %|S|2 + — s’ para todo s € R,
p
concluindo a demonstracao do lema. 0

Notamos que, se (v,) é uma sequéncia limitada em E, entdo (v,) satisfaz apenas

uma das condicoes a seguir.

(¢) vanishing: para todo r > 0, limsup sup / v, |2dz = 0;
n—oo  yeRN JB(y,r)
(i) nonvanishing: existem r,n > 0 e uma sequéncia (y,) C R tais que

lim sup/ v, |2dz > 1.
B(yn,)

n—o0

Lema 26 Seja (u,) C E uma sequéncia tal que I(u,) — ¢ >0 e |[|[I'(un)|| g (14 ]||unl]) —

0 quando n — +o00. Entao, (u,) possui uma subsequéncia limitada.

Demonstragdo. Vamos supor que |lu,|| — oo e obter uma contradi¢ao. Para isso,

considere v,, = Tl e observe que ||v,|| = 1. Suponha que valha (i) para a sequéncia
Unp

(v,). Escreva f(z,s) = a(x)s + (f(z,s) — a(x)s) = a(x)s + fo(x,s) e considere ¢ €
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Cs°(RY). Pela equivaléncia das normas || - || e || - ||z, existem constantes Cy, Cy > 0 tais
que

|w]] < Crllw|| g @yy < Cof|w]|, para toda funcio w € E. (3.8)

Seja (y,) C RN a sequéncia dada pela hipotese (i7). Como a sequéncia (u,,) ¢ de Cerami

e considerando ¢, () = p(z — y,), temos de (3.8) que

1" (un)n] < N (un) [+ llonll < CLIT (un) [+l 0nll 2 = CLIT (un)l| £+ [l 2l 2 — 0.
Logo,
1 - S, un)
(1) = T E ) = (6 vy ) — [ pudr
[t R ([
= (vF —v.,0,) —/ a(x)vppndr — Mapndx (3.9)
RN ry ]|
= <U: — Uy, 9071> - / a(m)vn@ndx - MvnﬁpanU
RN RN Up,

Considere 7,,(x) = v, (z + yn) € Un(x) = un(r + y,). Observe que (7,,) ¢ limitada em FE.

Assim, a menos de subsequéncia,

Up — U em F,
Up, — U em LZQOC(RN),
|Un ()| < ho(z) q.t.p. em K, (3.10)

para alguma funcao hy € L'(K), onde K = supp(yp). Pelas hipoteses (Vi) e (fo) e

lembrando que f.(x,s) = f(z,s) — a(x)s, temos

Tpp| < Cho(z)p € LY(K). (3.11)

Joo(@ + Yn, Un)
U,

Observamos que © # 0. Da hipotese (f3) e de (3.11), segue do Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue que

fOO(xa un)

RN Up,

Unndr — 0 quando n — oo. (3.12)

Assim, de (3.9) e (3.12), o Teorema da Mudanga de Variavel nos fornece

on(l) = /]RN (Vﬁ:{V@ +V(x+ yn)ﬁ:go) dz + / (V@;Vw +V(x+ yn)ﬁ;go) dz

RN

—/ a(z + yn) Unpde. (3.13)
RN



Capitulo 3. Um problema nao auténomo fortemente indefinido. 41

Caso 1: |y,| — oo. Neste caso, pela hipotese (V3), V(x + y,) — Vo e, pela hipotese
(f2), a(z + yn) — aoo q.t.p. em RN, Assim,

on(1) = /K (Vo,, Vo + (Voo + 0,(1))0, ) da + /K (Vo, Vo + (Voo + 04(1))0,, @) da

—/K(aoo + 0, (1)) Oy pd. (3.14)

Portanto, para toda fungao ¢ € C5°(RY), tomando n — oo em (3.13), obtemos

/ (V@O +07 )V + Vo (07 + 07 )p)dx — / Ao Vipdr = 0,
RN

RN

isto é, v # 0 é solucao fraca do problema
— AT+ Voo = aoo® em RY.

Uma vez que Vo, < ao € nao existe autofuncao do laplaciano em R” isso ¢ um absurdo.

Logo, (ii) ndo pode valer quando |y,| — oc.

Caso 2: (y,) é uma sequéncia limitada. Neste caso, de (3.10),

0 15(x)] = Tim [f,(z)] = Tim Lt
n—00 n—o0 ||Ty||

q.t.p. em ©Q C B(0,1), onde p(2) > 0. Visto que ||@y,|| — oo, temos 4, (z) — oo q.t.p.

em (). Logo, as hipoteses (V), (f1) e o Lema de Fatou nos fornecem

lim inf (%f(x, Up Uy — F (2, un)) dx > liminf (%f(x—yn, Up ) Uy — F(x—yn, ﬁn)) dx

n—o00 JpN n—=0 Jo
1
> /liminf (—f(x—yn, Uy, ) U, — F (2 =y, ﬁn)) dx
q n—oe \ 2
= +o0.

Todavia, isso contradiz o fato de

1 1

/ (—f(x,un)un - F(x,un)) dr = I(u,) — =I'(up)u, = ¢+ 0,(1).
RV \ 2 2

Logo, ndo vale o Caso 2 quando a sequéncia (y,) é limitada. Isso mostra que ndo pode

ocorrer a hipotese (i7) para a sequéncia (v,). Suponha, agora, que valha a hipotese (i)

para a sequéncia (v,). Ora, como a sequéncia (u,,) ¢ de Cerami,

1 f(:t U )
(1) = I'(u, I _ I'(u, = 2 —/ 2 o, d 3.15
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on(1) = Fun) " — 1 Py = —fo|2 - /RN (f(x’“”)vnv;) de. (3.16)

[unll* [lunl]

Subtraindo de (3.15) a equagao (3.16), temos

o) = il bl = [ ate) (P oo - ) ) o

= fol = [ ato (M< ~up)) de

Entao, necessariamente, quando n — oo,

/RN (Mvn(vi - vn)> dr — 1. (3.17)

Unp

33 ®

|

S

37

S~—
~_

IS8

&

Dado 0 < e < %,uo, onde pp > 0 é a constante tal que
lwl* = pollwlZ2 gy

para toda fungdo w € E, pela hipotese (f1), existe 6 > 0 tal que, para todo z € RY,

|f(z, s)]

5]

< e sempre que 0 # |s| <.
Para cada n € N, considere o conjunto
Gy = {o € RY; [un(2)] < 6}

Entao, a desigualdade de Hélder garante que

/ (MUH(UJ—U;)> dr < 6/ |vnllvy — vy, |dz
O Un 2
< etoe (lallzz@m l0F 2@y + [onll 2 1o [ 2y
S 25||Un||L2(RN
ég
<

—H wll’ == < 1.
Mo

A partir de (3.17), concluimos que

n—oo

lim mf/ (ﬂx’u”)vn(vg - v;)) dz > 0. (3.18)
RN\Q,
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f(?)
-

de Holder com expoente g > 1, vale que

Das hipoteses (V1) e (f2), do fato de ser uma funcdo limitada e da desigualdade

Sz, u, _ - p-2 %
/RN\Q ( (rtin) = 07)) o < CH(RY\ )7 ol v (3.19)

Unp

Desde que vale (i), o Lema de Lions garante que ||v, ||~y — 0. Portanto, a menos de

subsequéncia, segue de (3.18) que
w(RY\ Q,) = oo quando n — co. (3.20)
Pela hipotese (f3), existe R > 0 tal que, se |s| > R,
1
§f(x,s)5 — F(z,s) > 1

para todo z € RY. Sem perda de generalidade, podemos supor 0 < § < R. Para cada
n € N, considere A, := {z € R";|u,(z)] > R}. Entao, pela hipotese (f4),

ct+o,(1) = I(u,)—

v
T

o que implica que a sequéncia (u(A4,)) é limitada. Considere também B, = {z €
RY: 6 < |un(x)] < R}. Como B, = (RN \ Q,)\ 4,, temos

ARY\ ) = u(Ay) + p(By).
Segue de (3.20) e da limitacao da sequéncia (u(A,)) que

1(By) = oo. (3.21)

- 1
Afirmamos que § := inf (ﬁf(m,s)s — F(z, s)) > 0. Com efeito, seja (x,,s,) € RY x
s€[6,R]
z€RN

[0, R] uma sequéncia satisfazendo

n—o0

lim (%f(xn, Sn)Sn — F(xy, sn)> =90.
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Ora, como o intervalo [0, R] é compacto, podemos sempre supor que s, — so € [J, R].
Se x,, — x¢, pela continuidade das funcées f e F, segue da hipotese (f4) que § > 0. Por

outro lado, se |z,| — oo, escrevendo

1

%f(xn,sn)sn — F(zp,$p) = = (M

Sn

. S (s)) = (Flansa) = H(s1)) + G

1
onde G(s,) = Eh(sn)s?I — H(sy,), segue dos limites uniformes em (f2) e da hipotese (f4)

que

- 1
0 = lim <§f($n> Sn)sn - F(xm Sn)) = G(SU> > 07
como haviamos afirmado. Assim, de (3.21) e da hipotese (f4),
1 1
/ (—f(x,un)un — F(x, un)) dx > / (—f(a:, Up Uy — F(z, un)) dx
RV \ 2 o\ 2
> Su(B,) — .

Isso novamente contradiz o fato de
1 1,
—f(z,up)u, — Fx,uy) | de = I(u,) — =1 (uy)u, = ¢+ 0,(1).
RN \ 2 2

Logo, (i) também ndo pode ocorrer para a sequéncia (v,). Mas isso é um absurdo.

Concluimos que, a menos de subsequéncia, (u,,) é limitada. 0

3.3 Uma solucao nao trivial

Dedicamos esta secao a prova de que o funcional [ satisfaz a geometria do Teorema
de Linking, provado em [29], Proposi¢ao 2.10, e & demonstragdo do teorema principal

deste capitulo.

Teorema 27 (Teorema de Linking para sequéncias de Cerami) Seja E = E* ® E~ um
espaco de Banach com dim E~ < oo. Sejam R > p >0 eu € ET um elemento fixo tal

que ||ul| = p. Considere

M:= {w=tu+v : ||w| <R, t>0, v- € E},
My:= {w=tu+v : v- € E,||w[|=R, t >0 ou |jw|| <R, t=0},
Nyi= {we Bb: ful = o).
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Seja I € CY(E,R) tal que

b:=1infl > a := max/.
N, Mo

Entao, ¢ > b e existe uma sequéncia de Cerami no nivel ¢ para o funcional I, onde

€= ;Iellﬁfune&}@}]@(w))a [:={yeC(M,E): v|u =Id}.

Considere o problema limite
—Aw + Voow = h(w)w em RY (Ps)

e o funcional energia associado a ele dado por

1
Io(w) = 5 /RN(|VUJ]2 + Veew?)daw — . H(w)dx

para w € E, onde H(s) = / h(t)tdt. Como Vi < o, € provado em [4] que o problema
0

(Ps) possui uma solucao cléassica, radialmente simétrica e positiva ug € F.

Para R > 0 e y € RV, considere

M=Aw=tuf(-—y)+v7; |Jw]| <R, t>0, v € E"}

Mo =A{w=tug(-—y)+v; v~ €E Jw| =R, t >0 ou ||w|| <R, t=0}.

A prova do seguinte lema é uma leve adaptacao da prova do Lema 17. Por isso,

vamos destacar apenas os passos em que tais adaptagoes aparecem.

Lema 28 Eristem R >0 ey € RY, com R, |y| suficientemente grandes, tais que

Iy <0.

Demonstracao. Como My = M; U M, é uma uniao disjunta, onde

My = {w = tuf (- —y) + v v~ € B, [lwl < R, ¢t =0}

My = {w = tuf (- —y) +v75 v~ € B, |lul| = R, ¢ >0},
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e I(w) < 0 sempre que w € My, sejam R > 0 e w € My com |Jw|| = R. Escrevendo
w -
w = ||w||m = [lwllu(w) = [lwl| (Aw)ug (- = y) + v~ (w)), temos

1

I(w) = I(Jwlu(w)) = lwl*A*w)]ug (- —y)|I* - %HwHQHv(wW - /N F(z, lwlu(w))dx

2 R
_ le 20 Ml (- — 12 — o= (w12 — F(%Ru(w))uzw "
= gl {s -l - o -2 [ St e

Escreveremos A, u e v~ ao invés de A\(w), u(w) e v~ (w), respectivamente. Pela hipotese

F 1 F B
(f1), lim Flz,s) = —a(x) e Flas) < —a(z) para todo s # 0 e x € RY. Segue da
§—00 52 2 82 2
hipotese (f4) que
F(x,Ru) , ¢, 1N
———u| < — L* (R
] < 3 e
e, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
F
lim (. Ru) _ a(@)) gy g (3.22)
R—oo Jpn | (Ru)? 2
para todo u € E tal que ||u]| = 1. Visto que o conjunto M; esta contido em um subespago
de dimensio finita de £, w = Ru € My com |ju|| = 1, o limite (3.22) ¢ uniforme em u

(veja Apéndice A, Lema 44). Segue do fato de a(z) > ao, que

) = gl Xt =l = 101 - [ aonids +on(n)}
< Gl {101 = o [ o =) + 0P+ on()}

1 _
= §|rw|12{vnum-—y)w—uv 2=k [ (w)le - )i
RN

e /RN(U)%C + oR(1>}

1
< gl {2 [l =l - o [ @3RG -nae] +orn . G2
Pela hipotese (f3) e pelo fato de ug ser ponto critico do funcional I, temos que
lug (- = y)II* < /RN h(uo(z — y))ug(z — y)da. (3.24)

Substituindo (3.24) em (3.23) e, em seguida, somando e subtraindo a integral

oo /N u2(z — y)dx, obtemos da hipotese (V7),
R

) < gl | [ nte = ite - s - ax [ @2 v)ds| +ontn)}

RN
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_ %HwH?{)\Q /RNh(uo(x—y))uﬁ(x—y)dx—aoo/R ug(z — y)dz

N

pas [ 08t =) = ()P~ plde | + on(1) }

= gl | [ty - [ b
raw [ [l =) — ()20 - y)]dx] +on)) }. (3.25)

Como foi feito para se obter (2.32), usando a hipotese (f3), existe v > 0 tal que

/R (h(uo(z)) — ()= < —. (3.26)
De (2.38), temos
[ oslibe =) = (@)a —)lds >0 auando gl o0 (32)
Substituindo (3.26) e (3.27) em (3.25), obtemos
Iw) < SlulP {3 [+ o (1)] +or(D)}. (3.29)

para |y| e R suficientemente grandes. Isso conclui a demonstragao do lema. UJ
A fim de obter a compacidade de uma sequéncia de Cerami para o funcional I, vamos

nos basear novamente no Lema 18.

Observacao 29 Podemos também demonstrar o Lema 22 com as mesmas ideias conti-
das ld, e, por este motivo, nao vamos incluir aqui sua demonstracao. Portanto, existem
A,B € R, que nao dependem de y, tais que 0 < A < t, < B para |y| suficientemente
grande. Aqui, t, € tal que max I(w) = I(v, +tyug (- —y)).

Estamos aptos a provar a estimativa de energia dada pelo resultado a seguir.
Lema 30 ¢ < ¢y := inf{I(w); w e HY(RN)\ {0}, I'_(w) = 0}.

Demonstracao. Embora a demonstracao siga de maneira analoga aquela do capitulo
anterior, ha aqui uma pequena adaptacao. Quando somamos e subtraimos termos para

se obter a estimativa
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precisamos somar e subtrair a integral / [H (tyuoy) — F(tyuo,y)] dz, que é negativa pela
RN
hipotese (f4). A partir dai, a prova segue os mesmos passos da do Lema 19. U
Podemos demonstrar o principal resultado deste capitulo.

Prova do Teorema 23: Segue diretamente dos mesmos passos da demonstracao do

Teorema 12. ]



Capitulo 4

Uma equacao de Schrodinger

quasilinear com um potencial

indefinido

Neste capitulo, estudamos a existéncia de solucao de onda estacionaria para a equa-

cao de Schrodinger quasilinear

0z

imr = —Az+W(w)z = U=z = K[An(|2)]e (121°)2, (4.1)
onde z : RxR3 — C, W : R® — R é um potencial dado, k ¢ uma constante real e [ e p sdo
fungoes reais. A propagacao de um curto pulso de laser ultra intenso de auto-focagem
pode ser modelada por esta equacao assim como outros fenémenos na fisica dos plasmas
e na mecanica dos fluidos (veja [31] e suas referéncias).

Nosso objetivo ¢ mostrar a existéncia de uma solugao estacionaria nao trivial de (4.1)

com p(t) =t e k=1, 0 que nos leva a considerar a equacao quasilinear
—Au+ V(z)u —ul(u?) = g(z,u) em R3 ue HY(R?)\ {0}, (P)

onde g tem um crescimento subcritico e V' é um potencial que muda de sinal, mas nao
é necessariamente simétrico, podendo ser ilimitado inferiormente.

Neste cenario, muito pouco é encontrado na literatura. Indicamos o trabalho [33],
que lida com um problema similar, onde V é radialmente simétrica e pode mudar de
sinal. Mais recentemente, em [49], sob a condi¢ao de que V é uma funcao satisfazendo
infgn V(x) > —00, 0s autores aplicam uma abordagem dual com o teorema do passo da

montanha para obter infinitas solu¢oes para o problema nao auténomo (P) com g(z,u)
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impar na variavel u. Outro trabalho recente em equacao de Schrédinger quasilinear com
potencial que muda de sinal ¢ [20], o qual ataca o problema (P) sob hip6teses muito simi-
lares as nossas. Todavia, a existéncia de uma solucao fraca nao trivial para o problema
nao autonomo é garantida acrescentando-se um termo de perturbacao nao trivial a nao
linearidade, o que simplifica drasticamente os argumentos, pois os autores nao precisam
lidar com questoes de compacidade.

Existem muitos trabalhos concernentes ao problema (P) com V satisfazendo infgy V' (z) >
0 e g uma nao linearidade que possui crescimento subcritico ou critico (veja, por exem-
plo, [8, 21, 31, 37, 41, 42, 48]). O caso de massa zero, V = 0, foi estudado em [8]. O
caso em que o potencial converge a zero foi considerado em |[1].

Para provar a existéncia de uma solugao para a equacao (P), usamos métodos varia-
cionais combinados com o principio de concentragao e compacidade de Lions [30]. A fim
de lidar com o potencial V' que muda de sinal, fomos beneficiados com algumas ideias
de |22]. Os argumentos que aplicamos impoem uma restri¢do na dimensao do espago
euclidiano, que ficara clara no decorrer do trabalho.

Seja 2* = 6. As condigoes sobre a nao linearidade g sao as seguintes.

(1) g€ CH(R* xR,R) e hmM

s—0 S

(92) Existem g, € C(R3,RY), h € C*(R,R) e ny € (3,2* — 1] tais que

= 0 uniformemente em z € R3;

lim lg(z,s)| _ Ioo(z) e lim g(z, s) = h(s),
|| 400 ‘3‘771 || =400
e h
M = lim (s) = lim goo(7) = aoe > 0
] 00,500 |s|™ |s|—o0 |$]|™ 2| =00

uniformemente em z € R?;

(g93) Existe p > 4 tal que, se G(z,s) := / g(z,t)dt, entao, para todo s # 0 e x € R,
0
0 < pG(x,s) < glx,s)s;
- his) .
g4 ungao s — —=— é nao decrescente para s , +00);
(ga) AT = — d t € (0, +00)
s
(95) Existem constantes ay,ay > 0 tais que
|gs(:v,s)| < ap+ a'2|8|2*_27

para todo z € R® e s € R.
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3 11

1—1—5—495)36’ onde a € C'(R? R) ¢ uma fungao positva com a(z) —

(s > 0 quando |z| — oo é um exemplo de uma fungao que satisfaz as condicoes (g;) —
3 h(s)  3s

a(r) 85 14 st

Sobre o potencial V : R?* — R, escrevendo V(x) = VT (z) — V= (2), onde VE(z) :=

max{+V(x),0}, impomos as seguintes condigoes.

A funcdo g(z, s) =

(94), tomando ny = 5, goo(x) =

(‘/1) hmm_)oo V(ZL’) = Voo > 0;
(V) V(z) <V, para todo z € R® e V(z) < V., em algum conjunto de medida positiva;

(V3) Se pg = p/2 > 2 e S & a melhor constante da imersao de Sobolev D'?(R3) —
L% (R3), entdo

_ 1 — 2
IVl ps2msy < S <u1 1) <8S.

O resultado principal deste capitulo é o seguinte teorema.

Teorema 31 Sob as condigoes (g1) — (g4) € (Vi) — (V3), o problema (P) possui uma

solucao fraca nao trivial u € H'(R?).

4.1 Resultados principais

Uma das dificuldades de se trabalhar com o problema (P) usando métodos varia-
cionais é que o funcional energia associado a este problema nao estd bem definido em
H'(R3). Mais precisamente, o funcional I : H'(R?) — R associado a equagao (P), dado
por

J(u) = 1/}RS(\Vu\2 + V(z)u®)dz + /]R3 u?|Vu|*dx —/ G(x,u)dx, (4.2)

2 -

para u € H'(R3), ndo estd bem definido, pois / u?|Vul*dr ndo é finito para toda
R3
funcao v € H'(R?). A fim de contornar esta dificuldade, usamos a seguinte mudanca de
variavel introduzida por Liu, Wang e Wang em [31] e Colin e Jeanjean em [8], a saber,
u = f(w), onde f é definida por
1
filt)= ——=——=== em [0,400) e f(t)=—f(-t) em (—00,0] (4.3)

V14 2f2(t)

e satisfaz as seguintes propriedades, as quais podem ser encontradas em |[8]:

(f1) f € C>=(R) é unicamente determinada e invertivel;
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(f2) |f'(t)] <1 para todo t € R;

(f3) |f(t)] < |t| para todo t € R;

(f1) @ — 1 quando t — 0;

(fs) |f(t)| > C|t|"/? para algum C > 0 e para todo t > 1;

() T2

(f7) Se A < 1, entdo f2(A\t) > A\?f%(t) para todo t € R;

(5 T < t(1) < (1) para todo £ €

< f(6)f' ()t < f2(t) para todo t € R;

(fo) [f@)F ()] < % para todo t € R;

(fi0) [f(t)] < 2Y4)t|"/? para todo t € R;
ft)

(fi1) =2 — 24 quando t — +o0;

Vi

Como consequéncia das propriedades da funcao f, o seguinte lema é valido. Sua

prova pode ser encontrada em [15], no Corolario 2.3.
Lema 32 A funcao f satisfaz:

i) t— f(t)f'(t)t" € decrescente para t > 0;

i) t— f3(t) f'(t)t™" € crescente para t > 0.

Apo6s a mudanga de variavel u = f(w) em (4.2), obtemos

Hw) =5 [ (19ul + Vi) w)ds ~ [ Gl )i, (4.4

2 -

e o funcional I esta associado ao problema

—Aw + V(2) f(w) ' (w) = g(x, f(w)) f'(w) em R, (Pr)

para w € H'(R?). Notamos que, se w é uma solugio fraca para o problema (Py), entao
u = f(w) é uma solucdo fraca para o problema (P) (veja [8]). Assim, nos concentraremos
em resolver o problema (Py), isto é, encontrar uma solu¢ao para a equacao I'(w) = 0 para
w € H'(R3). Pelas hipoteses (g1), (¢92), (V1) e pelas propriedades (f1) — (f3), o funcional
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I esta bem definido. Para se obter a compacidade de uma sequéncia de Cerami para o

funcional I, considere o problema limite

—Aw + Vi f(w)f'(w) = h(f(w))f'(w) em R?, (P.)

para w € H'(R3), cujo funcional energia associado é dado por

Lew) =5 [ (Vul + Vapods - [ H(rw)s,

2 s

S

onde H(s) := / h(t)dt. Também temos que I, estd bem definido. Por(g;), (¢2), (f1) e

0
(V1) — (V3) os funcionais I e I, sdao de classe C'. Considere o conjunto
Noo ={w € H'(R?*)\ {0}; I (w)w = 0}. (4.5)

No decorrer deste capitulo, C' denota constantes positivas possivelmente diferentes.

A demonstracao do seguinte resultado pode ser encontrada em [22], no Lema 2.1.

Lema 33 A forma quadrdtica

u (|Vul> + VT (x)u?)dx

RN

define uma norma em H'(R?), a qual é equivalente & norma usual || - || g1 (g3

Provaremos que toda funcao positiva w € H'(R3) pode ser unicamente projetada no

conjunto N. O resultado a seguir vem nesta direcao.

Lema 34 Dado w € H'(R3) com w > 0, existe tinico t, > 0 tal que t,w € N. Além
diss0, Ino(tyw) = max>g Loo(tw).

Demonstragio. Sejaw € H'(R?) com w > 0. Para cadat > 0, considere £(t) = I (tw).

Entao, pela defini¢cao do funcional I, e como f(0) = 0, segue que £(0) = 0. Temos

) = t% / 3<rww|2+voof2<tw>[>{df I f2((tf(§w))d:v
> 5 ( |Vw| dx—Z/RS 2 (tuw) tzw dx).

A propriedade (f3) (ou (fy4)) e as hipoteses (g1) e (g2) garantem que

£(t) > % ( [ Vultdr - ot(1)) , (4.6)
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quando t — 0. Assim, para ¢ > 0 suficientemente pequeno, tem-se £(¢) > 0. Por outro

lado, note que, pela propriedade (f3), existe uma constante C' > 0 tal que

E(t) = 1/RS(NL‘UJIQ+Voof2(z€w))alac— H(f(tw))dx

2 -

(Gl - [ ar) (4.7

IN

Afirmamos que

H(f(t))
752

De fato, pela hipotese (go), h(t) — 400 quando ¢t — +oo. Logo, como pela propriedade

— 400 quando t— +oo0. (4.8)

(f11), f(t) = +o0o, temos que H(f(t)) = +oo quando t — 4o00. Portanto, a hipdtese

(g2) nos fornece

HU®) . hU@) L A)

oo RO 10 Af3(t) F e Afm(t) fO)"? = +o0.

Disto e da propriedade (fi11), segue que

H(f(t) _ H(®) [11)
t? 1) (Vi

— 400 quando t— 400 (4.9)

como afirmamos. Assim, (4.7) e (4.8) implicam que
£(t) » —oo quando t — +oc. (4.10)

Segue de (4.6), (4.10) e da hipotese (g1) que a fungao £ assume um méximo global ¢,, > 0.
Disto, &'(t,) = 0, isto &, t,w € No. Agora, a fim de provar a unicidade, mostraremos
que, se w > 0, entao a equacao

I (tw)tw =0 (4.11)

admite apenas uma solucao para ¢ > 0. Com efeito, observe que a equagao (4.11) é

equivalente a

. wdz. (4.12)

t "(t h(f(t "(t
Waltan+ [ v A0 gy _ [ M) )
R3 R3 t R3
Portanto, pelo Lema 32, a fun¢do em t > 0 do lado esquerdo da igualdade (4.12) é
decrescente, e a fun¢do do lado direito, pela hipotese (g4), é crescente. Isto conclui a
demonstracao do lema. 0

Pelas hipoteses (g1) e (g2), segue que, dado € > 0 e ¢ > 1, existe C(e,q) = C: > 0



Capitulo 4. Uma equaciao de Schrodinger quasilinear com um potencial indefinido. 55

tal que
lg(x,5)| < els| +Cels|? e |G(a,s)| < elsf* + Ccls|™! (4.13)

para todo s € R. Observe que, como 7, € (3,2* — 1], podemos escolher ¢ = 2* — 1 nas
desigualdades (4.13).

Agora, considere o nivel do passo da montanha

— inf T(~(t
¢ = Inf max (v(1)),

onde
I'= {7 S C([()? 1]’H1(R3)); ’7(0) =0e I(’V(D) < 0}

Considere também o valor auxiliar

co = inf max [ (tu).
weHL(RN)\{0} >0
O seguinte teorema, que pode ser encontrado em [18], no Capitulo 4, Teorema 6,

garante a existéncia de uma sequéncia de Cerami no nivel ¢ para o funcional 1.

Teorema 35 Sejam E um espago de Banach e I € C1(E,R). Seja também ¥ um sub-
conjunto fechado em E que desconecta E em duas componentes conexas distintas, F e
Es. Suponha que I(0) =0 e

(1) 0 € Ey e existe « > 0 tal que I|x > a > 0;
(1) existe e € By tal que I(e) < 0.

Entao, I possui uma sequéncia de Cerami no nivel c e ¢ > a > 0.

Usando o teorema 35, podemos provar o seguinte resultado.
Lema 36 O funcional I possui uma sequéncia de Cerami no nivel ¢ > 0.
Demonstracao. Vamos mostrar que [ satisfaz as condi¢oes do Teorema 35. Com efeito,
para p > 0, considere ¥, = {w € H'(R?); ||f(w)| m &3 = p}. Pela propriedade (f), f
é uma fun¢do continua. Entao, ¥, desconecta o espago H'(R?). Mais especificamente,

¥, divide o espago H'(R*) em duas componentes conectas distintas, a saber, ) = {w €
HY(R?); ||f(w)|| sy < p} e By = {w € H'(R?); || f(w)||m(rs) > p}. Pela desigualdade
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de Hélder e de Gagliardo-Nirenberg, temos

) 2/2*
[ @ < 1 e, ([ @i )
1V =l par2(ray 9
e e AN (4.14)

para todo w € H'(R3). Como 0 € E) e, pela propriedade (fs) e pelas desigualdades
(4.13) e (4.14), para w € X, temos

I(w) > % (1 - HV_”%) 3 IV f(w)[2dz + % /R VH(z) £ (z)dz

— € . fA(w)dx — C. /RS | f(w)|?* d. (4.15)

Pelas imersoes de Sobolev, hipotese (V3) e Lema 33, existe uma constante C' > 0 tal que

I(w) > Clf(w)llines) — el f@)lin s — Cellf @)l
> (C —e)p* — Cp*. (4.16)

C—¢

Ce

2¥ =2
Agora, tomando 0 < ¢ < C' e, em seguida, escolhendo 0 < p < ( ) , segue de
(4.16) que

I(w) > (C —¢e)p* — Cep® :=a >0

para todo w € ¥. Assim, I satisfaz (1;) do Teorema 35 com ¥ = 3,. Para provar que /
também satisfaz (Iy), pela propriedade (f3) e Lema 33, existe C' > 0 tal que, se w # 0,

entao

1

I(tw) = 5/ <'Ww|2+v+<x>f2<tw>>dx—1/

3 2
C Gz, f(tw
< éuwrrm)— [ el
R3

Logo, como provamos em (4.9),

V_(a:)fQ(tw)dx—/ G(x, f(tw))dx

RS

I(tw) - —o0o0 quando ¢ — +o0. (4.17)

Portanto, I(tw) < 0 para t suficientemente grande e w # 0. Seja n € C§°(R?) tal que
n#0e0<n(x) <1 para todo z € R3. Aplicando a propriedade (f7), obtemos

1 )7 sy = 12 /RB | (tn) P V| + /RB Ftn)dx > (1) /RS n|*dz.
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De (fs), se t — 400, tem-se
ILf (Em) |71 sy — 400

Assim, podemos tomar ¢ suficientemente grande de forma que tn pertenca a Ey e I(tn)
seja negativo. Tomando e = tn, vemos que [ satisfaz a condigao (I3), o que conclui a

demonstracao do lema. 0

Observacao 37 Observamos que, a fim de absorver a parte negativa V— de V nas
integrais em (4.15), foi necessdrio trabalhar com f(w) ao invés de w, o que implica
uma restrigao em tomar ¢ = 2* — 1 na desigualdade (4.13). Logo, para que o intervalo

(3,2* — 1] em (g2) seja nao degenerado, a restricio na dimensio N = 3 € assumida.

O seguinte resultado garante que toda sequéncia de Cerami para o funcional I em
niveis positivos é limitada. A demonstracao é baseada nas ideias contidas no Lema 4.4
em [8].

Lema 38 Seja (u,) C H'(R3) uma sequéncia de Cerami para I no nivel d > 0, isto é,

quando n — 00
I(up) = d>0 e || I'(un)||(1+ ||un|) = 0.

Entao, a menos de subsequéncia, (u,) € limitada.
Demonstragio. Primeiramente, mostraremos que a sequéncia (f(u,)) C HY(R3) é

limitada. Com efeito, como a sequéncia (u,) ¢ uma sequéncia de Cerami para [ no nivel

d > 0, temos que

1 1

—/ |Vun|2dx + —/ V(x)fz(un)dx —/ G(z, f(uy))dr = d+ o0,(1). (4.18)

2 RS 2 RS ]RS
Considere ¢, = }C/((un)) Por (fs), ||90n||%2(1@3) < Cllu,||* para algum C' > 0. Também

Up,
vale 2f2( )
Unp,
V| = (1 + 1T 2720 2F2(u >) Vu,| < 2|Vu,.

Assim, ¢, € H'(R?) com ||y || g1 (r3) < C|tn]| a1 (r3). Lembrando que (u,,) é uma sequén-

cia de Cerami, segue que

on(1) = I'un)gpn = /R (1+%) VP

JF/R3 V() f*(uy)dz — /}R3 g(x, f(un)) f(up)de.  (4.19)
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1
Calculando (4.18) - 1(4.19), obtemos

d+o,(1) = /R (% _ i (1 + %)) IV 2z +%/R V() £ () dx

+ /R3 (g(x,f(uz))f(un) — G(gj’f(un))) dx. (4.20)

Pela hipotese (g3) e como p > 4, a ultima integral em (4.20) é nao negativa. Logo,

/Rg G a %1 (1 + %)) Vu, [*d + i /R V() f*(up)dz < d + 0n(1),

ou equivalentemente,

1 [V, |? 1
1 / T+ 272 ™ 1 1 / V(@) fH(un)dz < d + 0u(1). (4.21)

Como V f(u,) = f'(u,)Vu, e (f'(u,))? , segue de (4.21) que

T 1+ 2f%(un)
1 1
1 /11@3 |V f(u,)|Pdz + 1 /R3 V() f*(un)dr < d+ 0,(1).

Por (4.14), tem-se

i K“HV”L%) /Rs‘vf(un)|2div+/R3 V*(zv)fQ(un)dx} < d+ o,(1).

Portanto, a hipotese (V3) e o Lema 33 garantem que (f(u,)) ¢ limitada. Por isso, pelas
imersoes de Sobolev e pela desigualdade (4.13) com ¢ = 1, existe C' > 0 tal que

/RS G(z, f(up))dz < 2 (un)dz + C’g/ | f(up)[* dx < C. (4.22)

R3 RN

Aplicando (4.22) em (4.18), temos pela desigualdade de Holder e pelas imersoes de

Sobolev que

1 9 IVl zor2 (s g 2/2
= | Vup|"de < d+0,(1)+C+ ——F—— | f(un)|” dx
2 R3 2 R3

CHV_HU”/2(R3

5 () i ey (4.23)

< dH4o0,(1) +C +
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concluindo que / |Vu,|*dz é uma sequéncia real limitada. Agora, a fim de provar que
3

R
(u,) € limitada, note que, pela propriedade (f7), temos

2 1 2 1 5
/un|§1 ‘Unl dx S f2(1> /|un§1 f (Un)dx S f2(1> o f (Un)dﬂf S C. (424)

Por outro lado, pela propriedade ( f5) e pelas imersoes continuas de Sobolev, existe C' > 0

tal que
1
[ wPde< g [ If)id < )l < C. (4.25)
[un|>1 lun|>1

uma vez que (f(u,)) é limitada em H'(R?). De (4.23), (4.24) e (4.25), concluimos que
(u,) & limitada em H'(R3) e o lema esta provado. O
Recordamos aqui um resultado de existéncia de uma solugao de energia minima para

o problema limite (Py).

Teorema 39 Suponha que (g1) — (g2) sejam vdlidas. Entao, o problema (Ps) possui

uma solugdo positiva de energia minima vy € H'(R3) tal que

Io(v0) = Moo == Inf{I(w); w#0 e I' (w)=0}>0.

A demonstragao deste teorema é baseada nos resultados contidos em [4]. Por questao
de completude, vamos inclui-la aqui.

Demonstracao. Vamos verificar que a funcao

k(s) := f(s)(h(f(s5)) = Ve [(5)), s €R,

satisfaz as condicoes apresentadas em [4], no Teorema 1. Com efeito, temos que k é
continua e, como h(0) = f(0) = 0, tem-se k£(0) = 0. Além disso, em vista que f'(0) = 1,
por (g1), obtemos

K'(0) = f"(0)(h(f(0)) — Vo £(0)) + f/(0)(K'(£(0)) f'(0) — Vs f(0)) = —Vie < 0.
Segue da hipotese (g2) e da propriedade (fg) que
E(s)| ()R ())] | Vool [1(5) 1 (5)] LICIONIVIC

)
s~ s s[>~ [f(s)fm [s[>=H s
(

A(f ()] Is]Z ¢

2*—1 |S|2*—1

0<

PACHIGE
(1)

< C
Os
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quando s — +4o00. Isto mostra que k(s) — 0 quando s — 4o0o. Por fim, precisamos

&o
mostrar que existe § > 0 tal que K(&) := /0 k(t)dt = H(f(&)) — V—;fQ(fo) =

H
(&) (M — E) > (. Mas isto segue diretamente da hipotese (g2), do fato de

f?(&) 2
f(s) = 400 quando s — 400, da propriedade (f3) e de (4.9). Segue o resultado. O

Com o intuito de provar a compacidade, é importante considerar alguma comparacao

entre os funcionais [ e 1.
Lema 40 ¢ < ¢y < My

Demonstragdo. Seja v € H'(R?) \ {0}. Como na prova do Lema 34, existe ¢y > 0 tal
que I(tu) < 0 se t > to para algum ¢, > 0. Considere v, € C([0,1], H'(R?)) dado por

Yu(8) = stou. Temos que

inf I(tu) = inf I(yu(s)).
ueHll(%S)\{O}r?ﬁ)X (fw) uGHll(%3)\{0}sr£[%?(H (1uls)

Desde que 7,(0) =0 e I(7,(1)) < 0, vale que 7, € I e, entao,

. uGHll(%?’)\{O}I?gJX (tu) uer(%s)\{O}sI?[%,}f] () _»lyrelrtem[éa,% (v(®)) =

Isto mostra que ¢ < ¢y. Pelo Lema 34, para w € N, temos w # 0 e, da hipotese (V5),

segue que
ey < max I(tw) = I(spw) < I (Spw) < max Io(tw) = Io(tyw). (4.26)
Agora, do Teorema 39, escolhemos vy € H'(IR?) e observamos que, de (4.26),
¢ < Io(tu,vo)- (4.27)

Como vy > 0 e I’ (vg)vg = 0, segue do Lema 34 que t,, = 1. Assim, de (4.27), ¢ < my
e o lema esta provado. O

O lema seguinte é um resultado padrao.
Lema 41 (Splitting) Seja (u,) uma sequéncia limitada em H'(R3) tal que
I(up,) > d >0 e |[I'(uy)|(1+ ||unl]) — 0.

Entao, a menos de subsequéncia, existe uma solug¢io ug de (P), um nimero k € NU{0},

k fungoes uy,--- ,uy e k sequéncias de pontos (y)) € R3, 1 < j <k, satisfazendo:
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a) u, — ug em HY(R3) ou
b) u; sao solugoes nao triviais of (Pw);

¢) [yl = +o0 e |yl —yL| = 400 i # j;

k

d) I(u,) = I(ug) + Y  Ioo(1j).

=1

Observagao 42 Os argumentos em [10] e [50] podem ser aplicados para se provar o
Lema /1. Tal lema é uma versao da concentracao e compacidade de P. L. Lions [30] e
pode ser encontrada em [43]. Os principais ingredientes sao o Lema de Lions e o Lema de
Brezis-Lieb [5]. A demonstracdo pode ser adaptada de [10], Proposi¢ao 2.31 (veja 2.11 e
2.46 a 2.55 ld). Sob a condi¢ao (gs), desigualdades (4.13), pela regularidade das fungoes
g, G e [ e propriedade (f3), o teorema do valor médio garante um limite uniforme em
RY\ Q com Q CC RY escolhido apropriadamente. No conjunto Q, o argumento depende
da imersio compacta de Sobolev H'(R®) «— LETN(R3), onde 2 < ¢+ 1 < 2°. Neste

sentido, (4.13) e a propriedade (fi0) implicam que, para qualquer q € [, 2* — 1], vale

+1 : .
que | f(s)|9T < 2i|s|%1 com QT < 2, concluindo a demonstra¢do do lema.

Finalmente, apresentamos a prova do resultado principal deste capitulo.
Prova do Teorema 31: Pelo Lema 36, existe uma sequéncia de Cerami (u,) para o
funcional I no nivel ¢ > 0. O Lema 38, por sua vez, garante que, a menos de subsequéncia,
(u,) € limitada e, entao, u, — ug em H'(R3) para algum uo € H*(R?). Se u,, — up nao
fosse verdade, o Lema 41 nos forneceria k solugoes u; € H'(R?) do problema (P,,) tais

que
k

I(un) = I(ug) + Zloo(u,») > kMoo > Moo,

i=1
contradizendo o Lema 40, uma vez que I(u,) = ¢+ 0,(1). Aqui, usamos que I(ugy) > 0.
Este fato é verdadeiro, pois, como u,, — ug, pelas imersoes compactas de Sobolev, temos

I'(ug) = 0. Logo, se py := p/2 > 2, entao

I(ug) = I(ug) — il’(uo)uo = % — i) i |V |*dx
V*(z) fuo)  f(uo) f' (uo)uo d
:% V() Ef(io)f,(“(’)% le2(“0>% dx
o 2
o (P lD IR G flun) ) a
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que se torna pelas propriedades (f3) e (fs) em

I(uo) > %—i)[RﬂVﬂwm%m+4J”@ﬁ%%ﬂdx
1
2

b [ (22 ) o — G o)) )

Pela propriedade (gs3), 9(z,5) > () para todo s # 0. Portanto, segue da propriedade (fg)
que
1 1
fw) = (5= )| [ rpars [ v 2]
LN “
R [ —— d
2 Ml) (o)

+ /( v/ ) Gz, f(uo))> d.

Por (4.14) e pela defini¢do da constantes S e pu;, temos

) = (% - i) [ RS ‘Vf<“0)|2da:+/Rs V*(x)f2(uo)} dx
_ (% _ 2;1) ||V||§3/2(R3) /}R3 )
+ /RS (g(x,f(u:))f(uo) B G(x,f(uo))> .

A hipotese (V3) garante que

1 1 1 1 ||V_||L3/2(R3)
——— | ==z >0
2 2 2m S

Assim, por (g3) e pelo Lema 33, existe uma constante C' > 0 tal que

I(ug) > OHf(UO)H?{l(]W) > 0.

(4.28)

Como I(u,) = c+ 0,(1) e ¢ > 0, up ¢ uma solugao fraca nao trivial de (P). Isto conclui

a prova do teorema.

O



Capitulo 5

Apéndice A

Seja 0B a fronteira do conjunto Bj, onde B; é a bola aberta de centro na origem e

raio 1 contida no espago de dimensao finita gerado pelas fun¢oes ugd (- — y), é1, -+ , Pr.

Lema 43 Vale que

_ m  F(Ru)\ ,
1 m _ —
R1—>oo RN ( 2 (li'U)2 ) wdr 0

uniformemente para u € 0B .

Demonstracao. De fato, para cada R = n € N, considere J,, : 0B; — R a funcao dada

F
por J,(u) = m _ Flou) u?dzr. A continuidade da funcdo F mostra que J, é
9 2

RN (nu)

uma func¢ao continua para cada n. A hipotese (fy) e a equivaléncia das normas || - || e

| - ||z nos fornecem

0 dnlw) = /]RN <E B (nu)? ) w'ds < mHuHiII(RN) <C

para qualquer u € 0B;. Assim, a continuidade do funcional J,, no conjunto compacto
0B, garante que, para cada n, a funcdo .J, assume um valor maximo em, digamos,
u, € 0B;. Considere (u,) a sequéncia destes pontos de maximo. Como ||u,| = 1 para
cada n e o espago gerado pelas fungoes ug (- —y), é1,- -+ , ¢x ¢ de dimensao finita, existe

u € 0By tal que, a menos de subsequéncia,
U, — U (5.1)
fortemente na norma || - ||. Para toda u € 9B, e para cada n,

0 < Jp(u) < Jy(uy),
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o< [ (3 Eoues [ (5 50) o

para toda u e para cada n. Antes de passar o limite n — 00, note que

isto é,

Un(z) = T(z) qt.p. em RV,

Assim, se u(z) # 0, segue que |nu,(z)| — oo quando n — co. Portanto, a hipotese (fa)

garante que

(1 ZOmle) )y 653

2 (nuy(x)? ) "
quando n — oo. Se u(x) = 0, também temos (5.3). Pela convergéncia forte (5.1), existe

uma funcio h € LY(RY) tal que, a menos de subsequéncia,

o< (1o Hlnete)

5 (un (2))? ) (x) < mu;(x) <mh(x) € L*(RY). (5.4)

Por (5.3) e (5.4), o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue garante que

lim (m — F(nun)) wldr = 0.
RN

n—00 2 (nuy,)? "

Logo, fazendo n — oo em (5.2), obtemos

lim m_ F(nu) w?dr =0
n—oo Jpn \ 2 (nu)?

uniformemente em u € 0B7, como queriamos demonstrar. O

Sob as mesmas notacoes do Lema 43, o seguinte resultado é valido.

Lema 44 O limite

lim N (a(:c) B F(:(;,Ru)) Py —

R—o0

uniformemente para u € 0B;.

Demonstracao. Com efeito, para cada R = n € N, considere .J,, : 0B; — R a funcao

F
dada por J,(u) = / alz) _ Fle,nu) u*dz. A continuidade da funcio F' mostra
RN\ 2 (nu)?

que J, é uma funcdo continua para cada n. A hipdtese (f5) e a equivaléncia das normas

|-Ile|l - |lz nos fornecem

a(r)  F(z,nu)\ , 2
0 < Jp(u) = /]RN ( > ) wdr < aollul|pgyy < C
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para toda v € 0B, onde ag = sup, g~ a(x). Assim, a continuidade do funcional J,, no
conjunto compacto 0B garante que, para cada n, a fun¢ao J,, assume um valor maximo
em, digamos, u,, € dBy. Considere (u,) a sequéncia destes pontos de maximo. Como
|lun|| = 1 para cada n e o espago gerado pelas fungoes ug (- —y), @1, -+ , op & de dimensao

finita, existe w € 0B, tal que, a menos de subsequéncia,
Uy — T (5.5)
fortemente na norma || - |. Para toda u € By e para cada n,
0 < Jn(u) < Jn(un),

isto é,

s [ (- Sy L (- St o

para qualquer u € 0B e para cada n. Antes de passar o limite n — 0o, note que
Un(z) = T(z) qt.p. em RY,

Assim, se w(z) # 0, segue que |nu,(x)| — oo quando n — co. Portanto, a hipdtese (f2)

garante que

ola) _ Pl ()
(5 - ) v ¢ >0

quando n — oo. Se u(z) = 0, também temos (5.7). Pela convergéncia forte (5.5), existe

uma funcio h € L'(RY) tal que, a menos de subsequéncia,

o@) @)\ oo oo
o< () Bema b)) ) < i) < ale) € LE®Y). 69

Por (5.7) e (5.8), o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue garante que

lim <a(x) _ H, nun)) uldr = 0.
RN

n—00 2 (nuy,)?

Logo, fazendo n — oo em (5.6), obtemos

lim a(z) — F(z, nu) ulder =0
n—oo Jpn \ 2 (nu)?

uniformemente em u € 0B7, como queriamos demonstrar. O
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