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Nothing in life is to be feared, it is only to
be understood. Now is the time to
understand more, so that we may fear
less..

(Marie Curie)



Poets say science takes away from the
beauty of the stars mere globs of gas
atoms. Nothing is “mere”. I too can see
the stars on a desert night, and feel them.
But do I see less or more? The vastness
of the heavens stretches my imagination -
stuck on this carousel my little eye can
catch one-million-year-old light. A vast
pattern - of which I am a part... What is
the pattern, or the meaning, or the why?
It does not do harm to the mystery to
know a little about it. For far more
marvelous is the truth than any artists of
the past tmagined!

(Richard Feynman)



RESUMO

Neste trabalho, analisamos o efeito Casimir para bésons e férmions em um hiper-
toros para ambos os casos & temperatura zero e & temperatura finita. Mostramos
que, a temperatura zero, existe uma transicao de valores negativos para valores posi-
tivos de pressao que dependem altamente dos parametros de compactificagao. Com o
implemento da temperatura, a baixas temperaturas, uma mudanca na relagao entre
comportamento da pressao e os parametros de compactificacao é observada, embora,
para altas temperatura, devido a predominéancia do termo de radiacao de corpo negro
na pressao, essa mudancga se torna irrelevante. Em seguida, utilizamos esses resultados
para considerar um modelo nao massivo e nao interagente da Cromodindmica Quéan-
tica e estimar a possivel contribui¢ao do efeito de Casimir para a temperatura critica
de deconfinamentos dos quarks.

Palavra-Chave:Efeito Casimir. Topologias Torodais. Dindmica de Campos Tér-

micos. Teoria de Campos. Particulas.



ABSTRACT

In this work we analyse the Casimir effect for bosons and fermions on a hypertorus
for both cases at zero and finite temperature. We find that at zero temperature there is
a transition from negative to positive values of pressure which depends heavily on the
magnitude of the compactification parameters. When low temperatures are considered,
a change in the relation between the pressure behaviour and the compactification
parameters is observed. In contrast, at high energies, due to the dominance of the
black-body radiation term in the pressure, this change becomes insignificant. We
then use these results to consider a non-interacting massless QCD model and estimate
the possible contribution of the Casimir effect for the critical temperature of quarks
deconfinement.

Keywords: Casimir effect. Toroidal Topologies. Thermofield Dynamics. Quan-

tum fields theory. Particles.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho investigamos o efeito Casimir a partir do método da dindmica de
campos térmicos (DCT) considerando férmions e bésons em um hipertoro.

A DCT ¢ um formalismo de tempo real proposto por Umezawa e Takakashi [1]
como uma alternativa ao formalismo de Matsubara [2]| e é estabelecido a partir da
duplicagao do espago de Hilbert original do sistema e tal que a temperatura é imple-
mentada por uma transformagcao de Bogoliubov. O formalismo de Matsubara, embora
frequentemente usado para tratar sistemas em equilibrio nao é em geral adequado para
lidar com processos fora do equilibrio. Assim, para processos relacionados a fisica da
matéria condensada, bem como fendmenos fisicos de altas energias, onde a depen-
déncia real do tempo é crucial, um formalismo de tempo real tem sido demandado
nas ultimas décadas [3-11]. Diante desta necessidade, Schwinger e Keldysh [12-15]
propuseram um formalismo de tempo real construido a partir de elementos do forma-
lismo de tempo imaginario. Um outro formalismo de tempo real proposto, deduzido a
partir de uma teoria de representagao, é a DCT. No equilibrio, estes dois formalismo
de tempo real sdo equivalentes [16]. A DCT, enquanto uma teoria de representacao,
tem sido generalizada para descrever sistemas confinados em hipertoros, e preliminar-
mente aplicada na analise do efeito Casimir para um plasma de quarks (férmions) e

gluons(bosons) [17]. Nosso principal objetivo aqui é aprofundar esta anélise.



Um dos principais resultados da Cromodinamica Quéntica é a previsao da liberdade
assintotica [18-20], propriedade em que, em altas energias, a constante de acoplamento
efetiva se torna pequena, dando origem ao deconfinamento dos quarks. Disto resulta
um novo estado de matéria, o chamado plasma de quarks e glions. Devido a evidéncias
experimentais [17], nas ultimas décadas ha um forte interesse neste deconfinamento,
que esté associado a transicao de hadrons para o plasma de quarks e gltions, ocorrendo
supostamente a uma temperatura de 200M eV [21], segunda calculos em Cromodiné-
mica Quantica na rede.

Neste contexto, o efeito Casimir & temperatura finita para bosons e férmions é de
particular interesse, uma vez que no modelo de sacola de MIT (MIT bag model) [22],
assume-se que quarks e glions estao confinados em uma pequena regiao do espaco, e
o efeito Casimir nessa regiao elucidaria questoes sobre o deconfinamento.

O efeito Casimir tem sido explorado via diferentes abordagens a fim de obter uma
descrigao satisfatoria do fendmeno de deconfinamento [23-27]. Aqui investigamos o
efeito Casimir para bésons e férmions em um hipertoro seguindo uma prescricao an-
teriormente desenvolvida [17], usando o método de campos compactificados baseados
em uma transformagao de Bogoliubov generalizada. A mudanca da func¢ao de Green
devido ao efeito de compactificacao fornecera um meio natural de se calcular o ten-
sor energia-momento renormalizado. Considerando uma topologia geral onde todas
as dimensoes do espaco- tempo estao compactificadas em circunferéncias de diferentes
comprimentos, investigamos a natureza da forca de Casimir, se atrativa ou repulsiva, a
depender dos parametros de compactificagao. Uma das vantagens de se usar o forma-
lismo da dindmica de campos térmicos se da ao fato que podemos separar o propagador
em uma parte sem efeitos de compactificacao e outra devido a compactificacao. Para
razoes praticas, isso significa que os procedimentos de renormalizagao sao resolvidos
de maneira sutil.

Esta dissertagao esta organizada da seguinte maneira. No Capitulo 2, revisamos o



formalismo da dindmica de campos térmicos, introduzindo os elementos basicos para
a construcao da teoria de campos & temperatura finita. No Capitulo 3, também um
capitulo de revisao, campos compactificados sao introduzidos a fim de tratar campos
confinados no espago a temperatura finita. Os dois ultimos capitulos que precedem
nossas conclusoes se referem aos resultados obtidos nesta dissertagao. No capitulo 4,
analisamos o efeito Casimir para o campo eletromagnético em um hipertoro, ambos &
temperatura zero e a temperatura finita. No capitulo 4, exploramos o efeito Casimir a
temperatura zero e & temperatura finita para férmions em um hipertoro e utilizamos os
resultados obtidos para bosons e férmions para considerar um modelo simplificado da
Cromodinamica Quéantica a fim de estudar o papel que efeito Casimir desempenha no
fenomeno de deconfinamento dos quarks. No capitulo 6, as conclusoes deste trabalho

sao apresentadas.



Capitulo 2

Dinamica de Campos Térmicos

Neste capitulo apresentamos uma revisao sobre o formalismo da dinamica de cam-
pos térmicos (DCT), seguindo principalmente a referéncia [17]. Em teoria quéantica
de campos a temperatura finita, dois formalismos tem sido usados na tentativa de se
compreender a fisica de muitos corpos, o formalismo de tempo imaginario, inicialmente
proposto por Matsubara [2] e, posteriormente, extendido de maneira a contemplar a
teoria quantica de campos [28], e o formalismo de tempo real. Com o estudo a fim
de se estender o formalismo de Matsubara, descobriu-se as importantes condi¢oes de
periodicidade (para bosons) e antiperiodicidade (para férmions) do tempo nas fungoes
de correlacao. No formalismo de tempo real, pode-se ainda destacar a abordagem do
"caminho temporal fechado"(closed time path) [15,29-33] e a dindmica de campos
térmicos, baseada em c*-algebras e grupos de Lie térmicos [34-37|, cujos estados tér-
micos sao construidos a partir de duplicamento dos graus de liberdade [38-40]. Esse
duplicamento dos graus de liberdade foi, na verdade, reconhecido com uma caracte-
ristica propria dos formalismos de tempo real - A fungdo de Green nos formalismos
de tempo real é representada por matrizes 2 x 2. Uma consequéncia da condi¢ao de
periodicidade da funcao de Green que iremos explorar nesse trabalho é que essa condi-
¢ao é equivalente a compactificagao do tempo em um circunferéncia de comprimento
B =1/T. Isso corresponde a escrever a teoria de campos em uma topologia S* x RP~1,

onde S! descreve a compactificacdo do tempo na circunferéncia de comprimento 3 e



D — 1 corresponde as coordenadas espaciais. No proximo capitulo, essa prescricao sera

generalizada de modo a contemplar compactificagoes espaciais.

2.1 Espaco de Hilbert Térmico

A média de um ensemble de um operador B em equilibrio térmico é dado por

1
Z(P)

onde Z(f3) é a fungao de partigao, H é o hamiltoniano do sistema e 5 = %, sendo T a

(B) = Tr(e P B),

temperatura. Neste trabalho, adotamos unidades naturais: kg = ¢ = h =1, onde kp

é a constante de Boltzmann, ¢ é a velocidade da luz e A é a constante de Planck.
Procuramos um estado térmico, que denotamos por |0(53)), tal que podemos ex-

pressar o valor esperado de qualquer operador nesse estado de maneira analoga a teoria

a temperatura zero, isso é, tal que

(B)s = (0(3)|Blo(j Ze AEn (n|B|n), (2.1.1)

onde assumimos que

Hin) = Eyn|n)

(nlm) = 6pmn.

Se o estado |0(3)) pertence ao espago de Hilbert H, entao, inserindo a parti¢ao da

unidade, podemos expressa-lo como uma combinacao linear de vetores de H,

Z [n)(n|0(8 an

Sendo assim, o valor esperado do operador B fica dado por

B)s = Zf p)(n|Blm).



Essa expressao quando comparada com a eq. (2.1.1) implica que os coeficientes f(3)

e fm(B) devam satisfazer

F2(8) fn(8) = %e—ﬂffnamn. (2.12)

Entretanto, como f(3) e f,,(3) s@o nimeros complexos, essa relagdo nao é possivel de
ser satisfeita. Isto significa que restrigindo-nos ao espago de Hilbert H, nao consegui-
mos definir um estado térmico tal que a eq. (2.1.1) seja satisfeita. Nota-se que a relac¢ao
expressada pela eq. (2.1.2) é semelhante a relagao de ortonormalidade entre vetores.
De posse dessa observacao, uma maneira de lidar com esse problema é introduzir um
duplicamento do espago de Hilbert, de forma que o espaco de Hilbert extendido seja
dado pelo produto tensorial entre espaco de Hilbert original e sua copia, que deno-
tamos por H, sendo o espago duplicado Hy = H ® #H. Embora a introducao de um
duplicamento do espaco de Hilbert parega um mecanismo artificial implementado ad
hoc, este procedimento é, na verdade, do ponto de vista das simetrias, uma consequén-
cia natural de quando distinguimos e tratamos de maneira cautelosa os observaveis e
os geradores de simetria [17].

Um vetor arbitrario nesse espaco duplicado fica dado entao pelo produto tensorial
|n,m) = |n) ® |m), onde o estado |m) denota a copia do estado |m). Procedendo de
maneira semelhante, mas considerando |0(/5)) agora um vetor do espago de Hilbert

duplicado, temos que

sendo agora o valor esperado,

(B)s = Y _ [1(B)fm(B){n, it| Blm, )



= Zf B)(n| Blm),mm
= Zf B)(n|BIn),

onde o operador B age apenas nos vetores do espago de Hilbert nao duplicado, isso é,

nos vetores sem til,
(n, 1| Blm,m) = (n|B|m)(it|m) = Snm(n|B|m)

Comparando esse resultado obtido para o valor esperado do observiavel B com a
eq. (2.1.1), temos que, de fato, esssa expressao representa a média térmica de um

ensemble se os coeficientes f(3) e f,(0) satisfizerem a relagao

FO8) = 56"

Sendo assim, o estado térmico fica dado por

0(5)) =

\/_Z ~28Bn | i) (2.1.3)

Sendo assim, devido ao duplicamento do espaco de Hilbert, um estado de vacuo
térmico pode ser introduzido.
2.1.1 Regras de conjugagao til

Por razoes que ficarao mais claras adiante, é conveniente definir o seguinte operador:

A

B=B-B. (2.1.4)

O sistema original e o sistema copia (ou til) estao relacionados pelas regras de conju-

gacao til, que explicitamente sao dadas por
1. (AZA])~ — Aizij,

2. (CAZ + A]‘)~ = C*AZ' + A]‘,



Essas regras fornecerao os ingredientes para construgao de exemplos a temperatura

finita em paralelo com a teoria & temperatura zero.

2.2 Osciladores térmicos bosdnicos e fermidnicos

Como um exemplo simples do formalismo de DCT, vamos considerar os oscilado-
res bosonicos e fermionicos, que, mais adiante, serao importantes para introduzir os
campos quanticos termalizados. Os osciladores bosonicos e fermionicos termalizados
sao definidos a partir da duplicagao dos graus de liberdade do sistema. Isso é feito
introduzindo-se os operadores til de criacdo e aniquilacdo, a' e @ e aplicando as regras

de conjugacao til nas relagoes de comutacao usuais da teoria a temperatura zero.

2.2.1 Oscilador bosdnico

A temperatura zero, desprezando-se a energia de ponto zero, o oscilador bosoénico
é descrito pelo Hamiltoniano,

H = wa'a.

O Hamiltoniano para o sistema total, de acordo com a definigao expressa na eq. (2.1.4),

¢é dado por

~

H = wa'a — wa'a.
Os operadores de criacdo e aniquilacdo, a e a' satisfazem a algebra
[a,a'] = 1; [a,a] = [a',a'] = 0,

de modo que aplicando as regras de conjugacao til, obtemos a algebra dos operadores

til de criacao e aniquilacdo a' e a:

[a,a'] = 1; [a,a] = [a',a'] = 0.



Denotamos um vetor da base de Fock como

1
V/n!

onde |0) é o estado de vacuo, de maneira que um estado arbitréario do espago de Hilbert

n) = —=(a')"|0),
duplicado, Hr = H @ H, ¢ dado por

n, ) = mm*)”(a*mo@,

e o estado térmico por,

0 — 7n,6’w/2 ~
0(9) Fz
—nfw/2 1

\/Zw) 2

Com a normalizagao (0(3)|0(8)) = 1, segue que

(ah)"(@""10,0).

e entao

0(8)) =VI—e Py, < (al)(a")"|0,0)
= V1 — e exp e=#/2a" |0, 0). (2.2.1)

Definindo as novas variaveis

coshf(p) = \/ﬁ = u(p)
e—ﬁw/Z
sinh0(5) = —p =v(B),

é possivel reescrever o estado |0(/)) em termos de um operador unitario U(f),

0(8)) = U(8)]0,0),

onde U(B) = e7“¥) e G(B) = —if(B)(aa — afa’). Essa transformacdo, que leva o
estado de véacuo [0,0) ao estado termalizado |0(3)) é chamada de transformacio de

Bogoliubov.
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Através do operador unitario U(f), podemos escrever os operadores térmicos,
a'(B), a'(B), a(B) e a(B), em termos dos operadores de criacdo e aniquilacao, a',

at, a e a:

a(f) = U(B)aU'(B) (2.2.2)
a'(B) = U(B)aUY(B) (2.2.3)
a(f) = U(Bau'(p) (2.2.4)
a'(B) = U@avi(p). (2.2.5)

O significado desses operadores térmicos fica claro ao atué-los sobre o estado tér-

mico, [0(3)),

a(B)[0(B)) = U(B)aUY(B)[0(8))
= U(B)aU'(B)U(B)]0,0)
= U(B)al0,0) = 0.
O mesmo resultado segue para o operador til a, isso é, os operadores térmicos a(f) e

a(f) tem o mesmo significado de operador de aniquilagao, tendo como estado de vacuo

o estado |0(5)). O espago de Hilbert térmico é, entao, gerado pelos estados

1008, a'103)), 10(8), -+, 25— (a (B))" @ ()" -}

Como a algebra é invariante por transformacoes unitarias, entao segue que os opera-
dores térmicos satisfazem a mesma algebra que os operadores nao térmicos, ou seja,

satisfazem as relacoes

[a(B),a'(B)] = [a(B),a'(B)] = 1, (2.2.6)

com todas as outras relagoes de comutacao sendo zero.
E conveniente ainda, devido a efeitos praticos de manipulagao algébrica, escrever

os operadores térmicos como combinagao linear dos operadores nao térmicos. Usando
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a forma explicita do operador U(f3) e as eqs. (2.2.2)-(2.2.5), é facil estabelecer as

seguintes relacoes,

a(B) = u(B)a - v(B)dl (2.2.7)
a(B) = u(B)i - v(B)a! (2.2.8)
a'(8) = u(B)at — v(B)a (2.2.9)
a'(8) = u(B)a' — v(B)a, (2.2.10)

de onde segue que,

a'()[0(8)) = (u(B)a' — v(B)a)|0(5))

:(mmw—“wkﬂmw»

— 1 Al

Aplicando a regra de conjugacao til, obtemos o efeito do operador térmico de

criacao sobre o estado térmico

a'(B)10(8)) = ——a'l0(B)),

1
u(3)
isso é, a menos de um fator de normalizagao ﬁ, o operador a'(3) age sobre o vacuo
térmico criando uma particula. Além disso observamos que aniquilar uma particula

no estado |0(3)) é equivalente a criar um particula til nesse estado, i.e.,

a($)|0(8)) =0
u(B)al0(8)) = v(B)a’|0(5)).

Invertendo as relacoes dos operadores térmicos dadas acima, podemos escrever os

operadores nao térmicos em termos dos operadores térmicos, resultando nas relagoes
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a = u(B)a(B) + v(A)a (8) (2.2.11)
i = u(B)a(B) + v(B)al(8) (2.2.12)
a' = u(B)a (8) + v(B)a(3) (2.2.13)
it = u(8)a(8) + v(B)a(B). (2.2.14)

Notemos que, se definirmos um dubleto como

(1)

entao, podemos escrever os operadores térmicos simplificadamente na forma matricial,

onde

2.2.2 Osciladores fermionicos

Para férmions, consideramos H = wa'a tal que os operadores de criacdo e aniqui-

lagao satisfazem as relacoes de anticomutagao
{a,d'} =1; {a',a'} = {a,a} =0,

de onde segue que o espago de Hilbert é gerado apenas pelos estados |0) e |1), ja que
o operador niimero N = a'a tem autovalores 0 ou 1.

Procedendo de maneira analoga ao sistema bosonico e fixando escolhas de forma que
as regras de conjugacao til sejam consistentes, os operadores til de criagao e aniquilagao

satisfazem

{a7dT} =1 {aT’aT} ={a,a} =0,
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sendo o espago de Hilbert duplicado gerado pelos vetores |0,0) [0, 1) |1,0) |1,1). Para

o estado térmico |0(3)), temos que

08) = —e 32, )

_ 1 0 —Bw/2|1
1 ~
= 1+ e 22q150 0,0),
! )0.0)

onde usamos o fato que |1,1) = at@f|0,0). A condigdo de normalizacio (0(3)[0(8)) = 1

fixa Z(8) =1+ e de modo que

—_

10(B)) = W(l + e ™/241a1)|0,0). (2.2.15)

O valor esperado do operador ntumero N no estado |0(5))

1
N = (0(B)|N|0 = —
<N > OBINIOB) = T
nos da a conhecida distribuicao de Fermi.
Como no caso bosonico, definimos novas variaveis,
(8) = cos() = —— (22.16)
U = cos(l) = ——— 2.
V14 e b
1
v(B) = sin(f) = ——— (2.2.17)

V1 + ethe’

consistentes com a relagao
sin? @ + cos? 0 = u(B)* +v(B)* =1,
de modo que agora podemos reescrever o estado |0(5)) como
0(8)) = (cos® +sinfa'a')|0,0).

Observando que

(aa — a'a’)®™ = (—1)"|0, 0)
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e expandindo as fungoes sin 6 e cos 6 em série de Taylor, podemos escrever |0(5)) como

uma transformacao unitaria do estado |0,0):

0(8)) = U(8)]0,0),
onde, como no caso bosonico,
Up) =ec,
com
G = —if(aa — a'a’).

Seguindo a prescri¢ao do caso bosonico, introduzimos os operadores térmicos atra-
vés da transformagao unitaria U(f), obtendo aqueles mesmos operadores dados pelas

egs. (2.2.2)-(2.2.5). Atuando os operadores a(f3) e a(f) sobre |0(3)),
a(B)|0(8)) = U(B)aU'(8)U(8)[0,0) =0
ABE) = U BUB)0,0) =0

concluimos que |0(3)) é o estado de vacuo para os operadores térmicos a(f) e a(f3).
Sendo assim, podemos escrever o espaco de Hilbert térmico, gerado pelo seguinte

conjunto de estados

{10(8)), a'(8)l0(5)),a' (8)]0(8)), a' (B)a' (8)[0(5))}

A transformacao U(f) induz a seguinte transformacao dos operadores de criagao e

aniquilacgao:
a(f) = u(Ba—ov(B)a (2.2.18)
a(3) = u(B)a+v(B)a’ (2.2.19)
a'(B) = u(B)a’ —v(B)a (2.2.20)
a'(B) = u(B)a' +v(B)a. (2.2.21)
Como a e a' ndo pertecem a algebra térmica, podemos fixar @ = —a de forma a manter

as relacoes acima consistentes com as regras de conjugacao til.
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E interessante notar que,

u(B)al0(8)) = v(B)a'0(8)), (2.2.22)

que significa que aniquilar uma particula no vicuo térmico é equivalente a se criar
uma particula til. Agora também fica claro a razao pela qual definimos o operador tal
como na eq. (2.1.4). Como podemos ver, os operadores térmicos sdo autovetores de
H=H-H.

Usando as eq. (2.2.18)-(2.2.21), podemos escrever a representacao matricial para

os operadores térmicos

onde

v(B)  u(p)

Expostos os ingredientes basicos da DC'T', procedemos para a construcao da teoria

B(S) = ( u(B) —v(B) ) |

de campos a temperatura finita.

2.3 Propagador no tempo real e tempo imaginario

A fim de obter o propagador, vamos tomar como ponto de partida o campo escalar
e derivar o propagador térmico no formalismo de tempo real e ver de que maneira
se conecta com o propagador no tempo imaginario. Ao longo desse trabalho vamos

adotar a métrica (+, —, —, —).

2.4 Campo escalar térmico

A densidade de lagrangiana para o campo escalar térmico na presenca de uma fonte

externa é dada por
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1 1 |
= 50u00"0 — om?¢* + T = 50,00"0 + om*¢” — Jo.

Definindo o momento canonicamente conjugado

r(e) = OL(6.99)
09

a(e) = OL©6.96)
z

podemos escrever a densidade de Hamiltoniano,

~

H = H-H
= SR (VP g Jp— SR — (VO — T — 4 T,
As relagoes de comutacgao dos campos sao dadas por
[o(t,x),m(t,y)] = ib(x—y) (2.4.1)
[o(t,x), 0(t,y)] = [n(t,x),7(t,y)] = 0. (2.4.2)
[6(t,%),7(t,y)] = i6(x — y) (2.4.3)
[6(t,x), 6(t,y)] = [x(t,x), 7(t,y)] = 0. (2.4.4)

Os campos térmicos sao introduzidos, como antes, a partir da transformacao de

Bogoliubov. Entretanto, temos uma transformagao de Bogoliubov definida para cada

um dos infinitos modos, isso &,

U(p) = exp {Z O(8)[al (k)al (k) — a(k’)&(k)]} :

O espacgo de Hilbert é gerado a partir do vacuo térmico por vetores do tipo

[al (ks B)]™ -+~ [a¥ (kags B [a " (ks B)]™ - - - [a " (kv B)]™10(B)),

onde

0(8)) = U(8)]0,0) (2.4.5)



17

10,0) = (X) [0, 0). (2.4.6)
k
Introduzindo os campos termalizados, podemos calcular o propagador térmico para

o campo escalar usando o vacuo térmico |0(3)). Para os campos ¢ e 7, temos

Aplicando a regra de conjugacao til, obtemos para as variaveis til

Sy = [ (d—’“ L (aths B)e e + (ks )

273) 2wy,

7?(;1;; 5) = / (;l:z) %[&(k; B)eikw _ dT(k:; ﬁ)efikm]'

Invertendo essas relagoes, isso é, escrevendo os operadores de criagao e aniquila-
¢ao térmicos em termos dos campos, e usando a invariancia dos operadores térmicos
por transformacao de Bogoliubov, podemos usar as relagoes dadas pelas eqs. (2.4.1)-
(2.4.4) para obter as relagoes de comutacao para os operadores de cria¢ao e aniquilagao

térmicos. Como resultado, temos

[a(k; 8), al(k; B)] = (2m)*2kod (k — k')

[a(k; 3),a' (k; B)] = (2m)32ked (k — K)

com todas as outras relagoes de comutacao sendo zero.

Para o propagador térmico, temos

Go(x —y; 8) = —i(0(F)[T(x)b(y)[0(5)),

onde “T” é o operador de ordenamento temporal,
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(0B)ITo()o(y)I0(B)) = 0(z" —y")(0(B)lo(x)e(y)]0(B)) + 0(y" — 2°)(0(B) |6 (y)d(x)|0(B))

= 0(z" —y")g(@ —y; B) + 0(y° — 2)g(y — = 8),
onde denotamos g(z — y; 8) = (0(5)|o(z)d(y)[0(B)), e

0, 2°—4°<0
(2" — ") = vy . (2.4.7)
1, 29—4°>0

¢ a funcao degrau. Calculando g(z — y; 5) temos,

Bk 1 . .
l’—y ﬁ |/ zkx+aT(k>€zkz]

27) 32w

< <§£32—;[a<p>e ™ 4l (p)e™]|0(8))

- / (;lﬂljs (5733 261% 2i)p ((0(5)|a(k’)a(p)|O(ﬁ)>e—i(kx+py)+

+{0(B)la(k)a’ (p)|0(B))e P
% (0(B)la’ (p)a(k)|0(3))e" ™) + (0(8)|a (k)al (p)|0(5))eE+7)

Precisamos escrever cada operador de criacao e aniquilagdo em termos de seus
equivalentes térmicos. Utilizando as relagbes dadas nas eq. (2.2.11), temos para o

primeiro termo,

(0(B)]a(k)a(p)0(B)) = (0(8)|(u(k; B)a(k; B) + v(k; B)a' (k; )
x (u(p: Ba(p: B) + v(p: Bt (p; 5))[0(8))

=0,
ja que
a(p)0(B)) = 0,

a(k; B)a' (p; )10(8)) = a'(p; B))al(k; B)|0(8)) =0
(0(B)la’(k;8) = o.



Para o segundo termo,

0(8)]a(k)a’ (p)|0(8)) = (0(8)|(u(k; B)a(k; B) + v(k; B)al (k; B))
x (u(p; B)a' (p; B) + v(p; B)a(p; 8))[0(5))

= u(k; B)u(p; B)(27)*2kod(k — p).
Para o terceiro,

0(8)]a’ (k)a(p)|0(83)) = (0(8)|(u(k; B)a’ (k; B) + v(k; B)a(k; B))
x (u(p; B)a(p; B) + v(p; B)a' (p; £))|0(3))

= v(k; B)v(p; B)(27)°2kod (k — p).-

Para o tltimo,

(0(B)]a’ (k)a' (p)|0(8)) = (0(B)|(u(k; B)al(k; B) + v(k; B)a(k; B))
x (u(p; B)al(p; B) + v(p; B)alp; 5))|0(5))

=0.

Com esses resultados, temos para g(x — y; )

[k & 11
glz—y; ) = / T ) 2 2wp(2ﬂ)32k05(k —p)

x (u(k; B)u(p; B)e~ ke=rv))

+ v(k; B)v(p; B)e'Fr)

19
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o que leva ao propagador

3
iGofe = 93) = [ g fa® =) (03 (hsB) + e ) 02k e )

3k ‘ |
+ / (271')3 Q—;Q(yo _ xo) ((UQ(]{; B) + 1)€—zk(y—m) + U2(k’; ﬁ)ezk(y_m))

Pk 1 0 0y —ik(z—y) 0 0\ ,—ik(y—x)
— (27)32—%(9(1' —y)e +0(y" —x")e )

Pk 1, ) 0 0\, —ik(z—y) 0 0\ —ik(y—z)
+/(27T)32_wkv (k: ) (=" = 3)e 00" - e )

Bk 1 2/1.. 0 0\ ik(z—y) 0 0\ ik(y—x)
+/W2_ka (ks B) (0(2° — y*)e* =) 1 g(y° — %))

Pk 1 0 0\, —iwg (29—14°) 0 0y iwg (20 —y0) ik-(x—y)
— 2r) 2n ((9(95 —y)e +0(y" —x)e ) e

3k 1 9 0 0 : 0_,0 ; 0_,0 ;
. _ —iwg (z—y?) 0 _ .0\ iwg(z®—y?) ) _ik-(x—y)
+/ (2m)3 kav (k3 ) (9<I y e T 0(yT — et >€ Y

_|_/ d3k L,UQ(]{;. B) (0(1.0 o yO)eiwk(a;O—yO) + e(yO . xO)e—iwk(azo—yO)> e—ik-(x—y)
27 20 ’

onde na tltima igualdade, fizemos a mudanca de variavel k — —k no segundo termo

de cada soma. Usando a representagao integral da fungao €, obtemos

Ak e—ikl@—y) ) dk e tk(z—y)
o _ kL
Go(z —y; B) Z(/(2ﬂ>4k2_m2+i€+v( ’5)/(27r)4/{:2—m2+2'6

dAk efik(xfy)
2(L.
v (k’ﬁ)/ (2m)* k2 —m? — 2'6)

N / %ei’““wam + / élwl;e““”’v?(k; B)[Golk) — Gi (k)]

Em notagao simplificada, podemos escrever

4
Go(z —y; B) = / %e“ﬂ(wy)@o(/{; B), (2.4.8)

onde
Go(k; B) = Go(k) + v*(k; B)[Go (k) — G5(k)].

Usando a definigao de 6(z):

5(1-)—nmi{ L2 1 (2.4.9)

e—02m1 |x — 1€ x + 1€
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podemos ainda escrever
-1 1
2 2. 12 2 _
k? —m?2+1e k> —m?—ic

= 2mid(k* —m?)

Go(k) — Gy(k) =

E entao,

Go(k, B) = Go(k) + 2miv?(k; B)3 (K — m?).

Este resultado é interessante, pois isola totalmente no propagador a dependéncia da
temperatura.

Vamos agora deduzir uma relacao fundamental na teoria de campos térmicos. Es-
crevendo o propagador da DCT e utilizando a representacao de Heinsenberg para os

campos, temos

Go(z —y; f) = —i(0(8)T[o(x, 1), ¢(y, 1)]|0(5))
=—iIr ! e PH X
— it { e T 0,001}

i Ty x,t)e et o BH
Z(ﬁ)T {T[p(x,1) o(y,t)e "]}
= —1 L r x. t)e PH it (t=iB) o i (t=iB)
Z(B)T {T[¢( 1) o(y) ]}
——’L'L r e—BH .y x
= —igogy I {6yt — i8)o(x. 1)}, (2.4.10)

onde usamos a propriedade ciclica do trago. Essa relacao é conhecida como relacao
de Kubo-Martin-Schwinger, ou relacao de KMS. Isso significa que o propagador é
periddico no eixo do tempo imaginario, com periodo 5. A fim de se satisfazer a

relacao de KMS, apenas valores discretos para a frequéncia sao permitidos,

2mn
Wn = —,
g
para boésons e
2m(n+1/2)
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para férmions, onde n € Z. Essas frequéncias sao conhecidas como frequéncias de
Matsubara, embora essa relacao entre o inverso da temperatura e o tempo imaginério
tenha sido primeiro notada por Bloch [41].

Sendo assim, também podemos escrever o propagador como

—ikn-x

Golw =y, 8) = Z/ 23 k2 — m2+ze

onde k, = (k2 k). Esse tltimo propagador é o propagador do formalismo de tempo

imaginario. Sendo assim, observamos que existe uma conexao entre o propagador
do formalismo de Matsubara e o propagador de DCT, dado pela eq. (2.4.8). Essa
conexao ¢ estabelecida partindo-se de aspectos topologicos e considerando as condi¢oes
de periodicidade da funcao de Green. Isto seré explorado no préximo capitulo.

Introduzindo a notacao duplicada,

temos para o propagador térmico,

Gz —y; 8)® = (0,0|T[¢(x; 8)*¢(y; 8)"10,0)

onde G(k; B)® = B~ (ko)Go(k)*B(ko), e
5o ( u(B)  —v(B) )
~u(8)  u(p)

—— 0
Go(k)ab — k 778 +ie L .

k2—m?2—ie

com

Usando essas defini¢oes, podemos escrever as compenentes de G(k; 3)®

1
k2 —m?2 + e

G(k, p)" = — omin(ke)d(k* — m?),
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—1
k2 —m?2 +ie

Gk, B)'2 = G(k; B)2* = —2ri[n(ko) + n (ko) Y25(k? — m?),

G(k,p)* = —2min(ko)d(k* — m?),

onde n(ky) = v(B)? estéd relacionado a estatistica de Bose-Einstein via

ebw

n(ko) = vr(B)

Tl e B

Alguns aspectos desse resultado devem ser destacados. Primeiro, o propagador ad-
quire uma estrutura matricial de duas dimensoes. Esse é um aspecto que foi obser-
vado como caracteristico das teorias térmicas de tempo real e sao usualmente referidos
como duplicamento dos graus de liberdade. Também, a funcao de Green a tempera-
tura finita se separa em uma soma de dois termos, um independente da temperatura,
correspondendo a funcao de Green da teoria a temperatura zero, e outro termo que ex-
plicitamente depende da temperatura, preservando a mesma estrutura do propagador

na abordagem de Schwinger-Keldish, diferindo apenas nos termos nao diagonais.

2.5 Campo de Dirac Térmico

A teoria para campo de Dirac térmico é construida de maneira analoga ao campos
de Klein Gordon térmico. A densidade de lagrangiana para o campo de Dirac térmico

na presenc¢a de uma fonte externa é dada por

L=L-L
= SP@l 1T —m(e) +()() + D)
— SP@IET i~ m?Y(a) + ()P + )i,

A partir da densidade de lagrangiana, definindo a densidades de momentos cano-

nicamente conjugados associados aos campos (z) e ¥ (z),

_%_Z‘ Ty
"(0) = 5y =W
Fa) = 25 = _ili(a)

o0
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podemos escrever o Hamiltoniano H,

= / Az — / i (2)0(x) — £lds

/[71’(:[‘)1/}(5(]) - L - %(a:)zﬁ(m) + Lld*z.

A teoria de campos é introduzida impondo-se as relagoes de comutagao a tempos

iguais

{o(x,1), m(x, 1)} = i0(x —y) (2.5.1)
{¥(x0),9(x, 1)} = {m(x, 1), 7(x, 1)} = 0 (2.5.2)
{W(x, 1), 7(x,1)} = —id(x — y) (2.5.3)
{W(x,1), 6%, 6)} = {¥(x,1), (1)} = 0. (2.5.4)

Como no campo escalar, os operadores térmicos (z; 8) e m(x; 3) sdo introduzi-
dos a partir da transformacao de Bogoliubov, existindo agora uma transformacao de
Bogoliubov para cada um dos modos do campo, de modo que para (z; 3) e 7(x; 3)

expandidos em modos, ¥(x; ) e 7(x; B) ficam definidos pelas relagoes

U(w; B) = U(B)e(x)U~(B)
m(x; B) = U(B)m(x)U~(B),

onde

U(B) = exp {Z{Qc,k[cf(k‘)@*(k) — c(k)E(k)] + Oapld (k)d (k) — d(k‘)d(k)]}} :

e c(k) e d(k) sdo operadores de aniquila¢do para particula e antiparticula, respectiva-

mente, e 0,045 sao definidas através das relacoes

] 1
sin O, = ve(k, B) : 02 (k, B) = Ay 11
1

sin g = va(k, 8) : vi(k, B) =

Y

eBlwrtha) 41



25

onde i, e fiq s30 0s potenciais quimicos e v2(k, 3) e v3(k, 3) sao, respectivamente, as
fungoes de distribuigao de particulas e antiparticulas, satisfazendo as relagoes v2(k, 3)+
w2k, B) = 1 e v3(k, B) + ud(k, B) = 1.

Como a algebra ¢ invariante por transformagoes de Bogoliubov, os campos térmicos
também satisfazem a dlgebra dada pelas eq. (2.5.1)-(2.5.4).

O espacgo de Hilbert é gerado a partir do vacuo térmico pelos vetores

(e (key; B)]™ + - [dF (ks B)]™ [&F (s B)]™ - - - [d T (Kevs B)]™¥[0(B)),

onde n;,m; = 0,1 ¢ [0(8)) = U($)]0,0) com |0,0) dado pela eq. (2.4.6). Expandindo

os campos em modos e aplicando a regra de conjugacao til,

¢(9€,5) = / (;lﬂk):?)wmk Z[Ca(/{,ﬁ)u( )(]{)e*ka + dl(k;ﬁ)v(a)(k)elkx]
@( 75) = / (;Zﬂl;):; Z[ L(k’,ﬁ)ﬁ(a)(k)eikx + da(k’;ﬁ)f}(a)(l{?)e—’km]
Fai) = [ T a0 + s ) ()
0w = [ G >_[ek ks B)a ) ke dahs )0 (e,

podemos inverter essas relagoes para escrever os operadores de criagao e aniquilacao
em termos dos campos e usar as relagoes dadas nas egs. (2.5.1)-(2.5.4) para os campos
térmicos para obter as relagoes de anticomutagao entre os operadores de criagao e

aniquilagao. Isso resulta nas seguintes relacoes:

{calks 5), LK 8)) = (dalks ), ) (K 5)} = (2m)* 2250k ~ 1),
{alks ), 8L 5)) = (a3 ). L (K )} = (2m* 2250k — K)o

As relagoes para os operadores térmicos de criacao e aniquilagao em termos dos

operadores nao térmicos obtidas nas egs. (2.2.7)-(2.2.10) sao ainda vélidas aqui no
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contexto do campo de Dirac, com excecao que agora temos dois tipos de operadores
de criagao e aniquilagao, um associado a particula e outro & antiparticula, fazendo-se
necessario a introduzacao de um indice de spin. Incorporando o indice de spin no

modo k com esse entendimento, explicitamente as relagoes sao

c(k; B) = up(k; B)e(k) — vp(k; B)E (k)
d(k; B) = up(k; B)d(k) — vy(k; B)d' (k),

ou invertendo,

c(k) = uc(k; B)e(ks B) + ve(k; B)&t (ks B) (2.5.5)
d(k) = uq(k; B)(k; B) + va(k; B)d' (k; B). (2.5.6)

Consideramos agora o propagador térmico para o campo de Dirac, definido por
iSo(x —y; 8) = 0(2” — y°)(0(8) ¢ () (y)[0(8)) — O(y° — 2°)(0(B)[¢(y)¥(x)[0(5))-

Como no caso do campo de Klein Gordon, escrevendo os campos explicitamente e

utilizando as egs. (2.5.5) e (2.5.6), achamos que

So(x —y; B) = (iv - 0+ m)Go(z — y, B), (2.5.7)
onde,
Go(r —y; 8) = /%e”k(x‘y)%(k;ﬂ),
com

Go(k; B) = Go(k) + v*(k; B)[Go(k) — G5 (k)]

Embora essa fungao de Green tenha a mesma estrutura da fun¢ao de Green para o
campo escalar, dada pela eq. (2.4.8), devemos lembrar que aqui temos a fungao de

distribuiao de fermions v? 4(k, 3).
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Os resultados obtidos neste capitulo podem ser utilizados para a analise topologica

das teorias de campo a temperaturas finitas. Isto seré revisto no capitulo seguinte.
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Capitulo 3

Campos Compactificados

Nesse capitulo efeitos de compactificagao no espago-tempo sao analisados. O princi-
pal resultado nessa anéalise é que uma teoria quantica de campos a temperatura finita é
equivalente a uma teoria de campos escrita em uma topologia I'Y, = Sl xSz x ... x RP~4,
onde d corresponde ao nimero de dimensoes compactificadas, D corresponde & dimen-
sao da variedade e St ¢ a circunferéncia cujo comprimento é L;. O efeito de tem-
peratura é implementado via compactificacao do tempo em uma circunferéncia cujo
comprimento é 3. As equacoes de campo locais escritas em um espaco de Minkowski
nao sao alteradas pela estrutura topologica do espaco-tempo. Embora as equacgoes
de campos sejam preservadas, quando campos quantizados em topologias nao trivias
sao considerados, condi¢oes adicionais similares a condi¢oes de fronteira sao impostas.
Como consequéncia, alguns fenomenos fisicos altamente dependentes de condigoes de
fronteira surgem. Esse é o caso do efeito Casimir e das transicoes de fase, onde no
ultimo, a temperatura critica de transicao depende dos parametros de compactifica-

¢ao [17]. Ambos os casos serao considerados nos proximos capitulo.

3.1 Compactificacao do tempo

Vamos considerar primeiro o caso da compactificacao no tempo, i.e., na direcao de

2°. Considerando uma variedade quadridimensional, o caso em questao corresponde a
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ool gl 3 14 o o A : _ 1
topologia I'y = §* x R”, onde S* ¢ a circunferéncia de comprimento = +=.

A condic¢ao de KMS na eq. (2.4.10) estabelece seguinte rela¢ao de periodicidade na

fungao de Green,
Gz —y; B0 = 0= G(z — y; B)|lao=—is.

E conveniente escrever G(x — y; ) em termos da funcdes G~ (x — y; ) e G<(z — y; )

de tal maneira que
Gz —y; ) = 02" = y*) G~ (x — y; B) + 0(y° — 2°)G=(z — y; )
Da condicao de periodicidade, segue que

G<(95 - Y 5)|x0:0 = G>(9U - Y 5)|y0:—w,

com

Na representacao de Fourier, devido a periodicidade da fungao de Green, temos que

JR— 1 _
Gz —y;8) = — ——e PTG (py; 3.1.1
(z —y; ) i nz_:oo/ 2 (pn; B), (3.1.1)
onden=0,£1,--- e
([ 2mn
p=\5P
e
1
G(pn; B) = -
sendo pg, = 2_”—12 a frequéncia de Matsubara. Invertendo a relagao dada pela eq. (3.1.1),
temos

G(pn; B) = / dxo/d3xezpn(w—y)g($ —y: B),
0

que também podemos escrever como

—iB
G(p; B) = /0 d““"o/ e CVC (@) (31.2)



para y° = 0. Escrevendo a transformada de Fourier de G(z — y; 3), temos

Gp;B3) = /d4xeim9(m0)G>(m;B)+/d4xeim9(—x0)G<(x;/B)

= G(p;B) + G*(p; ).

Escrevendo

G>(x;ﬁ) = / (;lﬂz;4eipxé>(p; B)

e usando a representacao integral da funcao 6,

1 eixo‘r
0(2") = dr

i T — i€’

podemos calcular G*(p; ) e G%(p; 3). Temos assim,

_ > k:
G1<p7 6) — /d4 /de4kez(p k)x m: T ( aﬁ)
497 T — 1€
- ( )2 /dﬂ?odkodTe (K0 —p"—r)z® GZ (k% Pt 7, p?)
2(m)* 2e T — 1€
_ i/d_/fOG>(/<°,p1,p2,p3)
2r  p¥ — kO 4 e
[§
_ 1 G=(k;
G2(p, /8) _ . /d4 /de4kez(p k)x —za:o'r ( 6)
4 2mi T — i€
_ /dxodkOdTe —p° +T)$OG (k 7p p p)
2( )2 2i T — i€

E a transformada de Fourier fica dada entao por

Glp: ) = /dk°G>(k‘“ 0% Z/d_/foé<(k°,p1,p2,p3)
’ 2 pO — kO + de 2 p0 — k0 —ie

Note que a condicao de periodicidade impoe que
G=(2°,x; 8) = G7 (2" — i, x; B),

que podemos ainda escrever como

30

(3.1.3)

(3.1.4)
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L0 (=)™ o
0 . Q) — 0 .. ) :
G¥(a 33 B) = 6 (a3 B) + (18) 5 5G7 (a6 ) - o 6P (0,36 )
= e PG (2 x B),
o que, na representacao de Fourier, nos leva a
G<08) = [ deerGi(wiL)
= /d4xeipxeiﬁ8°G>(x;B)
_ 1 4,. 341, ipx —iB0o ,—ikx /> (..
_ /(2w)4d wd kP B0 ik G (£ )
— 1 4., 741, ipx s <_2580)n —ikz > (1.,
— /—(27T)4d xd ke (1 + (—iB0y) + T e G (k; B)
_ 1 4, 741, i(p—k)x ,—Bko /> (1..
— /—(27T)4d xd ke e PG (ks B)
= G (p ).
Definindo
1
fs(po) = B0 — 1 (3.1.5)
podemos escrever
G<(;;B) = [fa(po)Alp; B) (3.1.6)
GZ(p:B8) = [fs(po) + 1 A(p; B), (3.1.7)

e entdo, a eq. (3.1.4), em termos dessa defini¢ao, fica dada por

G(p /8) _ @/d—kO [f/j(k()) + 1]A(k’o,p1,p2,p3;5) . fﬂ(k:D)A(k07p1ap2ap3;B>
’ 2 PO — kO + e p0 — KO — e
[ dk® [ A(ko, p1, 2, ps; B)
= Z/% { O J3(ko) A(ko, p1, 2, ps; )

1 1
. {po—k0+i6_p0—k0+z‘eH
dk® A(k : dk0
:Z/— ( 07p17p27p375)+i/

o p0 — kO + e %(—QWi)fB(kO)A(k’o,pl,pz,p:a;5)5(290 — ko)

. Z./d_koA<k07p17p2ap3;B)
2w pO — kO + e

+ f5(po) A(p)- (3.1.8)
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Ainda precisamos achar a forma explicita da func¢do espectral A(ko, p; 5). O meio
de atingir esse objetivo é usar a fungao conhecida G(p,;f) e extendé-la para uma
fungao continua G(p; 3). Calculando explicitamente G(p,; §) a partir da eq. (3.1.2) e

usando a eq. (3.1.3), temos

—if3 ) d4k o
G(pn; B) :/ dwo/dledatgdxgew"“”/—e_”mG>(k;B)
0 (2m)*
—if d4k .
:/ dxo/dxldx2d$3—4(fg(ko) + 1) A(k; g)e i k=pn)e
0 (2m) A
d*k 17273 0 —i(pn—k)x —ih 0_i(p0 —k0)a0
= o )4dx drdz[fs(k°) + 1] A(k; B)e™" P da e P =T
n 0
d*k 17,273 0 —i(pn—k)-x — i(p9 —k9)B
= (27T)4dl' de=dz”(fz(k°) + 1) A(k; B)e m[e ™ —1].
Entretanto,
2mn
0 _ -
pn - _257
e entao
7 A(ko,p
G(pn: 8) = %/dk‘oﬁ (3.1.9)

A continuagao analitica de G(p,; ) — G(p; 5) nos da

J A(ko, P;
o) = 5 [ ar 2 5B,

e entao, usando a defini¢ao de Gy(p), onde agora p° ¢ uma variavel continua, podemos
achar a funcao espectral A(ko, p; ). Temos que

Go(p) = %

27
Dy wp

de modo que

Go(po + i€, p) =

-1 ,/dl{;o A(ko, p)

o Rkl By
€
) —1 . dk,O A(k(bp)
Go(po — i€, p) = RE—w—is ) 2w P -k —ic



Calculando a diferenca, obtemos

1

1

Go(po + i€, p) — Go(po — te,p) = /—A ko, P) [

dko ]
_ / A(ko, p)(—=270)8(po — ko)

Por outro lado,

-1 1

Go(po + i€, p) — Go(po — i€, P) = » — w2t id +p3 — w2 —1id

= 27i6(ps — wf)),

i.e, a funcao espectral é dada por

A(p) = 2mid(pg — wy)-

0 — k0 +4e  p0— kO — e
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Podemos usar a funcao espectral para obter a representacao de Fourier da func¢ao de

Green. Substituindo esse resultado na eq. (3.1.8), temos

a0 O(kE — w?
6. =i [ B o) S gy

Usando a identidade

5@ — o) = ﬁ[m )+ b+ )

obtemos, depois de um pouco de algebra,

G.B) = ———t Fa(po)A(p)

— W2
Dy — wp, t e

= Go(p) + fa(po)[Go(p) — G5(p)],

onde a fungao f5(po) é reescrita como f5(pg) = > o (e7PP)". E, finalmente, podemos

escrever

Gla—yp) = [ (ng];‘) (Go(p) + F5(p0)[Golp) — G5 p)])-

(3.1.10)
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A partir desse resultado podemos observar que todo o efeito topoldgico da compactifi-
cagao se encontra separado da contruibuicao do espaco plano. Além disso, o efeito de
temperatura introduzido via o formalismo de Matsubara é equivalente & teoria escrita

na topologia S! x R3, cujo comprimento da circunferéncia é /3.

3.2 Compactificacao espacial

Vamos considerar agora o caso de uma compactificacao espacial, i.e, I'} = S! x R3,
com a compactificagdo ao longo de x1, com comprimento de circunferéncia de S; igual

a L,. Para esse caso a fungao de Green satisfaz a seguinte condi¢ao de periodicidade
G(2° 2t 2% 2°) = G(2°, 2 + Ly, 2%, 2%) = G(z + Limy), (3.2.1)

onde ny = nf = (0,1,0,0). A condigao de periodicidade em z; implica que 0 < z < 4
enquanto que outras variaveis correm no intervalo (—oo, +00). A andlise que aqui sera
conduzida para uma compactificacao espacial seguird os mesmos passos do caso para
a compactificacao no tempo.

A expansao de Fourier da fungao de Green satisfazendo a condi¢ao na eq. (3.2.1) é

dada pela seguinte expressao:

o0

1 1 )
— ay- - —ipn (z—y) .
Gr —y; L) = I n;m Gn)? /dpodedpge Pl G (pn; L), (3.2.2)
onde
2mn
Pn = (po, L_l’pQ’pg)’ (3.2.3)
e
—1
G(pn; Ln) = pra—

Invertendo a eq. (3.2.2), temos que

L
G(pn; L1) :/ d:z:l/dxod:vgdxgeip"(”_y)G(x—y; Ly).
0
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Escrevendo o propagador em termos da funcao degrau, temos

Gz —y; L) =0(z' —y" )G (x —y; L1) + 0(y' — 2" )G~ (x —y; L1).  (3.2.4)
A condicao de periodicidade a funcao de Green implica que
G<(-T; L1)|x1=0 = G><335 Ll)’x1=L’
e entdo, podemos escrever
Ly
G(pn; Ly / dr /dmodxgdxgeZp"xG>(x Ly). (3.2.5)

Tomando a transformada de Fourier de G(x — y; L), que denotamos por G(p, L),

temos que

G(p, L) = /d4$eipx9($1)G>(:v; L1)+/d41:eipx9(—a:1)G<(:B; Ly)

=G (p, L)+ G(p, Ly).

Escrevendo

G (2;Ly) = / %e—iwc‘ﬁ (p: L1) (3.2.6)

e usando a representacao integral da funcao 6,

0(z!) = 1/dT€ |

271 T — 1€

podemos calcular GV (p, L;). Temos assim,

GO(p, L) = /d4 /dezxke btz iatr G (K L)
’ 4 mi R
= /dk; dﬂi’ldTe_Z(p —kl—1) le (p07k1 p2,p3,L )
e o

Il
~.

/d_le_(>(p07klap27p3;L1)
2 kl — pl + 1€ .
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Para G®(p, L,),

_ 11 ik —intr G (05 L)

G(2)(p7 Ll) - (271’ 4%/d4x/d7—d4xd4k€ (p—F) e T'Lel

11 /dk dpl dre—ito'—ki+7) 1G<(po,k1,pg,p3;L1)
(27)2 2i T — i€

—i/dle (p07k17p27p37L1>

21 kl — pl — e

Substituindo tais resultados na eq. (?7?), temos que

dk! G>(po k1, p2,p3; L) G<(P0 k1, pa, ps; L)
G L — ? ) ) ) _ ) 7 7 ) 3‘2‘7
(P, L) = Z/ 27 [ k!l — p! + e k' — pl — e ( )
Note que, a condi¢ao de periodicidade impoe que
G<(2° 2", 2% 2% L)) = G7(a°, 2" + L', 2%, 2°; Ly)
0
=G~ (2 2t 2%, 2° Ll)—l—Lla—G (2%, 2t 2% 2% Ly) + -
(L))" 0" 0.1 .2 3
n! (axl)nG>(m y Uy T, T 7L1>

= NG (20, 2t 22 2 L),

o que, na representagao de Fourier, nos leva a

G<(p, L) — / e G (x: L)
- / drePre L181G>(m Ly)

— / d4.17d4]€€lpx Lipt e—zka>(k, Ll)
(L101)"

xd4keipx(1+Llal+... ‘
n:

)efikmé> (k?, Ll)

= / d4a:d4ke PRI G (; Ly)

= el G>(p; Ly).

Vamos definir a fun¢ao

1 _
fri(p’) = S T (3.2.8)
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de tal maneira que possamos escrever

G”(p; L) = f.(p")A(p; Ly) (3.2.9)

G<(p; L) = [fr,(»") + 1A(p; L), (3.2.10)

e entdo, a eq. (3.2.7), em termos dessa defini¢ao, fica dada por

dk! [ fr, (k")A(po,k1,p2,p35L1)  [fry (k') +1]A(po.k1,p2,p3;L1)
G p’ Ll =1 f [ kl—pltie kl—pl—ie :

(3.2.11)

Ainda precisamos achar a forma explicita da fungao espectral A(p;L;). Como
no caso da compactificacdo do tempo, procedemos extendendo a fun¢ao conhecida

G(pn; L1) para a fungao continua G(p; L1). Calculando explicitamente G(p,;Ly) a

partir da eq. (3.2.5) e utilizando a eq. (3.2.6), temos

= ipnx d4k —ikx />
G(pn; Lh) = dry [ drodredrse™ (27r)4€ G~ (k; Ly)

L1
/ dxl/dl‘od:r;gdxg 27 le( ) (ki Ly)e —i(k—pn)z

:/(ﬁdﬁmmﬁﬁx)(kL>(—m)dW%W¢WﬁW

L1 01 1),.1
X / dxlefl(pnfk )x
0

4
:/(dlj dzda?da’ fr, (kY A(k; Ly)e "0 —pn)e® gik2=pi)a? ilk? —py)a®

o 1 1
p}b — k! le (k1>

_ ’ /dklA(pOaklap%p?);Ll)
27T p}L — Kkl '

A continuagao analitica de G(p,; L1) — G(p; L1) nos da

A 7]{; b b ;L
go(p) Qﬂ/dkl (po p11 i?zkf:a 1)7

e entao, usando a defini¢ao de Gy(p), onde agora p' é uma variavel continua, podemos

achar a funcdo espectral A(po, k1, p2, p3; L1). Temos que

-1
W = (7 + i€ = (PP — (7 — m?

Go(po, p1 + 1€, p2,p3) =



38

2w pl— k! + e

_ Z/dkl A(p07k17p27p3;[/1)

, -1
Go(po: p1 — i€, p2,p3) = (P°)2 — (p' —ie)2 — ()2 — (p3)% — m?
B Z./d_/&A(po,kl,pz,ps)
2 pt— k! —ie

Calculando a diferenga, obtemos

: . ) 1
gO(p()?pl + Z€7p27p3) - gO(pO7p1 - Z€7p27p3) = Z/dk‘lA(pO’ klap?ap?)) {#
pl — k1 +ie
1
pt — k' —ie
= A(p).
Por outro lado,
Go(pos pr + i€, p2: ps) — Gl €, 92, 73) =
Po, P 1€,P2,P3) — Po,P1 — 1€, P2,P3) = -
0{Po, P1 2, P3 0(Po, P1 2, D3 PP — (P +ie) — () — ()
1
+

(p)? — (p* —ie)? — (p*)? — (p?)?
= —2mid(p* — m?),

i.e, a funcao espectral é dada por
A(p) = —2mid(p® — m?).

Agora podemos usar a fungao espectral para obter a representacao de Fourier da fungao

de Green. Substituindo esse resultado na eq. (3.2.11), temos

G, Ly) = Z/(Jl_kl T, (k) A(po, k1, p2, p3) B [fr, (k') 4+ 1] A(po, k1, p2, p3)
D, L1 ot kl—pl—l—ie kl_pl—ie
[ dk! . 1 1
= ’L/%le(k )A(p0>k17p27p3) (k’l _pl —|—Z€ - kl _pl _ 26)
_Z./d_/&A(po,kl,pz,pg)
2r k' —pl —ie

[ dk! |
= Z/%fL1(k’1)A(p07kl,p27p3)(_2ﬂ-l)5(k1 _pl)
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1 Slw? — (k12
_i/dk (—27m')—l£1p &)

o —pt —ie
onde usamos a defini¢do da fungao delta dada na eq. (2.4.9) e o fato que

2_ .2 _ 2 2 2
Wp =Dy — Py —P3— M.

Utilizando a identidade

1
6(x* —y?) = m[&x —y)+d(z +y)],
obtemos
Gp L) = fu (M)A P
b, L1) = Jn.\P Po; P1,P2,D3 D —m? —ic

1

= ot fu.(P")[Golp) — Gy ()],

onde fr,(p") = 30°, = e7"1P' | E, finalmente, podemos escrever o propagador

Cla—yiln) = / ng?e‘ip(x‘@’)(Go(p) Lo () [Golp) - Gy))).

Como no caso da compactificagdo temporal, observamos o propagador se separa

em duas partes, uma correspondendo ao propagador para o espago plano e a outra

contendo todo efeito de compactificacao.

3.3 Compactificacao do tempo e de uma dimensao

espacial

Seguindo a mesma prescricao das segOes anteriores, prosseguimos agora para a
compactificagdo do tempo e de uma dimensao espacial, i.e, consideramos a topologia
I'? =S! x St x R% O tempo, consideramo-lo compactificado em uma circunferéncia
S!, de comprimento 3 e tomamos a compactificacao espacial ao longo de z! com com-
primento de circunferéncia L;. As dimensoes nao compactificadas sao continuas, en-

quanto as dimensoes compactificadas, por serem definidas em intervalos finitos, envolve
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apenas frequéncias discretas. Com essa consideracao, podemos escrever a expansao de

Fourier da funcao de Green,

Glx—y;8,L1) = Z —zﬁ Z /dPde3€ PG (p; B, L), (3.3.1)

onde
(2 2mn 5 4
Pnl = _267 Ll yD D
e
Cpuis By Ln) = ——
Pnis P, L1 _pil_mZ-
Escrevendo a funcao de Green como
Gz —y; B, L Z Gi(x —y; B), (3.3.2)
l——oo
onde
Gi(z — @5 Z /dpzdpge = G py; ),

procedemos da mesma maneira que anteriormente para achar a fun¢ao G(x —y; 8). O

resultado sera similar aquele encontrado na eq. (3.1.10),

Gz —y; ) = / dpodpadpse™™ " (Go(pr) + f5(po)[Go(p1) — Gi(m))),

1
)

ou, de maneira condensada,

Gz —y;8) = /dpodpzdp36 @G (py; B),

(2m)?
onde

G(pl; B) = Go(pl) + f,B(Po)[Go(pl) - GS(PZ)]-

Substituindo esse resultado na eq. (3.3.2), temos que

oo

1 1 , _
— —— E —ipn(z—y) .
G(QT Y, 67 Ll) - Ll = (27T)3 /dpodPdeZ%e P Y G(p17 B)

1

Resta agora compactificar a dimensao espacial ao longo da dire¢ao x*. Usando o

resultado deduzido na secao anterior, obtemos

1

G(ZL‘ - yvﬁa Ll) = (271')4

/@wwwwmm+ﬁmm@mm—@mmn
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/@wxy o(p) + [F5(p0) + f1a (p)][Go(p) — Gi(p)]
+wm><mwa>G%m

Simplificando a notagao, podemos escrever

1

G(.Z‘ - yaﬁ)Ll) = (27T)4

/@W”W%@+mMWMWM%GWW

onde
J8.0.(Po, p1) = fa(po) + fr.(p1) +2f3(po) fr. (p1)

As expressoes obtidas separadamente para a compactificacao do tempo e do espago,
podem ser reobtidas como caso limite da relacao acima, isso é, tomando os limites

quando 8 — oo ou L; — oo,

le(Pl) = lim fB,Ll(pOapl)
B—00

fs(po) = Llliinoof,é’,M(pOapl)'

Nos casos acima consideramos condi¢oes periddicas, de modo que tratamos de cam-
pos bosoénicos. Para férmions o mesmo tipo de analise pode ser conduzida. Entretanto,
neste caso, condi¢oes antiperiodicas devem ser impostas na funcao de Green. A con-
digao de antiperiodicidade nas coordenadas é equivalente ao “modelo de sacola”’, no
qual o campo dos férmions encontram-se confinados dentro da sacola e o qual for-
nece um modelo consistente na descrigdo fenomenologica do co/deconfinamento dos
quarks. O interesse neste modelo, desde que se foi proposto, se deve a tentativa de se
obter uma descricao satisfatéria do confinamento de quarks em hadrons. No proximo
capitulo vamos essa equivaléncia para explorar o efeito Casimir baseado em campos

compactificados.

3.4 Compactificacao em d dimensoes

O mesmo procedimento utilizado para se obter as fungoes de Green para os campos

compactificados no tempo e em uma dimensao espacial pode ser aplicado para se obter
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uma generalizacao para n dimensoes compactificadas para ambos bosons e férmions
em uma variedade de dimensao D. Essa topologia corresponde ao caso I'Y, = Sl x
cSlax...xRP~4 onded = 1+ N, e N denota o nimero de compactificacoes espaciais.
Considerando o conjunto de parametros de compactificacao ag = (ag, aq, -+ ,an), 0

resultado de tal generalizagao é dado por

N+1 S

ki) = 303 (T Flaw)) 2!

s=1 {o’s} n=1

< ()Tt e ( ~S anls, /g(,],), (3.4.1)
log=1 J=1

loyseslos
onde k(o) = (ko, ..., kn), f(a;) = 0 para o; = 0 e f(a;) = 0 para o; # 0, {0} denota o
conjunto de todas as combinagoes com s elementos, {01, 09, ..., 05} dos primeiros N +1
nimeros naturais (1, ..., V) ordenados de tal maneira que 07 < 09 < ... < 05 €, para

bosons, n = —1 e, para férmions, n = 1. Para bo6sons, a funcao de Green é dada por

Glw—ya) = / %6""““—”{%(%) 03 (ko ) [Gol) — G3},

e para férmions,

Sz —y a) = / (gﬂie—i’f@—y){so(k) + v (ka; @)[So (k) — Sg1}.

Devido a estrutura similar desses propagadores e dos propagadores obtidos no
formalismo de DCT nas eqs (2.4.8) e (2.5.7), é natural proceder na constru¢ao de uma
teoria de campos em uma topologia '} utilizando o aparatus da DCT. A construgao
seguira em paralelo com aquela desenvolvida no capitulo 3, mas agora teremos campos
a-dependentes. Isso mostrard que a funcao de Green para campos compactificados é

uma generalizacao da func¢ao de Green da DCT.
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Capitulo 4

Efeito Casimir para o campo

eletromagnético

Neste capitulo aplicaremos a teoria de campos desenvolvida para campos compac-
tificados para explorar o efeito Casimir na topologia I'4,, onde D denota a dimensio da
variedade considerada e d o nimero de dimensoes compactificadas. A previsao tedrica
do efeito Casimir data desde a década de 50 [42], quando Casimir mostrou que, devido
as flutuagoes do vacuo, o campo eletromagnético confinado entre duas placas con-
dutoras separadas por uma distancia “a” dava origem a uma forca atrativa dada pela
pressio P = —7?/240a*. Entretanto, nao foi até passados quase 50 anos que o efeito foi
constatado experimentalmente [43| dentro de uma faixa de erro aceitével, em acordan-
cia com a teoria com uma incerteza de 5% . Desde sua previsao, o efeito Casimir tem
sido explorado para diferentes campos e em uma variedade de configuragoes [44-49],
bem como para suas aplicagdes em nanotecnologias e microeletronica [45,50].

No contexto de topologias torodais, o efeito Casimir para ambos bosons e férmions
foi analisado considerando-se diferentes configuragoes [51]. Por exemplo, o efeito Ca-
simir para bosons e férmions foi analisado na topologia '}, com uma compactificagao
espacial e uma temporal e o caso simétrico de uma caixa ciibica, isso ¢, na topologia I'}

com todas a quatro dimensoes do espaco-tempo compactificadas. Para o primeiro caso,
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considerou-se uma compactificagao no tempo imaginario, que corresponde ao efeito de

3 em uma circunferéncia de

temperatura, e uma compactificagao ao longo do eixo x
comprimento 2a. Para ambos férmions e bdsons, mostrou-se que, no limite de altas
temperaturas, tanto a energia de Casimir bem como a pressao para a configuracgao
em questao sao positivas, além de suas respectivas expressoes serem dominadas pelos
termos correspondentes & radiacao de corpo negro, isso ¢, dominadas por termos ~ 7.
Para baixas temperaturas, mostrou-se que tanto a energia quanto a pressao sao negati-
vas, existindo, assim, uma curva critica que leva valores negativos de energia e pressao
a valores positivos. Para o segundo caso, considerou-se uma compactificagao no tempo

3 em uma circunferéncia

imaginario e a compactificacio dos outros trés eixos z!, 22, x
de mesmo comprimento 2a, concluindo que, para essa configuragao, uma transicao de
valores negativos para valores positivos de pressao ocorre a medida que a temperatura
aumenta. Devemos enfatizar que a compactificacao | = 2a é equivalente as condi¢oes
de contorno de Neumann [17]|. Neste capitulo e no capitulo que se segue adotaremos
essa compactificacdo a fim de seguir em paralelo com trabalho de Saito [52].

A fim de se obter um melhor entendimento de como efeito Casimir pode depender
dos parametros de compactificagao, casos mais gerais precisam ser considerados. Neste
capitulo, primeiro deduzimos o tensor energia-momento para o campo eletromagnético
utilizando o método de campos compactificados. Este é um resultado ja conhecido na
literatura [51] que aqui deduzimos para fins pedagogicos e a fim de tornar suave a
transicao para o resultado deste trabalho. O efeito Casimir emerge devido & mudanga
da energia de ponto zero causada pela compactificacao - Explicitamente, é calculado
como a diferenga entre o tensor energia-momento para os campos compactificados e o
tensor energia-momento para os campos no espago plano. Em seguida, consideramos
o efeito Casimir para bosons na topologia I'f = S! x §? x §* x R, com os eixos espaci-

1,2, .3

ais x,x° e x° compactificados em circunferéncias de diferentes comprimentos dados,

respectivamente, por L = 2ay, Lo = 2a5 e L3 = 2a3. Depois implementamos a tempe-
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ratura a partir da compactificacdo do tempo em uma circunferéncia de comprimento
L = B a fim de analisar o efeito de temperatura. O estudo das componentes 7 (1))
e 7331 do tensor energia-momento nessa topologia corresponde ao estudo do efeito

Casimir em um hipertoro.

4.1 O estado de vacuo do campo eletromagnético

O campo eletromagnético é descrito pela densidade de lagrangiana

1 v
L - _ZFHVFM 5

onde

E,=90,A,-0,A,.
O momento canonicamente conjugado ao potencial vetor A, é

oL

= ———

a((:)OAM) 7

de maneira que as componentes sao
™ =0
o= Al _§iA =

Como 0, F* = 0, consequentemente o vetor potencial satisfaz a seguinte equagao:
"0 — 8"9"| A, (z) = 0.

No calibre de Couloumb, A =0 e V- A = 0, e a equacao para o vetor potencial se
reduz a

0A,(z) = 0.

Para o campo eletromagnético livre, o Hamiltoniano é dado por

1
H= Y (4 3),
k,\



46

onde A = 1,2 denota os estados de polarizacao do féton e onde os operadores al((’\)T e

al((’\) satisfazem a relagao de comutagao usual [al(:‘), a{j’”] = 0*(k — k/)dy n. Somando
sobre os estados de polarizagao, observa-se que a energia do estado fundamental é

Hyoe = Z %Wk.

k

Somando sobre todos os modos k, isso contribui uma quantidade infinita no calculo do
valor esperado de H no estado de vacuo. Para contornar esse problema, em geral, essa
contribugao é subtraida de H por imposicao da simetria de Lorentz e, posteriormente,
aplicando o ordenamento normal, de maneira que, para uma teoria formulada no
espaco-tempo plano, a energia do estado de vacuo é zero. Entretanto, situagoes em que
condicoes adicionais como condigoes de fronteira sao implementadas, por exemplo, via
espago-tempos nao triviais (planos ou curvados), topologias e geometrias nao triviais,
implicam em uma modificacao no estado fundamental. Isso acontece devido & mudanca
da variedade de fundo da teoria. Nao somente isso, essa diferenca entre o caso nao
trivial e o caso no espago tempo plano é mensuravel e é o que chamamos de Efeito
Casimir.

No que concerne a avaliacao da energia de Casimir em configuragoes arbitrarias,
pode-se destacar, especialmente, dois métodos que tem sido usados na literatura [53], o
método da soma sobre os modos e o método das fungoes de Green. O primeiro método
consiste em executar diretamente a soma infinita das energias correspondentes a cada
modo normal, tomando como definigdo da energia de Casimir (energia de vacuo) a
diferenga de energia entre a energia de ponto zero na presenca de condigdes de contorno
e a energia de vacuo livre, isso €, livre de codigoes de contorno. No método das fungoes
de Green, a energia de Casimir é obtida a partir da componente 7% do tensor energia
momento do vacuo, o qual também define-se como uma diferenca, entretanto, sendo
agora a diferenca entre o tensor energia momento do vacuo sujeito a condigoes de
contorno especificas e o tensor energia momento livre (sem vinculos). Claramente,

ambos os métodos requerem a introducao de esquemas de regularizacao para lidar
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com divergéncias intrinsecamente relacionadas a ambas formulagoes. Neste trabalho
exploramos o método das fungoes de Green, uma vez que esse método mostra-se mais

adequado quando consideramos o campo eletromagnético em uma topologia I'%.

4.1.1 Tensor energia-momento

Agora prosseguimos para o calculo do valor esperado do tensor energia momento

no vacuo. O tensor energia momento para o campo eletromagnético é dado por

1
—g“)‘F,,p(x)F”p(x).

T (x) = =" (2)F o(2) + 5

Como o produto de dois operadores em um mesmo ponto do espago-tempo nao é bem
definido, o que leva a divergéncias no valor esperado do vacuo, utilizamos o método de
regularizacao de "point splitting"a fim de contornar este problema. O método consiste
em tomar o produto de operadores em pontos diferentes do espaco-tempo, tomando
o limite de separacao zero no final do calculo. Nesse caso, o tensor energia-momento
fica dado por
1
THNz) = lim T {—FW(:);)FA L) + ZgHAFV,J(:C)FW’(I’)}
z—a’
onde T é o operador ordenamento temporal dado por
T[F™ (@) FY(a")] = F"(x)FY(@")0(wo — xp) + F¥ () F* (2)0(xf — o)

= Fr (g, 1),

Podemos, entao, escrever o tensor energia momento como

r—x’

1
T (z) = lim {—f”“’AV(x, ') + Zg“’\}"”” vp(, x’)} .
A funcao # se relaciona com a funcao delta de Dirac via a expressao
M(zo — ) = nbd(xo — zp),

onde ngy é a”m”-ésima componente do quadrivetor ny = (1,0,0,0). Usando as relagoes

de comutacgdo para os campos, podemos calcular F**?(x, '), o que nos dara

Frow (i, af) = T (g, ) T[Ag () Ag (2]
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—nhd(xo — ) [V (z, ") + ngd(vg — xp) " (2, 2'), (4.1.1)

onde

F,ul/,)\p,aﬁ — (guaa,u . gyaaI/)(nga/)\ . g)\ﬁa/p>7

[ (x,2') = [AM(x), F¥(a")]

" (z,2) = [A%(x), F(2)).

Para mostrar a relacao dada pela eq. (4.1.1), vamos primeiro calcular o primeiro

termo. Temos que

D003 (g, /T[4, (1) Ag(a')] = (g0 — 970" ("" 0" — g0 T(Au(0)Ap(a')]
= (90" — g"*0")(¢"° " — gM ")
X [Aa(2)Ag(2")0(20 — 25) + Ap(z) Aa(z’)0(zg — x0)]

= (970" — g"*0") o, (4.1.2)
onde denotamos
Ko = (920 — 0" Aul() Asla )00 — 2b) + Aa(w) Aula')0(ah — 20)).
Calculando Ay, obtemos

Ko = (970" g0") Aa(2) As(a')0(z0 — 2f) + As(x) Aa(a')0(z — 20)
— 90 Aalw) As(a)0(w0 — )] + 9”70 Aalw!) Aal@)0 ) — w0)]
= GO Aulw) A0 w0 — )] — ¢ s Aa(@)0 ) — o))
— ¢ Au(@)0 Ag(a")0(w0 — ) — 9"l Aa(@) Aala!)3(ay — o)
g0 Ap(a!) Aaa)B(ah — w0) + 9"l A (') Aal2)8(ay — w0
— M AL()0P As(a )00 — 1) + 9 Aa() As(2)S(h — )

— g¥0" Ap(a") Aa()0( — w0) — ¥ ng As(a') Aa()d (2 — wo).
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Substituindo esse resultado na eq. (4.1.2), temos

D, 2T Ao () Ap(2')] = (g°0" — g°")
% [0 Aa(@) As ()00 — 1)
+ 50 A () Aal2)0(ay — o)
— ¥ A0 @) Ag(a') (0 — 7))

— 90" Ag(2) Aa(2)0(w — w0)]

Denotemos 2028 (. o \T[A,(2)Ag(2’)] ;= T. Entao

[ = g7 g 0" Aa(2)0 Ag(2')0 (0 — x5) + 9" g nig Au ()0 Ag(a")d (0 — 5)
+9" g0 Ag(2')0" Aa()0(x — x0) — 979" nG ™ Ag(a) Aa(2)d (9 — )
—g" gV 0" Ao (2)0" Ag(2')0(z0 — 7)) — g9 nf Aa(2)0" Ag(2')d(z0 — )
—g" g0 Ay (2)0" Aa(2)0(x — o) + g7 g b0 Ag(a) A()d (w0 — )
—g"*gPP 0" Ao ()0 As ()0 (20 — ) — 9" 9" nf Aa(2)0 Ag(a)3 (0 — )
—g" g0 Ag(a') 0" Aa(2)0(xg — o) + 9" 9" g™ Ag(x') Aa(2)d (0 — 2p)
Fgh g A ()0 Ag ()0 (g — ) + g0 An(2)° Ag(a")d (20 — )

+g“0‘gAB(‘9""A5(m’)a”Aa(x)@(x6 —x9) — g“ag’\ﬁngf)’p/lﬂ(m’)Aa(az)é(Io —xy).

Para simplificar essa expressao, é conveniente reescrevé-la em termos de tensor

= 0oFAY — 9" A*. Usando a métrica para subir os indices, obtemos

I = 0rAY(z)0AP(2))0(xg — o)) + nh A” (2) 0" AP ()5 (29 — )
+ OMAP(2))0" AV (2)0(x)) — x0) — nhOAP(2) AY (1)6 (20 — )
— OMAY(2)0P AN )0 (20 — x)) — b AY (1) AN2')6 (20 — )

— JPAN2)OMAY (2)0(x) — 20) + nBOP AN )AY (2)6 (w0 — )
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— OV AM ()0 AP (2)0(mo — ) — nl AP (2) AP (2))6 (20 — )
— ML (20" AM(2)0(zly — x0) + nb AP (2) AM ()6 (20 — )
+ OV AM(2)dP AN )0 (20 — ) + nl A*(2)0P AN )6 (2o — )

+ 9P AN2) 0" AM(2)0(x)y — x0) — Nl AN ) A (1)6 (20 — ).

Combinando os termos, podemos escrever

I = Fr(2)0?AP(2)0(zg — xf) + O AP (') F™ (2)0(x), — x0)
— P ()0 AN2)0(wg — x) — OP AN )M (2)0(x)y — x0)
+ i AV (2)F (28 (zg — x)) — nbh F (2)) AY (2)6 (20 — )

+ ng A (2)FPN2")6 (20 — x)) — nl FPA (') A (2)6 (20 — of),
o que resulta em
I = F*(2)F(2)0(xo — x}) + F*(2")F* (2)0(z} — o)
kLAY (@), ()30 — ) + nyAR (@), ()80 — o)
= T[F"™(2)F¥(a")] + ng[A" (x), F¥(a")]d(x0 — xp) — ng[A"(2), F**(2)]0 (20 — ).
Como resultado final obtemos

F“V’)‘p’aﬁ(m, x')T[Aa(m)Ag(x’)] _ .F“V’)‘p<l‘,x/) + ng[A”(a:'), FAp(x/)w(xo — SEG)

— ng[A¥ (@), F(2/)]é (w0 — p)-

Podemos usar este resultado para calcular o tensor-energia momento em termos do

produto "T”. Usando o resultado obtido na eq. (4.1.1), temos que

1
TW@ﬁ:hmT{—FW@ﬂ”%me+~gm%MMFM@ﬂ”%ﬁ%

z—z’ 4

. {—T[F””(x), P g+ g 00500 T (), FVP(x')]}

z—z’ 4
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~ lim {_FMW@%,x')T[A&(a;),AB(x')]gm +ntgual AY (2), FA(2')]6(z0 — )

/ 1 vp,af /
— 1 gual A" (), FA*(2)]6 (20 — () + ZQ#AQVﬁgpnFBn’ P8z, 2" ) T[Aa(z), Az(2")]

= 39 gm0 — at) (WA e), F ()] + A% ), F0 () }

Por outro lado,

[A(z), F* ()] = [A"(z), 0" A?()] — [A"(z), 0" A" (2')]
= ingg"é(x — x') —infg"™d(x — x')

— iSAT9°5(x — X)) + il ATL90" 5 (x — X)),

sendo assim, obtemos

_ = 1 _=
T (z) = — lim { <F’W’)‘V°‘B(x,x’) — Zg")‘F’B” By aﬂ) T[Aa(x)Az(z")]

T—T0

1
+ 2i(nhny — L—lg“)‘)} o(x — ).

Utilizando esse resultado, podemos agora calcular o valor esperado do tensor energia-

momento no vacuo, que fica dado pela expressao

_= 1 _ =
(0T (z)|0) = —i lim {(F“"’)‘V”B(x,x’) — —g" TP 4, aﬂ) Gaplx — ")

r—x’ 4

1
2l — 10000~ )}

onde
iGag(r —2') = (0|T[Aa(x) Ag(2)]|0).
Dessa maneira, estabelecemos a conexao entre o tensor energia momento e o propaga-

dor. Se agora utilizarmos o calibre de Feymann, no qual o propagador se reduz aquele

do campo escalar livre, isso €, no qual o propagador toma a forma

1 1

. _ , _ _
iGaplr =) = 968 42 (x — /)2 — i€’

entao, o tensor energia momento fica dado por
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1 1
(0|T**(x)|0) = —i lim {2(8”8’” — Zg’“’@"@’?)GO(aE — ) + 2(niny — Zg’”\)é(:ﬂ — 3:')} :
onde
1 1
Go(x — z')

T 4n% (x —a')2 —ie

Agora, utilizando esses resultados, podemos calcular o valor esperado do tensor energia-
momento no vacuo térmico introduzido no capitulo 2. Aplicando as regras de conjuga-
¢ao til, bem como utilizando a notagao de dubleto introduzida anteriormente, o tensor

energia momento é escrito como

a ol al a 1 a vpla
T () = = PO (@) P (0 () + g™ P () PP (x),

onde a,b=1,2 ¢

Frab) — gugvla) _ gv gn®)

O propagador térmico livre para o fo6ton, ainda na notacao de dubleto, fica entao dado

por
iD33(x — 2') = gasGY(x — '),
onde agora
iDgs(x — a') = (0, 0|T[AG () A5 (2)]]0, 0)
e
Gitler —a') = g [ kMG E),

com G (k) dado por

cm = T )
0 k2 —ie

Dessa maneira, o valor esperado do tensor energia momento no vacuo térmico é

N N 1
(0,07 ()]0, 0) = —i lim {2(8"8’” — Zgﬂ”éwa,;)(;gb(gc — )

r—x’

1
+ 2(nhny — Z—lg’”)é(ac — x')&ab} :
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onde G&(z — z') é o propagador no espago de configuragao.
Como um dos nosso principais objetivos é estudar os efeitos induzidos pela to-
3 3 3 3 (T3]
pologia no tensor energia-momento, introduzimos campos “a” dependentes, para os
quais o tensor energia momento tem a mesma forma do tensor na expressao acima,
mas caracterizado pelos parametros “a” que, como vimos, esti relacionado com as

compactificagoes do espago-tempo. Para campos “a” dependentes,

] ) 1
0070 (3 )0, 0) = =i tim {2(095" — L) G — ')
1
+ 2(nhny — Z—lg“)‘)é(m — x')éab} :

Via um procedimento de regularizacao, introduzimos um tensor energia-momento fi-
nito, dado pela diferencga entre o valor esperado do tensor energia-momento “«’” depen-

dente e o valor esperado do tensor energia-momento sem efeitos de compactificagao
TID (1.0) = (T (1)) — (T ()

Utilizando as expressoes obtidas acima, podemos escrever o tensor energia momento

ja renormalizado, T+ (z; @), como

1
THA(a,b) (r;a) = —i lim 2(0"0" — Zguuana;?)g(ab)(x -2’5 a),

z—x!
onde
Gz — 2’ 0) = Gz — 2';0) — GP(x — )

Escrevendo o propagador na sua representacao de Fourier

1 , /
Gz —1';0) = 2 /d4k:elk(x_“" G (k; o),
m

com
G (k; a) = B~ (k; 0)GSD (k) B (k; a),
onde B(k;a) é a matriz

Bk, 0) = ( u(k,a)  —v(k,a) )

—v(k, o)  u(k, )
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que descreve a transformacgao de Bogoliubov. Explicitamente, as componentes de

G(()ab) (k; ) s@o

GV (ks ) = G (ks ) = v?(k; @) [Go(k) — Gi (k)]

g(”)(k:; a) = 9(21)(k; a) = v?(k; a)u?(k; o) [Gi(k) — Go(k)].

No caso geral de “N” compactificagoes, em que a = (g, g, -+ ,ay), a transfor-
magao de Bogoliubov generalizada é dada por

V?(ko; @) = Z 251 Z (H f(aan)) Z exp (‘ Z@ajlajkaj> ;

n=1 {g’s} n=1

017“'7lo'S:1
de modo que a componente G’_OH fica dada por
N+1 s [ee]
5 11 . s—1
= 1 2 -
6" = i3S (M)

n=1 {o's} n=1

o1yt 7l0'3:1

X

Gé(l‘ —a' - iznajaojlojnaj - G0($ — ' = iZntao'le'jnt)] )

j=1 7j=1
onden,. =1,sec; =0en, =—1paraoc; =1,2---,N. J4 o tensor energia momento
J ) J J ] I 9

renormalizado em uma variedade quadridimensional é dado pela expressao

T (a) = —ilim {T" (2, 2")Gy (z — 2/ ) } (4.1.3)
z—z’
2 o : -
- -2y 3 (o) 3
n=1 {O’s} n=1 lo'l, . ,ZUS:1
gt 2 Z;r:1(1 + No; nar)(aaj laj)(aar lor)ng-ngr
X s 212 s 213 ’ "
[Zj:l Mo, (an lUj) ] [Zj:l No; (affj lffj) ]

onde «g deve ser um nimero real e a,,, n = 1,...,n, deve ser um nimero imaginério
do tipo 2a,, para se obter o caso fisico de temperatura finita e compactificacao espacial.
Com base nesses resultados, podemos calcular o efeito Casimir para bdsons e fér-

mions em uma topologia arbitraria I'4.
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4.2 FEfeito Casimir

Para o primeiro caso a temperatura zero, correspondendo & escolha dos parame-
tros de compactificacdo a = (0, 2iay, 2ias, 2iaz), temos pela expressao geral dada pela

eq. (4.1.1) o seguinte resultado para o tensor energia-momento

2 | &= g™ +4Anfnt = g +Ankng o= g* + Anknk
v (11) _ .~ 17 27 3M3
I R L
=1 l=1 l3=1
+ 2 i g™ 4(2a1l1)*ni'ng +4 2a212 n2n2
[(2a1l1)2 + (2&2[2)2]2 [(2@1[1) 2@2[2

[(2a101)? + (2asl3)?)? [(2a101)? + (2a3l3)?]?

4(2asl2)?nbhnk + 4(2asls)*nkny

< )
i ( g 4(2ayly) nfiny + 4(2asl3)?nkny )
g )

Iodae1 (2@2[2) (2(13[3) ] [(2@2[2) 2a3l3 3
Loy i ( g 4(2a111)*niny + 4(2aqly)*nhnY
I1a da=1 2&1[ 2(12[2)2 + (2a3l3)2]2 [(2&1[1)2 + (2@2[2)2 + (2&3[3)2]3

4(2asl3)*nkny
" [(2a111)? + (2a2l2)? + (2a3l3)2]3) } ’

onde termos cruzados foram descartados, uma vez que esses termos nao contribuem
para energia e pressao do sistema, i.e, as componentes 70D ¢ 73301 do tensor
energia momento. Para a energia, i.e., £ = 7% obtemos o seguinte resultado

T00(11) _ ™ (1 LN i
720 \ af a% a3 [(a1l1)? a212)2]2

1,l2=

47T2 112 alll aglg 47T2 Z Cl,glz a3l3)2]2

1 1
B 2_71'2 Z [(CL1Z1>2 -+ (a212)3 + (a3l3)2]2’ (421>

l1,l2,l3=1

onde usamos a fungao zeta de Riemann

o

4
N 4.9.9
; 90 (4.2.2)

Para a pressao de Casimir, P = 7331 obtemos
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2 0
sy _ 7 (L 1 3 1 1
T 720 (ail i ay a3 i Ar? 51122;1 [(a1l1)? + (a2l2)?]?
 — 11)% — 3(asl3)?  — 15)? — 3(asl3)?
Z (a1ly) (asls) i Z (aaly) (asls)

[(a1l1)? + (asl3)?]®  4n? [(azl2)? + (asls)?]?

l1,l3=1

L = (aly)? + (asly)? — 3(asls)?
Y3 2 [ (b T (a7

lg,l3=1

272
l1,l2,l3=1

Considerando o caso de uma caixa ctubica, i.e., a; = ay = az = a, observamos que
a energia bem como a pressao sao sempre negativas. A fim de se obter uma descri-
¢ao mais completa da natureza da forca de Casimir, se atrativa ou repulsiva, casos
nio simétricos de compactificacdes devem ser considerados. E evidente da expressio
dada pela eq. (4.2.1) que a energia de Casimir & temperatura zero é sempre negativa,
independente dos parametros de compactificagao. O mesmo nao é verdade para a
pressao. A natureza da pressao mostra-se sensivel aos parametros de compactificacao.
Para a pressao, uma transicao de valores negativos de pressao para valores positivos
é observada a medida em que az aumenta. Um comportamento oposto é observado
considerando-se a pressao como funcao de a; ou as. A pressao é uma funcao descres-
cente de a;, para i = 1,2. Observa-se que existe uma transicao de valores negativos
para valores positivos a medida que a; diminui. Tais comportamentos sao mostrados
nos graficos (4.1a) e (4.1b). A partir do grafico (4.1a), podemos observar que, em-
bora a pressao e a; sejam inversamente proporcionais enquanto que a pressao e az sao
diretamente proporcionais, um acréscimo de a; e az por uma mesma quantidade da
origem a um aumento de pressao, o que significa que a contribui¢ao advinda de a3 é

dominante.
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1.0t

0.5¢

-0.5¢

(a) Pressao de Casimir como fungao de ag para diferentes valores a; = az = a.

P

1.0¢
—— a=0.5
0.5} — a=0.7
----- a=0.9
— a=1.5
-0.5¢

(b) Pressao de Casimir como funcao de ag para diferentes valores de a1 = ag = a.

Figura 4.1: Pressao de Casimir P = 7331 3 temperatura zero para boésons.
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q

|
1.5 10

0.5
a3

Figura 4.2: Pressao de Casimir como funcao de ay e az para a; mantido fixo.

Agora direcionamos nossa atencao ao efeito de temperatura. A temperatura finita,
correspondente & escolha da compactificagdo o = (3, i2a4, 12a9, 12a3), o tensor energia-

momento é dado por
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oo gt
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4(2ayly)*nnY + 4(2asly)*nhny + 4(2a3l3)2n§n§)
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Para a energia £ = 7% essa expressio se reduz a
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No limite de altas temperaturas, T = ! — oo, observamos que ambas a energia e

pressao sao dominadas pelos termos de radiacao de corpo negro ~ T%. Para uma caixa

cubica, i.e, a; = as = a3 = a, uma transicao de valores negativos para valores positivos

de energia e pressao ocorre a medida que a temperatura aumenta. Para o caso geral

de compactificagoes nao simétricas, combinamos o resultado obtido anteriormente a

temperatura zero, e obtemos o seguinte comportamento: A medida que a temperatura

e az aumentam, uma transicao de valores negativos para valores de pressao ocorre,

enquanto que, para a; € as, essa transicao ocorre & medida que diminuimos a; ou as.
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Note que a implementacao da temperatura reverte o comportamento da pressao em
relagao aos parametros de compactificacao espacial. Tal comportamento é evidenciado
nos graficos (4.3) e (4.4). A pressao, antes mais suscetivel a variagdes decorrentes de

asz, agora mostra-se muito mais sensivel a variagoes de as.

Figura 4.3: Pressao de Casimir como funcao de ay e T'= 37! para a; e a3 fixos.

1.5

T 2.0

Figura 4.4: Pressao de Casimir como funcao de az e T = 37! para a; e ay fixos.
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Capitulo 5

Efeito Casimir para férmions e o

plasma de quarks e gliions

Em fisica de particulas, h4a um grande interesse no estudo do efeito Casimir para
férmions [21] devido a estrutura dos hadrons, como os prétons e os néutrons, que sao
constituidos de quarks e glions e cujos comportamentos sao descritos pela Cromo-
dindmica Quéantica. Embora avancos tenham sido realizados com a formulagao da
Cromodinadmica Quéntica, algumas caracteristicas nao triviais dos hadrons permane-
cem sem respostas. Esse é o caso, por exemplo, do confinamento de cor: quarks livres
nao sao observados na natureza, eles se agrupam em hadrons que apenas existem em
estados singletos de cor [54].

Embora os quarks estejam confinados, acredita-se que, em temperaturas sufici-
entemente altas, os quarks possam passar por um processo de deconfinamento. As
evidéncias que apontam para o processo de deconfinamento surgiram, primeiro, com a
descoberta de que a Cromodinamica Quéantica é uma teoria assintoticamente livre [18§],
i.e, que a forca que mantém os quarks ligados se torna assintoticamente mais fraca a
medida em que a distancia entre eles diminui e que a energia aumenta. Outra razao se
da pelo fato de que a simetria quiral da Cromodindmica Quéantica é espontaneamente

quebrada & baixas a temperaturas, significando que essa simetria deve ser restaurada
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a altas temperaturas. Esta é uma condigao suficiente |55, 56| para o processo de de-
confinamento dos quarks e que daria origem a um novo estado de matéria, o chamado
plasma de quarks e gltions, que considera uma forma de matéria primordial, que teria
existido apenas microsegundos depois do Big-Bang devido a grande quantidade de
energia que seria necessaria para sua produgao [57].

No CERN, um experimento recente corrobora a existéncia da possibilidade de
produzir o plasma de quarks e glions em laboratério: hé evidéncias da produgao de
um “pequeno” plasma de quarks e glions ao colidir ntcleos de chumbo a altas energias
no detector “Solendide de Muon Compacto” (CMS) no Grande Colisor de Hadrons
(LHC) [58]. Isto suscita questoes sobre os mecanismos que poderiam colaborar para
o processo de deconfinamento como, por exemplo, o efeito Casimir.

Devido a antiperiodicidade na funcao de Green para férmions, o uso de topolo-
gias toroidais para explorar o efeito Casimir mostra-se consistente com o modelo de
sacola [59], um dos modelos que descrevem matematicamente a fenomenologia dos
hadrons. Neste modelo, os quarks encontram-se confinados em uma pequena regiao
do espago, i.e., confinados dentro da sacola tal que, nesta regiao, apenas forcas fra-
cas sao experimentadas. Fora da sacola, os campos dos quarks nao sao permitidos se
propagarem, de maneira que, nesta regiao, o tensor energia-momento é nulo [22].

Nesta diregao, analisamos o efeito Casimir calculando o tensor energia para férmi-
ons utilizando o métodos de campos compactificados. Primeiro consideramos o efeito
Casimir & temperatura zero, correspondendo & topologia I'3, e com os parametros de
compactificacao especificados por o = (0,12ay,42as,i2as). Esta escolha corresponde

3 em circunferéncias de comprimento

a compatificacdo dos eixos espaciais 2!, 2% e x
2a1,2a5 € 2as3, respectivamente. Esta troca do parametro de compactificagao L — 2a
¢é equivalente as condigoes de contorno de Neumann. Fazemos essa escolha de modo

a seguir em paralelo com a anélise feita por Saito [52].Em seguida, a fim de analisar

o efeito devido & temperatura, implementamos a temperatura a partir da compacti-
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ficacao do tempo em uma circunferéncia de comprimento 5. Na tltima parte deste
trabalho, utilizamos os resultados obtidos para férmions e os resultados obtidos para
bésons no capitulo anterior para explorar o efeito Casimir para um modelo nao mas-
sivo da Cromodindmica Quantica a fim compreender a contribuigao do efeito Casimir

para o deconfinamento dos hadrons.

5.1 Efeito Casimir para férmions

A prescricao utilizada para derivar o tensor energia-momento para o campo eletro-
magnético pode ser extendida a fim de tratar o caso para férmions. Neste caso, para
um espac¢o quadridimensional, correspondendo a N = 3, o tensor energia momento

¢ [17]

TH(a) = —%Z?“Z(Hﬂaan)) > (-uyEan (5.1.1)

" 2 5L 10 o

[[Z;—l nrfj (an lffj)2]2 - [Z§:1 770]' (aoj l0j>2]3

Procedemos agora para a analise do efeito Casimir para férmions. Primeiro conside-

X

ramos o caso a temperatura zero, correspondendo a compactificagdo o = (0, i2ay, 12as, i2as).

Utilizando a eq. (5.1.1) acima, o tensor energia-momento fica dado por

4 g + dnlin¥ gMv + dnhnk
Tw/(ll) E l1+1 1 E la+1 212
() w2 { (=1 (2a11;)* (=1 (2asly)*
=1 17 la=1 2"2

13+19 Y+ dngnl 19 )+ g
* Z 2@3[3 Z 2a1l1)2 —|— (2a2l2)2]2

I13=1 l1,la=1
4(2ayly)*nnY + 4(2asly)? n2n2)
[(2@1[1)2 (2@2[2)2]3

19 Z )hts ( g n 4(2a111)*ninf + 4(2a3l3)2n§n§)
I 13 1 2@1[1)2 + (2@3[3)2]2 [(2@1[1)2 + (2@3[3)2]3
L Z ot ( QQIW . 4(2asly)*nbnYy + 4(2a3l3)zn Lnk )
2&2[2) + (2@3[3) ] [(2a2l2) (2&3[3) ]

l2,l3=1
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+4 i (—1)htlatlatd ( g
Il l3=1 [(2a111)? + (2a2l2)? + (2asl3)?]?

4(2a111)’nny + 4(2asls)*nhnY + 4(2azls)*nknk > }
[(2(11[1)2 + (2&2[2)2 + (2@3[3)2]3 . .

Tomando a componente 701 | a energia de Casimir, F(ay, az, az) = T fica dada

entao por
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onde usamos a fungao zeta de Riemann alternada
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Para a pressao P(ay,as,as) = T2 obtemos

T (1 1 3 I — 1
T33(11) — L (_ + — - _4> N (_1)11+l2

2880 \ai a3 a} 272 o [(a111)? + (asglz)?]?
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Z ( 1) [(alll)Q + (a2l2)3 + (a313)2]3.

2
l1,l2,l3=1

No caso de uma caixa cubica, i.e, a; = as = a3 = a, encontramos que tanto a
energia quanto a pressao sao sempre negativas, sendo ambas fungoes crescentes de a.
Esse comportamento é o mesmo comportamento obtido para o caso de uma guia de
onda quadrada, correspondendo & compactificacao ao longo dos eixos 22 e 23 [51]. Na
verdade, é observado que a energia é sempre negativa quaisquer que sejam as relagoes
entre os parametros de compactificacao. Isso nao é verdade para a pressao. O sinal da
pressao depende altamente da relacao entre os parametros de compactificacao. A fim

de entender o comportamento do sinal da pressao, alguns casos devem ser considerados.
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1. a; = ag = a. Para este caso, observamos que existe uma transicao de valores
positivos de pressao para valores negativos a medida que as aumenta. Devido
a simetria entre a; e as, 0 mesmo comportamento é observado fixando-se ay =
a3 = a. Na figura (5.3a), o grafico da pressao em func¢ao de ay para diferentes

valores de a é mostrado.

2. a; = ap = a. Neste caso observa-se uma transi¢ao de valores negativos de pres-
sao para valores positivos & medida que as aumenta. A pressao é uma fungao

crescente de as.

Tais comportamentos evidenciam que o sinal da pressao tem alta dependéncia da
~ _as . 5 . ~ as ~ .
razao —, onde 7 = 1,2. A medida que a razao — cresce, a pressao também aumenta.
Q; Q;
Existe uma competicao entre a; e az; enquanto um aumento de a; causa um aumento
na pressao, um aumento as faz a pressao diminuir. Notemos que, como no caso para
bosons, a contribuicao de ag é dominante, i.e, o comportamento da pressao devido a
uma variacao a; e ag por uma mesma quantidade é ditada por as. Explicitamente,
isso significa que, aumentado-se a; e az por uma mesma quantidade, a pressao cresce

com ag, enquanto que, diminuindo-se a; e az por uma mesma quantidade, a pressao

diminui com as.
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P
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(a) Pressao de Casimir como funcdo de ag para diferentes valores a1 = ag = a.
Aumentar a; e ag por uma mesma quantidade, o que corresponde a transitar das
curvas mais abaixo para curvas acima, resulta em um aumento de pressao. Isto

significa que o comportamento de pressao é dominado por ag

P
1f
1“5 77777777777 é"o a3
-1t — a=05
— a=0.7
= & . e a=0.9
— a=15
_3f
_4}
_5

(b) Pressao de Casimir como fungao de a3 para diferentes valores de a; = ag = a.
A pressao de Casimir é uma funcao crescente de az. A medida em que a aumenta

as curvas vao se acumulando até se tornarem sobrepostas umas as outras.

Figura 5.1: Pressao de Casimir P = 7231 3 temperatura zero em um hipertoro.



68

Figura 5.2: Pressao de Casimir a temperatura zero como fun¢ao de as e az para a;
mantido fixo. Observa-se que o comportamento da pressao de Casimir é mais suscetivel

a variacoes de az quando comparado a as

Agora analisamos o efeito de temperatura, implementado-a via compactificagao ao
longo de z°. Para esse caso, onde ag = (3, 2iay, 2ias, 2iaz), o tensor energia momento

fica dado por
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sendo entdo a energia de Casimir, E(a,ay,a;) = T°0Y:
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Para uma caixa ctubica, i.e, a1 = as = ag = a, sabe-se que existe uma transicao
de valores negativos de pressao para valores positivos com o aumento da temperatura
[51]. Considerando o caso geral, a; # as # as, observamos que uma transigao de
valores negativos para valores positivos ocorre a medida em que a3 e a temperatura
(T = B~') aumentam, enquanto que para a,, essa transi¢ao ocorre com sua diminuigao.
Como no caso para bosons, a implementagao da temperatura causa uma mudanca na
relacdo entre a pressao e os parametros de compactificagdo as e az. Com o efeito
de temperatura, para baixas temperaturas, a pressao é dominada por a,. Para altas

temperaturas, a pressao cresce rapidamente com a temperatura.
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1.0
1.5
2.0 a2
(a) Pressao de Casimir em fungdo de ag e da temperatura 7' = B! para a; = ag mantido

fixos.

2.0
ald 15

1.5

(b) Pressdo de Casimir em funcio de a3 e da temperatura 7 = 3~! para

a1 = ag mantido fixos.

Figura 5.3: Pressio de Casimir P = 7331 3 temperatura finita em um hipertoro.
Observa-se que a pressao decai rapidamente com o aumento de ay. Embora a pres-
sao cresca com o aumento de as, essa mudanca ¢ mais sutil comparada a mudanca

decorrente de a,.
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5.1.1 Efeito Casimir para quarks e glions

Nesta se¢ao vamos considerar um modelo aproximado da Cromodindmica Quéantica
para analisar de que maneira o efeito Casimir pode contribuir para o fenémeno de
deconfinamento de hadrons. Para isso, consideramos uma densidade de lagrangiana
descrevendo um plasma de quarks e glions, cuja matéria hadrénica forma um barion
nao massivo livre e nao interagente. Devido a liberdade assintotica, a temperaturas
suficientemente altas, os quarks e glions interagem fracamente, de maneira que o
sistema pode ser tratado via teoria de perturbagao. Em ordem zero, os quarks e
gltions sao livres e as massas dos quarks podem ser negligenciadas [57]. A fim de
calcular o efeito Casimir para esse modelo simplificado, ambos resultados para bdsons
e férmions devem ser combinados. Nessa aproximacao, o tensor energia-momento para

o sistema de quarks e glions é dado por

onde para os quarks, a menos dos niimeros quanticos de cor e sabor, o tensor energia

momento é dado por aquele dos férmions, i.e,

T3 () = nen 7Y,

e para os glions, a menos dos nimeros quanticos de cor, o tensor energia momento é

dado por aquele do campo eletromagnético:

TH (o) = ngT“”(H).

g

n.,ns denotam, respectivamente, o nimeros de cores e sabores no grupo SU(3) da
teoria de campo nao abeliano.

Considerando um hadron especificado por um octeto de glions e dois sabores, cada
um com trés cores, i.e., considerando ny, = 8,ny = 2 e n, = 3 e utilizando os resultados
obtidos na secao anterior para a pressao de Casimir para bosons e férmions encontra-

mos que, para ambos os quarks e glions, & temperatura zero, existe uma transi¢ao
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de valores negativos para valores de pressao com o aumento de as e a diminuicao de
as. Como no caso de férmions e bosons, a pressao para ambos os campos de quarks e
glions é dominada por az. Estes comportamentos podem ser observados no graficos

(5.4a) e (5.4b).
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‘ — — T S Ji 10
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(a) Pressao de Casimir a temperatura zero para os glions em fungao de ag e ag para

a1 mantido constante.

0.5 1.0 1.5 20
a3

(b) Pressao de Casimir a temperatura zero para os quarks em fungao de as e as

para a; mantido constante.

Figura 5.4: Pressdo de Casimir P = 7231 & temperatura zero para os quarks e

glions.

Implementando a temperatura, encontramos que, para altas temperaturas, am-

bos os quarks e glions contribuem positivamente para a pressao, enquanto que, para
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baixas temperaturas, a contribuicao é negativa. Portanto, existe uma transicao de
valores negativos de pressao para valores positivos para o sistema de quarks e glions.
Nota-se que, ao contrario do caso de boésons e férmions, para o sistema de quarks
e glion, a pressao, mesmo depois da implementacao da temperatura, continua mais
suscetivel a variacoes de az comparado a a;, 1 = 1,2. Estes comportamentos podem
ser inferidos dos gréficos (5.5a) e (5.5b) Este fato abre amplas possibilidades para os
parametros de compactificacao a fim de se obter a temperatura critica de transigao
para o plasma de quarks e glions e, consequentemente, um amplo espectro de valores
de temperatura critica é possivel devido a variagoes dos parametros de compactifica-
¢ao. Quantitativamente, considerando a; = 0.88fm, ay = 0.88fm, az = 0.88fm, i.e.,
a; = ay = az ~ rp, onde 7, denota o raio do préton, obtemos uma temperatura critica
estimada de T' =~ 122MeV (1fm = 1/200MeV). Entretanto, um modesto aumento de
az = 0.88fm — 1.0fm faz com que a temperatura critica caia para T~ 77MeV. O
mesmo aumento, se incrementado em a, = 0.88fm — 1.0fm ao invés de as eleva a
temperatura critica para T ~ 130MeV . Esta situagao claramente demonstra a domi-
nancia de ag na determinacao da temperatura critica de transicao e o amplo espectro
de possiveis temperaturas criticas. A previsao teodrica via teoria nao perturbativa da
Cromodindmica Quéantica na rede aponta para uma temperatura critica de transicao
T ~ 200MeV. Os resultados obtidos demonstram a importancia dos parametros de
compactificacao na determinagao do efeito Casimir e sua contribuigao para o esperado

deconfinamento dos hadrons.
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(a) Pressao de Casimir em funcao da temperatura e de as para o sistema de quarks

e gltons.

(b) Pressao de Casimir em fungao da temperatura e de ag para o sistema de quarks

e gluons.

Figura 5.5: Pressao de Casimir P = 7231 4 temperatura finita para o sistema de

quarks e glions com a; mantido constante.
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Capitulo 6

Conclusoes

A descoberta da liberdade assintética da Cromodinamica Quéntica, bem como da
restauragao da simetria quiral a altas temperaturas, que é espontaneamente quebrada
a baixas temperaraturas levou a um crescente interesse e a uma crescente investigacao
acerca do fendémeno de deconfinamento dos quarks, dando origem a um novo estado
da matéria, o plasma de quarks e glions. Nesta direcao, este trabalho explorou o
efeito de Casimir a temperatura zero e a temperatura finita para bosons e férmions
em um hipertoro. Primeiro, consideramos efeito Casimir a temperatura zero para
analisar os efeitos devido tao somente as compactificacoes espaciais. Observamos que
existe uma transicao de valores negativos de pressao para valores positivos de pressao
a medida que o parametro de compactificacao agz aumenta e a, diminui. Notamos que
o comportamento da pressao é mais sensivel a variagoes de ag do que a variagoes de as.
Entretanto, quando a temperatura é implementada, observamos uma reversao neste
comportamento. A baixas temperaturas, o comportamento da pressao torna-se mais
sensivel a variagoes de as, enquanto que, a altas temperaturas, essa mudanca se torna
irrisoria devido & dominancia do termo correspondente a radiagao de corpo negro na
pressao.

Utilizamos os resultados obtidos para bosons e férmions para considerar um modelo
nao massivo e nao interagente da Cromodinamica Quéantica. Um hadron especificado

por duas cores, cada um com trés cores, e oito glions é considerado a fim de se obter
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um estimativa para a temperatura critica de transicao do hadron para o plasma de
quarks e glions. E observado um amplo espectro de possiveis temperaturas criticas
de transicao a depender da compactificagao considerada. Considerando os parametros
de compactificagao na ordem do raio de um hadron e pequenas variagoes nessa escala,
encontramos que a temperatura critica para transicao de valores negativos de pressao
para valores positivos pode variar para valores abaixo de T' ~ 77MeV, bem como
acima de T ~ 122MeV .

Os resultados obtidos demonstram a crucial importancia da contribuigao do efeito
Casimir para o processo de deconfinamento dos quarks, cuja previsao tebrica aponta
para uma temperatura critica de transicao 17"~ 200MeV .

E importante ressaltar aqui o interesse em se avaliar o efeito da radiacdo em um
meio material, o que altera o propagador com relagao aquele do vacuo. Além disso, em
termos do processo de deconfinamento, a transi¢ao observada aqui, entre as pressoes
positivas e negativas, pode estar associada com a transicao quiral entre hadrons e o

plasma de quarks e gltions. Esses aspectos permanecem em aberto, como perspectivas

de fututos desenvolvimentos.
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