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de forma a e r. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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de forma β em dois cenários diferentes. . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
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Resumo

Na última década, diversos autores têm investigado novas famı́lias de distribuições

de probabilidade com o intuito de obter modelos mais flex́ıveis para o ajuste a con-

junto de dados. Neste trabalho, introduzimos pela primeira vez uma nova famı́lia de

distribuições referida como a Gama tipo III Generalizada, que é uma generalização

da famı́lia Gama tipo III (Torabi e Montazeri [6]). Estudamos duas distribuições

particulares desta famı́lia: a Gama tipo III Burr III Generalizada (GIIIBIIIG) e a

Gama tipo III Weibull Generalizada (GIIIWG). Fornecemos, também, uma descrição

básica de algumas propriedades matemáticas e computacionais desta nova classe e

destas novas distribuições. Para investigar o ajuste das novas distribuições foi anali-

sado para cada modelo um conjunto de dados reais.

Palavras Chave: Famı́lia Gama tipo III Generalizada, distribuição Burr III, distri-

buição Weibull, Momentos, Entropia, Função quant́ılica.

6



Abstract

In the last decade, several authors have studied new probability distribution

families to obtain more flexible models. In this work, we introduce for the first

time the Generalized Gama type III family of distributions wich is a generalization

of gama type III family (Torabi and Montazeri [6]). We have studied two specific

models of this family: Generalized Gama type III Burr III and Generalized Gama

type III Weibull. We provide, also, a description of some of the mathematical and

computational properties of this new class of distributions and the studied models.

We fitted each model to a data set to investigate their flexibility.

key words: Generalized Gama type III family, Burr III distribution, Weibull

distribution, Moments, Entropy, quantile function.
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Introdução

Um modelo é uma representação simplificada da realidade. Por exemplo, quando

utilizamos o Google Maps (ou um Guia de Ruas), na verdade estamos utilizando

uma representação mais simples das ruas e avenidas para direcionar o nosso caminho

e chegar ao nosso destino. O modelo estat́ıstico funciona de maneira similar, pois

através dele podemos representar algum fenômeno ou evento de interesse para nos

auxiliar em uma tomada de decisão.

Através das técnicas de modelagem estat́ıstica podemos representar processos que

possuem incertezas, extrair conhecimento e então optarmos por uma decisão que seja

mais favorável aos nossos negócios. Na verdade, em todos os campos de atuação

em que existem riscos, incertezas e variações existem aplicações para os modelos

estat́ısticos. Assim como o Google Maps não leva a pessoa ao seu destino, apenas

auxilia na sua direção, os modelos estat́ısticos são ferramentas extremamente valiosas

para auxiliar em decisões que envolvam situações de riscos. Dessa forma, a modelagem

estat́ıstica tem aplicação em diversas áreas como medicina, engenharia, atuária e

biologia, entre outras.

Diversas distribuições são comumente empregadas em estudos de modelagem es-

tat́ıstica devido às suas propriedades espećıficas. Contudo, essas distribuições apre-

sentam restrições, como formas limitadas das suas funções de risco, devido ao reduzido

número de parâmetros.

A evolução da computação, entretanto, possibilita que distribuições mais com-

plexas sejam ajustadas aos dados. Assim, diversos pesquisadores têm investigado

novas maneiras de adicionar parâmetros às distribuições já conhecidas, tornando as

distribuições geradas mais flex́ıveis.

Mudholkar e Srivastava [1], por exemplo, propuseram a distribuição Weibull expo-
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nencializada. As distribuições exponencializadas são construidas da seguinte maneira:

seja Y o tempo de falha (tempo até a ocorrência de um evento de interesse) de um

componente interpretado como uma variável aleatória com função distribuição G(.).

Considerando-se, então, um sistema com a componentes em paralelo, em que tal

sistema falha se todas as a componentes falharem. Assim, o tempo de falha X do

sistema é dado por X = max {Y1, Y2, ..., Ya} e sua função distribuição por

Ha(x) = G(x)a,

em que Ha(x) é chamada de G-exponenializada, por vezes também referida por G-

generalizada. Sua densidade é representada por

ha(x) = aG(x)a−1g(x).

A quantidade aG(x)a−1 atua como um fator de correção na distribuição original,

também, denominada de baseline. É fácil verificar que para a = 1, Ha(x) é equivalente

a baseline G(x), i.e., H1(x) = G(x).

Gupta e Kundu [2] investigaram a distribuição exponencial exponencializada. A

distribuição exponencial possui função distribuição e função densidade iguais a

G(x) = 1− e−x/v e g(x) =
1

v
e−x/v, x > 0,

respectivamente, em que v > 0 é o parâmetro de escala. A distribuição Weibull em

que sua função densidade é dada pela Equação (3.2), estudada à frente, com k = 1,

é equivalente a distribuição exponencial. A distribuição e densidade da exponencial

exponencializada são

Ha(x) =
(

1− e−x/v
)a

e ha(x) =
a

v
e−x/v

(

1− e−x/v
)a−1

,

respectivamente. Da mesma forma, para k = 1, a distribuição Weibull (3.2) expo-

nencializada é equivalente a distribuição exponencial exponencializada.

Além da classe G-exponencializada, outro método popular para incluir novos parâ-

metros em distribuições conhecidas envolve a composição de distribuições. Neste tra-

balho será considerada apenas a composição de distribuições cont́ınuas com distri-

buições cont́ınuas.
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Nos próximos caṕıtulos desta dissertação será abordada pela primeira vez uma

nova famı́lia de distribuições referida como a Gama tipo III Generalizada. No Caṕıtulo

1, fornecemos a idéia de construção desta nova famı́lia de distribuições e calculamos

algumas de suas propriedades matemáticas e computacionais. No Caṕıtulo 2, estuda-

mos uma distribuição particular desta famı́lia, a distribuição Gama tipo III Burr III

Generalizada, fornecemos também algumas propriedades matemáticas e computaci-

onais e uma aplicação para um conjunto de dados reais. No Caṕıtulo 3, estudamos

outra distribuição particular desta nova classe, a distribuição Gama tipo III Wei-

bull Generalizada, calculamos algumas propriedades matemáticas e computacionais

e fornecemos uma aplicação para um conjunto de dados reais. No Caṕıtulo 4, são

estabelecidas algumas considerações finais.
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Caṕıtulo 1

Uma Nova Famı́lia de Distribuições

A literatura estat́ıstica sobre distribuições univariadas cont́ınuas é vast́ıssima. De-

senvolvimentos recentes focam em novas técnicas para a construção de distribuições

importantes tal como a classe de distribuições beta generalizada (Eugene et al. [3])

que possui dois parâmetros no gerador. Uma distribuição que despertou o interesse

de diversos pesquisadores pelo fato de representar uma famı́lia paramétrica que pos-

sui como casos particulares a distribuição exponencial, Gama, Weibull e Rayleigh é

a distribuição Gama Generalizada (GG) que foi introduzida por Stacy [4]. Recente-

mente, Cordeiro e Castro [5] apresentaram uma nova classe de distribuições a partir

da distribuição Kumaraswamy.

Nesse contexto, Torabi e Montazeri [6] propuseram uma nova classe de distri-

buições a partir da distribuição Gama, que é mencionada em Tahir et al. [7] como a

classe de distribuições Gama tipo III. Neste trabalho, propomos a classe ou famı́lia

de distribuições Gama tipo III Generalizada, que acomoda uma ampla variedade de

formas para seus modelos. Com o objetivo de verificar a flexibilidade do parâmetro de

generalização r, como visto a seguir, e por facilidades matemáticas e computacionais,

optamos por tomar o parâmetro de escala do gerador da famı́lia Gama tipo III como

sendo igual a 1.

Considerando que G denota uma função de distribuição acumulada (fda) de uma

variável aleatória cont́ınua, então a distribuição Gama tipo III G Generalizada (GII-

IGG) é definida como

F (x) = IG(x)(a, r) =
1

Γ(a)

∫ ( G(x)
1−G(x))

r

0

ta−1e−tdt , (1.1)
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para a > 0 e r > 0. O termo generalizada é devido a potência arbitrária r. Tem-se,

então, que o suporte da F é o mesmo suporte da G.

A função densidade de probabilidade (fdp) correspondente à equação (1.1) tem a

forma

f(x) =
r

Γ(a)

g(x)G(x)ra−1

[1−G(x)]ra+1 e
−( G(x)

1−G(x))
r

. (1.2)

Aqui, f(x) não será simples de ser estudada, a menos que a fda G(x) e a fdp

g(x) = dG(x)/dx tenham expressões anaĺıticas bastante simples. Neste trabalho, es-

tudaremos dois modelos espećıficos desta famı́lia: a distribuição Gama tipo III Burr

III Generalizada (GIIIBIIIG) e a distribuição Gama tipo III Weibull Generalizada

(GIIIWG).

1.1 Expansão da função densidade e momentos

As equações (1.1) e (1.2) podem ser calculadas com o uso de recursos computacionais

modernos com capacidades anaĺıticas e numéricas. Alternativamente, obtemos ex-

pansões para F (x) e f(x) em termos de somas ponderadas infinitas (ou finitas) de fda’s

e fdp’s, respectivamente, da distribuição G exponencializada com fda G(x)r(a+j)+k.

Utilizando as expansões

ez =
∞
∑

j=0

zj

j!
, para z ∈ R,

e

(1− z)−b =
∞
∑

i=0

Γ(b+ i)

Γ(b)

zi

i!
, para |z| < 1, b > 0, (1.3)

a equação (1.2) fica

f(x) =
r

Γ(a)
g(x)

G(x)ra−1

[1−G(x)]ra+1 e
−[ G(x)

1−G(x) ]
r

=
r

Γ(a)

∞
∑

j=0

∞
∑

i=0

(−1)j

j!i!

Γ(r(a+ j) + i+ 1)

Γ(r(a+ j) + 1)i!

1

[r(a+ j) + i]

× [r(a+ j) + i]G(x)r(a+j)+i−1 g(x) (1.4)

=
∞
∑

j=0

∞
∑

i=0

ωj,i
d

dx
G(x)r(a+j)+i, (1.5)

onde

ωj,i =
(−1)j

j!i!

Γ(r(a+ j) + i+ 1)

Γ(r(a+ j) + 1)i!

1

[r(a+ j) + i]
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e
d

dx
G(x)r(a+j)+i = [r(a+ j) + i]G(x)r(a+j)+i−1 g(x),

sendo que ωj,i é uma constante e d
dx
G(x)r(a+j)+i é a fdp de uma variável aleatoria com

fda G(x)r(a+j)+i. Portanto, usando a combinação linear (1.5), tem-se que a fda de

GIIIGG é

F (x) =
∞
∑

j=0

∞
∑

i=0

ωj,iG(x)
r(a+j)+i, (1.6)

e que o momento de ordem r da GIIIGG é

E(Xr) =
∞
∑

j=0

∞
∑

i=0

ωj,iµ
(r)
j,i ,

onde µ
(r)
j,i é o r-ésimo momento da variável aleatoria com fda G(x)r(a+j)+i.

A assimetria γ1 = µ3/µ
2/3
2 e a curtose γ2 = µ4/µ

2
2 podem ser determinadas através

de momentos centrais µk, onde k é um inteiro positivo. Mais adiante serão mostrados

alguns gráficos de assimetria e curtose das distribuições GIIIBIIIG e GIIIWG.

1.2 Função quant́ılica e simulação

A função quant́ılica da famı́lia GIIIGG, Q(u) = F−1(u), é fácil de ser calculada a

partir da função quant́ılica da Gama(a,1), Qa,1(u), bastando inverter (1.1). Tem-se

que

u = F (x) = P (X ≤ x) = P

(

Y ≤

[

G(x)

1−G(x)

]r)

= Q−1
a,1

([

G(x)

1−G(x)

]r)

,

onde Y é a variável aleatoria com distribuição Gama(a,1) e Q−1
a,1(.) é a função inversa

da função Qa,1(.). Assim sendo,

G(x)

1−G(x)
= [Qa,1(u)]

1/r

e

x = G−1

(

[Qa,1(u)]
1/r

1 + [Qa,1(u)]
1/r

)

. (1.7)

Então, a geração de uma variável aleatoria que segue uma distribuição da famı́lia

GIIIGG é dada por

X = G−1

(

[Qa,1(U)]
1/r

1 + [Qa,1(U)]
1/r

)

,

onde U é variável aleatória uniforme no intervalo [0, 1].
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1.3 Entropia

A entropia de uma variável aleatória X com densidade f(x) é uma medida da

variação de incerteza. Um valor grande de entropia indica uma incerteza nos dados.

A entropia de Shannon é dada por

E [− log f(X)] = − log r + log Γ(a)− E [log g(X)]− (ra− 1)E [logG(X)]

+(ra+ 1)E [log(1−G(X))] + E

[(

G(X)

1−G(X)

)r]

= − log r + log Γ(a)− E [log g(X)]− (ra− 1)E

[

log

(

G(X)

1−G(X)

)]

+2E {log [1−G(X)]}+ E

[(

G(X)

1−G(X)

)r]

. (1.8)

As esperanças da Equação (1.8) podem ser obtidas facilmente. Usando a Equação

(1.4) tem-se que

E [log g(X)]
(1.4)
=

r

Γ(a)

∞
∑

j,i=0

(−1)j

j!i!

Γ(r(a+ j) + i+ 1)

Γ(r(a+ j) + 1)

×

∫

∞

0

[log g(x)]G(x)r(a+j)+i−1 g(x)dx

=
r

Γ(a)

∞
∑

j,i=0

(−1)j

j!i!

Γ(r(a+ j) + i+ 1)

Γ(r(a+ j) + 1)

×

∫ 1

0

[

log g(G−1(u))
]

ur(a+j)+i−1 du

=
r

Γ(a)

∞
∑

j,i=0

(−1)j

j!i!

Γ(r(a+ j) + i+ 1)

Γ(r(a+ j) + 1)
Ij,i,

onde G(x) = u e Ij,i =
∫ 1

0
[log g(G−1(u))] ur(a+j)+i−1 du. Pode-se calcular Ij,i para

algumas fda’s G(x).

A esperança da função escore se anula, em particular E
(

∂l
∂a

)

= 0, e então a

Equação (1.10) dada na Seção 1.4 implica que

E

[

log

(

G(X)

1−G(X)

)]

=
ψ(a)

r
.

Usando a expansão em série

log (1− x) = −
∞
∑

l=1

1

l
xl, (1.9)
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para x < 1, podemos expandir a seguinte esperança como

E {log [1−G(x)]}
(1.9)
= −

∞
∑

l=1

1

l
E
[

G(x)l
]

(1.4)
= −

r

Γ(a)

∞
∑

l=1

∞
∑

j,i=0

1

l

(−1)j

j! i!

Γ(r(a+ j) + i+ 1)

Γ(r(a+ j) + 1)

×

∫

∞

0

G(x)r(a+j)+i+l−1 g(x)dx

=
r

Γ(a)

∞
∑

l=1

∞
∑

j,i=0

(−1)j+1

j! i! l

Γ(r(a+ j) + i+ 1)

Γ(r(a+ j) + 1) [r(a+ j) + i+ l]
.

Finalmente, usando a expansão em série dada na Equação (1.3) tem-se que

E

[(

G(X)

1−G(X)

)r]
(1.3)
= E

[

G(X)r
∞
∑

h=0

Γ(r + h)

h! Γ(r)
G(X)h

]

=
∞
∑

h=0

Γ(r + h)

h! Γ(r)
E
[

G(X)r+h
]

=
∞
∑

h=0

Γ(r + h)

h! Γ(r)

∞
∑

j,i=0

(−1)j

j!i!

Γ(r(a+ j) + i+ 1)

Γ(r(a+ j) + 1)

×

∫

∞

0

G(x)r(a+j+1)+i+h−1g(x)dx

=
1

Γ(r)

∞
∑

h,j,i=0

(−1)j

j!i!h!

Γ(r + h)Γ(r(a+ j) + i+ 1)

Γ(r(a+ j) + 1) [r(a+ j + 1) + i+ h]
.

Por fim, obtem-se que

E [− log f(X)] = − log r + log Γ(a)−
r

Γ(a)

∞
∑

j,i=0

(−1)j

j!i!

Γ(r(a+ j) + i+ 1)

Γ(r(a+ j) + 1)
Ij,i

−(ra− 1)
ψ(a)

r

+2
r

Γ(a)

∞
∑

l=1

∞
∑

j,i=0

(−1)j+1

j! i! l

Γ(r(a+ j) + i+ 1)

Γ(r(a+ j) + 1) [r(a+ j) + i+ l]

+
1

Γ(r)

∞
∑

h,j,i=0

(−1)j

j!i!h!

Γ(r + h)Γ(r(a+ j) + i+ 1)

Γ(r(a+ j) + 1) [r(a+ j + 1) + i+ h]
.
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1.4 Estimação

Seja θ = (a, r, θ1, ..., θk)
T , onde k é um número natural, o vetor paramétrico da

distribuição GIIIGG (1.2). Consideramos o método de máxima verossimilhança para

estimar θ. A função log-verossimilhança, l = l(θ), para os k + 2 parâmetros de uma

observação x é

l(θ) = log r−log Γ(a)+log g(x)+(ra−1) logG(x)−(ra+1) log(1−G(x))−

[

G(x)

1−G(x)

]r

.

Os componentes do vetor escore unitário U = (∂l/∂a, ∂l/∂β, ∂l/∂θ1, ..., ∂l/∂θk)
T são

∂l

∂a
= −ψ(a) + r log

(

G(x)

1−G(x)

)

, (1.10)

∂l

∂r
=

1

r
+

{

a−

[

G(x)

1−G(x)

]r}

log

(

G(x)

1−G(x)

)

,

∂l

∂θj
=

1

g(x)

∂g(x)

∂θj
+

(ra− 1)

G(x)

∂G(x)

∂θj
+

(ra+ 1)

1−G(x)

∂G(x)

∂θj

−
r [G(x)]r−1

[1−G(x)]r+1

∂G(x)

∂θj
, j = 1, . . . , k.

onde ψ(a) = Γ
′

(a)
Γ(a)

é a função digama.

Para uma amostra aleatória (x1, . . . , xn) de tamanho n deX, a log-verossimilhança

total é ln = ln(θ) =
∑n

i=1 l
(i), onde l(i) é a log-verossimilhança para a i-ésima ob-

servação (i = 1, . . . , n). A função escore total é Un =
∑n

i=1 U
(i), onde U(i) tem

a forma anterior dada para i = 1, . . . , n. A estimativa de máxima verossimilhança

(EMV) θ̂ de θ é obtida numericamente das equações não-lineares Un = 0.

A estat́ıstica do teste da razão de verossimilhança (RV) pode ser usada para

comparar a distribuição GIIIGG com alguns de seus submodelos. Considerando a

partição θ = (θT
1 ,θ

T
2 )

T , testes de hipóteses do tipo H0 : θ1 = θ
(0)
1 versus HA : θ1 6=

θ
(0)
1 podem ser realizados usando a estat́ıstica RV dada por w = 2

{

l(θ̂)− l(θ̃)
}

, onde

θ̂ e θ̃ são os EMV’s de θ sob HA e H0, respectivamente. Sob a hipótese nula, w
d
→ χ2

q,

onde q é a dimensão do vetor θ1 de interesse. O teste RV rejeita H0 se w > ξγ, onde ξγ

denota o quantil superior de ordem 100γ% da distribuição χ2
q. Por exemplo, podemos

verificar se o ajuste usando a distribuição GIIIBIIIG é estatisticamente “superior”

para um ajuste usando a distribuição GIIIBIII (para um dado conjunto de dados)

testando H0 : r = 1 versus HA : r 6= 1.

As derivadas parciais de distribuição Burr III (2.2) são dadas por:
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∂G

∂α
=

[

1 +
(x

s

)

−α
]

−(β+1)

β
(x

s

)

−α

log
(x

s

)

,

∂G

∂β
= −

[

1 +
(x

s

)

−α
]

−β

log

[

1 +
(x

s

)

−α
]

,

∂G

∂s
= −

β α

s

[

1 +
(x

s

)

−α
]

−(β+1)
(x

s

)

−α

,

∂g

∂α
=

β

x

[

1 +
(x

s

)

−α
]

−(β+1)
(x

s

)

−α

−
β α (−β − 1)

x

[

1 +
(x

s

)

−α
]

−(β+2)

×
(x

s

)

−2α

log
(x

s

)

−
β α

x

[

1 +
(x

s

)

−α
]

−(β+1)

log
(x

s

)(x

s

)

−α

,

∂g

∂β
=

α

x

[

1 +
(x

s

)

−α
]

−(β+1)
(x

s

)

−α

−
β α

x

[

1 +
(x

s

)

−α
]

−(β+1)

log

[

1 +
(x

s

)

−α
]

(x

s

)

−α

,

∂g

∂s
=

β α2 (−β − 1)

sx

[

1 +
(x

s

)

−α
]

−(β+2)
(x

s

)

−2α

+
β α2

sx

[

1 +
(x

s

)

−α
]

−(β+1)
(x

s

)

−α

.

As derivadas parciais para a distribuição Weibull (3.2) são:

∂G

∂k
=

(x

v

)k

ln
(x

v

)

e−(
x
v )

k

,

∂G

∂v
= −

k

v

(x

v

)k

e−(
x
v )

k

,

∂g

∂k
=

xk−1

vk
e−(

x
v )

k
[

1 + k ln
(x

v

)

− k
(x

v

)k

ln
(x

v

)

]

,

∂g

∂v
=

k2xk−1

vk+1
e−(

x
v )

k
[

(x

v

)k

− 1

]

.
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Caṕıtulo 2

Distribuição Gama tipo III Burr

III Generalizada

Burr [8] introduziu um sistema de distribuições que contém a distribuição Burr XII

(BXII). Se a variável aleatória Y tem distribuição BXII, então X = Y −1 tem a

distribuição Burr III (BIII), que possui função de distribuição acumulada definida

por

Gα,β,s(x) =
[

1 + (x/s)−α]−β
=

[

(x/s)α

1 + (x/s)α

]β

, x > 0, (2.1)

onde α > 0 e β > 0 são parâmetros de forma e s > 0 é um parâmetro de escala. A

função densidade de probabilidade correspondente a (2.1) é dada por

gα,β,s (x) =
αβ

s(x/s)α+1

[

(x/s)α

1 + (x/s)α

]β+1

, x > 0. (2.2)

A distribuição BIII tem sido usada em vários campos da ciência. Ela foi inicialmente

denominada distribuição Dagum [9, 10] em estudos de distribuição de renda e salário

como de distribuição de riquezas e suas caracteŕısticas amplamente analizadas. Para

um excelente estudo sobre a gênese e aplicações emṕıricas ver Kleiber e Kotz [11] e

Kleiber [12]. Na literatura atuarial é conhecida como distribuição Burr inversa [13] e

como distribuição kappa na literatura meteorológica [14, 15]. Tem sido empregada em

finanças, estudos do meio ambiente, análise de sobrevivência e teoria da confiabilidade

[16, 17, 18, 19, 20, 21, 22]. Além disso, Shao et al. [23] propôs uma distribuição

BIII estendida em análise de baixa frequência onde sua cauda inferior é de principal

interesse. Uma extensão bivariada da distribuição BIII foi definida por Rodriguez
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[24].

A distribuição Gama tipo III Burr III Generalizada (GIIIBIIIG) com cinco parâ-

metros, é definida tomando G(x) como sendo a fda de uma variável aleatória Burr

III (2.1). Dáı obtemos

F (x) = I[1+(x/s)−α]−β(a, r) =
1

Γ(a)

∫

{

[1+(x/s)−α]
β
−1

}−r

0

ta−1e−tdt, x > 0, (2.3)

onde a > 0, r > 0, α > 0, β > 0 e s > 0. A função densidade e a função taxa de falha

correspondentes à equação (2.3) são dadas por:

f(x) =
r

Γ(a)

αβ

s(x/s)α+1

[1 + (x/s)−α]
−βra−1

{

1− [1 + (x/s)−α]−β
}ra+1 e

−

{

[1+(x/s)−α]
β
−1

}−r

, x > 0, (2.4)

e

h(x) =
r

Γ(a)

αβ

s(x/s)α+1

[1 + (x/s)−α]
−βra−1

e
−

{

[1+(x/s)−α]
β
−1

}−r

{

1− [1 + (x/s)−α]−β
}ra+1 (

1− I[1+(x/s)−α]−β(a, r)
)
,

x > 0, (2.5)

respectivamente. A função densidade da GIIIBIIIG (2.4) inclui dois submodelos im-

portantes: a distribuição Gama tipo III Burr III surge tomando r = 1 e a distribuição

Gama(a,1) que surge quando r=α=β=s=1. Se X é uma variável aleatória com den-

sidade (2.4), então escrevemos X ∼ GIIIBIIIG(a, r, α, β, s).

Gráficos da função densidade (2.4) para valores selecionados de a, r, α, β, s

são dados nas Figuras 2.1, 2.2 e 2.3. Foram escolhidos oito cenários para variar o

parâmetro r e dois para os outros parâmetros. O parâmetro r extra de forma da

GIIIBIIIG fornece maior flexibilidade na forma da distribuição gerada e, com isso, é

mais útil para a modelagem de dados positivos.

As Figuras 2.4 e 2.5 mostram as funções de taxa de falha da GIIIBIIIG (2.5)

que podem ter formato de banheira, monotonicamente decrescente, monotonicamente

crescente ou unimodal, dependendo dos valores dos parâmetros.
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Figura 2.1: Gráficos da função densidade GIIIBIIIG para alguns valores dos

parâmetros de forma a e r.
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Figura 2.2: Gráficos da função densidade GIIIBIIIG para alguns valores dos

parâmetros r e α.
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Figura 2.3: Gráficos da função densidade GIIIBIIIG para alguns valores do parâmetro

de forma β em dois cenários diferentes.
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Figura 2.4: Gráficos da função taxa de falha de GIIIBIIIG para alguns valores dos

parâmetros de forma a, r, cada um em dois cenários diferentes.
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Figura 2.5: Gráficos da função taxa de falha de GIIIBIIIG para os parâmetros de

forma β e α, cada um em dois cenários diferentes.

2.1 Expansão da função densidade e momentos

Quando G é a fda da variável aleatoria Burr III (2.1), com parâmetros α, β, s, tem-se

que

Gα,β,s(x)
r(a+j)+i =

[

1 + (x/s)−α]−β[r(a+j)+i]
.

Assim sendo, µ
(r)
j,i é obtida facilmente, pois Gα,β,s(x)

r(a+j)+i é a fda da distribuição

Burr III com parâmetros α, β [r(a+ j) + i], s. Tem-se que o r-ésimo momento da Burr

III, com parâmetros α, β, s, é µ
′

r = srΓ(β + r/α)Γ(1 + r/α)/Γ(β). Por conseguinte,

o momento de ordem r da GIIIGG é

E(Xr) =
∞
∑

j=0

∞
∑

i=0

ωj,is
rΓ(β [r(a+ j) + i] + r/α)Γ(1 + r/α)

Γ(β [r(a+ j) + i])
.
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Gráficos de assimetria γ1 e curtose γ2 para valores selecionados de a como função

de r, para algumas escolhas de r como função de a, para algumas escolhas de β como

função de α, e para algumas escolhas de α como função de β, são mostradas nas

Figuras 2.6 e 2.7.
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Figura 2.6: Assimetria e curtose da distribuição GIIIBIIIG como função de a e r.

2.2 Função quant́ılica e simulação

Seja G a fda da distribuição Burr III (2.1), sua inversa é dada por

G−1
α,β,s(y) = s(y−1/β − 1)−1/α.

Com isso, da equação (1.7), tem-se que

x = s





(

[Qa,1(u)]
1/r

1 + [Qa,1(u)]
1/r

)

−1/β

− 1





−1/α

. (2.6)
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Por conseguinte, pode-se gerar a variável aleatória GIIIBIIIG pela Equação (2.6),

onde u é gerada da distribuição Uniforme(0,1) e Qa,1(u) está dispońıvel na maioria

dos pacotes dos softwares estat́ısticos.
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Figura 2.7: Assimetria e curtose da distribuição GIIIBIIIG como função de α e β.

2.3 Aplicação

Nesta seção fornecemos uma aplicação usando um conjunto de dados reais para

demonstrar a flexibilidade e a potencialidade do modelo GIIIBIIIG.

Para o modelo GIIIBIIIG dado pela equação (2.4) trabalhamos com os seguintes

dados que representam o tempo de sobrevivência (em dias) de 72 porquinhos da Índia

infectados com “virulent tubercle bacilli”, observado e reportado por Bjerkedal [25].

Os dados são como seguem:

0,1 0,33 0,44 0,56 0,59 0,72 0,74 0,77 0,92 0,93 0,96 1 1 1,02 1,05 1,07 1,07 1,08

1,08 1,08 1,09 1,12 1,13 1,15 1,16 1,2 1,21 1,22 1,22 1,24 1,3 1,34 1,36 1,39 1,44 1,46
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1,53 1,59 1,6 1,63 1,63 1,68 1,71 1,72 1,76 1,83 1,95 1,96 1,97 2,02 2,13 2,15 2,16 2,22

2,3 2,31 2,4 2,45 2,51 2,53 2,54 2,54 2,78 2,93 3,27 3,42 3,47 3,61 4,02 4,32 4,58 5,55.

Ajustamos as distribuições GIIIBIIIG, GIIIBIII e Gama aos dados pelo método

de máxima verossimilhança. Os EMV’s dos parâmetros, com erros padrões (EP),

medidos para os modelos são mostrados na Tabela 2.1. Os testes de hipóteses são

dados na Tabela 2.2.

A estat́ıstica RV para testar as hipóteses H0: GIIIBIII × HA: GIIIBIIIG e H0:

G × HA: GIIIBIIIG são 2,908 (p-valor=0,088) e 11,897 (p-valor=0.018), respectiva-

mente. Consequentemente, rejeitamos a hipótese nula em ambos os casos em favor da

distribuição GIIIBIIIG a um ńıvel de significância α = 0, 10. Gráficos das densidades

ajustadas das distribuições GIIIBIIIG, GIIIBIII e Gama são dados na Figura 2.8.

O gráfico indica que a distribuição GIIIBIIIG fornece um melhor ajuste para estes

dados do que os sub-modelos GIIIBIII e Gama. Comparada com seus sub-modelos,

a distribuição GIIIBIIIG obteve um melhor ajuste em torno da moda e no decai-

mento das caudas. As implementações, usando o programa R, das estimativas estão

no Apêndice.

Modelo a r α β s

GIIIBIIIG 0,772 0,262 5,743 2,224 1,787

(0,363) (0,319) (3,794) (2,315) (0,523)

GIIIBIII 4,895 1 0,863 0,509 0,662

(1,663) (-) (0,661) (2,344) (0,902)

Gama 1,964 1 1 1 1

(0,136) (-) (-) (-) (-)

Tabela 2.1: Estimativas de máxima verossimilhança dos parâmetros do modelo GII-

IBIIIG e do seus sub-modelos.
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Modelo Hipóteses Estat́ıstica w p-valor

GIIIBIIIG x GIIIBIII H0: r = 1 2.908 0.088

GIIIBIIIG x Gama H0: r = α = β = s = 1 11.897 0.018

Tabela 2.2: Testes de Hipóteses dos modelos GIIIBIIIG versus GIIIBIII e GIIIBIIIG

versus Gama com suas respectivas estat́ısticas w e p-valores.
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Figura 2.8: Gráfico dos modelos GIIIBIIIG, GIIIBIII e Gama ajustados a um conjunto

de dados reais com seu histograma.
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Caṕıtulo 3

Distribuição Gama tipo III Weibull

Generalizada

A distribuição Weibull é uma distribuição de probabilidade cont́ınua. É nomeada de-

vido a Waloddi Weibull que, em 1951, publicou um artigo descrevendo a distribuição

em detalhes e propondo diversas aplicações. O campo de aplicações da distribuição

Weibull é vasto e abrange praticamente todas as áreas da ciência. Usando esta dis-

tribuição, realizou-se a modelagem bem sucedida de dados provenientes de grandes

áreas das ciências f́ısica, biológica, social, saúde e ambiental. Métodos baseados nesta

distribuição são ferramentas indispensáveis para profissionais da engenharia que tra-

balham com confiabilidade. Em geral, suas aplicações visam a determinação do tempo

de vida médio e da taxa de falhas em função do tempo. É também de grande inte-

resse para estat́ısticos devido às suas diversas caracteŕısticas espećıficas. O sucesso da

distribuição se justifica não só por sua flexibilidade, mas também pelo fato de existi-

rem recursos gráficos que facilitam sua interpretação e por ser capaz de proporcionar

previsões com acurácia razoável, mesmo quando a quantidade de dados dispońıvel

é baixa. Uma variável aleatória X segue a distribuição Weibull se sua função de

distribuição acumulada é dada por

Gk,v(x) = 1− e−(x/v)k , x > 0, (3.1)
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onde k > 0 e v > 0 são os parâmetros de forma e de escala, respectivamente. A

função densidade de probabilidade da distribuição Weibull é

gk,v(x) =
k

v

(x

v

)k−1

e−(
x
v )

k

, x > 0. (3.2)

Define-se a distribuição GIIIWG, com quatro parâmetros, tomando G(x), na equação

(1.1), como sendo a fda (3.1) da distribuição Weibull. Então a distribuição acumulada

da GIIIWG torna-se

F (x) = I
1−e−(x/v)k (a, r) =

1

Γ(a)

∫

[

e(x/v)
k
−1

]r

0

ta−1e−tdt, x > 0, (3.3)

onde a > 0, r > 0, k > 0 e v > 0. A função densidade e a função de taxa de falha

correspondentes à equação (3.3) são

f(x) =
r

Γ(a)

k

v

(x

v

)k−1 [

1− e−(x/v)k
]ra−1

exp
{

ra(x/v)k −
[

e(x/v)
k

− 1
]r}

, x > 0,

(3.4)

e

h(x) =
r

Γ(a)

k

v

(x

v

)k−1 (1− e−(x/v)k)ra−1

[

1− I
1−e−(x/v)k (a, r)

] exp
{

ra(x/v)k −
[

e(x/v)
k

− 1
]r}

, x > 0,

(3.5)

respectivamente. Se X é uma variável aleatória com densidade, então escrevemos

X ∼ GIIIWG(a , r , k , v). A função densidade de GIIIWG (3.4) inclui três submodelos

importantes: a distribuição Gama tipo III Weibull (GIIIW) surge tomando r = 1, a

distribuição Gama tipo III Exponencial Generalizada (GIIIEG) surge quando k = 1

e a distribuição Gama tipo III Exponencial (GIIIE) que surge quando r = k = 1.

Gráficos da densidade (3.4) e da função de taxa de falha (3.5) para valores seleci-

onados de a, r, k, v são dados nas Figuras 3.1, 3.2 e nas Figuras 3.3, 3.4; respectiva-

mente. O parâmetro r de forma extra da GIIIWG fornece maior flexibilidade na forma

da distribuição gerada, por conseguinte, é mais útil para a modelagem de dados posi-

tivos. Equações laboriosas são necessárias para alcançar formatos de densidade como

apresentados nas Figuras 3.1(e), 3.1(f) e 3.2(b), em especial, o formato do gráfico da

Figura 3.2(b) com a = 3, 5. Pode-se notar nas Figuras 3.3 e 3.4 que as taxas de falha

do novo modelo assumem as formas de banheira, monotonicamente decrescente ou

crescente, dependendo dos valores dos parâmetros. Os formatos de banheira da taxa
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de falha tais como são apresentados nas Figuras 3.3(a), 3.3(c), 3.3(d), 3.3(e) e 3.4(a)

são custosos de ser obtidos, implicando um grande potencial para a nova distribuição

GIIIWG.
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Figura 3.1: Gráficos da função densidade GIIIWG para alguns valores do parâmetro

de forma r em seis cenários diferentes.
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Figura 3.2: Gráficos da função densidade GIIIWG para alguns valores dos parâmetros

de escala v e de forma a, k, cada um em dois cenários diferentes.
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Figura 3.3: Gráficos da função taxa de falha de GIIIWG para alguns valores dos

parâmetros de forma a, r, k, cada um em dois cenários diferentes.
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Figura 3.4: Gráficos da função taxa de falha de GIIIWG para alguns valores do

parâmetro de escala v em dois cenários diferentes.

3.1 Expansão da função densidade e momentos

Se G é a fda da variável aleatoria Weibull (3.1) com parâmetros k e v, então

Gk,v(x)
r(a+j)+i =

[

1− e−(x/v)k
]r(a+j)+i

.

Ou seja, Gk,v(x)
r(a+j)+i é a fda da distribuição Weibull exponenciada.

Considerando a expansão

(1− x)b =
∞
∑

h=0

(−1)h
Γ(b+ 1)

Γ(b+ 1− h)h!
xh, para b > 0, 0 < x < 1, (3.6)

e que 0 < e−(x/v)k < 1, pois x, k, v > 0, tem-se que pela equação (1.6)

F (x) =
∞
∑

j=0

∞
∑

i=0

ωj,iG(x)
r(a+j)+i

=
∞
∑

j=0

∞
∑

i=0

ωj,i

[

1− e−(x/v)k
]r(a+j)+i

(3.6)
=

∞
∑

j=0

∞
∑

i=0

ωj,i

∞
∑

h=0

(−1)h
Γ(r(a+ j) + i+ 1)

Γ(r(a+ j) + i+ 1− h)h!

[

e−(x/v)k
]h

=
∞
∑

j=0

∞
∑

i=0

ωj,i

{

1 +
∞
∑

h=1

(−1)h
Γ(r(a+ j) + i+ 1)

Γ(r(a+ j) + i+ 1− h)h!
e−(h1/kx/v)k

}

=
∞
∑

j=0

∞
∑

i=0

ωj,i

{

1 +
∞
∑

h=1

(−1)h
Γ(r(a+ j) + i+ 1)

Γ(r(a+ j) + i+ 1− h)h!

[

1−Gk, v

h1/k
(x)
]

}

.
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Logo,

f(x) =
∞
∑

j=0

∞
∑

i=0

∞
∑

h=1

ωj,i(−1)h+1 Γ(r(a+ j) + i+ 1)

Γ(r(a+ j) + i+ 1− h)h!
gk, v

h1/k
(x)

=
∞
∑

j=0

∞
∑

i=0

∞
∑

h=1

ωj,i,hgk, v

h1/k
(x),

onde

ωj,i,h = ωj,i(−1)h+1 Γ(r(a+ j) + i+ 1)

Γ(r(a+ j) + i+ 1− h)h!

e gk, v

h1/k
(x) é a fdp da Weibull com parâmetros k, v

h1/k . Como o r-ésimo momento da

distribuição Weibull com parâmetros k e v é µ
′

r = Γ(r/k + 1)vr,

E(Xr) =
∞
∑

j=0

∞
∑

i=0

∞
∑

h=1

ωj,i,hΓ(r/k + 1)
( v

h1/k

)r

.

Gráficos de assimetria e curtose para valores selecionados de a como função de r,

para algumas escolhas de r como função de a, para algumas escolhas de k como função

de r, e para algumas escolhas de r como função de k, são mostradas nas Figuras 3.5

e 3.6.
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Figura 3.5: Assimetria e curtose da distribuição GIIIWG como função de a e r.
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Figura 3.6: Assimetria e curtose da distribuição GIIIWG como função de a e r, k e
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3.2 Função quant́ılica e simulação

Seja G a fda da distribuição Weibull (3.1), sua inversa é dada por

G−1
k,v(y) = v [− log(1− y)]1/k .

Com isso, usando a Equação (1.7), tem-se que

x = v

[

− log

(

1−
[Qa,1(u)]

1/r

1 + [Qa,1(u)]
1/r

)]

−1/k

. (3.7)

Consequentemente, pode-se gerar a variável aleatória GIIIWG pela Equação (3.7),

onde u é gerada da distribuição Uniforme(0,1) e Qa,1(u) está dispońıvel na maioria

dos pacotes dos softwares estat́ısticos.

3.3 Aplicação

Com um conjunto de dados reais, nesta seção, fornecemos uma aplicação que

prova a flexibilidade do modelo GIIIWG.

Para o modelo GIIIWG dado pela equação (3.4) trabalhamos com os dados que

representam o tempo até a falha de 50 dispositivos colocados no teste de vida no

tempo 0, observado e reportado por Aarset [26]. Os dados são como seguem:

0,1 0,2 1 1 1 1 1 2 3 6 7 1 1 12 18 18 18 18 18 21 32 36 40 45 46 47 50 55 60 63

63 67 67 67 67 72 75 79 82 82 83 84 84 84 85 85 85 85 85 86 86.

Ajustamos as distribuições GIIIWG, GIIIW, GIIIEG e GIIIE aos dados pelo

método de máxima verossimilhança. Os EMV’s dos parâmetros, com erros padrões

(EP), medidos para os modelos são mostrados na Tabela 3.1. O teste de hipótese é

dado na Tabela 3.2.

As estat́ısticas RV para testar as hipóteses H0: GIIIW × HA: GIIIWG, H0: GI-

IIEG × HA: GIIIWG e H0: GIIIE × HA: GIIIWG são 82, 991 (p-valor=0), 19, 391

(p-valor= 1 × 10−5) e 33, 247 (p-valor = 6 × 10−8), respectivamente. Com isso, re-

jeitamos a hipótese nula em todos os casos à favor da distribuição GIIIWG. Gráficos

das densidades ajustadas das distribuições GIIIWG, GIIIW, GIIIEG e GIIIE são da-

dos na Figura 3.7. O gráfico indica que a distribuição GIIIWG fornece um melhor

ajuste para estes dados do que seus submodelos. É importante notar que, na Figura
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3.7, o parâmetro r quebra a convexidade estrita das distribuições GIIIW e GIIIE,

tornando-as parcialmente unimodais como as distribuições GIIIWG e GIIIEG. Fati-

gantes equações são necessárias para se obter o formato de densidade ajustado pela

GIIIWG e GIIIEG como neste caso, demonstrando, mais uma vez, um grande poten-

cial da nova distribuição. As implementações, usando o programa R, das estimativas

estão no Apêndice.

Modelo a r k v

GIIIWG 1,519 0,118 3,299 42,453

(0,755) (0,061) (1,334) (17,846)

GIIIW 2,687 1 0,133 1,767

(0,015) (-) (0,192) (0,148)

GIIIEG 2,442 0,198 1 11,515

(0,372) (0,057) (-) (3,689)

GIIIE 0,743 1 1 86,784

(0,125) (-) (-) (7,097)

Tabela 3.1: Estimativas de máxima verossimilhança dos parâmetros dos modelos

GIIIWG, GIIIW, GIIIEG e GIIIE.

Modelo Hipótese Estat́ıstica w p-valor

GIIIWG x GIIIW H0: r = 1 82,991 0

GIIIWG x GIIIEG H0: k = 1 19,391 1× 10−5

GIIIWG x GIIIE H0: r = k = 1 33,247 6× 10−8

Tabela 3.2: Testes de Hipóteses dos modelos.
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Figura 3.7: Gráfico dos modelos GIIIWG, GIIIW, GIIIEG e GIIIE ajustados a um

conjunto de dados reais com seu histograma.
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Caṕıtulo 4

Conclusões e Trabalhos Futuros

4.1 Conclusões

Neste trabalho, propomos e estudamos as propriedades de uma nova famı́lia de

distribuições, a famı́lia Gama tipo III Generalizada. Esta famı́lia é uma generalização

da famı́lia Gama tipo III proposta por Torabi e Montazeri [6]. Estudamos expansões

da função densidade de probabilidade e da função de distribuição acumulada, os mo-

mentos, a função quant́ılica e a entropia, além do ajuste do modelo a dados reais.

Com o intuito de avaliar a flexibilidade desta famı́lia, estudamos dois de seus modelos:

a Gama tipo III Burr III Generalizada (GIIIBIIIG) e a Gama tipo III Weibull Ge-

neralizada (GIIIWG). Os gráficos da função densidade de probabilidade e da função

taxa de falha evidenciam a grande flexibilidade destes modelos para a descrição de

dados. Estes modelos foram ajustados a dois conjuntos de dados reais e se mostraram

superiores a seus submodelos na descrição do comportamento dos dados.
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4.2 Trabalhos Futuros

Este trabalho evidenciou o grande potencial da famı́lia de distribuições Gama

tipo III Generalizada. Pretendemos estudar as propriedades de outros modelos desta

famı́lia não abordados aqui. Pretendemos, também, estudar a utilização de modelos

desta famı́lia em modelos de regressão.
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Apêndice 1

### Programaç~ao da GIIIBIIIG##

# fdp e fda da BIII:

pburr<-function(x){(((x/s)^alpha)/(1+

(x/s)^alpha))^beta}

dburr<-function(x){alpha*beta*((((x/s)^alpha)/(1+

(x/s)^alpha))^(beta+1))/(s*(x/s)^(alpha+1))}

# fdp da GIIIBIIIG:

fdp<-function(x){(r*dburr(x)/gamma(a))*(pburr(x)^(r*a-1))/

((1-pburr(x))^(r*a+1))*

exp(-(pburr(x)/(1-pburr(x)))^r)}

# Gráficos da fdp da GIIIBIIIG:

# a1

r=1

alpha=0.9

beta=0.9

s=0.5

#abcissa

x<-seq(0.01,4,0.01)

#linha 1

a=1.15

y<-fdp(x)

plot(x,y,type="l",ylab=c("f(x)"))
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#linha 2

a=1.5

y<-fdp(x)

lines(x,y,lty=2)

#linha 3

a=2

y<-fdp(x)

lines(x,y,lty=3)

#linha 4

a=3

y<-fdp(x)

lines(x,y,lty=4)

#linha 5

a=5

y<-fdp(x)

lines(x,y,lty=5)

legend(2.8,2.3,c("a=1,15","a=1,5","a=2","a=3","a=5"),lty=c(1,2,3,4,5)

,bty="n",cex=.65)

# a2

r=2

alpha=1.5

beta=1.5

s=0.5

#abcissa

x<-seq(0.01,1.7,0.01)

#linha 5

a=3

y<-fdp(x)

plot(x,y,type="l",ylab=c("f(x)"),lty=5)

#linha 1

a=1.15
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y<-fdp(x)

lines(x,y,lty=1)

#linha 2

a=1.5

y<-fdp(x)

lines(x,y,lty=2)

#linha 3

a=2

y<-fdp(x)

lines(x,y,lty=3)

#linha 4

a=2.5

y<-fdp(x)

lines(x,y,lty=4)

legend(1.2,2.3,c("a=1,15","a=1,5","a=2","a=2,5","a=3"),

lty=c(1,2,3,4,5),bty="n",cex=.65)

# r1

a=1

alpha=0.9

beta=0.9

s=0.5

#abcissa

x<-seq(0.01,2,0.01)

#linha 1

r=1.15

y<-fdp(x)

plot(x,y,type="l",ylab=c("f(x)"))

#linha 2

r=1.5

y<-fdp(x)

lines(x,y,lty=2)
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#linha 3

r=2

y<-fdp(x)

lines(x,y,lty=3)

#linha 4

r=3

y<-fdp(x)

lines(x,y,lty=4)

legend(1.3,2.5,c("r=1,15","r=1,5","r=2","r=3"),

lty=c(1,2,3,4),bty="n",cex=.65)

# Gráf da txf da GIIIGBIII:

# acumulada da GIIIGBIII:

fda<-function(x){pgamma((pburr(x)/(1-pburr(x)))^r,a,1)}

# taxa de falha:

h<-function(x){fdp(x)/(1-fda(x))}

# txf a1

r=0.5

alpha=0.9

beta=0.9

s=0.5

#abcissa

x<-seq(0.001,1.5,0.001)

#linha 1

a=0.09

y<-h(x)

plot(x,y,type="l",ylab=c("h(x)"),ylim=c(0,4))

#linha 2

a=1

y<-h(x)

lines(x,y,lty=2)

47



#linha 3

a=2

y<-h(x)

lines(x,y,lty=3)

#linha 4

a=3

y<-h(x)

lines(x,y,lty=4)

#linha 5

a=4

y<-h(x)

lines(x,y,lty=5)

legend(1,4,c("a=0,09","a=1","a=2","a=3","a=4"),lty=c(1,2,3,4,5),

bty="n",cex = 0.65)

# txf a2

r=2.5

alpha=2

beta=3

s=0.5

#abcissa

x<-seq(0.0001,1.5,0.0001)

#linha 1

a=0.5

y<-h(x)

plot(x,y,type="l",ylab=c("h(x)"))

#linha 2

a=1.5

y<-h(x)

lines(x,y,lty=2)

#linha 3

a=2.5
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y<-h(x)

lines(x,y,lty=3)

#linha 4

a=3.5

y<-h(x)

lines(x,y,lty=4)

#linha 5

a=4.5

y<-h(x)

lines(x,y,lty=5)

legend(0.3,40,c("a=0,5","a=1,5","a=2,5","a=3,5","a=4,5")

,lty=c(1,2,3,4,5),bty="n",cex=.65)

# txf r1

a=1

alpha=0.9

beta=0.9

s=0.5

#abcissa

x<-seq(0.00001,0.3,0.00001)

#linha 1

r=1.13

y<-h(x)

plot(x,y,type="l",ylab=c("h(x)"),ylim=c(2.15,2.8))

#linha 2

r=1.15

y<-h(x)

lines(x,y,lty=2)

#linha 3

r=1.17

y<-h(x)

lines(x,y,lty=3)
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#linha 4

r=1.19

y<-h(x)

lines(x,y,lty=4)

#linha 5

r=1.21

y<-h(x)

lines(x,y,lty=5)

legend(0.1,2.8,c("r=1,13","r=1,15","r=1,17","r=1,19","r=1,21"),

lty=c(1,2,3,4,5),bty="n",cex = 0.65)

# Gráf de sk e kur da GIIIGBIII:

# mom(y)=E(X^y). y é a ordem do momento.

mom<-function(y){

fb<-function(x){x^y*fdp(x)}

return(integrate(fb, 0, "inf"))}

# momento central

momc<-function(oc){

fc<-function(x){(x-mom(1)[[1]])^oc*fdp(x)}

return(integrate(fc,0,"inf"))}

# assimetria rxa

alpha=1

beta=1

s=1

a=1

rs<-seq(1,5,0.01)

ass<-c(1:length(rs))

for(i in 1:length(ass)){

r=rs[i]

ass[i]<-momc(3)[[1]]/(momc(2)[[1]]^1.5)}
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plot(rs,ass,type="l",lty=1,xlab="r",ylab="Assimetria")

a=3

rs<-seq(1,5,0.01)

ass<-c(1:length(rs))

for(i in 1:length(ass)){

r=rs[i]

ass[i]<-momc(3)[[1]]/(momc(2)[[1]]^1.5)}

lines(rs,ass,lty=2)

a=5

rs<-seq(1,5,0.01)

ass<-c(1:length(rs))

for(i in 1:length(ass)){

r=rs[i]

ass[i]<-momc(3)[[1]]/(momc(2)[[1]]^1.5)}

lines(rs,ass,lty=3)

a=7.1

rs<-seq(1,5,0.01)

ass<-c(1:length(rs))

for(i in 1:length(ass)){

r=rs[i]

ass[i]<-momc(3)[[1]]/(momc(2)[[1]]^1.5)}

lines(rs,ass,lty=4)

legend(4,2,c("a=1","a=3","a=5","a=7.1"),lty=c(1,2,3,4),bty="n",

cex=.65)

# curtose rxa

a=1

rs<-seq(1,5,0.01)
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cur<-c(1:length(rs))

for(i in 1:length(cur)){

r=rs[i]

cur[i]<-momc(4)[[1]]/(momc(2)[[1]]^2)}

plot(rs,cur,type="l",ylim=c(2.5,5.5),lty=1,xlab="r",ylab="Curtose")

a=3

rs<-seq(1,5,0.01)

cur<-c(1:length(rs))

for(i in 1:length(cur)){

r=rs[i]

cur[i]<-momc(4)[[1]]/(momc(2)[[1]]^2)}

lines(rs,cur,lty=2)

a=5

rs<-seq(1,5,0.01)

cur<-c(1:length(rs))

for(i in 1:length(cur)){

r=rs[i]

cur[i]<-momc(4)[[1]]/(momc(2)[[1]]^2)}

lines(rs,cur,lty=3)

a=7.1

rs<-seq(1,5,0.01)

cur<-c(1:length(rs))

for(i in 1:length(cur)){

r=rs[i]

cur[i]<-momc(4)[[1]]/(momc(2)[[1]]^2)}

lines(rs,cur,lty=4)

legend(4,5.5,c("a=1","a=3","a=5","a=7.1"),

lty=c(1,2,3,4),bty="n",cex=.65)
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# GIIIGBIII dados:

# Artigo: A new generalized Lindley distribution

x<-c(0.1, 0.33, 0.44, 0.56, 0.59, 0.72, 0.74, 0.77, 0.92, 0.93, 0.96,

1, 1, 1.02, 1.05, 1.07, 1.07, 1.08, 1.08, 1.08, 1.09, 1.12,

1.13, 1.15, 1.16, 1.2, 1.21, 1.22, 1.22, 1.24, 1.3, 1.34, 1.36,

1.39, 1.44, 1.46, 1.53, 1.59, 1.6, 1.63, 1.63, 1.68, 1.71, 1.72,

1.76, 1.83, 1.95, 1.96, 1.97, 2.02, 2.13, 2.15, 2.16, 2.22, 2.3,

2.31, 2.4, 2.45, 2.51, 2.53, 2.54, 2.54, 2.78, 2.93, 3.27, 3.42,

3.47, 3.61, 4.02, 4.32, 4.58, 5.55)

# Funç~oes objetivas:

# giiibiiie;

menos.loglike.giiibiiie<-function(par){

a<-par[1]

r<-par[2]

alpha<-par[3]

beta<-par[4]

s<-par[5]

-sum(log(r)+log(alpha)+log(beta)+(alpha*beta*r*a-1)*log(x)

-log(gamma(a))-alpha*beta*r*a*log(s)-(beta*r*a+1)*log(1+

(x/s)^alpha)-(r*a+1)*log(1-((x/s)^alpha/(1+(x/s)^alpha))

^beta)-(((x/s)^alpha/(1+(x/s)^alpha))^beta/(1-((x/s)^alpha

/(1+(x/s)^alpha))^beta))^r)}

# giiibiii;

menos.loglike.giiibiii<-function(par){

a<-par[1]

r<-1

alpha<-par[2]

beta<-par[3]

s<-par[4]

-sum(log(r)+log(alpha)+log(beta)+(alpha*beta*r*a-1)*log(x)
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-log(gamma(a))-alpha*beta*r*a*log(s)-(beta*r*a+1)*log(1+

(x/s)^alpha)-(r*a+1)*log(1-((x/s)^alpha/(1+(x/s)^alpha))

^beta)-(((x/s)^alpha/(1+(x/s)^alpha))^beta/(1-((x/s)

^alpha/(1+(x/s)^alpha))^beta))^r)}

# gamma;

menos.loglike.g<-function(a){

a<-a

r<-1

alpha<-1

beta<-1

s<-1

-sum(log(r)+log(alpha)+log(beta)+(alpha*beta*r*a-1)*log(x)

-log(gamma(a))-alpha*beta*r*a*log(s)-(beta*r*a+1)*log(1+

(x/s)^alpha)-(r*a+1)*log(1-((x/s)^alpha/(1+(x/s)^alpha))

^beta)-(((x/s)^alpha/(1+(x/s)^alpha))^beta/(1-((x/s)

^alpha/(1+(x/s)^alpha))^beta))^r)}

# Minimizaç~ao das funç~oes objetivas:

# emv giiibiiig;

results.giiibiiie<-optim(c(0.428,0.41,4.003,3.369,1.961),

menos.loglike.giiibiiie)

# emv giiibiii;

results.giiibiii<-optim(c(1,1,1,1),menos.loglike.giiibiii)

# emv g;

results.g<-optim(2,menos.loglike.g)

# Teste da Raz~ao de Verossimilhança Generalizada:

# giiibiiig vs giiibiii (hypotheses H0:r=0);

w<-2*(results.giiibiii$value-results.giiibiiie$value)

w

pvalue<-1-pchisq(w,df=1)

pvalue
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# giiibiiig vs g (hypotheses H0:r=alpha=beta=s=1);

w1<-2*(results.g$value-results.giiibiiie$value)

w1

pvalue1<-1-pchisq(w1,df=4)

pvalue1

# Gráfico

hist(x, prob=T,ylim=c(0,0.7),main = "",ylab="f(x)")

dom<-seq(0.01,150,0.01)

# giiibiiig

a=results.giiibiiie$par[1]

r=results.giiibiiie$par[2]

alpha=results.giiibiiie$par[3]

beta=results.giiibiiie$par[4]

s=results.giiibiiie$par[5]

ima<-fdp(dom)

lines(dom,ima,type="l")

# giiibiii

a=results.giiibiii$par[1]

r=1

alpha=results.giiibiii$par[2]

beta=results.giiibiii$par[3]

s=results.giiibiii$par[4]

ima<-fdp(dom)

lines(dom,ima,lty=2)

# gamma(a,1)

a=results.g$par[1]

r=1

alpha=1

beta=1

s=1

ima<-fdp(dom)
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lines(dom,ima,lty=3)

legend(4,0.7,c("GIIIBIIIG","GIIIBIII","G"),lty=c(1,2,3),bty="n",

cex=0.75)

### Programaç~ao da GIIIWG ###

# fdp da GWIIIE:

fdp<-function(x){((r*k)/(gamma(a)*v^k))*(x^(k-1))*

((1-exp(-(x/v)^k))^(r*a-1))*

exp((r*a)*((x/v)^k)-(exp((x/v)^k)-1)^r)}

# r1

x<-seq(0,4,0.0001)

a=0.5

k=0.5

v=2

#linha 1

r=0.5

y<-fdp(x)

plot(x,y,type="l",ylim=c(0,2),ylab=c("f(x)"))

#linha 2

r=3

y<-fdp(x)

lines(x,y,lty=2)

#linha 3

r=5

y<-fdp(x)

lines(x,y,lty=3)

#linha 4

r=8

y<-fdp(x)
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lines(x,y,lty=4)

legend(2,2,c("r=0,5","r=3","r=5","r=8"),lty=c(1,2,3,4),bty="n",

cex=.66)

# r3

x<-seq(0,4,0.0001)

a=2

k=0.5

v=2

#linha 1

r=0.5

y<-fdp(x)

plot(x,y,type="l",ylab=c("f(x)"),ylim=c(0,4),xlim=c(0,4))

#linha 2

r=1.5

y<-fdp(x)

lines(x,y,lty=2)

#linha 3

r=3

y<-fdp(x)

lines(x,y,lty=3)

#linha 4

r=11

y<-fdp(x)

lines(x,y,lty=4)

legend(2,4,c("r=0,5","r=1,5","r=3","r=11"),lty=c(1,2,3,4)

,bty="n",cex=.66)

# r4

x<-seq(0,4,0.0001)

a=2

k=2
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v=2

#linha 1

r=0.1

y<-fdp(x)

plot(x,y,type="l",ylab=c("f(x)"),ylim=c(0,5),xlim=c(0,4))

#linha 2

r=1.5

y<-fdp(x)

lines(x,y,lty=2)

#linha 3

r=3

y<-fdp(x)

lines(x,y,lty=3)

#linha 4

r=5.5

y<-fdp(x)

lines(x,y,lty=4)

legend(2.5,5,c("r=0,1","r=1,5","r=3","r=5,5"),lty=c(1,2,3,4)

,bty="n",cex=.66)

# Gráf. da txf da GIIIWG:

# acumulada da GIIIGW:

fda<-function(x){pgamma((pweibull(x,k,v)/(1-pweibull(x,k,v)))^r,a,1)}

# taxa de falha:

h<-function(x){fdp(x)/(1-fda(x))}

# txf a1

r=1.5

k=1.1

v=1.3

x<-seq(0.0001,2,0.0001)

#linha 1
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a=0.01

y<-h(x)

plot(x,y,type="l",ylab=c("h(x)"),ylim=c(0,10),xlim=c(0,2))

#linha 2

a=.2

y<-h(x)

lines(x,y,lty=2)

#linha 3

a=.4

y<-h(x)

lines(x,y,lty=3)

#linha 4

a=.5

y<-h(x)

lines(x,y,lty=4)

legend(1.5,6,c("a=0,01","a=0,2","a=0,4","a=0,5"),lty=c(1,2,3,4,5),

bty="n",cex = 0.66)

# txf a2

r=2.5

k=0.5

v=3

#abcissa

x<-seq(0.0001,8,0.0001)

#linha 1

a=1

y<-h(x)

plot(x,y,type="l",ylab=c("h(x)"),xlim=c(0,7),ylim=c(0,10))

#linha 2

a=2

y<-h(x)

lines(x,y,lty=2)
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#linha 3

a=3

y<-h(x)

lines(x,y,lty=3)

#linha 4

a=4

y<-h(x)

lines(x,y,lty=4)

#linha 5

a=5

y<-h(x)

lines(x,y,lty=5)

legend(0,10,c("a=1","a=2","a=3","a=4","a=5"),lty=c(1,2,3,4,5)

,bty="n",cex=.66)

# txf r1

a=0.5

k=2.5

v=0.5

#abcissa

x<-seq(0.0001,1.5,0.0001)

#linha 1

r=0.1

y<-h(x)

plot(x,y,type="l",ylab=c("h(x)"),xlim=c(0,0.8),ylim=c(0,30))

#linha 2

r=0.2

y<-h(x)

lines(x,y,lty=2)

#linha 3

r=0.3

y<-h(x)
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lines(x,y,lty=3)

#linha 4

r=0.5

y<-h(x)

lines(x,y,lty=4)

#linha 5

r=0.8

y<-h(x)

lines(x,y,lty=5)

legend(0.05,30,c("r=0,1","r=0.2","r=3","r=0,5","r=0,8")

,lty=c(1,2,3,4,5),bty="n",cex = 0.65)

# txf r2

a=2.5

k=0.5

v=1.7

#abcissa

x<-seq(0.001,10,0.001)

#linha 1

r=0.5

y<-h(x)

plot(x,y,type="l",ylab=c("h(x)"),ylim=c(0.1,0.5),xlim=c(0,4))

#linha 2

r=0.6

y<-h(x)

lines(x,y,lty=2)

#linha 3

r=0.7

y<-h(x)

lines(x,y,lty=3)

#linha 4

r=0.8
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y<-h(x)

lines(x,y,lty=4)

legend(0.3,0.5,c("r=0,5","r=0,6","r=0,7","r=0,8"),

lty=c(1,2,3,4),bty="n",cex=.66)

# GIIIWG mom:

# assimetria rxa

k=1

v=1

a=1

rs<-seq(1,5,0.01)

ass<-c(1:length(rs))

for(i in 1:length(ass)){

r=rs[i]

ass[i]<-momc(3)[[1]]/(momc(2)[[1]]^1.5)}

plot(rs,ass,type="l",lty=1,ylab="Assimetria",xlab="r")

a=3

rs<-seq(1,5,0.01)

ass<-c(1:length(rs))

for(i in 1:length(ass)){

r=rs[i]

ass[i]<-momc(3)[[1]]/(momc(2)[[1]]^1.5)}

lines(rs,ass,lty=2)

a=5

rs<-seq(1,5,0.01)

ass<-c(1:length(rs))

for(i in 1:length(ass)){

r=rs[i]

ass[i]<-momc(3)[[1]]/(momc(2)[[1]]^1.5)}
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lines(rs,ass,lty=3)

a=7.1

rs<-seq(1,5,0.01)

ass<-c(1:length(rs))

for(i in 1:length(ass)){

r=rs[i]

ass[i]<-momc(3)[[1]]/(momc(2)[[1]]^1.5)}

ass[194]<-(ass[193]+ass[192])/2

lines(rs,ass,lty=4)

legend(3,.6,c("a=1","a=3","a=5","a=7,1"),lty=c(1,2,3,4),bty="n",

cex=.65)

# curtose rxa

a=1

rs<-seq(1,5,0.01)

cur<-c(1:length(rs))

for(i in 1:length(cur)){

r=rs[i]

cur[i]<-momc(4)[[1]]/(momc(2)[[1]]^2)}

plot(rs,cur,type="l",ylim=c(2.5,3.6),lty=1,ylab="Curtose",xlab="r")

a=1.5

rs<-seq(1,5,0.01)

cur<-c(1:length(rs))

for(i in 1:length(cur)){

r=rs[i]

cur[i]<-momc(4)[[1]]/(momc(2)[[1]]^2)}

cur[204]<-(cur[203]+cur[205])/2

cur[306]<-(cur[307]+cur[305])/2

lines(rs,cur,lty=2)
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legend(1,3.5,c("a=1","a=1,5"),lty=c(1,2),bty="n",cex=.65)

# GIIIWG dados:

# Funç~oes objetivas:

# giiigw;

menos.loglike.giiibiiie<-function(par){

a<-par[1]

r<-par[2]

k<-par[3]

v<-par[4]

-sum(log(r)+log(k)-log(gamma(a))-k*log(v)+(k-1)*log(x)+(r*a-1)

*log(1-exp(-(x/v)^k))+r*a*(x/v)^k-(exp((x/v)^k)-1)^r)}

# giiiw;

menos.loglike.giiibiii<-function(par){

a<-par[1]

r<-1

k<-par[2]

v<-par[3]

-sum(log(r)+log(k)-log(gamma(a))-k*log(v)+(k-1)*log(x)+(r*a-1)*

log(1-exp(-(x/v)^k))+r*a*(x/v)^k-(exp((x/v)^k)-1)^r)}

# failure-fifty-devices

x<-c(0.1,0.2,1,1,1,1,1,2,3,6,7,11,12,18,18,18,18,18,21,32,36,

40,45,46,47,50,55,60,63,63,67,67,67,67,72,75,79,82,82,

83,84,84,84,85,85,85,85,85,86,86)

# emv giiiwg:

results.giiibiiie<-optim(c(1.1,.5,.4,.5),menos.loglike.giiibiiie)

# emv giiiw:

results.giiibiii<-optim(c(2.6,1,.9),menos.loglike.giiibiii)
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# Teste da Raz~ao de Verossimilhança Generalizada:

# giiiwg vs giiiw (hypotheses H0:r=1);

w<-2*(results.giiibiii$value-results.giiibiiie$value)

w

pvalue<-1-pchisq(w,df=1)

pvalue

# Gráfico

hist(x, prob=T,main="",ylab="f(x)")

dom<-seq(0.01,150,0.01)

# giiibiiig

a=results.giiibiiie$par[1]

r=results.giiibiiie$par[2]

k=results.giiibiiie$par[3]

v=results.giiibiiie$par[4]

ima<-fdp(dom)

lines(dom,ima,type="l")

# giiibiii

a=results.giiibiii$par[1]

r=1

k=results.giiibiii$par[2]

v=results.giiibiii$par[3]

ima<-fdp(dom)

lines(dom,ima,lty=2)

legend(25,0.025,c("GIIIWG","GIIIW"),lty=c(1,2),bty="n",cex=0.75)
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