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Resumo

Santos, Daniel. Abordagens hamiltoniana e vlasoviana dos efeitos da intera-
ção onda-partícula em plasmas não colisionais. Brasília, Dezembro de 2016.
127p. Tese de Doutorado. Instituto de Física, Universidade de Brasília.

Nesse trabalho investigamos os efeitos da interação feixe-plasma por meio de
um modelo hamiltoniano para um sistema composto de N partículas eletrostaticamente
acopladas a uma onda.

A discretização do sistema em feixes monocinéticos permite fazer uma abordagem
perturbativa do problema e destacar importantes conexões entre as formulações hamil-
toniana e vlasoviana. Por meio de resultados numéricos, mostramos que tanto o amor-
tecimento como a amplificação de Landau surgem como consequência de um processo
de phase mixing dos vários modos normais do sistema linearizado. Observamos que esse
mecanismo possui características distintas dependendo se o sistema é estável ou instável.
Os resultados obtidos para sistemas de muitos graus de liberdade foram possíveis graças
ao desenvolvimento de uma nova técnica para obtenção de raízes complexas.

Implementamos simulações de Vlasov via método semi-lagrangiano e descrevemos
o processo de relaxação não colisional da distribuição de velocidades das partículas
ressonantes e a evolução da intensidade da onda. Analisamos o espectro dos modos
não amortecidos em plasmas livres quando se assume uma distribuição de velocidades
estacionária com um pequeno (e suave) plateau nas vizinhanças da velocidade de fase
da onda. Verificamos que essas oscilações são bastante sensíveis à forma do plateau

principalmente quando possuem velocidades de fase próximas à velocidade térmica das
partículas.

Investigamos também, por meio do cálculo da função dielétrica, as modificações na
relação de dispersão dos modos eletrostáticos em plasmas livres e plasmas magnetizados
sujeitos a campo externo de radiação. Os cálculos são feitos com base em um modelo
semiclássico, em que elétrons são descritos quanticamente e os campos classicamente.

Palavras–chave

Hamiltoniana onda-partícula, Phase mixing, Amortecimento/amplificação de
Landau, Relaxação não colisional, Função dielétrica



Abstract

Santos, Daniel. Hamiltonian and vlasovian approaches of the effects of the
wave-particle interaction in collisionless plasmas.Brasília, Dezembro de 2016.
127p. PhD. Thesis. Instituto de Física, Universidade de Brasília.

In this work we discuss the effects of the beam-plasma interaction by means of a
hamiltonian model for a system composed of N particles electrostatically coupled to a
single wave.

The discretization of the system in monokinetic beams allows us to use a pertur-
bative approach of the problem and highlight important connections between the hamil-
tonian and vlasovian formulations. By means of numerical calculations, we show that
both Landau damping and growth emerge due to a phase mixing mechanism that involves
many normal modes of the linearized system. We observe that this mechanism exhibits a
distinct behavior depending on whether the system is stable or unstable. For systems with
many degrees of freedom, the results obtained were possible due to the development of a
new root-finding technique in the complex plane.

Using vlasovian simulations via semi-Lagrangian scheme we describe the process
of collisionless relaxation of the velocity distribution for the resonant particles and the
evolution of the wave intensity. We analyse the spectrum of undamped modes in free
plasmas when one assumes a stationary velocity distribution with a small (and smooth)
plateau centred on the wave phase speed. We find that these oscillations are quite sensitive
to the shape of the plateau, mainly for those that have velocities close to the thermal
particle velocity.

We also investigate, using a semiclassical approach, the modifications in the
dispersion relation of the electrostatic modes in free and magnetized plasmas subjected to
external radiation field.

Keywords

Wave-particle hamiltonian, Phase mixing, Landau damping/growth, Collision-
less relaxation, Dielectric function
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CAPÍTULO 1
Introdução

1.1 Motivação

As oscilações eletrônicas em gases ionizados têm sido, desde sua observação ex-
perimental [1](remontando às origens dos estudos de tais sistemas) objeto de pesquisa em
inúmeros trabalhos que contribuíram para o estabelecimento de conceitos fundamentais
em Física de Plasmas.

A fim de capturar diferentes aspectos da complexidade da dinâmica desse sis-
tema, várias formulações foram desenvolvidas: desde as abordagens pioneiras hidrodi-
nâmica [1, 2] e cinética [3, 4, 5] até modelos quânticos [6, 7], que se mostraram uma
ferramenta bastante poderosa para o estudo dos efeitos de campos eletromagnéticos ex-
ternos [8, 9, 10] sobre as propriedades dielétricas e as oscilações coletivas dos plasmas.

Nas últimas décadas, a interação das oscilações eletrônicas (ondas de Langmuir)
com as partículas ressonantes 1 do plasma é um tema que tem atraído bastante atenção.
Em 1971 O’Neil, Winfrey e Malberg propuseram um modelo específico para o estudo da
interação feixe-plasma [11] abrindo caminho para as primeiras simulações computacio-
nais nesse tópico [12]. Esse modelo é revisitado e rederivado no contexto hamiltoniano
[13, 14, 15], em que a dinâmica da onda e das partículas ressonantes é colocada em pé de
igualdade por meio de variáveis canonicamente conjugadas. A abordagem hamiltoniana
mostrou-se bastante frutífera para o estudo da interação feixe-plasma tanto do ponto de
vista da análise de dados experimentais [16] quanto do ponto de vista teórico por meio de
resultados analíticos [17, 18] e de simulações numéricas [19, 20, 21].

Podemos destacar o trabalho de L. D. Landau [4] em 1946 como um marco para o
ínicio dos estudos sobre interação feixe-plasma. Por meio de uma abordagem vlasoviana
linear, Landau demonstrou que para uma distribuição de velocidades de equilíbrio do
tipo Maxwell-Boltzmann as oscilações de Langmuir são atenuadas exponencialmente
no tempo qualquer que seja a condição inicial. Esse fenômeno hoje conhecido como
amortecimento de Landau, cuja taxa de decaimento é usualmente denotada por γL,

1Partículas do plasma que viajam com velocidade próxima à velocidade de fase da onda.
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constitui um dos conceitos mais fundamentais em Física de Plasmas. Apesar de ser um
problema antigo, o amortecimento de Landau é ainda hoje intensivamente investigado
experimentalmente [22] e teoricamente [23, 24, 25, 26, 27, 28] com novos aspectos e
pontos de vista sendo ainda explorados.

Nos anos seguintes às predições de Landau, houve vários questionamentos
acerca do mecanismo físico responsável por essa atenuação. Fenômenos dissipativos
em gases estão normalmente relacionados às colisões entre as partículas, porém isso
não vem ao caso no contexto de Vlasov. Uma abordagem com maior intuição física
para o amortecimento das ondas de Langmuir foi elaborada por J. M. Dawson [29]
em 1961, que explicou o fenômeno como resultado de um mecanismo ressonante de
transferência de energia (e momento) entre onda e partículas. O amortecimento de Landau
foi completamente reconhecido após sua observação experimental em 1964 por Malmberg
e Wharton [30].

Por não levar em consideração efeitos não lineares na equação de Vlasov, a
teoria de Landau possui um limite temporal de validade expresso como t � τB, onde
τB representa o período de aprisionamento das partículas no poço de potencial da onda.
As não linearidades decorrentes desse aprisionamento foram cuidadosamente estudadas
na referência [31]. Nesse trabalho, T. O’Neil resolve analiticamente a equação de Vlasov
para as partículas ressonantes por meio de funções elípticas e generaliza o cálculo do
fator gama de Landau mostrando que a taxa de amortecimento tende à γL quando t� τB,
porém vai a zero quando t/τB→ ∞.

A diminuição no módulo do coeficiente de amortecimento com o tempo é acom-
panhada pela relaxação da função distribuição de equilíbrio dos elétrons (formação de um
plateau) nas vizinhanças da velocidade de fase da onda. Esse processo é conhecido como
relaxação quase-linear e foi pioneiramente estabelecido em 1961 por Vedenov, Velikhov
e Sagdeev [32] e de forma independente por Drummond e Pines [33]. A formação do
plateau na distribuição de velocidades dos elétrons foi observada experimentalmente em
1971 e reportada na referência [34]. Equações de difusão com base nas aproximações da
teoria quase-linear são obtidas também em outros contextos além da Física de Plasmas
[35].

O propósito principal da presente tese é investigar os mecanismos associados
ao amortecimento de Landau tanto no regime linear, em que efeitos de aprisionamento
podem ser negligenciados, quanto no regime não linear em que notórias distorções na
distribuição de equilíbrio dos elétrons são observadas. Pra isso, consideramos o modelo
hamiltoniano proposto em [14, 15] que é resolvido em termos de uma expansão em modos
normais [18, 36] no regime t � τB e por meio de simulações de Vlasov para tempos
da ordem ou maiores que o período de aprisionamento das partículas. Investigamos o
espectro das oscilações não amortecidas em plasmas livres quando introduzimos uma
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distribuição de velocidades estacionária ligeiramente diferente de uma maxwelliana.
Estudamos também o efeito da presença de um campo externo de radiação sobre as
oscilações eletrônicas em plasmas livres e plasmas magnetizados [37, 38].

1.2 Fundamentos da Físicas de plasmas

Um plasma é essencialmente um gás composto de elétrons e átomos ionizados
ou moléculas interagindo eletromagneticamente e que se caracteriza por dois aspectos
fundamentais: a neutralidade macroscópica e o comportamento coletivo devido às forças
coulombianas de longo alcance.

Durante o ano de 1929, Tonks e Langmuir observaram experimentalmente a
existência de oscilações eletrônicas em gases ionizados a baixas pressões [1]. Verificaram
ainda que essas variações elétricas eram tão rápidas (ca. 109 s−1) que os íons, em razão de
sua maior inércia, permaneciam praticamente fixos. Neste mesmo ano eles introduziram o
termo plasma para se referir à porção do gás com densidades elevadas e aproximadamente
iguais de íons e elétrons onde essas oscilações eram observadas. Surgia assim uma nova
área da Física, conhecida hoje como Física de Plasmas.

1.2.1 Neutralidade macroscópica

Na ausência de campos externos e em um volume pequeno comparado com o
comprimento característico de variação de parâmetros macroscópicos (e.g. densidade e
temperatura), porém suficientemente grande para conter um elevado número de partículas,
a carga líquida total é aproximadamente nula, i. e.

∑
a

eana ≈ 0 , (1.2.1)

onde ea e na representam, respectivamente, a carga elétrica e a densidade das partículas
da espécie a = i,e (íons ou elétrons).

Para compreender melhor a neutralidade macroscópica do plasma expressa pela
equação (1.2.1) vamos considerar o seguinte exemplo: suponha que com o intuito de gerar
um campo elétrico no interior do plasma, inserimos duas esferas carregadas conectadas a
uma bateria conforme ilustrado na figura 1.1.

Para restaurar a neutralidade, o plasma responde de modo a formar uma nuvem
de íons em torno da esfera negativa e uma nuvem de elétrons em torno da esfera positiva.
Se a agitação térmica das partículas for muito pequena comparada à energia eletrostática
das esferas, deverá existir na nuvem a mesma quantidade de carga, em módulo, que há na
esfera. Neste caso, a blindagem é perfeita e nenhum campo elétrico residual é observado



1.2 Fundamentos da Físicas de plasmas 13

Figura 1.1: Desenho esquemático da blindagem de Debye.

fora da nuvem. Por outro lado, se a temperatura do gás for apreciável, as partículas que
estiverem na borda 2 da nuvem, onde o campo elétrico é fraco, possuem energia térmica
suficiente para escapar do poço de potencial eletrostático. Nessa situação, a blindagem
não é perfeita e potenciais da ordem de KBT/e podem penetrar no plasma, causando o
aparecimento de campos elétricos.

Considerando que a esfera positiva encontra-se na origem do sistema de coorde-
nadas e possui um potencial eletrostático ϕ0, o potencial nos pontos ao seu redor satisfaz
a equação de Poisson, que em uma dimensão é dada por

ε0
d2ϕ

dx2 =−e(ni−ne) , (1.2.2)

onde ni e ne representam, respectivamente, as densidades de íons e de elétrons.
Se assumirmos mi/me→∞, então, dentro da escala de tempo do experimento, os

íons não realizam movimentos significativos (aproximação de íons fixos). Dessa forma,
temos que ni = n0, onde n0 representa a densidade de partículas nas regiões distantes da
esfera, livres de sua influência.

Na presença de um potencial elétrico a função de distribuição dos elétrons no
equilíbrio térmico é

Fe(v) = n0

(
me

2πKBTe

)3/2

exp
[
−
(

1
2

mev2− eϕ

)
/KBTe

]
. (1.2.3)

A densidade de elétrons pode ser obtida a partir da integração da função de

2Denominamos borda da nuvem a região em que a energia potencial eletrostática é aproximadamente
igual a energia térmica das partículas.
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distribuição sobre todas as velocidades

ne =
∫

∞

−∞

Fe(v)dv

= n0 exp
(

eϕ

KBTe

)
, (1.2.4)

que corresponde a uma distribuição de Boltzmann.
Substituindo a densidade de elétrons obtida em (1.2.4) na equação de Poisson,

obtemos

ε0
d2ϕ

dx2 = en0

[
exp
(

eϕ

KBTe

)
−1
]
. (1.2.5)

Expandindo a exponencial na equação acima em série de Taylor e assumindo que
o potencial eletrostático é fraco o suficiente tal que podemos negligenciar os termos de
ordem superior a eϕ e, assim, obter

d2ϕ

dx2 =
n0e2

ε0KBTe
ϕ , (1.2.6)

que admite solução dada por

ϕ = ϕ0 exp(−|x|/λD) , (1.2.7)

com

λD =

(
ε0KBTe

n0e2

)1/2

. (1.2.8)

A quantidade λD é denominada comprimento de Debye [39, 40, 41] e representa
uma medida da distância a partir da qual potenciais localizados são blindados no plasma.
A derivação do comprimento de Debye na equação anterior foi feita do ponto de vista
de cargas testes (eletrólitos) estáticas, assim como é apresentada na maioria dos livros-
textos. Uma análise mais completa, levando em consideração o movimento das partículas
do plasma tem sido recentemente revisitada na referênia [42]. A partir do comprimento
de Debye, podemos definir uma esfera de raio λD denominada esfera de Debye que
representa a região do plasma que contém as partículas que blindam o potencial local.
O número de partículas carregadas dentro da esfera é dado por

ND = n0
4
3

πλ
3
D . (1.2.9)

As partículas dentro da esfera de Debye não sentem a presença de campos
eletrostáticos gerados fora dela. Por esse motivo dizemos que o comportamento coletivo
do plasma ocorre dentro dessa esfera, região onde as partículas interagem através de forças
eletromagnéticas.
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1.2.2 Comportamento coletivo e a frequência de Plasma

Quando um plasma experimenta uma perturbação em seu estado de equilíbrio,
surgem campos autoconsistentes 3 que agem sobre as partículas na tentativa de restaurar
a neutralidade do sistema. Esses campos são responsáveis por colocar os elétrons em
oscilação com uma frequência bem definida. Os íons, por sua vez, devido sua inércia, não
têm tempo para responder aos campos oscilatórios e são considerados fixos.

Para ilustrar esse processo, vamos considerar que uma camada de elétrons de um
plasma inicialmente uniforme e em repouso é deslocada, em relação a um background de
íons fixos, pela ação de uma força externa. Quando essa influência externa é subitamente
removida, o campo elétrico interno resultante do deslocamento das cargas acelera os
elétrons, cuja dinâmica é dada pela equação

meẍ =−eE =−n0e2

ε0
x , (1.2.10)

onde E = en0x/ε0 é obtido a partir da lei de Gauss.
Obtemos de (1.2.10) que a dinâmica da camada de elétrons é uma oscilação

harmônica com frequência

ωp =

(
n0e2

ε0me

)1/2

. (1.2.11)

Essas oscilações, que estão intimamente associadas ao efeito da blindagem dos
campos elétricos, são denominadas oscilações de Langmuir [1, 39, 40, 43] e são as
mais simples que podemos observar em um plasma4. A frequência dessas oscilações é
denominada frequência natural de plasma ou simplesmente frequência de plasma.

1.2.3 Parâmetros de Plasma

Conforme vimos anteriormente, as oscilações coletivas em um plasma estão
intimamente associadas à blindagem dos campos elétricos. Essa blindagem, por sua vez,
deve-se a uma distribuição de cargas em uma esfera de raio λD. Contudo, se as dimensões
do plasma forem inferiores ao comprimento de Debye essa blindagem não será efetiva e o
sistema não se comportará verdadeiramente como um plasma. Uma condição necessária
para que um gás ionizado seja considerado plasma é que ele seja denso o suficiente tal
que

λD� L , (1.2.12)

3Campos gerados pelas partículas do próprio plasma.
4É importante ressaltar que para a derivação das oscilações de Langmuir negligenciamos a dinâmica dos

íons e o movimento térmico dos elétrons.
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onde L representa a dimensão do plasma.
Adicionalmente à (1.2.12) o comportamento coletivo requer ainda que haja um

grande número de partículas na esfera de Debye

ND� 1 . (1.2.13)

Se definirmos o parâmetro g como

g =
1

n0λ3
D
, (1.2.14)

a condição (1.2.13) pode ser reescrita como

g� 1 . (1.2.15)

O parâmetro g é chamado parâmetro de plasma e representa uma medida da
razão da energia potencial média entre partículas e da energia cinética média do plasma
[43, 40]. A condição (1.2.15), denominada aproximação de plasma, é satisfeita para um
amplo intervalo de valores de densidade n0 e temperatura Te, o que justifica a diversidade
de sistemas encontrados no estado de plasma.

Um último aspecto que deve ser observado diz respeito às colisões entre as
partículas. Para que forças hidrodinâmicas comuns (forças de colisão) não determinem
o comportamento do plasma, i.e. para que sua dinâmica possa ser regida pelas equações
do eletromagnetismo, devemos ter

ωpτc� 1 , (1.2.16)

onde τc representa o tempo médio entre colisões.
Em resumo, para que um gás ionizado possa ser classificado como um plasma os

critérios (1.2.12), (1.2.15) e (1.2.16), juntamente com a condição de neutralidade (1.2.1)
devem ser satisfeitos

1.3 Estrutura da Tese

No capítulo seguinte apresentamos a formulação cinética para plasmas não
colisionais. A partir de uma análise linear das equações de Vlasov-Maxwell obtemos a
relação de dispersão para as ondas eletrostáticas em plasmas livres e uma expressão para
a taxa de decaimento ou amplificação da sua amplitude. Analisamos também sistemas
magnetizados onde revisitamos os resultados da referência [44] e discutimos os principais
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efeitos da presença de um campo de radiação externo sobre as oscilações eletrostáticas do
plasma.

No capítulo 3 iniciamos o estudo dos efeitos não lineares em plasmas não
magnetizados por meio de um modelo mecânico simples e paradigmático da interação
onda-partícula. A partir desse modelo introduzimos importantes conceitos associados a
esse sistema e rederivamos o amortecimento de Landau apresentado no capítulo 2 de uma
forma mais intuitiva. Revisitamos a teoria quase-linear para plasmas e discutimos suas
principais predições feitas para o limite t → ∞. Concluímos o capítulo apresentando o
método semi-lagrangiano para resolver numericamente a equação de Vlasov no regime
não linear.

No capítulo 4 apresentamos o formalismo de feixes monocinéticos para o mo-
delo onda-partícula. Calculamos numericamente o espectro dos autovalores associados
às soluções estacionárias do sitema linear e mostramos que, no regime linear, o amorte-
cimento ou amplificação de Landau estão associados a um mecanismo de phase mixing

de modos com diferentes velocidades de fase. Os resultados desse capítulo no regime de
muitos feixes foram possíveis graças ao desenvolvimento de um método de procura de
raízes no plano complexo mais bem detalhado no apêndice A.

No capítulo 5 investigamos os efeitos das não linearidades sobre a dinâmica do
sistema onda-partícula. Implementamos simulações de Vlasov utilizando o método semi-
lagrangiano para descrever a dinâmica da distribuição de velocidades das partículas e da
amplitude da onda. Finalizamos a tese investigando os modos coletivos não amortecidos
do plasma obtidos quando se assume uma distribuição de velocidades achatada nas
vizinhanças da velocidade de fase da onda.

No último capítulo apresentamos as considerações finais do trabalho e as pers-
pectivas de atuação futura.

Todos os resultados contidos nessa tese foram gerados com rotinas próprias
escritas em linguagem de programação C. O tratamento dos resultados numéricos foi
feito em linguagem Python (versão 3.5.2).



CAPÍTULO 2
Abordagem cinética não colisional

Sistemas físicos clássicos compostos de muitas partículas são usualmente estu-
dados em três níveis de descrição: uma descrição microscópica exata baseada em leis da
mecânica clássica, uma descrição de fluido em que o estado do sistema é descrito local-
mente com base em cinco parâmetros macroscópicos (densidade, temperatura e as três
componentes da velocidade do centro de massa de uma porção do fluido) e uma descrição
cinética em uma escala intermediária mesoscópica.

Nesse capítulo, estamos interessados no estudo de plasmas não colisionais em
um nível mesoscópico com base na formulação cinética. Essa abordagem, que surgiu
no século XIX em decorrência da dificuldade de se tratar problemas de muitos corpos do
ponto de vista da mecânica clássica, rapidamente mostrou-se bastante eficaz para o estudo
dos gases. No contexto específico da Física de Plasmas não colisionais, além de resgatar
a maioria de resultados obtidos pelas formulações microscópica e macroscópica, a teoria
cinética atua como uma via capaz de conectar essas duas descrições para o sistema.

2.1 Função de distribuição de uma partícula

A formulação cinética introduz o conceito de função de distribuição Fa(x,v, t),
de modo que

dNa(x,v, t) = Fa(x,v, t)d3x d3v , (2.1.1)

fornece o número de partículas da espécie a = i,e (íons ou elétrons) que no instante t

ocupam o elemento de volume d3xd3v centrado no ponto (x,v) do espaço de fase.
A densidade de partículas dessa espécie, na(x,v, t), pode ser obtida inte-

grando (2.1.1) sobre todo o espaço das velocidades,

na(x, t) =
∫

Fa(x,v, t)d3v . (2.1.2)
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Dividindo ambos os membros da equação (2.1.2) por na(x, t), obtemos

∫
∞

−∞

Fa(x,v, t)
na(x, t)

d3v = 1 , (2.1.3)

que nos motiva a definir a função de distribuição normalizada

fa(x,v, t)≡
1

na(x, t)
Fa(x,v, t) . (2.1.4)

Esse tipo de distribuição mostra-se bastante conveniente para o cálculo de valores
médios de quantidades físicas macroscópicas uma vez que pode ser considerada como um
peso estatístico (que não requer interpretações probabilísticas).

Seja Ga(x,v, t) uma grandeza física qualquer associada às partículas do tipo a do
plasma, então seu valor médio é calculado da seguinte forma

〈Ga(x,v, t)〉v =
∫

Ga(x,v, t) fa(x,v, t)d3v , (2.1.5)

e portanto, a velocidade média das partículas do tipo a de uma pequena porção do plasma
centrada na posição x é dada por

ua(x, t) =
∫

v fa(x,v, t)d3v . (2.1.6)

As equações (2.1.2) e (2.1.6) nos mostram como obter as variáveis macroscópi-
cas fundamentais da teoria de fluido a partir da função de distribuição. A partir da densi-
dade e da velocidade média das partículas podemos derivar sistematicamente as demais
quantidades macroscópicas características do sistema como por exemplo os campos au-
toconsistentes do plasma.

2.2 Descrição linear das oscilações eletrostáticas em plas-
mas livres

Na ausência de colisões (t� τc) a evolução da função de distribuição é dada pela
equação de Vlasov [39, 40, 45, 43, 46]

∂Fa

∂t
+(v ·∇)Fa +

ea

ma
[E(x, t)+v×B(x, t)] · ∂Fa

∂v
= 0 , (2.2.7)

onde E e B são os campos médios aos quais as partículas estão sujeitas.
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A equação de Vlasov, juntamente com as equações de Maxwell

∇×B = µ0

(
∑
a

ea

∫
vFa(x,v, t)d3v+ ε0

∂E
∂t

)
, (2.2.8)

∇×E = −∂B
∂t

, (2.2.9)

∇ ·B = 0 , (2.2.10)

∇ ·E =
1
ε0

∑
a

ea

∫
Fa(x,v, t)d3v , (2.2.11)

compõem um sistema de equações autoconsistentes para as funções Fa, E e B.
Apesar da alta complexidade do sistema de equações não lineares em (2.2.7) -

(2.2.11), podemos observar que ele admite uma solução trivial dada por

Fa(x,v, t) = Fa0(v), E = 0, B = 0 , (2.2.12)

que corresponde a um estado de equilíbrio do sistema.
Para resolver o sistema de equações diferenciais Vlasov - Maxwell consideramos

que a solução não trivial desse sistema difere ligeiramente da solução de equilíbrio, isto é

Fa(x,v, t) = Fa0(v)+Fa1(x,v, t); |Fa1| � Fa0 , (2.2.13)

E = E1, B = B1 , (2.2.14)

onde as funções Fa1, E1, B1 são perturbações pequenas o suficiente de tal forma que,
quando substituirmos (2.2.13) e (2.2.14) no sistema de equações de Vlasov, seja possível
desprezar os termos de ordem quadrática nessas quantidades.

Como resultado, obtemos o seguinte sistema de equações para as perturbações

∂Fa1

∂t
+(v ·∇)Fa1 +

ea

ma

(
E1 ·

∂Fa0

∂v

)
= 0 , (2.2.15)

∇×B1 = µ0

(
∑
a

ea

∫
vFa1(x,v, t)d3v+ ε0

∂E1
∂t

)
, (2.2.16)

∇×E1 =−
∂B1
∂t

, (2.2.17)

∇ ·B1 = 0 , (2.2.18)

∇ ·E1 =
1
ε0

∑
a

ea

∫
Fa1(x,v, t)d3v . (2.2.19)

A partir de agora vamos omitir o subíndice 1, dado que trabalharemos exclusiva-
mente com as perturbações.
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A equação (2.2.15) pode ser escrita na forma

∂Fa

∂t
+(v ·∇)Fa =−

ea

ma

(
E · ∂Fa0

∂v

)
. (2.2.20)

O segundo membro da equação acima representa um termo não uniforme e
portanto, a solução Fa pode ser expressa como uma composição de duas partes: a solução
da equação homogênea e a solução especial da equação não uniforme, dada por

Fa(x,v, t) = Fa(x−vt,v,0) (2.2.21)

− ea

ma

∫ t

0

(
E(x−v(t− t ′), t ′)dt ′ · ∂Fa0

∂v

)
. (2.2.22)

Expandindo as perturbações em integrais de Fourier com respeito às coordena-
das, i.e.

Fa =
1

(2π)3

∫
Fa(k,v, t) exp(ik ·x)d3k , (2.2.23)

E =
1

(2π)3

∫
E(k, t) exp(ik ·x)d3k , (2.2.24)

B =
1

(2π)3

∫
B(k, t) exp(ik ·x)d3k , (2.2.25)

e substituindo (2.2.23) - (2.2.25) em (2.2.21), obtemos a seguinte equação para os
coeficientes de Fourier da função de distribuição

Fa(k,v, t) = Fa(k,v,0) exp(−ik ·vt) (2.2.26)

− ea

ma

∫ t

0

(
E(k, t ′) exp(−ik ·v(t− t ′))dt ′ · ∂Fa0

∂v

)
. (2.2.27)

Multiplicando (2.2.26) por ea, somando sobre a e integrando sobre v, obtemos
as componentes de Fourier da densidade de carga

ρ(k, t) = ∑
a

ea

∫
Fa(k,v,0) exp(−ik ·vt)d3v (2.2.28)

− ∑
a

e2
a

ma

∫ ∫ t

0

(
E(k, t ′) exp(−ik ·v(t− t ′)) · ∂Fa0

∂v

)
dt ′d3v . (2.2.29)

A expressão para a densidade total de carga consiste de duas partes. A primeira
é completamente determinada pela configuração inicial da função de distribuição e é,
portanto, uma função conhecida das coordenadas e do tempo. Denotaremos essa parte por
ρext(a densidade de cargas “externas”). A segunda parte, que é proporcional a magnitude
do campo elétrico, corresponde a densidade de carga induzida, que denotaremos por ρind.
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Assim, a expressão (2.2.28) pode ser escrita na forma

ρ(k, t) = ρ
ext(k, t)+ρ

ind(k, t). (2.2.30)

Se agora multiplicarmos (2.2.26) por eav, somarmos sobre a e integrarmos sobre
v, obtemos a seguinte expressão para as componentes de Fourier da densidade de corrente

J(k, t) = ∑
a

ea

∫
vFa(x,v,0) exp(−ik ·vt)d3v (2.2.31)

− ∑
a

e2
a

ma

∫ t

0

∫
v exp(−ik ·v(t− t ′))

(
E(k, t ′) · ∂Fa0

∂v

)
dt ′d3v , (2.2.32)

que também pode ser representada pela soma de uma parte “externa” e outra induzida

J(k, t) = Jext(k, t)+Jind(k, t) . (2.2.33)

Efetuando a transformada de Fourier dos campos dados em (2.2.24) e (2.2.25) e
das densidades ρ(k, t) e J(k, t) em relação ao tempo e utilizando a prescrição ω→ω+ i0+

[4, 83], obtemos

−i
∫

∞

0
exp(i(ω−k ·v)t)dt =

1
ω−k ·v , (2.2.34)

e consequentemente as seguintes expressões para os coeficientes de Fourier

ρ
ext(k,ω) = i∑

a
ea

∫ Fa(k,v,0)
ω−k ·v d3v , (2.2.35)

Jext(k,ω) = i∑
a

ea

∫ vFa(k,v,0)
ω−k ·v d3v , (2.2.36)

ρ
ind(k,ω) =−i∑

a

e2
a

ma

∫ E · ∂Fa0
∂v

ω−k ·vd3v , (2.2.37)

Jind(k,ω) =−i∑
a

e2
a

ma

∫ v
(

E(k,ω) · ∂Fa0
∂v

)

ω−k ·v d3v . (2.2.38)

Seja σi j(k,ω) o tensor condutividade elétrica, então, pela lei de Ohm, temos

Jind
i (k,ω) = σi j(k,ω)E j(k,ω) . (2.2.39)

A partir das equações (2.2.38) e (2.2.39), podemos obter a seguinte expressão
para o tensor condutividade elétrica do plasma

σi j(k,ω) = ∑
a

σ
(a)
i j (k,ω) =−i∑

a

e2
a

ma

∫ vi
∂Fa0
∂v j

ω−k ·vd3v , (2.2.40)
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onde σ
(a)
i j (k,ω) é denominada condutividade de alta frequência das partículas a do

plasma.
O vetor deslocamento elétrico D é dado por

Di(k,ω) = ε0Ei(k,ω)+
i
ω

σi jE j(k,ω) = εi j(k,ω)E j , (2.2.41)

onde εi j(k,ω) é o tensor permissividade elétrica do plasma, que está relacionado com o
tensor condutividade da seguinte forma:

εi j(k,ω) = ε0δi j +
i
ω

σi j(k,ω) . (2.2.42)

Substituindo (2.2.40) em (2.2.42) obtemos a expressão para o tensor adimensio-
nal constante dielétrica (ou permissividade elétrica relativa)

ε̄i j(k,ω)≡
εi j

ε0
= δi j +∑

a

e2
a

ε0maω

∫ vi
∂Fa0
∂v j

ω−k ·vd3v . (2.2.43)

Para estabelecer a estrutura geral do tensor ε̄i j, devemos notar que como ele
depende somente do vetor k, os únicos tensores de segundo rank independentes que
podemos construir são o tensor identidade δi j e o tensor kik j. Portanto, o tensor ε̄i j deve
ter a estrutura

ε̄i j(k,ω) =
(

δi j−
kik j

k2

)
ε̄⊥(k,ω)+

kik j

k2 ε̄‖(k,ω) . (2.2.44)

As funções ε̄‖, ε̄⊥ são chamadas respectivamente de constante dielétrica “longi-
tudinal” e “transversal".

Observamos de (2.2.44) que a constante dielétrica “longitudinal” é obtida a partir
das componentes da diagonal do tensor ε̄i j. Tomando, sem perda de generalidade, o eixo
x do sistema de coordenadas ao longo da direção do vetor de onda k, obtemos

ε̄‖(k,ω) = 1−∑
a

e2
a

ε0maω

∫ vx

kvx−ω

∂Fa0

∂vx
d3v . (2.2.45)

Para uma função de distribuição que se anula nos extremos a integral acima pode
ser reescrita como∫ vx

kvx−ω

∂Fa0

∂vx
d3v =

1
k

∫
∂Fa0

∂vx

(
ω

kvx−ω
+1
)

d3v

=
naω

k

∫ 1
kvx−ω

∂ fa0

∂vx
d3v , (2.2.46)

onde utilizamos na última igualdade Fa0 = na fa0 , com na representando a densidade de
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partículas da espécie a no equilíbrio.
Podemos portanto reescrever a componente longitudinal da função dielétrica da

seguinte forma

ε̄‖(k,ω) = 1−∑
a

ω2
p,a

k2

∫ 1
vx−ω/k

∂ fa0

∂vx
d3v , (2.2.47)

onde ωp,a = (nae2
a/ε0ma)

1/2 representam, para a = e, i, as frequências de plasma eletrô-
nica e iônica respectivamente.

A partir dessa quantidade é possível obter a relação de dispersão para os modos
coletivos longitudinais (eletrostáticos) permitidos para o plasma e assim, fazer uma
descrição completa da dinâmica do sistema [39, 45, 40]. Na referência [37] discutimos
modificações para a constante dielétrica (2.2.47) e seus efeitos sobre os modos coletivos
de um plasma não magnetizado quando consideramos a presença de um campo de
radiação externo na aproximação de dipolo.

2.2.1 Propagação de ondas eletrostáticas

Os modos longitudinais do plasma são obtidos à partir das raízes da função
dielétrica [39, 45, 40]. Dessa forma, da expressão em (2.2.47), obtemos a equação

1−∑
a

ω2
p,a

k2

∫
∂ fa0/∂vx

vx−ω/k
d3v = 0 , (2.2.48)

conhecida como relação de dispersão dos modos longitudinais, que define uma relação
funcional entre a frequência ω e o vetor de onda k das oscilações que podem se propagar
no plasma.

Examinaremos a solução da relação de dispersão para o caso mais simples, em
que podemos negligenciar o movimento dos íons (aproximação de íons fixos) devido a
sua baixíssima mobilidade comparada à dos elétrons. Efetuando a integral em (2.2.48)
por partes, podemos reescrever a relação de dispersão da seguinte forma

1−
ω2

p

k2

∫ f0

(vx−ω/k)2 d3v = 0 , (2.2.49)

onde f0 = fe0 é a distribuição de velocidades de equilíbrio dos elétrons e ωp = ωp,e

representa a frequência de plasma eletrônica.
Em regime de plasma frio a função de distribuição eletrônica f0 encontra-se

bastante concentrada em torno de v = 0 e portanto pode ser escrita na forma

f0(v)≈ δ(vx)δ(vy)δ(vz) . (2.2.50)
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Substituindo (2.2.50) em (2.2.49) verificamos que, na aproximação de íons fixos
e em regime de plasma frio, as únicas oscilações eletrostáticas possíveis são os modos
de Langmuir, que possuem velocidade de fase ω/k infinita e velocidade de grupo dω/dk

nula.

2.2.2 Teoria de Landau do amortecimento das ondas de Langmuir

Vimos nas seções anteriores que a resolução das equações de Vlasov-Poisson
nos leva à relação de dispersão (2.2.48) para as oscilações longitudinais. Assumindo um
plasma eletrônico cuja função de distribuição f0(v) seja maxwelliana, a integral tripla
na função dielétrica (2.2.47) resulta em uma única integral sobre a componente vx (ou
simplesmente v). Dessa forma, obtemos

ε̄(k,ω) = 1−
ω2

p

k2

∫ 1
v−ω/k

∂ f0

∂v
dv , (2.2.51)

onde omitimos o subíndice da função dielétrica dado que estamos interessados somente
em sua componente longitudinal.

O tratamento matemático adequado para efetuar a integral em (2.2.51) foi feito
pela primeira vez por L. D. Landau em 1946 que percebeu a necessidade de efetuá-la no
plano complexo v. Landau supôs uma parte imaginária para a frequência das oscilações

ω(k) = ω
′(k)+ iγL(k) , (2.2.52)

tal que
|γL(k)| � ω

′(k) . (2.2.53)

A condição (2.2.53) é conhecida como prescrição de Landau e informa que as
oscilações do plasma são fracamente atenuadas ou amplificadas.

O contorno adequado para efetuar a integral em (2.2.51) com ω(k) dado
por (2.2.52) e satisfazendo a prescrição de Landau é uma linha reta ao longo do eixo
real de v com um pequeno semicírculo em torno do polo, conforme ilustrado na figura
2.1.

A integral ao redor do polo resulta em iπ vezes o resíduo calculado nesse ponto.
Dessa forma, a função dielétrica em (2.2.51) fica dada por

ε̄(k,ω) = 1−
ω2

p

k2

[
P
∫

∞

−∞

∂ f0/∂v
v−ω′/k

dv+ iπ
∂ f0

∂v

∣∣∣∣
v=ω′/k

]
, (2.2.54)

em que identificamos as partes real e imaginária como
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Figura 2.1: Contorno de integração no plano complexo v de acordo com a prescrição de
Landau para o caso em que γL ≈ 0.

ε̄R(k,ω′) = 1−
ω2

p

k2 P
∫

∞

−∞

∂ f0/∂v
v−ω′/k

dv , (2.2.55)

ε̄I(k,ω′) = −
πω2

p

k2
∂ f0

∂v

∣∣∣∣
v=ω′/k

, (2.2.56)

onde P significa que o valor principal de Cauchy deve ser tomado na integral subsequente.
Por outro lado, podemos expandir a função dielétrica em (2.2.51) até primeira

ordem em γL em torno de (k,ω′). Assim obtemos a seguinte relação de dispersão para os
modos longitudinais

ε̄(k,ω′+ iγL) = ε̄R(k,ω′)+ i
[

ε̄I(k,ω′)+ γL
∂ε̄R

∂ω

∣∣∣∣
ω=ω′

]
= 0 , (2.2.57)

de onde segue imediatamente que

ε̄R(k,ω′) = 0 , (2.2.58)

γL(k) =−
ε̄I(k,ω′)
∂ε̄R/∂ω′

. (2.2.59)

As raízes de (2.2.58) fornecem a parte real da frequência das oscilações, i.e. a
relação de dispersão para os modos longitudinais, enquanto que a taxa de amortecimento
ou de amplificação das ondas é obtida por meio da equação (2.2.59).

Das equações (2.2.55) e (2.2.58) e notando que

∫
∞

−∞

1
v− vφ

∂ f0

∂v
dv =

∫
∞

−∞

f0

(v− vφ)2 dv≡
〈
(v− vφ)

−2〉 , (2.2.60)
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verificamos que as oscilações do plasma devem satisfazer a relação

1 =
ω2

p

k2

〈
(v− vφ)

−2〉 , (2.2.61)

onde vφ = ω′/k representa a velocidade de fase da onda.
Assumindo que a velocidade de fase da onda é muito maior que a velocidade

térmica dos elétrons, i.e. vφ� vth = (kBTe/me)
1/2, podemos expandir a função (v−vφ)

−2

na série binomial

(v− vφ)
−2 = v−2

φ

(
1− v

vφ

)−2

= v−2
φ

(
1+2

v
vφ

+3
v2

v2
φ

+ · · ·
)

. (2.2.62)

Tomando a média em ambos os membros da equação (2.2.62) e notando que os
termos ímpares se anulam, obtemos

〈
(v− vφ)

−2〉≈ v−2
φ

(
1+3

〈
v2〉

v2
φ

)
= v−2

φ

(
1+

3
v2

φ

kBTe

me

)
, (2.2.63)

onde utilizamos o teorema da equipartição da energia para obter o último membro.
Substituindo (2.2.63) em (2.2.61), obtemos

ω
′2 = ω

2
p +

ω2
p

ω′2
3kBTe

me
k2 . (2.2.64)

Percebemos pela equação (2.2.64) que se as correções térmicas forem peque-
nas, a frequência das oscilações diferem pouco da frequência de plasma. Dessa forma,
podemos substituir ω′2 por ω2

p no segundo membro dessa equação e assim obter

ω
′2 = ω

2
p +3v2

thk2 = ω
2
p(1+3λ

2
Dk2) , (2.2.65)

conhecida como relação de dispersão de Bohm-Gross [39, 40], que fornece a primeira
ordem nas correções térmicas aos modos de Langmuir.

Vamos agora nos voltar para o cálculo da parte imaginária da frequência das os-
cilações. Considerando novamente que os efeitos térmicos são suficientemente pequenos,
o denominador em (2.2.59) fica dado por ∂ε̄R/∂ω′ = 2ω′/ω2

p ≈ 2/ωp e assim, obtemos a
expressão

γL(k) =
πω3

p

2k2

[
∂ f0

∂v

]

v=ω′/k
(2.2.66)

para a parte imaginária da frequência.
A expressão anterior calculada originalmente na referência [4] é conhecida na

literatura como taxa (ou fator gama) de Landau. Observamos que dependendo do sinal
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da derivada da função de distribuição avaliada na velocidade de fase da onda vφ = ω′/k,
as oscilações de Langmuir podem ser tanto amortecidas como amplificadas. No caso de
uma distribuição Maxweliana, a parte imaginária da frequência assume valor negativo
e portanto as oscilações eletrostáticas são amortecidas no tempo. Esse amortecimento é
extremamente pequeno para kλD� 1, porém torna-se importante para kλD = O(1).

O amortecimento de Landau permaneceu, mesmo após quase duas décadas de
sua predição, sob forte ceticismo da comunidade científica. Em parte devido à aspectos
matemáticos pouco intuitivos da sua derivação e ao fato de não ter havido preocupação
em explicar a origem física do fenômeno. Uma derivação mais bem aceita foi proposta em
1961 por Dawson na referência [29]. Nesse trabalho o autor explica o amortecimento de
Landau como resultado de um mecanismo quase-ressonante de transferência de energia
(e momento) entre onda e partículas. Finalmente, quase após duas décadas da sua pre-
dição, o amortecimento de Landau foi completamente reconhecido após sua observação
experimental [30].

Em 1955 N. G. van Kampen propõe uma forma alternativa para derivar o
amortecimento de Landau [47]. Nessa formulação, van Kampen mostra que para uma
dada oscilação de Langmuir que se propaga com um dado vetor de onda k existe
um espectro contínuo de frequências reais, que satisfazem o sistema linearizado de
Vlasov-Poisson. Nesse contexto, o amortecimento de Landau não está associado ao
decaimento de um modo específico, mas a um tipo especial de superposição de soluções
estacionárias (com diferentes frequências associadas) que hoje levam o nome de modos

de van Kampen. O fato de tais soluções estacionárias nessa superposição viajarem com
diferentes velocidades de fase faz com que a perturbação inicial seja amortecida por uma
mecanismo conhecido como phase mixing.

Esse mecanismo responsável por gerar o amortecimento de Landau foi estudado
em outros contextos como, por exemplo, no modelo de fluido dividido em feixes intro-
duzido por Dawson na referência [48]. No capítulo 4 estudamos o mecanismo de phase

mixing e os efeitos do amortecimento e amplificação de Landau por meio de um modelo
hamiltoniano para plasmas [18, 15, 36]. Apresentamos nossos resultados e discutimos co-
nexões com as abordagens de Landau, van Kampen e Dawson quando o limite do contínuo
é tomado.

2.3 Descrição linear para plasmas magnetizados

Nessa seção estamos interessados em descrever os modos eletrostáticos propa-
gativos em plasmas magnetizados próximo às condições de equilíbrio. Para isso, calcula-
remos a função dielétrica do plasma sujeito a um campo magnetostático axial B0 = B0ẑ
considerando novamente a baixa mobilidade dos íons (aproximação de íons fixos).
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Admitindo que as partículas que compõem o sistema são descritas por uma
função de distribuição do tipo

F(x,v, t) = F0(v⊥,vz)+F1(x,v, t) ; |F1| � F0 , (2.3.67)

onde F0(v⊥,vz) corresponde à função de distribuição de equilíbrio dos elétrons, com ⊥
representando a componente da velocidade perpendicular ao campo B0.

Assumindo que as perturbações se propagam no plasma como ondas planas na
forma

F1(x,v, t) = F1(v) exp[i(k ·x−ωt)] , (2.3.68)

E(x, t) = E exp[i(k ·x−ωt)] , (2.3.69)

B(x, t) = B exp[i(k ·x−ωt)] , (2.3.70)

podemos novamente (assim como fizemos na seção anterior para plasmas livres) resolver
a equação de Vlasov linearizada

∂F1(x,v, t)
∂t

+(v ·∇)F1(x,v, t)−
e

me
E(x, t) · ∂F0

∂v
=

e
me

(v×B0) ·
∂F1(x,v, t)

∂v
, (2.3.71)

em termos dos coeficientes F1(v), E e B.
Substituindo (2.3.67) - (2.3.70) em (2.3.71), obtemos

−i(ω−k ·v)F1(v)−
e

me
(E+v×B) · ∂F0(v⊥,vz)

∂v
=

e
me

(v×B0) ·
∂F1(v)

∂v
. (2.3.72)

Como o campo magnetostático externo possui somente componente ao longo do
eixo-z, o segundo membro de (2.3.72) fica dado por

e
me

(v×B0) ·
∂F1(v)

∂v
=−ωc

(
vx

∂F1

∂vy
− vy

∂F1

∂vx

)
=−ωc

dF1

dφ
, (2.3.73)

onde ωc = eB0/me representa a frequência ciclotrônica dos elétrons e φ o ângulo polar no
sistema de coordenadas cilíndricas definido no espaço das velocidades.

Das equações de Maxwell, temos

B =
1
ω

k×E , (2.3.74)

que, juntamente com a identidade para o produto vetorial triplo, nos permite obter

(v×B) · ∂F0

∂v
=

1
ω
[(v ·E)k− (v ·k)E] · ∂F0

∂v
. (2.3.75)
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Substituindo (2.3.75) e (2.3.73) em (2.3.72), obtemos

dF1

dφ
− i

(ω−k ·v)
ωc

F1 =
e

ωcme

{
E+

1
ω
[(v ·E)k− (v ·k)E]

}
· ∂F0

∂v
. (2.3.76)

Admitindo que a perturbação se propaga ao longo do eixo-x (i.e., k⊥B0),
obtemos a equação diferencial de primeira ordem

dF1

dφ
− i

(ω− kv⊥ cosφ)

ωc
F1 =

e
ωcme

{
∂F0

∂v⊥
(cosφEx + sinφEy)+

[
k
ω

(
vz

∂F0

∂v⊥
− v⊥

∂F0

∂vz

)
cosφ+

∂F0

∂vz

]
Ez

}
, (2.3.77)

que admite a solução

F1(v) =
1

µ(φ)

∫
φ

−∞

µ(φ′)q(φ′)dφ
′ , (2.3.78)

onde o fator integrante, µ(φ), é dado por

µ(φ) = exp
[
−i
(

ω

ωc

)
φ+ i

(
kv⊥
ωc

)
sinφ

]
(2.3.79)

e q(φ) representa o segundo membro de (2.3.77).
Se mudarmos a variável de integração para φ′ = φ− φ′′, a equação (2.3.78)

assume a forma

F1(v) =
e

meωc
e−i

(
kv⊥
ωc

)
sinφ

∫
φ

0

{
∂F0

∂v⊥
[cos(φ−φ

′)Ex + sin(φ−φ
′)Ey]

+

[
k
ω

(
vz

∂F0

∂v⊥
− v⊥

∂F0

∂vz

)
cos(φ−φ

′)+
∂F0

∂vz

]
Ez

}
eg(φ′)dφ

′ , (2.3.80)

onde
g(φ′) =−i

(
ω

ωc

)
φ
′+ i

(
kv⊥
ωc

)
sin(φ−φ

′) . (2.3.81)

A densidade de corrente é dada por

J(r, t) = J exp [i(k ·x−ωt)] , (2.3.82)

onde a amplitude complexa J é

J =−e
∫

v F1(v)d3v . (2.3.83)

Expressando a velocidade e o elemento de volume em coordenadas cilíndricas,
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temos

J =−e
∫

∞

0
v⊥dv⊥

∫ 2π

0
dφ

∫
∞

−∞

dvzF1(v)(v⊥ cosφ x̂+ v⊥ sinφ ŷ+ vz ẑ) . (2.3.84)

As amplitudes da densidade de corrente e do campo elétrico estão relacionados
por meio do tensor condutividade elétrica da seguinte forma:

Ji = σi jE j . (2.3.85)

Substituindo (2.3.80) em (2.3.84) e utilizando as equações em (2.3.85), obtemos

σi j =ViWj(v⊥,vz,φ) , (2.3.86)

onde definimos os vetores V e W por

V =− e2

meω

∫
∞

0
v2
⊥dv⊥

∫
∞

−∞

dvz

∫ 2π

0
dφ exp

(
−i

kv⊥
ωc

sinφ

)



cosφ

sinφ

1


 , (2.3.87)

W =
∫

∞

0
dφ
′ exp[g(φ′)]




∂F0
∂v⊥

cos(φ−φ′)
∂F0
∂v⊥

sin(φ−φ′)
k
ω

(
vz

∂F0
∂v⊥
− v⊥

∂F0
∂vz

)
cos(φ−φ′)+ ∂F0

∂vz


 . (2.3.88)

Vamos nos limitar ao cálculo da componente σxx, que será suficiente para as aná-
lises posteriores. Para isso calcularemos primeiramente a integral em φ′ da componente
Wx dada por

I1 =
∫

∞

0
dφ
′ cos(φ−φ

′)exp[g(φ′)] . (2.3.89)

Diferenciando (2.3.81) em relação a φ′, obtemos

cos(φ−φ
′) =

ω

kv⊥
+ i

ωc

kv⊥

dg(φ′)
dφ′

. (2.3.90)

Assim, a equação (2.3.89) fica

I1 =
ω

kv⊥

∫
∞

0
dφ
′ exp[g(φ′)]+ i

ωc

kv⊥

∫
∞

0
d{exp[g(φ′)]} , (2.3.91)

uma vez que d{exp[g(φ′)]}= exp[g(φ′)]dφ′. Portanto,

I1 =
ω

kv⊥

∫
∞

0
dφ
′ exp[g(φ′)]− i

ωc

kv⊥
exp
(

i
kv⊥
ωc

sinφ

)
. (2.3.92)
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Para calcular a integral em (2.3.92), vamos introduzir a variável

ξ =
kv⊥
ωc

(2.3.93)

e expressar o termo exp[g(φ′)] por uma série em termos das funções de Bessel Jn(ξ)

exp[g(φ′)] =
∞

∑
n=−∞

Jn(ξ)exp(inφ)exp[i(ω/ωc−n)φ′] . (2.3.94)

Substituindo (2.3.94) em (2.3.92) e efetuando a integração em φ′, obtemos

I1 =−
i
ξ

exp(iξsinφ)+
iω

kv⊥

∞

∑
n=−∞

Jn(ξ)exp(inφ)

(ω/ωc−n)
. (2.3.95)

O próximo passo para obtermos a expressão de σxx é calcular a integral com
relação a φ, que denotaremos por I2. Substituindo (2.3.95) em (2.3.86), obtemos

I2 =
∫ 2π

0
dφ cosφ

[
− i

ξ
+

iω
kv⊥

∞

∑
n=−∞

Jn(ξ)exp(inφ− iξsinφ)

(ω/ωc−n)

]
. (2.3.96)

O primeiro termo entre colchetes se anula quando integrado, e para calcular o
segundo termo devemos notar que é possível escrever

cosφ =
n
ξ
+

i
ξ

d
dφ

(inφ− iξsinφ) . (2.3.97)

Dessa forma, a integral I2 fica dada por

I2 =
iω

kv⊥

∞

∑
n=−∞

Jn(ξ)

ω/ωc−n

{
n
ξ

∫ 2π

0
dφ exp(inφ− iξsinφ)

+
i
ξ

∫ 2π

0
d[exp(inφ− iξsinφ)]

}
. (2.3.98)

A segunda integral entre chaves se anula, enquanto que a primeira integral pode
ser obtida da relação

∫ 2π

0
dφ exp(inφ− iξsinφ) = 2πJn(ξ) , (2.3.99)

conhecida como integral de Bessel.
A equação (2.3.98) assume portanto a forma

I2 =
2πiω
ξωc

∞

∑
n=−∞

nJ2
n(ξ)

ω/ωc−n
. (2.3.100)
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Esse resultado pode ainda ser reescrito de uma forma ligeiramente diferente

I2 =
2πi
ξ2

∞

∑
−∞

[
nJ2

n(ξ)+
n2J2

n(ξ)

(ω/ωc−n)

]
. (2.3.101)

Como J−n(ξ) = (−1)nJn(ξ), o somatório do primeiro termo entre colchetes se
anula e assim obtemos

I2 =
2πi
ξ2

∞

∑
n=−∞

n2J2
n(ξ)

ω/ωc−n
. (2.3.102)

Uma vez efetuadas todas as integrais angulares, obtemos para a componente σxx

a expressão

σxx =−
e2

meωc

∫
∞

0
v2
⊥dv⊥

∫
∞

−∞

∂F0

∂v⊥
I2 dvz . (2.3.103)

Assim, substituindo (2.3.102) em (2.3.103), temos

σxx =−
2πie2

meωc

∫
∞

0
v2
⊥dv⊥

∫
∞

−∞

dvz
ωc

kv⊥

∂F0

∂v⊥

∞

∑
n=−∞

n2J2
n(ξ)

ω/ωc−n
. (2.3.104)

Assumindo uma função de distribuição de equilíbrio maxwelliana

F0(v) = n0

(
me

2πKBTe

)3/2

exp
[
−me(v2

⊥+ v2
z )

2KBTe

]
(2.3.105)

e definindo a variável adimensional

ν̄≡ KBTe

me

k2

ω2
c
, (2.3.106)

a integral em (2.3.104) fica dada por

σxx =
in0e2

meωcν2

∞

∑
n=−∞

n2

(ω/ωc−n)

∫
∞

0
ξJ2

n(ξ)exp
(
− ξ2

2ν

)
dξ , (2.3.107)

onde utilizamos a integral Gaussiana

∫
∞

−∞

dx exp(−αx) =
√

π

α
. (2.3.108)

Para efetuar a integral em (2.3.107) utilizaremos a integral segunda de Weber
[49]

∫
∞

0
dx exp(−p2x2)Jl(ax)Jl(bx)x =

1
2p2 exp

(
−a2 +b2

4p2

)
Il

(
ab
2p2

)
, (2.3.109)

onde In(x) representa as funções de Bessel modificadas, que estão relacionadas com as
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funções de Bessel por
In(x) = (−i)nJn(ix) . (2.3.110)

Substituindo (2.3.109) em (2.3.107), obtemos

σxx =
in0e2

meωc

exp(−ν̄)

ν̄

∞

∑
n=−∞

n2In(ν̄)

(ω/ωc−n)
. (2.3.111)

As componentes σxz, σyz, σzx e σzy são nulas, haja vista que seus integrandos são
funções ímpares de vz.

Das equações de Maxwell e com os campos dados em (2.3.69) e (2.3.70),
obtemos

kx̂×E = ωB , (2.3.112)

ikx̂×B = − iω
c2 εεε ·E , (2.3.113)

onde
εεε = 1l+

i
ωε0

σσσ (2.3.114)

é o tensor constante dielétrica (ou permissividade elétrica relativa) do plasma.
De (2.3.111) e (2.3.114), temos

εxx = 1−
ω2

p

ωωc

exp(−ν̄)

ν̄

∞

∑
n=−∞

n2In(ν̄)

(ω/ωc−n)
. (2.3.115)

Nas formas de componentes, as equações (2.3.112) e (2.3.113) ficam dadas por

Bx = 0 , (2.3.116)

Ez =−
ω

k
By , (2.3.117)

Ey =
ω

k
Bz , (2.3.118)

− ω

kc2 (εxxEx + εxyEy) = 0 , (2.3.119)

− ω

kc2 (εyxEx + εyyEy) =−Bz , (2.3.120)

− ω

kc2 εzzEz = By , (2.3.121)

onde usamos o fato de que σxz = σyz = σzx = σzy = 0.
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2.3.1 Modos de Bernstein

Para analisarmos os modos longitudinais, vamos assumir E ‖ k, isto é, E = Exx̂.
Nesse caso, a equação (2.3.119) assume a forma

εxxEx = 0 (2.3.122)

e consequentemente, para uma solução não trivial (Ex 6= 0), obtemos

εxx = 0 , (2.3.123)

cuja expressão explicita é

1 =
ω2

p

ωωc

exp(−ν̄)

ν̄

∞

∑
n=−∞

n2In(ν̄)

(ω/ωc−n)
. (2.3.124)

Utilizando a propriedade I−n(ν̄) = In(ν̄) das funções de Bessel modificadas,
temos

∞

∑
n=−∞

nIn(ν̄) = 0 . (2.3.125)

Somando (2.3.125) ao segundo membro de (2.3.124) e introduzindo ω̄≡ ω/ωc,
obtemos

1 =
ω2

p

ω2
c

exp(−ν̄)

ν̄

∞

∑
n=−∞

nIn(ν̄)

(ω̄−n)
. (2.3.126)

Essa equação deduzida originalmente por Bernstein [44] estabelece uma relação
implícita entre as quantidades adimensionais ν̄ e ω̄ relacionadas, respectivamente, ao vetor
de onda e à frequência das oscilações longitudinais que se propagam perpendicularmente
ao campo magnetostático. Diferentemente das oscilações de Langmuir discutidas na
seção anterior, os modos de Bernstein não sofrem atenuação ou amplificação, dado que a
equação (2.3.126) admite apenas soluções para ω̄ e ν̄ reais.

Um aspecto importante dessa relação de dispersão é que para um dado valor fixo
de ν̄, existem infinitos valores possíveis de ω̄ tal que o primeiro e o segundo membro
dessa equação se igualam. Essas ondas foram observadas por sondas espaciais e os dados
coletados sobre sua dispersão foram utilizados, por exemplo, por Moncuquet, Meyer-
Vernet e Hoang [50] para inferir a temperatura dos elétrons no plasma magnetizado da
lua Io de Júpiter.
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2.4 Modos coletivos na presença de campo de radiação

Vimos que quando um campo magnetostático B0 = B0ẑ é o único campo externo
presente no plasma as oscilações eletrostáticas que se propagam no plano-xy são os modos
de Bernstein. Contudo, quando introduzimos no sistema um campo eletromagnético
E(t) = E0 cos(ωrt)x̂ na aproximação de dipolo elétrico 1, a relação de dispersão é obtida
a partir da função dielétrica [38] (cujos cálculos estão detalhados no apêndice D)

ε(ξ,Ω̄) = 1−2
ω2

p

ω2
c

exp(−ξ2)

ξ2

M

∑
m=−M

J2
m(γ
′
ξ)

+∞

∑
l=1

l
(Ω̄−mω̄r)2− l2 Il(ξ

2) , (2.4.127)

expressa em termos das variáveis adimensionais ξ = vth√
2ωc

k e Ω̄ = Ω/ωc associadas ao
vetor de onda e à frequência dos modos respectivamente. A constante ω̄r é a razão entre
a frequência da radiação e a frequência ciclotrônica e o inteiro M representa o número
máximo de fótons do campo eletromagnético absorvido ou emitido pelos elétrons. A
função Il é a função de Bessel modificada de ordem l e Jm a função de Bessel de ordem
m, cujo argumento envolve o parâmetro γ′ =

√
2 vd

vth
1

1−ω̄2
r
, com vd = E0/B0 representando

a velocidade de deriva dos elétrons devido aos campos cruzados.
Na presença de campo externo de radiação os modos coletivos do plasma são

obtidos a partir das raízes da função dielétrica (2.4.127) e satisfazem portanto a equação

1 = 2
ω2

p

ω2
c

exp(−ξ2)

ξ2

M

∑
m=−M

J2
m(γ
′
ξ)

+∞

∑
l=1

l
(Ω̄−mω̄r)2− l2 Il(ξ

2) . (2.4.128)

A estratégia utilizada para a obtenção das soluções de (2.4.128) foi fixar um valor
ξ = ξ∗ e utilizar o método de Newton-Raphson para obter o valor de Ω̄ correspondente.
Como para cada valor de ξ∗ existe uma infinidade de soluções da relação de dispersão, se
faz necessário também especificar o intervalo de frequências em que estamos procurando
as raízes. Em nossos resultados nos detivemos ao cálculo das frequências próximas aos
quatro primeiros harmônicos ciclotrônicos (i.e. Ω ≤ 5ωc). O segundo somatório em
(2.4.127) foi truncado em l = 30 visto que, para os parâmetros utilizados na obtenção
dos resultados, as contribuições dos termos l > 30 são desprezíveis.

Observamos que a influência do campo eletromagnético externo se faz exclusi-
vamente por meio do parâmetro γ′. Há dois fatores que contribuem para valores substan-
ciais desse parâmetro: a razão entre as velocidades de deriva e térmica e a razão entre as
frequências da radiação e ciclotrônica. Quando γ′→ 0 (vd� vth e ωr 6≈ ωc) as funções de

1Nessa aproximação desprezamos a dependência espacial do campo dado que assumimos seu compri-
mento de onda muito superior ao comprimento de Debye.
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Figura 2.2: Relação de dispersão dos modos longitudinais de um plasma magnetizado em
regime quase-ressonante ω̄r→ 1. Os gráficos correspondem a modos associados
a processos envolvendo diferentes números de fótons do campo de radiação
para os quatro primeiros branches da função dielétrica. Utilizamos os seguintes
parâmetros: E0 = 1.0 Vm−1, B0 = 1.0 T, KBT = 10 eV e n0 = 1020 m−3.

Bessel Jm comportam-se como deltas de Kronecker e dessa forma, a equação (2.4.128) se
reduz à relação de dispersão para os modos de Bernstein (2.3.126).

A figura 2.2 apresenta a relação de dispersão para diferentes números de fótons
para os quatro primeiros ramos no regime quase-ressonante (ω̄r ≈ 1). As curvas em
cinza correspondem aos modos de Bernstein. Observamos nesse regime que a presença
do campo de radiação “acelera” a atenuação dos modos para os modos ciclotrônicos.
Destacamos ainda um aspecto interessante que diz respeito a existência de um cutoff

para frequências inferiores aos harmônicos ciclotrônicos. Observamos no primeiro branch

(Ω̄ ≤ 2) da relação de dispersão ilustrada na figura 2.2 que não existe modo com
frequência inferior à frequência ciclotrônica quando um único fóton é considerado nas
transições eletrônicas. Para o segundo branch, notamos que além da curva M = 1, a
curva referente a M = 2 também não admite modo com frequência inferior a frequência
harmônica ciclotrônica Ω= 2ωc. Esse comportamento se repete nos outros dois branches,
onde fica nítido, por exemplo, no quarto branch que somente a curva M = 5 admite
frequência abaixo do harmônico ciclotrônico Ω = 4ωc. Para modos mais energéticos
(Ω̄ � 1), o cálculo das raízes da função dielétrica fica sujeito a muitas flutuações
numéricas. Contudo, esperamos que o comportamento descrito anterioremente continue
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Figura 2.3: Novas assíntotas da função dielétrica no regime não ressonante. A curva en cinza
corresponde à relação de dispersão de Bernstein. Utilizamos como parâmetros
para as plotagens B0 = 2 · 10−4T, kBT = 1 eV, n0 = 1010 m−3, M = 3 e E0 =
1.0 Vm−1. Fixamos ω̄r = 0.2 e observamos que as assíntotas verticais tornam-se
mais nítidas à medida que o número de onda aumenta.

se repetindo e assim, para o n-ésimo ramo, todos os modos M ≤ n devem possuir
frequências superiores à frequência harmônica ciclotrônica associada a esse intervalo.

Nas figuras 2.3 e 2.4 analisamos os modos propagativos no regime não resso-
nante, i.e. quando a frequência do campo eletromagnético é significativamente diferente
da frequência ciclotrônica. Notamos pela equação (2.4.128) que a presença do campo de
radiação em regime não ressonante produz novas assintotas da função dielétrica, além
daquelas previstas na referência [44]. Essas novas assíntotas ocorrem em múltiplos de ω̄r

e podem ser observadas nos gráficos em 2.3. Observamos que para baixos valores de ξ,
a função dielétrica para plasmas magnetizados sujeitos a campo externo de radiação pra-
ticamente não difere da função dielétrica derivada por Bernstein (curva cinza). Contudo,
à medida que o número de onda aumenta, essas novas assíntotas e novas raízes (novos
modos propagativos) tornam-se mais nítidas. Conforme podemos observar na figura 2.4,



2.4 Modos coletivos na presença de campo de radiação 39

0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00 2.25 2.50

ξ

1.0

1.2

1.4

1.6

1.8

2.0

Ω

ωr = 0.2

0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00 2.25 2.50

ξ

1.0

1.2

1.4

1.6

1.8

2.0

Ω

ωr = 0.5

0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00 2.25 2.50

ξ

1.0

1.2

1.4

1.6

1.8

2.0

Ω

ωr = 0.8

Figura 2.4: Relação de dispersão para diferentes valores de ω̄r no regime não ressonante.

as novas assíntotas se refletem (nos gráficos Ω̄ vs. ξ) em novas frequências assintóticas 2

Ω̄ = n+n′ω̄r com n,n′ ∈N∗ dos modos propagativos do plasma. Assim, o principal efeito
da presença de radiação em regime não ressonante (ωr 6≈ ωc) é introduzir novos modos
harmônicos no sistema. Obsevamos que além dos modos harmônicos ciclotrônicos o sis-
tema exibe também modos harmônicos associados à frequência do campo de radiação.

2Entenda por frequência assintótica Ω̄(ξ) com ξ→ ∞.



CAPÍTULO 3
Efeitos não lineares decorrentes do
aprisionamento de partículas

Nesse capítulo discutiremos os efeitos não lineares em plasmas livres decorrentes
do aprisionamento de partículas no poço de potencial da onda eletrostática (onda de
Langmuir). Para isso, iniciamos com a apresentação de um modelo mecânico bastante
simples, porém capaz de evidenciar importantes aspectos não lineares da dinâmica:
como os conceitos de partículas ressonantes e sincronização onda-partícula. Em seguida,
apresentaremos a teoria quase-linear [32, 33, 51, 45] bem como suas principais predições
e finalizaremos o capítulo discutindo o método semi-lagrangiano [52, 53, 54] amplamente
utilizado para a resolução numérica da equação de Vlasov em sistemas unidimensionais.

3.1 Rederivando o amortecimento de Landau por meio
de um modelo mecânico simples

Apresentaremos aqui, com base nas notas da referência [55], uma forma não
muito usual nos livros texto para derivar a taxa de decaimento ou amplificação de Landau.
Explicaremos esse fenômeno por meio de um modelo mecânico bastante simples e
ferramentas matemáticas que não vão além de técnicas padrão para resolução de equações
diferenciais ordinárias.

Consideremos o problema paradigmático de uma partícula carregada em um
campo eletrostático, cuja equação de movimento é dada por

d2X
dt2 =−eEw

m
cos(kX−ωt) , (3.1.1)

onde X representa a trajetória da partícula1, ω a pulsação da onda e k = 2π/L seu vetor

1Adotamos a letra maiúscula para evitar ambiguidade entre a condição inicial da partícula x0 e a primeira
aproximação de Picard X0(t). Essa notação será útil também mais adiante para fazer a distinção entre a
trajetória da partícula X(t) e o espaço sobre o qual a densidade de energia eletrostática será integrada.
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de onda (com L representando o período espacial do campo eletrostático).
Por simplicidade, vamos adotar o referencial da onda tomando ω = 0. Dessa

forma, a equação de movimento pode ser reescrita como

d2X
dt2 = εcoskX , (3.1.2)

onde ε=−eEw/m é um parâmetro com dimensão de aceleração, que será importante para
as análises aproximativas que faremos a seguir.

Integrando a equação (3.1.2) em relação ao tempo, obtemos

Ẋ(t) = u+ ε

∫ t

0
dt ′ coskX(t ′) , (3.1.3)

onde u representa a velocidade inicial da partícula.
Conhecendo as condições iniciais X(0) = x0 e Ẋ(0) = u podemos assumir o

movimento livre (ou balístico) X0(t) = x0+ut como ponto de partida para a obtenção das
soluções aproximadas de (3.1.3). Assim, a primeira aproximação é calculada da seguinte
forma

Ẋ1(t) = u+ ε

∫ t

0
dt ′ coskX0(t ′) . (3.1.4)

Iterando este processo n + 1 vezes obtemos uma sequência de aproximações
sucessivas (sequência de Picard), satisfazendo Ẋn(0) = u e Xn(0) = x0, cuja fórmula geral
é dada por

Ẋn+1(t) = u+ ε

∫ t

0
dt ′ coskXn(t ′) , (3.1.5)

com n sendo um inteiro não negativo.
A primeira aproximação para a trajetória da partícula é obtida integrando-se

ambos os membros da equação (3.1.4). Como resultado obtemos

X1(t) = X0(t)−
ε

ku

[
sinkx0t +

1
ku

(
coskX0(t)− coskx0

)]
, (3.1.6)

onde o segundo termo do lado direito representa a primeira correção ao movimento
balístico.

Assumindo n = 1 na equação (3.1.5) e definindo ∆u2(t) = Ẋ2(t)− u como a
variação da velocidade em relação à velocidade inicial, então a contribuição de primeira
ordem (na amplitude da onda) para ∆u2(t) é dada por
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∆u(1)2 (t) = ε

∫ t

0
dt ′
[
coskX1(t ′)

](0)

= ε

∫ t

0
dt ′ coskX0(t ′) . (3.1.7)

Vale notar que nesta notação o índice inferior indica o elemento da sequência de
Picard enquanto que o índice superior representa a ordem em ε.

A contribuição do termo de segunda ordem é dada por

∆u(2)2 (t) = ε

∫ t

0
dt ′
[
coskX1(t ′)

](1)

=
ε2

ku2

∫ t

0
dt ′ sinkX0(t ′)

[
ut ′ sinkx0 + coskX0(t ′)− coskx0

]
. (3.1.8)

Tomando a média nas posições iniciais pode-se facilmente mostrar de (3.1.7)
que, em primeira ordem em ε, não há variação na velocidade média da partícula, i.e.

〈
∆u(1)2 (t)

〉
x0
= 0 . (3.1.9)

Para o termo de segunda ordem, o valor médio da variação na velocidade da
partícula é diferente de zero e dado por

〈
∆u(2)2 (t)

〉
x0
=

ε2

k2u3

(
coskut−1+

1
2

kut sinkut
)

. (3.1.10)

O gráfico na figura 3.1 nos permite fazer relevantes observações sobre a dinâmica
do sistema onda-partícula descrito por meio desse simples modelo mecânico. Uma impor-
tante característica desse sistema é a localidade da interação no espaço das velocidades.
Observamos que partículas que inicialmente possuem velocidades próximas à velocidade
de fase da onda (u ≈ 0) sofrem significativas alterações na trajetória balística, enquanto
que as demais permanecem praticamente inalteradas.

Com base nessa observação, pode-se então dividir o sistema em dois conjuntos:
o primeiro que contém as partículas com velocidades substancialmente diferentes da
velocidade de fase da onda e que por isso não trocam momento e energia com ela
(partículas não ressonantes) e o segundo que corresponde às partículas que efetivamente
interagem com a onda (partículas ressonantes). Além da localidade nas velocidades outro
importante aspecto da dinâmica é a sincronização que ocorre entre as velocidades das
partículas e a velocidade da onda. Esse processo foi verificado experimentalmente em
um traveling-wave tube (TWT) [22] (aparato especialmente projetado para o estudo da
interação onda-partícula em plasmas) em concordância com a expressão de segunda
ordem obtida em (3.1.10).
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Figura 3.1: Comportamento do valor médio da variação da velocidade da partícula (com
correção até segunda ordem em ε) com sua velocidade inicial u relativa à onda.
O processo de sincronização pode ser verificado pela análise de sinal do produto
u ·∆u2.

De agora em diante, como todas as análise são feitas para valores médios das
quantidades físicas, omitiremos a notação 〈. . .〉x0 , porém subentende-se que a média sobre
as posições iniciais é tomada. Além disso, podemos interpretar as quantidades físicas
como sendo referentes a um feixe de partículas rotulado pela velocidade inicial u.

Assumindo que cada feixe possui uma densidade nu de partículas, a variação na
densidade de momento total das partículas é dada por

∆pk(t) = m∑
u

nu∆u(2)2 (t) . (3.1.11)

No limite de uma distribuição contínua das velocidades dos feixes, a densidade
de momento total transferido pela onda para as partículas (ou das partículas para a onda)
no intervalo de tempo ∆t é dada por

∆pk(t) =
mε2

k2

∫
∞

−∞

duFw(u)
1
u3

(
cosku∆t−1+

1
2

ku∆t sinku∆t
)

, (3.1.12)

onde Fw(u) = F(u+ω/k) representa a distribuição de velocidades no referencial da onda
e fizemos a substituição t por ∆t por razões didáticas.

O fator 1/u3 no integrando indica que a maior contribuição para a integral vem
do intervalo próximo a u = 0 (variação no momento é local nas velocidades), o que nos
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motiva a expandir a função Fw(u) em torno da origem para obter a seguinte expressão

∆pk(t) =
mε2

k2

∫
∞

−∞

du
[

Fw(0)+F ′w(u)u+
F ′′w(0)

2
u2 + . . .

]

×
[

1
u3

(
cosku∆t−1+

1
2

ku∆t sinku∆t
)]

. (3.1.13)

Como o segundo fator entre colchetes na integral é uma função ímpar, apenas as
potências ímpares em u no primeiro fator fornecem contribuição não nula para a integral.
Dessa forma, até segunda ordem em u, obtemos a seguinte expressão para o momento
total transferido

∆pk(t) =
mε2

k2

∫
∞

−∞

duF ′w(0)
(

cosku∆t−1
u2 +

k∆t sinku∆t
2u

)
. (3.1.14)

O termo (cosku∆t − 1)/u2 pode ser integrado por partes e no limite ∆t → 0 a
taxa de variação temporal no momento é calculada como

∆pk(t)
∆t

=−mε2n0

k

∫
∞

−∞

dα
f ′w(0)

2
sinα∆t

α
(∆t→ 0) , (3.1.15)

onde fw(0) = n−1
0 Fw(0) com n0 representando a densidade inicial de partículas e α≡ ku.

Podemos finalmente obter uma expressão compacta para a taxa de variação do
momento total das partículas se utilizarmos a identidade lim∆t→0 sin(x∆t)/∆t = πδ(x) no
integrando em (3.1.15). Dessa forma, obtemos

lim
∆t→0

∆pk(t)
∆t

≡ d pk(t)
dt

=−πmε2n0

2k
f ′(ω/k) , (3.1.16)

onde omitimos o subíndice da função de distribuição para nos referir ao referencial do
laboratório.

Nesse ponto vale notar, pelo sinal da derivada f ′(ω/k), que as partículas podem
estar (na média) ganhando ou perdendo momento para a onda. Dentro do contexto apre-
sentado nessa seção, esse resultado é bastante razoável e intuitivo. Por exemplo, no caso
de uma distribuição suave e monotonicamente crescente, existe um número maior de par-
tículas “rápidas” (v > ω/k) cedendo momento para a onda e portanto contribuindo para
a amplificação das oscilações. Por outro lado, distribuições monotonicamente decrescen-
tes possuem mais partículas “lentas” (v < ω/k) que retiram energia da onda e portanto
contribuem para a atenuação das oscilações.
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3.1.1 Conservação do momento total

A análise feita até agora na perspectiva das partículas nos permite obter infor-
mações também referentes à onda uma vez que o sistema está sujeito ao vínculo de que a
densidade de momento total ptot = pk + pw é conservada.

A densidade de momento da onda, por sua vez, é composta de duas partes com
contribuições iguais [29, 55]. Uma parte referente ao momento armazenado no campo
eletrostático Ew(x, t) = Ew cos(kx−ωt) e outra associada ao movimento oscilatório das
partículas do bulk 2

pw = pw,E + pw,bulk = 2pw,E . (3.1.17)

A contribuição do momento armazenado no campo eletrostático é dada por
pw,E(x) = ε0kE2

w sin2(kx)/2ω [55]. Tomando a média dessa quantidade no período es-
pacial do campo, obtemos

pw,E =
ε0kE2

w
2ω

k
2π

∫ 2π/k

0
sin2 kxdx =

ε0kE2
w

4ω
. (3.1.18)

Podemos então recorrer à conservação do momento total (d pw/dt = −d pk/dt)
e obter a seguinte equação de evolução para o quadrado da amplitude da onda

dE2
w

dt
=

πω

k2 ω
2
p f ′(ω/k)E2

w . (3.1.19)

Dessa forma, a evolução da amplitude da onda é descrita por uma solução
exponencial na forma

Ew(t) = Ew(0)eγLt , (3.1.20)

com o coeficiente de amortecimento ou amplificação dado por

γL =
πω3

p

2k2 f ′(ω/k) . (3.1.21)

Assim como fizemos na seção 2.2.2 também assumimos o limite de plasma frio
(ω≈ ωp) para deduzir a expressão acima para o fator de Landau. Mostramos nessa seção
como os efeitos de Landau podem ser derivados por meio de um modelo mecânico simples
para a interação onda-partícula. A análise perturbativa de segunda ordem na amplitude
da onda foi capaz de evidenciar o mecanismo de sincronização entre onda e partículas
responsável pelos fenômenos de atenuação ou amplificação da onda. Conforme vimos na
equação (3.1.9), tal mecanismo não pode ser observado se considerarmos somente termos

2No contexto da teoria cinética o bulk da distribuição pode ser interpretado como o intervalo de
velocidades que contém as partículas não ressonantes.
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de primeira ordem na perturbação. Portanto, do ponto de vista da teoria linear, um outro
mecanismo deve ser responsável por gerar o amortecimento ou a amplificação da onda.
No capítulo 4 discutiremos esse mecanismo com base na formulação hamiltoniana de
feixes monocinéticos. A derivação mecânica apresentada nessa seção tem a vantagem de
ser mais intuitiva que a derivação cinética discutida no capítulo anterior uma vez que não
há necessidade de lidar com singularidades e prescrições apropriadas de contornos de
integração. Além disso, em cada etapa dos cálculos podemos evidenciar aspectos físicos
da dinâmica.

3.2 Teoria Quase-Linear

Conforme vimos na seção 2.2, na teoria linear das oscilações eletrostáticas
em plasmas, a função de distribuição eletrônica é dividida em dois termos: uma parte
não oscilante estacionária e uma pequena correção oscilatória. Diferente da formulação
linear, a abordagem quase-linear considera as variações temporais, embora que suaves, da
componente não oscilatória, i.e. ∂tF0 6= 0. Dessa forma, a função de distribuição passa a
ser escrita como

F(x,v, t) = F0(v, t)︸ ︷︷ ︸
não oscilante

+ F1(x,v, t)︸ ︷︷ ︸
correção oscilatória

, (3.2.22)

tal que F0(v, t) = lim
V→∞

1
V

∫
F(x,v, t)d3x, onde V é o volume sobre o qual a integral é

efetuada.
Apesar da teoria linear apresentada no capítulo 2 não levar em consideração a

conexão entre essas duas partes, as oscilações no plasma de fato afetam a parte não
oscilante da função de distribuição [56] o que se reflete em alterações significativas
dos modos longitudinais de propagação [57, 58]. Os primeiros trabalhos que relataram
esse fenômeno estão reportados nas referências [32, 33] e deram origem ao que hoje
conhecemos como teoria quase-linear.

As equações básicas da teoria quase-linear são obtidas a partir das equações de
Vlasov e Poisson para as variáveis dinâmicas F = F(x,v, t) e E = E(x, t)

∂F
∂t

+ (v ·∇)F− e
me

(
E · ∂F

∂v

)
= 0 , (3.2.23)

E = −∇ϕ , ∇
2
ϕ =

e
ε0

(∫
Fd3v−n0

)
. (3.2.24)

Assumimos que o campo eletrostático é suficientemente fraco de forma que
podemos desprezar os efeitos associados à interação entre diferentes modos. Assim, o
campo pode ser expresso pela seguinte superposição de modos linearmente independentes
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E = ∑
k

Ek(t)exp
(
ik · r− iω(k)t

)
, (3.2.25)

onde os coeficientes Ek da expansão em (3.2.25) representam as amplitudes complexas
das oscilações, que variam lentamente com o tempo.

A teoria quase-linear se baseia ainda em duas suposições à respeito da natureza
do pacote de onda em (3.2.25). A primeira é a de que as fases δ(k) de diferentes
amplitudes complexas Ek são independentes e aleatórias3. Isso significa que a média de
cada amplitude sobre as fases é nula, ou seja

〈Ek(t)〉= 0 , (3.2.26)

onde o braket 〈. . .〉 indica a média sobre δ(k). Segue ainda dessa hipótese que

〈Ek(t) ·E∗k′(t)〉= |Ek(t)|2δk,k′ . (3.2.27)

Fórmulas similares também são válidas para as amplitudes do potencial

〈ϕk(t)〉= 0, 〈ϕk(t)ϕ∗k′(t)〉= ϕk(t)ϕ∗k′(t)δk,k′ . (3.2.28)

A segunda consideração é de que o campo eletrostático é uma onda quase-
monocromática, ou seja, o pacote de onda em (3.2.25) é dado sobre um intervalo
estreito no espaço dos vetores de onda. Dessa forma, o número de partículas ressonantes
interagindo com a onda é consideravelmente menor do que o número total de partículas∫

∆w
dv‖

∫
d2v⊥F(r,v, t)� n0 , (3.2.29)

onde v‖ é a componente da velocidade paralela a k e ∆w = ∆(ω(k)/k) é o intervalo das
velocidades de fase, correspondente ao intervalo de valores de k do pacote de onda.

Feitas essas considerações, podemos agora substituir a equação (3.2.25) em
(3.2.23) e em seguida tomar a média sobre as fases δ(k) para obter a seguinte equação

∂F0

∂t
+(v ·∇)F0−

e
me

〈
E · ∂F1

∂v

〉
= 0 , (3.2.30)

que para uma distribuição de equilíbrio espacialmente uniforme assume a forma

∂F0

∂t
=

e
me

〈
E · ∂F1

∂v

〉
. (3.2.31)

3Essa hipótese é conhecida como aproximação de fase aleatória [59, 60] originalmente introduzida por
Bohm e Pines (1951).
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A equação (3.2.30) fornece a evolução da função de distribuição de equilíbrio
dos elétrons. Diferentemente das equações da teoria linear que discutimos no capítulo
anterior, a equação (3.2.31) é de segunda ordem na perturbação. Observamos que não há
dinâmica da distribuição F0 se o termo de O(2) for negligenciado.

Sabemos, por outro lado, que a parte oscilatória da função de distribuição satisfaz
a equação

∂F1

∂t
+(v ·∇)F1−

e
me

(
E · ∂F1

∂v

)
= 0 . (3.2.32)

Nosso problema consiste em obter uma expressão para F1 em termos de F0

(F1 = F1{F0}) e substituir essa expressão em (3.2.31) para obter uma equação contendo
somente F0. Para isso, assim como fizemos para o campo eletrostático E, vamos expandir
a função F1(r,v, t) em série de Fourier

F1(r,v, t) = ∑
k

F(1)
k (v, t)exp

(
ik · r− iω(k)t

)
. (3.2.33)

Substituindo (3.2.33) em (3.2.32) e notando que o campo pode ser escrito em
termos dos potencial eletrostático, na forma

E =−∑
k

ikϕk(t)exp
(
ik · r− iω(k)t

)
, (3.2.34)

obtemos uma equação diferencial de primeira ordem para cada coeficiente de Fourier

∂F(1)
k (v, t)

∂t
+ i
(
k ·v−ω(k)

)
F(1)

k (v, t) =− ie
me

ϕk(t)k ·
∂F0

∂v
. (3.2.35)

Integrando essa equação e assumindo que a perturbação é nula em t = 0, obtemos

F(1)
k (v, t) =− ie

me

∫ t

0
dt ′ exp

(
i(k ·v−ω(k))(t ′− t)

)
ϕk(t ′)

[
k · ∂F0(v, t ′)

∂v

]
. (3.2.36)

Das equações (3.2.33), (3.2.36), (3.2.34) e lembrando que estamos considerando
uma perturbação quase-monocromática, o termo dentro dos brakets em (3.2.31) fica dado
por

E · ∂F1

∂v
=

e
me

∂

∂v ∑
k,k′

kϕ
∗
k(t)

∫ t

0
dt ′ exp

(
i(k′ ·v−ω(k′))(t ′− t)

)
ϕk′(t

′)
[

k′ · ∂F0

∂v

]
.

(3.2.37)
Tomando a média do segundo membro de (3.2.37) sobre as fases e assumindo a

aproximação de fases aleatória (3.2.28) podemos escrever a equação (3.2.31), no limite
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de k contínuo, da seguinte forma

∂

∂t
F0(v, t) = ∑

i

∂

∂vi
Ji(v, t) , (3.2.38)

com as componentes do vetor J dadas por

Ji(v, t) = ∑
j

e2

m2
e

∫
d2k⊥

∫
∞

−∞

dk‖kik jϕ
∗
k(t)

∫ t

0
dt ′ exp(i(k‖v−ω(k))(t ′− t))ϕk(t ′)

∂F0

∂v j
,

(3.2.39)
onde k‖ e k⊥ representam, respectivamente, as componentes de k paralela e perpendicular
à velocidade v dos elétrons.

A equação (3.2.38) possui a forma de uma equação de difusão no espaço das
velocidades

∂F0

∂t
= ∑

i, j

∂

∂vi
Di j

∂F0

∂v j
, (3.2.40)

onde Di j = Di j(v, t) representa o coeficiente de difusão.
Considerando que ∂F0/∂t e os coeficientes ϕk(t ′) são funções suaves do tempo e

que v não é uma velocidade ressonante, a principal contribuição à integral em (3.2.39) vem
do intervalo em que t ′ ≈ t por conta das oscilações rápidas do integrando. Por outro lado,
se v é uma velocidade ressonante, i.e., se k‖v ≈ ω(k), podemos expressar a exponencial
no integrando em uma série de Taylor em torno de k0, onde k0 é o valor de k‖ tal que
k‖v = ω(k). Dessa forma intercambiando as integrais em (3.2.39) obtemos um integrando
da seguinte forma∫

∞

−∞

dk‖kik jϕ
∗
k(t)ϕk(t ′)exp

(
i(k‖v−ω(k))(t ′− t)

)

≈
∫

∞

−∞

d∆k‖kik jϕ
∗
k(t)ϕk(t ′)exp

(
i

(
v− ∂ω(k)

∂k‖

∣∣∣∣
k‖=k0

)
∆k‖(t

′− t)

)
. (3.2.41)

Observamos pela equação (3.2.41) que para valores de t ′ não próximos de t a
integral novamente se anula por conta das rápidas oscilações do integrando. Dessa forma,
tanto para velocidades ressonantes quanto para velocidades não ressonantes a integral
no tempo em (3.2.39) contribui somente para t ′ ≈ t. Dessa forma podemos expandir as
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funções ϕk(t ′) e ∂F0(v, t ′)/∂t em torno de t e assim obtemos

∫ t

0
dt ′ϕk(t ′)

∂

∂v j
F0(v, t ′)exp

(
i
(
k‖v−ω(k)

)
(t ′− t)

)

≈ ϕk(t)
∂

∂v j
F0(v, t)

∫ t

0
dt ′
[

1+
1

ϕk(t)
∂ϕk(t ′)

∂t ′

∣∣∣∣
t ′=t

(t ′− t)
]

×
[

1+
1

∂F0(v, t)/∂v j

∂

∂t ′
∂

∂v j
F0(v, t ′)

∣∣∣∣
t ′=t

(t ′− t)
]

×exp
(
i
(
k‖v−ω(k)

)
(t ′− t)

)
, (3.2.42)

onde utilizamos o fato de que as funções ϕk(t ′) e ∂F0(v, t ′)/∂t variam lentamente no
tempo para considerar somente a primeira ordem na expansão.

Definindo as funções

γ(k)≡ ∂

∂t ′
lnϕk(t ′)

∣∣∣∣
t ′=t

e
1

τ(v)
≡ ∂

∂t ′
ln

∂

∂v j
F0(v, t ′)

∣∣∣∣
t ′=t

, (3.2.43)

a equação (3.2.42) pode ser reescrita como

∫ t

0
dt ′ϕk(t ′)

∂

∂v j
F0(v, t ′)exp

(
(i
(
k‖v−ω(k)

)
(t ′− t)

)

≈ ϕk(t)
∂

∂v j
F0(v, t)

∫ t

0
dt ′ exp

(
i
(
k‖v−ω(k)− iγ(k)− i/τ(v)

)
(t ′− t)

)
. (3.2.44)

Para tempos suficientemente grandes (ωt � 1) podemos usar a identidade
(2.2.34) como valor aproximado para a integral em (3.2.44). Dessa forma, obtemos

∫ t

0
dt ′ϕk(t ′)

∂

∂v j
F0(v, t ′)exp

(
(i
(
k‖v−ω(k)

)
(t ′− t)

)

≈−iϕk(t)
∂

∂v j
F0(v, t) ·

1
k‖v−ω(k)− iγ(k)− i/τ(v)

. (3.2.45)

Utilizando a fórmula de Sokhotski-Plemelj[7]

lim
ε→0+

1
x− x0± iε

= P
1

x− x0
∓ iπδ(x− x0) , (3.2.46)

a equação (3.2.39) assume a seguinte forma

Ji(v, t) =−∑
ie2

m2
e

∫
dk2
⊥

∫
∞

−∞

dk‖kik j|ϕk(t)|2∂F0/∂v j

×
[

P
1

k‖v−ω(k)− iγ(k)− i/τ(v)
+ iπδ

(
k‖v−ω(k)

)
]
. (3.2.47)
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Novamente, usando o fato de que as funções ϕk(t ′) e ∂F0(v, t ′)/∂t são suaves no
tempo, temos, pelas definições em (3.2.43), que γ(k)→ 0 e τ(v)→ ∞. Dessa forma, o
valor principal da integral em (3.2.47) se anula uma vez que o integrando é uma função
ímpar de k. A equação (3.2.38) fica então dada por

∂F0

∂t
= ∑

i, j

∂

∂vi

πe2

m2
e

∫
d3kkik j|ϕk(t)|2δ(k‖v−ω)

∂

∂v j
F0(v, t) . (3.2.48)

Comparando esse resultado com a equação (3.2.40), podemos identificar o
coeficiente de difusão

Di j(v, t) =
πe2

m2
e

∫
d3kkik j|ϕk(t)|2δ(k‖v−ω) . (3.2.49)

A equação (3.2.48) determina a taxa de variação da parte não oscilante da
função de distribuição sob a influência das oscilações do plasma. O fato de que essa
mudança ocorre apenas nas vizinhanças da velocidade de fase da onda está explicitada
pela presença da distribuição delta no integrando dessa equação.

3.2.1 Relaxação quase-linear

A equação de difusão (3.2.48) prevê que o sistema composto pelas partículas
ressonantes e uma oscilação eletrostática quase-monocromática se aproxima de um estado
estacionário à medida que t→∞. Nesse processo de relaxação para o estado de equilibrio,
denominado relaxação quase-linear ou relaxação não colisional, a função de distribuição
(integrada nas posições) F0 sofre um achatamento nas vizinhanças da velocidade de fase
da onda e as mudanças na amplitude da oscilação tornam-se cada vez menores.

Podemos demonstrar esse processo multiplicando ambos os lados da equação de
difusão (3.2.48) por F0 e integramos sobre todo o espaço de velocidades

dσ(t)
dt

=−2πe2

m2
e

∑
k

∫
d3v|ϕk(t)|2

(
k · ∂F0

∂t

)2

δ(ω(k−k ·v)) , (3.2.50)

onde a função σ(t) é por definição

σ(t)≡
∫

F2
0 d3v . (3.2.51)

Como σ(t) é uma função estritamente positiva e conforme vemos da equação



3.3 Método semi-lagrangiano para simulações numéricas 52

(3.2.50) é também monotonicamente decrescente, temos, necessariamente, que

dσ

dt

∣∣∣∣
t→∞

→ 0− . (3.2.52)

Consequentemente, quando t → 0 o segundo membro de (3.2.50) também se
anula e como seu integrando é positivo, a seguinte equação deve ser válida

|ϕk|2
(

k · ∂F0

∂t

)2 ∣∣∣∣
ω(k)=k·v

= 0 . (3.2.53)

Portanto, à medida que t→ ∞ devemos ter

|ϕk|2 = 0 (3.2.54)

ou

(
k · ∂F0

∂t

)∣∣∣∣
ω(k)=k·v

= 0 . (3.2.55)

Em outras palavras, as equações (3.2.54) e (3.2.55) mostram que para t→ ∞, ou
as oscilações são completamente amortecidas ou elas são parcialmente amortecidas e um
plateau é formado na função de distribuição. É importante também notar que se o intervalo
no espaço das velocidades ocupado pelas partículas ressonantes for muito grande, isto é,
se a condição (3.2.29) não for satisfeita, torna-se impossível que se forme um plateau,
uma vez que seria necessário mais energia do que aquela armazenada inicialmente na
onda.

3.3 Método semi-lagrangiano para simulações numéri-
cas

No contexto da Física de Plasmas, o método semi-lagrangiano foi introduzido em
1976 para a resolução do sistema acoplado Vlasov-Poisson [61]. No entanto, esse método
pode ser utilizado para obter a solução numérica de um ampla variedade de sistemas,
descritos inclusive por outras equações de transporte [62] além da equação de Vlasov.
Equações que regem a dinâmica de fluxos na atmosfera [63, 64] constituem exemplos de
aplicação prática desse método.

Nosso objetivo nessa seção é fornecer as ferramentas teóricas e computacionais
necessárias para o estudo da interação onda-partícula que faremos no capítulo 5. Discu-
tiremos as idéias fundamentais do método semi-lagrangiano e, por meio da equação de
Liouville, buscaremos fazer uma conexão entre o operador de evolução temporal leapfrog
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utilizado em simulações de dinâmica molecular [65] e o operador de evolução temporal
associado à equação de Vlasov.

3.3.1 Equação de Liouville

Dado um sistema unidimensional de N-partículas interagindo aos pares descrito
pela hamiltoniana

H =
N

∑
i=1

p2
i

2mi
+∑

i<

N

∑
j=1

V (|xi− x j|) , (3.3.56)

a evolução de uma função dinâmica qualquer B(x1, . . . ,xN ; p1, . . . , pN) associada a esse
sistema é obtida a partir da equação de Liouville [41, 66]

Ḃ(χ1, . . . ,χN) =−L̂ B(χ1, . . . ,χN) , (3.3.57)

onde definimos χi ≡ (xi, pi) como o vetor de estado associado a i-ésima partícula e o
operador Liouvilliano L̂ dado por

L̂ =
N

∑
i=1

(
∂H
∂xi

∂

∂pi
− ∂H

∂pi

∂

∂xi

)
. (3.3.58)

A solução formal da equação (3.3.57) é dada por

B(χ1(t0 +∆t), . . . ,χN(t0 +∆t)) = e−∆tL̂B(χ1(t0), . . . ,χN(t0)) . (3.3.59)

A exponencial no segundo membro representa um propagador para o sistema
que mapeia B(t0) em B(t0 +∆t). Esse operador pode ser reescrito como

e−∆tL̂ ≡Θ(∆t) = e
−∆t

N

∑
k=1

(
∂H
∂xk

∂

∂pk
− ∂H

∂pk
∂

∂xk

)

= e
−∆t

2 ∑
k

[
∑

i
∑

j

∂Vi j
∂xk

∂

∂pk
−∑

i

∂

∂pk

p2
i

mi
∂

∂xk

]

= e
∆t
2

N

∑
i=1

N

∑
j=1

Fi j

(
∂

∂pi
− ∂

∂p j

)
+

N

∑
i=1

pi
mi

∂

∂xi

= e∆t(ν̂+κ̂) , (3.3.60)

onde os operadores ν̂ e κ̂ são dados por

ν̂ = ∑
i<

N

∑
j=1

Fi j

(
∂

∂pi
− ∂

∂p j

)
, κ̂ =

N

∑
i=1

pi

mi

∂

∂xi
. (3.3.61)

com Fi j = −∂Vi j/∂xi representando a força que a partícula j exerce sobre a i-ésima
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partícula.
A princípio, para obter o valor da função dinâmica B no instante t0 + ∆t é

necessário expandir a exponencial (3.3.60) em potências dos operadores ν̂ e κ̂. Contudo,
se assumirmos ∆t � 1, é possível desprezar correções de ordem elevada em ∆t e obter
uma solução aproximada de cálculo mais simples.

3.3.2 Solução aproximada da equação de Liouville

Com o intuito de obter uma solução aproximada para a equação (3.3.57) vamos
assumir que o operador de evolução temporal (3.3.60) pode ser reescrito da seguinte forma

Θ
aprox.(∆t) = e

∆t
2 κ̂ e∆tν̂ e

∆t
2 κ̂ . (3.3.62)

Podemos verificar que reescrever o operador Θ(∆t) na forma explicitada acima
gera um erro Θaprox.(∆t)− e−∆tL̂ de terceira ordem em ∆t

erro =

[
1+

∆t
2

κ̂+
∆t2

8
κ̂

2 +O(∆t3)

][
1+∆tν̂+

∆t2

2
κ̂

2 +O(∆t3)

]

[
1+

∆t
2

κ̂+
∆t2

8
κ̂

2 +O(∆t3)

]
− e∆t(ν̂+κ̂)

= 1+∆t(κ̂+ ν̂)+
∆t2

2
(κ̂2 + ν̂

2 +κν+νκ)+O(∆t3)− e∆t(ν̂+κ̂)

= O(∆t3) . (3.3.63)

Expandindo a última exponencial na penúltima linha da equação acima verifica-
mos que todos os termos de ordem igual ou inferior a ∆t2 se cancelam e portanto o erro
na aproximação

B(t0 +∆t)≈Θ
aprox.(∆t)B(t0) (3.3.64)

é de fato de terceira ordem em ∆t.
Integradores simpléticos 4 de ordens mais elevadas são discutidos na referência

[69]. Para ordens maiores em ∆t, devemos recorrer às fórmulas de Baker-Campbell-
Hausdorff e Zassenhaus [70] para a obtenção do operador de evolução aproximado.

4Integradores que preservam a estrutura simplética do fluxo de uma equação diferencial
.
X = ΦΦΦ(X),

sendo X,ΦΦΦ∈R2N . São utilizados para obter a evolução de sistemas dinâmicos cujas equações de movimento
linearizadas podem ser descritas por mapas do tipo X(t +h) = Mh X(t), onde Mh ∈ R2N×2N é uma matriz
simplética, que portanto satisfaz a condição M>h JMh = J, onde J = [[000d , Id ], [−Id ,000d ]] (com d = N×N)
é a matriz elementar anti-simétrica. Por preservar a forma simplética de um fluxo hamiltoniano ΦΦΦH,
integradores simpléticos são a escolha natural como esquema numérico de integração das equações de
Hamilton [67, 68].
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Para determinar o valor de uma variável dinâmica qualquer em um dado instante
de tempo t é mais fácil do ponto de vista prático discretizar o tempo em instantes tn = n∆t

intermediários e obter o valor dessa variável através de sucessivas aplicações do operador
Θaprox.(∆t) com ∆t� 1 em vez de uma única aplicação do operador e−∆tL̂, que fornece a
solução exata, porém de cálculo muito dispendioso.

3.3.3 Evolução Θaprox.(∆t) das posições e momentos

Discutiremos nessa seção como o operador Θaprox.(∆t) age sobre as variáveis
dinâmicas posição e momento de uma dada partícula. Nesse caso, nossa função dinâmica
genérica B passa a ser representada por x` e p` e a equação (3.3.64) fica dada por

x`(tn +∆t) = x`(tn+1)≈ e
∆t
2 κ̂ e∆tν̂ e

∆t
2 κ̂x`(tn) , (3.3.65)

p`(tn +∆t) = p`(tn+1)≈ e
∆t
2 κ̂ e∆tν̂ e

∆t
2 κ̂ p`(tn) . (3.3.66)

A evolução no passo de tempo ∆t representada pelas equações acima pode ser
dividida em três etapas:

(I) – Aplicação do operador e
∆t
2 κ̂ sobre o estado inicial χ`(tn):

χ
(I)
` (tn) =

[
1l+

∆t
2 ∑

i

pi

mi

∂

∂xi
+

∆t2

8 ∑
i

∑
j

pi p j

mim j

∂

∂xi

∂

∂x j
+O(∆t3)

]
χ`(tn) , (3.3.67)

onde utilizamos a notação compacta χ` = (x`, p`).
Como o operador entre colchetes envolve somente derivadas nas posições, a

componente p` do vetor χ` permanece inalterada. Para a componente x`, os termos de
ordem superior a 1 nas derivadas não contribuem e, dessa forma, obtemos a seguinte
transformação

x(I)` (tn) = x`(tn)+
p`(tn)

m`

∆t
2

, p(I)` (tn) = p`(tn) . (3.3.68)

(II) – Aplicação do operador e∆tν̂ sobre o estado χ
(I)
` (tn):

χ
(II)
` (tn) =

[
1l+∆t ∑

i
∑

j
Fi j

(
∂

∂pi
− ∂

∂p j

)
+O(∆t2)

]
χ
(I)
` (tn) , (3.3.69)

que nos fornece

x(II)
` (tn) = x(I)` (tn) , p(II)

` (tn) = p(I)` (tn)+∆tF̀ (tn) , (3.3.70)

onde F̀ = ∑ j 6=` F̀ j representa a força resultante sobre a `-ésima partícula.
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(III) – Aplicação do operador e
∆t
2 κ̂ sobre o estado χ

(II)
` (tn):

χ
(III)
` (tn) =

[
1l+

∆t
2 ∑

i

pi

mi

∂

∂xi
+O(∆t2)

]
χ`(tn) , (3.3.71)

de onde obtemos

x(III)
` (tn) = x`(tn+1) = x(II)

` (tn)+
p`(tn)

m`

∆t
2

, p(III)
` (tn) = p`(tn+1) = p(II)

` (tn) .

(3.3.72)
Essas três etapas da evolução descrevem os passos do integrador leapfrog para a

equação de Liouville. Conforme mostramos na equação (3.3.63), Θaprox(∆t) é exato até
segunda ordem em ∆t e por esse motivo dizemos que é um integrador de segunda ordem.

3.3.4 Evolução da função de distribuição de uma partícula

Consideremos agora uma única partícula (de massa m = 1), com hamiltoniana
H = p2/2 +V (x). Vejamos como a idéia apresentada nas seções anteriores pode ser
utilizada aqui para gerar a evolução da função de distribuição f (x, p, t) dessa partícula.

Nesse caso, a função dinâmica depende explicitamente do tempo e portanto a
equação de Liouville assume a forma

ḟ =
∂ f
∂t
− L̂ f

=
∂ f
∂t

+ v
∂ f
∂x

+F
∂ f
∂p

= 0 , (3.3.73)

onde F aqui representa a força sobre a partícula e a última igualdade diz respeito ao fato de
f ser uma quantidade conservada ao longo da trajetória (curva característica) do sistema.

A solução formal da equação (3.3.73) é portanto

f (x, p, t0 +∆t) = e−∆t
(

F ∂

∂p−p ∂

∂x

)
f (x, p, t0) , (3.3.74)

onde o operador de evolução também admite uma forma aproximada decomposta em três
partes, i.e.

f (x, p, t0 +∆t)≈ e−
∆t
2 p∂x e−∆tF∂p e−

∆t
2 v∂x f (x, p, t0)+O(∆t3) . (3.3.75)

Nesse caso, as três etapas que compõem a evolução de f em um intervalo de
tempo ∆t são dadas por:
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(I) – Advecção de f na direção-x por um passo de tempo ∆t/2:

f (I)(x, p) = f (x− p∆t/2, p, t0) ; (3.3.76)

(II) – Advecção de f na direção-p por um passo de tempo ∆t:

f (II)(x, p) = f (I)(x, p−F∆t) ; (3.3.77)

(III) – Advecção de f na direção-x por um passo de tempo ∆t/2:

f (III)(x, p) = f (x, p, t0 +∆t) = f (II)(x− p∆t/2, p) . (3.3.78)

Os passos descritos anteriormente resumem o método semi-lagrangiano para in-
tegrar a equação de Vlasov para um sistema unidimensional. Esse método e sua eficiência
são discutidos com maiores detalhes nas referências [71, 54, 52] com aplicações para o
modelo Vlasov-Poisson a fim de descrever o amortecimento de Landau e instabilidades
de dois feixes.

3.3.5 Procedimento de interpolação

Para analisar a evolução da função de distribuição f do ponto de vista numérico,
o primeiro passo é gradear o espaço de fase em Nx×Np pontos e inicializar a função
de distribuição em cada um desses pontos com valores f 0

i j = f (xi, p j, t0). Em seguida
utilizamos as regras de evolução apresentadas na seção anterior para determinar os novos
valores f n

i j = f (xi, p j, t0 +n∆t) nos instantes seguintes.
Contudo, conforme observamos pela equação (3.3.76), para o cálculo de

f (I)(xi, p j) é necessário o conhecimento do valor inicial de f no ponto (xi− p j∆t/2, p j),
que não necessariamente é um ponto sobre a malha. O valor de f (xi− p j∆t/2, p, t0) deve
ser portanto obtido através de uma interpolação (nas posições) de valores f 0

i j conheci-
dos. Da mesma forma, no passo (II) não necessariamente o termo F∆t é um múltiplo do
intervalo p j+1− p j da malha numérica e por esse motivo se faz necessária também efe-
tuar uma interpolação, nesse caso em relação aos momentos. Em resumo, cada uma das
atribuições representadas nas equações (3.3.76) - (3.3.78) devem ser feitas mediante uma
interpolação.

Seja (x, p j) um ponto qualquer do espaço de fase tal que xk ≤ x ≤ xk+1, o valor
interpolado (nas posições) para f (x, p j) é dado por [72]

f (x, p j) = α fk j +β fk+1, j + γ f
′′
k j +δ f

′′
k+1, j . (3.3.79)
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onde
f
′′
i j =

fi+1, j−2 fi j + fi−1, j

(xi+1− xi)2 (3.3.80)

representa uma expressão para o cálculo da derivada segunda numérica, e os coeficientes

α =
xi+1− x
xi+1− xi

, β = 1−α

γ =
α3−α

6
(xi+1− xi)

2, δ =
β3−β

6
(xi+1− xi)

2 (3.3.81)

são tais a garantir a continuidade da segunda derivada de f .
O valor interpolado de f nos momentos é obtido de forma análoga. Nesse

ponto, é importante notar que a interpolação descrita em (3.3.79) requer a utilização de
4 pontos da malha numérica, que representa a quantidade mínima de pontos necessários
para efetuar uma interpolação cúbica. Outros tipos de interpolação são discutidos nas
referências [72, 73].

3.3.6 Exemplo teste: pêndulo não linear

Utilizamos o pêndulo não linear como um exemplo prático para aplicação das
ferramentas apresentadas nessa seção. Os códigos contendo os passos do integrador
bem como a rotina de interpolação utilizados nessa simulação estão apresentados no
apêndice B. Utilizamos condições de contorno periódicas nas posições e impusemos que
para qualquer instante a distribuição se anula em pontos fora da malha numérica, i.e.
f (x, p, t) = 0 se |p|> 6, que equivale a f n

i j = 0 se j < 0 ou j > Np−1.

(a) (b)

Figura 3.2: Retrato de fase da função de distribuição do pêndulo não linear em regime
confinado (−π < x < π) após quatro oscilações completas (a) para uma malha
numérica de 128×128 pontos e (b) para uma malha de 256×256 pontos.
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Na figura 3.2 descrevemos a evolução da função de distribuição do sistema
descrito pela hamiltoniana H = p2

2 +1−cos(x) iniciando com uma função de distribuição
localizada. Utilizamos duas diferentes discretizações para o espaço de fase: uma malha
com 128× 128 pontos e uma malha mais refinada com 256× 256 pontos. A função
de distribuição inicialmente concentrada em um único ponto rapidamente se difunde
pelo espaço de fase como consequência do processo de interpolação e da finitude da
malha. Esse espalhamento pode ser minimizado alterando o algoritmo de interpolação e
aumentando o refinamento da malha numérica.

Finalizamos o capítulo destacando a possibilidade de paralelização das advec-
ções nas posições e nos momentos descritas em (3.3.76) - (3.3.78) bem como da rotina de
interpolação. Na referência [73] investigam-se os ganhos em tempo computacional resul-
tantes da implementação paralelizada do método semi-lagrangiano para modelos hamil-
tonianos unidimensionais com interações de longo alcance em diferentes placas gráficas.



CAPÍTULO 4
Dinâmica do sistema de feixes monocinéticos e
uma onda de Langmuir

Nesse capítulo, discutimos o mecanismo de phase mixing responsável pelos
fenômenos de atenuação e amplificação de uma onda de Langmuir com base no modelo
hamiltoniano proposto em [13, 14, 15].

Iniciamos os cálculos partindo da definição da hamiltoniana que descreve a dinâ-
mica autoconsistente entre uma onda de Langmuir e partículas ressonantes e estabelece-
mos como estado de equilíbrio do sistema a configuração em que a onda possui amplitude
nula e as partículas encontram-se agrupadas em feixes monocinéticos 1 [18, 15]. A dinâ-
mica linear do sistema composto por feixes monocinéticos e uma onda de Langmuir pode
ser decomposta em duas partes: uma parte que designaremos balística, em que as pertur-
bações nos momentos e posições independem da amplitude da onda, e uma parte do tipo
onda que contém de fato toda a informação da interação entre onda e feixes.

Conforme veremos a seguir, os principais benefícios dessa abordagem discreti-
zada do sistema são evitar os problemas relacionados a singularidades e a prescrição de
contornos de integração apropriados inerentes à abordagem cinética.

4.1 O modelo hamiltoniano onda-partícula

Nesse modelo, o plasma é considerado como um sistema composto de uma única
onda com frequência ω0 e vetor de onda kw que interage com N partículas ressonantes e
cuja dinâmica é obtida a partir da seguinte hamiltoniana

H =
N

∑
l=1

p2
l

2
+ω0

X2 +Y 2

2
+ εk−1

w

N

∑
l=1

(Y sinkwxl−X coskwxl) , (4.1.1)

onde ε é a constante de acoplamento entre onda e partícula, X e Y correspondem as
componentes cartesianas da amplitude da onda Z = X + iY . Assumimos que o vetor de

1Denotamos por feixe monocinético o conjunto de partículas que viajam com mesma velocidade.



4.1 O modelo hamiltoniano onda-partícula 61

onda da oscilação é tal que kw = 2π j/L, onde L representa o período espacial do sistema
e j um número inteiro.

O primeiro termo em (4.1.1) representa a energia cinética das partículas resso-
nantes enquanto que o segundo termo corresponde à energia da onda, que está associado
ao movimento vibratório das partículas do bulk. O último termo dessa hamiltoniana (res-
ponsável por introduzir o caráter não linear da dinâmica) representa a energia de interação
entre a onda e as partículas ressonantes.

As variáveis dinâmicas xl , pl , X e Y compõem pares canonicamente conjugados
que satisfazem as equações de Hamilton ẋl = ∂H/∂pl , ṗl = −∂H/∂xl , Ẋ = ∂H/∂Y e
Ẏ =−∂H/∂X , de onde deriva o seguinte sistema de 2N +1 equações

ẋl = pl , 1≤ l ≤ N , (4.1.2)

ṗl = εIm
(

Z eikwxl
)
, 1≤ l ≤ N , (4.1.3)

Ż = −iω0Z + iεk−1
w

N

∑
l′=1

e−ikwxl′ . (4.1.4)

Vale notar na equação (4.1.4) que a evolução das componentes cartesianas X e
Y foi simplificada à uma única equação para a amplitude complexa Z. Essa quantidade
representa um campo médio e guarda algumas semelhanças com a magnetização do mo-
delo hamiltoniano XY de campo médio2. Contudo, há duas diferenças fundamentais entre
esses dois modelos: a primeira é que as componentes cartesianas da amplitude da onda Z,
ao contrário das componentes da magnetização, são variáveis dinâmicas canonicamente
conjugadas. A segunda diferença é que essas componentes existem independentemente da
presença das partículas ressonantes. Nesse caso, a onda se propaga livremente no plasma
sem sofrer amplificação ou atenuação.

4.1.1 Definição do estado de equilíbrio

O sistema onda-partícula descrito pelas equações (4.1.2) - (4.1.4) admite como
estado de equilíbrio a configuração em que a onda possui amplitude nula e as N partículas
estão agrupadas em b feixes monocinéticos, caracterizados por uma velocidade vs e
número de partículas Ns conforme ilustrado na figura 4.1.

Seja x(0)ns a posição, na configuração de equilíbrio, da n-ésima partícula do feixe

2O modelo HMF (Hamiltonian Mean Field) com potencial do tipo cosseno é um modelo unidimen-
sional simplificado de partículas interagindo por forças de longo alcance e em movimento restrito a uma
circunferência de raio unitário [74].
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s. A trajetória dessa partícula pode ser escrita da seguinte forma

x(0)ns (t) = φs +n
L
Ns

+ vst , (4.1.5)

onde assumimos que em cada feixe as partículas encontram-se uniformemente distribuí-
das. A constante φs representa apenas um deslocamento entre as posições das partículas
pertencentes a diferentes feixes.

x

p

0f(p)

v1

vs

vb

⋮

⋮

Figura 4.1: Ilustração dos feixes monocinéticos para o caso de uma distribuição de veloci-
dade com inclinação negativa. Figura adaptada da referência [15].

Supondo que as coordenadas das partículas são dadas pela equação (4.1.5), o
somatório em (4.1.4) pode ser reescrito como

N

∑
l′=1

e−ikwxl′ =
b

∑
s=1

e−i 2π

L j(φs+vst)
Ns

∑
n=1

e−i2πn( j
Ns ) , (4.1.6)

que é identicamente nulo desde que o número de partículas por feixe satisfaça a condição

j
Ns

/∈ Z ∀s ∈ [1,b] . (4.1.7)

Do ponto de vista físico, podemos afirmar que a condição (4.1.7) é sempre
satisfeita se considerarmos que cada feixe s possui mais de uma partícula contida no
intervalo λw = 2π/kw de variação do campo, i.e., L/Ns < λw resultando em Ns > j. Dessa
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forma, os campos gerados pelas N partículas sofrem uma interferência destrutiva total e
portanto, se inicialmente a amplitude da onda é nula, a estrutura de feixes monocinéticos
representada por (4.1.5) é preservada ao longo da dinâmica.

O estado de equilíbrio do sistema é então definido como

xl(t) = x(0)ns (t) , (4.1.8)

pl(t) = vs , (4.1.9)

Z(t) = 0 , (4.1.10)

onde a nova indexação para as partículas em termos dos feixes é tal que l = n se s = 1
e l = n+∑

s′=s−1
s′=1 Ns′ para 1 < s ≤ b. Não existe solução de (4.1.2) - (4.1.4) similar à

apresentada acima para Z diferente de zero [75].

4.1.2 Equações de movimento linearizadas

Considerando que o sistema esteja ligeiramente deslocado da configuração de
equilíbrio (4.1.8) - (4.1.10), a evolução da amplitude da onda e das perturbações asso-
ciadas à n-ésima partícula do feixe s são dadas pela forma linearizada das equações de
movimento

δẋns = δpns , (4.1.11)

δ ṗns = −εIm
(

Z e−ikwx(0)ns

)
, (4.1.12)

Ż = −iω0Z + ε

b

∑
s=1

Ns

∑
n=1

δxns e−ikwx(0)ns , (4.1.13)

onde δxns(t) = xns(t)− x(0)ns (t) e δpns(t) = pns(t)− vs.
As perturbações nas posições e momentos podem ser representadas em termos

de séries de Fourier da forma

δpns(t) = ∑
m∈µs

Ams(t)eikmx(0)ns (t) , (4.1.14)

δxns(t) = −i ∑
m∈µs

Cms(t)eikmx(0)ns (t) , (4.1.15)

onde km = 2πm/L e o conjunto dos inteiros µs definido como

µs =

{
{m ∈ Z : |m| ≤ (Ns−1)/2} , se Ns for ímpar
{m ∈ Z : 1−Ns/2≤ m≤ N2/2} ,se Ns for par

(4.1.16)
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é tal que as exponenciais em (4.1.14) e (4.1.15) constituem um conjunto completo de
funções ortogonais.

Os coeficientes das expansões satisfazem as relações A−ms =A∗ms e C−ms =−C∗ms

e portanto, as perturbações nos momentos e nas posições são quantidades reais. Além
disso, esses coeficientes podem ser escritos em termos da transformada inversa das
perturbações da seguinte forma

Ams = N−1
s

Ns

∑
n=1

δpns(t)e−ikmx(0)ns (t) , (4.1.17)

Cms = iN−1
s

Ns

∑
n=1

δxns(t)e−ikmx(0)ns (t) . (4.1.18)

Separando nos somatórios (4.1.14) e (4.1.15) os termos m =± j, que correspon-
dem a km =±k j =±kw, podemos reescrever as perturbações como a soma de duas partes,
conforme dado a seguir

δpns(t) = 2Re
(

A js(t)eik jx
(0)
ns

)
+ ∑

m∈µ′s

Ams(t)eikmx(0)ns (t) , (4.1.19)

δxns(t) = 2Im
(

C js(t)eik jx
(0)
ns

)
− i ∑

m∈µ′s

Cms(t)eikmx(0)ns (t) . (4.1.20)

O primeiro termo nas equações acima, que aparecem isolados dos somatórios,
representa a parte que denominaremos do tipo onda enquanto que o segundo termo,
envolvendo os somatórios sobre µ′s = µs\{m = j ∧ m = − j}, corresponde à parte que
denotaremos por tipo balística das soluções.

4.1.3 Soluções balísticas

Substituindo as expressões em (4.1.19) e (4.1.20) nas equações de movimento
(4.1.11) - (4.1.13), obtemos o seguinte sistema de equações para os coeficientes

Ȧms = −ikmvsAms , (4.1.21)

Ċms = −ikmvsCms + iAms , (4.1.22)

com m ∈ µ′s e 1≤ s≤ b.
O sistema dinâmico acima é facilmente integrável e admite solução, em termos

das condições iniciais, dada por

Ams(t) = Ams(0)e−ikmvst , (4.1.23)

Cms(t) = (Cms(0)+ iAms(0)t)e−ikmvst , (4.1.24)
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de onde obtemos as seguintes órbitas para as partículas

δp(bal)
ns (t) = ∑

m∈µ′s

Ams(0)eikmx(0)ns (0) = δp(bal)
ns (0) , (4.1.25)

δx(bal)
ns (t) = δx(bal)

ns (0)+δp(bal)
ns (0)t . (4.1.26)

Essa componente da solução possui evolução trivial em termos das condições
iniciais e não altera o caráter balístico do movimento das partículas. Notamos que a per-
turbação no momento permanece inalterada durante a dinâmica, que é uma consequência
do fato de os coeficientes de Fourier para m 6=± j não dependerem da amplitude da onda.

4.1.4 Soluções tipo onda

Para as componentes de Fourier do tipo onda, m = ± j, as equações de movi-
mento são dadas por

Ċ js = −ik jvsC js + iA js , (4.1.27)

Ȧ js = −ik jvsA js + i
ε

2
Z , (4.1.28)

Ż = iω0Z− iε
b

∑
s=1

C jsNs , (4.1.29)

com 1 ≤ s ≤ b. Nas equações acima apresentamos somente a evolução da componente
m = j. Os coeficientes m = − j são obtidos através do complexo conjugado dessas
equações.

Diferente do sistema de equações para a parte balística, o sistema acima não pos-
sui solução analítica trivial em termos das condições iniciais. Para resolvê-lo, assumimos
que a solução admite a seguinte forma

Cs = cs e−iσt , As = as e−iσt , Z = ze−iσt , (4.1.30)

onde cs, as, z e a frequência σ são constantes complexas. O subíndice j nos coeficientes
foi omitido, dado que agora m = j é a única componente de Fourier de interesse.

Substituindo as soluções (4.1.30) no sistema (4.1.27) - (4.1.29), obtemos

σC = M ·C , (4.1.31)

com o vetor C ∈C2b+1 dado por C = [c1, . . . ,cb,a1, . . . ,ab,z]>, onde as componentes cs’s
e as’s representam, respectivamente, a parte independente do tempo dos coeficientes de
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Fourier das posições e dos momentos, e a matriz real M , (2b+1)× (2b+1), é dada por

M =




kv1 0 −1 0 0
. . . . . . ...

0 kvb 0 −1 0
0 0 kv1 0 −ε/2

. . . . . . ...
0 0 0 kvb −ε/2

εN1 . . . εNb 0 . . . 0 ω0




. (4.1.32)

A solução geral do sistema linear representado por (4.1.31) depende da determi-
nação dos 2b+1 autovetores e autovalores da matriz M . Seja Cr um autovetor genérico
de M e σr ∈C seu correspondente autovalor, então pela equação (4.1.31) as componentes
de Cr são dadas por

crs = −ε

2
zr

(σr− kvs)
, (4.1.33)

ars =
ε

2
zr

(σr− kvs)2 , (4.1.34)

zr = ε

b

∑
s=1

Nscrs/(σr−ω0) , (4.1.35)

onde 1≤ r ≤ 2b+1.
Substituindo (4.1.33) em (4.1.35) obtemos a equação característica da matriz M ,

dada por

σr = ω0 +
ε

2

b

∑
s=1

Ns

(σr− kvs)2 . (4.1.36)

Para um dado vetor de onda k, a equação acima informa a condição que deve
ser satisfeita pelas autofrequências σr para que o sistema em (4.1.27) - (4.1.29) admita
solução não trivial, isto é, para que as perturbações não sejam identicamente nulas. Essa
equação representa portanto uma relação de dispersão para os modos normais do sistema,
que designaremos modos feixe3. Vale notar que a relação de dispersão (4.1.36) pode ser
reescrita como uma equação polinomial de grau 2b+1 com coeficientes reais e portanto,
admite 2b+ 1 raízes complexas, sendo pelo menos uma delas puramente real. O fato de
os coeficientes do polinômio característico serem quantidades reais implica que as raízes
complexas σr aparecem em pares conjungados.

Observamos de (4.1.33) - (4.1.35) que devido à dependência particularmente

3O termo modos feixe foi originalmente utilizado na referência [48]. Essa denominação decorre do fato
de tais modos surgirem quando o sistema é discretizado em feixes monocinéticos.
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Figura 4.2: Ilustração de uma possível configuração para um sistema composto por uma
onda com frequência natural ω0 e dez feixes monocinéticos. As velocidades
dos feixes vs = v1 +(s− 1)∆p são distribuídas em torno da velocidade de fase
da onda ω0/k. (a) Distribuição de velocidades das partículas, dada por f (vs) =
f (v1) + (s− 1)∆p f ′ (que fornece Ns = N∆p f (vs) como número de partículas
por feixe) no intervalo Iv = [v1−∆p/2,vb +∆p/2] e fixada em zero fora desse
intervalo. (b) Representação gráfica da relação de dispersão (4.1.36) por meio
da linha y = ω−ω0 e da curva y = χ(ω) ≡ (ε2/2)∑s(ω− kvs)

−2Ns. O ponto
intercepto situa a única solução puramente real dessa equação.

simples do autovetor Cr com a autofrequência σr, podemos, a partir do conhecimento do
espectro das autofrequências, calcular todos os autovetores de M e, consequentemente,
determinar a solução geral do sistema dinâmico (4.1.27) - (4.1.29). A obtenção do espec-
tro de autofrequências é portanto fundamental para a descrição completa da dinâmica do
sistema de feixes e uma onda.

A figura 4.2b representa uma ilustração gráfica da equação (4.1.36) para um
sistema composto por dez feixes monocinéticos. Observamos que o sistema possui uma
única raiz real pura, dada pelo ponto intercepto no gráfico, e 20 raízes complexas,
conjugadas entre si. À medida que o número de feixes aumenta, as raízes complexas
tendem se acumular no eixo real. Esse comportamento pode ser observado quando
calculamos numericamente o espectro das autofrequências para sistemas compostos por
diferentes números de feixes o que é feito na seção 4.2.

As autofrequências podem ser escritas em termos das suas componentes carte-
sianas no plano complexo, isto é, σr = ωr + iγr. Dessa forma, obtemos de (4.1.36) as
seguintes expressões para as partes real e imaginária, respectivamente

ωr = ω0 +
ε2

2

b

∑
s=1

Ns
(kvs−ωr)

2− γ2
r

[(kvs−ωr)2 + γ2
r ]

2 , (4.1.37)

γr = ε
2

b

∑
s=1

Ns
γr(kvs−ωr)

[(kvs−ωr)2 + γ2
r ]

2 . (4.1.38)
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Com a finalidade de conectar os resultados apresentados nesse capítulo com
resultados previstos pela abordagem vlasoviana, vamos considerar o limite b→∞, em que
os feixes apresentam uma distribuição contínua de velocidades. Nesse limite, o segundo
membro da equação (4.1.38) pode ser escrito em termos da função de distribuição de
velocidades f (vs) = lim∆p→0 Ns/(∆pN) da seguinte forma

ϕ(γ) = ε
2N

∫
γ(kv−ω)

[γ2 +(kv−ω)2]2
f (v)dv , (4.1.39)

onde omitimos o subíndice r dos modos haja vista que quando b → ∞ o espectro de
autofrequências também apresenta uma distribuição contínua.

Após integrada por partes a equação (4.1.39) fica dada por

ϕ(γ) =
ε2N
2k

∫
γ

γ2 +(kv−ω)2 f ′(v)dv . (4.1.40)

Na hipótese de acoplamento fraco (ε→ 0) a Lorentziana em (4.1.40) torna-se
uma função bastante concentrada em torno de ω/k o que nos permite utilizar a identidade
limα→0+ α/(α2 + (x− x0)

2) = πδ(x− x0) para obter a seguinte expressão para a parte
imaginária da frequência da onda

γ = γL =
πε2N
2k2 f ′(ω0/k) , (4.1.41)

onde consideramos que a distribuição de velocidades é uma fução suave no intervalo que
contém os feixes monocinéticos.

É importante notar que a expressão acima é valida somente para o caso em que
f ′> 0. No caso em que a distribuição de velocidades é uma função decrescente, o primeiro
e o segundo membro da equação γ = ϕ(γ) possuem sinais opostos e portanto a única
solução possível é γ = 0. Isso significa que no regime perturbativo e no limite b→ ∞,
somente o caso em que há instabilidade de Landau admite solução não nula para a parte
imaginária da frequência. A expressão obtida em (4.1.41) representa a taxa de crescimento
de Landau deduzida originalmente na referência [4] por meio de uma descrição cinética.

No capítulo seguinte mostraremos por meio de resultados numéricos que essa
solução particular possui um comportamento dominante na dinâmica da onda.

No caso em que há amortecimento de Landau as autofrequências tendem a se
acumular sobre a reta real em conformidade com o espectro contínuo de frequências
discutido na referência [47]. Por esse motivo, denotamos os modos cujas frequências
são obtidas a partir da equação (4.1.36) como modos análogos de van Kampen na
formulação hamiltoniana. Mostraremos também no capítulo seguinte que no caso em que
a distribuição de velocidades é uma função decrescente, a atenuação da onda não é um
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efeito de um único modo particular dominante, mas do phase mixing resultante da
superposição de vários modos normais do sistema linear. Esse modos são também
denominados de modos feixe, uma vez que resultam da discretização do sistema em feixes
monocinéticos.

4.1.5 Expansão em modos normais

Seja Cr com r ∈ [1,2b+ 1] um autovetor genérico de M , cujas componentes
são dadas pelas equações (4.1.33) - (4.1.35), e σr seu correspondente autovalor. Então,
pela linearidade da equação (4.1.31), sua solução geral é dada pela superposição das
autosoluções Cr e−iσrt , i.e,

G(t) =
2b+1

∑
r=1

ξrCr e−iσrt , (4.1.42)

onde os coeficientes ξr da combinação linear acima são constantes obtidas a partir das
condições iniciais.

Nas equações (4.1.33) - (4.1.35) podemos tomar sem perda de generalidade
zr = 1. Assim, a solução geral G(t) = [C1(t) . . .Cb(t),A1(t) · · · ,Ab(t),Z(t)]> pode ser
escrita em termos de suas componentes da seguinte forma

Cs(t) =
ε

2

2b+1

∑
r=1

ξr

(σr− kvs)2 e−iσrt , (4.1.43)

As(t) =
ε

2

2b+1

∑
r=1

ξr

σr− kvs
e−iσrt , (4.1.44)

Z(t) =
2b+1

∑
r=1

ξr e−iσrt . (4.1.45)

A parte tipo onda das perturbações nos momentos pode ser obtida substituindo a
componente As calculada em (4.1.44) no primeiro termo do segundo membro da equação
(4.1.19). Da mesma forma, as perturbações nas posições são obtidas substituindo a
componente Cs calculada em (4.1.43) no primeiro termo do segundo membro da equação
(4.1.20). Assim, as perturbações nas órbitas das partículas são dadas por

δp(onda)
ns (t) = εRe

(
2b+1

∑
r=1

ξr

σr− kvs
e−iσrt+ikx(0)ns

)
, (4.1.46)

δx(onda)
ns (t) = εIm

(
2b+1

∑
r=1

ξr

(σr− kvs)2 e−iσrt+ikx(0)ns

)
. (4.1.47)

Os coeficientes ξr da expansão dada pela equação (4.1.42) podem ser obtidos
por meio do produto interno dos vetores G(0) e Cr. Porém, para efetuar essa operação,
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precisamos primeiramente determinar os autovetores à esquerda da matriz M , que denota-
remos por C ′r = [c′r1, · · · ,c′rb,ar1, · · · ,a′rb,z

′
r]
>. Como M é uma matriz real, os autovetores

à esquerda satisfazem a equação

σrC ′r = M > ·C ′r , (4.1.48)

cujas componentes c′rs e a′rs são dadas por

c′rs =
εNsz′r

σr− kvs
, (4.1.49)

a′rs = − εNsz′r
(σr− kvs)2 . (4.1.50)

O fator z′r que aparece em todas as entradas do vetor C ′r corresponde a um fator de
escala que a princípio pode assumir qualquer valor complexo diferente de zero. Contudo,
seu valor pode ser fixado se impusermos a condição de normalização C ′>r′ · Cr = δr′,r.
Dessa forma, obtemos

z′r =

[
1+ ε

2
b

∑
s=1

Ns

(σr− kvs)3

]−1

. (4.1.51)

Uma vez determinadas todas as componentes dos autovetores à esquerda e
à direita da matriz M , os coeficientes da expansão (4.1.42) são calculados em termos
das condições iniciais da seguinte forma

ξr = C ′>r ·G(0) = z′r Z(0)+
b

∑
s=1

[
c′rsCs(0)+a′rsAs(0)

]
. (4.1.52)

As soluções analíticas dadas pelas equações (4.1.45), (4.1.46) e (4.1.47) mos-
tram que no regime linear o sistema de uma única onda e feixes monocinéticos é comple-
tamente descrito uma vez que se conhecem o espectro das autofrequências σr e os valores
das constantes ξr, obtidos através da condição inicial (δxns(0),δpns(0),Z(0)).

É importante notar pela equação (4.1.52) que, em particular, o fator de escala
coincide com o fator de peso do autovetor Cr para uma condição inicial (δxns(0) =
0,δpns(0) = 0 e Z(0) = 1 vide que Cs(0) = 0,As(0) = 0). Denotaremos essa configuração
inicial específica do sistema como condição inicial de começo tranquilo 4.

4Tradução literal do termo inglês “quiet start initial condition” encontrado na literatura.
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4.2 O mecanismo de phase mixing e o amortecimen-
to/amplificação de Landau

Nessa seção discutimos o formalismo teórico apresentado anteriormente com
um enfoque numérico. Para isso, calculamos, a partir da equação (4.1.36), o espectro
completo das frequências de van Kampen 5 para sistemas compostos por diferentes
números de feixes. Conforme veremos, tanto amortecimento quanto crescimento de
Landau surgem como consequência da interferência entre os 2b + 1 modos normais
representados na equação (4.1.42).

É importante notar que a abordagem de feixes monocinéticos deixa de ser válida
para tempos da ordem do tempo de aprisionamento das partículas no poço de poten-
cial da onda ωB = (εk)−1/2|Z|−1/4, onde as órbitas das partículas não podem mais ser
consideradas quase-balísticas. Com o intuito de garantir que efeitos de aprisionamento
desempenham um papel negligenciável e a estrutura de feixes é preservada, todos resul-
tados numéricos apresentados nesta seção foram obtidos no regime de acoplamento fraco
(ε� 1). Para simplificar nossos cálculos, assumimos ω0 = 0.0 que, do ponto de vista
físico, corresponde a fazer uma transformação Galileana para um referencial que se move
com a velocidade de fase da onda.

Estabelecemos como estado de equilíbrio a configuração em que as velocidades
dos feixes estão distribuídas uniformemente (vs = v1 + (s− 1)∆p) em um intervalo de
comprimento Iv centrado na origem. Assumimos uma distribuição de velocidades para os
feixes linear, dada por f (vs) = f (v1)+(s−1) f ′∆p, onde f ′ é uma constante e ∆p = Iv/b

representa o intervalo de velocidades entre dois feixes adjacentes. A condição f (v1) =

1/Iv − (b− 1)∆p f ′/2 é imposta para garantir que para uma dada inclinação f ′ e um
intervalo Iv a função de distribuição é normalizada à unidade (∑s Ns = N∆p∑s f (vs) = N).

No regime de acoplamento fraco e para sistemas de muitos feixes (b ∼> 100) o es-
pectro de frequências de van Kampen encontra-se muito próximo do eixo real e portanto
as soluções da equação (4.1.36) devem ser calculadas com bastante precisão. Para obter
o conjunto completo das autofrequências com precisão suficiente para as análises numé-
ricas subsequentes, desenvolvemos um algoritmo de busca de raízes no plano complexo
baseado no Teorema dos Resíduos de Cauchy. A ideia central do algoritmo é discutida
no apêndice A. O método nos permitiu explorar sistemas compostos de até 2000 feixes e
evidenciar importantes aspectos macroscópicos e microscópicos do modelo.

5De agora em diante quando nos referirmos às frequências de van Kampen fica implícito que se tratam
de seus análogos discretos na formulação hamiltoniana.
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4.2.1 Espectra e fator de escala

Na gráfico inferior da figura 4.3, apresentamos o espectro das frequências de van
Kampen para o caso estável ( f ′ < 0) para sistema compostos por 50 e 200 feixes. Nos
dois gráficos acima mostramos o logaritmo do módulo do fator de escala z′r e sua fase
Argz′r ambos obtidos dos espectros ilustrados. Essas curvas correspondem somente aos
modos com γr ≥ 0. Para os modos estáveis a única diferença no que diz respeito ao fator
de escala é o sinal oposto da fase 6. Independente do número de feixes, as velocidades
de fase ωr/kw dos modos estáveis e instáveis estão confinadas ao intervalo [−0.8,0.8]
que contém as partículas ressonantes. Quanto mais feixes consideramos, mais denso o
espectro das frequências de van Kampen se torna e se aproxima como um todo para o
eixo real.
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Figura 4.3: Análogos discretos das frequência de van Kampen no plano complexo (inferior),
a fase (centro) e o logaritmo do módulo (superior) do fator de escala. As curvas
nas duas figuras mais acima são guias para os olhos. O ponto losango em
vermelho situa a posição do modo amortecido de Landau (que nesse caso não
corresponde a nenhum modo normal do sistema). Os resultados foram obtidos
para sistemas compostos de 50 (azul) e 200 (preto) feixes com parâmetros
Iv = 1.6, ω0 = 0.0, kw = 1.0, εN f ′ =−4.8 e γL =−2.26×10−2.

A dependência do valor médio da parte imaginária γ̄r = b−1
∑r,γr>0 γr com o

espaçamento entre os feixes está ilustrada na Figura 4.4, indicando que, no limite contínuo

6Dadas duas autofrequências r e r∗ complexo conjugadas entre si, o fator de escala dado em (4.1.51) é
tal que z′r∗ = z′∗r .
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Figura 4.4: Comportamento da “distância” média em relação ao eixo real γr ≡ b−1
∑r,γr>0 γr

como uma função do espaçamento entre os feixes. A regressão linear y =
(0.177± 0.001)x± 0.001 mostra que γr tende a zero com x ≡ ∆p | log∆p |
conforme reportado em [48]. As barras de erro representam a tolerância de 10−3

utilizada na obtenção das autofrequências.

(∆p→ 0), essas autofrequências se acumulam no eixo real formando o que corresponde
ao espectro contínuo das frequências de van Kampen deduzido a partir de uma descrição
vlasoviana. Os espaçamentos entre as partes reais das frequências também vão à zero
(nesse caso com ∆p), pois há sempre um valor real ωr/kw entre dois feixes (velocidades)
adjacentes. A forma γr ∼ ∆p ln∆p com que a parte imaginária das frequências tende ao
eixo real está de acordo com previsões analíticas reportadas nas referências [48, 15, 24].

O valor de Landau σL = ωL + iγL, representado pelo ponto vermelho losango na
figura 4.3, é obtido após tomar o limite do contínuo na equação (4.1.36). O ligeiro desvio
|ωL−ω0|= 2.30×10−2 da frequência da onda livre é uma consequencia da interação da
onda com as partículas ressonantes.

Nas vizinhanças de ωL podemos verificar um comportamento marcante do
módulo e da fase do fator de escala. Observamos que nessa posição o módulo possui
um valor máximo enquanto que a fase apresenta uma mudança de sinal. Esses dois
comportamentos indicam que os modos com maior contribuição na composição da
condição (δxns(0),δpns(0),Z(0)) são aqueles com frequências próximas à frequência
de Landau. Isso pode ser mais facilmente checado para a condição inicial de começo
tranquilo (δxns(0) = δpns(0) = 0 e Z(0) = 1.0) em que o fator de scala z′r coincide com a
componente ξr do autovetor Cr (vide eq. (4.1.52)). Nesse caso, a amplitude inicial da onda
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pode ser decomposta na forma Z(0) = ∑
′
r |z′r|cos(Argz′r)+ |z′R|, com r = R denotando a

única autofrequência puramente real e ∑
′ representando a soma definida somente sobre

os modos normais instáveis. Com essa decomposição podemos observar que as maiores
contribuições para Z(0) vem dos termos com maior módulo e com fase próxima de zero,
que na figura encontram-se próximos ao modo de Landau.

Para o regime de instabilidade ( f ′ > 0), o espectro e o fator de escala mostrados
na figura 4.5 exibem dois aspectos distintos (comparados ao regime estável) para sistemas
de muitos feixes. O primeiro é a presença de duas autofrequências específicas, complexo
conjugadas entre si, que não se aproximam do eixo real à medida que o número de feixes
aumenta. Denotaremos a autofrequência próxima à frequência de Landau por σbL (com o
subíndice b em referência ao número finito de feixes) e sua correspondente complexo
conjugada por σrL∗ , ambas destacadas na figura. A segunda diferença marcante é o
aspecto proeminente da curva para o módulo do fator de escala. Isso mostra, juntamente
com Argz′bL ≈ 0, que os modos bL e bL∗ possuem uma contribuição dominante na
configuração inicial do sistema.

4.2.2 Evolução de começo tranquilo

Com o intuito de monitorar a evolução das contribuições desses dois modos
específicos para a amplitude da onda, consideramos uma realização do sistema em que
as partículas encontram-se inicialmente distribuídas em feixes monocinéticos igualmente
espaçados e a onda é lançada com amplitude Z(0) = 1.0. Para essa realização específica,
a evolução da amplitude da onda é dada de acordo com a equação (4.1.45)

Z(t) = z′rL e−iσrLt + z′rL∗ e−iσrL∗ t +
2b+1

∑
r=1

r 6=rL,rL∗

z′r e−iσrt , (4.2.53)

relembrando que z′r corresponde a um fator de peso indicando quanto que cada modo
contribui para compor a amplitude inicial.

Devido ao fato de que para sistemas de muitos feixes z′rL ≈ 1 e σrL ≈ σL,
conforme ilustrado pelas curvas em preto na figura 4.5, podemos esperar que o modo
bL, por si só, seja capaz de descrever corretamente o crescimento da onda. Contudo, a
contribuição dos outros 2b modos normais deve ainda ser levada em consideração. Devido
a uma interferência destrutiva, esses 2b modos normais quando superpostos contribuem
somente como uma pequena oscilação que não compromete o crescimento exponencial
∼ eγLt da onda. Nas figuras 4.6 ilustramos essa interferência destrutiva monitorando
a evolução das componentes cartesianas de cada termo da (4.2.53) para um sistema
de 2000 feixes. Os gráficos apresentam uma clara simetria entre as curvas vermelha e
verde, mostrando que a contribuição do modo bL∗ é cancelada pela superposição do
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Figura 4.5: Comportamento do (a) módulo (topo) e da fase (abaixo) do fator de escala na
medida em que o número de feixes aumenta (as linhas representam guia para os
olhos). (b) Espectro das autofrequências de van Kampen no plano complexo σ

para sistemas compostos de 100, 500 e 2000 feixes. O ponto losango vermelho
situa o modo de Landau, ligeiramente afastado da origem por ωL = −4.87×
10−3. Os parâmetros foram fixados em Iv = 1.0, ω0 = 0.0, kw = 1.0, εN f ′ = 16.0
and γL = 2.51×10−3.
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Figura 4.6: Evolução das componentes real (topo) e imaginária (inferior) dos modos bL, bL∗

e da superposição dos modos de van Kampen para um sistema de 2000 feixes. A
simetria entre entre as curvas vermelha e verde mostram a compensação entre
o modo bL∗ e o espectro de van Kampen. A curva correspondente ao modo
bL cresce exponencialmente superando bastante o intervalo do nosso eixo da
ordenada.

espectro (denso, individualmente pequeno) de van Kampen. As curvas tracejadas que
aparecem como um envelope na figura 4.6 são dadas por ±e−γLt e indicam que, assim
como ocorre para o modo bL∗, a superposição dos modos de van Kampen também
decaem com a taxa (−γL) de Landau. Essa peculiaridade do regime de instabilidade
somente pode ser observada do ponto de vista numérico quando consideramos sistemas
com muitos graus de liberdade. A necessidade de trabalhar com sistemas compostos de
muitos feixes nos motivou a desenvolver o método de Cauchy para a procura de raízes no
plano complexo uma vez que sistemas algébricos tradicionais 7 falharam na obtenção do
espectro completo.

A figura 4.7 ilustra a evolução da intensidade da onda I = Z∗Z/2, obtida através
da superposição dos modos normais para sistemas compostos por 30, 50 e 200 feixes.
Observamos que a onda de Langmuir é amortecida (ou amplificada) inicialmente de
acordo com a taxa de Landau, i.e. log IL(t) = log I(0)± 2|γL|t, representada pela linha
preta tracejada. Para o caso instável notamos que, mesmo para números menores de feixes,

7Foram testados os sistemas de computação simbólica Maxima, Maple e Mathematica tanto para
a obtenção de soluções algébricas quanto numéricas. Todos os sistemas citados forneceram raízes não
esperadas quando tentamos trabalhar com sistemas com mais de 40 feixes.
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Figura 4.7: Evolução da intensidade da onda para sistemas compostos por 30 (azul), 50
(verde) e 200 (laranja) feixes para os casos estável (superior) e instável (inferior).
Os parâmetros escolhidos são os mesmos utilizados na obtenção dos espectros
nas figuras 4.3 e 4.5. Como condição inicial consideramos Z(0) = 1.0 e traje-
tórias não perturbadas δxns(0) = δpns(0) = 0 com partículas sendo iniciadas na
configuração de feixes monocinéticos igualmente espaçados.

em que max{γr}> γL e os modos bL e bL∗ não são proeminentes, os sistemas discreto e
contínuo estão em consonância.

As divergências das curvas em azul e verde da reta de Landau, ilustradas nos
gráficos da figura 4.7, ocorrem para tempos próximos ao tempo de recorrência τrec ∼
2π/∆ωr ∼ 2π/(kw∆p) quando ocorre uma quebra no padrão homogêneo das fases dos
modos de van Kampen. Essa situação está ilustrada na figura 4.8 mais especificamente
no item (f). Após esse tempo característico, a aproximação do sistema discreto composto
por feixes monocinéticos por um sistema contínuo deixa de ser válida. Vale a pena notar
que a dissonância entre a curva laranja e reta de Landau na parte superior da figura 4.7
não está relacionada à quebra da mistura de fases que nos referimos anteriormente, mas
ao fato de IL(t) assumir valores pequenos comparados à amplitude das oscilações.

Na figura 4.8 apresentamos retratos das componentes espectrais associadas aos
modos de van Kampen em diferentes instantes de tempo. Cada vetor corresponde a um
termo do segundo membro da equação (4.2.53). Para garantir uma melhor visualização
da distribuição das fases no decorrer da dinâmica, utilizamos uma escala logarítmica
para os módulos desses vetores, invertendo o sinal no caso de argumento menor que
um. Os resultados correspondem ao caso estável b = 50 da figura 4.7. Observamos
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Figura 4.8: Ilustração do mecanismo de phase mixing por meio da representação no plano
complexo das contribuições espectrais para a amplitude da onda. Os retratos
correpondem aos instantes |γL|t = 0, 0.03, 0.10, 1.36, 4.38, 4.43 para o caso
estável b = 50.

que inicialmente quase todos modos normais possuem fase no primeiro ou no quarto
quadrantes, de acordo com o resultado apresentado na figura (4.3). Porém, após iniciada
a dinâmica, rapidamente as fases se espalham preenchendo os demais quadrantes. A
velocidade angular de rotação e a taxa de variação no módulo de um dado vetor z′r e−iσrt

são dadas respectivamente pelas componentes real e imaginária de sua autofrequência σr.
Nas figuras 4.8(e) e 4.8(f) ilustramos retratos das componentes espectrais de van

Kampen para instantes próximos ao tempo de recorrência. Observamos nessas figuras
que as fases tendem a se aglomerar, quebrando assim o padrão homogêneo da distribui-
ção. Essa configuração aglomerada das fases, juntamente com o fato de o módulo das
contribuições espectrais dos modos instáveis (γr > 0) de van Kampen assumirem valores
elevados, são responsáveis pela divergência na intensidade da onda. Essa situação caracte-
riza a quebra do phase mixing e o instante em que o sistema discreto composto por feixes
monocinéticos deixa de coincidir com o sistema contínuo.



CAPÍTULO 5
Relaxação não colisional e ondas eletrostáticas
não amortecidas

Conforme discutimos na seção 3.2, no limite t → ∞ a abordagem quase linear
prevê a formação de um plateau na função de distribuição e o surgimento de ondas
eletrostáticas que se propagam no plasma sem sofrerem atenuação.

Com o intuito de investigar esse processo, implementamos simulações de Vlasov
do modelo onda-partícula introduzido no capítulo anterior, e acompanhamos a evolução
do sistema desde o regime linear, em que as partículas executam movimento balístico
e a onda decai com a taxa de Landau, até tempos muito maiores que o período de
aprisionamento 1, em que os efeitos não lineares regem a dinâmica do sistema. Em
seguida, assumimos o regime de saturação 2, por meio de uma função de distribuição
ligeiramente diferente de uma maxwelliana, para analisar a relação de dispersão dos
modos não amortecidos em plasmas livres e plasmas sujeitos a campo externo de radiação.

5.1 Equação de Vlasov para o sistema onda-partícula

No contexto de distribuições, a dinâmica do sistema onda-partícula é dada pela
equação de Vlasov

∂ f
∂t

+ p
∂ f
∂x
− ε
(
Y coskx+X sinkx

)∂ f
∂p

= 0 , (5.1.1)

onde o fator que multiplica a derivada parcial no último termo representa a força, dada
em (4.1.3) e que pode ser decompostas em duas partes:

FX =−εX sinkx e FY =−εY coskx , (5.1.2)

1Intervalo de tempo que as partículas profundamente aprisionadas no poço de potencial da onda levam
para descrever um ciclo no espaço de fase (ver seção 5.1.1).

2Regime em que o processo de difusão nas velocidades das partículas ressonantes cessa e a amplitude
da onda estabiliza.
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referentes à contribuição de cada componente cartesiana da amplitude da onda Z =X+ iY .
As componentes X e Y , por sua vez, evoluem de acordo com

Ẋ = ωY + εk−1
∫

coskx f (x, p)dxd p , (5.1.3)

Ẏ = −ωX + εk−1
∫

sinkx f (x, p)dxd p . (5.1.4)

Além de ser capaz de descrever satisfatoriamente fenômenos coletivos em plas-
mas, como por exemplo o amortecimento de Landau tratado no capítulo anterior, o modelo
hamiltoniano onda-partícula é utilizado também no estudo da interação entre laser e feixe
de partículas carregas. Nesse caso, o segundo termo da hamiltoniana (4.1.1) representa a
energia da onda eletromagnética propagante e não está associado com movimento vibra-
tório de partículas. Simulações de dinâmica molecular para esse sistema, conhecido como
free electron laser (FEL), mostram a formação de uma macropartícula no espaço de fase
que interage autoconsistentemente com a onda modulando sua intensidade [76, 77].

As seguintes quantidades são conservadas no modelo onda-partícula:

|| f ||L1 =
∫

f (x, p, t) dxd p , (5.1.5)

P(t)[ f ,Z] =
∫

p f (x, p, t) dxd p+ k
X2 +Y 2

2
, (5.1.6)

U(t)[ f ,Z] =
∫

f (x, p, t)

[
p2

2
+

ε

k

(
Y sin(kx)

−X cos(kx)
)]

dxd p+ω
X2 +Y 2

2
, (5.1.7)

onde a primeira equação representa a conservação da norma L1 da função de distribuição,
a segunda e a terceira expressam, respectivamente, a conservação do momento total e da
energia total do sistema.

Vale notar que apesar de termos destacado somente as três funções dinâmicas em
(5.1.5)–(5.1.7) como exemplos de quantidades conservadas, elas não são as únicas. Na
realidade, a dinâmica de Vlasov possui um número infinito de quantidades conservadas
como, por exemplo, as normas Lq, definidas por || f ||Lq = (

∫
f q dxd p)1/q com 1≤ q < ∞

e os invariantes de Casimir, C[s] =
∫

s( f (x, p, t))dxd p, em particular s( f ) = f log( f ) que
corresponde à entropia de Boltzmann. Apesar de não existir um teorema H para a equação
de Vlasov (que é reversível no tempo), simulações computacionais [73] mostram que
a invariância da entropia se restringe a um curto intervalo de tempo. No entanto, esse
efeito é de natureza puramente numérica e se deve à perda de informação sobre o sistema
que ocorre quando as filamentações na função de distribuição tornam-se da ordem do
espaçamento da malha (efeito de finitude da malha).
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Os Casimirs e as normas Lq podem, portanto, ser bem mais “frágeis” 3 [54, 52,
73], do ponto de vista computacional, do que a norma L1 (associada à massa total), o
momento total e a energia total do sistema.

5.1.1 Separatriz e frequência de aprisionamento

As expressões para a frequência de aprisionamento e para a separatriz no modelo
onda-partículas podem ser facilmente obtidas uma vez que expressamos o estado da
onda em termos dos pares canonicamente conjugados (θ, I) em vez de suas componentes
cartesianas. Nessa representação, a hamiltoniana (4.1.1) adquire a seguinte forma [15]

H =
N

∑
l=1

p2
l

2
−ωI− εk−1

N

∑
l=1

√
2I cos(kxl−θ) , (5.1.8)

onde I = (X2 +Y 2)/2 representa a intensidade da onda e θ = arctan(Y/X) a sua fase.
Se por simplicidade tomarmos o referencial da onda (ω= 0), a energia da i-ésima

partícula é dada por

ei =
p2

i
2
− εk−1

√
2I cos(kxi−θ) , (5.1.9)

onde o segundo termo representa a energia potencial de interação que depende da
coordenada relativa da partícula.

Podemos calcular a energia da separatriz observando que os pontos do espaço de
fase (xi, pi) tal que a energia potencial V (xi,θ, I) é máxima e pi = 0 representam pontos
de sela [78] do sistema pertencentes à separatriz. Dessa forma, a energia da separatriz é
dada por

Es =
ε

k

√
2I =

ε

k

√
X2 +Y 2 . (5.1.10)

Essa energia delimita dois tipos distintos de trajetória para as partículas e con-
sequentemente nos permite dividí-las em duas categorias: as partículas aprisionadas (par-
tículas ressonantes) que viajam pelo plasma sendo arrastadas pela onda e as demais par-
tículas, denominadas partículas viajantes, cujas órbitas são pouco afetadas pela presença
da onda.

3No sentido de que o integrador numérico conserva essas quantidades somente para um curto intervalo
de tempo (a depender da resolução da malha) da simulação.
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Podemos traçar a curva para a separatriz no espaço de fase impondo o vínculo
ei = Es para a energia. Dessa forma, de (5.1.10) e (5.1.9), obtemos a seguinte expressão

pi =
ω

k
±
√

2ε

k

(√
X2 +Y 2 +X coskxi−Y sinkxi

)
, (5.1.11)

onde utilizamos que 2I = X2 +Y 2 e fizemos a transformação pi→ pi−ω/k para voltar
ao referencial do laboratório.

Uma partícula profundamente aprisionada no poço de potencial da onda (ei �
Es) pode ser considerada como uma partícula teste4. Neste caso, sua equação de movi-
mento é dada por

ẍi + εk−1
√

2Ixi = ε
√

2I θ , (5.1.12)

que é uma equação do tipo oscilador harmônico com frequência

ωB =

√
εk
√

X2 +Y 2 . (5.1.13)

Essa frequência define um limiar no tempo τB = ω
−1
B a partir do qual podemos

distinguir os regimes linear e não linear do modelo. Para instantes de tempo t � τB,
os efeitos de aprisionamento podem ser negligenciados, e as trajetórias das partículas
podem ser tomadas como aproximadamente balísticas. Essa hipótese foi fundamental para
a validade da teoria apresentada no capítulo 4 e dos resultados numéricos obtidos.

5.1.2 Passos do integrador

Para resolver numericamente a equação de Vlasov (5.1.1), utilizamos o método
semi-lagrangiano com algumas modificações em relação aos passos do integrador apre-
sentados na seção 3.3. Essas alterações se devem ao fato de o modelo onda-partícula pos-
suir o par canonicamente conjugado (X ,Y ) referente à onda, que deve evoluir juntamente
com o par (x, p) em cada passo de tempo do integrador. Além disso, as advecções nos
momentos devido às componentes X e Y da força devem ser consideradas separadamente.
Os passos desse integrador são dados por:

(I) – Advecção na direção de p devido à componente X da força por um passo
de tempo de ∆t/2:

f (I)(x, p) := f (x, p−FX ∆t/2) ; (5.1.14)

4Partícula com energia pequena o suficiente (relativamente à onda) para que mudanças no estado (θ, I)
decorrentes da interação possam ser negligenciadas.
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(II) – Evolução da componente Y por um passo de tempo de ∆t/2:

Y → Y −
(

ωX− εk−1
∫

dxd p f (I)(x, p)coskx
)

∆t
2

; (5.1.15)

(III) – Advecção na direção de x por um passo de tempo de ∆t/2:

f (III)(x, p) := f (I)(x− p∆t/2, p) ; (5.1.16)

(IV) – Advecção na direção de p devido à componente Y da força por um passo
de tempo de ∆t:

f (IV )(x, p) := f (III)(x, p−FY ∆t) ; (5.1.17)

(V) – Evolução da componente X por um passo de tempo de ∆t:

X → X +

(
ωY + εk−1

∫
dxd p f (IV )(x, p)sinkx

)
∆t ; (5.1.18)

(VI) – Advecção na direção de x por um passo de tempo de ∆t/2:

f (V I)(x, p) := f (IV )(x− p∆t/2, p) ; (5.1.19)

(VII) – Advecção na direção de p devido à componente X da força por um passo
de tempo de ∆t/2:

f (V II)(x, p) := f (IV )(x, p−FX ∆t/2) ; (5.1.20)

(VIII) – Evolução da componente Y por um passo de tempo de ∆t/2:

Y → Y −
(

ωX− εk−1
∫

dxd p f (V II)(x, p)coskx
)

∆t
2

. (5.1.21)

Apesar de não termos explicitados as interpolações como passos do integrador
(para não sobrecarregar o algoritmo), elas são necessárias logo após que é feita uma
transformação na posição ou no momento. Assim, as atribuições nos passos (I), (IV)
e (VII) devem ser feitas mediante uma interpolação de f em relação aos momentos,
enquanto que as atribuições nas etapas (III) e (VI) requerem uma interpolação nas
posições.
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5.2 Resultados da simulação

A função de distribuição é representada em uma malha numérica (xi, p j) definida
na região [xmin,xmax]× [pmin, pmax] do espaço de fase composta de Nx×Np pontos. Os
valores de f (xi, p j) em cada ponto da malha são armazenados na matriz f [i][ j], com
i = 0, . . . ,Nx−1 e j = 0 . . .Np−1.

A evolução da distribuição f (xi, p j) é obtida de acordo com os passos descritos
na seção 5.1.2 onde são impostas condições de contorno periódicas nas etapas (III) e (VI).
Dois tipos de configurações iniciais foram testados:

Na primeira etapa partimos de uma distribuição constante do tipo waterbag dada
por

f (x, p, t = 0) =
1

2∆xwb∆pwb
, se 0≤ x≤ ∆xwb e −∆pwb/2≤ p≤ ∆pwb/2 ,

(5.2.22)
e nula caso contrário.

As simulações foram executadas em uma malha de 1024× 1024 pontos distri-
buídos uniformemente na região [−π,π]× [−6,6] do espaço de fase. Utilizamos ∆xwb =

2.258, ∆pwb = 4.227 como largura da waterbag e h = 0.01 como passo de tempo. Para a
onda utilizamos os parâmetros k = 1.0, ω = 1.5, X(0) = 1.0, Y (0) = 0.0 e ε = 1.0 como
parâmetro de acoplamento.

Na etapa seguinte, a simulação é inicializada com uma distribuição homogênea
nas posições e normal nos momentos escrita como

f (x, p, t = 0) =
1

2L
√

2π
exp(−p2/2) , (5.2.23)

onde escolhemos L = π.
Utilizamos para este caso os seguintes parâmetros numéricos: Nx = Nv = 512,

xmax = −xmin = π e pmax = −pmin = 6 (para a malha); k = 1.0, ω = 1.5, X(0) = 1.0
e Y (0) = 0.0 (para a onda) e constante de acoplamento ε = 0.01. Nas simulações
estabelecemos f (x, p, t) = 0 se |p|> 6.0.

5.2.1 Inicialização com uma distribuição constante (waterbag)

Nas figuras 5.1 apresentamos o retrato de fase da simulação para diferentes
instantes de tempo partindo da distribuição inicial em (5.2.22). A curva em azul representa
a separatriz desse modelo, calculada em cada instante pela expressão (5.1.11).

Os parâmetros adotados nessa simulação foram escolhidos de forma a garantir
que aproximadamente metade da waterbag inicial fosse aprisionada no poço de potencial
da onda e assim tivessemos uma boa visualização da sua dispersão no decorrer do tempo.
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h) (i)

Figura 5.1: Retrato de fase da função de distribuição para t = 0, 1, 2, 4, 5, 10, 20, 50, 100
para o modelo onda-partícula em uma malha de 1024× 1024. A linha azul
representa a separatriz desse sistema. Os parâmetros numéricos utilizados foram
xmax = −xmin = π, pmax = −pmin = 6.0, h = 0.01, ε = 1.0, k = 1.0, ω = 1.5,
X = 1.0 e Y = 0.0.

As figuras nos permitem identificar comportamentos bastante distintos da função
de distribuição: uma região de aprisionamento (dentro da separatriz) em que as partículas
são arrastadas juntamente com a onda e uma região de “fluxo livre” (fora da separatriz)
onde ocorrem as filamentações ilustradas mais nítidamente nas figuras 5.1(f) e 5.1(g). Ob-
servamos também que com o passar do tempo as filamentações aumentam em quantidade
e dão um aspecto mais suave à função de distribuição na medida em que sua largura se
torna da ordem do espaçamento da malha.

O erro relativos da norma L1, que expressa a conservação do volume no espaço
de fase, e da energia total do sistema são monitorados ao longo da simulação e apre-
sentados na figura 5.2. Os gráficos mostram que nosso integrador bem como a rotina de
interpolação cúbica utilizada (ver seção 3.3) fornecem uma precisão satisfatória para os
resultados.
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(a) (b)

Figura 5.2: Erros relativos (a) da norma L1 e (b) da energia total do sistema para uma função
de distribuição inicial do tipo waterbag.

5.2.2 Inicialização com uma distribuição normal nos momentos

A motivação para começar a simulação com esse tipo de distribuição foi inves-
tigar seu processo de relaxação nas vizinhanças da velocidade de fase vφ e a evolução da
intensidade da onda em direção ao regime de saturação.

Conforme observamos nos retratos de fase apresentados na seção anterior, a
largura da separatriz nos fornece uma medida do alcance da interação no espaço das
velocidades. Assim, utilizamos essa quantidade para determinar a fração aproximada de
partículas ressonantes do sistema.

Impusemos a condição

η≡ nress

n0
=

1∫
f (x, p,0)d p

∫
ω/k+

√
2Es

ω/k−√2Es

f (x, p,0)d p� 1 , (5.2.24)

por meio do parâmetro ε e das componentes X e Y para que o bulk da distribuição não
fosse tão afetado pela presença da onda e assim o modelo onda-partícula fornecesse
uma descrição mais coerente da interação feixe-plasma. Dessa forma, asseguramos que
o sistema é composto por um bulk predominante e uma pequena fração de partículas
ressonantes.

Na figura 5.3 ilustramos vários retratos da função de distribuição integrada
nas posições partindo da distribuição dada em (5.2.23). Escolhemos como parâmetros
vφ = 1.5 e ε = 0.01 de modo que a fração de partículas ressonantes representasse apro-
ximadamente 4%. Essas partículas ocupam o intervalo de velocidades delimitado pelas
linhas verticais azuis que correspondem aos valores mínimo e máximo (ω/k±√2Es) para
os momentos da separatriz calculados em t = 0. Nas figuras 5.3(a) e 5.3(b) observamos
o início da relaxação da função de distribuição decorrente do processo de sincronização
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h) (i)

Figura 5.3: Processo de relaxação não colisional da função de distribuição dos momentos
para t = 0, 2.0, 2.7, 4.0, 8.0, 9.3, 10.5, 26.9, 37.9 (em unidades de τB) em
uma malha de 512× 512. O intervalo delimitado pelas linhas verticais azuis
representa a largura da separatriz. Os parâmetros numéricos utilizados foram
xmax = −xmin = π, pmax = −pmin = 6.0, h = 0.001, ε = 0.01 , k = 1.0, ω = 1.5,
X = 1.0 e Y = 0.0.

entre a onda e as partículas ressonantes. No intervalo de tempo correspondente a essas
duas figuras (t ≤ 2τB) o sistema passa do regime linear para o regime não linear.

Para t ≈ 2.7τB observamos a formação do plateau na função de distribuição
(vide Fig. 5.3(c)), que rapidamente é deformado dando origem a uma distribuição do
tipo bump on tail [40]. Em seguida, a distribuição volta a relaxar, porém novamente
ultrapassa a configuração com o plateau conforme ilustrado na figura 5.3(e). Esse processo
de relaxação em direção a um estado estacionário5 é caracterizado pela alternância de
regimes em que partículas são na média aceleradas ou desaceleradas, sendo essa difusão
nas velocidades cada vez menos intensa com o passar do tempo.

5Para esse sistema a distribuição de equilíbrio das partículas não é maxwelliana e sim uma distribuição
fp achatada em torno da velocidade de fase da onda vφ.
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Figura 5.4: Evolução da intensidade da onda em escala logarítmica. O tempo é reescalado
pelo período de aprisionamento τB = (εk|Z(0)|)−1/2. O efeito não linear fica
nítido para ωBt ∼ 4, onde a onda já não mais decai com a taxa de Landau (linha
tracejada).

Analisamos também o processo de relaxação por meio da evolução da intensi-
dade da onda. Observamos que inicialmente a onda decai com a taxa de Landau (4.1.41),
representada pela linha tracejada na figura 5.4. Nessa perspectiva, a quebra do regime
linear fica mais nítida por volta de t = 4τB. A partir desse instante, a onda passa a ser
amplificada atingindo um máximo de sua intensidade em t ≈ 7.5τB. É interessante notar
que essa instabilidade se inicia no instante em que a distribuição de velocidades das partí-
culas ressonantes apresenta uma inclinação máxima e termina por volta de 7.5τB quando
a inclinação é mínima. Esse processo se repete outras vezes porém com oscilações cada
vez menos intensas.

Os resultados analíticos na referência [31] prevêem um decaimento exponencial
inicial (t � τB) com a taxa de Landau, seguindo de um regime oscilatório transiente
para a amplitude da onda, e finalmente, quando t → 0, um regime estacionário em que o
processo de relaxação nas velocidades cessa e a amplitude da onda estabiliza. A evolução
da intensidade da onda na figura 5.4 mostra que nossas simulações estão em acordo
com essas previsões teóricas. As oscilações que observamos na intensidade da onda
acompanhadas das variações no sinal da derivada ∂t(∂v f |v=vφ

) expressam o mecanismo
quase-ressonante de transferência de energia [29, 79] e momento [55, 15] que rege a
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dinâmica do sistema onda-partícula.

5.3 Modelagem do plateau e a relação de dispersão

Para efetuar a integral de Landau (2.2.55) no regime de ondas não amortecidas,
quando a distribuição de velocidades encontra-se achatada em torno de v = vφ, os autores
da referência [58] propõem uma função de distribuição ligeiramente diferente de uma
maxwelliana, dada por

fp(v) = fM(v)− fM(v)− fM(V0)

1+[(v−V0)/∆Vp]np
, (5.3.25)

onde fM = exp(−v2/2)/
√

2π é a maxwelliana usual, V0 e ∆Vp representam, respectiva-
mente, o centro e a largura do plateau e np um número inteiro par.

Além disso, as quantidades físicas são reescaladas em termos de quantidades
características do plasma. Dessa forma, tempo e comprimento são dados, respectivamente,
em unidades do inverso da frequência de plasma (ω−1

p ) e do comprimento de Debye (λD)
e, consequentemente, a velocidade fica reescalada pela velocidade térmica dos elétrons
(vth). A relação de dispersão (2.2.58) assume portanto a seguinte forma

1− 1
k2 P

∫ d f/dv
v− vφ

dv = 0 , (5.3.26)

com P denotando o valor principal de Cauchy.
Assumindo uma distribuição de velocidades maxwelliana, representada pela

linha tracejada na figura 5.5(a), e impondo que suas derivadas à esquerda e à direita se
anulam na velocidade de fase da onda, a equação (5.3.26) admite para um dado vetor de
onda k∗ duas raízes, conforme ilustrado pela linha preta tracejada na Figura 5.5(b). Essas
raízes são denominadas modo EAW (Electron acoustic waves), que para pequenos valores
de k possui uma relação de dispersão típica de onda acústica, e modo LAN (em referência
à oscilação de Langmuir), cuja frequência tende à frequência de plasma ωp quando k→ 0.
Na referência [57] é apresentada uma curva 6 para a relação de dispersão dessas ondas.
Essa curva prevê a existência de um vetor de onda de cutoff para além do qual não existem
modos permitidos para o plasma.

Por outro lado, se assumirmos uma função de distribuição com um plateau, a
relação de dispersão (5.3.26) admite novas raízes além dos modos EAW e LAN, que
podem ser mais bem visualizadas na região ampliada do gráfico em 5.5(b). Observamos

6A representação gráfica ω× k da relação de dispersão dos modos EAW e LAN é conhecida hoje na
literatura como thumb curve devido sua forma semelhante a um dedo polegar.
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Figura 5.5: Distribuição de velocidades ligeiramente diferente de uma maxwelliana (devido a
um achatamento nas vizinhanças da velocidade de fase da onda) e as alterações na
função dielétrica resultantes da presença do plateau (a) Distribuição fp dada pela
Eq. (5.3.25) (vermelho). A curva tracejada representa a distribuição maxwelliana
fM. (b) Função dielétrica versus velocidade de fase calculada com k = 0.3 para
a distribuição fp com ∆Vp = 0.01, V0 = 1.0 e np = 10 (vermelho) e para uma
distribuição fM com derivada nula em v = vφ (curva tracejada).

que na ausência de plateau a função dielétrica não se anula nesse pequeno intervalo em
torno de V0 = 1.0. Os autores em [58] denominaram essas novas soluções da função
dielétrica de corner modes uma vez que surgem quando se introduz um pequeno plateau

com bordas suaves na função de distribuição de tal forma que seu caráter contínuo não
seja perdido.

5.3.1 Espectro dos corner modes

Para analisar o quão sensível o espectro dos corner modes é em relação à
suavidade do plateau, propusemos uma forma alternativa para a função de distribuição,
dada por

fp(v) = fM(v)−g(v)[ fM(v)− fM(V0)] , (5.3.27)

onde g(v) é uma função concentrada em torno de V0 dada da seguinte forma:

g(v) =
1
4
[1+ tanh((v−V1)/T )] · [1− tanh((v−V2)/T )] , (5.3.28)

com V1 =V0−∆Vp e V2 =V0 +∆Vp.
Nessa nova modelagem a suavidade do plateau não está associada a um parâme-
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tro inteiro np, mas a um parâmetro7 real T que pode ser variado de forma contínua. Os
dois diferentes plateaus estão ilustrados na Figura 5.6(a), em que a curva em vermelho
representa o plateau dado por (5.3.25) e a curva em azul o plateau proposto em (5.3.27)
em termos das tangentes hiperbólicas.
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Figura 5.6: (a) Gráfico das distribuições de velocidades dadas por (5.3.25) (vermelho) e
por (5.3.28) (azul) ampliados na região do plateau. (b) Espectra dos corner
modes correspondentes a essas duas diferentes distribuições. A região em laranja
reproduz corretamente o resultado da referência [58].

Na figura 5.6(b) mostramos o espectro dos corner modes calculado a partir das
duas distribuições fp(v) apresentadas nessa seção. Observamos que apesar da diferença
entre essas distribuições ser bastante sutil, os espectros associados a elas são significa-
tivamente diferentes conforme podemos ver pelas regiões laranja, obtida a partir da dis-
tribuição em (5.3.25), e azul, referente à modelagem em (5.3.27). Notamos ainda que
essas diferenças são mais nítidas na região de menor velocidade de fase (por exemplo
vφ < 3.0). Para justificar esse comportamento devemos relembrar que a integral no pri-
meiro membro de (5.3.26) pode ser efetuada por partes dando origem ao seguinte inte-
grando (v−vφ)

−2 fp(v). O primeiro fator desse integrando é uma função bastante concen-
trada em torno de v = vφ o que indica que sutis diferenças na forma do plateau podem al-
terar significativamente a relação de dispersão em (5.3.26) e consequentemente o espectro
dos modos não amortecidos. Contudo, para velocidades de fase muito grandes fp(v)→ 0
e essas diferenças sutis na forma do plateau tornam-se pouco influentes no cálculo da
integral.

7Denotamos esse parâmetro pela letra T em analogia ao papel que a temperatura desempenha ao suavizar
a “quina” da distribuição de Fermi-Dirac para um gás de elétrons livres nas vizinhanças da energia de Fermi
[80].
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5.4 Modos EAW e LAN na presença de campo externo

Nessa seção investigaremos os efeitos da presença de um campo externo de radi-
ação sobre os modos não amortecidos discutidos na seção anterior. Para isso, partiremos
da função dielétrica obtida em [81, 37] de onde obtemos a seguinte equação para a relação
de dispersão

εR(k,Ω) = 1−
ω2

p

k2

∞

∑
m=−∞

J2
m(γ0k)P

∫
∂ f0/∂v

v−ω/k−mωr/k
dv = 0 , (5.4.29)

com γ0 = eE0/meω2
r e m representando o número de fótons da radiação externa que

contribui para a função dielétrica do plasma.
Os cálculos para a obtenção da função dielétrica em (5.4.29) estão mais bem

detalhados no apêndice C.
Diferentemente do tratamento utilizado na referência [37], não faremos aqui uma

expansão em série binomial do integrando em (5.4.29). Em vez disso, calcularemos nu-
mericamente essa integral nos mesmos moldes apresentados na referência [58]. Contudo,
antes de procurar pelas raízes de (5.4.29) é conveniente reescrever essa equação em ter-
mos de variáveis adimensionais da seguinte forma

εR(k,vφ) = 1− 1
k2

M

∑
m=0

J2
m

(
αr

ω2
r

k
)

Im(k,vφ) = 0 , (5.4.30)

onde k é dado em unidades de λ
−1
D , as velocidades v e vφ =ω/k em unidades da velocidade

térmica dos elétrons (vth), as frequências ω e ωr em unidades de ωp e o parâmetro
αr ≡ γ0ω2

r associado à amplitude do campo de radiação é dado em unidades de vthωp.
O inteiro M representa um número de truncamento para a soma sobre o número de fótons
do campo de radiação. A função Im(k,vφ) é definida como

Im(k,vφ) =

{
P
∫

∂ f
∂v/(v− vφ)dv, m = 0

P
[∫

∂ f
∂v

(
1

v−vφ−mωr/k +
1

v−vφ+mωr/k

)
dv
]
, m > 0 .

(5.4.31)

Vale notar que no limite αr→ 0 (campo de radiação fraco), as funções de Bessel
comportam-se como deltas de Kronecker, i.e. Jm ≈ δm0 e assim podemos resgatar de
(5.4.30) e (5.4.31) o resultado em (5.3.26) obtido via teoria cinética.

Para efetuar a integral em (5.4.31) utilizamos a regra trapezoidal de integração
em uma malha numérica de N = 12000 pontos e estabelecemos vmax = −vmin = 6 como
limite da integração numérica, i.e., assumimos que fora do intervalo |v| ≤ vmax a derivada
da função de distribuição é nula. Com esses parâmetros, o passo de integração é dado
por ∆v = 2vmax/N. A integral é efetuada assumindo-se uma distribuição de velocidades
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maxwelliana em [vmin,vmax] exceto nos polos de (5.4.31) e no intervalo de largura 2∆v

centrado na velocidade de fase da onda, onde assumimos que a função de distribuição
possui derivada nula.

Na figura 5.7(a) fixamos o número de onda k∗ = 0.23 e analisamos o comporta-
mento da função dielétrica para diferentes valores do número inteiro M, que representa o
valor de truncamento do somatório (5.4.30). Notamos que a presença do campo externo
atua como um mecanismo capaz de excitar novos modos longitudinais no plasma, uma
vez que as curvas para diferentes valores de M apresentam raízes distintas da curva trace-
jada, que corresponde aos modos na ausência de radiação. Observamos que para valores
intermediários do vetor de onda (k ∼ 0.2) os processos multi-fotônicos m ≤ 5 possuem
contribuições significativas para o cálculo das raízes da função dielétrica.
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Figura 5.7: Função dielétrica para um plasma livre na presença de um campo eletromagnético
externo com ωr = 0.05 e k∗ = 0.23 para (a) diferentes números de fótons com
αr = 0.04 e para (b) diferentes magnitudes do campo de radiação com M = 10.
A curva tracejada representa a função dielétrica na ausência de campo externo
cujas raízes correspondem os modos EAW e LAN.

Na figura 5.7(b) fixamos o número de fótons, a frequência do campo externo e
o número de onda k∗ = 0.23 e analisamos o comportamento da função dielétrica para
diferentes amplitudes do campo externo por meio do parâmetro αr. Notamos que ambos
os modos (LAN e EAW) são sensíveis à variação da magnitude do campo de radiação,
sendo essa mudança mais significativa sobre os modos EAW. Observamos ainda um
deslocamento no ponto de mínimo dessa função indicando que a presença da radiação
altera também o valor do vetor de onda de cutoff.

Apresentamos na figura 5.8 os gráficos da relação de dispersão dos modos
não amortecidos quando são considerados processos multi-fotônicos envolvendo até M

fótons. Para os parâmetros αr e ωr utilizados, verificamos que é possível, como boa
aproximação, limitar o somatório em (5.4.30) a M = 9. Observamos que a presença do
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Figura 5.8: Gráfico ω× k para os modos coletivos longitudinais de um plasma sujeito
a campo eletromagnético externo. Nela podemos identificar os ramos LAN
(superior) e EAW (inferior). Os gráficos foram obtidos assumindo a frequência
da radiação ωr = 0.05. A linha tracejada (conhecida como thumb curve [58])
representa a relação de dispersão para os modos na ausência de campo externo.

campo externo tem pouca influência sobre os modos com grande comprimento de onda
(k≈ 0). Contudo, para valores maiores de k, esses modos são significativamente alterados,
conforme podemos observar pelo deslocamento das ordenadas (frequências) dos pontos
ilustrados em relação à curva polegar original (linha tracejada). Além disso, notamos que
a presença do campo externo confina os modos em um intervalo de k menor do que o
valor k = 0.53 reportado na referência [58].



CAPÍTULO 6
Considerações finais e perspectivas

Na presente tese, discutimos os efeitos da interação onda-partícula em plasmas
não colisionais com base em um modelo hamiltoniano para N partículas eletrostatica-
mente acopladas a uma onda. Utilizamos duas abordagens distintas para o problema: uma
linear, em que resolvemos as equações de movimento através da determinação do espectro
das autofrequências análogas de van Kampen e, a outra, não linear, por meio de simula-
ções de Vlasov para descrever a dinâmica do sistema desde o regime quase-balístico até o
regime de aprisionamento forte das partículas. Investigamos também os modos coletivos
em plasmas livres na hipótese de ondas não amortecidas e os modos coletivos em plasmas
magnetizados sujeitos a campo externo de radiação.

A discretização das partículas em feixes monocinéticos no modelo onda-
partícula nos permite definir um estado de equilíbrio e expandir a solução geral do sis-
tema linear como uma superposição de modos normais. Esses modos normais possuem
frequências complexas associadas, obtidas a partir de uma relação de dispersão envol-
vendo as velocidades dos feixes e o número de partículas em cada feixe. Observamos
que cada modo normal contribui para compor a amplitude inicial da onda e que essas
contribuições tem um comportamento diferenciado dependendo se o sistema é estável ou
instável. Para o caso estável, observamos que independente do número de feixes, todos
os modos possuem contribuição relevante para a amplitude inicial da onda. Contudo, no
caso instável, observamos que no regime de muitos feixes dois modos específicos pos-
suem contribuições dominantes: um modo próximo ao modo de Landau (bL) e o seu
complexo conjugado (bL∗). Verificamos ainda que a contribuição do modo bL∗ é cance-
lada (não somente em t = 0, mas ao longo de toda a dinâmica) pela superposição dos
modos com autofrêquencias próximas ao eixo real. Nossos resultados mostram que no
regime linear o phase mixing dos modos análogos de van Kampen é o mecanismo respon-
sável pelo amortecimento/amplificação de Landau. No caso instável esse phase mixing

tem ainda uma característica peculiar, que é um efeito de interferência destrutiva entre o
modo bL∗ e o espectro denso próximo ao eixo real. As análises envolvendo sistemas de
muitos feixes foram possíveis graças ao desenvolvimento de uma nova técnica numérica
suficientemente precisa para a determinação de raízes complexas.
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O amortecimento das oscilações eletrostáticas foi também investigado por simu-
lações de Vlasov via método semi-lagrangiano do modelo onda-partícula. Observamos
que para uma pequena fração de partículas ressonantes e para uma distribuição de velo-
cidades maxwelliana a onda decai inicialmente com a taxa de Landau. Porém, quando
os efeitos de aprisionamento passam a ser relevantes, a intensidade da onda apresenta
um comportamento oscilatório, sendo a amplitude dessas oscilações cada vez menor com
o passar do tempo. Durante esse processo, a função de distribuição das velocidades é
constantemente deformada nas vizinhanças da velocidade de fase da onda e essas defor-
mações são também cada vez menos acentuadas. Estudamos também os modos coletivos
não amortecidos do plasma quando introduzimos um pequeno plateau na distribuição de
velocidades centrado na velocidade de fase da onda. Investigamos a sensibilidade da fun-
ção dielétrica para duas modelagens diferentes para o plateau e constatamos que o espec-
tro dos modos não amortecidos é significativamente alterado para ondas com velocidades
de fase não muito superiores à velocidade térmica dos elétrons. Finalizamos a parte do
trabalho envolvendo efeitos não lineares mostrando que a presença do campo externo
de radiação desloca as raízes da função dielétrica e restringe os modos não amortecidos
(EAW e LAN) a valores menores para o comprimento de onda.

Com os estudos para plasmas magnetizados sujeitos a campos externos de radia-
ção, verificamos dois comportamentos distintos dependendo da relação entre as frequên-
cias da radiação e a frequência ciclotrônica dos elétrons. Observamos que no regime
quase-ressonante (ωr ≈ ωc), a presença do campo externo faz com que o decaimento da
frequência dos modos eletrostáticos com o vetor de onda ocorra de forma mais abrupta.
No regime não ressonante, a principal constatação é o surgimento de novas frequências
assintóticas associadas a novas singularidades que surgem na função dielétrica. Nesse
regime, constatamos que além dos modos harmônicos ciclotrônicos o plasma admite tam-
bém modos harmônicos da frequência do campo de radiação.

Como perspectivas futuras de trabalho pretendemos estender as análises lineares
do modelo onda-partículas para outras configurações de feixes monocinéticos e outras
inicializações para o sistema. Esperamos que no regime de muitos feixes os cálculos do
espectro de autofrequências e do fator de escala levem a resultados semelhantes para a
evolução da intensidade da onda, reforçando assim os resultados obtidos no capítulo 4.

Pretendemos também otimizar o cálculo do espectro das frequências de van
Kampen por meio de um código paralelizado em linguagem de programação CUDA.
A idéia é atribuir à cada thread da GPU o cálculo de uma raiz da relação de dispersão.
Obtivemos resultados preliminares para sistemas de poucos feixes e com baixa precisão
para o cálculo das raízes. Porém, constatamos que quando exigimos maior precisão do
método o tempo de execução da rotina definida no device torna-se muito longo e a
execução é abortada. Mesmo quando desativamos o ambiente gráfico, forçando dedicação
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quase integral da máquina ao programa, o sistema demora demasiadamente. Precisamos
portanto, introduzir passos intermediários de comunicação entre a GPU e a CPU a fim
de evitar laços muito demorados sendo executados na placa gráfica. Esperamos explorar
mais o método e testá-lo para outros problemas, tanto em uma versão sequencial quanto
em uma versão paralelizada.

As simulações de Vlasov nos permitiram investigar a interação onda-partícula
em plasmas fora do regime linear. A paralelização desses códigos é também uma possi-
bilidade de atuação futura, visto que permitirá atingir o regime de quase-saturação mais
rapidamente.
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APÊNDICE A
Método da bisecção no plano complexo via
teorema de Cauchy

O teorema de Cauchy estabelece que se F é uma função analítica em um domínio
simplesmente conexo D delimitado por um contorno fechado ∂D então

∮
∂D F(z)dz = 0,

e se F possui um número finito de pólos simples z j em D com resíduos R j, então∮
∂D F(z)dz = 2πi∑ j R j. Nesse apêndice, apresentamos um método direto baseado nessa

ferramenta elementar de análise complexa com o objetivo de calcular numericamente o
espectro completo das autofrequencias (análogas) de van Kampen.

Com χ(σ) sendo o segundo membro da equação (4.1.36), o método consiste
em obter as raízes de σ− χ(σ), dentro de uma dada região, pela procura dos pólos de
(σ−χ(σ))−1. Para encontrar uma raiz nas vizinhanças da velocidade do s-ésimo feixe,
definimos dois retângulos : um à esquerda com vértices A1 até A4 e um outro à direita com
vértices A′1 até A′4, ambos ilustrados na figura A.1a. Primeiramente, estimamos o valor da
integral de Cauchy ao longo desses contornos retangulares com o intuito de identificar de

kvs− 1 kvs kvs+1

A1 A2 A ′
1 A ′

2

A3 A ′
4 A ′

3A4

(a)

A ′
3A ′

1A ′
4

A ′
2

kvs− 1 kvs kvs+1

(b)

Figura A.1: Ilustração do método da bisecção no plano complexo σ supondo uma raiz
localizada à direita da linha correspondente ao s-ésimo feixe. Os triângulos
sombreados destacam as regiões em que a integral de contorno não se anula
e, consequentemente, possui uma raiz.
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qual lado do s-ésimo feixe a raiz está localizada. Se um desses retângulos fornece

∣∣∣∣
∮

∂D
(σ−χ(σ))−1dσ

∣∣∣∣≤Ccrit, (A.1)

com Ccrit representando nosso critério para assumir a integral numericamente nula, ele é
descartado como possível região contendo a raiz.

Após identificada a presença de uma raiz dentro de um retângulo, o próximo
passo consiste em implementar o método da bisecção, que se baseia em sucessivas
divisões das regiões de procura. Na figura A.1, ilustramos esse procedimento com os
triângulos sombreados em A.1(a) e A.1(b) mostrando, respectivamente, a configuração
no início e após 6 iterações do método. As iterações são finalizadas quando o valor do
maior lado do triângulo sombreado é menor do que a tolerância do método (que é um
parâmetro de entrada). Nesse caso, a raíz aproximada de σ− χ(σ) é dada pelo centro
geométrico do triângulo.

Algoritmo 1 MÉTODO DA BISECÇÃO NO PLANO COMPLEXO

Gside← Larger side (A′1,A
′
2,A
′
4)

root← NULL

if ¬exist pole inside (A′1,A
′
2,A
′
4) then

if ¬exist pole inside (A′3,A
′
2,A
′
4) then

return root

else
A′1← A′3
A′3← A′4
A′4← A′2
A′2← A′3

end if
end if

while Gside≥ error do
if exist pole inside (A′1,(A

′
2 +A′4)/2,A′4) then

A′3← A′2
A′2← A′4
A′4← A′1
A′1← (A′2 +A′3)/2

else
A′3← A′4
A′4← A′2
A′2← A′1
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A′1← (A′3 +A′4)/2
end if
Gside← Larger side (A′1,A

′
2,A
′
4)

end while
root← (A′1 +A′2 +A′4)/3
return root

end

O método da bisecção é apresentado pelo pseudocódigo no algoritmo 1, onde
chamamos a função “Larger side (A,B,C)", que fornece o comprimento do maior lado do
triângulo ABC, e a função “exist pole inside (A,B,C)", que retorna uma variável booleana
informando, por meio do critério (A.1), se existe um pólo de (σ− χ(σ))−1 dentro do
triângulo ABC. Os códigos foram implementados em linguagem de programação C com
o auxílio da biblioteca “complex.h".

Apesar de o método da bisecção ter sido desenvolvido especificamente para tratar
o problema de feixes monocinéticos apresentado no capítulo 4, é importante destacar que
a priori ele pode ser utilizado de forma eficiente para calcular as raízes complexas de
qualquer função F(σ) que seja bem comportada no domínio de integração e tal que os
pólos de F−1(σ) tenham resíduos não nulos.



APÊNDICE B
Códigos referentes à simulação de Vlasov do
pêndulo não linear

double Force ( double x ) { re turn −s i n ( x ) ; }

void i n t e g r a t o r ( double ∗∗ f , i n t xDIM , i n t pDIM ,

double xMAX, double pMAX, double h )

{

i n t i , j , k ;

double x , p ;

double dx = 2 . 0 ∗ xMAX/ ( double ) xDIM ; /∗ P e r i o d i c boundary c o n d i t i o n ∗ /

double dp = 2 . 0 ∗ pMAX / ( ( double ) pDIM − 1 . 0 ) ;

double ∗∗ fb = ( double ∗∗ ) m a l l oc (xDIM ∗ s i z e o f ( double ) ) ;

f o r ( i = 0 ; i < xDIM ; i ++)

fb [ i ] = ( double ∗ ) ma l l oc (pDIM ∗ s i z e o f ( double ) ) ;

f o r ( i = 0 ; i < xDIM ; i ++)

f o r ( j = 0 ; j < pDIM ; j ++)

fb [ i ] [ j ] = f [ i ] [ j ] ;

/∗ F i r s t s t e p : semi−a d v e c t i o n i n x−d i r e c t i o n ∗ /

f o r ( i = 0 ; i < xDIM ; i ++)

f o r ( j = 0 ; j < pDIM ; j ++)

{

p = −pMAX + ( double ) j ∗ dp ;

x = −xMAX + ( double ) i ∗ dx ;

x = x − p ∗ h / 2 . 0 ;

f [ i ] [ j ] = i n t e r p o l a t e X ( i , j , x , fb , xMAX, xDIM , dx ) ;

}
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f o r ( i = 0 ; i < xDIM ; i ++)

f o r ( j = 0 ; j < pDIM ; j ++)

fb [ i ] [ j ] = f [ i ] [ j ] ;

/∗ Second s t e p : f u l l a d v e c t i o n i n p−d i r e c t i o n ∗ /

f o r ( i = 0 ; i < xDIM ; i ++)

f o r ( j = 0 ; j < pDIM ; j ++)

{

p = −pMAX + ( double ) j ∗ dp ;

x = −xMAX + ( double ) i ∗ dx ;

p = p − Force ( x ) ∗ h ;

f [ i ] [ j ] = i n t e r p o l a t e P ( i , j , p , fb , pMAX, pDIM , dp ) ;

}

f o r ( i = 0 ; i < xDIM ; i ++)

f o r ( j = 0 ; j < pDIM ; j ++)

fb [ i ] [ j ] = f [ i ] [ j ] ;

/∗ T h i r d s t e p : semi−a d v e c t i o n i n x−d i r e c t i o n ∗ /

f o r ( i = 0 ; i < xDIM ; i ++)

f o r ( j = 0 ; j < pDIM ; j ++)

{

p = −pMAX + ( double ) j ∗ dp ;

x = −xMAX + ( double ) i ∗ dx ;

x = x − p ∗ h / 2 . 0 ;

f [ i ] [ j ] = i n t e r p o l a t e X ( i , j , x , fb , xMAX, xDIM , dx ) ;

}

f o r ( i = 0 ; i < xDIM ; i ++) f r e e ( fb [ i ] ) ;

re turn ;

}

double i n t e r p o l a t e X ( i n t i , i n t j , double xprime , double ∗∗ fb ,

double xMAX, i n t xDIM , double dx )

{

i n t k , kp1 , kp2 , km1 ;

double x_kp1 ;
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double a lpha , be t a , gamma , d e l t a , f I ;

whi le ( xpr ime >= xMAX) xpr ime −= 2 . 0 ∗ xMAX ;

whi le ( xpr ime <= −xMAX) xpr ime += 2 . 0 ∗ xMAX ;

k = ( i n t ) ( ( xpr ime + xMAX) / dx ) ;

/ / P e r i o d i c boundary c o n d i t i o n : ===========================

i f ( k < xDIM − 2)

{

kp1 = k + 1 ;

kp2 = k + 2 ;

km1 = k − 1 ;

x_kp1 = −xMAX + kp1 ∗ dx ;

i f ( k == 0)

km1 = xDIM − 1 ;

}

e l s e i f ( k == xDIM − 2)

{

kp1 = k + 1 ;

kp2 = 0 ;

km1 = k − 1 ;

x_kp1 = −xMAX + kp1 ∗ dx ;

}

e l s e i f ( k == xDIM − 1)

{

kp1 = 0 ;

kp2 = 1 ;

km1 = k − 1 ;

xpr ime = xpr ime − 2 . 0 ∗ xMAX ;

x_kp1 = −xMAX ;

}

/ / ==========================================================

a l p h a = ( x_kp1 − xpr ime ) / dx ;

b e t a = 1 . 0 − a l p h a ;

gamma = a l p h a ∗ ( a l p h a ∗ a l p h a − 1 . 0 ) / 6 . 0 ;

d e l t a = b e t a ∗ ( b e t a ∗ b e t a − 1 . 0 ) / 6 . 0 ;
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f I = a l p h a ∗ fb [ k ] [ j ] + b e t a ∗ fb [ kp1 ] [ j ]

+ gamma ∗ ( fb [ kp1 ] [ j ] − 2 . 0 ∗ fb [ k ] [ j ] + fb [ km1 ] [ j ] )

+ d e l t a ∗ ( fb [ kp2 ] [ j ] − 2 . 0 ∗ fb [ kp1 ] [ j ] + fb [ k ] [ j ] ) ;

re turn f I ;

}

double i n t e r p o l a t e P ( i n t i , i n t j , double pprime , double ∗∗ fb ,

double pMAX, i n t pDIM , double dp )

{

i n t k , kp1 , kp2 , km1 ;

double f_k , f_kp1 , f_kp2 , f_km1 ;

double p_kp1 ;

double a lpha , be t a , gamma , d e l t a , f I ;

k = ( i n t ) ( ( ppr ime + pMAX) / dp ) ;

kp1 = k + 1 ;

kp2 = k + 2 ;

km1 = k − 1 ;

i f ( km1 > pDIM − 1 | | kp2 < 0) /∗ km1 , k , kp1 , kp2 o u t o f t h e mesh ∗ /

re turn 0 . 0 ;

p_kp1 = −pMAX + kp1 ∗ dp ;

a l p h a = ( p_kp1 − ppr ime ) / dp ;

b e t a = 1 . 0 − a l p h a ;

gamma = a l p h a ∗ ( a l p h a ∗ a l p h a − 1 . 0 ) / 6 . 0 ;

d e l t a = b e t a ∗ ( b e t a ∗ b e t a − 1 . 0 ) / 6 . 0 ;

f_km1 = f_k = f_kp1 = f_kp2 = 0 . 0 ;

i f ( km1 == pDIM − 1)

f_km1 = fb [ i ] [ km1 ] ;

e l s e i f ( km1 == pDIM − 2)

{

f_km1 = fb [ i ] [ km1 ] ;

f_k = fb [ i ] [ k ] ;

}

e l s e i f ( km1 == pDIM − 3)
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{

f_km1 = fb [ i ] [ km1 ] ;

f_k = fb [ i ] [ k ] ;

f_kp1 = fb [ i ] [ kp1 ] ;

}

e l s e i f ( kp2 == 0)

f_kp2 = fb [ i ] [ kp2 ] ;

e l s e i f ( kp2 == 1)

{

f_kp2 = fb [ i ] [ kp2 ] ;

f_kp1 = fb [ i ] [ kp1 ] ;

}

e l s e i f ( kp2 == 2)

{

f_kp2 = fb [ i ] [ kp2 ] ;

f_kp1 = fb [ i ] [ kp1 ] ;

f_k = fb [ i ] [ k ] ;

}

e l s e /∗ Non b or der c a s e s ∗ /

{

f_km1 = fb [ i ] [ km1 ] ;

f_k = fb [ i ] [ k ] ;

f_kp1 = fb [ i ] [ kp1 ] ;

f_kp2 = fb [ i ] [ kp2 ] ;

}

f I = a l p h a ∗ f_k + b e t a ∗ f_kp1 + gamma ∗ ( f_kp1 − 2 . 0 ∗ f_k + f_km1 )

+ d e l t a ∗ ( f_kp2 − 2 . 0 ∗ f_kp1 + f_k ) ;

re turn f I ;

}



APÊNDICE C
Obtenção da função dielétrica de um plasma
livre sujeito à radiação externa

Operador unitário e função de onda perturbada

Nosso ponto de partida para o cálculo da função dielétrica é a equação de
Schrödinger

H0(t)Ψ
(0)
k (r, t) = i~

∂

∂t
Ψ

(0)
k (r, t), (C.1)

com H0 representando o hamiltoniano para um elétron na presença exclusiva do campo
externo de radiação (na aproximação de dipolo)

E(t) =−∂A(t)/∂t = E0 cos(ωrt)x̂ , (C.2)

onde A e ωr são, respectivamente, o potencial vetor e a frequência do campo.
O hamiltoniano em (C.1) é dado por

H0(t) =
1

2me

(
p− eA(t)

)2
=

1
2me

(
px +

eE0

ωr
sin(ωrt)

)2

+
p2

y

2me
+

p2
z

2me
. (C.3)

As soluções Ψ
(0)
k da equação (C.1) podem ser obtidas por meio de uma transfor-

mação unitária nas funções de onda Φk do elétron livre [82, 37], i.e,

Ψ
(0)
k (r, t) =UΦk(r, t), (C.4)

onde o operador unitário e as funções de onda possuem respectivamente a seguinte forma

U = exp
(

i
~

ααα · r
)

exp
(

i
~

βββ ·p
)

exp
(

i
~

η(t)
)
, (C.5)

Φk(r, t) =
1

V 1/2 exp(ik · r)exp
(
− i
~

Ekt
)
, (C.6)
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sendo V o volume do sistema e Ek as autoenergias da partícula livre, dadas por

Ek =
~2k2

2me
. (C.7)

Substituindo (C.4) em (C.1), obtemos

H0UΦk(r, t) = i~
[
U

∂

∂t
+

i
~

(
dααα

dt
· r+ dη

dt

)
U +

i
~

U
dβββ

dt
·p
]

Φk(r, t). (C.8)

Multiplicando a esquerda ambos os membros de (C.8) por U† e notando que
qualquer observável O(r,p, t) transforma-se de acordo com

O(r,p, t)−→U†O(r,p, t)U = O(r−βββ,p+ααα, t), (C.9)

temos

1
2me

(p+ααα− eA(t))2
Φk(r, t)

= H f Φ(r, t)−
[

dααα

dt
· (r−βββ)+

dη

dt
+

dβββ

dt
·p
]

Φk(r, t), (C.10)

onde H f é o hamiltoniano do elétron livre, i. e.,

H f Φk(r, t) = i~
∂

∂t
Φk(r, t). (C.11)

Da equação (C.10) obtemos

H f =
p2

2me
+

1
2me

(
ααα− eA(t)

)2
+

p
me
·
(
ααα− eA(t)

)
+

+
dααα

dt
· r+ dβββ

dt
·p− dααα

dt
·βββ+

dη

dt
. (C.12)

Como o primeiro termo do segundo membro de (C.12) representa o hamiltoniano
H f , a soma dos demais termos deve, necessariamente, ser identicamente nula. Dessa
forma, as funções arbitrárias ααα(t), βββ(t) e η(t) devem ser escolhidas de forma a anular
os termos lineares em r e em p e os que dependem exclusivamente do tempo

Podemos reescrever esse sistema de equações diferenciais da seguinte forma

dααα

dt
=

dβy

dt
=

dβz

dt
= 0, (C.13)

dβx

dt
=

eE0

meωr
sin(ωrt), (C.14)

dη

dt
=− e2E2

0
2meω2

r
sin2(ωrt). (C.15)
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Lembrando que as funções arbitrárias que definem o operador U devem satisfa-
zer a condição inicial

U(t = 0) = 1, (C.16)

obtemos como solução para o sistema (C.13)-(C.15) as seguintes funções

ααα = βy = βz = 0, (C.17)

βx =
eE0

meω2
r
[1− cos(ωrt)], (C.18)

η =− e2E2
0

4meω2
r
t +

e2E2
0

8meω3
r

sin(2ωrt). (C.19)

Substituindo (C.17) - (C.19) em (C.5), o operador unitário fica dado por

U = exp
(
− i
~

2γ1ωrt
)

exp
(
iγ0kx

(
1− cos(ωrt)

))
exp
(

i
~

γ1 sin(2ωrt)
)

, (C.20)

onde γ0 = eE0/meω2
r e γ1 = e2E2

0/8meω3
r .

Na presença de um potencial eletrostático fraco (|eϕ(r, t)| � H0), a equação de
movimento (C.1) assume a forma

i~
∂

∂t
Ψk(r, t) =

(
H0(t)− eϕ(r, t)

)
Ψk(r, t) . (C.21)

Podemos ainda representar a perturbação eletrostática pela seguinte expansão em
série de Fourier

ϕ(r, t) = ∑
q

∑
Ω

exp(iq · r)exp(−iΩt)ϕ(q,Ω) , (C.22)

onde q e Ω representam, respectivamente, o vetor de onda e a frequência dos modos que
compõem o potencial.

Como as funções de onda Ψ
(0)
k formam um conjunto ortonormal, podemos

procurar soluções de (C.21) da forma

Ψk(r, t) = ∑
k′

ak′,k(t)Ψ
(0)
k′ (r, t). (C.23)

Substituindo (C.23) em (C.21), multiplicando em seguida ambos os membros
por Ψ

(0)∗

k′′ e integrando em todo espaço, obtemos

dak′′,k(t)
dt

=
ie
~ ∑

k′
ak′,k(t)

〈
Ψ

(0)
k′′ (r, t)

∣∣∣∣ϕ(r, t)
∣∣∣∣Ψ

(0)
k′ (r, t)

〉
(C.24)
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que integrada de t0 até t resulta em

ak′′,k(t) = ak′′,k(t0)+
ie
~ ∑

k′

∫ t

t0
dt ′ak′,k(t

′)
〈

Ψ
(0)
k′′ (r, t

′)
∣∣∣∣ϕ(r, t ′)

∣∣∣∣Ψ
(0)
k′ (r, t

′)
〉
. (C.25)

Na hipótese de potencial fraco os coeficientes em (C.23) podem ser expandidos
da seguinte forma

ak′′,k(t) = a(0)k′′,k(t)+a(1)k′′,k(t)+a(2)k′′,k(t)+ . . . (C.26)

onde a(i)k′′,k = O(|eϕ(r, t)|i).
Substituindo (C.26) em (C.25) e igualando os termos de mesma ordem entre os

dois membros, obtemos

a(0)k′′,k(t) = a(0)k′′,k(t0), (C.27)

a(1)k′′,k(t) = a(1)k′′,k(t0)+
ie
~ ∑

k′

∫ t

t0
dt ′ak′,k(t

′)
〈

Ψ
(0)
k′′ (r, t

′)
∣∣∣∣ϕ(r, t ′)

∣∣∣∣Ψ
(0)
k′ (r, t

′)
〉
.(C.28)

Vamos admitir que os campos auto-consistentes não são estritamente harmônicos
(∝ eiΩt) mas que se anulam lentamente à medida que t →−∞ [4, 83]. Para isso adicio-
naremos à frequência uma parte imaginária infinitesimal e positiva, i. e, substituiremos
em (C.22) Ω por Ω+ iδ com δ→ 0+.

Tomando t0 =−∞ , obtemos

a(0)k′′,k(t0) = δk′′,k. (C.29)

Substituindo (C.29) em (C.27) e (C.28), temos

a(0)k′′,k(t) = δk′′,k, (C.30)

a(1)k′′,k(t) =
ie
~

∫ t

t0
dt ′
〈

Ψ
(0)
k′′ (r, t

′)
∣∣∣∣ϕ(r, t ′)

∣∣∣∣Ψ
(0)
k (r, t ′)

〉
. (C.31)

Assim, de (C.30), (C.31), (C.26), (C.23) e utilizando a expansão em série de
Bessel [84]

exp(ixcosθ) =
∞

∑
m=−∞

imJm(x)exp(imθ) , (C.32)

a função de onda com correção até primeira ordem na perturbação (C.22) é dada por

Ψk(r, t) = Ψ
(0)
k (r, t)+ e∑

q
exp(−iγ0qx) ∑

m,Ω

imJm(γ0qx)ϕ(q,Ω)

×exp
( i
~(Ek+q−Ek−~Ω−m~ωr)t

)

Ek+q−Ek−~Ω−m~ωr− i0+
Ψ

(0)
k+q(r, t) (C.33)
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onde fizemos k′→ k+q para o cálculo do coeficiente a(1)k′,k. O segundo termo em (C.33)

representa a primeira correção a função de onda, Ψ
(1)
k .

Flutuação na densidade de carga e potencial induzido

A flutuação na densidade de carga devido a um elétron no estado k sujeito ao
campo de radiação e ao campo eletrostático do próprio plasma é dada, em primeira ordem
em ϕ(r, t), por

δρk(r, t) = −eΨ
∗
k(r, t)Ψk(r, t)−ρ

(0)
k (r)

= −e
(

Ψ
(0)∗
k (r, t)Ψ(1)

k (r, t)+Ψ
(1)∗
k (r, t)Ψ(0)

k (r, t)
)
. (C.34)

Substituindo (C.33) em (C.34) e usando o fato de que os somatórios em m, q e
Ω se dão em intervalos simétricos e, além disso, que

J−m(x) = (−1)mJm(x) , Jm(−x) = (−1)mJm(x), (C.35)

ϕ
∗(−q,−Ω) = ϕ(q,Ω), (C.36)

obtemos

δρk(r, t) =−
e2

V ∑
q,Ω

eiq·re−iΩt
ϕ(q,Ω)exp

(
− iγ0qx cos(ωrt)

) ∞

∑
m=−∞

imJm(γ0qx)e−imωrt

×
{

1
Ek+q−Ek−~Ω−m~ωr− i0+

+
1

Ek−q−Ek +~Ω+m~ωr + i0+

}
.

(C.37)

A flutuação total da densidade de carga no plasma é dada por

δρ(r, t) = ∑
k

Fkδρk(r, t), (C.38)

onde estamos assumindo uma função de distribuição Maxwelliana

Fk = n0

(
me

2πkBTe

)3/2

exp
(

1
kBTe

(Ek− εγ)

)
, (C.39)

em que εγ = 2γ1ωr corresponde a energia de interação do elétron com a radiação [85].
Substituindo (C.37) em (C.38) e utilizando novamente a identidade (C.32),
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obtemos

δρ(r, t) =
e2

V ∑
q,Ω

eiq·re−iΩt
ϕ(q,Ω) ∑

m,m′
im−m′Jm(γ0qx)Jm′(γ0qx)

×exp
(
− i(m−m′)ωrt

)
∑
k

Fk+q−Fk

Ek+q−Ek−~Ω−m~ωr− i0+
, (C.40)

onde fizemos k−q→ k no segundo termo entre chaves de (C.37).
A flutuação na densidade de carga (C.40) produz um potencial induzido no

plasma que pode ser calculado por meio da equação de Poisson

∇
2
ϕind(r, t) =−∑

q,Ω
q2 exp(iq · r)exp(−iΩt)ϕind(q,Ω) =−δρ(r, t)

ε0
. (C.41)

Vamos assumir uma radiação de alta frequência de tal forma que quando tomar-
mos a média temporal do potencial induzido, os termos m 6= m′ não contribuem para o
somatório devido as rápidas oscilações do fator exp

(
− i(m−m′)ωrt

)
. Dessa forma, subs-

tituindo (C.40) e (C.41) e usando o valor médio de (C.40), obtemos a seguinte expressão
para os coeficientes de Fourier do potencial induzido

ϕind(q,Ω) =
e2

ε0V q2 ϕ(q,Ω)∑
m

J2
m(γ0qx)∑

k

Fk+q−Fk

Ek+q−Ek−~Ω−m~ωr− i0+
(C.42)

Função dielétrica

O potencial eletrostático auto-consistente do plasma é composto de um potencial
induzido e um potencial “externo”

ϕ(q,Ω) = ϕext(r, t)+ϕind(q,Ω) (C.43)

que por sua vez pode ser escrito em termos da função dielétrica da seguinte forma

ϕ(q, t) =
ϕext

ε(q,Ω)
. (C.44)

No limite macroscópico, isto é, quando fazemos o volume do sistema tender ao
infinito, temos

∑
k
(. . .)→V

∫
d3v(. . .) (C.45)
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e portanto, a partir de (C.43) e (C.44), a função dielétrica fica dada por

ε(q,Ω) = 1− ϕind(q,Ω)

ϕ(q,ω)

= 1− e2

ε0q2 ∑
m

J2
m(γ0qx)

∫ Fk+q−Fk

Ek+q−Ek−~Ω−m~ωr− i0+
d3v. (C.46)

Reescrevendo (C.46) em termos da função de distribuição normalizada e em
seguida utilizando a equação (3.2.46), obtemos para a parte real da função dielétrica a
seguinte expressão

εR(q,Ω) = 1−
ω2

pme

q2

∞

∑
m=−∞

J2
m(γ0q)P

∫ fk+q− fk

Ek+q−Ek−~Ω−m~ωr
dv. (C.47)

onde assumimos propagação ao longo do eixo x para considerar apenas uma componente
da velocidade dos elétrons.

No limite clássico (~→ 0) o denominador no integrando em (C.47) assume a
forma

Ek+q−Ek−~Ω−m~ωr −→ ~qv−~Ω−m~ωr (C.48)

onde utilizamos k = mev/~.
Admitindo q � k podemos expandir fk+q até primeira ordem em q e assim

obtemos
fk+q− fk ≈

∂ fk

∂k
q =

~
me

∂ f
∂v

q. (C.49)

Substituindo (C.48) e (C.49) em (C.47), obtemos

εR(q,Ω) = 1−
ω2

p

q2

∞

∑
m=−∞

J2
m(γ0q)P

∫
∂ f/∂v

v− (Ω+mωr)/q
dv , (C.50)

onde relembramos que γ0 = eE0/meω2
r .

É importante notar que na ausência de radiação (γ0 = 0) a função de Bessel
comporta-se como uma delta de Kronecker (J2

m = δm0) e assim recuperamos o resultado
(5.3.26) deduzido via teoria cinética. Notando que aqui representamos o vetor de onda
e a frequência das ondas eletrostáticas por q e Ω. Observamos de (C.50) que os efeitos
do campo externo sobre as propriedades dielétricas do sistema se fazem por meio dos
parâmetros m e γ0 que dizem respeito ao número de fótons e à amplitude do campo externo
de radiação.
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Obtenção da função dielétrica de um plasma
magnetizado sujeito à radiação externa

Operador unitário e função de onda perturbada

A equação de Schrödinger para um elétron na presença de um campo magnetos-
tático axial B0 = B0 ẑ e um campo eletromagnético do tipo (C.2) é dada por

H0Ψ
(0)(r, t) = i~

∂

∂t
Ψ

(0)(r, t) , (D.1)

com o hamiltoniano

H0 =
1

2me
(p− eA(y, t))2 =

1
2me

(
px +

eE0

ωr
sin(ωrt)+ eB0y

)2

+
p2

y

2me
+

p2
z

2me
, (D.2)

obtido após assumir o calibre A0 =−B0y x̂ para o campo magnetostático.
Na ausência de radiação (E0→ 0), as funções de onda em (D.1) se reduzem as

funções de onda de Landau [86]

Φn,kx,kz(r, t) =
1

LxLz
exp(ikxx)exp(ikzz)χn(y)exp

(
− i
~

En,kzt
)

, (D.3)

onde Lx e Lz são os intervalos de comprimento em que a partícula está confinada, k = p/~
o seu vetor de onda e as funções χn(y) são dadas por

χn(y) =
1

π1/4a1/2
c
√

2nn!
exp
[
−(y− y0)

2

2a2
c

]
Hn

(
y− y0

ac

)
, (D.4)

onde Hn representa os polinômios de Hermite, as constantes ac e y0 representam, respec-
tivamente, o raio de Larmor e a coordenada y do centro da órbita ciclotrônica da partícula
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e En,kz são as autoenergias

En,kz = ~ωc

(
n+

1
2

)
+

~k2
z

2me
. (D.5)

para o elétron na presença de um campo magnético uniforme e estático.
Novamente, para resolver a equação (D.1), que possui um hamiltoniano depen-

dente do tempo, vamos recorrer a uma transformação unitária do tipo

Ψ
(0)
n,kx,kz

(r, t) =UΦn,kx,kz(r, t). (D.6)

Procedendo de forma análoga à descrita no apêndice C, verificamos que as
funções ααα(t), βββ(t) e η(t), que definem o operador unitário, devem satisfazer a seguinte
equação

1
2me

(
αx +

eE0

ωr
sin(ωrt)− eB0βy

)2

+ px

(
αx

me
+

eE0

meωr
sin(ωrt)−ωcβy

)

+ωcyαx +ωcy+
eE0

ωr
sin(ωrt)−meω

2
cyβy +

α2
y

2me
+

pyαy

me
+

α2
z

2me
+

pzαz

me

+
dαx

dt
x+

dαy

dt
y+

dαz

dt
z− dαx

dt
βx−

dαy

dt
βy−

dαz

dt
βz +

dβx

dt
px

+
dβy

dt
py +

dβz

dt
pz +

dβx

dt
αx +

dβy

dt
αy +

dβz

dt
αz +

dη

dt
= 0. (D.7)

Devemos escolher essas funções de tal forma que os termos lineares em r, os
lineares em p e os que dependem exclusivamente do tempo sejam nulos independente-
mente. Dessa forma, dos termo lineares em r, obtemos

dαx

dt
= 0 , (D.8)

dαy

dt
+ωcαx +ωc

eE0

ωr
sin(ωrt)−meω

2
cβy = 0 , (D.9)

dαz

dt
= 0 . (D.10)

Da mesma forma, dos termos lineares em p, obtemos

dβx

dt
+

α

me
+

eE0

meωr
sin(ωrt)−ωcβy = 0 (D.11)

dβy

dt
+

αy

me
= 0 (D.12)

dβz

dt
+

αz

me
= 0 . (D.13)
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Dos termos que dependem exclusivamente do tempo, temos

dη

dt
+

1
2me

[
αx +

eE0

ωr
sin(ωrt)− eB0βy

]2

+
α2

y

2me
+

α2
z

2me

−dαy

dt
βy +

dβx

dt
αx +

dβy

dt
αy +

dβz

dt
αz = 0 . (D.14)

Para resolver o sistema de equações (D.8)-(D.14) devemos recorrer à condição
inicial para o operador unitário, U(0) = 1, que, juntamente com (D.8) e (D.10), fornece

αx(t) = αz(t) = 0 (D.15)

e, consequentemente de (D.13),
βz = 0 . (D.16)

Da derivada de (D.12) e de (D.9), temos

d2βy

dt2 +ω
2
cβy =

ωc

ωr

eE0

me
sin(ωrt), (D.17)

que admite uma solução do tipo

βy = Asin(ωrt) , (D.18)

onde A é uma constante a se determinar.
Substituindo (D.18) em (D.17), obtemos

βy = γ
′
0

ωc

ωr
sin(ωrt), (D.19)

onde γ′0 = eE0/me(ω
2
c−ω2

r ).
Substituindo (D.19) em (D.9) e (D.11) e em seguida integrando no tempo, temos

αy =−meγ
′
0ωc[cos(ωrt)−1] (D.20)

βx =−γ
′
0[cos(ωrt)−1], (D.21)

onde as constantes de integração foram determinadas a partir da condição inicial para o
operador unitário.

Substituindo os resultados obtidos para ααα(t) e βββ(t) em (D.14) e agrupando
os termos em sin2(ωrt), cos2(ωrt) e os termos constantes, obtemos a seguinte equação
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diferencial

dη

dt
+

ω2
r e2E2

2me(ω2
c−ω2

r )
2 sin2(ωrt)+

ω2
ce2E2

2me(ω2
c−ω2

r )
2 cos2(ωrt)−

ω2
ce2E2

me(ω2
c−ω2

r )
2 = 0.

(D.22)
Utilizando as identidades trigonométricas

cos2(θ) =
1+ cos(2θ)

2
, sin2(θ) =

1− cos(2θ)

2
, (D.23)

podemos reescrever (D.22) de uma forma ainda mais simples:

dη

dt
=

e2E2

4me(ω2
c−ω2

r )
[1− cos(2ωrt)], (D.24)

que integrada de 0 a t, fornece

η =
e2E2

4me(ω2
c−ω2

r )
t− e2E2

8meωr(ω2
c−ω2

r )
sin(2ωrt). (D.25)

Calculadas todas as componentes das funções ααα(t), βββ(t) e η(t), o operador
unitário é finalmente dado por

U = exp
(
− i
~

meωcγ
′
0 (cos(ωrt)−1)y

)
exp
(
−iγ′0 (cos(ωrt)−1)kx

)

·exp
(

i
ωc

ωr
γ
′
0 sin(ωrt)ky

)
exp
(

i
~

2γ
′
1ωrt

)
exp
(
− i
~

γ
′
1 sin(ωrt)

)
, (D.26)

onde γ′1 = e2E2/8meωr(ωc
2−ω2

r ).
A primeira correção à função de onda pode ser obtida a partir da equação (C.31),

com t0 =−∞. Utilizando as expansões

exp(ixcosθ) =
+∞

∑
m=−∞

imJm(x)eimθ, (D.27)

exp(ixsinθ) =
+∞

∑
m=−∞

Jm(x)eimθ, (D.28)

podemos efetuar a integral em (C.31) e assim, obtemos a seguinte expressão para a
primeira ordem da correção à função de onda

Ψ
(1)
n′,k′x,k′z

(r, t) = e
∞

∑
n=0

∑
q,Ω

∑
m1,m2

ϕ(q,Ω) Θm1,m2(qx,qy)exp(iγ′0qx)

×
exp
(

i
~(En,k′z+qz−En′,k′z +(m1 +m2)~ωr−~Ω)t

)

En,k′z+qz−En′,k′z +(m1 +m2)~ωr−~Ω− i0+
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×〈n|exp(iqyy)|n′〉 ψ
(0)
n′,k′x+qx,k′z+qz

(r, t) , (D.29)

onde
〈n|exp(iqyy)|n′〉=

∫
dy χn(y)exp(iqyy)χn′(y) , (D.30)

e, por conveniência de notação, definimos a função

Θm1,m2(qx,qy) = (−1)m1+m2 im1Jm1(γ
′
0qx) · Jm2

(
γ
′
0

ωc

ωr
qy

)
. (D.31)

Flutuação na densidade de carga e potencial induzido

Uma vez calculada a primeira correção à função de onda, podemos obter, por
meio da equação (C.34), a flutuação da densidade de carga para os elétrons no estado
|n′,k′z〉, devido a presença dos campos auto-consistentes perturbativos do plasma

δρn′,k′z(r, t) = − e2

LxLz
χn′(y)

+∞

∑
l=−∞

∑
q,Ω

∑
m1,m2
m3,m4

ϕ(q,Ω)exp(iqxx)

×exp(iqzz)χn′+l(y)Ξ
m1,m2
m3,m4

(qx,qy)ei(m1+m2+m3+m4)ωrt

×exp(−Ωt)〈n′+ l|exp(iqyy)|n′〉
{
À + Á

}
(D.32)

onde definimos o inteiro l = n−n′ relacionado ao gap de energia entre os níveis de Landau
e a função

Ξ
m1,m2
m3,m4

(qx,qy) = (−1)m1+m2 im1+m3Jm1(γ
′
0qx)

×Jm2

(
γ
′
0

ωc

ωr
qy

)
Jm3(γ

′
0qx)Jm4

(
γ
′
0

ωc

ωr
qy

)
. (D.33)

Para a obtenção da flutuação em (D.32) utilizamos as identidades (D.27) e (D.28)
e as propriedades das funções de Bessel e do potencial dadas em (C.35) e (C.36). Os
termos entre as chaves em (D.32) são dados por

À =
(
~ωcl +

~2

2me
(k′z +qz)

2− ~2

2me
k′2z +(m1 +m2)~ωr−~Ω

)−1
, (D.34)

Á =
(
~ωcl +

~2

2me
(k′z +qz)

2− ~2

2me
k′2z − (m1 +m2)~ωr +~Ω

)−1
. (D.35)

Para uma distribuição de velocidades maxwelliana fn,kz , a flutuação total da
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densidade de carga pode ser escrita como

δρ(r, t) = ∑
n,kz

fn,kz δρn,kz(r, t). (D.36)

Essa flutuação induz no meio um potencial que pode ser calculado via equação
de Poisson. Expandindo o potencial induzido em uma série de Fourier e tomando a média
temporal da equação (C.41), notamos que, devido às rápidas oscilações do integrando,
somente os termos que satisfazem m1 + m2 + m3 + m4 = 0 contribuem. Dessa forma,
obtemos

ϕind(q,Ω) =− e2

ε0LxLz

ϕ(q,Ω)

q2 ∑
l

∑
n,kz

χn(y) · exp(−iqyy)χn+l(y)

·〈n+ l|exp(iqyy)|n〉 ∑
m1+m2

+m3+m4=0

Ξ
m1,m2
m3,m4

(qx,qy) fn,kz

{
À + Á

}
.(D.37)

Função dielétrica

A partir das equações (C.43) e (C.44) a função dielétrica pode ser escrita em
termos do potencial induzido da seguinte forma

ε(q,Ω) = 1− ϕind(q,Ω)

ϕ(q,Ω)
. (D.38)

Tomando a média espacial de (D.38) e relembrando a definição do elemento de
matriz em (D.30), obtemos

ε(q,Ω) = 1+
e2

ε0V q2 ∑
l

∑
n,kz

|〈n+ l|exp(iqyy)|n〉|2

· ∑
m1,m2
m3,m4

Ξ
m1,m2
m3,m4

(qx,qy) fn,kz

{
À + Á

}
. (D.39)

Usando o fato de que l� n e q� kz e que as somas sobre n e kz são infinitas,
podemos fazer as transformações n→ n− l e kz+qz→ kz no termo À da equação (D.39)
e assim reescrever a função dielétrica como

ε(q,Ω) = 1+
e2

ε0V q2 ∑
m1,m2
m3,m4

Ξ
m1,m2
m3,m4

(qx,qy)∑
l

∑
n,kz

|〈n+ l|exp(iqyy)|n〉|2

× fn−l,kz−qz− fn,kz

~2

2me
k2

z − ~2

2me
(kz−qz)2 +~ωcl +(m1 +m2)~ωr−~Ω

. (D.40)
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Nos limites macroscópicos e clássico (~→ 0) as somas sobre n e kz e as energias
de Landau ficam dadas por

∑
n,kz

(...) −→V→∞
V
∫
(...)d3v, (D.41)

~ωc

(
n+

1
2

)
→ m

2
v2
⊥, (D.42)

e, de acordo com a referência [87],

|〈n+ l|exp(iqyy)|n〉|2→ J2
l

(
q⊥v⊥

ωc

)
. (D.43)

Feitas essas considerações, a função dielétrica pode ser reescrita da seguinte
forma

ε(q,Ω) = 1+
e2

meε0q2 ∑
m1,m2
m3,m4

(−1)m1+m2 im1+m3Jm1(γ
′
0qx) · Jm2

(
γ
′
0

ωc

ωr
qy

)
Jm3(γ

′
0qx)

×Jm4

(
γ
′
0

ωc

ωr
qy

)
∑

l

∫
d3v

J2
l

(
q⊥v⊥

ωc

)

Ω−ωcl− (m1 +m2)ωr−qzvz

[
lωc

v⊥

∂F
∂v⊥

+qz
∂F
∂vz

]
,(D.44)

onde expandimos fn−l,kz−qz até primeira ordem em torno de (n,kz) para a obtenção do
termo entre colchetes.

Para investigar as oscilações eletrostáticas perpendiculares ao campo magnetos-
tático, tomamos a componente axial qz do vetor de onda igual a zero. Resolvemos a in-
tegral em (D.44) em coordenadas cilíndricas com auxílio da integral segunda de Weber
[49]. Dessa forma, obtemos a seguinte expressão para a função dielétrica

ε(ξ,Ω̄) = 1−
ω2

p

ω2
c

exp(−ξ2)

ξ2

+∞

∑
m=−∞

J2
m(γ
′
ξ)

+∞

∑
l=−∞

l
Ω̄− l−mω̄r

Il(ξ
2), (D.45)

onde definimos as variáveis adimensionais ξ = (kBTe/ω2
cme)

1/2q e Ω̄ = Ω/ωc e assumi-
mos oscilações ao longo do eixo de polarização da radiação, i. e., ξ⊥ = ξx = ξ. Definimos
também a constante γ′ =

√
2(vd/vth)(1− ω̄2

r )
−1 onde vd = E0/B0 representa a velocidade

de deriva devido aos campos cruzados E e B0, ω̄r = ωr/ωc e Il é a função de Bessel
modificada de ordem l.

Na ausência de campo externo (γ′→ 0), o argumento das funções de Bessel se
anulam e assim, somente o somatório em l na equação (D.45) permanece. Dessa forma,
recuperamos o resultado obtido na referência [44] para plasmas magnetizados sem campo
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de radiação. É interessante também notar que na ausência de radiação, a expressão obtida
em (D.44) se reduz ao resultado obtido por E. G. Harris [7], onde o campo eletrostático
coletivo é quantizado e o plasma é tratado como uma coleção de partículas (elétrons) e
quase-partículas (plasmons).
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