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Resumo

Santos, Daniel. Abordagens hamiltoniana e vlasoviana dos efeitos da intera-
¢ao onda-particula em plasmas nao colisionais. Brasilia, Dezembro de 2016.
127p. Tese de Doutorado. Instituto de Fisica, Universidade de Brasilia.

Nesse trabalho investigamos os efeitos da interagdo feixe-plasma por meio de
um modelo hamiltoniano para um sistema composto de N particulas eletrostaticamente
acopladas a uma onda.

A discretizagdo do sistema em feixes monocinéticos permite fazer uma abordagem
perturbativa do problema e destacar importantes conexdes entre as formulacdes hamil-
toniana e vlasoviana. Por meio de resultados numéricos, mostramos que tanto o amor-
tecimento como a amplificacdo de Landau surgem como consequéncia de um processo
de phase mixing dos varios modos normais do sistema linearizado. Observamos que esse
mecanismo possui caracteristicas distintas dependendo se o sistema € estavel ou instavel.
Os resultados obtidos para sistemas de muitos graus de liberdade foram possiveis gragas
ao desenvolvimento de uma nova técnica para obtencdo de raizes complexas.

Implementamos simulagdes de Vlasov via método semi-lagrangiano e descrevemos
o processo de relaxacdo ndo colisional da distribuicdo de velocidades das particulas
ressonantes ¢ a evolucdo da intensidade da onda. Analisamos o espectro dos modos
nio amortecidos em plasmas livres quando se assume uma distribuicdo de velocidades
estaciondria com um pequeno (e suave) plateau nas vizinhancas da velocidade de fase
da onda. Verificamos que essas oscilagcdes sdo bastante sensiveis a forma do plateau
principalmente quando possuem velocidades de fase proximas a velocidade térmica das
particulas.

Investigamos também, por meio do cdlculo da fun¢ao dielétrica, as modificacdes na
relacdo de dispersdao dos modos eletrostiticos em plasmas livres e plasmas magnetizados
sujeitos a campo externo de radiacdo. Os célculos sdo feitos com base em um modelo

semicldssico, em que elétrons sdo descritos quanticamente e 0os campos classicamente.

Palavras—chave
Hamiltoniana onda-particula, Phase mixing, Amortecimento/amplificacdo de

Landau, Relaxacao ndo colisional, Fun¢do dielétrica



Abstract

Santos, Daniel. Hamiltonian and vlasovian approaches of the effects of the
wave-particle interaction in collisionless plasmas.Brasilia, Dezembro de 2016.
127p. PhD. Thesis. Instituto de Fisica, Universidade de Brasilia.

In this work we discuss the effects of the beam-plasma interaction by means of a
hamiltonian model for a system composed of N particles electrostatically coupled to a
single wave.

The discretization of the system in monokinetic beams allows us to use a pertur-
bative approach of the problem and highlight important connections between the hamil-
tonian and vlasovian formulations. By means of numerical calculations, we show that
both Landau damping and growth emerge due to a phase mixing mechanism that involves
many normal modes of the linearized system. We observe that this mechanism exhibits a
distinct behavior depending on whether the system is stable or unstable. For systems with
many degrees of freedom, the results obtained were possible due to the development of a
new root-finding technique in the complex plane.

Using vlasovian simulations via semi-Lagrangian scheme we describe the process
of collisionless relaxation of the velocity distribution for the resonant particles and the
evolution of the wave intensity. We analyse the spectrum of undamped modes in free
plasmas when one assumes a stationary velocity distribution with a small (and smooth)
plateau centred on the wave phase speed. We find that these oscillations are quite sensitive
to the shape of the plateau, mainly for those that have velocities close to the thermal
particle velocity.

We also investigate, using a semiclassical approach, the modifications in the
dispersion relation of the electrostatic modes in free and magnetized plasmas subjected to
external radiation field.

Keywords
Wave-particle hamiltonian, Phase mixing, Landau damping/growth, Collision-

less relaxation, Dielectric function
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CAPITULO 1

Introducao

1.1 Motivacao

As oscilagdes eletronicas em gases ionizados tém sido, desde sua observagao ex-
perimental [1](remontando as origens dos estudos de tais sistemas) objeto de pesquisa em
inimeros trabalhos que contribuiram para o estabelecimento de conceitos fundamentais
em Fisica de Plasmas.

A fim de capturar diferentes aspectos da complexidade da dindmica desse sis-
tema, vdrias formulagdes foram desenvolvidas: desde as abordagens pioneiras hidrodi-
namica [1, 2] e cinética [3, 4, 5] até modelos quanticos [6, 7], que se mostraram uma
ferramenta bastante poderosa para o estudo dos efeitos de campos eletromagnéticos ex-
ternos [8, 9, 10] sobre as propriedades dielétricas e as oscilagdes coletivas dos plasmas.

Nas ultimas décadas, a interacdo das oscilacdes eletronicas (ondas de Langmuir)
com as particulas ressonantes ' do plasma é um tema que tem atraido bastante atencio.
Em 1971 O’Neil, Winfrey e Malberg propuseram um modelo especifico para o estudo da
interacao feixe-plasma [11] abrindo caminho para as primeiras simulagdes computacio-
nais nesse topico [12]. Esse modelo ¢ revisitado e rederivado no contexto hamiltoniano
[13, 14, 15], em que a dindmica da onda e das particulas ressonantes € colocada em pé de
igualdade por meio de varidveis canonicamente conjugadas. A abordagem hamiltoniana
mostrou-se bastante frutifera para o estudo da interagcdo feixe-plasma tanto do ponto de
vista da andlise de dados experimentais [16] quanto do ponto de vista tedrico por meio de
resultados analiticos [17, 18] e de simulacdes numéricas [19, 20, 21].

Podemos destacar o trabalho de L. D. Landau [4] em 1946 como um marco para o
inicio dos estudos sobre interagdo feixe-plasma. Por meio de uma abordagem vlasoviana
linear, Landau demonstrou que para uma distribuicdo de velocidades de equilibrio do
tipo Maxwell-Boltzmann as oscilacdes de Langmuir sdo atenuadas exponencialmente
no tempo qualquer que seja a condi¢@o inicial. Esse fendmeno hoje conhecido como

amortecimento de Landau, cuja taxa de decaimento ¢ usualmente denotada por v,

"Particulas do plasma que viajam com velocidade préxima 2 velocidade de fase da onda.
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constitui um dos conceitos mais fundamentais em Fisica de Plasmas. Apesar de ser um
problema antigo, o amortecimento de Landau € ainda hoje intensivamente investigado
experimentalmente [22] e teoricamente [23, 24, 25, 26, 27, 28] com novos aspectos e
pontos de vista sendo ainda explorados.

Nos anos seguintes as predi¢cdes de Landau, houve vdrios questionamentos
acerca do mecanismo fisico responsavel por essa atenuacdo. FendOmenos dissipativos
em gases estdo normalmente relacionados as colisdes entre as particulas, porém isso
ndo vem ao caso no contexto de Vlasov. Uma abordagem com maior intui¢do fisica
para o amortecimento das ondas de Langmuir foi elaborada por J. M. Dawson [29]
em 1961, que explicou o fendmeno como resultado de um mecanismo ressonante de
transferéncia de energia (e momento) entre onda e particulas. O amortecimento de Landau
foi completamente reconhecido apds sua observacao experimental em 1964 por Malmberg
e Wharton [30].

Por ndo levar em consideracdo efeitos ndo lineares na equacdo de Vlasov, a
teoria de Landau possui um limite temporal de validade expresso como ¢ < Tg, onde
Tg representa o periodo de aprisionamento das particulas no pogo de potencial da onda.
As ndo linearidades decorrentes desse aprisionamento foram cuidadosamente estudadas
na referéncia [31]. Nesse trabalho, T. O’Neil resolve analiticamente a equagdo de Vlasov
para as particulas ressonantes por meio de funcdes elipticas e generaliza o cédlculo do
fator gama de Landau mostrando que a taxa de amortecimento tende a y;, quando ¢ < Tp,
porém vai a zero quando ¢ /Tg — eo.

A diminuicdo no médulo do coeficiente de amortecimento com o tempo € acom-
panhada pela relaxa¢ao da fungdo distribuicao de equilibrio dos elétrons (formagao de um
plateau) nas vizinhancas da velocidade de fase da onda. Esse processo é conhecido como
relaxagdo quase-linear e fol pioneiramente estabelecido em 1961 por Vedenov, Velikhov
e Sagdeev [32] e de forma independente por Drummond e Pines [33]. A formacgdo do
plateau na distribuicao de velocidades dos elétrons foi observada experimentalmente em
1971 e reportada na referéncia [34]. Equacdes de difusdo com base nas aproximacdes da
teoria quase-linear sdo obtidas também em outros contextos além da Fisica de Plasmas
[35].

O propésito principal da presente tese € investigar os mecanismos associados
ao amortecimento de Landau tanto no regime linear, em que efeitos de aprisionamento
podem ser negligenciados, quanto no regime nao linear em que notdrias distor¢des na
distribui¢do de equilibrio dos elétrons sdo observadas. Pra isso, consideramos o modelo
hamiltoniano proposto em [14, 15] que € resolvido em termos de uma expansdo em modos
normais [18, 36] no regime t < Tg e por meio de simulacdes de Vlasov para tempos
da ordem ou maiores que o periodo de aprisionamento das particulas. Investigamos o

espectro das oscilacdes ndo amortecidas em plasmas livres quando introduzimos uma
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distribui¢cdo de velocidades estaciondria ligeiramente diferente de uma maxwelliana.
Estudamos também o efeito da presenca de um campo externo de radiacdo sobre as

oscilacoes eletronicas em plasmas livres e plasmas magnetizados [37, 38].

1.2 Fundamentos da Fisicas de plasmas

Um plasma € essencialmente um gas composto de elétrons e dtomos ionizados
ou moléculas interagindo eletromagneticamente e que se caracteriza por dois aspectos
fundamentais: a neutralidade macroscdpica e o comportamento coletivo devido as forcas
coulombianas de longo alcance.

Durante o ano de 1929, Tonks e Langmuir observaram experimentalmente a
existéncia de oscilagdes eletronicas em gases ionizados a baixas pressoes [1]. Verificaram
ainda que essas variagdes elétricas eram tdo rdpidas (ca. 10° s~!) que os fons, em razio de
sua maior inércia, permaneciam praticamente fixos. Neste mesmo ano eles introduziram o
termo plasma para se referir a porcdo do gis com densidades elevadas e aproximadamente
iguais de fons e elétrons onde essas oscilagdes eram observadas. Surgia assim uma nova

area da Fisica, conhecida hoje como Fisica de Plasmas.

1.2.1 Neutralidade macroscopica

Na auséncia de campos externos € em um volume pequeno comparado com o
comprimento caracteristico de variacdo de parametros macroscopicos (e.g. densidade e
temperatura), porém suficientemente grande para conter um elevado nimero de particulas,

a carga liquida total € aproximadamente nula, i. e.
Y eana =0, (1.2.1)
a

onde e, e n, representam, respectivamente, a carga elétrica e a densidade das particulas
da espécie a =i, e (ions ou elétrons).

Para compreender melhor a neutralidade macroscdpica do plasma expressa pela
equagao (1.2.1) vamos considerar o seguinte exemplo: suponha que com o intuito de gerar
um campo elétrico no interior do plasma, inserimos duas esferas carregadas conectadas a
uma bateria conforme ilustrado na figura 1.1.

Para restaurar a neutralidade, o plasma responde de modo a formar uma nuvem
de fons em torno da esfera negativa e uma nuvem de elétrons em torno da esfera positiva.
Se a agitacdo térmica das particulas for muito pequena comparada a energia eletrostdtica
das esferas, deverd existir na nuvem a mesma quantidade de carga, em mddulo, que ha na

esfera. Neste caso, a blindagem € perfeita e nenhum campo elétrico residual é observado
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Figura 1.1: Desenho esquemadtico da blindagem de Debye.

fora da nuvem. Por outro lado, se a temperatura do gés for aprecidvel, as particulas que
estiverem na borda 2 da nuvem, onde o campo elétrico é fraco, possuem energia térmica
suficiente para escapar do pogo de potencial eletrostitico. Nessa situagcdo, a blindagem
ndo é perfeita e potenciais da ordem de Kg7 /e podem penetrar no plasma, causando o
aparecimento de campos elétricos.

Considerando que a esfera positiva encontra-se na origem do sistema de coorde-
nadas e possui um potencial eletrostatico g, o potencial nos pontos ao seu redor satisfaz
a equacao de Poisson, que em uma dimensao € dada por

PRI

SOW =—e(nj—ne) , (1.2.2)

onde n; e ne representam, respectivamente, as densidades de ions e de elétrons.

Se assumirmos m; /me — oo, entdo, dentro da escala de tempo do experimento, os
fons ndo realizam movimentos significativos (aproximac¢do de fons fixos). Dessa forma,
temos que n; = ngp, onde ng representa a densidade de particulas nas regides distantes da
esfera, livres de sua influéncia.

Na presenca de um potencial elétrico a fungdo de distribui¢do dos elétrons no

equilibrio térmico é

3/2 :
F.(v) =ng (Mn;ﬁ) exp [— (Emev2 —e(p) /KBTe} : (1.2.3)

A densidade de elétrons pode ser obtida a partir da integracdo da fungdo de

2Denominamos borda da nuvem a regiio em que a energia potencial eletrostatica é aproximadamente
igual a energia térmica das particulas.
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distribui¢do sobre todas as velocidades

ne = /oo F.(v)dv

—00

— g exp (I;(PT) , (12.4)
(&}

que corresponde a uma distribui¢do de Boltzmann.
Substituindo a densidade de elétrons obtida em (1.2.4) na equagdo de Poisson,

obtemos

d*¢ e
05 = eno [exp <KBTe> _ 1} . (1.2.5)

Expandindo a exponencial na equagao acima em série de Taylor e assumindo que
o potencial eletrostético € fraco o suficiente tal que podemos negligenciar os termos de

ordem superior a e e, assim, obter

d>¢ noe’
—— = 1.2.6
que admite solu¢do dada por
© = 9o exp(—|x|/Ap) , (1.2.7)
com 12
KgT:
Ap = (’50 A e) . (1.2.8)
nope

A quantidade Ap é denominada comprimento de Debye [39, 40, 41] e representa
uma medida da distancia a partir da qual potenciais localizados sao blindados no plasma.
A derivacdo do comprimento de Debye na equacgdo anterior foi feita do ponto de vista
de cargas testes (eletrdlitos) estéticas, assim como € apresentada na maioria dos livros-
textos. Uma andlise mais completa, levando em consideragdao o movimento das particulas
do plasma tem sido recentemente revisitada na referénia [42]. A partir do comprimento
de Debye, podemos definir uma esfera de raio Ap denominada esfera de Debye que
representa a regido do plasma que contém as particulas que blindam o potencial local.

O numero de particulas carregadas dentro da esfera é dado por

4
Np = nogn?% : (1.2.9)

As particulas dentro da esfera de Debye ndo sentem a presenca de campos
eletrostéticos gerados fora dela. Por esse motivo dizemos que o comportamento coletivo
do plasma ocorre dentro dessa esfera, regido onde as particulas interagem através de forcas

eletromagnéticas.
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1.2.2 Comportamento coletivo e a frequéncia de Plasma

Quando um plasma experimenta uma perturbacdo em seu estado de equilibrio,
surgem campos autoconsistentes > que agem sobre as particulas na tentativa de restaurar
a neutralidade do sistema. Esses campos sdo responsdveis por colocar os elétrons em
oscilagdo com uma frequéncia bem definida. Os fons, por sua vez, devido sua inércia, ndo
tém tempo para responder aos campos oscilatérios e sdo considerados fixos.

Para ilustrar esse processo, vamos considerar que uma camada de elétrons de um
plasma inicialmente uniforme e em repouso € deslocada, em relagdo a um background de
fons fixos, pela acdo de uma forca externa. Quando essa influéncia externa é subitamente
removida, o campo elétrico interno resultante do deslocamento das cargas acelera os

elétrons, cuja dindmica € dada pela equacao

noe?

MmeX = —eF = ——x (1.2.10)
€0
onde E = enpx/¢€g é obtido a partir da lei de Gauss.

Obtemos de (1.2.10) que a dindmica da camada de elétrons é uma oscilagao

2\ 1/2
mp=<"°e) . (1.2.11)

€pme

harmonica com frequéncia

Essas oscilacdes, que estdo intimamente associadas ao efeito da blindagem dos
campos elétricos, sdo denominadas oscilagdes de Langmuir [1, 39, 40, 43] e sdo as
mais simples que podemos observar em um plasma®*. A frequéncia dessas oscilagdes é

denominada frequéncia natural de plasma ou simplesmente frequéncia de plasma.

1.2.3 Parametros de Plasma

Conforme vimos anteriormente, as oscilagdes coletivas em um plasma estdo
intimamente associadas a blindagem dos campos elétricos. Essa blindagem, por sua vez,
deve-se a uma distribuicdo de cargas em uma esfera de raio Ap. Contudo, se as dimensoes
do plasma forem inferiores ao comprimento de Debye essa blindagem ndo sera efetiva e o
sistema ndo se comportard verdadeiramente como um plasma. Uma condicao necessaria
para que um géas ionizado seja considerado plasma é que ele seja denso o suficiente tal
que

Ap < L, (1.2.12)

3Campos gerados pelas particulas do préprio plasma.
“E importante ressaltar que para a derivacio das oscilagdes de Langmuir negligenciamos a dinimica dos
fons e o movimento térmico dos elétrons.
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onde L representa a dimensdo do plasma.
Adicionalmente a (1.2.12) o comportamento coletivo requer ainda que haja um

grande nimero de particulas na esfera de Debye

Np>1. (1.2.13)

Se definirmos o parametro g como

1
= —, 1.2.14
8 PE! ( )
a condicao (1.2.13) pode ser reescrita como
gxkl. (1.2.15)

O parametro g é chamado pardmetro de plasma e representa uma medida da
razdo da energia potencial média entre particulas e da energia cinética média do plasma
[43, 40]. A condigdo (1.2.15), denominada aproximacdo de plasma, € satisfeita para um
amplo intervalo de valores de densidade ng e temperatura 7¢, o que justifica a diversidade
de sistemas encontrados no estado de plasma.

Um ultimo aspecto que deve ser observado diz respeito as colisdes entre as
particulas. Para que forcas hidrodindmicas comuns (for¢as de colisdo) ndao determinem
o comportamento do plasma, i.e. para que sua dindmica possa ser regida pelas equagdes

do eletromagnetismo, devemos ter
WpTe > 1, (1.2.16)

onde T, representa o tempo médio entre colisdes.
Em resumo, para que um gés ionizado possa ser classificado como um plasma os
critérios (1.2.12), (1.2.15) e (1.2.16), juntamente com a condi¢do de neutralidade (1.2.1)

devem ser satisfeitos

1.3 Estrutura da Tese

No capitulo seguinte apresentamos a formulacdo cinética para plasmas ndo
colisionais. A partir de uma andlise linear das equacdes de Vlasov-Maxwell obtemos a
relacdo de dispersao para as ondas eletrostaticas em plasmas livres e uma expressao para
a taxa de decaimento ou amplificacdo da sua amplitude. Analisamos também sistemas

magnetizados onde revisitamos os resultados da referéncia [44] e discutimos 0s principais
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efeitos da presenca de um campo de radiagdo externo sobre as oscilacdes eletrostaticas do
plasma.

No capitulo 3 iniciamos o estudo dos efeitos ndo lineares em plasmas ndo
magnetizados por meio de um modelo mecanico simples e paradigmético da interacdo
onda-particula. A partir desse modelo introduzimos importantes conceitos associados a
esse sistema e rederivamos o amortecimento de Landau apresentado no capitulo 2 de uma
forma mais intuitiva. Revisitamos a teoria quase-linear para plasmas e discutimos suas
principais predi¢Oes feitas para o limite # — oo. Concluimos o capitulo apresentando o
método semi-lagrangiano para resolver numericamente a equacao de Vlasov no regime
ndo linear.

No capitulo 4 apresentamos o formalismo de feixes monocinéticos para 0 mo-
delo onda-particula. Calculamos numericamente o espectro dos autovalores associados
as solugdes estaciondrias do sitema linear € mostramos que, no regime linear, o amorte-
cimento ou amplificacdo de Landau estdo associados a um mecanismo de phase mixing
de modos com diferentes velocidades de fase. Os resultados desse capitulo no regime de
muitos feixes foram possiveis gracas ao desenvolvimento de um método de procura de
raizes no plano complexo mais bem detalhado no apéndice A.

No capitulo 5 investigamos os efeitos das ndo linearidades sobre a dinamica do
sistema onda-particula. Implementamos simulacdes de Vlasov utilizando o método semi-
lagrangiano para descrever a dindmica da distribui¢do de velocidades das particulas e da
amplitude da onda. Finalizamos a tese investigando os modos coletivos ndo amortecidos
do plasma obtidos quando se assume uma distribuicdo de velocidades achatada nas
vizinhancas da velocidade de fase da onda.

No ultimo capitulo apresentamos as consideracdes finais do trabalho e as pers-
pectivas de atuacao futura.

Todos os resultados contidos nessa tese foram gerados com rotinas proprias
escritas em linguagem de programacdo C. O tratamento dos resultados numéricos foi

feito em linguagem Python (versdo 3.5.2).



CAPITULO 2

Abordagem cinética nao colisional

Sistemas fisicos cldssicos compostos de muitas particulas sao usualmente estu-
dados em trés niveis de descri¢do: uma descri¢do microscOpica exata baseada em leis da
mecanica cldssica, uma descri¢do de fluido em que o estado do sistema € descrito local-
mente com base em cinco pardmetros macroscopicos (densidade, temperatura e as trés
componentes da velocidade do centro de massa de uma por¢ao do fluido) e uma descri¢do
cinética em uma escala intermedidria mesoscdpica.

Nesse capitulo, estamos interessados no estudo de plasmas nao colisionais em
um nivel mesoscopico com base na formulacdo cinética. Essa abordagem, que surgiu
no século XIX em decorréncia da dificuldade de se tratar problemas de muitos corpos do
ponto de vista da mecanica cldssica, rapidamente mostrou-se bastante eficaz para o estudo
dos gases. No contexto especifico da Fisica de Plasmas nao colisionais, além de resgatar
a maioria de resultados obtidos pelas formula¢des microscopica e macroscopica, a teoria

cinética atua como uma via capaz de conectar essas duas descri¢cdes para o sistema.

2.1 Funcao de distribuicao de uma particula

A formulagdo cinética introduz o conceito de funcdo de distribui¢do F,(x,v,1),
de modo que
AN (x,v,1) = Fy(x,v,0)d*x d*v | (2.1.1)

fornece o nimero de particulas da espécie a = i,e (ions ou elétrons) que no instante ¢
ocupam o elemento de volume d>xd>v centrado no ponto (x,v) do espaco de fase.
A densidade de particulas dessa espécie, n,(X,v,t), pode ser obtida inte-

grando (2.1.1) sobre todo o espago das velocidades,

na(x,1) = / Fu(x,v,0)dv . (2.1.2)
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Dividindo ambos os membros da equag@o (2.1.2) por n,(X,t), obtemos

= F,
/ Falxv.1) s, (2.1.3)
o Ng(X,1)

que nos motiva a definir a fun¢do de distribui¢cdo normalizada

fa(X,v,1) =

F,(x,v,1) . 2.14
na(X,[) (l( A ) ( )
Esse tipo de distribuicao mostra-se bastante conveniente para o cdlculo de valores
médios de quantidades fisicas macroscopicas uma vez que pode ser considerada como um
peso estatistico (que ndo requer interpretacdes probabilisticas).
Seja G,(x,Vv,t) uma grandeza fisica qualquer associada as particulas do tipo a do

plasma, entdo seu valor médio € calculado da seguinte forma

(Ga(X,V,1))y = /Ga(x,v,t)fa(x,v,t)d3v : (2.1.5)

e portanto, a velocidade média das particulas do tipo a de uma pequena por¢ao do plasma

centrada na posi¢do x é dada por

u,(x,1) = /Vfa(x,v,t)d3v. (2.1.6)

As equacdes (2.1.2) e (2.1.6) nos mostram como obter as varidveis macroscopi-
cas fundamentais da teoria de fluido a partir da fun¢do de distribui¢do. A partir da densi-
dade e da velocidade média das particulas podemos derivar sistematicamente as demais
quantidades macroscOpicas caracteristicas do sistema como por exemplo 0s campos au-

toconsistentes do plasma.

2.2 Descricao linear das oscilacoes eletrostaticas em plas-

mas livres

Na auséncia de colisdes (f < T.) a evolugdo da funcdo de distribuicdo € dada pela
equacao de Vlasov [39, 40, 45, 43, 46]

oF, ‘ ey . oF,
ot my ov

0, (2.2.7)

onde E e B sdo os campos médios aos quais as particulas estio sujeitas.
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A equacgdo de Vlasov, juntamente com as equacdes de Maxwell

JE
VxB = (;ea/vFa(X,v,I)d%—l—eoE) , (2.2.8)
oB
VXE = —— 2.2.9
X 3 ( )
V-B = 0, (2.2.10)
1
V.E = S—Zea/Fa(x,v,t)d3v, (2.2.11)
0z

compdem um sistema de equagdes autoconsistentes para as fungdes Fy, E e B.
Apesar da alta complexidade do sistema de equagdes nao lineares em (2.2.7) -

(2.2.11), podemos observar que ele admite uma solugao trivial dada por
F,(x,v,t) =F,(v), E=0, B=0, (2.2.12)

que corresponde a um estado de equilibrio do sistema.
Para resolver o sistema de equacdes diferenciais Vlasov - Maxwell consideramos

que a solugdo ndo trivial desse sistema difere ligeiramente da solu¢do de equilibrio, isto é

Fu(x,v,t) = Foo(v) +Fa(x,v,1); |Fa| < Fa , (2.2.13)
E=E;, B=B;, (2.2.14)

onde as funcdes F,1, E1, By sdo perturbacdes pequenas o suficiente de tal forma que,
quando substituirmos (2.2.13) e (2.2.14) no sistema de equacdes de Vlasov, seja possivel
desprezar os termos de ordem quadrética nessas quantidades.

Como resultado, obtemos o seguinte sistema de equagdes para as perturbagdes

aFal €q aFaO
V)Fa 4+ 2 (Ey- =0 2.2.15
5 + (v >a1+ma 15, ; ( )
VxBi=u (Y e /VF (x,v,1)d>v+¢ oE1 (2.2.16)
1 luo - a al VA 0 at 9 o le
B
VxE| = —% , (2.2.17)
V-B;=0, (2.2.18)
1
V.E — E—Zea/Fal(X,v,t)d3v. (2.2.19)
0z

A partir de agora vamos omitir o subindice 1, dado que trabalharemos exclusiva-

mente com as perturbacdes.
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A equagdo (2.2.15) pode ser escrita na forma

oF, dFy
-V)F,=—— | E- . 2.2.20
a _I_( ) a my ( av ( )

O segundo membro da equagdo acima representa um termo ndo uniforme e
portanto, a solucdo F;, pode ser expressa como uma composi¢ao de duas partes: a solucao

da equacdo homogénea e a solugdo especial da equacdo nao uniforme, dada por

Fy(x,v,t) = F,(x—vt,v,0) (2.2.21)
_ [ Ex vty O
ma/o (E(x v(t—1"),t")dt 5 ) . (2.2.22)

Expandindo as perturbagdes em integrais de Fourier com respeito as coordena-

das, i.e.
1
F,= s / Fu(k,v,t) exp(ik-x)d’k (2.2.23)
E = (ik-x)d’k (2.2.24)
1 , 3
B= W/B(k,t) exp(ik - x)dk , (2.2.25)

e substituindo (2.2.23) - (2.2.25) em (2.2.21), obtemos a seguinte equacdo para 0s

coeficientes de Fourier da funcdo de distribuicao

F,(k,v,t) = F,(k,v,0) exp(—ik-vt) (2.2.26)
- e—“/l E(K, 1) exp(—ik-v(t —'))de' - 2F0 (2.2.27)
e o , p \ 5 ) 2.

Multiplicando (2.2.26) por e,, somando sobre a e integrando sobre v, obtemos

as componentes de Fourier da densidade de carga

= Lo [ Fulte.v.0) exp(-ik-vidy (2228)

Rl
Zma// ( ) exp(~ 1k'V(f—t))-a—V0) df'ddy . (22.29)

A expressdo para a densidade total de carga consiste de duas partes. A primeira
¢ completamente determinada pela configuracio inicial da fungdo de distribuicdo e é,
portanto, uma fun¢do conhecida das coordenadas e do tempo. Denotaremos essa parte por
p!(a densidade de cargas “externas”). A segunda parte, que é proporcional a magnitude

do campo elétrico, corresponde a densidade de carga induzida, que denotaremos por p™™.
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Assim, a expressdo (2.2.28) pode ser escrita na forma
p(k,t) = p™'(k, 1)+ pMd(k,1). (2.2.30)

Se agora multiplicarmos (2.2.26) por e, v, somarmos sobre a e integrarmos sobre

v, obtemos a seguinte expressdo para as componentes de Fourier da densidade de corrente

Jkit) = Yea / VF,(x,v,0) exp(—ik-vr)d*v (2.2.31)

63 ' . ! / oF, '3
Za:m—a/o /VGXP(—1k~V(t—t))(E(k,t) av)dtd , (2.2.32)

que também pode ser representada pela soma de uma parte “externa” e outra induzida
J(k,1) = Ik, 1) + Tk, 1) . (2.2.33)

Efetuando a transformada de Fourier dos campos dados em (2.2.24) e (2.2.25) e
das densidades p(k,) e J(k,7) em relagdo ao tempo e utilizando a prescri¢do ® — @+i0™"
[4, 83], obtemos

° 1
—1i i(w—Kk-v)t)dt = 2.2.34
1/0 exp(i( v)t) kv’ ( )
e consequentemente as seguintes expressoes para os coeficientes de Fourier
) F,(k,v,0)
*(k,0) = / e Pt & 2235
P (k, @) IZea R (2.2.35)
Fa(Kk,v, 0
(K, ) = / M 2236
J =il | ey 4 (2236)
. aFaO
md
(k,0) = — 2.2.37
lzma/m k V ( )
ind 3
(k, ®) d’v. 2.2.38
J IZ mgy / o—k-v Y ( )

Seja o; j(k, ®) o tensor condutividade elétrica, entdo, pela lei de Ohm, temos
Tk, @) = 6;;(k,0)E;(k,®) . (2.2.39)

A partir das equagdes (2.2.38) e (2.2.39), podemos obter a seguinte expressao

para o tensor condutividade elétrica do plasma

e; Vi,
cij(k,0) Zcu (ko) =i} & [ ——Id’, (2.2.40)
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onde GE;’) (k,®) é denominada condutividade de alta frequéncia das particulas a do
plasma.

O vetor deslocamento elétrico D € dado por
i
Di(k, (,0) = SoEl'(k, 0)) + aGijEj(k, (!J) = Sij(k, O))Ej , (2.2.41)

onde &;;(k,®) € o tensor permissividade elétrica do plasma, que estd relacionado com o

tensor condutividade da seguinte forma:
i
g;j(k, 0) = €00;; + O_JGij(k; o). (2.2.42)

Substituindo (2.2.40) em (2.2.42) obtemos a expressdo para o tensor adimensio-

nal constante dielétrica (ou permissividade elétrica relativa)

[IF 62 Vl'aaFaO
gk o) = =3§; a / Y BBy 2.2.43
ik ©) €0 ’J+Za:eoma0) o—kv' ( )

Para estabelecer a estrutura geral do tensor €;;, devemos notar que como ele
depende somente do vetor K, os unicos tensores de segundo rank independentes que
podemos construir sdo o tensor identidade §;; e o tensor k;k;. Portanto, o tensor §;; deve
ter a estrutura

— klk / _ klk i
&j(k,0) = (8,-_,~ — k—;) g, (ko) + k—,zfe” (k, ) . (2.2.44)

As fungdes €, €, sdo chamadas respectivamente de constante dielétrica “longi-
tudinal” e “transversal".

Observamos de (2.2.44) que a constante dielétrica “longitudinal” € obtida a partir
das componentes da diagonal do tensor §;;. Tomando, sem perda de generalidade, o eixo

x do sistema de coordenadas ao longo da direcao do vetor de onda k, obtemos

oF,
ko)=1-— al Ly . 2.2.45
SH( ) Z’8()ma /kvx o Jv, v ( )

Para uma func¢do de distribui¢cdo que se anula nos extremos a integral acima pode

Ser reescrita como

oF, oF,
Vx a d3 _ / a 1 d3
/ kvy — ® dv, Y vy ka + '

n,M 1 afa() 3
k kv, — o Jvy

: (2.2.46)

onde utilizamos na ultima igualdade F,o = n,f,0 , com n, representando a densidade de
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particulas da espécie a no equilibrio.
Podemos portanto reescrever a componente longitudinal da funcao dielétrica da

seguinte forma

_ 4 1 afa
g (ko) =1-3 -5 / ok avfd%, (2.2.47)

a

representam, para a = e, 1, as frequéncias de plasma eletro-
nica e idnica respectivamente.

A partir dessa quantidade € possivel obter a relacio de dispersdo para os modos
coletivos longitudinais (eletrostaticos) permitidos para o plasma e assim, fazer uma
descricdo completa da dinamica do sistema [39, 45, 40]. Na referéncia [37] discutimos
modificacdes para a constante dielétrica (2.2.47) e seus efeitos sobre os modos coletivos
de um plasma ndo magnetizado quando consideramos a presenca de um campo de

radiacdo externo na aproximacao de dipolo.

2.2.1 Propagacio de ondas eletrostaticas

Os modos longitudinais do plasma sdo obtidos a partir das raizes da fungao

dielétrica [39, 45, 40]. Dessa forma, da expressdo em (2.2.47), obtemos a equagao

W2, [ 9fu0/dv
. p,a a0 X g3
1 E 2 / - (x)/kd v=0, (2.2.48)

a

conhecida como relagdo de dispersdo dos modos longitudinais, que define uma relacdo
funcional entre a frequéncia ® e o vetor de onda k das oscilagdes que podem se propagar
no plasma.

Examinaremos a solu¢do da relac@o de dispersdo para o caso mais simples, em
que podemos negligenciar o movimento dos fons (aproximagdo de ions fixos) devido a
sua baixissima mobilidade comparada a dos elétrons. Efetuando a integral em (2.2.48)

por partes, podemos reescrever a relacao de dispersao da seguinte forma

2
w fo
P 3
—— | ———d’v=0, 2.2.49
K2 /(vx—m/k)z ’ (2249)
onde fy = feo € a distribui¢do de velocidades de equilibrio dos elétrons € @, = Oy
representa a frequéncia de plasma eletronica.

Em regime de plasma frio a funcdo de distribui¢do eletronica f;y encontra-se

bastante concentrada em torno de v = 0 e portanto pode ser escrita na forma

fo(v) = 8(vy)d(vy)d(v;) . (2.2.50)
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Substituindo (2.2.50) em (2.2.49) verificamos que, na aproximacao de fons fixos
e em regime de plasma frio, as tnicas oscilacdes eletrostaticas possiveis sdo 0os modos
de Langmuir, que possuem velocidade de fase /k infinita e velocidade de grupo dw/dk

nula.

2.2.2 Teoria de Landau do amortecimento das ondas de Langmuir

Vimos nas secdes anteriores que a resolucdo das equacdes de Vlasov-Poisson
nos leva a relagdo de dispersdo (2.2.48) para as oscilagdes longitudinais. Assumindo um
plasma eletrénico cuja funcdo de distribui¢do fy(v) seja maxwelliana, a integral tripla
na funcdo dielétrica (2.2.47) resulta em uma Unica integral sobre a componente v, (ou
simplesmente v). Dessa forma, obtemos

2
E(k,o)=1— %/ﬁ%—?d\/ , (2.2.51)
onde omitimos o subindice da func¢do dielétrica dado que estamos interessados somente
em sua componente longitudinal.

O tratamento matematico adequado para efetuar a integral em (2.2.51) foi feito

pela primeira vez por L. D. Landau em 1946 que percebeu a necessidade de efetué-la no

plano complexo v. Landau supds uma parte imagindria para a frequéncia das oscilacoes
o(k) = o' (k) +iy(k) , (2.2.52)

tal que
(k)| < o'(k) . (2.2.53)

A condicao (2.2.53) € conhecida como prescri¢cdo de Landau e informa que as
oscilagdes do plasma sdo fracamente atenuadas ou amplificadas.

O contorno adequado para efetuar a integral em (2.2.51) com (k) dado
por (2.2.52) e satisfazendo a prescri¢do de Landau € uma linha reta ao longo do eixo
real de v com um pequeno semicirculo em torno do polo, conforme ilustrado na figura
2.1.

A integral ao redor do polo resulta em im vezes o residuo calculado nesse ponto.

Dessa forma, a fung¢ao dielétrica em (2.2.51) fica dada por

_ w3 e afo/av ) af()
S clViaad bl 4
gk, 0) =1—— [P/ 7 dv+175a o] (2.2.54)

em que identificamos as partes real e imagindria como
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Im(v)

w/k

Re(v)

Figura 2.1: Contorno de integracdo no plano complexo v de acordo com a prescri¢do de
Landau para o caso em que Y. ~ 0.

) /o
/ _
(k) — P / Il (2.2.55)
= N _n(of) afO
fko) = 20 o (2.2.56)

onde P significa que o valor principal de Cauchy deve ser tomado na integral subsequente.
Por outro lado, podemos expandir a func¢ao dielétrica em (2.2.51) até primeira
ordem em vy, em torno de (k,®'). Assim obtemos a seguinte relagdo de dispersdo para os

modos longitudinais

aSR

E(k, 0 +iy) = Er(k, ) +i {el(k o)+ YL~ "o

] =0, (2.2.57)
=0’
de onde segue imediatamente que

Er(k,0) =0, (2.2.58)

él(k, (1)/)

YL(k) = VR (2.2.59)

As raizes de (2.2.58) fornecem a parte real da frequéncia das oscilacgdes, i.e. a
relagdo de dispersdo para os modos longitudinais, enquanto que a taxa de amortecimento
ou de amplificacdo das ondas € obtida por meio da equacao (2.2.59).

Das equacdes (2.2.55) e (2.2.58) e notando que

/°° L dfo _/“( Jo dv={((v—vs)2) , (2.2.60)

V=V OV oo (V—1g)?
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verificamos que as oscilacdes do plasma devem satisfazer a relagcdo

2

1= k—§<(v—v¢)—2> : (2.2.61)

onde vy = ' /k representa a velocidade de fase da onda.

Assumindo que a velocidade de fase da onda € muito maior que a velocidade

térmica dos elétrons, i.e. vy > v = (kpTe/me)'/?, podemos expandir a fungdo (v — vy)
na série binomial
v 2 v v?
(v—V¢)—2:vq;2(1——) = v | 14+2—+35+ | . (2.2.62)
Vo Vo V¢

Tomando a média em ambos os membros da equacao (2.2.62) e notando que 0s

termos impares se anulam, obtemos

2
<(V—V¢)72> ~ vq:z (] —|—3<:_2>> :quz <1+%kBTe
o o Me

m

) : (2.2.63)

onde utilizamos o teorema da equiparticdo da energia para obter o tltimo membro.
Substituindo (2.2.63) em (2.2.61), obtemos

ey (2.2.64)
€

Percebemos pela equacdo (2.2.64) que se as correcdes térmicas forem peque-
nas, a frequéncia das oscilacdes diferem pouco da frequéncia de plasma. Dessa forma,

podemos substituir &' por (D% no segundo membro dessa equagdo e assim obter

0% = o} + 35k = o} (14 3ApK%) (2.2.65)

conhecida como relagdo de dispersdo de Bohm-Gross [39, 40], que fornece a primeira
ordem nas corre¢des térmicas aos modos de Langmuir.

Vamos agora nos voltar para o cdlculo da parte imagindria da frequéncia das os-
cilacdes. Considerando novamente que os efeitos térmicos sdo suficientemente pequenos,
o denominador em (2.2.59) fica dado por 0gr /0 =20’/ 0)1% ~ 2/wp e assim, obtemos a

expressao

_ Ty {af 0 (2.2.66)

=507 | 5]
2k ov v=0'/k
para a parte imagindria da frequéncia.
A expressao anterior calculada originalmente na referéncia [4] € conhecida na

literatura como taxa (ou fator gama) de Landau. Observamos que dependendo do sinal
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da derivada da fungdo de distribuigéo avaliada na velocidade de fase da onda vy = '/,
as oscilacdes de Langmuir podem ser tanto amortecidas como amplificadas. No caso de
uma distribuicdo Maxweliana, a parte imagindria da frequéncia assume valor negativo
e portanto as oscilacdes eletrostaticas sdo amortecidas no tempo. Esse amortecimento é
extremamente pequeno para kAp < 1, porém torna-se importante para kAp = O(1).

O amortecimento de Landau permaneceu, mesmo apds quase duas décadas de
sua predicdo, sob forte ceticismo da comunidade cientifica. Em parte devido a aspectos
matematicos pouco intuitivos da sua derivacio e ao fato de ndo ter havido preocupacio
em explicar a origem fisica do fendmeno. Uma derivagdo mais bem aceita foi proposta em
1961 por Dawson na referéncia [29]. Nesse trabalho o autor explica o amortecimento de
Landau como resultado de um mecanismo quase-ressonante de transferéncia de energia
(e momento) entre onda e particulas. Finalmente, quase apds duas décadas da sua pre-
dicdo, o amortecimento de Landau foi completamente reconhecido apds sua observagao
experimental [30].

Em 1955 N. G. van Kampen propde uma forma alternativa para derivar o
amortecimento de Landau [47]. Nessa formula¢do, van Kampen mostra que para uma
dada oscilagdo de Langmuir que se propaga com um dado vetor de onda k existe
um espectro continuo de frequéncias reais, que satisfazem o sistema linearizado de
Vlasov-Poisson. Nesse contexto, o amortecimento de Landau nao esta associado ao
decaimento de um modo especifico, mas a um tipo especial de superposicao de solugdes
estaciondrias (com diferentes frequéncias associadas) que hoje levam o nome de modos
de van Kampen. O fato de tais solucdes estaciondrias nessa superposi¢ao viajarem com
diferentes velocidades de fase faz com que a perturbacao inicial seja amortecida por uma
mecanismo conhecido como phase mixing.

Esse mecanismo responsével por gerar o amortecimento de Landau foi estudado
em outros contextos como, por exemplo, no modelo de fluido dividido em feixes intro-
duzido por Dawson na referéncia [48]. No capitulo 4 estudamos o mecanismo de phase
mixing e os efeitos do amortecimento e amplificacdo de Landau por meio de um modelo
hamiltoniano para plasmas [18, 15, 36]. Apresentamos nossos resultados e discutimos co-
nexodes com as abordagens de Landau, van Kampen e Dawson quando o limite do continuo

¢é tomado.

2.3 Descricao linear para plasmas magnetizados

Nessa secdo estamos interessados em descrever os modos eletrostaticos propa-
gativos em plasmas magnetizados proximo as condi¢des de equilibrio. Para isso, calcula-
remos a fungo dielétrica do plasma sujeito a um campo magnetostatico axial By = ByZ

considerando novamente a baixa mobilidade dos ions (aproximacao de ions fixos).
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Admitindo que as particulas que compdem o sistema sdo descritas por uma

funcdo de distribui¢do do tipo
F(x,v,1) =Fo(vi,v) +Fi(x,v,1) ; [P < Fy, (2.3.67)

onde Fy(v,,v;) corresponde a funcdo de distribuicdo de equilibrio dos elétrons, com L
representando a componente da velocidade perpendicular ao campo By.
Assumindo que as perturbacdes se propagam no plasma como ondas planas na

forma

Fi(x,v,t) = F(v) expli(k-x—oxt)], (2.3.68)
E(x,t) = E expli(k-x—owr)], (2.3.69)
B(x,r) = Bexpli(k-x—owr)], (2.3.70)

podemos novamente (assim como fizemos na se¢do anterior para plasmas livres) resolver

a equacdo de Vlasov linearizada

oF; (x,v,1) e oF) e oF (X, V,t)
_— -V F ——E _— = — By ——— 2.3.71
ot + (V ) 1(X7V7t) e (X,l‘) v e (V X 0) v , (2.3.71)
em termos dos coeficientes Fj(v), E e B.
Substituindo (2.3.67) - (2.3.70) em (2.3.71), obtemos
. e oFy(vy,v;) e oF; (V)
— —k-v)F ——(E B),———— By)- . 2.3.72

i(o V)Fi(v) me( +vxB) ™ o (vxBy) . (2.3.72)

Como o campo magnetostatico externo possui somente componente ao longo do

eixo-z, o segundo membro de (2.3.72) fica dado por

e aFl(V) PN ( aFl 8F1> _ dF1 (23 73)

—(vxBy) - = Vys— — Vy5— —Wc——
me( ) ov xavy Y v, “dy
onde ®, = eBy/m, representa a frequéncia ciclotrénica dos elétrons e ¢ o dngulo polar no
sistema de coordenadas cilindricas definido no espaco das velocidades.

Das equacdes de Maxwell, temos

1
B=—kxE, (2.3.74)
W

que, juntamente com a identidade para o produto vetorial triplo, nos permite obter

(vxB). 20 :Ol)[(v-E)k—(v-k)E]-%.

. (2.3.75)
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Substituindo (2.3.75) e (2.3.73) em (2.3.72), obtemos

oFy
—1 F]Z W

dF ,((x)—k~V) e
2.3.76
do (8 WM { ( )

1
E+6[(V-E)k—(v-k)E]}-
Admitindo que a perturbacdo se propaga ao longo do eixo-x (i.e., kL By),
obtemos a equacao diferencial de primeira ordem

dF —k
1 _i((x) vg:osd))F1 _ e

{ 9k (cosQE, +sinQE, )+
BvL

do 0 WM,
k [ OF oF) 9Fy
|:a) (VZE — Vj_a—vz) ¢+ a—Z:| Z} N (2377)
que admite a solugdo
1 ¢
AW) === [ u(@)g@)de 2378)
u(9) J—eo
onde o fator integrante, u(¢), é dado por
@) =exp|—i () oti L) sing (2.3.79)
u(0) =exp l(ch)l(DcSl 3.

e q(0) representa o segundo membro de (2.3.77).
Se mudarmos a varidvel de integra¢do para ¢’ = ¢ — ¢”, a equagdo (2.3.78)

assume a forma

. e sm¢ aFo
R = o /{au cos(9— O)Ex + sin(0— B,
k(% ., o Ny 2] g L ee@) g
+ [0) (Vzavl —vy 8vz> cos(0—¢') + avz] EZ} es\/de’ | (2.3.80)
onde -
A . PV
g(¢) = <03c) o +i < o, )sm(d) ¢) . (2.3.81)
A densidade de corrente é dada por
J(r,t)=J expli(k-x—ot)] , (2.3.82)
onde a amplitude complexa J é
J=—e / vE(W)dy . (2.3.83)

Expressando a velocidade e o elemento de volume em coordenadas cilindricas,
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temos
1) 2T o
J:—e/ devl/ d([)/ dv Fi(v)(v cosOX+v sind §+v, Z) . (2.3.84)
0 0 —o0

As amplitudes da densidade de corrente e do campo elétrico estdo relacionados

por meio do tensor condutividade elétrica da seguinte forma:
Ji= GijEj . (2.3.85)
Substituindo (2.3.80) em (2.3.84) e utilizando as equacdes em (2.3.85), obtemos

6ij=ViW;(vi,v:,90), (2.3.86)

onde definimos os vetores V e W por

vo_© [ v [ a /Zﬂd (
= — 1% 1% 1% X
mew Jo avy L ¢ exp

3 Si-cos(9— )
w— /O o explg(0')] o ©5in(9 — ¢') L (23.89)
£ (12 =0, ) cos(o— )+ 20

Vamos nos limitar ao cdlculo da componente Gy, que serd suficiente para as and-

cos ¢

) sind , (2.3.87)
1

lises posteriores. Para isso calcularemos primeiramente a integral em ¢’ da componente
W, dada por

L= /0 " 4o cos(d— o) explg(6))] . (2.3.89)

Diferenciando (2.3.81) em relagdo a ¢’, obtemos

i(’)c dg((l),) '

, ()
—0) = 2.3.90
cos(p—¢') kvL—i_ ko do (2.3.90)
Assim, a equacao (2.3.89) fica
o [~ ,
I = —/ do explg +1—/ d{explg( (2.3.91)
kv Jo

uma vez que d{exp[g(¢')]} = exp[g(¢')]d¢’. Portanto,

0 [ o, kv
I =— / N —i—s i L . 2.3.92
1 ku/o dd’ explg(0')] 1kvl exp <1 o sind (2.3.92)
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Para calcular a integral em (2.3.92), vamos introduzir a varidvel

kv L
®c

£ = (2.3.93)

e expressar o termo exp[g(¢’)] por uma série em termos das fungdes de Bessel J,(§)

explg(¢))] = Z Ju () exp(ind) expli(®w/o. —n)o'] . (2.3.94)

Nn—=—o0

Substituindo (2.3.94) em (2.3.92) e efetuando a integracio em ¢’, obtemos

i i Jn(&) exp(ing) (2.3.95)

kv, =, (00/o.—n)

I = —%exp(i&sin(i)) +

O préximo passo para obtermos a expressdo de Oy, € calcular a integral com

relagdo a ¢, que denotaremos por . Substituindo (2.3.95) em (2.3.86), obtemos

27

L= dd cosd | — io & Ju(€)exp(ing —igsing)
0

é Tl (@/oc—n)

(2.3.96)

O primeiro termo entre colchetes se anula quando integrado, e para calcular o

segundo termo devemos notar que € possivel escrever

coso = E - E% (ind —i&sin¢) . (2.3.97)

Dessa forma, a integral I, fica dada por

. oo 2n
L = %n_-woj%in{g o 4 xpline=iceing)

i o o
+g /0 d[exp(mq,_lgsmq))]}. (2.3.98)

A segunda integral entre chaves se anula, enquanto que a primeira integral pode

ser obtida da relagcdo

" dd exp(ing —iEsing) = 27, () , (2.3.99)

conhecida como integral de Bessel.

A equagdo (2.3.98) assume portanto a forma

2@ & nJE(E)
L= for n;w ofonn (2.3.100)
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Esse resultado pode ainda ser reescrito de uma forma ligeiramente diferente

_miy /A
Z ek (2.3.101)

Como J_,(&) = (—1)"J,(§), o somatério do primeiro termo entre colchetes se

anula e assim obtemos
oo 2 JZ

2n1
)

n=—oo

. 2.3.102
o)/coC —n ( )

Uma vez efetuadas todas as integrais angulares, obtemos para a componente Gy,

a expressao

2 00
e 2 aFO
=— d —Dnhd 2.3.103
Oxx memc/() viavy = oy vy 24av; . ( )
Assim, substituindo (2.3.102) em (2.3.103), temos
2mie? o aFO < JZ(&)
=— 2d / dv, —_— 2.3.104

Assumindo uma fungdo de distribuicao de equilibrio maxwelliana

3/2 2 2

m me(v +v

Fy(v) = ng ( ZnK;T ) exp [—%} (2.3.105)
€ €

¢ definindo a variavel adimensional

KpT. k*
V=2t (2.3.106)
me 2
a integral em (2.3.104) fica dada por
; 2 oo 2 oo 2
inge n ) S
=—7 J, ——|d 2.3.107
Oxx me(DcV2 n_z:w (D/(DC —l’l) /0 & n(§> exp ( ZV) i ’ ( )

onde utilizamos a integral Gaussiana

/oo dx exp(—ow) = \/g. (2.3.108)

Para efetuar a integral em (2.3.107) utilizaremos a integral segunda de Weber
[49]

= 1 a’ +b? ab
2.2
— =— — I, 2.3.1
/0 dx exp(—p~x~)J;(ax)J;(bx)x 3 exp( 5 ) ] ( 2) , (2.3.109)

onde I,(x) representa as fun¢des de Bessel modificadas, que estdo relacionadas com as
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funcdes de Bessel por
I (x) = (—1)"J,(ix) . (2.3.110)

Substituindo (2.3.109) em (2.3.107), obtemos

. 2 — oo ) —
inge” exp(—Vv) Z n“l,(V)

= : (2.3.111)
mewc A% Nn=—oo ((1)/0)(; - n)

Cxx =
As componentes Gy, Oy;, Oz, € Oz, 830 nulas, haja vista que seus integrandos sao
funcdes impares de v;.

Das equacgdes de Maxwell e com os campos dados em (2.3.69) e (2.3.70),

obtemos
IXxE = B, (2.3.112)
im
ik xB = —SeE, (2.3.113)
C
onde )
e=1+— ¢ (2.3.114)
(V)]

€ o tensor constante dielétrica (ou permissividade elétrica relativa) do plasma.
De (2.3.111) e (2.3.114), temos

O exp(—¥) & ()
(ooic \Y n:z_:w(w/coc—n)'

€y =1— (2.3.115)

Nas formas de componentes, as equacdes (2.3.112) e (2.3.113) ficam dadas por

B.—0. (2.3.116)
E. = —%’By , 2.3.117)
E, = %’BZ , (2.3.118)
O (e ey Ey) =0, (23.119)
(et 8y Ey) = B (23.120)
—%SZZEZ —B,, (2.3.121)

onde usamos o fato de que Gy; = Gy; = Oy = Gy, = 0.
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2.3.1 Modos de Bernstein

Para analisarmos os modos longitudinais, vamos assumir E || k, isto é, E = E,X.

Nesse caso, a equacdo (2.3.119) assume a forma

exEx =0 (2.3.122)
e consequentemente, para uma solucdo nio trivial (Ey # 0), obtemos

€ =0, (2.3.123)
cuja expressao explicita é

oy exp(—V) & (V)
oacgc \Y )y (0/®.—n)

n——oo

1=

(2.3.124)

Utilizando a propriedade I_,(V) = I,(V) das fun¢des de Bessel modificadas,

temos -
Y, n,(v)=0. (2.3.125)
ne=—sco
Somando (2.3.125) ao segundo membro de (2.3.124) e introduzindo ® = ®/®,,
obtemos ) . )
1= b &P (=) y (V) (2.3.126)
(")c v n=-—oo (('0 - I’l)

Essa equacao deduzida originalmente por Bernstein [44] estabelece uma relacdo
implicita entre as quantidades adimensionais V e ® relacionadas, respectivamente, ao vetor
de onda e a frequéncia das oscilagdes longitudinais que se propagam perpendicularmente
ao campo magnetostdtico. Diferentemente das oscilagdes de Langmuir discutidas na
se¢do anterior, 0s modos de Bernstein nao sofrem atenuacdo ou amplificacio, dado que a
equagao (2.3.126) admite apenas solucdes para @ e V reais.

Um aspecto importante dessa relagdo de dispersao € que para um dado valor fixo
de Vv, existem infinitos valores possiveis de @ tal que o primeiro e o segundo membro
dessa equacdo se igualam. Essas ondas foram observadas por sondas espaciais e os dados
coletados sobre sua dispersdo foram utilizados, por exemplo, por Moncuquet, Meyer-
Vernet e Hoang [50] para inferir a temperatura dos elétrons no plasma magnetizado da

lua Io de Jupiter.
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2.4 Modos coletivos na presenca de campo de radiacao

Vimos que quando um campo magnetostatico By = ByZ € o inico campo externo
presente no plasma as oscilacdes eletrostéticas que se propagam no plano-xy sao os modos
de Bernstein. Contudo, quando introduzimos no sisttma um campo eletromagnético
E(t) = Eycos(m;¢)% na aproximacio de dipolo elétrico !, a relacio de dispersio é obtida

a partir da fun¢do dielétrica [38] (cujos cdlculos estdo detalhados no apéndice D)

e(6,0)=1— w‘;e"p& Z (Y E) Z : LEY, (24127

= (Q— m@d,)?

expressa em termos das varidveis adimensionais § = #‘(‘%k e Q = Q/w. associadas ao
vetor de onda e a frequéncia dos modos respectivamente. A constante ®; € a razao entre
a frequéncia da radiacdo e a frequéncia ciclotronica e o inteiro M representa o nimero
méximo de fétons do campo eletromagnético absorvido ou emitido pelos elétrons. A
funcdo /; € a funcdo de Bessel modificada de ordem / e J,, a funcdo de Bessel de ordem
m, cujo argumento envolve o parAmetro Y = ZVVT‘}’IIJ—@%,
a velocidade de deriva dos elétrons devido aos campos cruzados.

com vq = Eg/By representando

Na presenca de campo externo de radiacdo os modos coletivos do plasma sdo

obtidos a partir das raizes da funcdo dielétrica (2.4.127) e satisfazem portanto a equacao

= (D_I%exp ZJZVﬁz )

2
o X Ny L&) . (2.4.128)

A estratégia utilizada para a obtencado das solucdes de (2.4.128) foi fixar um valor
& = &* e utilizar o método de Newton-Raphson para obter o valor de Q correspondente.
Como para cada valor de &* existe uma infinidade de solugdes da relacdo de dispersdo, se
faz necessario também especificar o intervalo de frequéncias em que estamos procurando
as raizes. Em nossos resultados nos detivemos ao célculo das frequéncias préximas aos
quatro primeiros harmonicos ciclotronicos (i.e. Q < 50.). O segundo somatério em
(2.4.127) foi truncado em [ = 30 visto que, para os parametros utilizados na obten¢do
dos resultados, as contribui¢des dos termos / > 30 sdo despreziveis.

Observamos que a influéncia do campo eletromagnético externo se faz exclusi-
vamente por meio do parAmetro Y. Ha dois fatores que contribuem para valores substan-
ciais desse parametro: a razdo entre as velocidades de deriva e térmica e a razdo entre as

frequéncias da radiacdo e ciclotronica. Quando Y — 0 (vq < v, € ®; % ) as fungdes de

'Nessa aproximagio desprezamos a dependéncia espacial do campo dado que assumimos seu compri-
mento de onda muito superior ao comprimento de Debye.
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—— Bernstein — M=1 M =3 — M= — M=5

Figura 2.2: Relacdo de dispersdo dos modos longitudinais de um plasma magnetizado em
regime quase-ressonante @, — 1. Os gréficos correspondem a modos associados
a processos envolvendo diferentes nimeros de fétons do campo de radiacdo
para os quatro primeiros branches da funcdo dielétrica. Utilizamos os seguintes
parametros: Eg = 1.0 Vm!,By=1.0T,KgT =10eV e ny = 10 m3.

Bessel J,, comportam-se como deltas de Kronecker e dessa forma, a equacdo (2.4.128) se
reduz a relacdo de dispersao para os modos de Bernstein (2.3.126).

A figura 2.2 apresenta a relacao de dispersao para diferentes nimeros de fétons
para os quatro primeiros ramos no regime quase-ressonante (®; ~ 1). As curvas em
cinza correspondem aos modos de Bernstein. Observamos nesse regime que a presenca
do campo de radiagdo “acelera” a atenuacdo dos modos para os modos ciclotronicos.
Destacamos ainda um aspecto interessante que diz respeito a existéncia de um cutoff
para frequéncias inferiores aos harmonicos ciclotronicos. Observamos no primeiro branch
(Q < 2) da relacdo de dispersdo ilustrada na figura 2.2 que ndo existe modo com
frequéncia inferior a frequéncia ciclotronica quando um udnico féton € considerado nas
transi¢cdes eletronicas. Para o segundo branch, notamos que além da curva M =1, a
curva referente a M = 2 também nao admite modo com frequéncia inferior a frequéncia
harmonica ciclotronica Q = 2@,. Esse comportamento se repete nos outros dois branches,
onde fica nitido, por exemplo, no quarto branch que somente a curva M = 5 admite
frequéncia abaixo do harmonico ciclotronico Q = 4®.. Para modos mais energéticos
(Q > 1), o célculo das raizes da fungio dielétrica fica sujeito a muitas flutuacdes

numéricas. Contudo, esperamos que o comportamento descrito anterioremente continue
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Figura 2.3: Novas assintotas da funcao dielétrica no regime nao ressonante. A curva en cinza
corresponde a relacdo de dispersdao de Bernstein. Utilizamos como pardmetros
para as plotagens By =2-107*T, kgT =1eV,ng=10"m=>3, M =3¢ Ey =
1.0 Vm~!. Fixamos @, = 0.2 e observamos que as assintotas verticais tornam-se
mais nitidas a medida que o nimero de onda aumenta.

se repetindo e assim, para o n-€simo ramo, todos os modos M < n devem possuir
frequéncias superiores a frequéncia harmonica ciclotronica associada a esse intervalo.
Nas figuras 2.3 e 2.4 analisamos os modos propagativos no regime nao resso-
nante, i.e. quando a frequéncia do campo eletromagnético é significativamente diferente
da frequéncia ciclotronica. Notamos pela equacgdo (2.4.128) que a presenga do campo de
radiagdo em regime ndo ressonante produz novas assintotas da funcdo dielétrica, além
daquelas previstas na referéncia [44]. Essas novas assintotas ocorrem em multiplos de ®;
e podem ser observadas nos gréaficos em 2.3. Observamos que para baixos valores de &,
a funcao dielétrica para plasmas magnetizados sujeitos a campo externo de radiagdo pra-
ticamente ndo difere da funcdo dielétrica derivada por Bernstein (curva cinza). Contudo,
a medida que o nimero de onda aumenta, essas novas assintotas e novas raizes (novos

modos propagativos) tornam-se mais nitidas. Conforme podemos observar na figura 2.4,
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et
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0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00 2.25 2.50

Figura 2.4: Relacdo de dispersdo para diferentes valores de @, no regime nio ressonante.
as novas assintotas se refletem (nos graficos Q vs. &) em novas frequéncias assintéticas
Q = n+n'®; com n,n’ € N* dos modos propagativos do plasma. Assim, o principal efeito
da presenca de radiagdo em regime ndo ressonante (®; % ®.) € introduzir novos modos
harmonicos no sistema. Obsevamos que além dos modos harmonicos ciclotronicos o sis-

tema exibe também modos harmonicos associados a frequéncia do campo de radiagdo.

2Entenda por frequéncia assintética Q(&) com & — oo.



CAPITULO 3

Efeitos nao lineares decorrentes do

aprisionamento de particulas

Nesse capitulo discutiremos os efeitos nao lineares em plasmas livres decorrentes
do aprisionamento de particulas no poco de potencial da onda eletrostitica (onda de
Langmuir). Para isso, iniciamos com a apresentagdo de um modelo mecanico bastante
simples, porém capaz de evidenciar importantes aspectos ndo lineares da dindmica:
como os conceitos de particulas ressonantes e sincronizacdo onda-particula. Em seguida,
apresentaremos a teoria quase-linear [32, 33, 51, 45] bem como suas principais predicdes
e finalizaremos o capitulo discutindo o método semi-lagrangiano [52, 53, 54] amplamente

utilizado para a resolu¢do numérica da equagdo de Vlasov em sistemas unidimensionais.

3.1 Rederivando o amortecimento de Landau por meio

de um modelo mecanico simples

Apresentaremos aqui, com base nas notas da referéncia [55], uma forma ndo
muito usual nos livros texto para derivar a taxa de decaimento ou amplificagdo de Landau.
Explicaremos esse fendmeno por meio de um modelo mecéanico bastante simples e
ferramentas matemadticas que nao vao além de técnicas padrdo para resolucao de equagdes
diferenciais ordindrias.

Consideremos o problema paradigmatico de uma particula carregada em um
campo eletrostético, cuja equacdo de movimento é dada por

2
d—X:—eE—Wcos(kX—(x)t), (3.1.1)
dr? m

onde X representa a trajet6ria da particula', @ a pulsa¢io da onda e k = 27/L seu vetor

! Adotamos a letra maitiscula para evitar ambiguidade entre a condigio inicial da particula xg e a primeira
aproximagio de Picard Xy (7). Essa notacdo serd util também mais adiante para fazer a distin¢do entre a
trajetéria da particula X (¢) e o espago sobre o qual a densidade de energia eletrostdtica serd integrada.
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de onda (com L representando o periodo espacial do campo eletrostético).
Por simplicidade, vamos adotar o referencial da onda tomando ® = 0. Dessa

forma, a equacao de movimento pode ser reescrita como

d2
WISCOS]CX s (312)
onde € = —¢E,, /m é um pardmetro com dimensio de acelerac¢do, que serd importante para

as andlises aproximativas que faremos a seguir.

Integrando a equacao (3.1.2) em relagio ao tempo, obtemos

1
X(t) = u+8/ dt' coskX (1) , (3.1.3)
0

onde u representa a velocidade inicial da particula.

Conhecendo as condigdes iniciais X (0) = xo € X(0) = u podemos assumir o
movimento livre (ou balistico) Xo(¢) = xo + ut como ponto de partida para a obtencéo das
solucdes aproximadas de (3.1.3). Assim, a primeira aproximacao ¢é calculada da seguinte

forma

t
Xi(t) = u—|—£/ dt' coskXy(t') . (3.1.4)
0

Iterando este processo n+ 1 vezes obtemos uma sequéncia de aproximagdes
sucessivas (sequéncia de Picard), satisfazendo X,,(0) = u e X,,(0) = xo, cuja férmula geral

¢ dada por

t
X 1(1) = u+€ / dt’ coskX (') | (3.1.5)
0

com 7 sendo um inteiro ndo negativo.
A primeira aproximagdo para a trajetéria da particula é obtida integrando-se

ambos os membros da equacdo (3.1.4). Como resultado obtemos

1
X1 (t) = Xo(t) — k_gu [sinkxot + = (costo(t) - coskxo)] : (3.1.6)

onde o segundo termo do lado direito representa a primeira correcio ao movimento
balistico.

Assumindo n = 1 na equagdo (3.1.5) e definindo Aus(¢) = X>(¢) — u como a
variacdo da velocidade em relacdo a velocidade inicial, entdo a contribuicdo de primeira

ordem (na amplitude da onda) para Au;(¢) é dada por
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t
Augl)(t) = 8/ dr’ [costl(t')}(O)
0
t
= 8/ dt’ coskXo(t') . (3.1.7)
0

Vale notar que nesta notagdo o indice inferior indica o elemento da sequéncia de
Picard enquanto que o indice superior representa a ordem em €.

A contribui¢do do termo de segunda ordem € dada por

t
M) = e / dr' [coskx; (r')]
0

2t
€
= ﬁ/ dt’ sinkXy(t") {ut’ sinkxo + coskXo(t') — coskxg| . (3.1.8)
u=Jo
Tomando a média nas posi¢des iniciais pode-se facilmente mostrar de (3.1.7)

que, em primeira ordem em €, ndo ha variacdo na velocidade média da particula, i.e.

<Au§1)(t)>x0 ~0. (3.1.9)

Para o termo de segunda ordem, o valor médio da variacdo na velocidade da

particula é diferente de zero e dado por

(2) g2 1
<Au2 (r)>x0 s (coskut — 1 Shur sinkut) . (3.1.10)

O gréfico na figura 3.1 nos permite fazer relevantes observagdes sobre a dindmica
do sistema onda-particula descrito por meio desse simples modelo mecanico. Uma impor-
tante caracteristica desse sistema € a localidade da interacdo no espacgo das velocidades.
Observamos que particulas que inicialmente possuem velocidades proximas a velocidade
de fase da onda (1 ~ 0) sofrem significativas alteragdes na trajetdria balistica, enquanto
que as demais permanecem praticamente inalteradas.

Com base nessa observagado, pode-se entdo dividir o sistema em dois conjuntos:
o primeiro que contém as particulas com velocidades substancialmente diferentes da
velocidade de fase da onda e que por isso ndo trocam momento € energia com ela
(particulas nao ressonantes) e o segundo que corresponde as particulas que efetivamente
interagem com a onda (particulas ressonantes). Além da localidade nas velocidades outro
importante aspecto da dinamica € a sincronizacdo que ocorre entre as velocidades das
particulas e a velocidade da onda. Esse processo foi verificado experimentalmente em
um traveling-wave tube (TWT) [22] (aparato especialmente projetado para o estudo da
interacdo onda-particula em plasmas) em concordancia com a expressdo de segunda
ordem obtida em (3.1.10).
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Figura 3.1: Comportamento do valor médio da variacdo da velocidade da particula (com
correcdo até segunda ordem em €) com sua velocidade inicial u relativa a onda.
O processo de sincronizacdo pode ser verificado pela andlise de sinal do produto
u-Auy.

De agora em diante, como todas as andlise sdo feitas para valores médios das
quantidades fisicas, omitiremos a notagao (... ),, porém subentende-se que a média sobre
as posi¢des iniciais € tomada. Além disso, podemos interpretar as quantidades fisicas
como sendo referentes a um feixe de particulas rotulado pela velocidade inicial u.

Assumindo que cada feixe possui uma densidade n, de particulas, a variacao na

densidade de momento total das particulas é dada por
Api(t) = m Y mAul (1) . (3.1.11)
u

No limite de uma distribuicdo continua das velocidades dos feixes, a densidade
de momento total transferido pela onda para as particulas (ou das particulas para a onda)

no intervalo de tempo A é dada por
me?> [ 1 1 )
Apx(t) = 7/ duFy(u)— | coskuAt —1+ EkuAt sinkuAt | (3.1.12)
—oo u

onde F, (1) = F (u+ m/k) representa a distribuicao de velocidades no referencial da onda
e fizemos a substituicao ¢ por At por razdes didaticas.
O fator 1/ 1> no integrando indica que a maior contribuico para a integral vem

do intervalo préoximo a u = 0 (varia¢cdo no momento € local nas velocidades), o que nos
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motiva a expandir a fun¢io Fyy(«#) em torno da origem para obter a seguinte expressao

me2 e "
Ap(t) = k—i/_mdu {FW(O)+FV'V(u)u+FWT(O>u2+...]

1 1
X [—3 (coskuAt — 1+ EkuAt sinkuAtﬂ . (3.1.13)
u

Como o segundo fator entre colchetes na integral € uma fung¢ao impar, apenas as
poténcias impares em u no primeiro fator fornecem contribui¢do ndo nula para a integral.
Dessa forma, até segunda ordem em u, obtemos a seguinte expressdo para 0 momento

total transferido

At —1 At si A
Ape(t) = kz / duF! ( (cosku t k tsinku t> . (3.1.14)

2u

O termo (coskuAt — 1)/u? pode ser integrado por partes e no limite At — 0 a

taxa de variagdo temporal no momento é calculada como

A *no = fr(0) sinaA
pk(t)__mskno/ dafw()smgf (Ar—0), (3.1.15)

At 2
onde fy,(0) = ny ' Fyy(0) com ng representando a densidade inicial de particulas e o0 = ku.
Podemos finalmente obter uma expressdo compacta para a taxa de variagao do
momento total das particulas se utilizarmos a identidade lima;_,¢ sin (xAz) /At = wd(x) no
integrando em (3.1.15). Dessa forma, obtemos
Apk(t) dpk(t) TCmE no

li = = .1
Azlglo At dt 2k (/ k) (3.1.16)

onde omitimos o subindice da fun¢do de distribui¢do para nos referir ao referencial do
laboratorio.

Nesse ponto vale notar, pelo sinal da derivada f’(®/k), que as particulas podem
estar (na média) ganhando ou perdendo momento para a onda. Dentro do contexto apre-
sentado nessa se¢do, esse resultado € bastante razodvel e intuitivo. Por exemplo, no caso
de uma distribuicao suave e monotonicamente crescente, existe um nimero maior de par-
ticulas “rapidas” (v > ®/k) cedendo momento para a onda e portanto contribuindo para
a amplificacao das oscilagdes. Por outro lado, distribuicdes monotonicamente decrescen-
tes possuem mais particulas “lentas” (v < ®/k) que retiram energia da onda e portanto

contribuem para a atenuagdo das oscilagdes.
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3.1.1 Conservacao do momento total

A andlise feita até agora na perspectiva das particulas nos permite obter infor-
macodes também referentes a onda uma vez que o sistema esta sujeito ao vinculo de que a
densidade de momento total pi ¢ = px + pw € conservada.

A densidade de momento da onda, por sua vez, é composta de duas partes com
contribuicdes iguais [29, 55]. Uma parte referente ao momento armazenado no campo
eletrostdtico Ey, (x,t) = Ey cos(kx — t) e outra associada ao movimento oscilatério das
particulas do bulk >

Pw = Pw.E Tt Pwbulk = 2Pw,E - (3.1.17)

A contribuicdo do momento armazenado no campo eletrostitico é dada por
PwE(X) = eokE2, sinz(kx) /2® [55]. Tomando a média dessa quantidade no periodo es-

pacial do campo, obtemos

eokE2 k /Zﬂ/k . eokE2
= — kxdx = —— . 3.1.18
PWE=0 nlo T YT Tao ©3.1.18)
Podemos entdo recorrer a conserva¢do do momento total (dpy /dt = —dpy/drt)

e obter a seguinte equacgdo de evolucao para o quadrado da amplitude da onda

dE2 1o

d_;w = pmg "(w/k)E3 . (3.1.19)
Dessa forma, a evolucdo da amplitude da onda € descrita por uma solucdo

exponencial na forma

Ey(t) = Ew(0)e™ | (3.1.20)
com o coeficiente de amortecimento ou amplificagdo dado por

3

TW
Pf(o/k) . (3.1.21)

YL:W

Assim como fizemos na se¢do 2.2.2 também assumimos o limite de plasma frio
(w =~ ®p) para deduzir a expressdo acima para o fator de Landau. Mostramos nessa se¢do
como os efeitos de Landau podem ser derivados por meio de um modelo mecanico simples
para a interacdo onda-particula. A andlise perturbativa de segunda ordem na amplitude
da onda foi capaz de evidenciar o0 mecanismo de sincroniza¢do entre onda e particulas
responsavel pelos fendmenos de atenuacao ou amplificagdo da onda. Conforme vimos na

equagdo (3.1.9), tal mecanismo ndo pode ser observado se considerarmos somente termos

ZNo contexto da teoria cinética o bulk da distribui¢io pode ser interpretado como o intervalo de
velocidades que contém as particulas ndo ressonantes.
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de primeira ordem na perturbacdo. Portanto, do ponto de vista da teoria linear, um outro
mecanismo deve ser responsdvel por gerar o amortecimento ou a amplificagdo da onda.
No capitulo 4 discutiremos esse mecanismo com base na formula¢do hamiltoniana de
feixes monocinéticos. A derivagdo mecanica apresentada nessa se¢ao tem a vantagem de
ser mais intuitiva que a derivagdo cinética discutida no capitulo anterior uma vez que nao
ha necessidade de lidar com singularidades e prescricdes apropriadas de contornos de
integracdo. Além disso, em cada etapa dos cdlculos podemos evidenciar aspectos fisicos

da dinimica.

3.2 Teoria Quase-Linear

Conforme vimos na se¢do 2.2, na teoria linear das oscilacdes eletrostéticas
em plasmas, a funcio de distribui¢do eletronica € dividida em dois termos: uma parte
nao oscilante estaciondria € uma pequena correcao oscilatéria. Diferente da formulacdo
linear, a abordagem quase-linear considera as variagdes temporais, embora que suaves, da
componente ndo oscilatoria, i.e. d;,Fy # 0. Dessa forma, a fun¢do de distribuicdo passa a
ser escrita como

F(x,v,t)= Fo(v,t) + F(x,v,t) (3.2.22)

—— ——
ndo oscilante  corre¢do oscilatdria

tal que Fo(v,t) = ‘}griol F(x,v,t)d’x, onde V é o volume sobre o qual a integral é
efetuada.

Apesar da teoria linear apresentada no capitulo 2 ndo levar em consideracio a
conexao entre essas duas partes, as oscilacdes no plasma de fato afetam a parte ndo
oscilante da funcdo de distribuicdo [56] o que se reflete em alteragdes significativas
dos modos longitudinais de propagacdo [57, 58]. Os primeiros trabalhos que relataram
esse fendmeno estdo reportados nas referéncias [32, 33] e deram origem ao que hoje
conhecemos como teoria quase-linear.

As equagdes bésicas da teoria quase-linear sdo obtidas a partir das equacgdes de

Vlasov e Poisson para as varidveis dindmicas F = F(x,v,t) e E = E(x,7)

oF e oF
E = Vo , Vo= ei </Fd3v—n0> . (3.2.24)
0

s

Assumimos que o campo eletrostatico € suficientemente fraco de forma que
podemos desprezar os efeitos associados a interacdo entre diferentes modos. Assim, o

campo pode ser expresso pela seguinte superposicao de modos linearmente independentes
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E =) Ex(r)exp (ik-r—io(k)r) , (3.2.25)
k

onde os coeficientes Ex da expansdo em (3.2.25) representam as amplitudes complexas
das oscilagdes, que variam lentamente com o tempo.

A teoria quase-linear se baseia ainda em duas suposicdes a respeito da natureza
do pacote de onda em (3.2.25). A primeira é a de que as fases d(k) de diferentes
amplitudes complexas Ey sido independentes e aleatérias®. Isso significa que a média de

cada amplitude sobre as fases é nula, ou seja
(Ex(2)) =0, (3.2.26)
onde o braket (...) indica a média sobre §(k). Segue ainda dessa hipétese que
(Ex(t) - By (1)) = [Ex (1) P8 e - (3.2.27)
Férmulas similares também sdo validas para as amplitudes do potencial

(k) =0,  (Qk(1) ey (1)) = O (1) Py (1) Sic e - (3.2.28)

A segunda consideracdo é de que o campo eletrostatico € uma onda quase-
monocromadtica, ou seja, o pacote de onda em (3.2.25) € dado sobre um intervalo
estreito no espaco dos vetores de onda. Dessa forma, o niimero de particulas ressonantes

interagindo com a onda € consideravelmente menor do que o nimero total de particulas
[ avy [ @viFEy. <o (32.29)
Aw

onde v| € a componente da velocidade paralela a k e Aw = A(o(k)/k) € o intervalo das
velocidades de fase, correspondente ao intervalo de valores de k do pacote de onda.
Feitas essas consideracOes, podemos agora substituir a equacao (3.2.25) em
(3.2.23) e em seguida tomar a média sobre as fases (k) para obter a seguinte equago
oF)

e oF; _
§+(V'V)Fo_m_6<E'W>_O’ (3.2.30)

que para uma distribuicdo de equilibrio espacialmente uniforme assume a forma

o _ i<E aFl> . (3.2.31)

o me\ oV

3Essa hipétese é conhecida como aproximagio de fase aleatéria [59, 60] originalmente introduzida por
Bohm e Pines (1951).
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A equagdo (3.2.30) fornece a evolugdo da fun¢do de distribui¢do de equilibrio
dos elétrons. Diferentemente das equagdes da teoria linear que discutimos no capitulo
anterior, a equacao (3.2.31) é de segunda ordem na perturbacdo. Observamos que nao ha
dinamica da distribuicdo Fy se o termo de O(2) for negligenciado.

Sabemos, por outro lado, que a parte oscilatoria da funcdo de distribui¢do satisfaz
a equagdo

oF) oF\
=t (v-V)F| — . (E W) =0. (3.2.32)

Nosso problema consiste em obter uma expressao para F; em termos de Fy
(Fi = Fi{Fo}) e substituir essa expressdo em (3.2.31) para obter uma equagdo contendo
somente Fp. Para isso, assim como fizemos para o campo eletrostético E, vamos expandir

a fungdo Fi(r,v,t) em série de Fourier

(r,v,t) ZF (v,t)exp (ik-r—io(k)r) . (3.2.33)

Substituindo (3.2.33) em (3.2.32) e notando que o campo pode ser escrito em

termos dos potencial eletrostitico, na forma

Zlk(pk exp (ik-r—io(k)r) , (3.2.34)

obtemos uma equacao diferencial de primeira ordem para cada coeficiente de Fourier

IFE (v,1) . | ie oFy
kT—I—l(k-v—m(k))Fk( J(v,1) = o Ook(Ok 0 (3.2.35)

Integrando essa equacdo e assumindo que a perturbagdo € nula em # = 0, obtemos

Rv0) = =1 ["atenp kv —oti) (= )oute) [i D] 230

Das equagdes (3.2.33), (3.2.36), (3.2.34) e lembrando que estamos considerando
uma perturbacido quase-monocromdtica, o termo dentro dos brakets em (3.2.31) fica dado
por

H_ed T ki )] at'exp 6y @)~ 1) K- 52
(3.2.37)
Tomando a média do segundo membro de (3.2.37) sobre as fases e assumindo a

aproximacgdo de fases aleatdria (3.2.28) podemos escrever a equagdo (3.2.31), no limite
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de k contl’nuo, da seguinte forma
Fo(v,t) = E Ji(v,1) (3.2.38)
al 0 9 - a ; 1 ) ) Rt

com as componentes do vetor J dadas por

2 oo
o)=Y [ [ anikieio) [ "’ expli(kyy — oK)t - t))(pk(t')g—@ ,

' (3.2.39)
onde k| e k| representam, respectivamente, as componentes de k paralela e perpendicular
a velocidade v dos elétrons.

A equacdo (3.2.38) possui a forma de uma equacao de difusdo no espago das
velocidades 3R 3 OF

0 0
5 = ;a—wl)ﬁgj : (3.2.40)
onde D;; = D;;(v,t) representa o coeficiente de difusao.

Considerando que dF,/dr e os coeficientes @ (') sdo fungdes suaves do tempo e
que v ndo € uma velocidade ressonante, a principal contribuicdo a integral em (3.2.39) vem
do intervalo em que ¢’ =t por conta das oscila¢des rapidas do integrando. Por outro lado,
se v € uma velocidade ressonante, i.e., se kv ~ ®(k), podemos expressar a exponencial
no integrando em uma série de Taylor em torno de ko, onde ko € o valor de k| tal que
kv = o(k). Dessa forma intercambiando as integrais em (3.2.39) obtemos um integrando

da seguinte forma

[ ki giyonls exp (kv — 00" ~1)

i on(k
~ /w dAkykik oy (1)@ (1) exp (i (V - %ﬂ

>Ak||(t'—t)> . (3.2.41)
kj=ko

Observamos pela equagdo (3.2.41) que para valores de t' ndo proximos de ¢ a
integral novamente se anula por conta das rapidas oscilagdes do integrando. Dessa forma,
tanto para velocidades ressonantes quanto para velocidades ndo ressonantes a integral

no tempo em (3.2.39) contribui somente para t’ ~ t. Dessa forma podemos expandir as
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fungdes @k (1') e dFy(v,t’") /ot em torno de 7 e assim obtemos

/0 t d;kpk(ﬂ)%FO(v,t') exp (i (kv — (k) (' = 1))

—_ ) iy 1 a(Pk(t/) /
N(Pk(l)ngO(Vvt)/O dt |:1+(pk<t) ot’ t’—t(t _t)
1 d p p
[+ a0, ¢ )

xexp (i (kjy—o(k)) (' —1)) , (3.2.42)

onde utilizamos o fato de que as fungdes @k (1') e dFy(v,t')/or variam lentamente no
tempo para considerar somente a primeira ordem na expansao.

Definindo as fung¢des

a !/
it ) = ar ey )| (3.2.43)

0
v = Ingw (1)

a equagao (3.2.42) pode ser reescrita como

/Ot dt/(pk(t/)%Fo(V,l‘/) exp ((1 (k”V - (l)(k)) (l‘/ - l‘))

A (pk(t)%Fo(v,t) /Ot dt'exp (i (kv — (k) —iy(k) —i/t(v)) (' —1)) . (3.2.44)

Para tempos suficientemente grandes (¢ > 1) podemos usar a identidade

(2.2.34) como valor aproximado para a integral em (3.2.44). Dessa forma, obtemos

/Ot dl/(pk(t/)%Fo(V,t') exp ((i (kv —o(k)) (' —1))
J

0 1
~~ —iow (1) —Fn(V.1) - ) 3.2.45
il )avj o(v.1) kv — (k) — iy(k) —i/7(v) (3:245)
Utilizando a férmula de Sokhotski-Plemelj[7]
li ! P ! i7d( ) (3.2.46)
im = i — 2.
e—0+ X — xo T i€ x—xozF AR

a equacdo (3.2.39) assume a seguinte forma

Hvr) = -Y / a2 / dk ik | ox (1) POy /3,
e —o0

1 .
X[Pkll"_‘”(k)—i\((k)—i/r(v)+ ind (kpy—ok) | . (3.247)
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Novamente, usando o fato de que as fungdes @k (') e dFy(v,t’) /9t sdo suaves no
tempo, temos, pelas defini¢des em (3.2.43), que y(k) — 0 e t(Vv) — oo. Dessa forma, o
valor principal da integral em (3.2.47) se anula uma vez que o integrando € uma funcado

impar de k. A equacdo (3.2.38) fica entdo dada por

aF() . 0 TC€2 3 2 d
i —ngm / PRk gx(0) Pk~ ©) - Fo(v.1) (3.2.48)

Comparando esse resultado com a equagdo (3.2.40), podemos identificar o

coeficiente de difusdo

Dij(v,t) = /d Kk ow (1) 25 (K v — ) (3.2.49)

A equacdo (3.2.48) determina a taxa de variagdo da parte ndo oscilante da
funcdo de distribuicao sob a influéncia das oscilagdes do plasma. O fato de que essa
mudanca ocorre apenas nas vizinhancas da velocidade de fase da onda estd explicitada

pela presenga da distribuic@o delta no integrando dessa equacao.

3.2.1 Relaxacao quase-linear

A equacdo de difusdo (3.2.48) prevé que o sistema composto pelas particulas
ressonantes € uma oscilacao eletrostatica quase-monocromadtica se aproxima de um estado
estaciondrio a medida que t — o. Nesse processo de relaxagdo para o estado de equilibrio,
denominado relaxagdo quase-linear ou relaxagdo ndo colisional, a fungdo de distribui¢do
(integrada nas posi¢des) Fp sofre um achatamento nas vizinhancas da velocidade de fase
da onda e as mudancas na amplitude da oscilagdo tornam-se cada vez menores.

Podemos demonstrar esse processo multiplicando ambos os lados da equagado de

difusdo (3.2.48) por Fy e integramos sobre todo o espaco de velocidades

o0 - 225 [ovor (6 52) slotkokowy G250

onde a fungdo () é por defini¢do

= / Fid®v . (3.2.51)

Como o(t) ¢ uma fungdo estritamente positiva e conforme vemos da equagio
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(3.2.50) é também monotonicamente decrescente, temos, necessariamente, que

do

— 0. 3.2.52
7 — ( )

t—roo

Consequentemente, quando ¢+ — 0 o segundo membro de (3.2.50) também se

anula e como seu integrando € positivo, a seguinte equagao deve ser valida

R\
ok (k- —O) —0. (3.2.53)
o ) |om)—kv
Portanto, a medida que t — oo devemos ter
x> =0 (3.2.54)
ou
oF
(k~ —°> —0. (3.2.55)
9 ) | ok)=k-v

Em outras palavras, as equagdes (3.2.54) e (3.2.55) mostram que para t — oo, ou
as oscilagdes sdo completamente amortecidas ou elas sdo parcialmente amortecidas e um
plateau é formado na fungio de distribuicdo. E importante também notar que se o intervalo
no espacgo das velocidades ocupado pelas particulas ressonantes for muito grande, isto é,
se a condicdo (3.2.29) nao for satisfeita, torna-se impossivel que se forme um plateau,
uma vez que seria necessario mais energia do que aquela armazenada inicialmente na

onda.

3.3 Meétodo semi-lagrangiano para simulacoes numéri-

cas

No contexto da Fisica de Plasmas, o método semi-lagrangiano foi introduzido em
1976 para a resolugdo do sistema acoplado Vlasov-Poisson [61]. No entanto, esse método
pode ser utilizado para obter a solu¢do numérica de um ampla variedade de sistemas,
descritos inclusive por outras equagdes de transporte [62] além da equacdo de Vlasov.
Equacdes que regem a dindmica de fluxos na atmosfera [63, 64] constituem exemplos de
aplicacao pratica desse método.

Nosso objetivo nessa secao € fornecer as ferramentas tedricas e computacionais
necessdrias para o estudo da interagdo onda-particula que faremos no capitulo 5. Discu-
tiremos as idéias fundamentais do método semi-lagrangiano e, por meio da equagdo de

Liouville, buscaremos fazer uma conexao entre o operador de evolucao temporal leapfrog



3.3 Método semi-lagrangiano para simula¢des numéricas 53

utilizado em simulagdes de dindmica molecular [65] e o operador de evolugdo temporal

associado a equacao de Vlasov.

3.3.1 Equacao de Liouville

Dado um sistema unidimensional de N-particulas interagindo aos pares descrito

pela hamiltoniana

—xj]) (3.3.56)

I Mz

mi i< j=

a evolugcdo de uma func¢do dindmica qualquer B(xl,...,xN; Pi1,-..,PN) associada a esse

sistema € obtida a partir da equacdo de Liouville [41, 66]

B(X1,---,Xn) = —L B(X1,--- %) » (3.3.57)

onde definimos ¥; = (x;, p;) como o vetor de estado associado a i-ésima particula e o

operador Liouvilliano L dado por

. Y. /0H 0 0H d
_izzi (a_x,a_p,_a_pla_x,) . (3.3.58)
A solucao formal da equacdo (3.3.57) € dada por
B(Xl(to —I—At), .. ,XN(Z‘() —I—At)) = eiAtzB(xl(to), . ,XN(Z‘())) . (3.3.59)

A exponencial no segundo membro representa um propagador para o sistema

que mapeia B(ty) em B(ty + At). Esse operador pode ser reescrito como

avlj J

At 9 Pzz
72 ;Zaxk m_z‘,mmj@

— M) (3.3.60)

onde os operadores V e K sdo dados por

d Y i d
YA (ap, ) k=Y (33.61)

i< j=1 ap]

§|u

com F;; = —dV;;/dx; representando a for¢a que a particula j exerce sobre a i-ésima
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particula.

A principio, para obter o valor da funcdo dindmica B no instante #y + At é
necessario expandir a exponencial (3.3.60) em poténcias dos operadores V ¢ K. Contudo,
se assumirmos At < 1, é possivel desprezar correcdes de ordem elevada em Ar e obter

uma solu¢d@o aproximada de célculo mais simples.

3.3.2 Solucao aproximada da equacao de Liouville

Com o intuito de obter uma solucio aproximada para a equagdo (3.3.57) vamos

assumir que o operador de evolucdo temporal (3.3.60) pode ser reescrito da seguinte forma

@WProx-(Ar) = e T ReMV T K (3.3.62)

Podemos verificar que reescrever o operador ®(Ar) na forma explicitada acima

gera um erro @77%(At) — e AL de terceira ordem em At

At A%, AP
erro — [1 + R+ ?18 + O(At3)1 {1 + A0+ 71(2 + 0(Ar?)

At A ord
|:1 +?f<+?f€2+ O(Al‘%} _ eAt(V+K)

Ar? "
= 14+ Ar(R+9) + 7(f<2+\72 + KV +VK) 4+ O(AF) — M (VFR)

= 0(AP) . (3.3.63)

Expandindo a dltima exponencial na penudltima linha da equagdo acima verifica-
mos que todos os termos de ordem igual ou inferior a Az?> se cancelam e portanto o erro
na aproximagao

B(to + At) ~ @“P™*(At)B(ty) (3.3.64)

€ de fato de terceira ordem em Az.
Integradores simpléticos # de ordens mais elevadas sio discutidos na referéncia
[69]. Para ordens maiores em Atf, devemos recorrer as féormulas de Baker-Campbell-

Hausdorff e Zassenhaus [70] para a obten¢do do operador de evolu¢ao aproximado.

“Integradores que preservam a estrutura simplética do fluxo de uma equagio diferencial X = D(X),
sendo X, ® € R?" . Sio utilizados para obter a evolugio de sistemas dindmicos cujas equagdes de movimento
linearizadas podem ser descritas por mapas do tipo X (¢ + /) = M;, X(t), onde M, € R?¥*2V ¢ uma matriz
simplética, que portanto satisfaz a condigdo M, JM;, = J, onde J = [[04,14],[~14,04]] (com d = N x N)
€ a matriz elementar anti-simétrica. Por preservar a forma simplética de um fluxo hamiltoniano ®y,
integradores simpléticos sdo a escolha natural como esquema numérico de integracdo das equagdes de
Hamilton [67, 68].
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Para determinar o valor de uma varidvel dindmica qualquer em um dado instante
de tempo ¢ € mais f4cil do ponto de vista pratico discretizar o tempo em instantes f,, = nAt
intermedidrios e obter o valor dessa varidvel através de sucessivas aplicacdes do operador

—AtL

®“P"%(Ar) com Ar < 1 em vez de uma unica aplica¢do do operador e , que fornece a

solucdo exata, porém de cdlculo muito dispendioso.

3.3.3 Evolucao O"*(At) das posicoes e momentos

Discutiremos nessa se¢cdo como o operador @“P"%(Ar) age sobre as varidveis
dinamicas posi¢ao e momento de uma dada particula. Nesse caso, nossa fun¢ao dindmica

genérica B passa a ser representada por x, e py e a equagdo (3.3.64) fica dada por

Xp(ta+ A1) = xp(tnsr) ~ e2%eMVeTRy,(1,) (3.3.65)
Np A AR
pé(tn+At) = p((tn—H)% ezKeAtvezkp€<tn)' (3.3.66)

A evolugdo no passo de tempo At representada pelas equagdes acima pode ser

dividida em trés etapas:
At 2
2

() — Aplicagdo do operador e2* sobre o estado inicial (%, ):

A i 0
1 ty) = ]l+—tZ£—+

2 i m; ax,-

Ar? ipji 0 0
%ZZ“”——w(Aﬁ) Xe(tn),  (3.3.67)

R mimj 8xi axj'

onde utilizamos a notagdo compacta yy = (x¢, py).

Como o operador entre colchetes envolve somente derivadas nas posicdes, a
componente py do vetor )y permanece inalterada. Para a componente x;, os termos de
ordem superior a 1 nas derivadas ndo contribuem e, dessa forma, obtemos a seguinte

transformacao

A (1) = xo (1) + PO 2 P () = peltn) - (3.3.68)

AV

(II) — Aplicagio do operador eV sobre o estado xél) (tn):

0 d
X" () = |1+ & LY (a— - a_> O<Az2>] X ) (3.3.69)
i Pi Dj
que nos fornece
) =2 ). ) =p ) R (3370)

onde Fy =Y ;¢ Fy; representa a forga resultante sobre a ¢-€sima particula.
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(III) - Aplicagdo do operador e 7 ¥ sobre 0 estado xé”) (tn):

an,. At « pi 0 2
Xy (1) = 1|+32i‘%a—xi+0(m ) xe(tn) (3.3.71)
de onde obtemos
t,) At
{00 = i) =)+ LI ) < i) = )
(3.3.72)

Essas trés etapas da evolugdo descrevem os passos do integrador leapfrog para a
equagdo de Liouville. Conforme mostramos na equagio (3.3.63), @*""°*(At) é exato até

segunda ordem em At e por esse motivo dizemos que € um integrador de segunda ordem.

3.3.4 Evolucao da funcao de distribuicao de uma particula

Consideremos agora uma Unica particula (de massa m = 1), com hamiltoniana
H = p?/2 +V(x). Vejamos como a idéia apresentada nas segdes anteriores pode ser
utilizada aqui para gerar a evolugdo da funcéo de distribui¢do f(x, p,t) dessa particula.

Nesse caso, a fun¢do dinamica depende explicitamente do tempo e portanto a

equacgdo de Liouville assume a forma

= g—Lf
_ of of of

onde F' aqui representa a forca sobre a particula e a tltima igualdade diz respeito ao fato de
f ser uma quantidade conservada ao longo da trajetdria (curva caracteristica) do sistema.

A solucao formal da equacdo (3.3.73) € portanto

_ Q0 _ .0
G pato+a) = ¢ B 75 e puao) (3.3.74)

onde o operador de evolu¢do também admite uma forma aproximada decomposta em trés

partes, i.e.
Fx, poto+Ar) A2 e~ 3P e~ AFI = FVk £ (1) 1+ O(A) . (3.3.75)

Nesse caso, as trés etapas que compdem a evolucdo de f em um intervalo de

tempo At sdo dadas por:
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(I) = Advecg@o de f na dire¢ao-x por um passo de tempo Az /2:
D (x, p) = fx—pAt/2,p,10) ; (3.3.76)
(IT) — Adveccdo de f na direcao-p por um passo de tempo At:
F(x,p) = fD(x,p—FAr) ; (3.3.77)
(III) — Advecgdo de f na dire¢do-x por um passo de tempo Az /2:

FUD(x,p) = £, pyto+Ar) = £ (x— pAt /2, p) . (3.3.78)

Os passos descritos anteriormente resumem o método semi-lagrangiano para in-
tegrar a equagdo de Vlasov para um sistema unidimensional. Esse método e sua eficiéncia
sdo discutidos com maiores detalhes nas referéncias [71, 54, 52] com aplicacdes para o
modelo Vlasov-Poisson a fim de descrever o amortecimento de LLandau e instabilidades

de dois feixes.

3.3.5 Procedimento de interpolacao

Para analisar a evolucao da fun¢do de distribui¢do f do ponto de vista numérico,
0 primeiro passo € gradear o espago de fase em Ny, X N, pontos e inicializar a fungdo
de distribui¢do em cada um desses pontos com valores fg- = f(xi,pj,t0). Em seguida
utilizamos as regras de evolugdo apresentadas na secao anterior para determinar os novos

n __
valores f; =
Contudo, conforme observamos pela equagdo (3.3.76), para o célculo de

f(xi, pj,to + nAt) nos instantes seguintes.

D (xi,p ;) € necessdrio o conhecimento do valor inicial de f no ponto (x; — p;At/2,p;),
que ndo necessariamente ¢ um ponto sobre a malha. O valor de f(x; — p;jAt/2, p,tg) deve
ser portanto obtido através de uma interpolacdo (nas posi¢des) de valores fg conheci-
dos. Da mesma forma, no passo (II) ndo necessariamente o termo FAf € um multiplo do
intervalo p;1 — p; da malha numérica e por esse motivo se faz necessaria também efe-
tuar uma interpolagdo, nesse caso em relacdo aos momentos. Em resumo, cada uma das
atribuicdes representadas nas equacgdes (3.3.76) - (3.3.78) devem ser feitas mediante uma
interpolagdo.

Seja (x, p;) um ponto qualquer do espago de fase tal que x; < x < x;1, 0 valor

interpolado (nas posi¢des) para f(x, p;) é dado por [72]

F(6p) = Oficj+ B+ e+ 8firn - (3.3.79)
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onde
v firrj = 2fi+ fie1

YT (i —x)?

representa uma expressao para o cdlculo da derivada segunda numérica, e os coeficientes

(3.3.80)

Xji1—X
o = L= B=1—a
Xit1 — X

o —a BB

V= —¢ (i1 —x)%, 8= g

(Xis1 —x;)? (3.3.81)

sdo tais a garantir a continuidade da segunda derivada de f.

O valor interpolado de f nos momentos é obtido de forma andloga. Nesse
ponto, é importante notar que a interpolagdo descrita em (3.3.79) requer a utilizacao de
4 pontos da malha numérica, que representa a quantidade minima de pontos necessarios
para efetuar uma interpolagdo cubica. Outros tipos de interpolagdo sdo discutidos nas

referéncias [72, 73].

3.3.6 Exemplo teste: péndulo nao linear

Utilizamos o péndulo ndo linear como um exemplo pratico para aplicaciao das
ferramentas apresentadas nessa se¢do. Os cdédigos contendo os passos do integrador
bem como a rotina de interpolacdo utilizados nessa simulacdo estdo apresentados no
apéndice B. Utilizamos condi¢des de contorno periddicas nas posi¢des € impusemos que
para qualquer instante a distribuicdo se anula em pontos fora da malha numérica, i.e.

f(x,p,t) =0se |p[ > 6, que equivale a f; =0se j <Oou j>N,—1.

0.2

-4 0.1 -4}

—7/2 0 /2 —r/2 0 /2

(a) (b)

Figura 3.2: Retrato de fase da funcdo de distribui¢do do péndulo ndo linear em regime
confinado (—7 < x < T) apds quatro oscilagdes completas (a) para uma malha
numérica de 128 x 128 pontos e (b) para uma malha de 256 x 256 pontos.
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Na figura 3.2 descrevemos a evolucido da funcdo de distribuicdo do sistema
descrito pela hamiltoniana H = %2 + 1 —cos(x) iniciando com uma fung¢ao de distribui¢do
localizada. Utilizamos duas diferentes discretizacdes para o espago de fase: uma malha
com 128 x 128 pontos e uma malha mais refinada com 256 x 256 pontos. A funcdo
de distribuicdo inicialmente concentrada em um unico ponto rapidamente se difunde
pelo espago de fase como consequéncia do processo de interpolacdo e da finitude da
malha. Esse espalhamento pode ser minimizado alterando o algoritmo de interpolagado e
aumentando o refinamento da malha numérica.

Finalizamos o capitulo destacando a possibilidade de paralelizacdo das advec-
¢oOes nas posi¢des e nos momentos descritas em (3.3.76) - (3.3.78) bem como da rotina de
interpolacdo. Na referéncia [73] investigam-se os ganhos em tempo computacional resul-
tantes da implementacdo paralelizada do método semi-lagrangiano para modelos hamil-

tonianos unidimensionais com interacdes de longo alcance em diferentes placas graficas.



CAPiTULO 4

Dinamica do sistema de feixes monocinéticos e

uma onda de Langmuir

Nesse capitulo, discutimos o mecanismo de phase mixing responsavel pelos
fendmenos de atenuacdo e amplificagdo de uma onda de Langmuir com base no modelo
hamiltoniano proposto em [13, 14, 15].

Iniciamos os cdlculos partindo da defini¢cao da hamiltoniana que descreve a dina-
mica autoconsistente entre uma onda de Langmuir e particulas ressonantes e estabelece-
mos como estado de equilibrio do sistema a configuracao em que a onda possui amplitude
nula e as particulas encontram-se agrupadas em feixes monocinéticos ' [18, 15]. A dina-
mica linear do sistema composto por feixes monocinéticos e uma onda de Langmuir pode
ser decomposta em duas partes: uma parte que designaremos balistica, em que as pertur-
bagdes nos momentos e posicoes independem da amplitude da onda, e uma parte do tipo
onda que contém de fato toda a informacgdo da interacdo entre onda e feixes.

Conforme veremos a seguir, os principais beneficios dessa abordagem discreti-
zada do sistema sdo evitar os problemas relacionados a singularidades e a prescri¢dao de

contornos de integracdo apropriados inerentes a abordagem cinética.

4.1 O modelo hamiltoniano onda-particula

Nesse modelo, o plasma € considerado como um sistema composto de uma tnica
onda com frequéncia g e vetor de onda ky, que interage com N particulas ressonantes e
cuja dindmica € obtida a partir da seguinte hamiltoniana
N 2 2, y2 N
X“+Y _ .
H= Z%l-l-@oT-i-Ele Z(Ysmkwxl—Xcoskal) , “4.1.1)
I=1
onde € € a constante de acoplamento entre onda e particula, X e Y correspondem as

componentes cartesianas da amplitude da onda Z = X +1iY. Assumimos que o vetor de

'Denotamos por feixe monocinético o conjunto de particulas que viajam com mesma velocidade.
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onda da oscilagdo € tal que ky, = 2mj /L, onde L representa o periodo espacial do sistema
€ j um ndmero inteiro.

O primeiro termo em (4.1.1) representa a energia cinética das particulas resso-
nantes enquanto que o segundo termo corresponde a energia da onda, que estd associado
ao movimento vibratorio das particulas do bulk. O ultimo termo dessa hamiltoniana (res-
ponsdvel por introduzir o carater nao linear da dindmica) representa a energia de interacao
entre a onda e as particulas ressonantes.

As varidveis dindmicas x;, p;, X e Y compdem pares canonicamente conjugados
que satisfazem as equagdes de Hamilton x; = oH /dp;, p; = —0H /dx;, X = dH/JY e
Y = —0H /dX, de onde deriva o seguinte sistema de 2N + 1 equagdes

X = pi, 1<I<N, (4.1.2)

= elm (Zeikwxl> , | <I<N, (4.1.3)
. N .

Z = —ioZ+iek,' ) e (4.1.4)

I'=1

Vale notar na equacio (4.1.4) que a evolugdo das componentes cartesianas X e
Y foi simplificada a uma unica equacao para a amplitude complexa Z. Essa quantidade
representa um campo médio e guarda algumas semelhangas com a magnetiza¢ao do mo-
delo hamiltoniano XY de campo médio?. Contudo, h4 duas diferencas fundamentais entre
esses dois modelos: a primeira € que as componentes cartesianas da amplitude da onda Z,
ao contrario das componentes da magnetizacdo, sdo varidveis dindmicas canonicamente
conjugadas. A segunda diferenga € que essas componentes existem independentemente da
presenca das particulas ressonantes. Nesse caso, a onda se propaga livremente no plasma

sem sofrer amplificacdo ou atenuacao.

4.1.1 Definicao do estado de equilibrio

O sistema onda-particula descrito pelas equagdes (4.1.2) - (4.1.4) admite como
estado de equilibrio a configuracdo em que a onda possui amplitude nula e as N particulas
estdo agrupadas em b feixes monocinéticos, caracterizados por uma velocidade vy e
numero de particulas Ny conforme ilustrado na figura 4.1.

(0)

Seja x,s’ a posicao, na configuracio de equilibrio, da n-ésima particula do feixe

20 modelo HMF (Hamiltonian Mean Field) com potencial do tipo cosseno é um modelo unidimen-
sional simplificado de particulas interagindo por for¢as de longo alcance e em movimento restrito a uma
circunferéncia de raio unitario [74].



4.1 O modelo hamiltoniano onda-particula 62

s. A trajetdria dessa particula pode ser escrita da seguinte forma
L
x,(g) (1) = ({)s-l—n]v-l—vst , (4.1.5)
N

onde assumimos que em cada feixe as particulas encontram-se uniformemente distribui-
das. A constante ¢, representa apenas um deslocamento entre as posi¢des das particulas

pertencentes a diferentes feixes.

V1@ ® @ ® @ L o

-~
v

f(p) 0 x

Figura 4.1: Ilustracdo dos feixes monocinéticos para o caso de uma distribuicdo de veloci-
dade com inclina¢do negativa. Figura adaptada da referéncia [15].

Supondo que as coordenadas das particulas sdo dadas pela equacgdo (4.1.5), o

somatorio em (4.1.4) pode ser reescrito como

Ny
Z e —ikwxy _ Z e—lan] Os+vst) Z 7127tn Ni (416)
que € identicamente nulo desde que o niimero de particulas por feixe satisfaca a condi¢ao
J¢z  Vse[lb]. 4.1.7)
N
Do ponto de vista fisico, podemos afirmar que a condi¢do (4.1.7) é sempre

satisfeita se considerarmos que cada feixe s possui mais de uma particula contida no

intervalo Ay, = 27t /ky, de varia¢do do campo, i.e., L/N; < Ay, resultando em Ny > j. Dessa
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forma, os campos gerados pelas N particulas sofrem uma interferéncia destrutiva total e
portanto, se inicialmente a amplitude da onda € nula, a estrutura de feixes monocinéticos
representada por (4.1.5) € preservada ao longo da dindmica.

O estado de equilibrio do sistema é entdo definido como

) = ), (4.1.8)
pi(t) = v, (4.1.9)
Z(t) = 0, (4.1.10)

onde a nova indexagﬁo para as particulas em termos dos feixes é tal que [ =nse s =1
el=n —|—Zs == Ny para 1 < s < b. Nio existe solucdo de (4.1.2) - (4.1.4) similar a

apresentada acima para Z diferente de zero [75].

4.1.2 Equacoes de movimento linearizadas

Considerando que o sistema esteja ligeiramente deslocado da configuracdo de
equilibrio (4.1.8) - (4.1.10), a evolu¢do da amplitude da onda e das perturbagdes asso-
ciadas a n-ésima particula do feixe s sdo dadas pela forma linearizada das equacdes de

movimento

Skps = Opus , (4.1.11)
O
8pns = —¢€lm (Zelkwxns>, (4.1.12)
. b Ny )
Z = —iwpZ+eY Y dxye e (4.1.13)
s=1n=1

0
onde 8x,(1) = Xag(1) — x4 () € 8pus(1) = pus(t) — .
As perturbacdes nas posi¢cdes € momentos podem ser representadas em termos

de séries de Fourier da forma

Spus(t) = Y Ams(1) ) eikniis (1) (4.1.14)
méeps
Sxns(t) = —i Y Cus(0) ) eiknans (1) (4.1.15)
meuy

onde k,, = 2mm/L e o conjunto dos inteiros u; definido como

(4.1.16)

{meZ:|ml <(N;—1)/2}, se N; for impar
o {meZ:1-N;/2<m<N,/2},se N for par
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€ tal que as exponenciais em (4.1.14) e (4.1.15) constituem um conjunto completo de
fungdes ortogonais.

Os coeficientes das expansoes satisfazem as relagdes A_,,s = A € C_ps = —Cr ¢
e portanto, as perturbacdes nos momentos e nas posicdes sdo quantidades reais. Além
disso, esses coeficientes podem ser escritos em termos da transformada inversa das

perturbacdes da seguinte forma

2 (0)
Aps =Ny 'Y Spyy(r) e o (1) (4.1.17)
n=1
| ik )
Cons =iN; 1Y 85 (r) e Mot 1) (4.1.18)
n=1

Separando nos somatorios (4.1.14) e (4.1.15) os termos m = % j, que correspon-
dem a k;,, = =kj = £ky, podemos reescrever as perturba¢des como a soma de duas partes,

conforme dado a seguir

- (0) o (0)
Spus(t) = 2Re (A (1) etk ) + Y Apg(r) el O (4.1.19)
mep,
Sxus(t) = 2Im (C (1) lkﬂ‘nv) i) Cuslt) ) ek ) (4.1.20)
mG,u

O primeiro termo nas equagdes acima, que aparecem isolados dos somatdrios,
representa a parte que denominaremos do tipo onda enquanto que o segundo termo,
envolvendo os somatdrios sobre y, = u\{m = j A m = —j}, corresponde a parte que

denotaremos por tipo balistica das solugdes.

4.1.3 Solucdes balisticas

Substituindo as expressdes em (4.1.19) e (4.1.20) nas equagdes de movimento

(4.1.11) - (4.1.13), obtemos o seguinte sistema de equagdes para os coeficientes

Aps = —ikmVsAms (4.1.21)
Cpns = —ikpvsCps+iApms , (4.1.22)

commeu, el <s<hbh.
O sistema dinamico acima € facilmente integravel e admite solu¢do, em termos

das condicdes iniciais, dada por

Aps(t) = Apg(0)e sl | (4.1.23)
Cins(t) = (Cns(0) +1A,,5(0)1) e ¥t (4.1.24)
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de onde obtemos as seguintes Orbitas para as particulas

() = Y Ans(0)e ) = 5yt (0). (4.125)
me
(bal) . (bal) (bal)
st (r) = 8x8(0)+8p (0)r (4.126)

Essa componente da solugdo possui evolugdo trivial em termos das condi¢des
iniciais e ndo altera o cardter balistico do movimento das particulas. Notamos que a per-
turbacdo no momento permanece inalterada durante a dinAmica, que é uma consequéncia

do fato de os coeficientes de Fourier para m # 4 j ndo dependerem da amplitude da onda.

4.1.4 Solucoes tipo onda

Para as componentes de Fourier do tipo onda, m = =+, as equacdes de movi-

mento sdo dadas por

Cjs = —ikjvCjs+iAjs, (4.1.27)
. €
Aj = —ikjvsA,-s+i§Z, (4.1.28)
. b

Z = iwpZ—ie) CjhNy, (4.1.29)

s=1

com 1 < s < b. Nas equacdes acima apresentamos somente a evolu¢do da componente
m = j. Os coeficientes m = —j sdo obtidos através do complexo conjugado dessas
equacaoes.

Diferente do sistema de equagdes para a parte balistica, o sistema acima nao pos-
sui solugdo analitica trivial em termos das condi¢des iniciais. Para resolvé-lo, assumimos

que a solucao admite a seguinte forma

Ci=cse % Ay=ae ™, Z=ze O, (4.1.30)
onde ¢y, ag, z € a frequéncia ¢ sdo constantes complexas. O subindice j nos coeficientes
foi omitido, dado que agora m = j € a inica componente de Fourier de interesse.

Substituindo as solucdes (4.1.30) no sistema (4.1.27) - (4.1.29), obtemos

oC=M-C, 4.1.31)

T

com o vetor C € C?*! dado por C =|c1,-.-,Cp,al,---,ap,7] , onde as componentes c,’s

e ag’s representam, respectivamente, a parte independente do tempo dos coeficientes de
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Fourier das posi¢des e dos momentos, e a matriz real M, (2b+1) x (2b+ 1), é dada por

kvy 0o -1 0 0
0 kvp 0 —1 0
M = 0 0 kv 0 —¢g/2 (4.1.32)
0 0 0 kv, —€/2
| N1 ... &Ny o ... 0 Wy |

A solugdo geral do sistema linear representado por (4.1.31) depende da determi-
nacdo dos 2b + 1 autovetores e autovalores da matriz M. Seja ¢, um autovetor genérico
de M e 6, € C seu correspondente autovalor, entdo pela equacéo (4.1.31) as componentes

de G sdo dadas por

€ Zr
g = —m——— 4.1.33
€rs 2 (0, — kvy) (4.1.33)
€ Zr
gy = m——— 4.1.34
frs 2 (o, — kvy)? ( )
b
7 = &Y Nyc/(o,—ay), (4.1.35)
s=1

onde 1 <r<2b+1.
Substituindo (4.1.33) em (4.1.35) obtemos a equag@o caracteristica da matriz M,

dada por
Ny

b
€
= -y — . 4.1.36
(0% o + 7 S_Zl (Gr _ kvs)z ( )

Para um dado vetor de onda k, a equacdo acima informa a condi¢do que deve
ser satisfeita pelas autofrequéncias G, para que o sistema em (4.1.27) - (4.1.29) admita
solucdo ndo trivial, isto €, para que as perturbacdes ndo sejam identicamente nulas. Essa
equacao representa portanto uma relacdo de dispersao para os modos normais do sistema,
que designaremos modos feixe>. Vale notar que a relagdo de dispersdo (4.1.36) pode ser
reescrita como uma equacdo polinomial de grau 26 4 1 com coeficientes reais e portanto,
admite 2b + 1 raizes complexas, sendo pelo menos uma delas puramente real. O fato de
os coeficientes do polindmio caracteristico serem quantidades reais implica que as raizes
complexas G, aparecem em pares conjungados.

Observamos de (4.1.33) - (4.1.35) que devido a dependéncia particularmente

30 termo modos feixe foi originalmente utilizado na referéncia [48]. Essa denominacao decorre do fato
de tais modos surgirem quando o sistema é discretizado em feixes monocinéticos.
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Numero de particulas por feixe
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Velocidades dos feixes
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Figura 4.2: Tlustracdo de uma possivel configuragdo para um sistema composto por uma
onda com frequéncia natural @y e dez feixes monocinéticos. As velocidades
dos feixes vy = v + (s — 1)Ap sdo distribuidas em torno da velocidade de fase
da onda ®/k. (a) Distribuicdo de velocidades das particulas, dada por f(vy) =
f1)+ (s—1)Apf’ (que fornece Ny = NApf(vs) como nimero de particulas
por feixe) no intervalo I, = [vi —Ap/2,v, + Ap/2] e fixada em zero fora desse
intervalo. (b) Representacdo grifica da relacdo de dispersdo (4.1.36) por meio
da linha y = ® — @y e da curva y = y(®) = (€2/2) ¥, (® — kvs) "2N,. O ponto
intercepto situa a Unica solu¢do puramente real dessa equacao.

simples do autovetor (- com a autofrequéncia G,, podemos, a partir do conhecimento do
espectro das autofrequéncias, calcular todos os autovetores de M e, consequentemente,
determinar a solugdo geral do sistema dinamico (4.1.27) - (4.1.29). A obtencao do espec-
tro de autofrequéncias € portanto fundamental para a descricdo completa da dindmica do
sistema de feixes e uma onda.

A figura 4.2b representa uma ilustracdo grifica da equagdo (4.1.36) para um
sistema composto por dez feixes monocinéticos. Observamos que o sistema possui uma
Unica raiz real pura, dada pelo ponto intercepto no grafico, e 20 raizes complexas,
conjugadas entre si. A medida que o nimero de feixes aumenta, as raizes complexas
tendem se acumular no eixo real. Esse comportamento pode ser observado quando
calculamos numericamente o espectro das autofrequéncias para sistemas compostos por
diferentes nimeros de feixes o que € feito na secdo 4.2.

As autofrequéncias podem ser escritas em termos das suas componentes carte-
sianas no plano complexo, isto é, 6, = ®, 4 1},. Dessa forma, obtemos de (4.1.36) as

seguintes expressdes para as partes real e imagindria, respectivamente

g2 b (kvs — 0,)> — Y2
, = = VN, - 4.1.37
o = G0t YN o P (-1.37)
b
2 Yr(kvs_(’)r)
= g . 4.1.
Vo= LN T o (4.1.38)

s=1
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Com a finalidade de conectar os resultados apresentados nesse capitulo com
resultados previstos pela abordagem vlasoviana, vamos considerar o limite b — oo, em que
os feixes apresentam uma distribuicdo continua de velocidades. Nesse limite, o segundo
membro da equacdo (4.1.38) pode ser escrito em termos da funcdo de distribuicdo de
velocidades f(vy) = lima,—0Ns/(ApN) da seguinte forma

oY) =€’N / P f?,:v__ozg)z]zf(wdv, (4.1.39)

onde omitimos o subindice r dos modos haja vista que quando b — o 0 espectro de
autofrequéncias também apresenta uma distribui¢do continua.

Ap0s integrada por partes a equagao (4.1.39) fica dada por

e’N Y
=2 | Fr—w)

Sf'(vV)dv.. (4.1.40)

Na hipétese de acoplamento fraco (¢ — 0) a Lorentziana em (4.1.40) torna-se
uma funcdo bastante concentrada em torno de ®/k o que nos permite utilizar a identidade
limg_,o+ o0/ (0> + (x — x9)?) = n8(x — xo) para obter a seguinte expressio para a parte
imagindria da frequéncia da onda

ne’N

V=" = S (@0/k) (4.1.41)

onde consideramos que a distribui¢cdo de velocidades € uma fug¢do suave no intervalo que
contém os feixes monocinéticos.

E importante notar que a expressio acima é valida somente para o caso em que
f'>0.No caso em que a distribui¢io de velocidades é uma fungdo decrescente, o primeiro
e o segundo membro da equagdo y = @(7y) possuem sinais opostos e portanto a unica
solucdo possivel € Y= 0. Isso significa que no regime perturbativo € no limite b — oo,
somente o caso em que hd instabilidade de Landau admite solu¢do ndo nula para a parte
imagindria da frequéncia. A expressao obtida em (4.1.41) representa a taxa de crescimento
de Landau deduzida originalmente na referéncia [4] por meio de uma descricdo cinética.

No capitulo seguinte mostraremos por meio de resultados numéricos que essa
solugdo particular possui um comportamento dominante na dinamica da onda.

No caso em que hd amortecimento de Landau as autofrequéncias tendem a se
acumular sobre a reta real em conformidade com o espectro continuo de frequéncias
discutido na referéncia [47]. Por esse motivo, denotamos os modos cujas frequéncias
sdo obtidas a partir da equacdo (4.1.36) como modos andlogos de van Kampen na
formulacao hamiltoniana. Mostraremos também no capitulo seguinte que no caso em que

a distribuicao de velocidades € uma funcdo decrescente, a atenuacdo da onda nio € um
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efeito de um Unico modo particular dominante, mas do phase mixing resultante da
superposicdo de vdrios modos normais do sistema linear. Esse modos sdao também
denominados de modos feixe, uma vez que resultam da discretiza¢ao do sistema em feixes

monocinéticos.

4.1.5 Expansao em modos normais

Seja G- com r € [1,2b + 1] um autovetor genérico de M, cujas componentes
sdo dadas pelas equagoes (4.1.33) - (4.1.35), e G, seu correspondente autovalor. Entao,
pela linearidade da equacgdo (4.1.31), sua solucdo geral é dada pela superposi¢do das

autosolugdes C.e ', i.e,
2b+1

=Y &Ge o, (4.1.42)
r=1

onde os coeficientes &, da combinagdo linear acima sdo constantes obtidas a partir das
condi¢des iniciais.

Nas equacdes (4.1.33) - (4.1.35) podemos tomar sem perda de generalidade
zr = 1. Assim, a solugio geral G(t) = [Cy(t)...Cp(t),A1(t) - ,Ap(t),Z(¢)]" pode ser

escrita em termos de suas componentes da seguinte forma

g 2241 _
G() = 5 Z _kv) e 1o (4.1.43)
r=1 s
+
As(t) = Z S — 2L eTion (4.1.44)
rl r— KVs
2b+1 .
Z(t) = Y ge . (4.1.45)
r=1

A parte tipo onda das perturba¢gdes nos momentos pode ser obtida substituindo a
componente Ay calculada em (4.1.44) no primeiro termo do segundo membro da equagdo
(4.1.19). Da mesma forma, as perturbacdes nas posi¢cdes sdo obtidas substituindo a
componente C; calculada em (4.1.43) no primeiro termo do segundo membro da equagdo

(4.1.20). Assim, as perturbacdes nas Orbitas das particulas sao dadas por

241 o
O eRe<Z e e““”*‘kx"s) , (4.1.46)
r:1 Gr_ka
Wil g o
Sra () = el S emioitikug ) 4.1.47
s () = em| ) SR 147

Os coeficientes &, da expansdo dada pela equagdo (4.1.42) podem ser obtidos

por meio do produto interno dos vetores G(0) e C.. Porém, para efetuar essa operagao,
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precisamos primeiramente determinar os autovetores a esquerda da matriz M, que denota-
remos por C. = [cly,+++ ¢y, a1, 1Ly, 2] . Como M é uma matriz real, os autovetores

a esquerda satisfazem a equacao
o.Cl=M"-Cl, (4.1.48)

cujas componentes ¢ € al., sdo dadas por

;&N
Chy = P (4.1.49)
/ eNsz,
= — . 4.1.50
., (o, k)’ ( )

O fator z,. que aparece em todas as entradas do vetor C/ corresponde a um fator de
escala que a principio pode assumir qualquer valor complexo diferente de zero. Contudo,
seu valor pode ser fixado se impusermos a condicdo de normalizacdo C‘r’,T -G =0y .

Dessa forma, obtemos
-1

4= 1+322 kv . (4.1.51)
S

N

Uma vez determinadas todas as componentes dos autovetores a esquerda e
a direita da matriz M, os coeficientes da expansio (4.1.42) sdo calculados em termos

das condicdes iniciais da seguinte forma

b
& =0C"G(0)=22(0)+ Y [c}Cs(0)+a}As(0)] (4.1.52)
s=1

As solugdes analiticas dadas pelas equacdes (4.1.45), (4.1.46) e (4.1.47) mos-
tram que no regime linear o sistema de uma tnica onda e feixes monocinéticos é comple-
tamente descrito uma vez que se conhecem o espectro das autofrequéncias G, e os valores

das constantes &,, obtidos através da condigéo inicial (3x,(0),8pns(0),Z(0)).
E importante notar pela equagdo (4.1.52) que, em particular, o fator de escala
coincide com o fator de peso do autovetor (, para uma condigdo inicial (&x,(0) =
0,0pus(0) =0e Z(0) = 1 vide que Cs(0) = 0,A;(0) = 0). Denotaremos essa configuragio

inicial especifica do sistema como condigdo inicial de comeco tranquilo

4Tradugio literal do termo inglés “quiet start initial condition” encontrado na literatura.
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4.2 O mecanismo de phase mixing e o amortecimen-

to/amplificacao de Landau

Nessa secao discutimos o formalismo tedrico apresentado anteriormente com
um enfoque numérico. Para isso, calculamos, a partir da equacdo (4.1.36), o espectro
completo das frequéncias de van Kampen > para sistemas compostos por diferentes
numeros de feixes. Conforme veremos, tanto amortecimento quanto crescimento de
Landau surgem como consequéncia da interferéncia entre os 20 4+ 1 modos normais
representados na equacdo (4.1.42).

E importante notar que a abordagem de feixes monocinéticos deixa de ser valida
para tempos da ordem do tempo de aprisionamento das particulas no poco de poten-
cial da onda wp = (ek)~'/2|Z|~1/4, onde as Grbitas das particulas ndo podem mais ser
consideradas quase-balisticas. Com o intuito de garantir que efeitos de aprisionamento
desempenham um papel negligencidvel e a estrutura de feixes € preservada, todos resul-
tados numéricos apresentados nesta se¢do foram obtidos no regime de acoplamento fraco
(¢ < 1). Para simplificar nossos cdlculos, assumimos ®y = 0.0 que, do ponto de vista
fisico, corresponde a fazer uma transformagdo Galileana para um referencial que se move
com a velocidade de fase da onda.

Estabelecemos como estado de equilibrio a configuracdo em que as velocidades
dos feixes estdo distribuidas uniformemente (v = vi + (s — 1)Ap) em um intervalo de
comprimento /, centrado na origem. Assumimos uma distribuicao de velocidades para os
feixes linear, dada por f(vy) = f(v1)+ (s —1)f’Ap, onde f' € uma constante e Ap =1,/b
representa o intervalo de velocidades entre dois feixes adjacentes. A condi¢do f(v;) =
1/I, — (b —1)Apf’/2 é imposta para garantir que para uma dada inclinagdo f’ e um
intervalo I, a fungdo de distribui¢do é normalizada a unidade (Y, Ny = NAp Y, f(vs) = N).

No regime de acoplamento fraco e para sistemas de muitos feixes (b 2, 100) o es-
pectro de frequéncias de van Kampen encontra-se muito préximo do eixo real e portanto
as solugdes da equacdo (4.1.36) devem ser calculadas com bastante precisao. Para obter
o conjunto completo das autofrequéncias com precisdo suficiente para as andlises numé-
ricas subsequentes, desenvolvemos um algoritmo de busca de raizes no plano complexo
baseado no Teorema dos Residuos de Cauchy. A ideia central do algoritmo € discutida
no apéndice A. O método nos permitiu explorar sistemas compostos de até 2000 feixes e

evidenciar importantes aspectos macroscopicos e microscopicos do modelo.

De agora em diante quando nos referirmos as frequéncias de van Kampen fica implicito que se tratam
de seus andlogos discretos na formulagio hamiltoniana.
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4.2.1 Espectra e fator de escala

Na gréfico inferior da figura 4.3, apresentamos o espectro das frequéncias de van
Kampen para o caso estdvel (f < 0) para sistema compostos por 50 e 200 feixes. Nos
dois gréficos acima mostramos o logaritmo do médulo do fator de escala z,. e sua fase
Argz,. ambos obtidos dos espectros ilustrados. Essas curvas correspondem somente aos
modos com ¥, > 0. Para os modos estdveis a tnica diferenca no que diz respeito ao fator
de escala é o sinal oposto da fase ®. Independente do nimero de feixes, as velocidades
de fase ®,/ky, dos modos estdveis e instdveis estdo confinadas ao intervalo [—0.8,0.8]
que contém as particulas ressonantes. Quanto mais feixes consideramos, mais denso o
espectro das frequéncias de van Kampen se torna e se aproxima como um todo para o

eixo real.
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Figura 4.3: Anélogos discretos das frequéncia de van Kampen no plano complexo (inferior),
a fase (centro) e o logaritmo do médulo (superior) do fator de escala. As curvas
nas duas figuras mais acima sdo guias para os olhos. O ponto losango em
vermelho situa a posicdo do modo amortecido de Landau (que nesse caso nao
corresponde a nenhum modo normal do sistema). Os resultados foram obtidos
para sistemas compostos de 50 (azul) e 200 (preto) feixes com pardmetros
I,=16,00=00,ky=1.0eNf =—48ey =—2.26x 1072

A dependéncia do valor médio da parte imaginaria Y, = b~! Y ry,>07Yr cOM O

espacamento entre os feixes estd ilustrada na Figura 4.4, indicando que, no limite continuo

®Dadas duas autofrequéncias r e r* complexo conjugadas entre si, o fator de escala dado em (4.1.51) é
tal que 2. =z".
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Figura 4.4: Comportamento da “distincia” média em relagio ao eixo real y, = b~ Yy s0Yr
como uma funcdo do espagamento entre os feixes. A regressdo linear y =
(0.177 £0.001)x £ 0.001 mostra que v, tende a zero com x = Ap |logAp|
conforme reportado em [48]. As barras de erro representam a tolerincia de 1073
utilizada na obten¢do das autofrequéncias.

(Ap — 0), essas autofrequéncias se acumulam no eixo real formando o que corresponde
ao espectro continuo das frequéncias de van Kampen deduzido a partir de uma descri¢ao
vlasoviana. Os espacamentos entre as partes reais das frequéncias também vao a zero
(nesse caso com Ap), pois hd sempre um valor real ®,/k, entre dois feixes (velocidades)
adjacentes. A forma 7y, ~ AplnAp com que a parte imagindria das frequéncias tende ao
eixo real estd de acordo com previsdes analiticas reportadas nas referéncias [48, 15, 24].

O valor de Landau o1, = o, 41y, representado pelo ponto vermelho losango na
figura 4.3, € obtido apds tomar o limite do continuo na equacdo (4.1.36). O ligeiro desvio
|op — @p| = 2.30 x 102 da frequéncia da onda livre é uma consequencia da intera¢io da
onda com as particulas ressonantes.

Nas vizinhangas de ®p podemos verificar um comportamento marcante do
modulo e da fase do fator de escala. Observamos que nessa posicdo o médulo possui
um valor maximo enquanto que a fase apresenta uma mudanca de sinal. Esses dois
comportamentos indicam que os modos com maior contribui¢io na composi¢do da
condi¢do (8x,5(0),8pns(0),Z(0)) sdo aqueles com frequéncias préximas a frequéncia
de Landau. Isso pode ser mais facilmente checado para a condic¢do inicial de comeco
tranquilo (8x,5(0) = 8p,s(0) =0 e Z(0) = 1.0) em que o fator de scala 7, coincide com a

componente &, do autovetor C, (vide eq. (4.1.52)). Nesse caso, a amplitude inicial da onda
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pode ser decomposta na forma Z(0) = ¥ |7.| cos(Argz.) + |2k |, com r = R denotando a
tinica autofrequéncia puramente real e ¥’ representando a soma definida somente sobre
os modos normais instaveis. Com essa decomposi¢ao podemos observar que as maiores
contribui¢des para Z(0) vem dos termos com maior médulo e com fase préxima de zero,
que na figura encontram-se proximos ao modo de Landau.

Para o regime de instabilidade (f' > 0), o espectro e o fator de escala mostrados
na figura 4.5 exibem dois aspectos distintos (comparados ao regime estdvel) para sistemas
de muitos feixes. O primeiro € a presenca de duas autofrequéncias especificas, complexo
conjugadas entre si, que nao se aproximam do eixo real a medida que o nimero de feixes
aumenta. Denotaremos a autofrequéncia proxima a frequéncia de Landau por G, (com o
subindice b em referéncia ao nimero finito de feixes) e sua correspondente complexo
conjugada por G, +, ambas destacadas na figura. A segunda diferenca marcante é o
aspecto proeminente da curva para o modulo do fator de escala. Isso mostra, juntamente
com Argz,, ~ 0, que os modos bL e bL* possuem uma contribui¢io dominante na

configuracao inicial do sistema.

4.2.2 Evolucao de comeco tranquilo

Com o intuito de monitorar a evolugdo das contribui¢cdes desses dois modos
especificos para a amplitude da onda, consideramos uma realiza¢do do sistema em que
as particulas encontram-se inicialmente distribuidas em feixes monocinéticos igualmente
espagados e a onda é langada com amplitude Z(0) = 1.0. Para essa realizac¢do especifica,

a evolucdo da amplitude da onda é dada de acordo com a equacao (4.1.45)

) ) 2b+1 )
Z(t) =z e O f g e 4 Y g e, (4.2.53)
1

r=
r#rL,rL*

relembrando que z,. corresponde a um fator de peso indicando quanto que cada modo
contribui para compor a amplitude inicial.

Devido ao fato de que para sistemas de muitos feixes z’rL ~1e oL~ 0L,
conforme ilustrado pelas curvas em preto na figura 4.5, podemos esperar que o modo
bL, por si s0, seja capaz de descrever corretamente o crescimento da onda. Contudo, a
contribui¢do dos outros 2b modos normais deve ainda ser levada em consideragdo. Devido
a uma interferéncia destrutiva, esses 2b modos normais quando superpostos contribuem
somente como uma pequena oscilagdo que ndo compromete o crescimento exponencial
~ e’ da onda. Nas figuras 4.6 ilustramos essa interferéncia destrutiva monitorando
a evolucdo das componentes cartesianas de cada termo da (4.2.53) para um sistema
de 2000 feixes. Os gréficos apresentam uma clara simetria entre as curvas vermelha e

z

verde, mostrando que a contribuicdo do modo bL* é cancelada pela superposi¢cdo do
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Figura 4.5: Comportamento do (a) médulo (topo) e da fase (abaixo) do fator de escala na
medida em que o niimero de feixes aumenta (as linhas representam guia para os
olhos). (b) Espectro das autofrequéncias de van Kampen no plano complexo ¢
para sistemas compostos de 100, 500 e 2000 feixes. O ponto losango vermelho
situa 0 modo de Landau, ligeiramente afastado da origem por @, = —4.87 X
1073. Os pardmetros foram fixados em I, = 1.0, @y = 0.0, ky, = 1.0, eNf' = 16.0
and ¥ =2.51 x 1073,
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Figura 4.6: Evolucio das componentes real (topo) e imagindria (inferior) dos modos bL., bL*
e da superposi¢do dos modos de van Kampen para um sistema de 2000 feixes. A
simetria entre entre as curvas vermelha e verde mostram a compensagdo entre
o modo bL* e o espectro de van Kampen. A curva correspondente ao modo
bL cresce exponencialmente superando bastante o intervalo do nosso eixo da
ordenada.

espectro (denso, individualmente pequeno) de van Kampen. As curvas tracejadas que
aparecem como um envelope na figura 4.6 sdo dadas por e " e indicam que, assim
como ocorre para o modo bL*, a superposi¢do dos modos de van Kampen também
decaem com a taxa (—7Y) de Landau. Essa peculiaridade do regime de instabilidade
somente pode ser observada do ponto de vista numérico quando consideramos sistemas
com muitos graus de liberdade. A necessidade de trabalhar com sistemas compostos de
muitos feixes nos motivou a desenvolver o método de Cauchy para a procura de raizes no
plano complexo uma vez que sistemas algébricos tradicionais ’ falharam na obtencdo do
espectro completo.

A figura 4.7 ilustra a evolucdo da intensidade da onda I = Z*Z/2, obtida através
da superposicdo dos modos normais para sistemas compostos por 30, 50 e 200 feixes.
Observamos que a onda de Langmuir é amortecida (ou amplificada) inicialmente de
acordo com a taxa de Landau, i.e. log/ly () = logI(0) + 2|y |¢, representada pela linha

preta tracejada. Para o caso instdvel notamos que, mesmo para nimeros menores de feixes,

"Foram testados os sistemas de computacio simbdlica Maxima, Maple e Mathematica tanto para
a obtencd@o de solugdes algébricas quanto numéricas. Todos os sistemas citados forneceram raizes nao
esperadas quando tentamos trabalhar com sistemas com mais de 40 feixes.
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Figura 4.7: Evolucdo da intensidade da onda para sistemas compostos por 30 (azul), 50
(verde) e 200 (laranja) feixes para os casos estavel (superior) e instavel (inferior).
Os parametros escolhidos sdo os mesmos utilizados na obtencdo dos espectros
nas figuras 4.3 e 4.5. Como condig¢do inicial consideramos Z(0) = 1.0 e traje-
térias ndo perturbadas x,s(0) = dp,s(0) = 0 com particulas sendo iniciadas na
configuracdo de feixes monocinéticos igualmente espagados.

em que max{Y,} > Y. e os modos bL e bL* ndo sdo proeminentes, os sistemas discreto e
continuo estdo em consonancia.

As divergéncias das curvas em azul e verde da reta de Landau, ilustradas nos
grificos da figura 4.7, ocorrem para tempos préximos ao tempo de recorréncia Tree ~
2n/A®, ~ 21/ (kwAp) quando ocorre uma quebra no padrao homogéneo das fases dos
modos de van Kampen. Essa situacdo estd ilustrada na figura 4.8 mais especificamente
no item (f). Apds esse tempo caracteristico, a aproximagao do sistema discreto composto
por feixes monocinéticos por um sistema continuo deixa de ser vdlida. Vale a pena notar
que a dissonancia entre a curva laranja e reta de Landau na parte superior da figura 4.7
ndo esté relacionada a quebra da mistura de fases que nos referimos anteriormente, mas
ao fato de I (¢) assumir valores pequenos comparados a amplitude das oscilagdes.

Na figura 4.8 apresentamos retratos das componentes espectrais associadas aos
modos de van Kampen em diferentes instantes de tempo. Cada vetor corresponde a um
termo do segundo membro da equacdo (4.2.53). Para garantir uma melhor visualiza¢do
da distribuicdo das fases no decorrer da dinamica, utilizamos uma escala logaritmica
para os moédulos desses vetores, invertendo o sinal no caso de argumento menor que

um. Os resultados correspondem ao caso estavel b = 50 da figura 4.7. Observamos
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Figura 4.8: Ilustracdo do mecanismo de phase mixing por meio da representacdo no plano
complexo das contribuicdes espectrais para a amplitude da onda. Os retratos
correpondem aos instantes |y |t =0, 0.03, 0.10, 1.36, 4.38, 4.43 para o caso
estavel b = 50.

que inicialmente quase todos modos normais possuem fase no primeiro ou no quarto
quadrantes, de acordo com o resultado apresentado na figura (4.3). Porém, apés iniciada
a dindmica, rapidamente as fases se espalham preenchendo os demais quadrantes. A
velocidade angular de rotacio e a taxa de variacio no médulo de um dado vetor z.e 1%
sdo dadas respectivamente pelas componentes real e imagindria de sua autofrequéncia G,.

Nas figuras 4.8(e) e 4.8(f) ilustramos retratos das componentes espectrais de van
Kampen para instantes proximos ao tempo de recorréncia. Observamos nessas figuras
que as fases tendem a se aglomerar, quebrando assim o padrdao homogéneo da distribui-
cdo. Essa configuracdo aglomerada das fases, juntamente com o fato de o médulo das
contribuicdes espectrais dos modos instdveis (Y, > 0) de van Kampen assumirem valores
elevados, sdo responsaveis pela divergéncia na intensidade da onda. Essa situacdo caracte-
riza a quebra do phase mixing e o instante em que o sistema discreto composto por feixes

monocinéticos deixa de coincidir com o sistema continuo.



CAPITULO 5

Relaxacao nao colisional e ondas eletrostaticas

nao amortecidas

Conforme discutimos na secao 3.2, no limite + — o a abordagem quase linear
prevé a formacdo de um plateau na funcdo de distribuicdo e o surgimento de ondas
eletrostéticas que se propagam no plasma sem sofrerem atenuagao.

Com o intuito de investigar esse processo, implementamos simulacdes de Vlasov
do modelo onda-particula introduzido no capitulo anterior, e acompanhamos a evolugdo
do sistema desde o regime linear, em que as particulas executam movimento balistico
e a onda decai com a taxa de Landau, até tempos muito maiores que o periodo de
aprisionamento ', em que os efeitos nio lineares regem a dinimica do sistema. Em
seguida, assumimos o regime de saturagdio 2, por meio de uma funcio de distribuicio
ligeiramente diferente de uma maxwelliana, para analisar a relacdo de dispersdao dos

modos ndo amortecidos em plasmas livres e plasmas sujeitos a campo externo de radiacao.

5.1 Equacao de Vlasov para o sistema onda-particula

No contexto de distribui¢des, a dindmica do sistema onda-particula é dada pela
equacgdo de Vlasov

of df . of
§+p$—e(Ycoskx+Xsmkx)$_0, (5.1.1)

onde o fator que multiplica a derivada parcial no ultimo termo representa a forca, dada

em (4.1.3) e que pode ser decompostas em duas partes:

Fy =—¢eXsinkx e Fy=—€eYcoskx, (5.1.2)

Intervalo de tempo que as particulas profundamente aprisionadas no poco de potencial da onda levam
para descrever um ciclo no espaco de fase (ver se¢do 5.1.1).

ZRegime em que o processo de difusio nas velocidades das particulas ressonantes cessa e a amplitude
da onda estabiliza.
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referentes a contribui¢io de cada componente cartesiana da amplitude daonda Z = X +iY.

As componentes X e Y, por sua vez, evoluem de acordo com

X — ortek! / coskx f(x, p)dxdp | (5.1.3)

Y = —oX+ek! / sinkx f(x, p)dxdp . (5.1.4)

Além de ser capaz de descrever satisfatoriamente fendmenos coletivos em plas-
mas, como por exemplo o amortecimento de Landau tratado no capitulo anterior, o modelo
hamiltoniano onda-particula € utilizado também no estudo da interacao entre laser e feixe
de particulas carregas. Nesse caso, o segundo termo da hamiltoniana (4.1.1) representa a
energia da onda eletromagnética propagante e ndo estd associado com movimento vibra-
torio de particulas. Simulagdes de dindmica molecular para esse sistema, conhecido como
free electron laser (FEL), mostram a formacdo de uma macroparticula no espago de fase
que interage autoconsistentemente com a onda modulando sua intensidade [76, 77].

As seguintes quantidades sdo conservadas no modelo onda-particula:

Ul = [ feepn) dvdp. (5.15)
X%24+v2
POLLZ = [ pftepn) dxdp+ k= —, (5.1.6)
2
vlr.7) = [ repn) |5+ 5 (¥ singo
X2+Y?
—Xcos(kx)> dxdp+o=——, (.17)

onde a primeira equagio representa a conservacdo da norma L! da funcio de distribuicio,
a segunda e a terceira expressam, respectivamente, a conservacdo do momento total e da
energia total do sistema.

Vale notar que apesar de termos destacado somente as trés fun¢des dindmicas em
(5.1.5)—(5.1.7) como exemplos de quantidades conservadas, elas ndo sdo as dnicas. Na
realidade, a dinamica de Vlasov possui um nimero infinito de quantidades conservadas
como, por exemplo, as normas L4, definidas por ||f||ze = ([ f¢dxdp)'/4 com 1 < g < e
e os invariantes de Casimir, C[s] = [ s(f(x, p,t))dxdp, em particular s(f) = flog(f) que
corresponde a entropia de Boltzmann. Apesar de ndo existir um teorema H para a equacdo
de Vlasov (que € reversivel no tempo), simulagdes computacionais [73] mostram que
a invariancia da entropia se restringe a um curto intervalo de tempo. No entanto, esse
efeito é de natureza puramente numérica e se deve a perda de informagdo sobre o sistema
que ocorre quando as filamentacOes na funcio de distribuicdo tornam-se da ordem do

espacamento da malha (efeito de finitude da malha).
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Os Casimirs e as normas L? podem, portanto, ser bem mais “frageis” 3154, 52,
73], do ponto de vista computacional, do que a norma L! (associada & massa total), o

momento total e a energia total do sistema.

5.1.1 Separatriz e frequéncia de aprisionamento

As expressoes para a frequéncia de aprisionamento e para a separatriz no modelo
onda-particulas podem ser facilmente obtidas uma vez que expressamos o estado da
onda em termos dos pares canonicamente conjugados (0,7) em vez de suas componentes

cartesianas. Nessa representacdo, a hamiltoniana (4.1.1) adquire a seguinte forma [15]
N plz | N
H= E — — ol —ek™ 2 v2Ilcos (kx;—90) , 5.1.8
=12 =1 (kx =6) ( :

onde I = (X? +Y?)/2 representa a intensidade da onda e ® = arctan(¥ /X) a sua fase.
Se por simplicidade tomarmos o referencial da onda (®w = 0), a energia da i-ésima

particula é dada por

_
2

onde o segundo termo representa a energia potencial de interacdo que depende da

— ek~ 'V/2Icos (kx; — 0) , (5.1.9)

€

coordenada relativa da particula.

Podemos calcular a energia da separatriz observando que os pontos do espago de
fase (x;, p;) tal que a energia potencial V (x;,0,7) ¢ maxima e p; = 0 representam pontos
de sela [78] do sistema pertencentes a separatriz. Dessa forma, a energia da separatriz é

dada por

ESZZ\/Z:%\/XZJFYZ. (5.1.10)

Essa energia delimita dois tipos distintos de trajetdria para as particulas e con-
sequentemente nos permite dividi-las em duas categorias: as particulas aprisionadas (par-
ticulas ressonantes) que viajam pelo plasma sendo arrastadas pela onda e as demais par-
ticulas, denominadas particulas viajantes, cujas Orbitas sdo pouco afetadas pela presenca

da onda.

3No sentido de que o integrador numérico conserva essas quantidades somente para um curto intervalo
de tempo (a depender da resolucdo da malha) da simulag@o.
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Podemos tracar a curva para a separatriz no espaco de fase impondo o vinculo

e; = Eg para a energia. Dessa forma, de (5.1.10) e (5.1.9), obtemos a seguinte expressao

2
pi:g)i\/f (\/X2+Y2+Xcoskx,~—Ysinkxi) , (5.1.11)

k

onde utilizamos que 2/ = X2 +Y? e fizemos a transformacio p; — p; — ®/k para voltar
ao referencial do laboratorio.
Uma particula profundamente aprisionada no pogo de potencial da onda (¢; <
E,) pode ser considerada como uma particula teste*. Neste caso, sua equagio de movi-
mento € dada por
¥ +ek V2 =eV21 0, (5.1.12)

que € uma equacao do tipo oscilador harmdnico com frequéncia

o = \/ekVX2+Y2, (5.1.13)

Essa frequéncia define um limiar no tempo Tg = Oy la partir do qual podemos
distinguir os regimes linear e nio linear do modelo. Para instantes de tempo ¢ < Tg,
os efeitos de aprisionamento podem ser negligenciados, e as trajetérias das particulas
podem ser tomadas como aproximadamente balisticas. Essa hip6tese foi fundamental para

a validade da teoria apresentada no capitulo 4 e dos resultados numéricos obtidos.

5.1.2 Passos do integrador

Para resolver numericamente a equacio de Vlasov (5.1.1), utilizamos o método
semi-lagrangiano com algumas modificagdes em relacdo aos passos do integrador apre-
sentados na secdo 3.3. Essas alteracdes se devem ao fato de o modelo onda-particula pos-
suir o par canonicamente conjugado (X,Y) referente a onda, que deve evoluir juntamente
com o par (x,p) em cada passo de tempo do integrador. Além disso, as advec¢des nos
momentos devido as componentes X e Y da for¢a devem ser consideradas separadamente.
Os passos desse integrador sao dados por:

(I) — Advecgdo na direcdo de p devido a componente X da for¢a por um passo
de tempo de Ar/2:

FO(x,p) == f(x,p— FxAt/2) ; (5.1.14)

“Particula com energia pequena o suficiente (relativamente 4 onda) para que mudangas no estado (8, 1)
decorrentes da interagdo possam ser negligenciadas.



5.1 Equagdo de Vlasov para o sistema onda-particula 83

(IT) - Evolugdo da componente Y por um passo de tempo de Az /2:
~1 (1) At
Y —-Y— | oX—¢k dxdp Y (x,p)coskx 5 (5.1.15)

(III) — Advecg@o na dire¢do de x por um passo de tempo de Az /2:

f(m)(x,p) — f(l)(x—pAt/Z,p) : (5.1.16)

(IV) — Adveccdo na direcdo de p devido a componente Y da for¢a por um passo
de tempo de At:
I (x,p) = fU (x, p — FyAr) ; (5.1.17)

(V) = Evolugdo da componente X por um passo de tempo de Az:
XX+ ((oY +ek! /dxdp ) (x, p) sinkx) At ; (5.1.18)

(VI) — Adveccio na diregao de x por um passo de tempo de Az /2:

FYD(x,p) i= fIV) (x — pAt/2,p) ; (5.1.19)

(VII) — Adveccao na direcao de p devido a componente X da for¢a por um passo
de tempo de Ar/2:
FYID (x, p) = ) (x, p — FxAt/2) ; (5.1.20)

(VIII) - Evolugdo da componente Y por um passo de tempo de Az/2:
-1 (VII) At
Y Y — | oX—¢k dxdp V""" (x,p)coskx 5 (5.1.21)

Apesar de ndo termos explicitados as interpolacdes como passos do integrador
(para nao sobrecarregar o algoritmo), elas s@o necessdrias logo apds que é feita uma
transformacdo na posi¢do ou no momento. Assim, as atribui¢cdes nos passos (I), (IV)
e (VII) devem ser feitas mediante uma interpolacdo de f em relacdo aos momentos,
enquanto que as atribui¢cdes nas etapas (III) e (VI) requerem uma interpolacdo nas

posigoes.
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5.2 Resultados da simulacao

A func@o de distribuigdo é representada em uma malha numérica (x;, p ;) definida
na regiao [Xmin,Xmax) X [Pmin, Pmax) do espaco de fase composta de Ny x N, pontos. Os
valores de f(x;,p;) em cada ponto da malha sdo armazenados na matriz f[i][j], com
i=0,...,Ny—1lej=0...N,— 1.

A evolugido da distribuigdo f(x;, p;) é obtida de acordo com os passos descritos
na se¢do 5.1.2 onde sdo impostas condi¢des de contorno periddicas nas etapas (III) e (VI).
Dois tipos de configuracgdes iniciais foram testados:

Na primeira etapa partimos de uma distribui¢do constante do tipo waterbag dada
por

f(x,p,t:O):—1 , s 0<x<Axypb € —Apwb/2<p <Apw/2,
2AxybApwh
(5.2.22)
e nula caso contrério.

As simulagdes foram executadas em uma malha de 1024 x 1024 pontos distri-
buidos uniformemente na regido [—m, 7] x [—6,6] do espaco de fase. Utilizamos Axyp =
2.258, Apwp = 4.227 como largura da waterbag e h = 0.01 como passo de tempo. Para a
onda utilizamos os parAmetros k = 1.0, ® = 1.5, X(0) = 1.0, Y(0) = 0.0 e € = 1.0 como
parametro de acoplamento.

Na etapa seguinte, a simulagdo € inicializada com uma distribui¢do homogénea

nas posi¢des e normal nos momentos escrita como

1

)
m \/ﬁexp( p2/2), (5.2.23)

fx,p,t=0)=

onde escolhemos L = T.

Utilizamos para este caso os seguintes parametros numéricos: N, = N, = 512,
Xmax = —Xmin = T € Pmax = —Pmin = 0 (para a malha); k = 1.0, ® = 1.5, X(0) = 1.0
e Y(0) = 0.0 (para a onda) e constante de acoplamento € = 0.01. Nas simulac¢Ges

estabelecemos f(x,p,t) = 0se |p| > 6.0.

5.2.1 Inicializacao com uma distribuicao constante (waterbag)

Nas figuras 5.1 apresentamos o retrato de fase da simulacdo para diferentes
instantes de tempo partindo da distribui¢do inicial em (5.2.22). A curva em azul representa
a separatriz desse modelo, calculada em cada instante pela expressao (5.1.11).

Os parametros adotados nessa simulagdo foram escolhidos de forma a garantir
que aproximadamente metade da waterbag inicial fosse aprisionada no poc¢o de potencial

da onda e assim tivessemos uma boa visualiza¢do da sua dispersdao no decorrer do tempo.
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Figura 5.1: Retrato de fase da funcdo de distribuicdo parat =0, 1, 2, 4, 5, 10, 20, 50, 100
para o modelo onda-particula em uma malha de 1024 x 1024. A linha azul
representa a separatriz desse sistema. Os pardmetros numéricos utilizados foram
Xmax = —Xmin = T Pmax = —Pmin = 0.0, 1 =0.01,e=1.0, k=1.0, ® = 1.5,
X=10eY =0.0.

As figuras nos permitem identificar comportamentos bastante distintos da fung¢ao
de distribuicao: uma regido de aprisionamento (dentro da separatriz) em que as particulas
sdo arrastadas juntamente com a onda e uma regido de “fluxo livre” (fora da separatriz)
onde ocorrem as filamentacgoes ilustradas mais nitidamente nas figuras 5.1(f) e 5.1(g). Ob-
servamos também que com o passar do tempo as filamenta¢des aumentam em quantidade
e dao um aspecto mais suave a funcdo de distribuicdo na medida em que sua largura se
torna da ordem do espagamento da malha.

O erro relativos da norma L', que expressa a conservagio do volume no espaco
de fase, e da energia total do sistema sdo monitorados ao longo da simulagdo e apre-
sentados na figura 5.2. Os graficos mostram que nosso integrador bem como a rotina de
interpolacdo cubica utilizada (ver se¢@o 3.3) fornecem uma precisao satisfatéria para os
resultados.
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Figura 5.2: Erros relativos (a) da norma L' e (b)da energia total do sistema para uma fungao
de distribui¢ao inicial do tipo waterbag.

5.2.2 Inicializa¢do com uma distribuicao normal nos momentos

A motivagdo para comecar a simulagdo com esse tipo de distribui¢do foi inves-
tigar seu processo de relaxagdo nas vizinhangas da velocidade de fase vy € a evolugdo da
intensidade da onda em direc@o ao regime de saturagdo.

Conforme observamos nos retratos de fase apresentados na secdo anterior, a
largura da separatriz nos fornece uma medida do alcance da interacdo no espaco das
velocidades. Assim, utilizamos essa quantidade para determinar a fracdo aproximada de
particulas ressonantes do sistema.

Impusemos a condi¢do

Mress 1 /(‘)/k+v 2E; £ 0)d . (5224
= = D <1, 2.
i no ff(xapao)dp ®/k—/2Eg P p

por meio do pardmetro € e das componentes X e Y para que o bulk da distribuicdo nao
fosse tdo afetado pela presenca da onda e assim o modelo onda-particula fornecesse
uma descricao mais coerente da interagdo feixe-plasma. Dessa forma, asseguramos que
o sistema é composto por um bulk predominante e uma pequena fragdo de particulas
ressonantes.

Na figura 5.3 ilustramos vérios retratos da fungdo de distribui¢do integrada
nas posi¢des partindo da distribui¢do dada em (5.2.23). Escolhemos como parametros
vy = 1.5 ¢ € =10.01 de modo que a fragdo de particulas ressonantes representasse apro-
ximadamente 4%. Essas particulas ocupam o intervalo de velocidades delimitado pelas
linhas verticais azuis que correspondem aos valores minimo e maximo (®/k 4= v/2Ey) para
os momentos da separatriz calculados em ¢ = 0. Nas figuras 5.3(a) e 5.3(b) observamos

o inicio da relaxacdo da funcdo de distribuicdo decorrente do processo de sincroniza¢ao
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Figura 5.3: Processo de relaxag@o ndo colisional da fun¢do de distribui¢do dos momentos
parat =0, 2.0, 2.7, 4.0, 8.0, 9.3, 10.5, 26.9, 37.9 (em unidades de Tg) em
uma malha de 512 x 512. O intervalo delimitado pelas linhas verticais azuis
representa a largura da separatriz. Os pardmetros numéricos utilizados foram
Xmax = —Xmin = T Pmax = —Pmin = 0.0, h =0.001,£=0.01,k=1.0, ®=1.5,
X=10eY =0.0.

entre a onda e as particulas ressonantes. No intervalo de tempo correspondente a essas
duas figuras (r < 27tg) o sistema passa do regime linear para o regime nao linear.

Para t ~ 2.7tg observamos a formacdo do plateau na funcio de distribui¢ao
(vide Fig. 5.3(c)), que rapidamente € deformado dando origem a uma distribui¢cdo do
tipo bump on tail [40]. Em seguida, a distribui¢do volta a relaxar, porém novamente
ultrapassa a configuragdo com o plateau conforme ilustrado na figura 5.3(e). Esse processo

> ¢ caracterizado pela alternincia de

de relaxacdo em direcdo a um estado estaciondrio
regimes em que particulas sdo na média aceleradas ou desaceleradas, sendo essa difusao

nas velocidades cada vez menos intensa com o passar do tempo.

SPara esse sistema a distribuiciio de equilibrio das particulas nio é maxwelliana e sim uma distribuicio
Jfp achatada em torno da velocidade de fase da onda vy.
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Figura 5.4: Evolugdo da intensidade da onda em escala logaritmica. O tempo € reescalado
pelo periodo de aprisionamento T = (ek|Z(0)|)~'/2. O efeito ndo linear fica
nitido para wpt ~ 4, onde a onda ji ndo mais decai com a taxa de Landau (linha
tracejada).

Analisamos também o processo de relaxacdo por meio da evolucio da intensi-
dade da onda. Observamos que inicialmente a onda decai com a taxa de Landau (4.1.41),
representada pela linha tracejada na figura 5.4. Nessa perspectiva, a quebra do regime
linear fica mais nitida por volta de t = 4tg. A partir desse instante, a onda passa a ser
amplificada atingindo um maximo de sua intensidade em 7 ~ 7.51g. E interessante notar
que essa instabilidade se inicia no instante em que a distribui¢do de velocidades das parti-
culas ressonantes apresenta uma inclinagdo méxima e termina por volta de 7.5Tg quando
a inclinacdo € minima. Esse processo se repete outras vezes porém com oscilagdes cada
vez menos intensas.

Os resultados analiticos na referéncia [31] prevéem um decaimento exponencial
inicial (f < Tg) com a taxa de Landau, seguindo de um regime oscilatério transiente
para a amplitude da onda, e finalmente, quando ¢t — 0, um regime estaciondrio em que o
processo de relaxagdo nas velocidades cessa e a amplitude da onda estabiliza. A evolucao
da intensidade da onda na figura 5.4 mostra que nossas simulagdes estdo em acordo
com essas previsdes tedricas. As oscilacdes que observamos na intensidade da onda
acompanhadas das variagdes no sinal da derivada 0;(9dyf|y=y,) expressam o mecanismo

quase-ressonante de transferéncia de energia [29, 79] e momento [55, 15] que rege a
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dindmica do sistema onda-particula.

5.3 Modelagem do plateau e a relacao de dispersao

Para efetuar a integral de Landau (2.2.55) no regime de ondas ndo amortecidas,
quando a distribui¢do de velocidades encontra-se achatada em torno de v = vy, 0s autores
da referéncia [58] propdoem uma funcdo de distribuicdo ligeiramente diferente de uma

maxwelliana, dada por

_ ) = m(N)
L+ [(v—Vo)/AV,)™

o) = fmv) (5.3.25)
onde fy = exp(—v?/2)/v/2m é a maxwelliana usual, Vj e AV}, representam, respectiva-
mente, o centro e a largura do plateau e n, um niimero inteiro par.

Além disso, as quantidades fisicas sdo reescaladas em termos de quantidades
caracteristicas do plasma. Dessa forma, tempo e comprimento sdo dados, respectivamente,
em unidades do inverso da frequéncia de plasma (0, 1 e do comprimento de Debye (Ap)
e, consequentemente, a velocidade fica reescalada pela velocidade térmica dos elétrons
(vin)- A relacdo de dispersao (2.2.58) assume portanto a seguinte forma

1 rdf/dv

1—EP

dv=0, (5.3.26)
V="V
com P denotando o valor principal de Cauchy.

Assumindo uma distribuicdo de velocidades maxwelliana, representada pela
linha tracejada na figura 5.5(a), e impondo que suas derivadas a esquerda e a direita se
anulam na velocidade de fase da onda, a equacdo (5.3.26) admite para um dado vetor de
onda k* duas raizes, conforme ilustrado pela linha preta tracejada na Figura 5.5(b). Essas
raizes sao denominadas modo EAW (Electron acoustic waves), que para pequenos valores
de k possui uma relagdo de dispersdo tipica de onda actstica, e modo LAN (em referéncia
a oscilagio de Langmuir), cuja frequéncia tende a frequéncia de plasma ®, quando k — 0.
Na referéncia [57] é apresentada uma curva © para a relagdo de dispersio dessas ondas.
Essa curva prevé a existéncia de um vetor de onda de cutoff para além do qual ndo existem
modos permitidos para o plasma.

Por outro lado, se assumirmos uma fun¢do de distribuicdo com um plateau, a
relacdo de dispersdo (5.3.26) admite novas raizes além dos modos EAW e LAN, que

podem ser mais bem visualizadas na regido ampliada do grafico em 5.5(b). Observamos

A representacdo grifica @ x k da relacdo de dispersio dos modos EAW e LAN é conhecida hoje na
literatura como thumb curve devido sua forma semelhante a um dedo polegar.
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Figura 5.5: Distribuicio de velocidades ligeiramente diferente de uma maxwelliana (devido a
um achatamento nas vizinhangas da velocidade de fase da onda) e as alteracdes na
fungdo dielétrica resultantes da presenga do plateau (a) Distribuigdo f,, dada pela
Eq. (5.3.25) (vermelho). A curva tracejada representa a distribuicio maxwelliana
Jfum. (b) Funcéo dielétrica versus velocidade de fase calculada com k = 0.3 para
a distribuigdo f, com AV, = 0.01, Vo = 1.0 e n, = 10 (vermelho) e para uma
distribui¢do fy; com derivada nula em v = v, (curva tracejada).

que na auséncia de plateau a funcdo dielétrica ndo se anula nesse pequeno intervalo em
torno de Vp = 1.0. Os autores em [58] denominaram essas novas solucdes da fungdo
dielétrica de corner modes uma vez que surgem quando se introduz um pequeno plateau
com bordas suaves na fun¢do de distribuicdao de tal forma que seu caréter continuo ndo

seja perdido.

5.3.1 Espectro dos corner modes

Para analisar o quio sensivel o espectro dos corner modes € em relagdo a
suavidade do plateau, propusemos uma forma alternativa para a func¢do de distribuigao,

dada por
fo(v) = () —gW)fm) = mVo)l, (5.3.27)

onde g(v) é uma fungdo concentrada em torno de Vj dada da seguinte forma:
1
glv) = 4_1[1 +tanh((v—V})/T)]-[1 —tanh((v—V»)/T)], (5.3.28)

comV; =Vy—AV, e Vo =V +AV,.

Nessa nova modelagem a suavidade do plateau ndo estd associada a um parame-
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tro inteiro np, mas a um parimetro’ real T que pode ser variado de forma continua. Os
dois diferentes plateaus estdo ilustrados na Figura 5.6(a), em que a curva em vermelho
representa o plateau dado por (5.3.25) e a curva em azul o plateau proposto em (5.3.27)
em termos das tangentes hiperbdlicas.
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Figura 5.6: (a) Grafico das distribui¢des de velocidades dadas por (5.3.25) (vermelho) e
por (5.3.28) (azul) ampliados na regido do plateau. (b) Espectra dos corner
modes correspondentes a essas duas diferentes distribuicdes. A regido em laranja
reproduz corretamente o resultado da referéncia [58].

Na figura 5.6(b) mostramos o espectro dos corner modes calculado a partir das
duas distribui¢des f,,(v) apresentadas nessa secdo. Observamos que apesar da diferenga
entre essas distribuicdes ser bastante sutil, os espectros associados a elas sdo significa-
tivamente diferentes conforme podemos ver pelas regides laranja, obtida a partir da dis-
tribuicao em (5.3.25), e azul, referente a modelagem em (5.3.27). Notamos ainda que
essas diferencas sdo mais nitidas na regido de menor velocidade de fase (por exemplo
vy < 3.0). Para justificar esse comportamento devemos relembrar que a integral no pri-
meiro membro de (5.3.26) pode ser efetuada por partes dando origem ao seguinte inte-
grando (v—vy) 2 f,(v). O primeiro fator desse integrando é uma fungo bastante concen-
trada em torno de v = vy 0 que indica que sutis diferengas na forma do plateau podem al-
terar significativamente a relacdo de dispersdo em (5.3.26) e consequentemente o espectro
dos modos ndo amortecidos. Contudo, para velocidades de fase muito grandes f,,(v) — 0
e essas diferencgas sutis na forma do plateau tornam-se pouco influentes no cdlculo da

integral.

"Denotamos esse pardmetro pela letra T em analogia ao papel que a temperatura desempenha ao suavizar
a “quina” da distribuicdio de Fermi-Dirac para um gés de elétrons livres nas vizinhancas da energia de Fermi
[80].
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5.4 Modos EAW e LAN na presenca de campo externo

Nessa secdo investigaremos os efeitos da presenca de um campo externo de radi-
acdo sobre os modos ndo amortecidos discutidos na secdo anterior. Para isso, partiremos
da funcdo dielétrica obtida em [81, 37] de onde obtemos a seguinte equagdo para a relacdo

de dispersao

) 3o /v -
er(k, Q) = 1 — -2 Z T2 (Y0k) /V_w/k_mmr/kdv_o, (5.4.29)

m=—oo

com Yy = eEy/mew? e m representando o nimero de fétons da radiagdo externa que
contribui para a func¢do dielétrica do plasma.

Os cdlculos para a obten¢do da funcdo dielétrica em (5.4.29) estdo mais bem
detalhados no apéndice C.

Diferentemente do tratamento utilizado na referéncia [37], ndo faremos aqui uma
expansao em série binomial do integrando em (5.4.29). Em vez disso, calcularemos nu-
mericamente essa integral nos mesmos moldes apresentados na referéncia [58]. Contudo,
antes de procurar pelas raizes de (5.4.29) é conveniente reescrever essa equacao em ter-

mos de varidveis adimensionais da seguinte forma

er(k,vy) = -5 Z J2 (“r ) Ln(k,vg) =0, (5.4.30)

onde k é dado em unidades de 7»51, as velocidades ve vy = ® /k em unidades da velocidade
térmica dos elétrons (vy), as frequéncias ® e ®; em unidades de ®, € o pardmetro
o = Yow? associado a amplitude do campo de radiacio é dado em unidades de Vih Op.
O inteiro M representa um nimero de truncamento para a soma sobre o niimero de fétons

do campo de radiacdo. A funcdo I,,(k,vy) é definida como

(5.4.31)

ad
(k,vo) {Pfa—f/(v—%)dv, m=0
Vo) = af 1 1
P |:f v (V_V(P_mmr/k + V—V¢+mﬂ)r/k> dV:| y m> 0.

Vale notar que no limite o, — 0 (campo de radiacao fraco), as funcdes de Bessel
comportam-se como deltas de Kronecker, i.e. J,;, = 0,0 € assim podemos resgatar de
(5.4.30) e (5.4.31) o resultado em (5.3.26) obtido via teoria cinética.

Para efetuar a integral em (5.4.31) utilizamos a regra trapezoidal de integracdo
em uma malha numérica de N = 12000 pontos e estabelecemos Viax = —Vmin = 6 como
limite da integragéio numérica, i.e., assumimos que fora do intervalo |v| < v,y a derivada
da funcdo de distribui¢do € nula. Com esses parametros, o passo de integracdo é dado

por Av = 2vpax/N. A integral é efetuada assumindo-se uma distribuicéo de velocidades
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maxwelliana em [vpin, Vmax| €xceto nos polos de (5.4.31) e no intervalo de largura 2Av
centrado na velocidade de fase da onda, onde assumimos que a funcdo de distribui¢do
possui derivada nula.

Na figura 5.7(a) fixamos o nimero de onda £* = (.23 e analisamos o comporta-
mento da funcdo dielétrica para diferentes valores do nimero inteiro M, que representa o
valor de truncamento do somatoério (5.4.30). Notamos que a presenga do campo externo
atua como um mecanismo capaz de excitar novos modos longitudinais no plasma, uma
vez que as curvas para diferentes valores de M apresentam raizes distintas da curva trace-
jada, que corresponde aos modos na auséncia de radiagdo. Observamos que para valores
intermedidrios do vetor de onda (k ~ 0.2) os processos multi-fotdnicos m < 5 possuem

contribuicdes significativas para o calculo das raizes da funcao dielétrica.

T T T T T
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Figura 5.7: Funcio dielétrica para um plasma livre na presenga de um campo eletromagnético
externo com ®; = 0.05 e k* = 0.23 para (a) diferentes nimeros de fétons com
o, = 0.04 e para (b) diferentes magnitudes do campo de radiacdo com M = 10.
A curva tracejada representa a funcdo dielétrica na auséncia de campo externo
cujas raizes correspondem os modos EAW e LAN.

Na figura 5.7(b) fixamos o nimero de fétons, a frequéncia do campo externo e
o nimero de onda k* = 0.23 e analisamos o comportamento da funcdo dielétrica para
diferentes amplitudes do campo externo por meio do parametro o,.. Notamos que ambos
os modos (LAN e EAW) sdo sensiveis a variagdo da magnitude do campo de radiacio,
sendo essa mudanca mais significativa sobre os modos EAW. Observamos ainda um
deslocamento no ponto de minimo dessa funcdo indicando que a presenca da radiacdo
altera também o valor do vetor de onda de cutoff.

Apresentamos na figura 5.8 os gréficos da relagdo de dispersdo dos modos
nio amortecidos quando sdo considerados processos multi-fotdnicos envolvendo até M
foétons. Para os parametros o, e o, utilizados, verificamos que € possivel, como boa

aproximagdo, limitar o somatério em (5.4.30) a M = 9. Observamos que a presenca do
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Figura 5.8: Grifico ® x k para os modos coletivos longitudinais de um plasma sujeito
a campo eletromagnético externo. Nela podemos identificar os ramos LAN
(superior) e EAW (inferior). Os graficos foram obtidos assumindo a frequéncia
da radiacdo ®; = 0.05. A linha tracejada (conhecida como thumb curve [58])
representa a relacdo de dispersdo para os modos na auséncia de campo externo.

campo externo tem pouca influéncia sobre os modos com grande comprimento de onda
(k =~ 0). Contudo, para valores maiores de k, esses modos sdo significativamente alterados,
conforme podemos observar pelo deslocamento das ordenadas (frequéncias) dos pontos
ilustrados em relagd@o a curva polegar original (linha tracejada). Além disso, notamos que
a presenga do campo externo confina os modos em um intervalo de k menor do que o

valor k = 0.53 reportado na referéncia [58].



CAPITULO 6

Consideracoes finais e perspectivas

Na presente tese, discutimos os efeitos da interagdo onda-particula em plasmas
ndo colisionais com base em um modelo hamiltoniano para N particulas eletrostatica-
mente acopladas a uma onda. Utilizamos duas abordagens distintas para o problema: uma
linear, em que resolvemos as equagdes de movimento através da determinagdo do espectro
das autofrequéncias andlogas de van Kampen e, a outra, ndo linear, por meio de simula-
coes de Vlasov para descrever a dinamica do sistema desde o regime quase-balistico até o
regime de aprisionamento forte das particulas. Investigamos também os modos coletivos
em plasmas livres na hip6tese de ondas nao amortecidas e os modos coletivos em plasmas
magnetizados sujeitos a campo externo de radiacdo.

A discretizacdo das particulas em feixes monocinéticos no modelo onda-
particula nos permite definir um estado de equilibrio e expandir a solugdo geral do sis-
tema linear como uma superposi¢cao de modos normais. Esses modos normais possuem
frequéncias complexas associadas, obtidas a partir de uma relacdo de dispersdao envol-
vendo as velocidades dos feixes e o nimero de particulas em cada feixe. Observamos
que cada modo normal contribui para compor a amplitude inicial da onda e que essas
contribuicdes tem um comportamento diferenciado dependendo se o sistema € estavel ou
instdvel. Para o caso estdvel, observamos que independente do nimero de feixes, todos
os modos possuem contribuicao relevante para a amplitude inicial da onda. Contudo, no
caso instdvel, observamos que no regime de muitos feixes dois modos especificos pos-
suem contribui¢des dominantes: um modo préximo ao modo de Landau (bL) € o seu
complexo conjugado (bL*). Verificamos ainda que a contribuicdo do modo bL* é cance-
lada (ndo somente em ¢ = 0, mas ao longo de toda a dinamica) pela superposicao dos
modos com autofréquencias proximas ao eixo real. Nossos resultados mostram que no
regime linear o phase mixing dos modos andlogos de van Kampen € o mecanismo respon-
savel pelo amortecimento/amplificacdo de Landau. No caso instdvel esse phase mixing
tem ainda uma caracteristica peculiar, que € um efeito de interferéncia destrutiva entre o
modo bL* e o espectro denso proximo ao eixo real. As andlises envolvendo sistemas de
muitos feixes foram possiveis gracas ao desenvolvimento de uma nova técnica numérica

suficientemente precisa para a determinagdo de raizes complexas.
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O amortecimento das oscilagdes eletrostdticas foi também investigado por simu-
lagcdes de Vlasov via método semi-lagrangiano do modelo onda-particula. Observamos
que para uma pequena fracdo de particulas ressonantes e para uma distribuicdao de velo-
cidades maxwelliana a onda decai inicialmente com a taxa de Landau. Porém, quando
os efeitos de aprisionamento passam a ser relevantes, a intensidade da onda apresenta
um comportamento oscilatdrio, sendo a amplitude dessas oscilagdes cada vez menor com
o passar do tempo. Durante esse processo, a fun¢do de distribuicdo das velocidades é
constantemente deformada nas vizinhancas da velocidade de fase da onda e essas defor-
macdes sdo também cada vez menos acentuadas. Estudamos também os modos coletivos
nao amortecidos do plasma quando introduzimos um pequeno plateau na distribuicao de
velocidades centrado na velocidade de fase da onda. Investigamos a sensibilidade da fun-
cdo dielétrica para duas modelagens diferentes para o plateau e constatamos que o espec-
tro dos modos nao amortecidos € significativamente alterado para ondas com velocidades
de fase nao muito superiores a velocidade térmica dos elétrons. Finalizamos a parte do
trabalho envolvendo efeitos ndo lineares mostrando que a presenga do campo externo
de radiacdo desloca as raizes da fun¢do dielétrica e restringe os modos nao amortecidos
(EAW e LAN) a valores menores para o comprimento de onda.

Com os estudos para plasmas magnetizados sujeitos a campos externos de radia-
cdo, verificamos dois comportamentos distintos dependendo da relagdo entre as frequén-
cias da radiacdo e a frequéncia ciclotronica dos elétrons. Observamos que no regime
quase-ressonante (®, ~ ®.), a presen¢a do campo externo faz com que o decaimento da
frequéncia dos modos eletrostaticos com o vetor de onda ocorra de forma mais abrupta.
No regime nao ressonante, a principal constatacdo € o surgimento de novas frequéncias
assintdticas associadas a novas singularidades que surgem na funcdo dielétrica. Nesse
regime, constatamos que além dos modos harmonicos ciclotronicos o plasma admite tam-
bém modos harmonicos da frequéncia do campo de radiacao.

Como perspectivas futuras de trabalho pretendemos estender as anélises lineares
do modelo onda-particulas para outras configuracdes de feixes monocinéticos e outras
inicializagdes para o sistema. Esperamos que no regime de muitos feixes os cdlculos do
espectro de autofrequéncias e do fator de escala levem a resultados semelhantes para a
evolucdo da intensidade da onda, reforcando assim os resultados obtidos no capitulo 4.

Pretendemos também otimizar o célculo do espectro das frequéncias de van
Kampen por meio de um coédigo paralelizado em linguagem de programacdo CUDA.
A idéia € atribuir a cada thread da GPU o cédlculo de uma raiz da rela¢do de dispersao.
Obtivemos resultados preliminares para sistemas de poucos feixes € com baixa precisdo
para o cdlculo das raizes. Porém, constatamos que quando exigimos maior precisdo do
método o tempo de execugdo da rotina definida no device torna-se muito longo e a

execucdo € abortada. Mesmo quando desativamos o ambiente gréifico, forcando dedicacdo
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quase integral da mdquina ao programa, o sistema demora demasiadamente. Precisamos
portanto, introduzir passos intermedidrios de comunica¢do entre a GPU e a CPU a fim
de evitar lacos muito demorados sendo executados na placa grafica. Esperamos explorar
mais 0 método e testd-lo para outros problemas, tanto em uma versao sequencial quanto
em uma versao paralelizada.

As simulacdes de Vlasov nos permitiram investigar a interagdo onda-particula
em plasmas fora do regime linear. A paralelizacdo desses codigos é também uma possi-
bilidade de atuacao futura, visto que permitird atingir o regime de quase-saturagdo mais

rapidamente.
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APENDICE A

Método da biseccao no plano complexo via
teorema de Cauchy

O teorema de Cauchy estabelece que se F' € uma funcao analitica em um dominio
simplesmente conexo D delimitado por um contorno fechado 9D entdo §,,F(z)dz =0,
e se F' possui um numero finito de pdlos simples z; em D com residuos R;, entdo
$3p F (z)dz =21} ;R;. Nesse apéndice, apresentamos um método direto baseado nessa
ferramenta elementar de andlise complexa com o objetivo de calcular numericamente o
espectro completo das autofrequencias (andlogas) de van Kampen.

Com (o) sendo o segundo membro da equacdo (4.1.36), o método consiste
em obter as raizes de 6 — (o), dentro de uma dada regido, pela procura dos pélos de
(6 — (o)) ~!. Para encontrar uma raiz nas vizinhancas da velocidade do s-ésimo feixe,
definimos dois retangulos : um a esquerda com vértices A até A4 e um outro a direita com
vértices A até A}, ambos ilustrados na figura A.la. Primeiramente, estimamos o valor da

integral de Cauchy ao longo desses contornos retangulares com o intuito de identificar de

L A r=--=""=77 I
| | | |
: : : :
: : : : :

,

| | | A |
‘ ‘ ‘ ‘
| | | B |
| | | A |
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(a) (b)

Figura A.1: Ilustracdo do método da biseccdo no plano complexo ¢ supondo uma raiz
localizada a direita da linha correspondente ao s-ésimo feixe. Os tridngulos
sombreados destacam as regides em que a integral de contorno nido se anula
e, consequentemente, possui uma raiz.
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qual lado do s-ésimo feixe a raiz estd localizada. Se um desses retangulos fornece

7%@(0_%(0))—1010 < Cont (A.D)

com Cgj; representando nosso critério para assumir a integral numericamente nula, ele é
descartado como possivel regido contendo a raiz.

Apo6s identificada a presenca de uma raiz dentro de um retangulo, o préximo
passo consiste em implementar o método da bisec¢do, que se baseia em sucessivas
divisdes das regides de procura. Na figura A.1l, ilustramos esse procedimento com 0s
triangulos sombreados em A.1(a) e A.1(b) mostrando, respectivamente, a configuracio
no inicio e apds 6 iteracdes do método. As iteragdes sdo finalizadas quando o valor do
maior lado do tridngulo sombreado ¢ menor do que a tolerancia do método (que € um
pardmetro de entrada). Nesse caso, a raiz aproximada de ¢ — (o) é dada pelo centro

geométrico do triangulo.

Algoritmo 1 METODO DA BISECCAO NO PLANO COMPLEXO

Gside < Larger_side (A,A},A))
root < NULL
if —exist_pole_inside (A],A},A]) then
if —exist_pole_inside (A%,A,,A}) then
return root
else
Al A
Al — A
Al A}
Al Al
end if
end if

while Gside > error do

if exist_pole_inside (A}, (A5 +A})/2,A)) then
Al A
A, A
Al A}
Al (A +AY)/2

else
Al — A
Al A
Al A}
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Al (A +A))/2
end if
Gside < Larger_side (A,A},A})
end while
root < (A} +A5+A))/3

return root

end

O método da biseccao € apresentado pelo pseudocddigo no algoritmo 1, onde
chamamos a fun¢do “Larger side (A,B,C)", que fornece o comprimento do maior lado do
triangulo ABC, e a funcdo “exist_pole_inside (A,B,C)", que retorna uma varidvel booleana
informando, por meio do critério (A.1), se existe um pélo de (6 —(c))~! dentro do
triangulo ABC. Os cédigos foram implementados em linguagem de programacio C com
o auxilio da biblioteca “complex.h".

Apesar de o método da biseccao ter sido desenvolvido especificamente para tratar
o problema de feixes monocinéticos apresentado no capitulo 4, € importante destacar que
a priori ele pode ser utilizado de forma eficiente para calcular as raizes complexas de
qualquer fungdo F(G) que seja bem comportada no dominio de integragdo e tal que os

pélos de F~! (o) tenham residuos nio nulos.
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Codigos referentes a simulacao de Vlasov do

péndulo nao linear

double Force (double x) {return —sin(x) ;}

void integrator (double xxf, int xDIM, int pDIM,
double xMAX, double pMAX, double h)

int i, j, k ;

double x, p ;

double dx = 2.0 x xMAX/(double)xDIM ; /x Periodic boundary condition x/
double dp .0 * pMAX/((double)pDIM — 1.0) ;

Il
NS}

double xxfb = (double xx) malloc (xDIM x sizeof (double)) ;
for (i 0; i < xDIM; i++)
fb[i] = (double x) malloc(pDIM * sizeof (double));

for (i = 0; i < xDIM; i++)
for (j = 0; j < pDIM; j++)
foli]0j] = f[1][J] 3

/¥ First step: semi—advection in x—direction x/
for (i = 0; i < xDIM; i++)

for (j = 0; j < pDIM; j++)

{

—MAX + (double)j *x dp ;
x = xMAX + (double)i *x dx ;
X =X —p * h/2.0 ;

f{i][j] = interpolateX (i, j, x, fb, xMAX, xDIM, dx) ;



Apéndice B 109

for (i = 0; i < xDIM; i++)
for (j = 0; j < pDIM; j++)
fo[i][j] = f[i]l[]j] ;

/x Second step: full advection in p—direction x/
for (i = 0; i < xDIM; i++)
for (j = 0; j < pDIM; j++)
{
—MAX + (double)j *x dp ;
x = XMAX + (double)i *x dx ;
p = p — Force (x) * h ;

o
Il

fl{i][j] = interpolateP (i, j, p, fb, pMAX, pDIM, dp) ;

for (i = 0; i < xDIM; i++)
for (j = 0; j < pDIM; j++)
folillj] = fLi1[j] 3

/x Third step: semi—advection in x—direction x/
for (i = 0; i < xDIM; i++)

for (j = 0; j < pDIM; j++)

{

—MAX + (double)j *x dp ;
Xx = —xMAX + (double)i = dx ;
X =X —p % h/2.0 ;

f{i][j] = interpolateX (i, j, x, fb, xMAX, xDIM, dx) ;

for (i = 0; i < xDIM; i++) free (fb[i]) ;

return ;

double interpolateX (int i, int j, double xprime, double xxfb,
double xMAX, int xDIM, double dx)

int k, kpl, kp2, kml ;
double x_kpl ;
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double alpha, beta, gamma, delta, fI ;

while (xprime >= xMAX) xprime —= 2.0 x xMAX ;
while (xprime <= —xMAX) xprime += 2.0 x xMAX ;

k = (int)((xprime + xMAX)/dx) ;

// Periodic boundary condition: == == ====
if (k < xDIM — 2)
{

kpl =k + 1 ;
kp2 =k + 2 ;
kml = k — 1 ;

x_kpl = xMAX + kpl *x dx ;
if (k == 0)
kml = xDIM — 1 ;

else if (k == xDIM — 2)

kpl =k + 1 ;

kp2 = 0 ;

kml = k — 1 ;

x_kpl = =xMAX + kpl * dx ;

else if (k == xDIM — 1)

kpl = 0 ;
kp2 =1 ;
kml = k — 1 ;

xprime = xprime — 2.0 * xMAX ;
x_kpl = =xMAX ;
}
// =

alpha = (x_kpl — xprime)/dx ;

beta = 1.0 — alpha ;

alpha * (alpha * alpha — 1.0)/6.0 ;
delta = beta * (beta * beta — 1.0)/6.0 ;

gamma
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fI = alpha x fb[k][j] + beta % fb[kpl][j]
+ gamma * (fb[kpl][j] — 2.0 % fb[k][j] + fb[kml][]j])
+ delta x (fb[kp2]1[j] — 2.0 % fb[kpl][j] + fb[kI[j]) ;

return fI ;

double interpolateP (int i, int j, double pprime, double =xxfb,
double pMAX, int pDIM, double dp)

int k, kpl, kp2, kml ;

double f_k, f_kpl, f_kp2, f_kml ;
double p_kpl ;

double alpha, beta, gamma, delta, fI ;

k = (int)((pprime + pMAX)/dp) ;

kpl =k + 1 ;
kp2 =k + 2 ;
kml = k — 1 ;

if (kml > pDIM — 1 Il kp2 < 0) /x kml, k, kpl, kp2 out of the mesh x/

return 0.0 ;

p_kpl = pMAX + kpl * dp ;

alpha = (p_kpl — pprime)/dp ;

beta = 1.0 — alpha ;

gamma = alpha * (alpha x alpha — 1.0)/6.0 ;
delta = beta *x (beta % beta — 1.0)/6.0 ;

f_kml f_ k = f_kpl = f_kp2 = 0.0 ;
if (kml == pDIM — 1)
f_kml = fb[i][kml] ;
else if (kml == pDIM — 2)
{
f_kml = fb[i][kml] ;
f k = fbl[i][k] ;
}
else if (kml == pDIM — 3)
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f kml = fb[i][kml] ;
f k = fb[i][k] ;
f_kpl = fb[i][kpl] ;
}
else if (kp2 == 0)
f_kp2 = fb[i][kp2] ;
else if (kp2 == 1)
{
f_kp2
f_kpl
}
else if (kp2 == 2)
{
f_kp2 fb[i][kp2] ;
f_kpl fo[i][kpl] ;
f k = fb[i][k] ;
}
else /x Non border cases %/
{
f kml = fb[i][kml] ;
f_ k = fb[i][k] ;
f_kpl foli]lkpl] ;
f_kp2 fo[i][kp2] ;

fo[1][kp2]
fo[1][kpl]

fI = alpha = f_k + beta x f_kpl + gamma x (f_kpl — 2.0 x f_k + f_kml)
+ delta * (f_kp2 — 2.0 = f_kpl + f_k) ;

return fI ;
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Obtencao da funcao dielétrica de um plasma

livre sujeito a radiacao externa

Operador unitario e fun¢ao de onda perturbada

Nosso ponto de partida para o cdlculo da fungdo dielétrica é a equacdo de

Schrodinger
Ho(t)¥\V (x,1) = ih%\{f{f’) (r,1), (C.1)

com Hj representando o hamiltoniano para um elétron na presenga exclusiva do campo

externo de radiac¢do (na aproximacao de dipolo)
E(r) = —0A(t)/dt = Epcos(mt)X , (C.2)

onde A e ®, sdo, respectivamente, o potencial vetor e a frequéncia do campo.

O hamiltoniano em (C.1) é dado por

2 2 2
(p—eA(t))2= ! (px+eE° sin(mrt)) IR 2 (C.3)

Hy(t
o(t) 2mie o, 2me  2me

- 2me

(0)

As solugdes W)’ da equagdo (C.1) podem ser obtidas por meio de uma transfor-

macao unitdria nas fun¢des de onda Pk do elétron livre [82, 37], i.e,
9 (r,1) =UD
k ’ - k(rat)7 (C4)

onde o operador unitério e as fun¢des de onda possuem respectivamente a seguinte forma

voeo(lar)en(ipa)on(inn). o

1 , i
Py (r,1) = mexp(lk -T) exp (—ﬁEkt> , (C.6)
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sendo V o volume do sistema e Ex as autoenergias da particula livre, dadas por

2k2
Ex = h . (C.7)
2me
Substituindo (C.4) em (C.1), obtemos
) 0 i [da dan i dp
HyU® =ih|U=+—-| —- — —U—-p| P . .
o Udx(r,t) =1 {Uat-f—h(dt r-+ dt)U+hUdt p} k(r,1) (C.8)

Multiplicando a esquerda ambos os membros de (C.8) por U' e notando que

qualquer observdvel O(r,p,t) transforma-se de acordo com
O(l‘,p,l) —)UTO(I’,p,I)U:O(I’—B,p—l-a,l), (C9)

temos

(p+ 0 — eA(r))> Dy (r,1)

2me
=H®(r,1) — ci—?-(r—ﬁ)%—i—?%—%-p Py (r,1), (C.10)
onde Hy € o hamiltoniano do elétron livre, i. €.,
.. 0
Hi®y(r,1) = 1hgcl>k(r,t). (C.11)

Da equacdo (C.10) obtemos

2

Hy= 2t (o= eA(n) + 2 (a—eA(n) +
(53 (53 (S
do dp do dn
rt—/p—— B+—. C.12
Jrdt r dt P dt B+dt ( )

Como o primeiro termo do segundo membro de (C.12) representa o hamiltoniano
Hy, a soma dos demais termos deve, necessariamente, ser identicamente nula. Dessa
forma, as fungdes arbitrdrias o(z), B(z) e n(¢) devem ser escolhidas de forma a anular
os termos lineares em r e em p e os que dependem exclusivamente do tempo

Podemos reescrever esse sistema de equagdes diferenciais da seguinte forma

do  dBy, dp;
g Al MR C.13
dt dt dt ’ ( )
dBy eEy .

= t C.14
dt memr Sln((l)r ), ( )
d 2E2
M _ 20 Gin2 (o). (C.15)

dt — 2meo?
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Lembrando que as funcdes arbitrarias que definem o operador U devem satisfa-
zer a condi¢do inicial
Ut=0)=1, (C.16)

obtemos como solu¢ao para o sistema (C.13)-(C.15) as seguintes fungdes

a:By:BZ:07 (C.17)
eE
By = meo(;% [1—cos(m?)], (C.18)
2E? e2E? .
n= 01+ O~ sin(201). (C.19)

dme@?  8me;

Substituindo (C.17) - (C.19) em (C.5), o operador unitario fica dado por
U =exp (—%2ylu)rt) exp (iYokx (1 — cos(oxt))) exp (%yl sin(20)rt)) , (C.20)

onde Yo = eEo/me®? e Y1 = e’E} /8me03.
Na presenca de um potencial eletrostético fraco (|e@(r,7)| < Hp), a equacdo de

movimento (C.1) assume a forma

ih%‘{’k(r,t) = (Ho(t) — ep(r,1)) Pk (r,1) . (C.21)

Podemos ainda representar a perturbagio eletrostatica pela seguinte expansao em

série de Fourier

o(r,1) =) ) exp(iq- r)exp(—iQ)o(q, Q) , (C22)
q Q
onde q e Q2 representam, respectivamente, o vetor de onda e a frequéncia dos modos que
compdem o potencial.

(0)

Como as fungdes de onda W)’ formam um conjunto ortonormal, podemos

procurar solugdes de (C.21) da forma
Wi (r,1) = Y ay i (1) EL) (x,1). (C.23)
kl

Substituindo (C.23) em (C.21), multiplicando em seguida ambos os membros

por ‘Pl(:,),)* e integrando em todo espago, obtemos
dak//.k<l‘> ie 0 0
g a0 W () |o(r,0) | (r,1) (C.24)
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que integrada de ¢ até ¢ resulta em

ie

t
ayr k(1) = agr x(to) + dt,ak’,k(t/) <‘P1(<9/)(1'71/) (P(l'»f/)

hk/ 0]

w0 (r,t')> . (C.25)
Na hipétese de potencial fraco os coeficientes em (C.23) podem ser expandidos
da seguinte forma

aer k(1) = agg (1) +ayg (1) +afh (1) + .. (C.26)

onde 4y} = O(|eq(r,1)).
Substituindo (C.26) em (C.25) e igualando os termos de mesma ordem entre os

dois membros, obtemos

ad (1) = ) (1), (c27)

i t
a0 = aylo)+ 5 Y [ dlaex(d) <‘P§3’(r,r’> ‘P£9)<r,t’>><c.28>
Kk

1 Ji1y

o(r,")

Vamos admitir que os campos auto-consistentes ndo sao estritamente harmonicos
(o< e¥) mas que se anulam lentamente 2 medida que 7 — —oo [4, 83]. Para isso adicio-
naremos a frequéncia uma parte imagindria infinitesimal e positiva, i. e, substituiremos
em (C.22) Q por Q +i8 com & — 0.

Tomando 7y = —eo , obtemos
0
a (10) = B k. (C.29)

Substituindo (C.29) em (C.27) e (C.28), temos

a7 (1) = B, (C.30)
1 t
a) (1) = %e i dr <‘Pl(f,’,) (r,t")|o(r, )| ¥ (r,t’)> . (C31)

Assim, de (C.30), (C.31), (C.26), (C.23) e utilizando a expansdo em série de
Bessel [84]

[

exp(ixcos®) = Y i"Jpu(x)exp(imb) (C.32)

m=—oo
a fungdo de onda com corre¢do até primeira ordem na perturbacio (C.22) é dada por
0 . .
W) = W () +e Yexp(—it0x) X "n(10q:)0(q, )
q m,QQ
" exp (%(Ek+q —Ex — hQ — mh(x)r)l‘) ‘P(O)
Exiq— Ex — hQ —mho, —i0T kT4

(r,) (C.33)
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(1)

onde fizemos k’ — Kk + q para o cdlculo do coeficiente U k- . O segundo termo em (C.33)

0}

representa a primeira corre¢@o a fungio de onda, V)

Flutuacao na densidade de carga e potencial induzido

A flutuagcdo na densidade de carga devido a um elétron no estado k sujeito ao

campo de radiacdo e ao campo eletrostatico do préprio plasma é dada, em primeira ordem

em @(r,t), por

Opk(r,t) = —e‘Plt(r,t)‘Pk(r,t)—pl((o)(r)
~ e (‘Pl((o)*(r,t)‘l’l((l)(r,t +‘Pl((1)*(r,t)‘Pl((0)(r,t)). (C.34)

Substituindo (C.33) em (C.34) e usando o fato de que os somatérios em m, q e

Q se dao em intervalos simétricos e, além disso, que

Jom(@®) = (=1)"m(x) ,  Im(=x) = (=1)"J(x), (C.35)
obtemos
Spk(r,t) = —% Z “0p(q,Q)exp (— iYogxcos(axt)) Z T (Yog. e et
q,Q Mmoo

1 1
8 {Ek+q—Ek—hQ—mhu)r—i0+ T Ex g Ext hQ f mho, 1107 } '
(C.37)

A flutuacdo total da densidade de carga no plasma é dada por
dp(r,t) =Y Fdpi(r,1), (C.38)
k

onde estamos assumindo uma func¢do de distribuicdo Maxwelliana

3/2
Me 1
F = Ex — C3
k =7p (anBTe> exp (kBTe( k 87))7 (C.39)

em que & = 2y, ®, corresponde a energia de interagdo do elétron com a radiagdo [85].
Substituindo (C.37) em (C.38) e utilizando novamente a identidade (C.32),
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obtemos

2
e iqr,—i sm—m'
Sp(r,t) = V Z e'qTe Qt(P(qv'Q‘) Z 1 Jm(YO‘]x)Jm’ ('YO‘]X)
q.Q

m,m’
Z Fk+q — Fx
m Ek+q — FEx — hQ — mho, — i0t+’

x exp (—i(m—m')ot) (C.40)
onde fizemos k — q — k no segundo termo entre chaves de (C.37).
A flutuacdo na densidade de carga (C.40) produz um potencial induzido no
plasma que pode ser calculado por meio da equagdo de Poisson
. . op(r,t¢
VZina(r;1) = = ) 4" exp(ig - ¥) exp(—iQ1)Pina (g, @) = —%. (CAD)
q,Q
Vamos assumir uma radiacdo de alta frequéncia de tal forma que quando tomar-
mos a média temporal do potencial induzido, os termos m # m’ ndo contribuem para o
somatorio devido as rdpidas oscilacdes do fator exp ( —i(m—m' )(Drt). Dessa forma, subs-
tituindo (C.40) e (C.41) e usando o valor médio de (C.40), obtemos a seguinte expressao

para os coeficientes de Fourier do potencial induzido

2

€ Fk+q — Fx
g0V ¢

Ek+q —Ex— hQ — mh(Dr —i0t

0(a. Q)Y 72 (v04x) Y,

m k

Oind(q, ) = (C.42)

Funcao dielétrica

O potencial eletrostético auto-consistente do plasma é composto de um potencial

induzido e um potencial “externo”

(P(q, Q) = (peXt(r7t) + (pind(q7 'Q‘) (C.43)
que por sua vez pode ser escrito em termos da fungdo dielétrica da seguinte forma

Qext
e(q,Q)

No limite macroscopico, isto é, quando fazemos o volume do sistema tender ao

o(q,1) = (C.44)

infinito, temos

g(...) — v/d3v(...) (C.45)
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e portanto, a partir de (C.43) e (C.44), a funcdo dielétrica fica dada por

i Q
(q.0) = 1- Pl
2
e ) Fierq — Fi 3
= 1—-——=)/J d’v. (C.46
£0g> ;’ m(Y0x) / Exiq— Ex — hQ — mho, —i0* v )

Reescrevendo (C.46) em termos da funcdo de distribui¢do normalizada e em
seguida utilizando a equacgdo (3.2.46), obtemos para a parte real da funcdo dielétrica a

seguinte expressao

(02me > Jirq— i
Q)—1_ P J2 P/ kg K dv. C.47
(g Q) =1 =57 Y Rea)P [ g gt (€4

onde assumimos propagacao ao longo do eixo x para considerar apenas uma componente
da velocidade dos elétrons.
No limite cléssico (A — 0) o denominador no integrando em (C.47) assume a
forma
Eiy g — E — hQ — mhw, — hqv — hQ —mho, (C.48)

onde utilizamos k = mev/h.
Admitindo g < k podemos expandir fi,, at€ primeira ordem em g e assim
obtemos

i hof
fk+q—fk~§CI—m—eg : (C.49)

Substituindo (C.48) e (C.49) em (C.47), obtemos

Y 20g)P / — W&V ___g, (C.50)

wp
er(q,Q)=1——
RO =1-"7% L @+ mon)/q

onde relembramos que Yy = eEy/ mewf.

E importante notar que na auséncia de radiacio (Jp = 0) a funcio de Bessel
comporta-se como uma delta de Kronecker (J,% = J,,0) € assim recuperamos o resultado
(5.3.26) deduzido via teoria cinética. Notando que aqui representamos o vetor de onda
e a frequéncia das ondas eletrostéticas por q e Q. Observamos de (C.50) que os efeitos
do campo externo sobre as propriedades dielétricas do sistema se fazem por meio dos
parametros m e Yo que dizem respeito ao nimero de fétons e a amplitude do campo externo

de radiacdo.
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Obtencao da funcao dielétrica de um plasma

magnetizado sujeito a radiacao externa

Operador unitario e fun¢ao de onda perturbada

A equacgdo de Schrodinger para um elétron na presenca de um campo magnetos-

tatico axial Bg = By Z e um campo eletromagnético do tipo (C.2) é dada por

d

Hy? O (r,1) = ihE‘P(O)(r,t) : (D.1)
com o hamiltoniano
2 2 2
1 eEp . P P
Hy = —eA(y,1))? = W) +eB 24 = (D2
0= 5 (P—eAlnt)” =5 - (px+ o, Sin(er) +e oy) tome T P2
obtido apds assumir o calibre Ay = —Byy X para o campo magnetostatico.

Na auséncia de radiagdo (Ep — 0), as funcdes de onda em (D.1) se reduzem as

func¢des de onda de Landau [86]

. . i
Bt ) = k) expliba e O)exp (~Bu) . @

L.L.

onde L, e L, sdo os intervalos de comprimento em que a particula estd confinada, k =p/h

o seu vetor de onda e as fungdes ,(y) sdo dadas por

_ 1 (y—y0)? y =0
Xn(y>_n1 /4ai/2\/WeXp[ 22 (== (D.4)

onde H), representa os polindmios de Hermite, as constantes a. € yo representam, respec-

tivamente, o raio de Larmor e a coordenada y do centro da Orbita ciclotronica da particula
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e E, i, sd0 as autoenergias

1\ k2
E . =hoe (n+= ) +—=. (D.5)
e 2 2me
para o elétron na presenca de um campo magnético uniforme e estatico.
Novamente, para resolver a equagdo (D.1), que possui um hamiltoniano depen-

dente do tempo, vamos recorrer a uma transformacao unitdria do tipo
(0)
¥k, (T:1) = UPp g e (r,1). (D.6)

Procedendo de forma andloga a descrita no apéndice C, verificamos que as
fungdes a(z), B(r) e n(z), que definem o operador unitério, devem satisfazer a seguinte

equagdo

2
1 eEy . o eEy .
<0c,C 4+ 0 sin(@t) — eBOBy) + Py (—x 4+ 20 sin(@yt) — COCBy>
2me o,

e MWy

2 2
eEy . 2 Oy pyoy 0
W yo 0, — Sin 1) — () -
OO Bey 0 (oxt) = me Cyﬁy+2me—|— Me +2me+ Me

do, do, do, doy do, do, dBy
ta Y t m  a By b B
dpy dp, dp, dpy dp, dn
“ry “Fz X - =< — =0. D.7
+ py+dtp1+dtaX+dtay+dtaZ+dt (D-7)

Devemos escolher essas funcdes de tal forma que os termos lineares em r, 0s
lineares em p e os que dependem exclusivamente do tempo sejam nulos independente-

mente. Dessa forma, dos termo lineares em r, obtemos

doy,

=0 D.8
7 ; (D.8)
do E

2 0y + 0 =2 sin(oxt) — me2By =0, (D.9)
dt o;

do,

= . D.10
i (D.10)

Da mesma forma, dos termos lineares em p, obtemos

de o €E() .

— — = D.11
7 + e + e sin(t) — 0By =0 ( )
dBy ay
— 4+ —==0 D.12
dt + Me ( )
b 0 (D.13)

dt  me
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Dos termos que dependem exclusivamente do tempo, temos

dn 1 eEy . * oo o
. ©.t) — eB _Z
@ o |t g, sin(e) —eBoBy | o0 -
doc d d
yBy B" +ﬁocy+ﬁocz 0. (D.14)

dt dt

Para resolver o sistema de equacdes (D.8)-(D.14) devemos recorrer a condi¢ao

inicial para o operador unitério, U(0) = 1, que, juntamente com (D.8) e (D.10), fornece
o () =0,(t) =0 (D.15)

e, consequentemente de (D.13),
B,=0. (D.16)

Da derivada de (D.12) e de (D.9), temos

d’B o, eE,
y 2 c €L0 .
W—f—m By arm—e sm((Drt), (D17)
que admite uma solugao do tipo
By =Asin(oyt) , (D.18)

onde A é uma constante a se determinar.
Substituindo (D.18) em (D.17), obtemos

B, = yo% sin(ot), (D.19)

onde Y, = eEp/me(®Z — ©?).

Substituindo (D.19) em (D.9) e (D.11) e em seguida integrando no tempo, temos

oty = —meYyOc[cos(oyt) — 1] (D.20)

By = —Yp[cos(wyt) — 1], (D.21)

onde as constantes de integracdo foram determinadas a partir da condi¢@o inicial para o
operador unitdrio.
Substituindo os resultados obtidos para o(z) e B(¢r) em (D.14) e agrupando

0s termos em sinz((ort), cosz((ort) e os termos constantes, obtemos a seguinte equagdo
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diferencial
dn wX’E? |, 02e’E? 5 02e’E?
— ot o) ————55 =0.
dt " 2me(@Z— w22 (o) + 2me(@2 — 2)2 () me(®2 — w2)2
(D.22)
Utilizando as identidades trigonométricas
1 20 1— 20
cos?(0) = l() . sin®(0) = w, (D.23)
2 2
podemos reescrever (D.22) de uma forma ainda mais simples:
dan e’ E?
— =1 - 20t D.24
dt  4me(w? — w?) [1 = cos(2ax)], ©.24)
que integrada de 0 a ¢, fornece
212 212
E E
n=-——2 ¢ sin(2,1). (D.25)

t P
dme (02 — 2)  8meo (02 — w7)

Calculadas todas as componentes das fungdes a(z), B(r) e n(¢), o operador

unitdrio € finalmente dado por

U = exp (—;—imec)cyb (cos(myt) — 1)y> exp (—iyy (cos(ay) — 1) ky)

-exp (i%% sin((x)rt)ky> exp <;—12\/1(ort> exp (—%\/1 sin(cort)) , (D.26)

onde Y| = ¢’E? /8m.0, (0. — @F).

A primeira correc¢ao a fung¢ao de onda pode ser obtida a partir da equacao (C.31),

com fy = —oo. Utilizando as expansoes
exp(ixcos0) Z i" e (D.27)
n——oo
exp(ixsin0) = Z Jn(x) ™ (D.28)

m—=—oo

podemos efetuar a integral em (C.31) e assim, obtemos a seguinte expressao para a

primeira ordem da correcdo a funcdo de onda

"P(})k/ k/ = € Z Z Z (P q7 ml,mz(CIx7CIy) exp(l’YE)qX>

n=0q,Qmp,my
exXp (%(En,ké+qz - En’,ké + (m1 + mz)h())r — hQ)t)

X .
E’Lkéﬂlz — En’,ké + (m1 +m2)hmr — hQ —i0t
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. 0
X (1] exp(igy) 1) Wit g trq (621) (D.29)

onde
(nlexpliqu) ') = [ d %u(3) expliay ) () (D30

e, por conveniéncia de notagdo, definimos a funcdo

. o,
Omymy (Gx,qy) = (—=1)™ ™2™ Ly (Yodxc) - Iom,y (voacqy) : (D.31)

Flutuacao na densidade de carga e potencial induzido

Uma vez calculada a primeira correcdo a fung¢do de onda, podemos obter, por
meio da equacdo (C.34), a flutuacdo da densidade de carga para os elétrons no estado

\n, kL), devido a presenga dos campos auto-consistentes perturbativos do plasma

2 oo

() Y, Y, Y 0(q,Q)exp(ig.x)

LXLZ |=—o0 q7le7m2
m3,ny

e

Spn’,kg (I‘, t) = —

oy ,my my-Fmy+m34-my) @t

X exp(iq:2) X +1 () i (4, qy)e™
x exp(—Q1)(n' +1|exp(igyy)|n) {© + @} (D.32)

onde definimos o inteiro [ = n —n’ relacionado ao gap de energia entre os niveis de Landau
e a fun¢do
B (e, qy) = (=1)™T2 AT (Yqy)
Wc ¢
<y { Yo—ay | Ims (Vo) Imy ( Yo—ay | - (D.33)
QO Or
Para a obtencao da flutuagdo em (D.32) utilizamos as identidades (D.27) e (D.28)

e as propriedades das funcdes de Bessel e do potencial dadas em (C.35) e (C.36). Os

termos entre as chaves em (D.32) sdo dados por

h? » B op -1
® — (hmcl+2—me(k;+qz) —z—mek'z+(m1+m2)hmr—h£2> . (D.34)
2

@ = (hoocl+ h

2me

1 -1
(K., + q:)* — ﬁk’i — (m +my)hoy + hQ> . (D.35)
€

Para uma distribui¢dao de velocidades maxwelliana f,; , a flutuagdo total da
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densidade de carga pode ser escrita como

r.0) =Y fuk Pni (r,1). (D.36)
nk;
Essa flutuacao induz no meio um potencial que pode ser calculado via equagdo
de Poisson. Expandindo o potencial induzido em uma série de Fourier e tomando a média
temporal da equacdo (C.41), notamos que, devido as rdpidas oscilagdes do integrando,

somente os termos que satisfazem mj + my 4+ m3 + m4 = 0 contribuem. Dessa forma,

obtemos
e 9(q,Q)
. Q) = — ? . —1 "
Pina(4.Q) =~ 5 ;mkzxn(y) exp(—igyy)Xn+1(y)
(n+1lexpligyy)ln) Y, Enimi(dngy) far {©+ @} (D.37)
my+my
+m3+my=0

Funcao dielétrica

A partir das equagdes (C.43) e (C.44) a funcdo dielétrica pode ser escrita em

termos do potencial induzido da seguinte forma

(Pind(q7 'Q')
¢(q,Q)

Tomando a média espacial de (D.38) e relembrando a definicao do elemento de

£(q, Q) =1- (D.38)

matriz em (D.30), obtemos

exp(igyy)|n)|*

Z B2 (g ,qy) ke (D + @), (D.39)

my,my
m3,ms

e(q, Q)

Usando o fato de que [ < n e g < k; e que as somas sobre n e k; sdo infinitas,
podemos fazer as transformacgdes n — n— [ e k, + g, — k, no termo @ da equacio (D.39)

e assim reescrever a func¢ao dielétrica como

2
e(q,Q) = 1+

Y, Enim(anay) Y Y [(n+lexp(iqy)|n)|?

8qu my,my I nk,

m3,my
fn—l.,kz—qz - fn,kZ

e ; . (DA0)
ke = 2 (ke — q2)* + hodel + (my + ma) oy — hQ
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Nos limites macroscépicos e cldssico (h — 0) as somas sobre n € k, e as energias

de Landau ficam dadas por

v / (D.41)

|
hooe <n+ 5) = %vi, (D.42)

e, de acordo com a referéncia [87],

-+ Hexpian)n) P - 7 (1224, D43

C
Feitas essas consideracdes, a funcdo dielétrica pode ser reescrita da seguinte

forma

o2
e(q,Q) =1+

s F U o) s (1)t

megoq mi,myp

ms,my
7 () loc OF  OF

X.Im4 <’Y0—C[y> /d3 O — ol ¢ ¢ _|_q —:| (D44)

C

- (ml —I—mz)(x)r — 47V { V] aVJ_ Zavz

onde expandimos f,_;x —, até primeira ordem em torno de (n,k;) para a obtengdo do
termo entre colchetes.

Para investigar as oscilagdes eletrostéticas perpendiculares ao campo magnetos-
tatico, tomamos a componente axial g, do vetor de onda igual a zero. Resolvemos a in-
tegral em (D.44) em coordenadas cilindricas com auxilio da integral segunda de Weber

[49]. Dessa forma, obtemos a seguinte expressao para a fungdo dielétrica

2
(0 0)=1- DD ¥ iy ¥ g bn@), o)

m—=—oo [=—o0

onde definimos as varidveis adimensionais § = (kgTz/ oogme)l/ 2ge Q= Q/w, e assumi-
mos oscilagdes ao longo do eixo de polarizagio da radiagdo, i. €., & | = &, = &. Definimos
também a constante Y = v/2(vg/vin)(1 — ®2) ! onde vq = Eo/By representa a velocidade
de deriva devido aos campos cruzados E e By, @ = o,/ e [; é a fun¢do de Bessel
modificada de ordem /.

Na auséncia de campo externo (Y — 0), o argumento das func¢des de Bessel se
anulam e assim, somente o somatdrio em / na equacdo (D.45) permanece. Dessa forma,

recuperamos o resultado obtido na referéncia [44] para plasmas magnetizados sem campo
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de radiacdo. E interessante também notar que na auséncia de radiacio, a expressdo obtida
em (D.44) se reduz ao resultado obtido por E. G. Harris [7], onde o campo eletrostético
coletivo é quantizado e o plasma € tratado como uma colecao de particulas (elétrons) e

quase-particulas (plasmons).
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