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RESUMO

UMANOVA PERSPECTIVA EM FERROHIDRODINÂMICA: CONTROLE

DE DESCOLAMENTO DE CAMADA LIMITE.

Autor: Ciro Fraga Alegretti

Orientador: Prof. Rafael Gabler Gontijo

Programa de Pós-graduação em Ciências Mecânicas

Brasília, Julho de 2017

O presente estudo tem como objetivo a investigação dos efeitos provenien-
tes da aplicação de campos magnéticos sobre o escoamento de um fluido magnético
sujeito a uma expansão abrupta. O descolamento de camada limite provocado pela
geometria do problema resulta na formação de zonas de recirculação. Simulações são
realizadas visando a avaliação da possibilidade de controle da instabilidade gerada pela
geometria deste problema físico, por meio da aplicação de um campo magnético. A
formulação teórica do problema é composta de uma revisão das proposições existentes
para a equação constitutiva de um fluido magnético, e de uma análise das equações do
movimento resultantes de cada proposição. Visando a análise do acoplamento entre
o comportamento magnético e hidrodinâmico deste material complexo, equações evo-
lutivas para a magnetização são adotadas. Diferentes proposições são implementadas,
incluindo estudos recentes referentes ao efeito da parte simétrica do tensor gradiente
de velocidades sobre a magnetização deste meio polarizável. Um código computacio-
nal é desenvolvido utilizando o Método das Diferenças Finitas com uma abordagem
pseudo-transiente. A formulação vorticidade-função de corrente é implementada para
a solução deste problema. Resultados numéricos obtidos para diferentes formulações
de equações evolutivas para a magnetização são comparados. Estudos computacio-
nais são conduzidos para números de Reynolds 50 e 100. Observa-se a possibilidade
de controle por parâmetros magnéticos do ponto de recolamento da camada limite e,
consequentemente, do comprimento da zona de recirculação.
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ABSTRACT

A NEW PERSPECTIVE IN FERROHYDRODYNAMICS: BOUNDARY

LAYER DETACHMENT CONTROL.

Author: Ciro Fraga Alegretti

Supervisor: Prof. Rafael Gabler Gontijo

Programa de Pós-graduação em Ciências Mecânicas

Brasília, July of 2017

The present work investigates the effects provenient from an external magne-
tic field application on the flow of a ferrofluid subjected to a sudden expansion. The
geometry-driven boundary layer detachment results in the formation of recirculating
zones. Simulations were performed in order to evaluate the possibility of controlling
this instability via magnetic fields. The theoretical formulation of this physical pro-
blem is composed by a review of the propositions for the constitutive equation of a
ferrofluid, and by an analysis of the resulting linear momentum equation associated
to each proposition. In order to analyze the coupling between the magnetic and hy-
drodynamic fields of this complex material, different evolutive equations for the global
magnetization are considered. Different propositions are implemented, including the
latest investigations regarding the effect of the symmetric part of the velocity gradient
tensor on the magnetization on this polarizable medium. A computational algorithm
is developed using the Finite Differences Method with a pseudo-transient approach.
The vorticity-stream function formulation was implemented to solve this physical pro-
blem. The numerical results obtained considering different evolutive equations for the
global magnetization are compared. Computational studies are conduced for Reynolds
numbers 50 and 100. The possibility to control the boundary layer reattachment point
due to magnetic parameters, and consequently the length of the recirculating zone, is
observed.
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Capítulo 1 INTRODUÇÃO

1.1 Fluidos Magnéticos

Fluidos magnéticos são líquidos de constituição reológica Newtoniana, acrescidos
de partículas sólidas ferromagnéticas contendo domínios com propriedades específicas.
Estes chamados domínios magnéticos compõem as estruturas cristalinas de sólidos
ferromagnéticos. Segundo a teoria de domínios magnéticos [1, 2], os elétrons que cir-
cundam e rotacionam ao redor de si no interior de um átomo possuem um momento
magnético associado. No caso de materiais ferromagnéticos, as interações entre mo-
mentos de dipolo individuais de cada elétron são intensas, porém estudadas no âmbito
da mecânica quântica e não no escopo deste trabalho. Entretanto, devido à esta forte
interação, momentos de dipolo magnético de elétrons vizinhos interagem e se alinham
mesmo na ausência de um campo magnético externo, resultando em pequenas regiões
de magnetização intensa que compõem um material desmagnetizado. Este fenômeno
ocorre naturalmente em frações infinitesimais do volume de um sólido ferromagnético
(aproximadamente a cada 100 átomos [3]), sem resultar em magnetização líquida, e tais
frações são denominadas subdomínios magnéticos. Em um sólido ferromagnético livre
da ação de um campo externo, tais dipolos são orientados de forma aleatória, devido à
agitação térmica. Com a aplicação de um campo magnético externo, os momentos de
dipolo de cada domínio magnético irão tender a se alinhar ao campo aplicado de forma
parcial, porém a agitação térmica irá prevenir o alinhamento total e a magnetização
líquida resultante do sólido ferromagnético será fraca. Este fenômeno é chamado de
Paramagnetismo.

As partículas ferromagnéticas de domínio único são suspensas em um fluido base,
sem ordenamento de longo alcance. Quando suspensas, o alinhamento de tais partícu-
las na direção do campo aplicado é mais suscetível, quando comparado ao alinhamento
que ocorre dentro de um sólido ferromagnético. Desta forma, a magnetização líquida
resultante é capaz de atingir intensidades consideráveis, mesmo para campos magnéti-
cos aplicados de baixa intensidade. A síntese de fluidos magnéticos é realizada a partir
da redução de sólidos ferromagnéticos a partículas subdomínio, que são suspensas em
um líquido Newtoniano base, como água e óleo mineral, cuja estabilidade é obtida
pela utilização de surfactantes depositados nas partículas suspensas. O movimento



Browniano mantém as partículas suspensas, enquanto o surfactante evita sua aglome-
ração e sedimentação [3]. A figura 1.1 apresenta uma representação gráfica de uma
colisão elástica entre duas partículas magnéticas devido à adição de tensoativos feitos
de macromoléculas poliméricas (geralmente de ácido oleico).

S

N

S

N

Figura 1.1: Esquema representativo da colisão elástica entre duas partículas revestidas
com uma camada molecular (∼ 2 nm) de um dispersante.

A estabilidade de uma suspensão coloidal de subdomínios magnéticos deve ser ga-
rantida a fim de proporcionar ao material propriedades bem definidas, conferindo apli-
cabilidade e confiabilidade em âmbito industrial e em estudos científicos. Um fluido
magnético é estável se tanto suas interações entre partículas, tais quais a magnética e
as forças atrativas der van de Waals, quanto as influências externas, como campo mag-
nético e gravitacional, forem consideradas na seleção de parâmetros da solução, como
concentração e dimensão das partículas magnéticas, atendendo às condições de estabi-
lidade e balanço energético da solução. As partículas suspensas possuem comprimento
característico médio da ordem de 10 nanômetros, enquanto o comprimento médio de
uma macromolécula de ácido oleico utilizada como surfactante é de aproximadamente
2 nanômetros.

Livre da ação de um campo magnético, um fluido magnético não exibe magneti-
zação líquida, pois as partículas suspensas estão em constante movimento randômico
(tanto translacional quanto rotacional) devido à agitação térmica associada à dinâmica
molecular do líquido base e não se alinham em uma direção preferencial. Esse movi-
mento randômico associado às interações das moléculas do líquido base e as partículas
magnéticas é denominado movimento Browniano, as propriedades físico-estatísticas
desse fenômeno foram amplamente estudadas por Einstein [4]. Este fenômeno foi am-
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plamente estudado, com teorias de correção desenvolvidas para suspensões de diversas
faixas de concentração [5, 6].

10 nm

2 nm

Figura 1.2: Esquema representativo da dimensão média associada à estrutura de uma
partícula magnética suspensa em um ferrofluido estável, devido à presença de um sur-
factante. Figura cedida pelo Prof. Rafael Gabler Gontijo [7].

Diversos estudos em fluidos magnéticos tem sido realizados em sistemas particu-
lados discretos [8, 7, 9, 10], porém a descrição deste material em uma abordagem da
Mecânica dos Meios Contínuos por meio de uma equação constitutiva é um problema
em aberto e carece de maiores estudos. A representação completa de efeitos de origem
microscópica em uma formulação contínua e fora do equilíbrio (i.e: na presença de um
escoamento), por meio de uma equação constitutiva e de uma equação evolutiva para
a magnetização, permanece sem uma formulação definitiva e tem sido desenvolvida e
proposta há décadas por diversos pesquisadores [3, 11, 12, 13, 14]. O estudo proposto
neste projeto consiste também em um estudo de caso para as proposições mais recentes
para tais problemas de fechamento da Ferrohidrodinâmica.

A reorientação das partículas sólidas provém do surgimento de torques magnéticos
devido ao desalinhamento entre sua magnetização e a direção do campo aplicado. No
problema proposto neste projeto, a constante perturbação na orientação dos dipolos
magnéticos das partículas suspensas é causada pela condição de não equilíbrio, dada
pelo escoamento, e é responsável pela possibilidade de controle do padrão de escoamento
resultante do problema físico acoplado.

Investigações em escoamentos de fluidos magnéticos são profundamente motivadas
pela crescente tendência do desenvolvimento de novas aplicações. Na área das ciências
biomédicas, fluidos magnéticos biocompatíveis são utilizados na manipulação e sepa-
ração entre células vivas e micropartículas, com uma eficiência de 99%, e também na
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separação de glóbulos vermelhos e células doentes, reduzindo períodos de incubação e
aumentando a precisão de diagnósticos [15]. Além disso, diferentes estudos são focados
na avaliação da eficiência da utilização de fluidos magnéticos compostos de óxido de
ferro ou magnetita como substâncias que aumentam o contraste em imagens de resso-
nância magnética [16, 17]. Com o propósito de garantir aplicações seguras e efetivas,
propriedades termo-físicas de dois fluidos magnéticos biocompatíveis foram estudadas e
relacionadas com efeitos provenientes de escoamentos. Foi possível observar alterações
reológicas associadas a mudanças na microestrutura do material, fator que deve ser le-
vado em conta no desenvolvimento de aplicações de fluidos magnéticos biocompatíveis
[18, 19].

Ainda referente às aplicações na área das ciências biomédicas, fluidos magnéticos
são utilizados em hipertermia magnética. A hipertermia consiste em uma técnica de
tratamento de câncer, na qual tecido vivo é exposto a altas temperaturas. Resultados
mostram que altas temperaturas são capazes de danificar e destruir células cancerígenas
e de provocar a redução de tumores [20]. No caso da hipertermia magnética, tal
aumento de temperatura é provocado a partir da aplicação de um campo magnético
oscilatório, de forma que as irreversibilidades associadas à constante reorientação da
magnetização provocam um aumento localizado de temperatura [21], como descrito na
figura 1.3.

T
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Figura 1.3: Representação da hipertermia magnética: Dado uma parcela de tecido
cancerígeno A com partículas magnéticas B depositadas, a aplicação de um campo
magnético oscilatório C, de intensidade descrita pela curva D, a temperatura do sis-
tema irá aumentar no decorrer do tempo, como mostrado no gráfico E. Esta figura foi
gentilmente cedida pelo Prof. Rafael Gabler Gontijo.
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A utilização de fluidos magnéticos está presente também na área de óptica adap-
tativa. Lentes líquidas combinam a funcionalidade de um conjunto de diversas lentes
em uma única, e a utilização de fluidos magnéticos neste aparato confere peso redu-
zido, dimensão compacta, alta definição e baixa suscetibilidade à força gravitacional
ao sistema [22].

No âmbito de medição e controle, fluidos magnéticos tem sido utilizados em diversos
sistemas de engenharia. Sendo um material inteligente, fluidos magnéticos permitem
diversas aplicações, incluindo sensores sísmicos [23], refrigerantes em unidades solares
fotovoltaicas [24] e como lubrificantes de migração controlável [25]. A utilização de flui-
dos magnéticos no controle de padrões transientes não-lineares de escoamento, como
proposto neste trabalho, tem sido aplicada no controle do colapso de bolhas em cavi-
tação acústica [26, 27] e na estabilização de leitos fluidizados de partículas magnéticas
[28]. Além do mais, atualmente estuda-se a possibilidade de uso de fluidos magnéticos
para fins de resfriamento de componentes eletrônicos em ambientes de microgravidade
através de um fenômeno conhecido como convecção termomagnética, descrito na figura
1.4. Em um ambiente de microgravidade, a estratificação de massa específica devido
à gradientes de temperatura não é capaz de gerar convecção natural. Por outro lado,
a estratificação de susceptibilidade magnética induzida por gradientes de temperatura
combinada com a aplicação de um campo magnético externo resulta na formação de
regiões de recirculação em um sistema conhecido por convecção termo-magnética. Esse
sistema induz um mixing do fluido arrefecedor e um consequente incremento controlado
das taxas de troca de calor, mesmo na ausência de campo gravitacional. [29, 30, 31].

Devido a sua composição microscópica, a descrição matemática do movimento deste
complexo líquido é derivada a partir das equações de Maxwell do magnetismo e das
equações clássicas da mecânica dos fluidos [32]. O estudo da interação entre fluidos
e campos magnéticos pode ser abordado sob diferentes perspectivas: da Magnetohi-
drodinâmica e da Ferrohidrodinâmica. Uma análise magnetohidrodinâmica investiga
a interação entre fluidos condutores de corrente elétrica (e.g.: metais líquidos, plasma
e gases com dissociação iônica em altos números de Mach) e campos magnéticos por
meio da atuação de Forças de Lorentz em todo o volume do fluido de trabalho [33],
como o estudo do escoamento magnetohidrodinâmico de nuvens moleculares no âmbito
da astrofísica [34]. Como os efeitos provenientes do magnetismo são contabilizados sim-
plesmente pela adição de uma força de campo à equação do momento linear em uma
análise magnetohidrodinâmica, e nenhum fenômeno microscópico deve ser extrapolado
à análise da mecânica dos meios contínuos, sua formulação é consideravelmente mais
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simples, quando comparada à uma abordagem fenomenológica ferrohidrodinâmica.

Figura 1.4: Descrição do efeito resultante da melhora das propriedades de transferên-
cia de calor promovidas pela convecção termomagnética. (a), (c) e (e) representam
histogramas dos campos de temperaturas dados em (b), (d) e (f). No sistema (a) não
há nenhum campo magnético aplicado, no sistema (b) é aplicado um campo magnético
de baixa intensidade e em (f) é aplicado um campo magnético de intensidade mode-
rada. A partir dos histogramas é possível observar uma distribuição mais homogênea
do campo de temperatura, com menor concentração de pontos quentes locais. Esta
figura foi gentilmente cedida pelo Prof. Rafael Gabler Gontijo.

Devido à ausência de cargas elétricas livres e de condutividade elétrica em flui-
dos magnéticos, as equações de Maxwell são aplicadas no regime magnetostático. No
âmbito da mecânica do contínuo, adota-se a condição de incompressibilidade e uma
equação constitutiva apropriada para que tensões magnéticas provenientes da compo-
sição microscópica deste meio contínuo sejam contabilizadas [35, 36]. Nestas condições,
as equações que governam o escoamento de um fluido magnético são dadas pela com-
binação das equações de Maxwell aplicadas no regime magnetostático, da equação da
continuidade e da equação da quantidade de movimento linear, com um tensor de ten-
sões modificado devido à presença de tensões magnéticas. Entretanto, deve-se destacar
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que esta abordagem que resulta em um problema de fechamento devido à necessidade
de uma equação para a magnetização do fluido polarizável e para o potencial magnético,
no caso de campos magnéticos aplicados não uniformes.

No âmbito do controle da instabilidade resultante do escoamento sujeito a uma
expansão abrupta, este problema físico foi amplamente estudado na perspectiva da
magnetohidrodinâmica [37, 38, 39, 40, 41]. Por outro lado, no âmbito da mecânica
dos meios contínuos a ferrohidrodinâmica permanece sem uma formulação definitiva e
sacramentada, estando ainda sujeita a proposições tanto constitutivas quanto fenome-
nológica de suas principais equações.

Na análise Ferrohidrodinâmica, a magnetização global M representa uma pro-
priedade global referente à orientação média dos momentos de dipolo magnético m
associados a um volume contínuo infinitesimal. Na ausência de um campo magnético
externo, fluidos magnéticos não exibem magnetização global líquida, pois os momen-
tos de dipolo de seus domínios contínuos são aleatoriamente orientados e perturbados
(tanto translacional quanto rotacional) devido ao movimento randômico ao movimento
Browniano. Quando sujeito a um campo externo, os momentos de dipolo individuais se
alinham ao campo externo de forma gradual, de acordo com o aumento da intensidade
do campo aplicado, até que um valor de saturação MS seja atingido. Tal magnetiza-
ção de equilíbrioM 0 (i.e.: na ausência de escoamento), compreendida entre zero e um
valor de saturação dado pela concentração de partículas sólidas e suas propriedades,
tem sido estudada intensivamente e representa um parâmetro crucial em uma análise
Ferrohidrodinâmica [42, 43, 14, 44]. Investigações foram conduzidas teórica, numérica
e experimentalmente para uma ampla faixa de concentração de partículas magnéticas
suspensas, e modelos de correção foram desenvolvidos visando considerar interações
hidrodinâmicas entre as partículas suspensas em suspensões concentradas [5, 45, 46].

Quando sujeito a um escoamento e a um campo externo, a magnetização global
é perturbada pelo escoamento e então se estabelece um balanço de torques entre me-
canismos magnéticos e hidrodinâmicos. Fenômenos de relaxação magnética tendem
a restaurar o estado de equilíbrio M 0 por meio de diferentes mecanismos, depen-
dendo da intensidade do campo aplicado e do tamanho médio das partículas suspensas
[47, 48, 49]. O acoplamento entre esses diferentes mecanismos e a magnetização global
é postulado por meio de diferentes metodologias de dedução, como teoria de quase-
equilíbrio, teoria de Debye e teoria de campo efetivo [3]. Proposições posteriores são
capazes de descrever com maior precisão o mecanismo de relaxação magnética, baseadas
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na relaxação generalizada de Debye e transformações termodinâmicas irreversíveis [13],
macroscopicamente a partir da equação de Fokker-Planck [50] e a partir do momento
angular das partículas ferromagnéticas [51].

1.2 Escoamento laminar sujeito a uma expansão abrupta

Escoamentos sujeitos à expansões abruptas e outras mudanças repentinas de geo-
metria descrevem muitos problemas em aplicações industriais (e.g. trocadores de calor,
resfriadores de dispositivos eletrônicos e reatores nucleares) [52, 53] e tem sido objetivo
de estudo para o desenvolvimento de técnicas de solução versáteis e determinação das
relações entre os vários parâmetros que caracterizam a formação de áreas de recircula-
ção para diferentes taxas de escoamento e coeficientes de expansão do canal.

Figura 1.5: Ilustração do descolamento de camada limite provocado pela geometria, e
neste caso pelo alto número de Reynolds (ReL ≈ 10000), em um escoamento axisimé-
trico [54].

Como uma alternativa à abordagem de solução do problema pelo método do acopla-
mento entre o campo de pressão e o campo de velocidade, será adotada neste trabalho a
formulação vorticidade-função de corrente, implementada na simulação do escoamento
de um fluido Newtoniano sujeito a uma expansão abrupta [55, 56], utilizando o método
das diferenças finitas para a solução das equações diferenciais parciais que governam o
problema.

O escoamento laminar de fluidos Newtonianos sujeitos a mudanças abruptas de
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geometria são estudados de forma abrangente há decadas, tanto numéricamente [57,
58], quanto experimentalmente [59, 60], na determinação da perda de carga em tais
escoamentos, e na busca por metodologias para minimizar perdas energéticas.

Simulações numéricas de controle do comprimento da região de recirulação, indu-
zida por mudanças abruptas na geometria de um escoamento, foram realizadas por
meio da injeção e sucção de fluido após a expansão [61], e pela aplicação de campos
magnéticos em escoamentos de fluidos magnéticos sujeitos a forças de Lorentz [62].
Analogamente, a proposta deste trabalho é a simulação numérica do controle do com-
primento das zonas de recirculação, geradas pela expansão abrupta no escoamento
de um fluido magnético não condutor de corrente elétrica, por meio da aplicação de
campos magnéticos após a expansão como exemplificado na figura 1.6.

h

2h

10h 10h

x1

y1

x2

y2

Figura 1.6: Descrição do problema - Controle de intensidade das zonas de recirculação
após a expansão do canal por meio da aplicação de um campo magnético Hy; divisão
do problema em dois domínios numéricos. Neste problema, a altura do degrau S é
igual à altura do canal antes da expansão, de forma que o diâmetro hidráulico D após
a expansão seja o dobro da altura h do canal de entrada (D = 2h).

Diversos estudos foram conduzidos em escoamentos sujeitos a uma expansão abrupta
interagindo com campos magnéticos, porém no âmbito da Magnetohidrodinâmica [63,
38, 40]. Na classe de estudos da interação entre fluidos e campos magnéticos, a Mag-
netohidrodinâmica tem foco na interação entre fluidos condutores de corrente elétrica
(e.g.: metais líquidos) e campos magnéticos, contudo a formulação de problemas desta
classe é completamente diferente do contexto proposto nesse projeto. Na magnetohi-
drodinâmica a interação entre o meio contínuo e o campo aplicado é dada por forças
de campo que agem sobre todo o volume contínuo, e portanto os termos de origem
magnética são incorporados simplesmente pela adição de forças de campo na equa-
ção do movimento e dispensam uma formulação para a equação constitutiva de um
fluido magnético [41]. No caso da Ferrohidrodinâmica, o comportamento magnético
resultante da alteração na estrutura física da suspensão está associado à questões cons-
titutivas, e é modelado através de forças de superfície calculadas pelo divergente do
tensor de tensões do material magnético. Desta forma, os termos de origem magnética
que surgem na equação do movimento levam a um problema de fechamento e a neces-
sidade de uma nova equação que permita a solução do sistema com novas incógnitas.
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Por meio da utilização de uma equação evolutiva para a magnetização do meio con-
tínuo é possível resolver o problema físico acoplado em que efeitos hidrodinâmicos e
magnéticos se balanceiam, permitindo então o controle hidrodinâmico do escoamento
através da aplicação de campos magnéticos controláveis. Esse controle pode ser feito,
por exemplo, em um contexto de descolamento de camada limite, por meio da atuação
de mecanismos físicos de origem magnética [64].

O estudo teórico e numérico proposto neste projeto será conduzido por meio de uma
análise Ferrohidrodinâmica, baseada nas equações clássicas da Mecânica dos Fluidos
e das Equações de Maxwell no limite magnetostático (i.e.: sem condução de corrente
elétrica e sem cargas livres), com a implementação de propostas recentes para a equação
constitutiva e para a equação evolutiva da magnetização de um fluido magnético.

1.3 Objetivos Gerais

O presente trabalho tem como objetivo principal a investigação numérica do esco-
amento bidimensional de um fluido magnético sujeito a uma expansão abrupta unidi-
recional. O problema proposto consiste na investigação das propriedades de um fluido
de composição e comportamento complexos, aplicada a uma geometria simples ampla-
mente estuda, que permita uma clara associação de alterações no padrão de escoamento
a propriedades microestruturais deste material. Uma investigação teórica será condu-
zida visando a formulação de um escoamento de um fluido magnético sujeito a uma
expansão abrupta, submetido a um campo magnético aplicado, e do consequente po-
tencial teórico de controle da intensidade das zonas de recirculação provocadas pela
geometria do escoamento. Para conduzir esta análise, serão discutidas, comparadas e
interpretadas as diferentes formulações das condições de contorno dos campos escala-
res e vetoriais a serem determinados, os modelos de equações constitutivas existentes
para um fluido magnético a partir das equações de Maxwell no limite magnetostático
e as equações evolutivas de movimento e vorticidade resultantes. Serão estabelecidas
também análises teóricas acerca dos modelos de magnetização de equilíbrio de uma sus-
pensão coloidal de partículas magnéticas e das formulações para a equação evolutiva
fenomenológica do campo de magnetização existentes.

A formulação vorticidade-função de corrente será desenvolvida e irá compor o sis-
tema de equações governantes como alternativa ao método do acoplamento pressão-
velocidade das equações governantes. Ao fim da discussão e dedução da formulação
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a ser utilizada, um algoritmo sequencial será proposto para implementação e solu-
ção das equações governantes de uma análise Ferrohidrodinâmica, juntamente com as
equações obtidas a partir da formulação vorticidade-função de corrente de um fluido
magnetizável.

1.4 Objetivos Específicos

• Definição das condições de contorno: Escolha apropriada da formulação
das condições de contorno para o campo indução magnética B e campo aplicado
H a partir da solenoidade e irrotacionalidade dos campos, respectivamente, nas
interfaces entre os meios que compõem o sistema físico em estudo. Solução do
problema para um campo aplicado uniforme, e determinação das equações para
solução do problema com um campo magnético aplicado gerado por um ímã
permanente retangular [65]. Não será realizada a implementação da solução do
problema para um campo não uniforme, porém sua dedução motivará trabalhos
futuros;

• Escolha da formulação da equação evolutiva fenomenológica da mag-

netização do meio a ser utilizada: Visando a concepção de uma investi-
gação numérica consistente, serão comparadas recentes formulações propostas
[35, 13, 51], e determinada a proposição de equação fenomenológica que conta-
bilize de forma mais completa os fenômenos investigados na escala de tempo de
relaxação magnética característica do problema;

• Desenvolvimento da formulação vorticidade-função de corrente: Vi-
sando a simplificação da solução numérica a ser desenvolvida neste trabalho,
será desenvolvida e utilizada a formulação vorticidade-função corrente para o es-
coamento de um fluido magnético, e descritas as vantagens na sua utilização,
quando comparada ao método do acoplamento de campo de pressão e velocidade
(acoplamento P − v);

• Proposição de um algoritmo sequencial de solução: Determinada a for-
mulação a ser utilizada na solução e obtido o sistema de equações adimensionais
governantes do problema em estudo, será proposto um algoritmo que será im-
plementado em Python, após a discretização do meio contínuo pelo Método das
Diferenças Finitas, para a solução iterativa do problema a partir das condições
de contorno e inicial pré-determinadas;
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• Realização das simulações computacionais: Implementação do algoritmo
proposto ao sistema de equações governantes devidamente discretizado, com as
condições de contorno e iniciais previamente discutidas e definidas. Realização
de um estudo numérico preliminar para a determinação de tolerância numérica e
refinamento de malha apropriados;

• Estudo numérico do problema hidrodinâmico: Solução do sistema de equa-
ções governantes na ausência de efeitos magnéticos para validação dos resultados
obtidos neste estudo preliminar, visando conferir confiabilidade aos resultados
que incorporam efeitos magnéticos e ainda existem na literatura;

• Solução do problema e interpretação dos resultados: Solucionar numerica-
mente o problema proposto, incorporando todos os mecanismos físicos desejados,
considerando parâmetros hidrodinâmicos e magnéticos que possibilitem o aco-
plamento de tais mecanismos; avaliar o comportamento da solução em limites
assintóticos e estabelecer discussões e interpretar os resultados obtidos.
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Capítulo 2 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

2.1 Equações de Maxwell e limite magnetostático

As equações de Maxwell são um conjunto de quatro equações que descrevem com-
pletamente os fenômenos eletromagnéticos. Por meio de um rigoroso formalismo ma-
temático, Maxwell foi capaz de unificar leis experimentais do eletromagnetismo, resul-
tando nas seguintes equações apresentadas em formulação diferencial:

∇× E =− ∂B

∂t
(2.1)

∇×H = J +
∂D

∂t
(2.2)

∇ ·D = ρf (2.3)

∇ ·B = 0 (2.4)

sendo E o campo elétrico, H o campo magnético aplicado, J a densidade de corrente
elétrica e ρf a densidade de cargas elétricas livres, B campo indução magnética ou
campo induzido, e a densidade de fluxo elétrico D. A equação (2.1) representa a Lei de
Faraday, a equação (2.2) a Lei de Ampère Maxwell, a equação (2.3) a 1ª Lei de Gauss
(ou Lei de Gauss da eletricidade) e a equação (2.4) a 2ª Equação de Gauss (ou Lei de
Gauss do magnetismo).

O divergente de um campo vetorial está diretamente associado ao fluxo líquido de
linhas de campo que atravessam uma superfície fechada. A partir da equação (2.4),
é possível concluir que a quantidade de linhas de campo de B que saem é igual à
quantidade de linhas que entram na superfície de um volume arbitrário, e portanto não
existem monopolos magnéticos, cujas linhas de campos seriam orientadas unicamente
para dentro ou para fora de uma superfície que os envolvesse. Por outro lado, a
partir da equação (2.2) é possível concluir que a rotacionalidade do campo aplicado
H está associado unicamente a propriedades elétricas. Pode-se então relacionar a
irrotacionalidade do campo H com a ausência de mecanismos de origem elétrica no
problema físico estudado.
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A Eletrohidrodiâmica e a Magnetohidrodinâmica são as áreas do estudo de flui-
dos não-Newtonianos que analisam os efeitos proveniente da interação entre de cargas
elétricas livres e campos elétricos, e entre campos magnéticos e fluidos condutores de
corrente, respectivamente. Em uma análise Ferrohidrodinâmica (FHD), descarta-se a
existência de cargas elétricas livres e a presença de forças de Lorentz, geradas pela
condução de corrente elétrica através de um fluido submetido a um campo magnético
externo. Dessa forma, na presente análise serão descartadas a densidade de carga livre
ρf , a densidade de corrente livre J, o deslocamento elétrico D e o campo elétrico apli-
cado E, dada a ausência de cargas elétricas e de condutibilidade elétrica em um fluido
magnético típico.

Sabendo que qualquer campo magnético deve satisfazer as Equações de Maxwell
[66, 67], aplicando o limite magnetostático às Equações de Maxwell obtemos as equa-
ções de campo empregadas em uma análise Ferrohidrodinâmica livre de interações
eletrostáticas [68]:

∇ ·B = 0 (2.5)

∇×H = 0. (2.6)

É possível inferir também que o limite magnetostático pode ser obtido em condições
menos restritivas, como na ausência de densidade de carga elétrica e com um campo
de deslocamento elétrico em regime permanente.

2.2 Estudo do sistema de equações da FHD

2.2.1 Conceitos Ferromagnéticos

Charles Coulomb determinou em 1785, com base em observações experimentais,
que polos de mesma polaridade se repelem, e polos de polaridades diferentes se atraem
como uma força proporcional ao produto de suas intensidades de polo, e inversamente
proporcional ao quadrado da distância entre eles. Dados dois polos pontuais de inten-
sidades p e p’ imersos em vácuo e separados por uma distância r, a magnitude da força
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atuante sobre eles, direcionada ao longo das linhas de campo, é dada por [3]:

F =
pp′

4πµ0r2
, (2.7)

em que µ0 é a permeabilidade magnética do meio, como ilustrado na figura 2.1.

p

p’

pp′

4πµ0r2

− pp′

4πµ0r2

Figura 2.1: Esquema representativo da força atuante em dois polos magnéticos de
intensidades p e p’ a uma distância r.

Seja uma partícula de prova esférica, p’ negativa, o campo magnético H na vizi-
nhança de um polo pontual p de área dada por a = 4πr2 é

H =
pr̂

4πµ0r2
=

p

µ0a
r̂ =

ρs
µ0

r̂, (2.8)

sendo r o vetor posição orientado de p a p’, r̂ o vetor unitário de r e ρs a densidade
superficial de polos magnéticos. O campo magnético H tem a unidade de Ampère por
metro [A/m], o parâmetro µ0 é a permeabilidade magnética no vácuo e tem o valor de
µ0 = 4π × 10−7H ×m−1.

No SI, um campo induzido é definido da forma que, no vácuo, B = µ0H , e da
equação (2.8) pode ser escrito na forma

B =
p

4πr2
r̂ = ρsr̂ (2.9)

O campo B pode ser interpretado como linhas de indução ao redor de um polo de
intensidade p e tem unidade de Weber por metro quadrado, ou Tesla [T].

A magnetização do meio M , ou intensidade de magnetização, denota o estado
de polarização da matéria magnetizada e tem unidade de Ampères por metro [A/m].
Considerando um polo de intensidade uniforme p com uma área a, sua magnetização
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é dada por
M =

p

µ0a
r̂ =

ρs
µ0

r̂ (2.10)

sendo ρs a densidade superficial de polos magnéticos.

Considerando que uma esfera uniformemente magnetizada produz um campo ex-
terno equivalente ao campo gerado por um dipolo, posicionado no centro da esfera,
com o mesmo momento magnético total, serão analisadas agora as contribuições dos
camposH eM na composição do campo indução magnética B. Comparando as equa-
ções (2.8) e (2.10), podemos inferir que o campo externo aplicado H contribui com
µ0H linhas de indução, enquanto a magnetização do meioM fornece uma contribuição
de µ0M linhas no campo induzido total B. Consequentemente, a partir da densidade
superficial podemos concluir que o campo indução magnética é dado por

B = µ0(H +M). (2.11)

Dessa forma, está estabelecida a relação entre o campo indução magnético B e os
campos magnético aplicado H e magnetização do meio M .

2.2.2 Superparamagnetismo

Considerando uma suspensão sem magnetização líquida, com partículas magnéti-
cas orientadas randomicamente, observa-se que a aplicação de um campo magnético
resulta gradualmente na orientação das partículas suspensas no subdomínio em dire-
ção ao campo aplicado. Para campos magnéticos de baixa intensidade aplicados, o
surgimento de torques magnéticos causado pelo desalinhamento dos campos H e M
provoca o alinhamento parcial das partículas, superando parcialmente a agitação tér-
mica da suspensão. O aumento da intensidade do campo magnético aplicado resulta no
aumento do estado de magnetização da suspensão, e para campos intensos as partícu-
las podem se orientar completamente e a magnetização da suspensão atinge seu valor
máximo, denominado magnetização de saturação. Tal fenômeno está representado pela
figura 2.2.

Superparamagnetismo é o estado físico de um material onde o campo de magnetiza-
ção global da suspensão e o campo magnético aplicado são colineares, e sua magnitude
corresponde à soma dos momentos magnéticos das partículas suspensas.
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H << 1

(a)
H ~ 1

(b)
H >> 1

(c)

Figura 2.2: A magnetização gradual de uma suspensão magnética - A figura (a) repre-
senta a ausência de campo magnético aplicado e de magnetização líquida da suspensão;
a figura (b) representa um campo magnético aplicado de baixa intensidade e magne-
tização parcial da suspensão; a figura (c) denota o alinhamento total dos momentos
magnéticos das partículas e a suspensão atinge sua magnetização de saturação

De forma geral, para um material contínuo e anisotrópico, tem-se:

M = Sm ·H , (2.12)

em que Sm é um tensor de segunda ordem denominado suscetibilidade magnética e re-
presenta a tendência de um meio contínuo a se magnetizar, dado um campo aplicado. O
regime de superparamagnetismo representa um limite hipotético em que o alinhamento
da partículas na direção do campo aplicado ocorre instantaneamente. Nesta condição
de colinearidade dos campos M e H não há torques magnéticos e portanto não há
acoplamento entre hidrodinâmica e magnetismo. Dessa forma, substituindo (2.12) em
(2.11):

B = µ0(Sm + I) ·H . (2.13)

Define-se então µ0(Sm + I) como o tensor permeabilidade magnética Pm no caso
mais geral de um meio contínuo anisotrópico. Para meios contínuos e isotrópicos,
tem-se:

Sm = χmI, (2.14)

e portanto
M = χmH , (2.15)

em que χm é a propriedade escalar denominada suscetibilidade magnética do meio,
função da intensidade do campo aplicado H e da temperatura T do meio. Dessa
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forma, substituindo (2.14) em (2.13), temos que para um fluido superparamagnético a
seguinte relação é estabelecida::

B = µ0(χm(H,T )I + I) ·H (2.16)

B = µ0(χm(H,T ) + 1)H , (2.17)

sendo µ(H,T ) = χm(H,T ) + 1 a função permeabilidade magnética do meio. Observe
que, como µ0 é uma constante, o produto µ0 × µ1(H,T ) = µ(H,T ). Dessa forma:

B = µ(H,T )H . (2.18)

2.2.3 Potencial Magnético

Matematicamente, qualquer campo vetorial irrotacional pode ser escrito em função
do gradiente de uma função escalar [69]. Dessa forma, sendo o campo aplicado H
irrotacional no limite magnetostático, é possível definir H em função de uma função
escalar na forma:

H = ∇φm, (2.19)

em que φm corresponde ao campo escalar potencial magnético. Inserindo o campo
magnético induzido, definido na equação (2.11) na equação (2.5):

∇ · [µ0(M +H)] = 0 (2.20)

=⇒ ∇ ·M =−∇ ·H , (2.21)

e substituindo (2.19) em (2.21), tem-se uma equação de Laplace para o potencial mag-
nético φm:

∇2φm = −∇ ·M . (2.22)

Conclui-se que, a partir da equação (2.22), é possível determinar o campo aplicado
através de um campo potencial magnético φm, porém a determinação de condições de
contorno em termos de φm que resultem em um campo H fisicamente consistente é
uma tarefa numérica complicada. Estas condições são frequentemente expressas por
meio de condições de contorno de Neumann e devem resultar em um campo magné-
tico aplicado irrotacional, para que a Lei de Ampère em regime magnetostático seja
satisfeita. Sabendo que no vácuo a magnetização do meio é nula, a partir da equação
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(2.11), tem-se:
B = µ0H , (2.23)

e substituindo as equações (2.23) e (2.19) em (2.5):

∇ · (µ0∇φm) = 0 (2.24)

µ0(∇2φm) = 0 (2.25)

=⇒ ∇2φm = 0, (2.26)

e portando, no limite superparamagnético o potencial magnético φm é uma solução da
Equação de Laplace no contexto de um campo aplicado em um meio não-magnetizável.

2.2.4 Relaxação Magnética

A relaxação magnética é o fenômeno de resposta, associado à direção de magne-
tização das partículas M , após uma mudança na direção do campo aplicado H . Tal
fenômeno é regido por dois mecanismos: a rotação das partículas magnéticas da sus-
pensão e pela rotação do vetor magnetização interno à partícula. O mecanismo de
rotação das partículas, ausente em meios sólidos, é associado à um tempo de difusão
rotacional Browniano τB, de origem hidrodinâmica, dado por

τB =
3V µ

kT
, (2.27)

em que V é o volume da partícula e µ é a viscosidade do fluido base. Em contrapartida,
o mecanismo de rotação do vetor magnetização interno à partícula está associado à flu-
tuações da magnetização interna da mesma. Tais flutuações são induzidas em situações
onde a energia térmica kT , em que k é a constante do Boltzmann e T a temperatura
absoluta do fluido associada à partícula, supera um limite energético dado por IsV , em
que Is é a constante de anisotropia magnética do material e V é o volume da partícula.
É importante destacar que tal mecanismo de rotação interna à partícula do momento
de dipolo é associado à escalas de tempo inferiores às escalas descritas na mecânica
dos meios contínuos, além de ser um mecanismo de origem quântica. Desta forma, em
um meio polarizado dominado pelo tempo de relaxação de Nèel, a relaxação magnética
ocorreria de forma instantânea.

Considerando uma partícula subdomínio uniaxial ferromagnética e livre de um
campo magnético aplicado, sua magnetização se dará em uma das direções opostas en-
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tre si, sobre o eixo preferencial de magnetização, que consiste em uma direção energeti-
camente favorável de magnetização interna à partícula. Neste caso, em que IsV � kT ,
o tempo característico de Néel τN referente às flutuações da direção de magnetização
interna à partícula [70] é dado por:

τN =
1

f0
exp

(
IsV

kT

)
, (2.28)

em que f0 é uma frequência característica do material magnético da ordem de 109 Hz
[71].

O tempo equivalente de relaxação é uma associação de relaxações de origem Brow-
niana e de Néel que ocorrem independente. A composição e o cálculo destes mecanismos
simultâneos, é dada de forma análoga ao cálculo da resistência equivalente obtida a par-
tir associação de resistências elétricas em paralelo. Desta forma o tempo de relaxação
equivalente, é dado por [72, 73]:

1

τeq
=

1

τB
+

1

τN
(2.29)

=⇒ τeq =
τNτB
τN + τB

. (2.30)

A partir da equação (2.30), pode-se inferir que se τN � τB, então τeq → τN e a
relaxação magnética é dominada pelo mecanismo de Néel, enquanto se τB � τN temos
que τeq → τB e o mecanismo Browniano rege a relaxação magnética. A partir de uma
análise de escala das equações (2.27) e (2.28) é possível estabelecer uma relação entre
escalas de tempo de relaxação e o volume de uma partícula suspensa. Considerando
uma partícula esférica, conclui-se que τN ∼ exp(d3) e τB ∼ d3. Observe que, devido
à exponencial do cubo do diâmetro da partícula, o tempo característico de Néel, τN ,
exibe uma forte dependência ao volume da partícula, quando comparado ao tempo
característico Browniano, τB. Dessa forma, pode-se verificar o mecanismo de relaxação
magnética dominante, e seu respectivo tempo característico equivalente, a partir do
diâmetro das partículas ferromagnéticas suspensas no líquido base.

É possível estabelecer uma comparação entre os tempos característicos de relaxação
magnética, e suas ordens de grandeza, e uma relação entre suas escalas e perturbações
provenientes do escoamento, a partir da representação do comportamento de uma par-
tícula mágnética e do seu momento de dipolo em um escoamento, como mostrado na
figura 2.3.
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(a) Momento de dipolo fixo, característico de partículas micromé-
tricas e sub-micrométricas.
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(b) Momento de dipolo desacoplado, característico de partículas
nanométricas.
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(c) Tempos de relaxação de mesma ordem de grandeza e meca-
nismos de relaxação sobrepostos.

Figura 2.3: Esquema representativo da relação entre o tempo de relaxação magnética
característico e a rotação do momento de dipolo magnético m de uma partícula de
orientação de referência o. A figura (a) ilustra a condição característica de partículas
suspensas de tamanho característico micrométrico, e consequentemente dominadas pelo
mecanismo de relaxação de origem Browniana (τB � τN). Nesta situação o momento de
dipolom é acoplado à partícula; a figura (b) ilustra o comportamento de partículas de
tamanho característico nanométrico, dominadas pelo mecanismo de relaxação de Néel
(τN � τB). Nesta situação o momento de dipolo rotaciona livremente internamente
à partícula e o estado de equilíbrio não é perturbado pelo escoamento; a figura (c)
ilustra a condição na qual ambos mecanismos de relaxação são de mesma ordem e se
balanceiam (τN ≈ τB). Neste caso, tanto uma equação evolutiva para a magnetização
quanto uma equação para o spin de momento interno das partículas são necessárias
para determinação do estado resultante.

No caso em que o tempo de relaxação magnética equivalente é o tempo de rela-
xação Browniano, descrito na figura 2.3a, a relaxação sobre a orientação do momento
de dipolo magnético ocorre unicamente por mecanismos Brownianos, e tal orientação
está acoplada à orientação da própria partícula. Na situação em que a barreira ener-
gética, associada à partícula, dada por IsV seja superada pela energia térmica kT , o
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tempo de relaxação de Néel adquire relevância na relaxação magnética do meio e são
induzidas flutuações internas na orientação do momento de dipolo da partícula [71].
Sendo o tempo de Néel τN muito menor que o tempo de relaxação Browniano τB, o
tempo de relaxação equivalente τeq será dominado por τN de forma que τeq ≈ τN . Neste
limite, característico de suspensões de partículas nanométricas, o tempo de resposta
do meio à perturbações induzidas pelo escoamento será infinitesimal e a magnetização
global será dada pela magnetização de equilíbrio M 0. Desta forma, um escoamento
com número de Reynolds associado de ordem moderada, como proposto neste estudo,
não será capaz de perturbar a orientação do dipolo magnético e induzir o surgimento
de torques internos aos meio, como mostrado na figura 2.3b. Caso os tempos de rela-
xação de Néel e Browniano sejam de mesma ordem de magnitude e dado pela equação
(2.30), o momento de dipolo magnético adquire uma velocidade angular associada ωi,
independente da rotação da partícula, que deverá ser contabilizada na determinação
do campo de magnetização do meio, como representado na figura 2.3c.

Figura 2.4: A região à direita da linha sólida representa uma região, para combinações
de diâmetros médios (d) e de valores para a constante de anisotropia magnética das
partículas (Is), dados em erg/cm3, que resultam em τB � τN . Curva produzida para
valores típicos de µ = 0.08MPa.s e T = 298K. A reta vertical representa o diâmetro
médio das partículas suspensas em fluidos magnéticos. Esta figura foi gentilmente
cedida pelo Prof. Rafael Gabler Gontijo.

Desta forma, visando contabilizar a influência do surgimento de torques magné-
ticos resultante da interação entre os campos de vorticidade e magnetização (i.e.: o
acoplamento entre escoamento e a aplicação de um campo magnético externo), um
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tempo característico de relaxação magnética Browniano será considerado. Assim, será
possível computar o surgimento de torques internos, dado o poder do escoamento de
perturbar a orientação dos momentos de dipolo das partículas suspensas, e observar
o efeito global no padrão de escoamento desejado. Esta consideração é apropriada
para suspensões de diâmetro médio das partículas suspensas superiores ao limite ilus-
trado na figura 2.4, que permitem observar um acoplamento entre o escoamento e a
magnetização do fluido polarizável.

2.2.5 Condições de contorno magnéticas

O problema físico proposto neste trabalho tem como objetivo verificar o surgimento
de um balanço de torques e, com isso, a possibilidade do controle da zona de recirculação
resultante. O desalinhamento entre os campos H eM , provocado pela vorticidade do
escoamento, resulta no surgimento de torques magnéticos. Com o objetivo de estudar
este mecanismo de forma isolada, considera-se um campo aplicado uniforme, de forma
que o termo M · ∇H seja anulado na equação do movimento, e portanto não será
um mecanismo gerador de vorticidade. Desta forma é possível analisar o impacto no
escoamento provocado pelos torques magnéticos de forma isolada. Por outro lado,
deseja-se estudar o problema abordado neste trabalho futuramente em condições reais
para um campo aplicado não uniforme. Será conduzida então uma discussão a respeito
da formulação e do formalismo matemático de fechamento do problema, que servirá de
base para a implementação desta condição em trabalhos futuros.

Nesta seção serão definidas as condições restritivas dos vetoresB eH nos contornos
entre meios contínuos distintos, que serão utilizadas futuramente na solução numérica
do problema abordado neste trabalho. As condições de contorno magnéticas serão
especificadas para as interfaces descritas pela figura 2.5.
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Figura 2.5: Esquema representativo demonstrando a necessidade de relacionar e deduzir
propriedades magnéticas através de uma interface entre dois meios distintos. Neste
caso, dados pelo material que compõe o canal de escoamento e o fluido de trabalho.
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O objetivo desta seção é a definição das condições de contorno magnéticas, determi-
nando a contribuição da magnetização do material que constitui o canal de escoamento
sobre o campo indução magnética total no domínio do escoamento. Tal determinação
será feita a seguir para os campos magnético aplicado H e indução magnética B a
partir de uma análise do fluxo de tais campos nos domínios na interface mostrados nas
figuras 2.6a e 2.6b.

Meio 2

Meio 1

ǫ

δS

D

B1n

B2t

B2B2n

B1

B1t

δV

(a)

Meio 2

Meio 1

H1n

H2t

L

H2
H2n

H1

H1t

ǫ

D

(b)

Figura 2.6: Análise da continuidade das condições de contorno em um volume infini-
tesimal δV e uma curva fechada L, ambos sobre a interface entre os meios em análise.

2.2.5.1 Condição de contorno para B

Considere a superfície fechada δS mostrada na figura 2.6a, representando um disco
de volume δV , diâmetro D e altura ε, e situado entre dois meios contínuos 1 e 2. A con-
dição de contorno para o campo indução magnéticaB a ser determinada é consequência
direta da equação de Gauss para o magnetismo (2.5) no limite magnetostático, em for-
mulação integral dada por:

y

δV

∇ ·BdV =
{

δS

B · n̂dS = 0. (2.31)

No limite em que a altura ε tende a zero (i.e. ε � D), o fluxo total de linhas de
indução sobre a superfície δS do disco tem contribuições somente nas áreas superior A2

e inferior A1, contidas nos meios 2 e 1, respectivamente. Como ε� a, sendo a = D/2
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o raio do disco, |B|πa2 � |B|2πaε, e portanto a contribuição do fluxo de indução
magnética na superfície lateral do disco pode ser desprezada. Neste caso a integral de
superfície na equação (2.31) se reduz a:

ˆ
A1

B1ndS =

ˆ
A2

B2ndS, (2.32)

independente do tamanho das áreas A1 e A2. Como A1 = A2 a equação (2.32) só é
satisfeita se a componente normal de B for contínua através da interface entre os meios
1 e 2. Neste caso, tem-se:

B1n = B2n (2.33)

ou

(B1 −B2) · n̂ = 0. (2.34)

Tal condição deve ser válida na interface mostrada na figura 2.5.

2.2.5.2 Condição de contorno para H

As condições de contorno para o campo magnético H podem ser determinadas a
partir da condição magnetostática ∇×H = 0 seguindo o esquema mostrado na figura
2.6b e partindo da integração da condição de irrotacionalidade de H na superfície
limitada pelo contorno L [74]:

ˆ
S

(∇×H) · n̂dS =

˛
L

H · t̂dL = 0, (2.35)

em que t é o vetor tangente unitário ao caminho L. No caminho descrito na figura
2.6b, tem-se que D � ε, e portanto as integrais de linha de primeira espécie em D do
caminho L são muito maiores que as integrais de linha em D. Desta forma, a integral
ao longo do caminho fechado L da equação (3.56), reduz-se a:

˛
D1

H · t̂ dL =

˛
D2

H · t̂ dL, (2.36)

que resulta em:
Hy · t̂−Hx · t̂ = 0 ou H1t = H2t, (2.37)
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ou ainda a partir do Teorema de Stokes:

∇× (H2 −H1) = 0, (2.38)

e portanto é possível concluir que a componente tangencial do vetor H é contínua
entre os meios analisados. Note que é possível reescrever a equação (2.37) em termos
do potencial magnético, sendo H = −∇φm, tem-se:

∇φ1
m · t̂ = ∇φ2

m · t̂ (2.39)

=⇒ ∂φ1
m

∂t̂
=
∂φ2

m

∂t̂
, (2.40)

em que t̂, neste caso, representa a direção tangencial ao caminho L, e não um parâmetro
de tempo.

A imposição de condições de contorno em termos do potencial magnético φm não
é uma tarefa trivial, por serem expressas em termos de condições de contorno de Neu-
mann e a condição restritiva de que o campo H calculado deva ser irrotacional [75].
Desta forma, a imposição das condições de contorno de Neumann será utilizada na tran-
sição entre as interfaces mostradas na figura 2.5, enquanto uma formulação alternativa
para determinação das condições de contorno para a solução do campo magnético H
será utilizada para solucionar tal campo gerado por um ímã retangular de polaridade
uniforme, representado na figura 2.7, e determinar suas componentes na interface com
o duto de escoamento.
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Figura 2.7: Coordenadas referentes à solução do campo magnético gerado por um ímã
retangular permanente de polaridade uniforme.

O campo aplicado considerado nas simulações do presente trabalho é uniforme e
aplicado verticalmente na forma H = H0êy. A investigação da influência de campo
magnético aplicado H não homogêneo sobre o campo de vorticidade será estudada em
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trabalhos futuros, e portanto o campo aplicado considerado nas futuras simulações será
dado por um ímã permanente retangular situado sob o domínio de escoamento, como
mostrado na figura 1.6 e cuja solução [65] é dada na forma adimensional por:

Hx =
J

4φµ0

ln

[
y + b+ {(y + b)2(x− a)2}1/2

y − b+ {(y − b)2(x− a)2}1/2
× y − b+ {(y − b)2(x+ a)2}1/2

y + b+ {(y + b)2(x+ a)2}1/2

]
(2.41)

Hy =
J

4φµ0

ln

[
y + a+ {(y − b)2(x+ a)2}1/2

y − a+ {(y − b)2(x− a)2}1/2
× y − a+ {(y + b)2(x− a)2}1/2

y + a+ {(y + b)2(x+ a)2}1/2

]
(2.42)

em que Hx e Hy são as componentes do campo H nas direções tangenciais x e y na
superfície do ímã e x e y representam a coordenada de um ponto arbitrário no domínio
de cálculo onde se deseja avaliar tais componentes, como implementado no estudo
numérico do escoamento de um fluido magnético sobre uma placa plana [75].

Por meio das equações (2.41) e (2.42) será possível estabelecer condições de con-
torno consistentes para a condução deste estudo numérico a partir da verificação de
mecanismos de origem magnética a partir da aplicação do campo de um ímã perma-
nente retangular. O presente estudo consiste na investigação da influência de um campo
magnético uniforme, já determinado, sobre o campo de vorticidade do escoamento de
um fluido magnético sujeito à uma expansão abrupta. A generalização das condições
de contorno para o campo de um ímã permanente será explorada em trabalhos futuros.

A formulação desenvolvida nesta seção tem como objetivo fundamentar o cálculo
do campo aplicado H no interior de um domínio magnético, a partir do campo em
torno deste domínio, e postular a continuidade de componentes dos campos B e H no
interior do domínio a partir de condições de contorno magnéticas [65].

2.3 Uma breve discussão sobre efeitos de assimetria em Fluidos Polares

A colinearidade, entre os campos Magnetização do meio M e Campo magnético
aplicado H , proporciona uma simplificação considerável na análise de escoamentos de
fluidos magnéticos. Em suspensões de partículas subdomínio de tamanho suficiente-
mente reduzido, a direção dem rotaciona livremente no interior da partícula sólida em
suspensão, seja qual for a orientação da partícula, estabelecendo um caso de equilíbrio
estático. Entretanto, no caso de partículas de maior escala, o momento magnético m
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acoplado à direção da partícula d é dado por

m = ρsadd = µ0Madd, (2.43)

sendo ρs a densidade superficial de polos, ad a área superficial da partícula e µ0 a
permeabilidade magnética no vácuo. Nesse caso, uma variação na direção do campo
aplicado H perturba a magnetização m da partícula que, devido a torques viscosos
reativos, rotaciona em uma escala de tempo característico superior à de partículas
subdomínio. Dessa forma, o desalinhamento entre os campos resulta em um torque
magnético τm por unidade de volume de valor finito dado por:

τm = µ0M ×H . (2.44)

De forma análoga, o torque associado à cada partícula magnética τmi submetida a
um campo aplicado, esquematizado na figura 2.8, é dado por:

τm
i = µ0m×H , (2.45)

em que m é o momento magnético da partícula e H o campo magnético aplicado.

m

H

µ0

τ i
m

Figura 2.8: Torque atuante em uma partícula magnética devido ao desalinhamento
entre a orientação de seu momento de dipolo m e um campo magnético externo H .

Localmente, o desalinhamento entre os camposm e H é causado pela ação hidro-
dinâmica do escoamento sobre as partículas magnéticas. Tanto a rotacionalidade do
escoamento, quanto a aplicação de um campo magnético em uma direção não colinear
com a vorticidade (i.e. a velocidade angular da partícula), provocam o desalinhamento
global entre os campos M e H . Tal fenômeno ocorre em problemas físicos com um
tempo característico de relaxação magnética equivalente ao tempo de relação Browni-
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ano τB e, portanto, o momento de dipolo magnéticom de cada partícula possui direção
fixa.

Escoamentos com tempo de relaxação magnética equivalente ao tempo caracterís-
tico de Néel, com momentos magnéticos de velocidade angular relativa à partícula,
serão discutidos na seção 2.8.

z

xy

u(x, y)

H

τm

ξ

m

(a)

z

xy

u(x, y)

m

H

ξ

(b)

Figura 2.9: Comparativo entre possíveis direções para a aplicação do campo magnético
externo e suas implicações no surgimento de um balanço de torques.

A partir da figura 2.9a é possível observar o surgimento de um torque magnético
na partícula, causado pelo desalinhamento dos vetores m e H devido à vorticidade
do escoamento. Entretanto, a aplicação do campo magnético na direção do campo
de vorticidade do escoamento não provoca perturbação na orientação do momento de
dipolo m da partícula pela ação da vorticidade, como representado na figura 2.9b, e
a partícula rotaciona livremente em torno do eixo z. Feita esta análise a respeito da
influência da direção de aplicação do campo magnéticoH , é possível concluir que, com
o objetivo de se realizar um controle da vorticidade das partículas após uma expansão
abrupta no escoamento de um fluido magnético, a direção de aplicação do campo H
deverá ser a representada na figura 2.9a, como havia sido representada inicialmente
na figura 1.6. A aplicação de um campo magnético externo em um escoamento de
cisalhamento simples de um fluido magnético resulta em um aumento da viscosidade
aparente de até quatro vezes, para campos de alta intensidade [76].

A partir da equação integral do balanço de quantidade de movimento angular, é
possível demonstrar que a presença de torques internos resulta na quebra de simetria
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do tensor de tensões, e que no caso de um fluido magnético apolar tais torques internos
são de origem magnética e são dados pela equação (2.44). Tal dedução é apresentada
no Apêndice A.

2.4 Tensor de tensões de Maxwell

O Tensor de Maxwell - tensor de tensões magnético - fornece uma útil ferramenta
na descrição quantitativa de forças de superfície de origem magnética atuando em
um ponto material de um fluido magnético na ação de um campo externo. Um fluido
magnético consiste em uma suspensão coloidal de nanopartículas magnéticas (domínios
magnéticos) em um fluido base. O comportamento resultante da suspensão pode ser
quantificado em uma combinação entre o regime Newtoniano e o regime Magnético de
tal suspensão da seguinte forma:

σ = σn + σm, (2.46)

em que σn é o tensor que incorpora o comportamento Newtoniano do fluido base e σm
é o tensor de Maxwell, que incorpora o comportamento magnético das nanopartículas
presentes em tal suspensão coloidal.

2.4.1 Desenvolvimento de uma expressão matemática para o Tensor de

Maxwell

Partindo de uma nuvem teste de dipolos magnéticos ao redor de um ponto no
espaço, pelo Teorema de Brown, a nuvem de dipolos é equivalente a uma distribuição
de densidade de polos ρV . De forma análoga ao conceito de campo elétrico, sabendo
que H é a força por unidade de polo, a densidade local de força aparente F é:

F = ρVH (2.47)

e, pelo Teorema de Brown [73]:

ρV = −µ0∇ ·M . (2.48)
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Deseja-se manipular o lado direito da equação (2.47) para que possa ser escrita
em termos do divergente de um tensor de segunda ordem, representando forças su-
perficiais de origem magnética em um volume contínuo material e respeitando assim
a homogeneidade de ordem tensorial da equação. Tal desenvolvimento é apresentado
no Apêndice B, onde é demonstrado que a densidade local de força aparente pode ser
dada na forma:

F = ∇ ·
(
−1

2
µ0H

2I + µ0HH

)
. (2.49)

Portanto tem-se que o Tensor de Maxwell é dado por

σm = −1

2
µ0H

2I + µ0HH , (2.50)

em que 1
2
µ0H

2 representa um termo associado à uma pressão magnética pm. Incorpo-
rando os efeitos magnéticos à parcela Newtoniana, referente ao fluido base da suspensão,
obtém-se o tensor de tensões do fluido magnético em estudo:

σ = σn + σm (2.51)

σ =− pI + 2µD − pmI + µ0HH , (2.52)

em que pm denota uma pressão magnética eD é o Tensor Taxa de Deformação definido
por:

D =
∇u+∇uT

2
. (2.53)

Observe que o termo µ0H na equação (2.50) corresponde ao campo indução mag-
nética B em um meio não polarizável. A fim de generalizar a equação (2.50), tem-se
que

B = µ0H (2.54)

σm =− pmI +BH . (2.55)

Observe que como µ0 é um escalar, o seguinte termo na equação (2.52) pode ser
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manipulado, de forma que:

µ0HH = Hµ0H (2.56)

=⇒ µ0HH = HB, (2.57)

como mostrado na análise numérica do comportamento da camada limite no escoa-
mento de um fluido magnético, submetido à um campo magnético aplicado, sobre uma
placa plana [75].

2.4.2 Formulações para a parcela deviatórica do Tensor de Maxwell

Dado um tensor de segunda ordem A arbitrário, sabe-se que este pode ser repre-
sentado como a soma de dois tensores: um tensor isotrópico (ou esférico) αI e um
tensor deviatórico AD, cujo traço é nulo [77], de forma que:

A = αI +AD. (2.58)

Sabendo que por definição a parte isotrópica de um tensor, composta somente por
elementos na sua diagonal principal, é simétrica, o tensorA será simétrico se, e somente
se, sua parte deviatórica AD for simétrica.

Por outro lado, todo tensor de segunda ordem pode ser decomposto em uma parte
simétrica Asym, tal que Asym = [Asym]T , e uma parte anti-simétrica Aa, tal que
Aa = −[Aa]T . Desta forma:

A = Asym +Aa. (2.59)

Tal teorema é demonstrado a partir da dedução de que A+AT é um tensor simétrico,
e que A−AT é um tensor anti-simétrico. Tem-se então que, de forma mais geral, um
tensor de segunda ordem pode ser representado da seguinte forma [69, 77]:

A =
1

2
(A+AT ) +

1

2
(A−AT ). (2.60)

Como deduzido na seção 2.3, a condição de simetria do tensor de tensões requer
que o somatório de torques em um elemento contínuo seja nulo. Como apresentado na
equação (2.44), tem-se que torques de origem magnética resultam do desalinhamento
entre os campos M e H (τm ∼M ×H). Considerando diferentes proposições para a

32



parte deviatórica do tensor de Maxwell, é possível obter os termos de origem magnética
que serão adicionados à equação do momento linear de um fluido Newtoniano e deduzir
sua simetria por meio das operações ∇ · σm e ε : σm, respectivamente. Os resultados
desta análise são apresentados na tabela 2.1.

σDm ∇ · σm ε : σm Tipo de estudo Referências
1
2
(BH +HB) µ0[M · ∇H + 1

2
∇× (M ×H)] 0 Teórico [78]

BH µ0(M · ∇H) µ0(M ×H) Teórico [79]

HB µ0[M · ∇H +∇× (M ×H)] µ0(M ×H) Teórico [44]
1
2
(HB −BH) 1

2
µ0∇× (M ×H) µ0(M ×H)

Tabela 2.1: Formulações existentes para a parcela deviatórica do Tensor de Maxwell
σDm, com termos resultantes na equação do momento (∇ ·σm) e simetria avaliada pela
operação ε : σm.

A partir da equação (2.60), observa-se que a primeira proposição descrita na ta-
bela 2.1 é composta somente pela parcela simétrica do tensor BH , e portanto resulta
em uma formulação simétrica do tensor de tensões, pois ε : σm = 0. Entretanto,
tal formulação resulta em um termo ∇ × (M ×H) na equação do movimento, que
claramente está associado ao desalinhamento entre os campos M e H , e portanto
proveniente da presença de torques magnéticos, o que estabelece um paradoxo nesta
formulação. Assim, a utilização desta formulação demanda a imposição forçada de que,
sendo um tensor de tensões simétrico o somatório de torques internos é nulo, o termo
∇× (M ×H) também deve ser nulo [78]. De forma semelhante, a segunda proposição
também estabelece um paradoxo, pois a formulação BH resulta na quebra da simetria
do tensor de tensões, pois ε : σm 6= 0 (exclusivamente associada à presença de torques
internos), entretanto nenhum termo resultante na equação do movimento incorpora o
mecanismo proveniente do desalinhamento entre os campos, dado por ∇× (M ×H)

[79]. Finalmente, observa-se que a formulação HB da parte deviatórica do tensor de
Maxwell resulta tanto em uma formulação assimétrica do tensor de tensões da sus-
pensão, quanto resulta em um termo associado à presença de torques magnéticos na
equação do movimento [44].

Dadas as expressões obtidas para a Equação do Movimento de um fluido magnético
para diferentes formulações da parte não-isotrópica do Tensor de Maxwell, cuja dedução
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é apresentada no Apêndice C :

Du

Dt
=− 1

ρ
∇p+ ν∇2u+ g +

µ0

ρ
M · ∇H (Formulação BH)

Du

Dt
=− 1

ρ
∇p+ ν∇2u+ g +

µ0

ρ
∇× (M ×H) +

µ0

ρ
M · ∇H (Formulação HB)

A equação do movimento obtida a partir da formulação HB obedece o Teorema
de Kelvin da Circulação, dada a hipótese de campo gravitacional conservativo, cuja
dedução é apresentada no Apêndice D.

Pode-se inferir que em casos onde o campo aplicado H é uniforme (em pequenos
gaps de escoamento) e portanto ∇H é zero, a influência dos efeitos magnéticos obser-
vados experimentalmente não é computada analiticamente na formulação BH . Sendo
assim, neste trabalho será adotada a formulação HB, por ser uma formulação mais
completa, na tentativa de obter uma descrição mais precisa dos fenômenos a serem
estudados.

Na próxima seção será deduzida a objetividade das equações constitutivas menci-
onadas.

2.4.3 Objetividade das Equações Constitutivas

O objetivo desta seção é demonstrar, analiticamente, a objetividade do termo não
isotrópico do tensor de tensões das equações constitutivas propostas na seção anterior
para as formulações BH e HB, garantindo posteriormente uma simulação numé-
rica teoricamente bem fundamentada e sem inconsistências no que tange o formalismo
constitutivo descrito em Truesdell e Noll [80].

Na proposição de uma equação constitutiva, além de buscar uma completa des-
crição das propriedades físicas e termodinâmicas de um material, e suas respectivas
relações, é necessário que a descrição proposta seja absoluta e invariante. Dessa forma
a resposta do material é observada da mesma forma para qualquer observador, e por-
tanto obedece o Princípio da indiferença material (Material Frame Indiference - MFI )
[80]. As propriedades descritas por uma equação constitutiva são assumidamente in-
trínsecas ao material e, portanto, devem ser invariantes à diferentes observadores em
diferentes sistemas de referência.
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A partir da definição de um tensor cartesiano de segunda ordem A como uma enti-
dade com nove componentes em uma base cartesiana ortonormal {ê} ∈ R3 (Aij, i, j =

1, 2, 3) [69] que, dada uma rotação do sistema de coordenadas Q para {ê′} se torna:

Apq = QipQjqAij, (2.61)

em que as componentes do tensor ortogonal Qijêiêj são dadas por Qij = ê′i · êj, sendo
ê′i e êj os vetores unitários que compõem as bases canônicas dos sistemas ortogonais
A e A, respectivamente, como ilustrado na figura 2.10. Desta forma, as componentes
Qij são dadas por cossenos de ângulos relativos a uma transformação de rotação de um
observador do sistema A para o sistema A arbitrário.

x
′
3

ê3

ê1

ê
′
1

x
′
1

x1

x3

ê
′
2

ê2

ê
′
3

x2

x
′
2

P

x

O

Figura 2.10: Transformação ortogonal Q de rotação de um sistema de coordenadas de
base {ê} para um outro sistema de base {ê′} com componentes Qij = êi · ê′j.

Pela relação de ortogonalidade dada por Q ·QT = I, tem-se que Aij = QipQjqApq.
Dessa forma, sendo H e B dois vetores, o conjunto de nove produtos diáticos HiBj

representa um tensor de segunda ordem e obedece a transformação dada pela equação
(2.61). Sendo Aij = HiBj:

Apq = HpBq (2.62)

= QipHiQjqBj (2.63)

= QipQjq(HiBj) (2.64)

=⇒ Apq = QipQjqAij. (2.65)
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Pode-se observar que a demonstração da objetividade do tensor BH é análoga
à demonstração feita para o tensor HB, e portando ambas formulações da parcela
deviatórica do Tensor de Maxwell obedecem o Princípio da Indiferença Material (MFI ).

2.5 Equação da Vorticidade para um Fluido Magnético

Nesta etapa será deduzida uma equação para a vorticidade do escoamento de um
fluido magnético, para adequar o problema à formulação vorticidade-função de corrente.
Primeiramente será aplicado o rotacional na equação (C.28), dado que a vorticidade ξ
é definida pelo rotacional do campo de velocidades euleriano (ξ = ∇× u):

∇×
(
Du

Dt

)
= ∇×

(
−1

ρ
∇p
)

+ ν∇× (∇2u) +∇× g +

+
µ0

ρ
∇× [∇× (M ×H)] +

µ0

ρ
∇× (M · ∇H), (2.66)

considerando então que o campo gravitacional é um campo conservativo e pode ser
escrito em termos do gradiente de um potencial escalar na forma g = −∇χ, tem-se
que:

∇× (∇χ) = 0, (2.67)

e a equação (2.66) se reduz a

∇×
(
Du

Dt

)
= ∇×

(
−1

ρ
∇p
)

+ ν∇× (∇2u) +

+
µ0

ρ
∇× [∇× (M ×H ] +

µ0

ρ
∇× (M · ∇H). (2.68)

Adotando a hipótese de fluido barotrópico, situação na qual não há estratificação
de massa específica devido à gradientes de temperatura e o campo de massa específica
é função unicamente do campo de pressão [ρ = ρ(p)], tem-se que ∇×

(
−1
ρ
∇p
)

= 0 .
Além do mais, é comum considerar que tal fluido magnético seja incompressível e que
o campo de massa específica do meio permanece uniforme (ρ constante), dado que em
termos práticos são compostos de um líquido base carreador. Desta forma, a partir da
equação da continuidade:

1

ρ

Dρ

Dt
= ∇ · u, (2.69)

tem-se que ∇ · u = 0 para escoamentos incompressíveis e o campo de velocidades u é
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um campo solenoidal. Desta forma a partir de (2.68) tem-se:

Dξ

Dt
= ξ · ∇u+ ν∇2ξ +

µ0

ρ
[∇× (∇× (M ×H)) +∇× (M · ∇H)], (2.70)

e a partir da identidade vetorial (I.12), tem-se:

∇× [∇× (M ×H)] = ∇[∇ · (M ×H)]−∇2(M ×H). (2.71)

Desenvolvendo a expressão entre colchetes do primeiro termo à direita da igualdade
na equação (2.79) em notação indicial:

∇ · (M ×H) =
∂

∂xi
êi · (MjHk)εjkpêp =

∂

∂xi
(MjHk)εijk (2.72)

=

[
Mj

∂Hk

∂xi
+Hk

∂Mj

∂xi

]
εijk (2.73)

= −M · (∇×H) +H · (∇×M) (2.74)

Como ∇ ×H = 0, consequência da Lei de Ampère-Maxwell no limite magnetos-
tático, o primeiro termo se anula. Expandindo o segundo termo em notação indicial,
tem-se:

H · (∇×M ) = Hk
∂Mj

∂xi
εijk (2.75)

= H1
∂M3

∂x2

+H2
∂M1

∂x3

+H3
∂M2

∂x1

−

−H1
∂M2

∂x3

−H2
∂M3

∂x1

−H3
∂M1

∂x2

(2.76)

H · (∇×M ) = 0, (2.77)

pois H = H1ê1 + H2ê2 e M = M1ê1 + M2ê2 no caso bidimensional. Dessa forma
tem-se que

∇× [∇× (M ×H)] =−∇2(M ×H) (2.78)

∇× [∇× (M ×H)] = ∇2(H ×M ), (2.79)

e a equação da vorticidade do escoamento de um fluido magnético, barotrópico, e
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bidimensional é dada por

∂ξ

∂t
+ u · ∇ξ = ν∇2ξ +

µ0

ρ

[
∇× (M · ∇H) +∇2(H ×M )

]
. (2.80)

Dada a condição de campo aplicadoH uniforme neste estudo, tem-se que∇H = 0,
e portanto a equação da vorticidade (2.80) se reduz a:

∂ξ

∂t
+ u · ∇ξ = ν∇2ξ +

µ0

ρ
[∇2(H ×M )]. (2.81)

Posteriormente, a equação (2.81) será adimensionalizada e discretizada para que
possa ser resolvida numericamente.

2.6 Comentários sobre a equação da vorticidade no limite superparamag-

nético

Na condição de superparamagnetismo, como representado na figura 2.2c, a magne-
tização do meio se orienta completamente na direção do campo aplicado instantânea-
mente e que, como citado na equação (2.12), tal grau de magnetização está associado
à sucetibilidade magnética do meio (χm), de forma que:

M = M0 = χmH. (2.82)

Será deduzida a equação da vorticidade de um fluido superparamagnético, no caso
mais geral de um meio com sucetibilidade magnética estratificada. Neste caso, inserindo
(2.82) em (2.70), tem-se:

Dξ

Dt
= ξ · ∇u + ν∇2ξ +

µ0

ρ
{∇ × [∇× (χmH×H)] +∇× [χmH · ∇H]}. (2.83)

Como H×H = 0, substituindo a equação (B.10) em (2.83) tem-se:

Dξ

Dt
= ξ · ∇u + ν∇2ξ +

µ0

2ρ
∇×

[
χm∇H2

]
. (2.84)

38



Desenvolvendo o último termo à direita da equação (2.84), tem-se:

∇×
[
χm∇H2

]
= ∇χm ×∇H2 + χm∇×∇H2 (2.85)

=⇒ ∇×
[
χm∇H2

]
= ∇χm ×∇H2, (2.86)

pois o rotacional do gradiente do escalar H2 é igual a zero. Substituindo (2.86) em
(2.84), tem-se a equação da vorticidade de um meio magnético com sucetibilidade
magnética variável:

Dξ

Dt
= ξ · ∇u + ν∇2ξ +

µ0

2ρ
∇χm ×∇H2. (2.87)

Assim, pode-se concluir que até mesmo no limite superparamagnético (i.e. magne-
tização do meio M tem a mesma direção do campo magnético aplicado H), gradientes
de suscetibilidade magnética (e.g. devido à gradientes de temperatura) são mecanismos
geradores de vorticidade. Tal fenômeno foi estudado experimentalmente por meio da
convecção termo-magnética em cavidades, com medição dos campos de temperatura
e das taxas de transferência de calor, e com determinação de padrões de escoamento
e de instabilidades por meio da visualização direta do escoamento [30]. Observou-
se a formação de correntes convectivas secundárias, provenientes da estratificação do
campo suscetibilidade magnética induzido, tanto pelos gradientes de temperatura na
cavidade, quanto pela aplicação de um campo magnético externo. Estudos teóricos
também foram conduzidos acerca da influência de campos magnéticos rotativos sobre
fluidos magnéticos e foram observadas taxas de aquecimento e resfriamento com perfis
simétricos e sua correlação com o campo de vorticidade associada ao escoamento in-
duzido do fluido [81]. Em meios com suscetibilidade magnética constante (∇χm = 0),
tem-se que

Dξ

Dt
= ξ · ∇u + ν∇2ξ (2.88)

e, consequentemente, não há nenhuma contribuição de fatores magnéticos como me-
canismos geradores de vorticidade. De fato o limite superparamagnético com susce-
tibilidade constante resulta em uma formulação matemática incapaz de capturar a
influência de qualquer mecanismo de origem magnética na geração local de vorticidade
do escoamento. Visando investigar a interação entre o comportamento hidrodinâmico
e magnético deste complexo fluido, o problema será estudado em regimes de relaxação
magnética de escala finita, permitindo que o escoamento perturbe o campo de mag-
netização global. Para isso será desenvolvida uma equação evolutiva da magnetização
do meio, a fim de analisar profundamente a relação entre o campo de vorticidade ξ
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e a magnetização do fluido M, com o intuito de obter uma simulação numérica que
compute todos os mecanismos incorporados à equação evolutiva para a magnetização
que será proposta posteriormente.

2.7 Dedução de uma equação para o potencial magnético em um regime

superparamagnético

O problema proposto consiste na investigação do acoplamento do escoamento mais
geral de um fluido não superparamagnético, cujo campo de magnetização global é
obtido a partir da solução de uma equação evolutiva para M . Com o objetivo de fun-
damentar teoricamente estudos futuros mais específicos, será deduzida uma equação do
potencial magnético para um meio superparamagnético com suscetibilidade magnética
variável, e verificar o acoplamento entre os campos de vorticidade e de magnetização
global mesmo em um regime superparamagnetismo de relaxação instantânea. Consi-
dere a equação de Laplace para o potencial magnético (2.22):

∇2φm = −∇ ·M, (2.89)

no limite superparamagnético a magnetização do meio é dada por (2.82):

M = χmH, (2.90)

e com suscetibilidade variável de acordo com o campo aplicado (χm = χm(H)). Inse-
rindo (2.19) em (2.90), tem-se:

M = χm∇φm, (2.91)

e inserindo (2.91) em (2.89), tem-se:

∇2φm =−∇ · (χm∇φm) (2.92)

∇2φm =−∇χm · ∇φm − χm∇2φm (2.93)

(1 + χm)∇2φm =−∇χm · ∇φm (2.94)

∇2φm =−
(

1

1 + χm

)
∇χm · ∇φm. (2.95)

A equação (2.95) é a equação de Laplace para o potencial magnético com suscetibi-
lidade magnética variável. A seguir será desenvolvida uma formulação para a equação
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evolutiva da magnetização, que irá compor o sistema de equações governantes estudado
neste trabalho do caso mais geral do escoamento de um fluido magnético barotrópico
com campos de vorticidade e magnetização acoplados.

2.8 Conexão microscópica-contínua em FHD: modelos de magnetização de

equilíbrio

A magnetização é definida, macroscopicamente, como o estado de polarização de
um meio contínuo magnetizado. Inicialmente será definida nesta seção o conceito de
momento magnético, como propriedade molecular ou nano, e sua direta relação com a
magnetização do meio, como propriedade macroscópica, para que seja obtida posteri-
ormente uma descrição para a quantidade de magnetização.

(a)
(b)

Figura 2.11: Alinhamento parcial de partículas suspensas na direção do campo apli-
cado, obtido via simulação computacional de muitos corpos [7]. Figura gentilmente
cedida pelo Prof. Rafael Gabler Gontijo.

A definição de momento de dipolo magnético pode ser feita, de forma simples, con-
siderando um circuito fechado de pequena área ∆A conduzindo uma corrente elétrica
I constante [74]. O momento de dipolo magnético associado a este circuito, medido
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em joules por tesla ou em ampère metro quadrado (JT−1 = Am2 ) é, por definição:

m = I ∆An̂, (2.96)

sendo n̂ o vetor unitário normal à pequena área ∆A, definido pelo sentido da corrente
elétrica.

Seja um elemento contínuo de volume δV formado por um número suficientemente
grande de partículas magnéticas, ou momentos magnéticos, distribuídas de forma es-
tatisticamente homogênea e que sejam independentes no volume material δV , pode-se
calcular uma média dos momentos de dipolo contidos neste volume contínuo do meio
δV de forma que o resultado desta média tenha variações muito pequenas na escala
local ∆V . Nestas condições, pela hipótese de ergodicidade, pode-se dizer que a média
volumétrica dos momentos de dipolo em um período de tempo e a média da distribuição
de probabilidade associada aos momentos de dipolo magnético das partículas contidas
no volume material δV são equivalentes. Dessa forma, define-se a média volumétrica
dos momentos magnéticos distribuídos em δV como sendo

〈m〉(x, t) = lim
δV ′→δV

1

δV ′

ˆ
δV ′
m(y, t)dV, (2.97)

em que x é uma posição fixa no interior do volume material δV que tende a um
volume contínuo mínimo δV ′, em torno da qual é calculado o momento de dipolo
médio local, e y percorre todo o volume δV , podendo estar no domínio das partículas
magnéticas suspensas ou no domínio do fluido base contínuo como mostrado na figura
4.14. Considerando um dado instante de tempo fixo, a dependência do tempo será
desconsiderada nessa análise.

Fluido Base

x

y

δV

m

Figura 2.12: Esquema representativo do volume δV da média volumétrica com posição
x fixa e uma coordenada de varredura interna y em um volume infinitesimal δV de
uma suspensão de partículas magnéticas com um momento magnético m associado.
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Para a suspensão em estudo, o volume total δV pode ser escrito em termos da soma
do volume de fluido acrescida do volume total das partículas magnéticas suspensas:

δV = δVm +
N∑
k

vp
k, (2.98)

sendo δVm o volume de fluido, N o número total de partículas suspensas e vp o volume
de uma partícula. Dessa forma, pode-se escrever a equação (2.97) na forma

〈m〉(x) = lim
δV ′→δV

1

δV ′

[ˆ
δVm

m(y)dV +

ˆ
∑N
k vpk

m(y)dV

]
. (2.99)

Sabendo que o fluido base da suspensão não exibe comportamento magnético, a
contribuição da integral no volume do meio base contínuo se anula, pois m(y) = 0,
y ∈ δVm. Tem-se então que

〈m〉(x) = lim
δV ′→δV

1

δV ′

ˆ
∑N
k vpk

m(y)dV. (2.100)

Matematicamente, a equação (2.100) representa uma média volumétrica de todos
os momentos de dipolo magnéticos orientados na direção do campo magnético aplicado.
Na escala do contínuo, a magnetização representa o efeito médio das componentes dos
momentos de dipolo magnéticos na direção do campo magnético aplicado. Para o
fluido magnético em estudo, pode-se interpretar a magnetizaçãoM como uma medida
global do grau de alinhamento de momentos magnéticos com o campo magnético apli-
cado. Aproximando a equação (2.100) pela sua representação discreta, considerando
uma suspensão com N partículas de mesmo volume vp e multiplicando e dividindo a
somatória por N , tem-se:

〈m〉 =

(
1

δV

) N∑
k=1

mkv k
p = vp

(
N

δV

)(
1

N

N∑
k=1

mk

)
. (2.101)

Definindo o número de densidade de partículas n = N/δV e a média dos momentos
de dipolo magnético m:

m =
1

N

N∑
k=1

mk, (2.102)

é obtida uma expressão equivalente para a média volumétrica da orientação dos mo-
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mentos de dipolo magnético:

〈m〉 = vpnm = φm, (2.103)

em que φ = nvp é a fração volumétrica de partículas em δV . Finalmente, a partir da
equação (2.103) é possível definir a quantidade vetorial local média em δV denominada
magnetização M :

M =
〈m〉
vp

= nm. (2.104)

A média de momentos de dipolo m representa uma distribuição estatística asso-
ciada à orientação média de um conjunto suficientemente grande de partículas para
que se possa definir uma magnetização contínua em um ponto material de acordo com
a hipótese do contínuo. Tal grau de magnetização é proveniente de uma componente
líquida da orientação média na direção do campo, dada na forma de uma soma de
cossenos de projeção dos momentos de dipolo locais m na direção do campo aplicado.
Sua determinação a partir da solução da média discreta dada pela equação (2.102)
representa uma grande dificuldade no cálculo da magnetização de equilíbrio, devido à
origem intrinsecamente microscópica deste fenômeno.

Pode-se inferir da equação (2.104) que no caso onde todos os momentos magnéticos
em δV estão alinhados com a direção do campo aplicado H a média volumétrica
corresponde ao valor máximo da magnetização, denominada magnetização de saturação
do fluido s, e permanece constante para intensidades superiores do campo magnético
aplicado H . A magnetização M é, portanto, uma média volumétrica de momentos
magnéticos na direção do campo aplicado H por unidade de volume da partícula.
Definida a magnetização M como propriedade global da suspensão, é conveniente
definir possíveis valores que tal propriedade assume como função da intensidade de
campo magnético aplicado e do escoamento ao qual o meio é submetido.

A magnetização de equilíbrio M 0 descreve o estado do meio magnetizável em re-
pouso, onde os momentos de dipolo magnético das partículas suspensas se orientaram
parcialmente na direção do campo aplicado. No caso onde os momentos de dipolo mag-
nético da suspensão estão completamente orientados na direção do campo magnético
aplicado, a magnetização do meio atinge seu valor máximo, denominado magnetização
de saturação M s. Dessa forma, a magnetização de equilíbrio é limitada pela magneti-
zação de saturação, ou seja:

0 ≤M 0 ≤M s. (2.105)
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Sendo um fluido magnético uma suspensão de partículas magnéticas, é conveniente
definir a magnetização de saturação do meio como uma função, tanto da magnetização
do sólido M d, quanto da fração volumétrica φ de partículas magnéticas suspensas.
Dessa forma:

M s = φM d, (2.106)

e podemos inferir que a magnetização de saturação do meio líquido contínuo corres-
ponde à uma média ponderada em volume da magnetização do sólido magnético em
suspensão.

A média dos momentos de dipolo magnético 〈m〉 pode ser calculada, teoricamente,
a partir da função densidade angular de probabilidade Pθ, tal que para uma coleção
de N partículas com momentos de dipolo magnético independentes, a probabilidade
dessas N partículas estarem orientadas entre θ e θ + dθ é dada por Pθdθ, sendo θ o
ângulo que um determinado vetor momento magnético m de uma partícula faz com o
campo aplicado H . Dessa forma, considerando que a média m satisfaz as condições
anteriores e a partir da definição discreta de m expressa na equação (2.102), a média
de probabilidade padrão na forma integral é dada por [3]:

m = êH

ˆ θ

0

(m cos θ)Pθ(θ)dθ, (2.107)

sendo êH = H/|H|. Para momentos magnéticos com orientações independentes, uma
função de densidade de probabilidade P (θ) normalizada, com

´
P (θ)dθ = 1 em todo o

intervalo θ, é tipicamente uma distribuição com fator exponencial de Boltzmann [82].
Distribuições com fator de Boltzmann são amplamente utilizadas em contextos em
que existem grandes flutuações probabilísticas induzidas por agitação térmica (como
o movimento Browniano), nos quais tais flutuações competem com um mecanismo
determinístico (como a energia ε associada aos torques magnéticos que tendem a alinhar
as partículas na direção do campo) [83]. Neste caso, esta função de densidade é dada
por:

P (θ) =
1

2
sin θ exp

(
− ε

kT

)
. (2.108)

Neste contexto, ε corresponde à energia necessária para desalinhar o momento
de dipolo magnético m de seu alinhamento paralelo, ou preferencial, com o campo
magnético aplicado H .

Sendo dε = Tmdθ e Tm = mH sin θ a intensidade do torque magnético por unidade
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de volume de partícula. Considera-se a intensidade dos momentos de dipolo magnético
m igual para todas as partículas suspensas, porém, devido às variações de orientação
dem de cada partícula, é necessário que o cálculo da média de probabilidade dado pela
equação (2.107) seja realizado para orientações θ arbitrárias. A solução da integral dada
em (2.107), para a densidade de probabilidade P (θ) de momentos de dipolo magnéticos
de orientações independentes, resulta em

m = m

(
cothα− 1

α

)
= mL(α), (2.109)

sendo a função Langevin L(α) o resultado médio, proveniente da condição de que os
momentos magnéticos das partículas suspensas não estavam necessariamente orientados
na direção do campo aplicado.

O parâmetro adimensional
α =

µ0mH

kT
(2.110)

representa a razão entre as forças magnéticas Fm ∼ µ0mH/` e forças brownianas
FB ∼ kT/l, sendo l uma escala característica de comprimento da suspensão como, por
exemplo, o diâmetro das partículas suspensas. De forma global, a magnetização de
equilíbrio de um fluido magnético é bem descrito pela equação de Langevin [84, 85]:

M0

Ms

=

[
coth(α)− 1

α

]
= L(α), (2.111)

e substituindo a equação (2.106) em (2.111), tem-se:

M0

Md

= φL(α). (2.112)

A partir de uma análise da equação (2.110) é possível inferir que α � 1 descreve
o caso em que o campo externo domina o movimento das partículas, que não apresen-
tam resposta relevante às flutuações térmicas do movimento Browniano e permanecem
alinhadas na direção do campo aplicado. Caso α � 1, a suspensão apresenta uma
magnetização muito pequena devido ao domínio das forças brownianas e os momentos
magnéticos possuem uma distribuição de orientações aleatórias. Em tal caso, é possível
representar a função Langevin por uma série de Mc Laurin (α→ 0) em torno de α na
forma

L(α) ∼ α

3
− α3

45
+

2α5

945
+ . . . (2.113)

com o limite L(α) = α/3 representando a condição de paramagnetismo do fluido.
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Afim de estudar mecanismos hidrodinâmicos e magnéticos de forma acoplada, o estudo
numérico do presente trabalho será conduzido para α = 1, que descreve um balanço
entre perturbações Brownianas e a relaxação magnética das partículas suspensas.

Pode-se observar que a magnetização de equilíbrio, descrita pela equação (2.112),
é função da fração volumétrica de partículas magnéticas φ e que o modelo de Langevin
consiste um modelo de ordem φ, desprezando interações magnéticas entre partículas. O
modelo de Langevin descreve muito bem o comportamento de suspensões magnéticas
diluídas [7] e, consequentemente, o problema estudado neste trabalho.

Correções de ordem superiores O(φ2) e O(φ3) foram propostas, com correções do
cálculo da magnetização de equilíbrio para interações magnéticas de, pelo menos, três
partículas próximas na suspensão [86]. Neste caso, a função Langevin corrigida pode ser
estendida para suspensões magnéticas com frações volumétricas de aproximadamente
20%. No caso em que α � 1, quando as forças magnéticas são muito superiores
às forças Brownianas na suspensão (i.e. as interações campo-partícula dominam as
interações partícula-partícula), todos os modelos de magnetização convergem para o
mesmo valor de magnetização de saturação Ms [8], independente do valor da fração
volumétrica.

Em regiões onde α ∼ 1, a descrição do comportamento de suspensões magnéticas
não diluídas demanda correções de ordem superiores a fim de contabilizar os efeitos
de interação entre pares de partículas sobre a magnetização de equilíbrio da suspensão
devido à discrepância obtida pela análise comparativa entre os modelos [8, 87, 88]. O
modelo proposto [86] é expresso por:

M0 = ML(α)

[
1 +

4π

3

dML(α)

dα
+

1

2

(
4π

3

)2

ML(α)
d2ML(α)

dα2
+

(4π)2

144

(
dML(α)

dα

)2
]
,

(2.114)
em que ML(α) representa o modelo de Langevin O(φ). A expressão (2.114) foi expan-
dida [7], e pode ser expressa por:

M0 = [MdL(α)]φ+

[
4π

3
Mdg(α)

]
φ2 +

{[
1

2

(
4π

3

)2

h(α) +
(4π)2

144
z(α)

]
Md

}
φ3,

(2.115)
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Figura 2.13: A magnetização de equilíbrio em função de α para φ = 0.05: A linha
contínua representa o modelo de Langevin O(φ), a linha pontilhada e os quadrados re-
presentam os modelo O(φ2) e O(φ3) [5], respectivamente. Por último, os pontos pretos
representam os resultados numéricos, desconsiderando a periodicidade para interações
magnéticas [8]. Em detalhe estão plotados os valores de magnetização de equilíbrio
para pequenos valores de α, com a soluçao assintótica para α � 1 : M0/φMd = α/3
em um regime paramagnético.

em que as funções L(α), g(α),h(α) e z(α) são dadas por:

L(α) = coth(α)− 1

α
; (2.116)

g(α) =L(α)

[
−α cosech2(α) +

1

α

]
; (2.117)

h(α) =L2(α)

[
2α2 coth(α) cosech2(α)− 2

α

]
; (2.118)

z(α) =
g2(α)

L(α)
. (2.119)

É possível concluir que, apesar de a magnetização de equilíbrio M 0 ser definida
para um fluido magnético em repouso, devido ao movimento Browniano tal suspen-
são sempre possuirá agitação a nível molecular e interações magnéticas de partículas
suspensas. Tal fenômeno de interação de longo alcance microestrutural, negligenciado
na determinação da magnetização de equilíbrio pelo modelo de Langevin, é o fator
que demanda correções no cálculo da magnetização de ordem O(φ), em especial para
suspensões não diluídas.

48



Devido à sua constituição microscópica complexa, o comportamento de um fluido
magnético está fortemente determinado por suas interações microscópicas. Desta
forma, o parâmetro M 0 irá compor a equação evolutiva para M , apesar de ser deter-
minado a partir de uma análise microscópica da suspensão no regime de equilíbrio.

2.9 Desenvolvimento de uma equação evolutiva para a magnetização do

meio

Estabelecida uma formulação para a magnetização de equilíbrio M0, uma das pro-
priedades mais determinantes da caracterização de um fluido magnético, deve-se obter
uma equação evolutiva para que seja determinada a influência hidrodinâmica e de even-
tuais transientes de origem magnética na determinação da magnetização de um fluido
magnético em um escoamento.

Como discutido anteriormente, e mostrado na figura 2.9a, a vorticidade do esco-
amento de um fluido magnético submetido a um campo magnético provoca o desali-
nhamento dos momentos de dipolo magnéticos das partículas e, consequentemente, o
surgimento de torques internos. Sem uma formulação absoluta, equações evolutivas
fenomenológicas para a magnetização de um fluido magnético tem sido propostas nas
últimas décadas, e algumas dessas formulações serão apresentadas a seguir.

Para baixas magnetizações ou para campos aplicados de baixa intensidade, a evo-
lução da magnetização M de um meio incompressível com vorticidade ξ [35], é dada
por:

DM

Dt
=

1

2
[ξ ×M] +

1

τB
(M0 −M). (2.120)

A equação (2.120) corresponde a um modelo de Debye com um tempo de relaxação
magnética isotrópico τB com interações hidrodinâmicas e magnéticas entre partícu-
las negligenciadas e descreve um comportamento puramente magnético em pequenos
desvios de equilíbrio (ausência de escoamento).

O sistema convencional de equações referentes a uma análise ferrohidrodinâmica
é composto pela equação do movimento de um fluido magnético dada pela equação
(C.28), pela equação da continuidade (2.69), pelas equações de Maxwell no limite
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magnetostático (2.5) e (2.6) e pela equação de magnetização [13], dada por:

DM

Dt
=

1

2
(ξ ×M) +

1

τ
(M0 −M) +

µ0

6µφ
(M×H)×M, (2.121)

em que o último termo à direita da equação (2.121) incorpora torques magnéticos à
proposição de uma equação fenomenológica evolutiva descrita em (2.120) e apresenta
um termo de relaxação magnética de segunda ordem [35]. A dependência da magneti-
zação de um fluido magnético em relação à parte simétrica D do tensor gradiente de
velocidade ∇u, foi demonstrada [74], visualizada experimentalmente [84], e é dada por:

DM

Dt
=

1

2
(ξ ×M) +

1

τ
(M0 −M) + λ2D ·M, (2.122)

em que o último termo à direita da equação (2.122) representa um acoplamento da
magnetização do meio com alongamento do escoamento, e tal nível de dependência é
dado pelo fator λ2. A equação (2.122) foi proposta considerando que o campo magnético
aplicado H é de baixa intensidade e pode ser omitido, entretanto a consideração de
um fator λ2 não unitário ainda demanda maiores estudos. Incorporando os efeitos
provenientes do campo aplicado, tem-se

DM

Dt
=

[
1

2
ξ +

µ0

6µφ
(M×H)

]
×M +

1

τB
(M0 −M) + λ2D ·M, (2.123)

que possui termos capazes de contabilizar a influência do campo aplicado no escoamento
de um fluido magnético a ser investigado numericamente neste trabalho.

As proposições de equações evolutivas fenomenológicas para a magnetização des-
critas pelas equações (2.120) a (2.123) foram elaboradas baseadas em um tempo equi-
valente de relaxação magnética Browniana τB. Caso este escoamento possua um tempo
característico de relaxação magnética de Néel τN (i.e. partículas cujo momento de di-
polo magnético possui um grau de liberdade extra e rotaciona livremente dentro da
partícula), a determinação de M só poderá ser feita, de forma consistente, incorpo-
rando termos relativos à velocidade de rotação ω do momento de dipolo m interno
à partícula. A variação material da velocidade angular das partículas que compõem
um fluido magnético, a partir de uma análise do balanço do momento angular de um
volume contínuo [7], na forma:

ρJ
Dω

Dt
= µ′∇2ω + µ0M×H, (2.124)

em que ρ representa a massa específica do volume infinitesimal contínuo em análise,
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J seu momento de inércia polar, µ′ representa um coeficiente de difusão de momento
angular interno (spin), M o campo de magnetização e H o campo magnético aplicado.
Note que a equação (2.124) só possui sentido físico para um fluido magnético com
tensor de tensões assimétricos (i.e. com torques internos), cujas partículas magnéticas
não giram livremente no sentido da vorticidade, como mostrado na figura 2.9b.

Ao fim desta análise acerca da influência do tempo de relaxação magnética carac-
terístico sobre a formulação de uma equação evolutiva para a magnetização do meio, é
possível generalizar a equação evolutiva de M na forma:

DM

Dt
=

[
1

2
ξ + A

]
×M +

1

τ
(M0 −M) + λ2D ·M, (2.125)

em que o parâmetro A representa uma generalização, podendo ser um termo de torques
magnéticos, dados por 1

6µφ
(M×H), ou uma velocidade interna de spin ω das partículas

magnéticas suspensas na solução, dependendo dos mecanismos de relaxação magnética
presentes no problema físico a ser estudado. Um fluxograma de tomada de decisão
sobre a formulação a ser utilizada a partir da determinação do tempo de relaxação
magnética dominante está presente na figura 2.14.

Um dos objetivos deste trabalho consiste na visualização de alterações macroscópi-
cas no escoamento de um fluido magnético, geradas pela presença de torques magnéticos
internos à solução. O acoplamento entre a velocidade angular de spin das partículas
magnéticas e variações no campo global de magnetização M não perturba tal escoa-
mento em escalas de relaxação magnéticas predominantemente Brownianas, e portanto
a solução da equação (2.124) não será abordada neste trabalho. Desta forma, a equação
evolutiva para a magnetização do meio a ser utilizada na presente análise é dada por:

DM

Dt
=

[
1

2
ξ +

µ0

6µφ
(M×H)

]
×M +

1

τB
(M0 −M) + λ2D ·M. (2.126)

É importante ressaltar que o parâmetro λ2 é postulado para atribuir uma corre-
ção à dependência da parte simétrica do tensor gradiente de velocidades (D) sobre
a evolução da magnetização global. Tal grau de acoplamento é relacionado à distor-
ção de aglomerados de partículas, inicialmente esféricos, para uma forma de correntes
(chain-structures) e ao número de partículas aglomeradas [84]. Postula-se também que
a componente anti-simétrica do gradiente de velocidades (W ) é um mecanismo que age
sobre tais aglomerados de partículas e perturba sua orientação por meio de uma rota-
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DM
Dt =

[
1
2ξ +A

]
×M + 1

τ (M0 −M) + λ2D ·M

τB ≈ τNτN � τB

τeq =
τN τB
τN+τB

M = M0

τB � τN

A = ω

A = 1
6ηφ

(M×H)

DM
Dt =

[
1
2ξ + ω

]
×M + 1

τeq
(M0 −M) + λ2D ·M

DM
Dt =

[
1
2ξ +

µ0
6µφ(M×H)

]
×M + 1

τB
(M0 −M) + λ2D ·M

ρJ Dω
Dt

= η′∇2ω + µ0M×H
Determinar ω

Figura 2.14: Determinação de uma expressão para equação evolutiva fenomenológica
do campo de magnetização do escoamento de um fluido magnético, submetido à um
campo aplicado, em termos do tempo de relaxação magnética equivalente.

ção induzida [7]. Por outro lado, a determinação de um fator λ2 experimentalmente, e
a atribuição de um coeficiente diferente do valor unitário no termoD ·M , conflita com
o fator 1

2
no termo 1

2
ξ ×M , e com um λ2 unitário, que foram deduzidos formalmente

a partir de conceitos da Mecânica dos Meios Contínuos [74].

A solução do problema proposto considera diferentes valores para λ2, incluindo o
caso em que não há acoplamento entre a magnetização e a parte simétrica do gradiente
de velocidades, no qual a evolução da magnetização é dada pela equação (2.121).

52



Capítulo 3 FORMULAÇÃO NUMÉRICA

3.1 Formulação vorticidade-função de corrente: motivação e dedução

A análise numérica do desenvolvimento de escoamentos consiste em, dado um
campo de velocidade u(x, t) em um dado tempo t , obter a dependência do campo de
velocidade dada por ∂

∂t
u(x, t) e então calcular u(x, t) em um passo seguinte de tempo

dado por t + ∆t . Considere a equação do movimento, na sua forma adimensional, para
um fluido Newtoniano incompressível:

∂u

∂t
= −u · ∇u−∇p+

1

Re
∇2u. (3.1)

Neste caso, dado u(x, t) é possível avaliar as contribuições dos termos u · ∇u e
1
Re
∇2u à variação temporal do campo de velocidade ∂u

∂t
. No caso bidimensional, tem-

se:

∂u

∂t
=− u∂u

∂x
− v∂u

∂y
− ∂p

∂x
+

1

Re
∇2u (3.2)

∂v

∂t
=− u∂v

∂x
− v∂v

∂y
− ∂p

∂y
+

1

Re
∇2v (3.3)

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0. (3.4)

Dado o sistema de equações a ser solucionado numericamente, deve ser optada ini-
cialmente o tipo de solução a ser obtida, acoplada ou segregada. A solução acoplada,
ou direta, dos sistemas de equações algébricas gera uma matriz de coeficientes e so-
luciona todas as incógnitas simultaneamente, porém a matriz de coeficientes gerada é
muito grande, esparsa e com poucos coeficientes não-nulos mesmo para discretizações
moderadamente refinadas [89]. Dessa forma, o custo computacional associado à inver-
são desta matriz de coeficientes inviabiliza a solução direta do problema, a menos que
um robusto método de tratamento de matrizes esparsas seja usado.

A solução segregada dos sistemas de equações através de métodos iterativos, que
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descartam as operações referentes aos elementos nulos na matriz de coeficientes, é a
alternativa mais viável. Neste caso, o acoplamento pressão-velocidade em escoamentos
incompressíveis, ou em escoamentos onde o campo de massa específica não é fortemente
dependente do campo de pressão, se destaca e confere alta complexidade na solução do
sistema de equações.

Entretanto, o método de solução segregada requer que todas variáveis tenham uma
equação evolutiva para ser avançada no decorrer do cálculo. No caso de escoamentos
incompressíveis isotérmicos, porém, não há uma equação evolutiva para o campo de
pressão e sua influência é descrita somente em termos de seu gradiente nas equações
do movimento (3.2) e (3.3). Dessa forma, a dificuldade do problema está associada
à determinação do campo de pressão, expresso apenas em termos de seu gradiente
nas equações do movimento para o caso bidimensional, de forma que as componentes
do campo de velocidades obtidas satisfaçam a conservação da massa [90]. Caso o
sistema de equações fosse resolvido de forma acoplada através da inversão da matriz
dos coeficientes, o problema do acoplamento pressão-velocidade não existiria.

Outra alternativa é a formulação Vorticidade-Função de corrente, implementada
por exemplo em trabalhos recentes como a simulação numérica do escoamento de um
fluido incompressível através de um meio poroso [91] e na simulação do escoamento de
um fluido biomagnético submetido a um campo magnético externo com o intuito de re-
duzir a fricção em aneurismas de diversas geometrias [92]. Como demonstrado na seção
2.5, a formulação de um problema a partir da equação da vorticidade, especificamente
no caso de um escoamento barotrópico, resulta em uma significativa simplificação do
sistema de equações governantes a ser resolvido, devido à ausência do campo de pressão
como variável a ser solucionada.

A solução de problemas em variáveis alternativas (não-primitivas) por meio da for-
mulação vorticidade-função de corrente oferece uma alternativa à solução das equações
do movimento de um meio contínuo a partir de métodos iterativos, tais como o Método
de Compressibilidade artificial [93]; métodos de passo temporal fracionado [94]; SIM-
PLE (Semi-Implicit Method for Pressure Linked Equations) [95] e derivados. Apesar de
ser um método restrito à problemas bidimensionais, a formulação vorticidade-função
de corrente elimina a necessidade de verificar se o campo de velocidades calculado
por meio da formulação velocidade-pressão obedece a equação da continuidade, condi-
ção satisfeita automaticamente na formulação vorticidade-função de corrente [96]. Por
outro lado, a definição de condições de contorno em variáveis não-primitivas é essen-
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cialmente mais complexa, quando comparada à formulação da equação do movimento
em variáveis primitivas. Quanto às condições de contorno para a equação de Poisson
da função de corrente, estas podem ser derivadas diretamente a partir das condições
de não-escorregamento e impenetrabilidade, dado que u = ∇ × ψ. Entretanto, a de-
terminação e tratamento numérico das condições de contorno para a vorticidade são
abordadas, discutidas e comparadas em diversos estudos [97, 98].

Um estudo recente [99] foi realizado referente ao escoamento laminar (10 ≤ Re ≤
40) bidimensional sobre um corpo quadrado e o problema foi solucionado por ambos mé-
todos e comparado, ambos aplicando o Método das Diferenças Finitas de aproximação
de derivadas. Observou-se que ambas formulações foram capazes de gerar praticamente
a mesma solução e foram consideradas adequadas para a solução de tal problema bidi-
mensional com precisão aceitável. Entretanto, devido à ausência do termo de pressão
na formulação vorticidade-função de corrente, tal formulação atinge a solução do pro-
blema mais rapidamente, quando comparada ao método pressão-velocidade. A seguir
será deduzida brevemente tal formulação.

Da definição do campo de vorticidade de um escoamento, tem-se:

ξ = ∇× u, (3.5)

e no caso de um escoamento bidimensional u = u1(x1, x2)ê1 + u2(x1, x2)ê2 se reduz a:

ξ3 =

(
∂u2

∂x1

− ∂u1

∂x2

)
, (3.6)

e adotando a hipótese de incompressibilidade, pela Equação da Continuidade, tem-se:

∇ · u = 0, (3.7)

e portanto, se u é um campo solenoidal, ele pode ser escrito como:

u = ∇×ψ, (3.8)

pois∇·(∇×a) = 0, para qualquer vetor a. Por fim, para um escoamento bidimensional,
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a partir de (3.8), tem-se:

u1 =
∂ψ3

∂x2

(3.9)

u2 =− ∂ψ3

∂x1

, (3.10)

e substituindo (3.9) e (3.10) em (3.6), tem-se:

ξ3 =

[
∂

∂x1

(
−∂ψ3

∂x1

)
− ∂

∂x2

(
∂ψ3

∂x2

)]
(3.11)

ξ3 = −
(
∂2ψ3

∂x2
1

+
∂2ψ3

∂x2
2

)
(3.12)

=⇒ ξ = −∇2ψ. (3.13)

Dadas as equações governantes (3.8) e (3.13) obtidas na formulação vorticidade-
função corrente, juntamente com a equação da vorticidade para um fluido magnético
deduzida na seção 2.5, da equação evolutiva da magnetização proposta na seção 2.9 e
da definição de condições de contorno apropriadas, tem-se um problema bem posto.

3.2 Sumário do Sistema de equações

O problema em estudo consiste no controle do descolamento de camada limite após
uma expansão abrupta unidirecional, por meio da aplicação de um campo magnético.
Dada a hipótese considerada de que o campo externo é aplicado somente no domínio
após a expansão do canal, o sistema de equações governantes no primeiro domínio de
cálculo ilustrado na figura 1.6 se reduz a:


∇2ψ =− ξ

∂ξ

∂t
+ u · ∇ξ = ν∇2ξ

u = ∇×ψ

(3.14a)

(3.14b)

(3.14c)

O sistema de equações governantes a ser adimensionalizado e resolvido numerica-
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mente, obtido a partir da formulação vorticidade-função corrente, é dado por:



∇2ψ =− ξ
∂ξ

∂t
+ u · ∇ξ = ν∇2ξ +

µ0

ρ
[∇× (M · ∇H)−∇2(M ×H)]

u = ∇×ψ
∂M

∂t
+ u · ∇M =

[
1

2
ξ +

µ0

6µφ
(M ×H)

]
×M +

1

τB
(M0 −M ) +

+ λ2D ·M
M 0 = L(α)φMdêH

H = H0êy,

(3.15a)

(3.15b)

(3.15c)

(3.15d)

(3.15e)

(3.15f)

no caso mais geral do escoamento de um fluido magnético barotrópico com magnetiza-
ção regida por uma equação evolutiva fenomenológica.

3.3 Parâmetros físicos da Ferrohidrodinâmica

Dados os sistemas de equações governantes (3.14) e (3.15), os parâmetros adimen-
sionais associados podem ser obtidos diretamente a partir das equações diferenciais
parciais contidas na seção anterior considerando as seguintes escalas típicas:

u∗ =
u

U0

; v∗ =
v

U0

; ξ∗ =
D

U0

ξ;

ψ∗ =
1

U0D
ψ; M∗ =

M

H0

; H∗ =
H

H0

;

t∗ =
U0

D
t; ∇∗ = D∇; ∇2∗ = D2∇2,

(3.16)

em que U0 representa o escoamento permanente e homogêneo u = U0ê1 adotado na
entrada do sistema pelo domínio A, D representa o diâmetro hidráulico do duto após
a expansão, ambos ilustrados na figura 1.6, e H0 representa a intensidade do campo
vertical aplicado H = H0ê2. Definindo

ReD =
U0D

ν
(3.17)
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e

Rem =
ρU2

0

µ0H2
0

(3.18)

como os parâmetros adimensionais Reynolds e Reynolds magnético, respectivamente,
em que o número de Reynolds estabelece uma razão entre forças de inércia e forças
viscosas e o número de Reynolds magnético a razão entre forças inerciais e magnéticas
que agem sobre o escoamento.

De forma alternativa, é possível interpretar os parâmetros adimensionais Re e Rem
como uma razão entre escalas de tempo características de diferentes mecanismos pre-
sentes neste problema. Considere uma escala de tempo associada a fenômenos inerciais,
dada por ti ∼ D/U , e uma escala difusiva dada por tν ∼ D2/ν, ambas dimensional-
mente consistentes:

Re =
UD

ν
=
D2U

νD
∼ tν
ti
. (3.19)

Desta forma, é possível associar o número de Reynolds a um balanço de escalas de
tempo viscosas e inerciais. De fato, altos números de Reynolds estão associados à
predominância de mecanismos inerciais (convectivos) sobre os de origem difusiva (vis-
cosos). Por outro lado, a partir da adimensionalidade de Rem, apresentado em (3.18),
é possível estabelecer uma expressão para escalas de tempo magnéticas, dadas por
tm ∼ (ρD2/µ0H

2
0 )1/2. De forma semelhante, pode-se então representar o número de

Reynolds magnético como uma razão entre escalas de tempo magnéticas e inerciais, de
forma que:

Rem =
ρU2

µ0H2
0

=
ρU2

µ0H2
0

× D2

D2
∼
(
tm
ti

)2

. (3.20)

Por outro lado, é conveniente também definir o parâmetro adimensional Péclet:

Pe = τB
U0

D
, (3.21)

de forma que, no contexto da Ferrohidrodinâmica, tal parâmetro represente uma razão
de escalas de tempo entre a escala de relaxação Browniana e a escala do escoamento
(flow). Desta forma, pode-se interpretar o acoplamento do problema, em termo das
suas escalas de tempo. O regime Pe � 1 representa uma escala de relaxação magné-
tica muito inferior à escala do escoamento e consiste em uma relaxação instantâneas
das orientações das partículas suspensas na direção do campo aplicado, de forma que
M = M 0 (regime superparamagnético). Caso Pe� 1, o comportamento resultante é
dado por uma escala de tempo do escoamento muito inferior à relaxação magnética, re-
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sultando em um desacoplamento de mecanismos magnéticos e hidrodinâmicos. Neste
caso, as desorientação dos dipolos das partículas suspensas não resulta em nenhum
efeito (dada pelo surgimento de um balanço de torques) e o problema adquire pro-
priedades puramente hidrodinâmicas. Por fim, no regime Pe ∼ 1 ambos mecanismos
são fortemente acoplados, permitindo o estabelecimento de um balanço de torques e o
controle do escoamento por meio da aplicação de um campo magnético. Desta forma,
o estudo numérico no presente trabalho será conduzido para Pe = 1.

A interpretação dos parâmetros físicos associados a um problema dinâmico em
termos de razões de escalas de tempo é uma valiosa ferramenta interpretativa e auxilia
de forma substancial o processo de interpretação física dos resultados obtidos. Esse
recurso será utilizado no presente trabalho, sempre que possível, para fornecer uma
interpretação física precisa e consistente dos resultados obtidos via simulação numérica.

No âmbito de estudos numéricos de escoamentos sujeitos a expansões abruptas,
diversos comprimentos característicos são adotados e resultam em diferentes definições
de Re obtidas, o que resulta em uma falta de uniformização de notação [100]. A altura
do degrau h, a altura da seção de entrada S e o diâmetro hidráulico D, representados
na figura 1.6, poderiam ser adotados como comprimentos característicos na adimensi-
onalização deste problema. Com o objetivo de uniformizar os resultados do presente
trabalho (e facilitar a comparação e validação de resultados) com estudos anteriores
sobre escoamentos sujeitos a expansões abruptas em números de Reynolds baixos e
moderados [100, 101], o diâmetro hidráulico D = 2h será adotado como escala típica
do problema na adimensionalização das equações governantes. Desta forma, a partir
da equação (3.17), o número de Reynolds calculado a partir do diâmetro hidráulico do
canal ReD será dado como Re, com o objetivo de não densificar a notação das equa-
ções. Inserindo as escalas características deste problema dadas em (3.16) nos sistemas
de equações governantes (3.14) e (3.15) e omitindo a notação “*” de adimensionalidade,
pode-se rescrever os sistemas de equações governantes na forma adimensional:


∇2ψ =− ξ

∂ξ

∂t
+ u · ∇ξ =

1

Re
∇2ξ

u = ∇×ψ

(3.22a)

(3.22b)

(3.22c)
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∇2ψ =− ξ
∂ξ

∂t
+ u · ∇ξ =

1

Re
∇2ξ +

1

Rem
[∇× (M · ∇H)−∇2(M ×H)]

u = ∇×ψ
∂M

∂t
+ u · ∇M =

[
1

2
ξ +

1

6φ

Re

Rem
(M ×H)

]
×M +

1

Pe
(M0 −M) +

+ λ2D ·M
M 0 = L(α)φMdêH

H = 1êy,

(3.23a)

(3.23b)

(3.23c)

(3.23d)

(3.23e)

(3.23f)

Adotando a notação (x,y) para o sistema de coordenadas, índices numéricos para
determinação de componentes vetoriais e de vetores unitários e expandindo o sistema
de equações governantes na forma adimensional em termos de suas componentes:
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2
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∂
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∂
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∂
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( ∂
2
ξ 3

∂
x

2
+
∂

2
ξ 3

∂
y

2

) +
1

R
e m

[ ∂
M

1

∂
y

∂
H

1

∂
x

+
M

1
∂

2
H

1

∂
x
∂
y

+
∂
M

2

∂
y

∂
H

1

∂
y

+
M

2
∂

2
H

1

∂
y

2
−

−
∂
M

1

∂
x

∂
H

2

∂
x
−
M

1
∂

2
H

2

∂
x

2
−
∂
M

2

∂
x

∂
H

2

∂
y
−
M

2
∂

2
H

2

∂
x
∂
y

+
H

1
∂

2
M

2

∂
x

2
+
M

2
∂

2
H

1

∂
x

2
+

+
H

1
∂

2
M

2

∂
y

2
+
M

2
∂

2
H

1

∂
y

2
−
M

1
∂

2
H

2

∂
x

2
−
H

2
∂

2
M

1

∂
x

2
−
M

1
∂

2
H

2

∂
y

2
−
H

2
∂

2
M

1

∂
y

2

]
u

=
∂
ψ ∂
y

v
=
−
∂
ψ

∂
x

H
1

=
0

H
2

=
1

∂
M

1

∂
t

+
u
∂
M

1

∂
x

+
v
∂
M

1

∂
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∂
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∂
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∂
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∂
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∂
M

2

∂
t

+
u
∂
M

2

∂
x

+
v
∂
M

2

∂
y

=
1 2
ξ 3
M

1
+

1 6φ

R
e

R
e m

(H
2
M

2 1
−
M

2
H

1
M

1
)

+
1 P
e

(M
0
,2
−
M

2
)

+
1 2

[ M
1
∂
u

∂
y

+
M

1
∂
v

∂
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)
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)

(3
.2
4g

)

(3
.2
4h

)
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3.4 Discretização das Equações Governantes pelo Método das Diferenças

Finitas

O sistema de equações governantes dado por (3.24) será discretizado a partir da me-
todologia de discretização pelo Método das Diferenças Finitas exemplificada no Apên-
dice D. A aproximação das derivadas parciais será feita pela diferença centrada dos
pontos de cálculo, pois o cálculo efetuado a partir da diferença centrada possui um
erro menor (O(∆x)2 e O(∆y)2) quando comparado à diferenciação adiantada ou atra-
sada (O(∆x) e O(∆y)) [102].

Considere a primeira equação do sistema (3.24), no caso bidimensional dada por:

∇2ψ =− ξ (3.25)

∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2
=− ξ. (3.26)

Aproximando as derivadas de primeira e segunda ordem com diferença centrada
por meio da expansão por séries de Taylor da função ψ nos pontos genéricos do domínio
de cálculo, descritos na figura 2, tem-se:

ψi+1,j = ψi,j +

(
∂ψ

∂x

)
i,j

∆x+O(∆x)2 + ... (3.27)

ψi−1,j = ψi,j −
(
∂ψ

∂x

)
i,j

∆x+O(∆x)2 + ... (3.28)

ψi,j+1 = ψi,j +

(
∂ψ

∂y

)
i,j

∆y +O(∆y)2 + ... (3.29)

ψi,j−1 = ψi,j −
(
∂ψ

∂y

)
i,j

∆y +O(∆y)2 + ... (3.30)

Desprezando termos O(∆x)2 e O(∆y)2 e efetuando a subtração de (3.27) por (3.28)
e (3.29) por (3.30), respectivamente, tem-se:(

∂ψ

∂x

)
i,j

≈ ψi+1,j − ψi−1,j

2∆x
(3.31)(

∂ψ

∂y

)
i,j

≈ ψi,j+1 − ψi,j−1

2∆y
. (3.32)
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Aproximando as derivadas de segunda ordem, também pela expansão em séries de
Taylor, tem-se:

ψi+1,j = ψi,j +

(
∂ψ

∂x

)
i,j

∆x+

(
∂2ψ

∂x2

)
i,j

(∆x)2

2
+O(∆x)3 + ... (3.33)

ψi−1,j = ψi,j −
(
∂ψ

∂x

)
i,j

∆x+

(
∂2ψ

∂x2

)
i,j

(∆x)2

2
+O(∆x)3 + ... (3.34)

Efetuando a soma das equações (3.33) e (3.34), tem-se:(
∂2ψ

∂x2

)
i,j

≈ ψi+1,j − 2ψi,j + ψi−1,j

(∆x)2
(3.35)

e analogamente: (
∂2ψ

∂y2

)
i,j

≈ ψi,j+1 − 2ψi,j + ψi,j−1

(∆y)2
. (3.36)

Substituindo (3.35) e (3.36) em (3.26), tem-se a expressão discretizada da equação
governante (3.26):

ψi+1,j − 2ψi,j + ψi−1,j

(∆x)2
+
ψi,j+1 − 2ψi,j + ψi,j−1

(∆y)2
= −ξ. (3.37)

Utilizando a mesma metodologia explicitada na discretização da equação (3.26), as
demais equações que compõem o sistema (3.24) são discretizadas.

3.4.1 Esquema Upwind

O esquema Upwind de primeira ordem implementado, consiste em uma técnica de
discretização adaptativa. A partir do sinal das componentes do campo de velocidades
(i.e.: direção de propagação de uma propriedade em um escoamento), diferentes sten-
cils são gerados e diferentes pontos serão considerados na discretização de u e v. Esta
técnica confere estabilidade à solução dos termos convectivos nas equações de trans-
porte [103] cuja discretização adaptativa aplicada ao termo u · ∇ξ é dada por:
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u
∂ξ

∂x
=

u
ξi+1−ξi

∆x
, se u < 0

u ξi−ξi−1

∆x
, se u > 0

(3.38)

v
∂ξ

∂y
=

v
ξj+1−ξj

∆y
, se v < 0

u
ξj−ξj−1

∆y
, se v > 0.

(3.39)

Definindo os parâmetros

u+ = max(u, 0) (3.40)

u− = min(u, 0) (3.41)

v+ = max(v, 0) (3.42)

v− = min(v, 0), (3.43)

e dado o fato de que para uma mesma componente de u e v, entre suas funções max
e min uma sempre será nula, as equações (3.38) e (3.39) podem ser escritas de forma
compacta [104] na forma:

u
∂ξ

∂x
= u+ξ−x + u−ξ+

x (3.44)

v
∂ξ

∂v
= v+ξ−y + u−ξ+

y , (3.45)

em que os termos discretizados adiantados e atrasados de ∂ξ/∂x e ∂ξ/∂y são dados
por:

ξ+
x =

ξi+1 − ξi
∆x

(3.46)

ξ−x =
ξi − ξi−1

∆x
(3.47)

ξ+
y =

ξj+1 − ξj
∆y

(3.48)

ξ−y =
ξj − ξj−1

∆y
. (3.49)

O mesmo procedimento é aplicado ao termo convectivo u ·∇M presente nas equa-
ções (3.24g) e (3.24h). Afim de evitar complicar a notação das equações discretizadas
com a notação da técnica Upwind descrita, o sistema de equações governantes discreti-
zadas será apresentado sem as discretizações adaptativas (3.44) e (3.45). Desta forma,
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o sistema de equações governantes discretizadas é dado pelo sistema (3.53).

3.4.2 Esquema de discretização FTCS

A aplicação de diferenciações adiantadas no tempo e centradas no espaço na dis-
cretização de equações diferenciais parciais é denominada “FTCS” (Forward in Time,
Centered in Space). O método resultante, como mostrado pelas expansões das séries
de Taylor no início desta seção, apresenta erros de truncamento de primeira ordem no
tempo, e de segunda ordem no espaço. Entretanto, a combinação deste método com
o esquema Upwind, e a consequente discretização não-centrada no termo convectivo
das equações governantes, resulta em um método de primeira ordem, tanto no espaço
quanto no tempo [105]. A condição de estabilidade do método, referente à parte elíptica
da equação governante da voritcidade (∇2ξ), é dada por [106]:

∆t

Re(∆x)2
≤ 1

2
. (3.50)

Desta forma, a partir do número de Reynolds proposto e do refinamento de malha
desejado, o passo de tempo ∆t está determinado. No caso de domínios numéricos
bidimensionais não regulares, com ∆x 6= ∆y, tem-se:

∆t

Re×min(∆x,∆y)2
≤ 1

2
, (3.51)

em que min(∆x,∆y) representa o menor passo de discretização espacial entre as ado-
tadas nas direções x e y. Por fim, o passo temporal adotado é calculado a partir dos
dados de entrada do problema, de forma que:

∆t =
1

4
Re×min(∆x,∆y)2, (3.52)

em que o fator 1
4
na equação (3.52), quando comparado ao coeficiente 1

2
na equação

(3.51), representa uma forma conservadora de obedecer a condição de estabilidade do
método apresentada.
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3.5 Condições de contorno

A partir do sistema de equações governantes adimensionais discretizadas referente
ao domínio de cáluclo após a expansão, dado pelo sistema (3.53), serão definidas malhas
de cálculo para a solução numérica aproximada do sistema. O cálculo das variáveis a
serem determinadas nos pontos discretizados do continuo será expresso na forma de um
sistema linear da forma Ax = b a partir da determinação das condições de contorno
no domínio de cálculo ilustrado na figura 1.6. A figura 3.1 é uma representação da
malha de cálculo computacional usada na discretização do domínios de calculo A e B,
e será usada para auxiliar a especificação das condições de contorno das interfaces dos
domínios.
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(a) Domínio de cálculo referente à seção de entrada do domínio, antes da expansão abrupta -
Domínio A.
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(b) Domínio de cálculo onde serão implementados os mecanismos magnéticos que se deseja
estudar - Domínio B.

Figura 3.1: Representação individual dos domínios de cálculo adimensionalizados a
partir da figura 1.6, sobre os quais serão especificadas as condições de contorno.

O domínio de cálculo B representa a discretização espacial do domínio contínuo
de escoamento após a expansão unidirecional. Estabelecendo uma análise a partir da
parede inferior, a partir da condição de não-escorregamento do escoamento, tem-se que
u1

∣∣
y=0

= u2

∣∣
y=0

= 0 e pode-se considerar que ψ
∣∣
i,j

= 0 representa o valor constante
que descreve a linha de corrente adjacente à parede inferior e à face do degrau. A
geração de vorticidade na parede é consequência direta da imposição da condição de
não-escorregamento do escoamento, que por meio da difusão e da advecção a partir
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da parede é transportada ao resto do domínio. Este transporte pode ser analisado
expandindo a função ψi,j em um nó adjacente à parede infeior ψi,j+1 na forma:

ψi,j+1 = ψi,j0 +
∂ψ

∂y

∣∣∣∣∣
i,j0

∆y +
1

2

∂2ψ

∂y2

∣∣∣∣∣
i,j0

(∆y)2 +
1

6

∂3ψ

∂y3

∣∣∣∣∣
i,j0

(∆y)3 + ... (3.54)

em que, pela condição de não-escorregamento

∂ψ

∂y

∣∣∣∣∣
i,j0

= ui,j0 = 0 (3.55)

e
∂2ψ

∂y2

∣∣∣∣∣
i,j0

=
∂u

∂y

∣∣∣∣∣
i,j0

. (3.56)

Sendo a vorticidade dada por

ξ =
∂v

∂x
− ∂u

∂y
, (3.57)

e sabendo que ao longo da parede ∂v
∂x

= 0, pois v é constante e igual a zero, tem-se:

ξi,j0 = −∂u
∂y

∣∣∣∣∣
i,j0

. (3.58)

Substituindo 3.55, 3.56 e 3.58 em 3.54, tem-se:

ξi,j0 =
2

(∆y)2
(ψi,j0 − ψi,j0+1) (3.59)

A equação 3.59 é conhecida como condição de contorno de Thom, abordada na for-
mulação de escoamentos viscosos em regime transiente usando a formulação vorticidade-
função corrente [107], e foi obtida a partir da condição de não-escorregamento imposta
na parede inferior. Observe que neste problema ψi,j0 = 0, porém este termo será
mantido na expressão visando futuras simulações com paredes não estacionárias.

De forma resumida, as condições de contorno das equações governantes dos sistemas
(3.22) e (3.23), referentes aos domínios A e B ilustrados na figura 3.1, são dadas por:
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u1(x1, 0) = 0

∂u1

∂x1

(5.0, y1) = 0

u1(x1, 0.5) = 0

u1(0, y1) = 1.0

v1(x1, 0) = 0

∂v1

∂x1

(5.0, y1) = 0

v1(x1, 0.5) = 0

v1(0, y1) = 0

ψ1(x1, 0) = 0

∂ψ1

∂x1

(5.0, y1) = 0

ψ1(x1, 0.5) = 0.5

ψ1(0, y1) =

ˆ 0.5

0

dy1

(3.60)

u2(x2, 0) = 0

∂u2

∂x2

(5.0, y2) = 0

u2(x2, 1.0) = 0

u2(0, 0 : 0.5) = 0

u2(0, 0.5 : 1.0) = u1(5.0, y1)

v2(x2, 0) = 0

∂v2

∂x2

(5.0, y2) = 0

v2(x2, 1.0) = 0

v2(0, 0 : 0.5) = 0

v2(0, 0.5 : 1.0) = v1(5.0, y1)

(3.61)

ψ2(x2, 0) = 0

∂ψ2

∂x2

(5.0, y2) = 0

ψ2(x2, 1.0) = ψ1(5.0, h)

ψ2(0, 0 : 0.5) = ψ1(5.0, 0)

ψ2(0, 0.5 : 1.0) = ψ1(5.0, 0 : 0.5)

(3.62)

Mx(x2, 0) = Mx0

∂Mx

∂x2

(5.0, y2) = 0

Mx(x2, 1.0) = Mx0

Mx(0, 0 : 0.5) = Mx0

Mx(0, 0.5 : 1.0) = Mx0

My(x2, 0) = My0

∂My

∂x2

(5.0, y2) = 0

My(x2, 1.0) = My0

My(0, 0 : 0.5) = My0

My(0, 0.5 : 1.0) = My0

(3.63)

Como discutido em estudos anteriores, a solução deste problema demanda somente
a inicialização do campo de vorticidade , cujas componentes serão calculadas a partir
das condições de contorno da função corrente e impostas nas fronteiras Γ dos domínios
numéricos A e B, de forma que obedeçam a equação governante no contorno ∇2ψ|Γ =

−ξ|Γ [97].

As condições de contorno adotadas para a magnetização descritas em (3.63), da-
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das pela magnetização de equilíbrio, foram adotadas baseadas na hipótese de não-
escorregamento e impenetrabilidade do escoamento sobre as superfícies sólidas do ca-
nal. Considera-se que os volumes contínuos adjacentes às paredes estão em repouso, o
escoamento não será capaz de perturbar sua magnetização, que por fim será dada pela
magnetização de equilíbrio do meio nestas condições.

3.6 Proposta de algoritmo sequencial para solução do problema

A metodologia de solução adotada tem como etapa inicial a definição dos parâme-
tros físicos que regem o escoamento em estudo e a imposição, tanto das condições de
contorno do problema, quanto de uma condição inicial para os campos contidos nas
equações governantes.

A segunda etapa da solução consiste na solução dos campos ψ, ξ eM de forma ite-
rativa para sucessivos passos de discretização espacial determinados previamente, em
uma abordagem pseudo-transiente. Técnicas de solução pseudo-transiente são aborda-
gens iterativas de solução de equações diferenciais parciais transientes, que resultam
na solução do problema em regime permanente (i.e.: completamente desenvolvidos) a
partir de um valor inicial [108]. A solução da equação de Poisson da função corrente
(3.24a) será obtida a partir do método de sobre-relaxação sucessiva SOR (Successive
Over-Relaxation method), cujo parâmetro de relaxação ótimo foi determinado a par-
tir de uma expressão desenvolvida para sua determinação em um espaço de qualquer
dimensão [109].

Ao fim deste processo, todos os campos necessários para a descrição do escoamento
já foram solucionados (i.e. os valores de ξ,ψ,M após um passo de tempo numérico
foram determinados) e o sistema de equações (3.22) a (3.23) deve ser resolvido de forma
iterativa para sucessivos passos de tempo artificiais, para que a solução do escoamento
evolua e atinja um regime permanente, dada a abordagem pseudo-transiente adotada.
Em seguida está descrito o algoritmo proposto a ser utilizado na simulação de escoa-
mentos bidimensionais de fluidos magnéticos isotérmicos, barotrópicos e assimétricos,
que será implementado no domínio B, ilustrado na figura 3.1, por meio da solução
do sistema de equações (3.15). A solução do sistema de equações (3.14) sem efeitos
magnéticos, referente ao domínio A será dada pelo item 2-(a) do algoritmo a seguir.
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Algoritmo Proposto

1. Input de dados

(a) Parâmetros físicos: Re,Rem, P e, λ2

(b) Condições de contorno para M ,ψ;

(c) Condições iniciais para ξ e H (campo constante e uniforme)

(d) Cálculo da condição inicial M = M 0(α, φ, λ)

2. Inicializando o cálculo

(a) Solução da equação de Laplace da função corrente (sem vorticidade) e da
Equação da vorticidade na ausência de efeitos magnéticos

i. Solução do sistema 
∇2ψ = 0

∂ξ
∂t

+ u · ∇ξ = 1
Re
∇2ξ

u = ∇×ψ

(3.64)

ii. Está determinado ξ sem os efeitos de magnetização;

iii. Determinar ψ, com vorticidade associada, por meio de ∇2ψ = −ξ.
(b) Solução da magnetização M

i. Inicialmente M = M0;

ii. Solucionar a equação da vorticidade com efeitos magnéticos.

∂ξ

∂t
+u·∇ξ =

1

Re
∇2ξ+

1

Rem

{
∇× (M · ∇H)−∇2(M ×H)

}
(3.65)

(c) Início do processo iterativo de solução na discretização espacial

i. A partir de ξ, u e H , solucionar a equação evolutiva da magnetização
e determinar M :

∂M

∂t
+ u · ∇M =

[
1

2
ξ +

1

6φ

Re

Rem
(M ×H)

]
×M+

+
1

Pe
(M 0 −M ) + λ2D ·M (3.66)

ii. Calcular novo ξ a partir da equação (3.65) a partir do último campo de
magnetização calculado;
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iii. Retornar ao passo (c)-i até convergência.

(d) Fim

3. Para t=0 → início do processo iterativo de solução na discretização

temporal

4. t = {∆t, 2∆t, ..., n∆t}

5. Fim
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Capítulo 4 RESULTADOS E DISCUSSÕES

4.1 Solução do problema puramente hidrodinâmico

Dada a proposta deste projeto, cuja solução do problema proposto é pioneira, a im-
plementação do código computacional desenvolvido na ausência de efeitos magnéticos
irá conferir confiabilidade ao algoritmo de solução proposto. Desta forma, o algoritmo
computacional desenvolvido é aplicado ao escoamento laminar bidimensional sujeito
a uma expansão abrupta, e os resultados obtidos comparados com os resultados nu-
méricos e experimentais presentes na literatura, apresentados na tabela 4.1. Deve-se
destacar, entretanto, que o estudo de um escoamento sujeito a uma expansão abrupta
é um problema clássico da Mecânica dos Fluidos, porém é abordado majoritariamente
em escoamentos com altos números de Reynolds. Desta forma, a quantidade de resul-
tados para os regimes de escoamentos estudados (Re = 50 e Re = 100) é reduzida, em
especial para Re = 50.

Re = 50 Re = 100
Armaly et al. exp [101] - Xr = 2.44

Kim and Moin 2D sim [94] - Xr = 2.63
Kaiktsis et al. 3D sim [110] Xr = 1.50 Xr = 2.53

Tabela 4.1: Resultados existentes na literatura para a determinação do ponto de reco-
lamento da camada limite para diversos Re.

Como discutido anteriormente, o presente estudo tem como objetivo identificar o
acoplamento entre mecanismos hidrodinâmicos e magnéticos, sendo focado em estabe-
lecer discussões e interpretações físicas dos fenômenos computados e na consolidações
de aspectos teóricos referentes à ferrohidrodinâmica. Desta forma, a implementação
numérica do algoritmo proposto foi dada de forma relativamente simples a partir do
esquema explícito FTCS de discretização das equações governantes. Apesar de ser de
fácil implementação, tal método possui condições restritivas de estabilidade. Desta
forma, valores apropriados para parâmetros numéricos como comprimento do domí-
nio de cálculo, refinamento de malha e tolerância numérica serão estudados visando a
validação do caso hidrodinâmico do problema proposto e serão mantidos após a imple-
mentação dos mecanismos magnéticos. A solução do problema no regime puramente
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hidrodinâmico é obtida a partir da solução numérica do sistema de equações (3.64)
com condições de contorno apropriadas, e parâmetros numéricos apropriados serão
estabelecidos a seguir.

4.1.1 Determinação do comprimento adequado do domínio de cálculo

A partir das condições de contorno propostas em (3.60), tem-se que a condição
imposta de que o escoamento esteja completamente desenvolvido na saída do domínio
de cálculo é dada por:

∂u2

∂x2

(5.0, y2) = 0 (4.1)

∂v2

∂x2

(5.0, y2) = 0 (4.2)

∂ψ2

∂x2

(5.0, y2) = 0 (4.3)

∂Mx

∂x2

(5.0, y2) = 0 (4.4)

∂My

∂x2

(5.0, y2) = 0, (4.5)

em que (5.0, y2) representa a fronteira direita do domínio computacional no sistema
(x2, y2) representado na figura 3.1b.

Simulações foram conduzidas para comprimentos variando de 3 a 15 unidades de
comprimento adimensionais para Re = 50 e os pontos de recolamento de camada limite
computados estão apresentados na figura 4.1.

É possível observar um crescimento contínuo e atenuado no ponto de recolamento
computado, contudo não foi possível observar um comportamento de saturação, mesmo
para valores superiores aos resultados presentes na literatura. Este comportamento é
atribuído ao esquema FTCS implementado e sua estabilidade condicional discutida
na seção 3.4.2. Por outro lado, observou-se que o algoritmo proposto foi capaz de
reproduzir, com uma tolerância aceitável, os resultados de estudos anteriores. Por fim,
deve-se destacar que os estudos experimentais e numéricos conduzidos anteriormente
adotaram comprimentos muito superiores, variando de aproximadamente 30 [110] a 47
[101] unidades de comprimento, ambos adimensionalizados pelo diâmetro manométrico
do canal D.
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(a) Re = 50.

(b) Re = 100.

Figura 4.1: Evolução do ponto de recolamento Xr computado para diferentes compri-
mentos L de domínio de cálculo, obtidos para Re = 50 e Re = 100. Linhas horizontais
tracejadas representam os pontos de recolamento obtidos em estudos anteriores mos-
trados na tabela 4.1. Simulações foram realizadas para malhas 100× 100 e 150× 150,
para Re = 50 e Re = 100, respectivamente, e um resíduo numérico r = 10−5.

A extensão do comprimento do domínio computacional confere ao algoritmo ver-
sabilidade para a realização de simulações em uma faixa mais extensa de números de
Reynolds, demanda a implementação de domínios computacionais não uniformemente
espaçados, caso contrário o número de nós seria muito alto, assim como o custo com-
putacional, em uma malha cartesiana uniforme. Estudos anteriores foram realizados
para 100 ≤ Re ≤ 300 [111] e 100 ≤ Re ≤ 800 [112] em domínios numéricos não
cartesianos, com uma maior concentração de nós próximos às paredes sólidas dos do-
mínios, devido aos altos gradientes de velocidades esperados. Desta forma, visando a
redução do custo computacional para a realização deste estudo numérico, será adotado
um comprimento do domínio numérico inferior aos valores para os quais o algoritmo
desenvolvido reproduz resultados de estudos anteriores.

4.1.2 Refinamento de malha

Nesta seção, deseja-se determinar os refinamentos de malha apropriados para a re-
alização das simulações para Re = 50 e Re = 100, e verificar a capacidade do algoritmo
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proposto de reproduzir resultados de estudos anteriores. Desta forma, simulações fo-
ram realizadas para diferentes refinamentos de malha visando a solução deste problema
no caso hidrodinâmico, afim de determinar um refinamento de malha que permita a
solução e validação deste algoritmo, por meio da implementação de um domínio de
cálculo cartesiano uniformemente espaçado. Avaliou-se a influência do número de nós
de uma malha computacional regular n× n, e a evolução do ponto de recolamento de
camada limite Xr apresentado na figura 4.2.

(a) Re = 50. (b) Re = 100.

Figura 4.2: Evolução do ponto de recolamento Xr computado para diferentes números
de nós computacionais (n2), para Re = 50 e Re = 100, com um resíduo de iteração
r = 10−5 e um comprimento de domínio computacional L = 5.0. Linhas horizon-
tais tracejadas representam os pontos de recolamento obtidos em estudos anteriores
mostrados na tabela 4.1.

Observa-se que o algoritmo desenvolvido foi capaz de produzir resultados em con-
cordância com estudos anteriores de Re = 50 para n = 100 e n = 110. Por outro lado,
para Re = 100 observa-se uma tendência de aproximação de valores esperados, mas
o intervalo de n estudado não foi suficiente para observar uma saturação ou valores
esperados.

Após este estudo numérico foi possível observar que o ponto de recolamento com-
putado se aproxima dos valores esperados, quanto maior for o refinamento de malha.
Esta tendência pode ser atribuída à necessidade de maior refinamento em regiões próxi-
mas às paredes, onde os gradientes de velocidade são mais intenso e portanto menores
espaçamentos entre nós são necessários, com o aumento do número de Reynolds. Com
o objetivo de controlar o esforço computacional deste estudo, serão adotadas malhas
100× 100 e 150× 150 nas simulações realizadas para Re = 50 e Re = 100, respectiva-
mente. O ponto de recolamento obtido na simulação realizada para Re = 100 em uma
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malha 150× 150 diverge em 4% do resultado esperado.

4.1.3 Tolerância numérica

Afim de avaliar a progressão dos passos de tempo das simulações realizadas, e
verificar que a solução obtida tenha convergido totalmente para a solução em regime
permanente nesta abordagem pseudo-transiente de solução numérica, a menos de uma
tolerância estabelecida, determinou-se a tolerância apropriada.

Diferentes tolerâncias foram adotadas, variando de 10−1 a 10−9, e os pontos de
recolamento obtidos estão apresentados na figura 4.3. Observa-se que o ponto de reco-
lamento atinge um valor de saturação em r = 10−7, e portanto esta será a tolerância
adotada para o resíduo numérico.

Figura 4.3: Evolução do ponto de recolamento Xr em função da tolerância adotada
para o resíduo numérico r entre as iterações. Os resultados apresentados foram obtidos
para Re = 50, uma malha cartesiana 100×100 e um comprimento de domínio numérico
L = 5.0. Linhas horizontais tracejadas representam os pontos de recolamento obtidos
em estudos anteriores mostrados na tabela 4.1.

4.1.4 Validação do algoritmo proposto

Após o estudo numérico realizado, foi possível determinar os parâmetros necessários
para a reprodução dos resultados apresentados em estudos anteriores, porém visando
a redução do esforço computacional para a realização do estudo do acoplamento dos
mecanismos magnéticos propostos. Os parâmetros numéricos que serão adotados na re-
alização das simulações do escoamento de um fluido magnético sujeito a uma expansão
abrupta, para Re = 50 e Re = 100 estão apresentados na tabela 4.2.
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L H h n× n r Xr Erro (%)
Re = 50 5.0 1.0 0.5 100× 100

10−7 1.45 3.33
Re = 100 150× 150 2.56 2.73

Tabela 4.2: Sumário dos parâmetros numéricos adotados para a execução das simula-
ções para Re = 50 e Re = 100. Os parâmetros L, H e h representam o comprimento
do domínio, a altura do domínio e a altura do degrau, respectivamente, e estão ilus-
trados na figura 1.6. n × n representa o número de nós de malha, r a tolerância para
o resíduo numérico adotado e Xr o ponto de recolamento computado para as simu-
lações realizadas com estes parâmetros numéricos apresentados. Os erros percentuais
máximos apresentados foram calculados a partir dos resultados presentes na literatura,
referentes ao caso puramente hidrodinâmico, apresentados na tabela 4.1.

A implementação dos parâmetros propostos, sumarizados na tabela 4.2, permitiu
a reprodução de valores esperados para o ponto de recolamento de camada limite
para o problema puramente hidrodinâmico, apresentados em estudos anteriores, com
discrepância de até 4% (obtida para Re = 50 em uma malha computacional ortogonal
regular 100×100 e com uma tolerância para o resíduo numérico de 10−7). Os resultados
obtidos no presente estudo estão ilustrados na figura 4.4.

X
0 1 2 3 4 5

0

1

(a) Linhas de corrente calculadas para Re = 50, em uma malha 100 × 100, uma tolerância
numérica 10−7. O ponto de recolamento computado é Xr = 1.45.

X
0 1 2 3 4 5

0

1

(b) Linhas de corrente calculadas para Re = 100, em uma malha 150 × 150, uma tolerância
numérica 10−7. O ponto de recolamento computado é Xr = 2.56.

Figura 4.4: Visualização das linhas de corrente associadas ao campo de velocidades
obtido na validação do algoritmo desenvolvido para o caso puramente hidrodinâmico.
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4.2 Implementação de efeitos magnéticos

O controle do ponto de recolamento da camada limite e a magnetização global do
meio foram estudadas para diferentes parâmetros magnéticos. Em relação à magnetiza-
ção de equilíbrio, nenhuma correção de ordem superior [5] para suspensões concentradas
foi implementada, porém simulações foram realizadas para frações volumétricas de par-
tículas magnéticas suspensas de até 25%. A análise da magnetização global calculada
é dada, quantitativamente, pela avaliação da sua componente na direção y (vertical),
por ser a direção do campo externo aplicado. Além disso será avaliada a relevância do
termo λ2 referente ao grau de acoplamento entre o gradiente do campo de velocidades
e a magnetização global.

4.2.1 Retração do ponto de recolamento de camada limite

Após a implementação dos mecanismos magnéticos, simulações foram realizadas
para observar o comportamento puramente hidrodinâmico em um limite assintótico
(φ → 0). A fração volumétrica φ representa um fator de amplificação ou atenuação
do acoplamento entre magnetização e escoamento, devido ao fato de que quanto maior
for o número de partículas magnéticas suspensas, maior será a influência do campo
externo sobre o meio. Desta forma, o limite φ → 0 descreve o comportamento de um
fluido Newtoniano, devido à baixa influência do campo aplicado sobre as propriedades
do meio.

A partir da figura 4.5 é possível observar que a solução puramente hidrodinâmica
do problema é recuperada para os dois regimes de escoamento, quando φ = 1E − 5.
Uma fração infinitesimal de partículas suspensas representa o limite assintótico em que
as partículas suspensas não serão capazes de perturbar o escoamento, para qualquer
valor de Rem. A partir da equação evolutiva para a magnetização do meio (3.23d),
que escala com Re−1

m (e a própria definição do parâmetro Rem, dada pela equação
(3.18)), é possível concluir que quanto maior for o número de Reynolds magnético,
mais a solução se aproximará do regime puramente hidrodinâmico, representado pelas
linhas pontilhadas na figura 4.5. Por outro lado, baixos valores de Rem resultam
em uma maior retração do ponto de recolamento da camada limite, para uma mesma
fração volumétrica φ adotada. Este comportamento é observado a partir dos resultados
apresentados na figura 4.6.
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(a) Evolução do ponto de recolamento calculado para Re = 50.

(b) Evolução do ponto de recolamento calculado para Re = 100.

Figura 4.5: Resultados obtidos no cálculo do ponto de recolamento da camada limite
em função da fração volumétrica φ, obtidos para diversos valores de Rem. As simu-
lações foram realizadas para 0.0 ≤ φ ≤ 0.25, Pe = 1.0, α = 1, λ2 = 0.0, e para os
parâmetros numéricos estipulados na seção anterior e apresentados na tabela 4.2. Li-
nhas horizontais pontilhadas representam o ponto de recolamento calculado a partir da
solução do sistema de equações (3.22) sem a implementação de efeitos magnéticos. Cír-
culos representam os resultados obtidos para Rem = 0.01, quadrados para Rem = 0.1,
gradientes para Rem = 1.0, deltas para Rem = 10.0 e losangos para Rem = 100.0.
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Figura 4.6: Cálculo do ponto de recolamento obtido para diferentes 10−2 ≤ Rem ≤ 102.
Os resultados apresentados foram obtidos para φ = 0.05, Pe = 1.0, α = 1, λ2 = 0.0
e permitem computar a influência do parâmetro magnético Rem sobre a retração do
ponto de recolamento de camada limite para Re = 50.

A figura 4.6 mostra um comportamento interessante com a identificação de dois
plateaus bem definidos nos limites assintóticos Rem � 1 e Rem � 1. Conforme já dis-
cutido anteriormente, podemos interpretar o parâmetro físico conhecido por Reynolds
magnético como uma razão entre duas importantes escalas de tempo desse problema
físico dinâmico e acoplado. Essas escalas são a escala magnética e a escala inercial do
escoamento. Para Rem � 1 a escala de tempo magnética (principalmente associadas
ao mecanismo de relaxação-orientação de dipolos na escala das partículas) é muito
menor que a escala inercial do escoamento (ou o tempo médio que uma partícula com
velocidade do escoamento médio de entrada demora para se deslocar por uma distân-
cia equivalente ao diâmetro hidráulico do canal). Nesse limite assintótico, ou seja,
para Rem � 1 as partículas magnéticas rapidamente se alinham na direção do campo
aplicado (que neste caso é uniforme). Consequentemente qualquer efeito desalinhador,
induzido por mecanismos hidrodinâmicos, como a vorticidade do escoamento é rapida-
mente compensado pela tendência restauradora dos torques magnéticos provenientes
do paralelismo entre os campos M e H . O plateau não-Newtoniano (magnético) ob-
servado para Rem � 1 indica que a partir de um valor limite inferior para Rem não
existe mais acoplamento entre os mecanismos hidrodinâmicos e magnéticos capazes de
reverter ou alterar essa tendência de retração da zona de recirculação. Para o outro
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limite assintótico, Rem � 1, temos o caso oposto, no qual as partículas demoram muito
tempo para responder à ação do campo e não conseguem se alinhar na direção do campo
ao longo de uma escala de tempo compatível com as escalas inerciais do escoamento.
Esse limite é percebido como um regime quasi-estático do ponto de vista magnético ,
no qual o escoamento percebe as partículas sempre desalinhadas e sem magnetização
bulk, ou seja, consiste em um regime Newtoniano (não-magnético). O comportamento
mais interessante é observado nesse caso nas faixas intermediárias, Rem ∼ 1, nas quais
essas escalas encontram-se acopladas e os mecanismos hidrodinâmicos são capazes de
interagir com os magnéticos, alterando de forma perceptível os padrões das linhas de
corrente do escoamento estudado.
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Figura 4.7: Cálculo do ponto de recolamento obtido para diferentes λ2. Os resultados
apresentados foram obtidos para φ = 0.05, Pe = 1.0, α = 1, Rem = 1.0 e permi-
tem computar a influência do parâmetro magnético λ2 sobre a retração do ponto de
recolamento de camada limite para Re = 50.

A partir dos estudos numéricos realizados e apresentados na figura 4.7, é possível
inferir que o parâmetro λ2 e o termoD ·M são capazes de provocar fortes alterações do
padrão de escoamento resultante neste problema acoplado. Desta forma, o parâmetro
λ2, que relaciona a formação de estruturas em forma de cadeias [51], como discutido na
seção 2.9, e a evolução da magnetização global, foi determinante no cálculo do ponto
de recolamento de camada limite.

Uma interpretação do efeito resultante sobre a magnetização global proveniente da
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formação de tais estruturas em forma de cadeias pode ser feita a partir da componente
elongacional de um cisalhamento simples, como proposto em estudos anteriores [113],
e ilustrado na figura 4.8.

(a) Ação da componente elongacional do escoamento sobre partículas perfeitamente esféricas.

(b) Ação da componente elongacional do escoamento sobre aglomerados de partículas em
forma de correntes.

Figura 4.8: Representação do efeito da componente elongacional do gradiente de ve-
locidades sobre uma área material discreta, resultando em uma deformação gradual.
Observa-se que os momentos de dipolo de partículas perfeitamente esféricas, por se-
rem geometricamente isotrópicas, não são perturbadas pela componente elongacional
do gradiente de velocidades, enquanto cadeias de partículas magnéticas são profunda-
mente afetadas devido à forma de sua estrutura.

Nesta abordagem, o grau de acoplamento entre D e M é dado por um parâmetro
λ2 finito, cuja determinação é realizada experimentalmente a partir da razão de aspecto
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r (número de partículas) de uma cadeia e a partir de um fator de forma κ, de forma
que:

λ2 ≈ κ/5 (4.6)

κ =
2(r2 − 1)5/2

3r[(2r2 − 1)arcosh(r)− r
√
r2 − 1]

. (4.7)

A expressão (4.7) determinada experimentalmente [113, 114] apresenta consistência
com a discussão teórica estabelecida, de forma que λ2 = 0 para partículas esféricas
(r = 1) e assume valores negligenciáveis para aglomerados de forma levemente irregular.
Por outro lado, para suspensões com interações entre partículas não negligenciáveis com
formação de cadeias, λ2 assume valores finitos variando na ordem de 0.1 a 1.0, como
mostrado na representação gráfica 4.9.

Figura 4.9: Representação gráfica da expressão matemática (4.7) determinada expe-
rimentalmente do parâmetro λ2 em função do número de partículas compondo um
microagregado na forma de cadeia [114]. Figura gentilmente cedida pelo Prof. Rafael
Gabler Gontijo.

Por outro lado, o efeito resultante do termo D ·M pode ser interpretado de forma
mais completa incorporando a componente rotacional do gradiente de velocidades neste
fenômeno [7]. A análise do acoplamento da parcela simétrica do tensor gradiente de
velocidades sobre a magnetização do meio realizada sobre partículas suspensas per-
feitamente esféricas é fundamentalmente restrita, devido à existência incondicional de
aglomerados de partículas, até mesmo em fluidos magnéticos considerados estáveis [3].
Desta forma, pode-se interpretar o papel da parcela elongacional D como sendo o de
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deformar aglomerados esféricos, de forma que o aspecto final do aglomerado se apro-
xime de uma cadeia, e que a componente rotacionalW seja responsável por perturbar
a orientação do momento de dipolo deste grupo de partículas suspensas, como ilustrado
na figura 4.10.

Figura 4.10: Decomposição de um cisalhamento simples em uma componente elongaci-
onal e uma rotacional, de forma que a componente elongacionalD seja responsável pela
deformação de um microagregado, resultando em uma estrutura em forma de cadeia,
e a componente rotacional W seja responsável por uma perturbação na orientação
dos dipolos magnéticos de tal microagregado por meio de um balanço de torques dado
globalmente porM ×H , cujo desalinhamento é proveniente de efeitos hidrodinâmicos
(i.e.: vorticidade). Figura gentilmente cedida pelo Prof. Rafael Gabler Gontijo.

Como discutido na seção 2.8, a dedução da equação fenomenológica para a mag-
netização (2.126) foi realizada também a partir de conceitos da Mecânica dos Meios
Contínuos [74] e implica em um parâmetro de acoplamento λ2 unitário. A necessidade
de um fator de correção λ2 não unitário para o termo de geração de magnetização
D ·M permanece sendo discutida. Deve-se avaliar o caráter unitário de λ2, indepen-
dentemente da fração volumétrica e o grau de interação entre as partículas suspensas, e
avaliar a consistência de um valor unitário para este parâmetro em suspensões diluídas
(i.e.: caso φ� 1 e o impacto dos microagregados possa ser desconsiderado).

A figura 4.11 ilustra a relação entre o ponto de recolamento e o número de Reynolds,
relativos ao escoamento de um fluido Newtoniano sujeito a uma expansão abrupta uni-

85



direcional em domínio bidimensionais e tridimensionais, obtida a partir de estudos
numéricos e experimentais. Tal comportamento, juntamente com a retração do ponto
de recolamento de camada limite observada nos estudos numéricos apresentados nesta
seção, permite que esta retração (resultante do acoplamento entre magnetismo e escoa-
mento, dados por um balanço de torques), seja associada ao efeito magneto-viscoso. O
ponto de recolamento resultante da adição de mecanismos magnéticos ao escoamento,
pode ser associado a um número de Reynolds menor, a partir dos resultados existentes
na literatura. Esta alteração aparente no escoamento pode ser associada ao aumento
da viscosidade efetiva do escoamento, provocado pelo surgimento de torques magné-
ticos contrário ao movimento do escoamento, e caracteriza o efeito magneto-viscoso,
fenômeno observado em diversos estudos anteriores [115, 84].

Figura 4.11: O ponto de recolamento de camada limite como função do número de Rey-
nolds [111]. Resultados obtidos, experimental e numericamente, para um escoamento
sujeito a uma expansão abrupta unidirecional.

4.2.2 Perfis de magnetização e o parâmetro λ2

O estudo do campo resultante da magnetização global, após a solução do problema
acoplado, será realizado por meio da avaliação da componente vertical da magnetização
M y em seções verticais do domínio numérico implementado. Com o objetivo de rela-
cionar o escoamento resultante com a magnetização calculada, perfis de magnetização
são extraídos de quatro seções com componentes de velocidades distintas. Uma seção
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A será definida e posicionada no centro da zona de recirculação, uma seção B sobre o
ponto de recolamento da camada limite, uma seção C em uma posição 50% maior que o
ponto de recolamento, e por fim uma seção D em X = 4.9 onde, devido às condições de
contorno impostas em (3.61), o escoamento se encontra totalmente desenvolvido. Desta
forma, o posicionamento das seções de teste adotadas para avaliação da magnetização
global M nos regimes Re = 50 e Re = 100 estão apresentadas na figura 4.12.
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(a) Posição das seções adotadas para Re = 50: XA = 0.710;XB = 1.420;XC = 2.130;XD =
4.9.
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(b) Posição das seções adotadas para Re = 100: XA = 1.255;XB = 2.518;XC = 3.765;XD =
4.9.

Figura 4.12: Ilustração da posição das seções de teste para avaliação de perfis de
magnetização M y. A seção A é posicionada em 0.5Xr, a seção B em Xr, a seção C
em 1.5Xr e a seção D em X = 4.9, em que Xr é o ponto de recolamento calculado
na solução do caso hidrodinâmico do problema e X = 4.9 uma posição onde a camada
limite está totalmente reestruturada e o escoamento totalmente desenvolvido.

A partir da figura 4.13 é possível observar que a metodologia adotada para a ob-
tenção dos perfis de velocidades, dada pela extração e interpolação do campo de veloci-
dades calculado sobre as seções apresentadas na figura 4.12, resulta em um comporta-
mento qualitativo semelhante, quando as soluções numéricas para Re = 50 e Re = 100

são comparadas. Pode-se dizer então que, dado o comportamento análogo obtido para
o campo de velocidades avaliado sobre as seções propostas, o comportamento do campo
de magnetização também será semelhante entre os regimes de escoamento estudados.
Desta forma, afim de evitar o custo computacional referente à solução do problema
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para Re = 100 e visando a investigação qualitativa do acoplamento entre os campos
M e ξ, a análise dos perfis de magnetização será conduzida somente para Re = 50.
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(a) Perfis de velocidade (componente x) ex-
traídos nas seções adotadas para Re = 50:
XA = 0.725;XB = 1.45;XC = 2.17;XD =
4.9, a partir dos dados obtidos na solução do
problema para o regime puramente hidrodi-
nâmico.
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(b) Perfis de velocidade (componente x) ex-
traídos nas seções adotadas para Re = 100:
XA = 1.28;XB = 2.56;XC = 3.84;XD =
4.9, a partir dos dados obtidos na solução
do problema para o regime puramente hi-
drodinâmico.

Figura 4.13: Ilustração dos diferentes perfis de velocidades extraídos dos resultados
obtidos para a validação do algoritmo desenvolvido para o caso puramente hidrodinâ-
mico, descritos na tabela 4.2. Quadrados representam os dados obtidos para a seção
A, triângulos a seção B, gradientes a seção C e círculos a seção D. A avaliação da
magnetização global em seções com perfis de velocidades distintos permitirá relacionar
e interpretar os resultados obtidos para o campo de velocidades e a magnetização.

Por meio da metodologia proposta, perfis de magnetização foram extraídos (com-
ponente y) das seções apresentadas na figura 4.12 a partir dos resultados obtidos para
0.0 ≤ λ2 ≤ 1.0 e os resultados estão apresentados na figura 4.14. Como esperado, a
magnetização extraída das seções de teste é totalmente distinta da magnetização de
equilíbrio (representada pelas linhas verticais tracejadas na figura 4.14). Este compor-
tamento está de acordo com o estudo teórico realizado, de forma que as orientações
dos dipolos magnéticos são fortemente perturbadas na presença de um escoamento,
principalmente devido aos termos ξ ×M e λ2D ·M . Tais termos são responsáveis
pelos mecanismos de desalinhamento dos dipolos da direção preferencial do campo
devido à vorticidade e estiramento das cadeias de partículas magnéticas (alterações
microestruturais locais).

Os perfis de magnetização extraídos e apresentados na figura 4.14 exibem a mesma
tendência, com diferentes amplitudes, em relação ao parâmetro λ2. Para valores baixos,
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é possível observar uma tendência da magnetização se aproximar do seu valor de equi-
líbrio, dado pelas retas verticais em vermelho. Este fenômeno é interpretado como um
resultado da ruptura das estruturas em forma de cadeias. A diminuição do tamanho
do aglomerado (i.e.: diâmetro efetivo) implica na redução do tempo característico de
relaxação magnética. Desta forma, quanto menor for a escala de tempo associada à re-
laxação magnética, menor será a capacidade do escoamento de desviar a magnetização
do seu valor de equilíbrio M 0.

(a) Perfis de My na seção A. (b) Perfis de My na seção B.

(c) Perfis de My na seção C. (d) Perfis de My na seção D.

Figura 4.14: Perfis de magnetização extraídos sobre as seções rescritas na figura 4.12.
Linhas contínuas representam os perfis obtidos para λ2 = 0.0, linhas tracejadas para
λ2 = 0.5 e linhas traço-ponto para λ2 = 1.0. Todas as simulações apresentadas foram
realizadas para Re = 50, Rem = 1.0, P e = 1.0, φ = 0.05, α = 1 e uma magnetização de
equilíbrio M 0 = 0, 0156.

Ainda em relação à figura 4.14, é possível observar um aumento substancial da
magnetização em camadas adjacentes às paredes. Este resultado é interpretado com
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uma resposta atrasada ao desalinhamento entre os campos vetoriais M e H , pois a
escala de tempo característica do escoamento é, geralmente, superior à escala de rela-
xação magnética. O desalinhamento entre M e H é provocado pela alta vorticidade
em camadas de fluido adjacentes às paredes sólidas e ocorre em uma escala de tempo
do escoamento. Tal desalinhamento resulta no surgimento de torques magnéticos as-
sociados ao produtoM ×H , que induz uma resposta magnética abrupta por meio de
mecanismos de relaxação, principalmente devido à relaxação magnética de precessão.
Pode-se observar que o termoM×H×M domina o mecanismo de resposta magnética
em regiões de alta vorticidade. Desta forma, a resposta magnética ao surgimento de
torques magnéticos ocorre de forma desproporcionalmente forte, devido ao fato de que
este processo ocorre em escalas de tempo muito menores que à escala do escoamento.
Por fim, a ruptura dos aglomerados de partículas em regiões de alta vorticidade reduz
o tempo de relaxação magnética e tende a aproximar a magnetização do seu valor de
equilíbrio.

O aumento local da magnetização em regiões de alta vorticidade pode ser interpre-
tado relacionando a zona de recirculação à uma região de concentração não-uniforme
de partículas suspensas, pois partículas podem ser ejetadas da zona de recirculação e
resultar em concentrações mais altas nas regiões próximas às paredes. Altas concen-
trações iriam resultar na formação de aglomerados esféricos de partículas, que seriam
deformados pela componente D do tensor gradiente de velocidades e resultariam em
estruturas na forma de cadeias, que são relacionadas ao aumento local na magnetiza-
ção e até à valores superiores à magnetização de equilíbrio [51]. Tal interpretação é
compatível com os fenômenos observados em estudos anteriores e a associação deste
fenômeno macroscópico com alterações microestruturais locais na suspensão [114, 113]

A partir da figura 4.15 e interpretando a influência do parâmetro λ2, é possível ob-
servar que o termoD ·M tem maior efeito em regiões onde a camada limite se encontra
completamente desestruturada devido à intensos gradientes de velocidades (condição
característica da seção B ilustrada na figura 4.12). Valores não-nulos de λ2 resultam
em pontos de recolamento de camada limite menores, em concordância com a figura
4.7, porém não provocam nenhum efeito em regiões onde o escoamento se encontra
totalmente desenvolvido e a camada limite está reestruturada (condição característica
da seção D ilustrada na figura 4.12). Os perfis de magnetização apresentados na fi-
gura 4.14b exibem forte dependência a um aumento do parâmetro λ2 em toda sua
extensão, mas por outro lado, exibem alteração nos perfis de magnetização referentes
à seção D apresentados na figura 4.14d somente em regiões onde existem gradientes de
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velocidades (D 6= 0), e portante D ·M perturba a magnetização do meio.

(a) Perfis de velocidades (componente x)
extraídos sobre a seção B.

(b) Perfis de velocidades (componente x)
extraídos sobre a seção D.

(c) Perfis de vorticidade extraídos sobre a
seção B.

(d) Perfis de vorticidade extraídos sobre a
seção D.

Figura 4.15: Perfis de velocidades e de vorticidade extraídos a partir das seções des-
critas na figura 4.12. Linhas sólidas representam os resultados obtidos para λ2 = 0.0,
tracejadas para λ2 = 0.5 e traço-ponto para λ2 = 1.0. Todas simulações foram realiza-
das para Rem = 1.0, Pe = 1.0, φ = 0.05 e α = 1.

De forma qualitativa, o campo de magnetização pode ser analisado para diferentes
intensidades de campos externos, dados por diferentes valores de Rem. Retomando a
equação (3.18), tem-se que Rem ∼ H−2

0 e portanto, quanto maior for a intensidade
do campo aplicado, menor será o parâmetro Rem. A partir da figura 4.16 é possível
analisar o efeito resultante do aumento da intensidade do campo aplicado H sobre,
tanto a magnetização do meio M , quanto o ponto de recolamento da camada limite
Xr. Observa-se que o aumento da intensidade do campo aplicado intensifica os efeitos
magnéticos sobre o escoamento, provenientes do surgimento de torques magnéticos, e
resulta em uma crescente retração do ponto de recolamento Xr. De forma similar,
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campos externos mais intensos tendem a recuperar um regime superparamagnético,
em que a magnetização do meio está completamente alinhada com a direção do campo
aplicado, como pode ser observado para baixos valores de Rem. O comportamento
observado pode ser associado também à definição dada pela equação (3.20), que define
o parâmetro Rem como uma razão entre escalas de tempo inerciais e magnéticas. Desta
forma, pode-se associar altos valores de Rem a casos em que as escalas de tempo mag-
néticas são superiores à escala de tempo do escoamento. Desta forma, o escoamento é
capaz de perturbar a orientação dos momentos de dipolo antes que a relaxação magné-
tica possa agir e reorientá-los na direção do campo aplicado. De forma oposta, baixos
valores de Rem representam escalas de tempo magnéticas menores que as escalas iner-
ciais, e portanto tendem a manter os momentos de dipolo suspensos na direção do
campo aplicado. Nas simulações conduzidas, cujos resultados estão apresentados na
figura 4.16, desconsiderou-se o parâmetro λ2 e portanto o termo D ·M na equação
evolutiva da magnetização.

A mesma análise conduzida e apresentada na figura 4.16 foi reproduzida conside-
rando o acoplamento entre a parcela simétrica do tensor gradiente de velocidades e a
magnetização do meio, com um parâmetro λ2 = 1.0 associado e uma fração volumétrica
de partículas suspensas φ = 0.25, cujos resultados estão apresentados na figura 4.17.
Os resultados obtidos para o campo de magnetização apresentaram altas intensidades
em regiões específicas do canal, como mostrado na figura 4.17b na parede superior com
valores máximos representados pela cor vermelha. A discrepância entre as intensidades
dos valores computados demandaram a representação do campo vetorial M por meio
de campos de cores.

Para ambos os resultados apresentados nas figuras 4.16 e 4.17, é possível observar
uma tendência de retração do ponto de recolamento da camada limite que obedece o
padrão apresentado na figura 4.6. Observa-se uma variação mais acentuada do ponto
de recolamento Xr para 0.1 ≤ Rem ≤ 10.0, enquanto a diferença entre o ponto de
recolamento para Rem = 100 e Rem = 10.0 é consideravelmente menor.

Retomando o conceito de magnetização de saturação, discutido na seção 2.8 e
apresentado matematicamente pela expressão (2.106), tem-se que a magnetização de
saturação para o problema estudado e ilustrado na figura 4.17 éMs = 0.25, dado que a
magnetização do material das partículas suspensas adimensionalizada é unitária. En-
tretanto, valores de magnetização de até 0.5 foram computados localmente no domínio,
nas paredes superior e inferior do canal após a expansão. Este aumento exacerbado da
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magnetização local pode ser atribuído a um aumento na concentração das partículas
sólidas suspensas, de forma que φ não mais representaria uma propriedade homogênea
do meio contínuo, e portanto a definição de magnetização de saturação baseada na
hipótese de que a concentração de partículas suspensas é uniforme em todo o domínio.
Tal consideração demanda um estudo experimental afim de confirmar esta hipótese.
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(a) Rem = 100, Xr = 1.21.
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(b) Rem = 10, Xr = 1.19.
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(c) Rem = 1, Xr = 1.04.
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(d) Rem = 0.1, Xr = 0.93.

Figura 4.16: O campo de magnetização calculado é representado pelos vetores, com
a representação de uma única linha de corrente que define a dimensão da zona de
recirculação por meio de uma linha branca. Simulações realizadas para Re = 50,
Pe = 1.0, φ = 0.05, α = 1 e λ2 = 0.0 para diferentes valores de Rem.
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(e) φ = 0.05, Rem = 0.1.
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(f) φ = 0.25, Rem = 0.1.

Figura 4.17: O campo de magnetização calculado é representado pelo campo de cores,
com a representação de uma única linha de corrente que define a dimensão da zona de
recirculação por meio de uma linha branca. Campo de cores gerado para um intervalo
fixo de My, em que azul representa o valor mínimo computado (My = −0.0006) e
vermelho representa o valor máximo (My = 0.5). Simulações realizadas para Re = 50,
Pe = 1.0, φ = 0.25, α = 1 e λ2 = 1.0 para diferentes valores de Rem.

Especula-se também que essa aparente inconsistência física se deva ao fato de ter
sido utilizado um valor unitário do parâmetro λ2 sem uma correção deste em função
da fração volumétrica das partículas. É importante que se destaque que a equação
evolutiva de magnetização utilizada por [51, 113] é proposta de forma fenomenológica
e que o termo λ2, vinculado ao mecanismo de estiramento de cadeias de partículas
magnéticas é proposto de forma ad-hoc. Eventualmente, esse aparente paradoxo (va-
lores locais de magnetização maiores que o de saturação para λ2 = 1 e independente
de φ) pode estar associado com o próprio fato de ter sido utilizado um valor desse
parâmetro inconsistente com a fração volumétrica de partículas adotadas para fins de
simulação.
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Capítulo 5 CONCLUSÕES

Ao fim da apresentação dos resultados obtidos e das discussões estabelecidas, foi
possível verificar o comportamento físico acoplado do problema estudado, dado pela
possibilidade de controle do descolamento de camada limite por meio da aplicação de
um campo magnético. Pode-se dizer que a relativa simplicidade (em regimes lami-
nares e bidimensionais) de um escoamento sujeito a uma expansão abrupta permitiu
que a complexidade intrínseca de um fluido magnético apolar fosse profundamente in-
vestigada, fornecendo resultados que permitam consolidar aspectos teóricos em aberto
referentes às equações de fechamento da ferrohidrodinâmica no âmbito da Mecânica dos
Meios Contínuos. O estudo numérico realizado neste trabalho e os resultados gerados
apresentaram concordância com o comportamento esperado, obtidos a partir de análi-
ses de escala das equações governantes em limites assintóticos. Observa-se que o efeito
resultante da implementação de efeitos magnéticos, provenientes da sua interação com
o escoamento (por meio de um balanço de torques), sobre o padrão do escoamento e a
zona de recirculação observada é obtido a partir de um aumento da viscosidade efetiva
do meio. Este aumento de viscosidade, amplamente observado em estudos anteriores
e denominado efeito magnetoviscoso, resultou na redução do comprimento da zona de
recirculação observada na ausência de efeitos magnéticos.

O estudo realizado foi conduzido baseado na hipótese de aplicação de um campo
magnético uniforme. Esta consideração, apesar de restringir e conferir baixa aplicabili-
dade do modelo adotado, foi adotada visando a avaliação da capacidade da formulação
HB da parcela deviatórica do Tensor de Maxwell (e do termo adicional resultante
na equação do movimento) de captar efeitos magnéticos sobre a dinâmica do escoa-
mento, que seriam negligenciadas em outras formulações cujos termos magnéticos são
dados apenas para campos não-uniformes (∇H 6= 0). Observou-se que a formulação
HB permitiu o acoplamento entre a hidrodinâmica e o campo externo, resultando
em alterações substanciais, tanto na topologia do escoamento, quanto no campo de
magnetização resultante.

Os resultados gerados forneceram informações essenciais à avaliação qualitativa
do problema abordado, sempre em concordância com os aspectos teóricos da ferrohi-



drodinâmica e permitindo a observação dos mecanismos esperados. Por outro lado,
observou-se que a implementação de um valor unitário para o parâmetro λ2 resultou
em valores locais de magnetização, em regiões de alta vorticidade, superiores à magne-
tização de saturação para tal suspensão. Tal fenômeno deverá ser estudado com maior
rigor numérico, de forma que este comportamento possa ser atribuído unicamente à
mecanismos físicos. Por fim, a realização de estudos experimentais permitirá avaliar a
relevância do termo D ·M e de valores não unitários para o parâmetro λ2 nos regimes
abordados neste trabalho.

5.1 Trabalhos futuros

O estudo apresentado foi realizado na condição de um campo magnético uniforme
aplicado verticalmente, e sem a utilização de correções propostas para o cálculo da
magnetização de equilíbrio em suspensões concentradas (φ > 0.15). Entretanto, os
resultados preliminares atestam viabilidade ao controle desta instabilidade no escoa-
mento de um fluido magnético por meio da aplicação de um campo externo controlável.
O autor deste projeto tem como objetivo a continuação do estudo numérico realizado
como tema de doutorado, visando a implementação e solução das equações governan-
tes em variáveis primitivas deduzidas, a implementação de correções de ordem superior
para o cálculo da magnetização de equilíbrio e de um campo magnético não uniforme, e
a realização de um estudo experimental a partir da confecção de uma bancada, por meio
da utilização de um fluido magnético real diluído, de forma a reduzir sua opacidade
e permitir a visualização do padrão de escoamento resultante. Além disso, a realiza-
ção de um estudo numérico mais rigoroso permitirá a uma associação dos fenômenos
observados a mecanismos físicos de forma mais concisa.

De forma mais detalhada, a continuação deste estudo será dada principalmente em
uma frente numérica e uma experimental, descritas de forma mais detalhada a seguir:

• Frente numérica: Discretização das equações governantes pelo Método dos
Volumes Finitos e desenvolvimento de um código próprio para solução do pro-
blema após a definição de condições de contorno apropriadas. O objetivo do
estudo numérico do problema proposto consiste na solução do sistema de equa-
ções governantes em variáveis primitivas, com a implementação de equações do
potencial magnético deduzidas na seção 2.2.3, dada a irrotacionalidade do campo
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aplicado H proveniente das Equações de Maxwell no limite magnetostático, para
que seja possível investigar efeitos resultantes de campos magnéticos aplicados
não-uniformes sobre o domínio numérico tridimensional. A otimização do código
a ser desenvolvido será dada pela implementação de técnicas condicionais Upwind
de ordem superior na aproximação das derivadas espaciais dos termos discreti-
zados, de métodos de solução para a equação de Poisson com melhores ordem
de convergência (e.g.: Método dos Gradientes conjugados e Multigrid) visando
a redução do custo computacional associado à condução do estudo proposto, e
da implementação das equações discretizadas em um esquema implícito de solu-
ção, afim de conferir melhor estabilidade na solução do problema (para passos de
tempo ∆t maiores). Por fim, serão obtidos resultados inéditos na análise contínua
do escoamento de um fluido magnético, cuja documentação será dada pela asso-
ciação de propriedades de origem microscópica, tais como a fração volumétrica
de partículas suspensas e o tempo de relaxação magnética do escoamento, com o
comportamento macroscópico resultante dado pelo controle do descolamento da
camada limite provocado pela geometria do problema.

• Frente experimental: Conduzir um estudo para a determinação de razões de
aspecto apropriadas para uma investigação experimental do problema físico, em
coerência com o estudo numérico. Após a determinação de uma geometria apro-
priada, levando em conta minimizar a quantidade de material utilizado em sua
construção, e consequentemente o volume de fluido magnético a ser adquirido,
será construída a bancada para a realização dos experimentos. A aquisição de
imagens nesta etapa experimental e a instrumentação adequada da seção de tes-
tes da bancadas permitirá que seja estabelecida uma correlação e validação dos
resultados obtidos numericamente.
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APÊNDICE A – Condição de simetria do tensor de tensões

Será deduzida a influência de torques internos na quebra de simetria do tensor de
tensões, e as consequências de um estado de tensão assimétrico do material. Analisando
o balanço de quantidade de movimento angular L de uma partícula:

DL

Dt
= ΣT , (A.1)

sendo ΣT os torques atuantes em um volume infinitesimal fluido, tem-se:

dL = (x× ρu)dV (A.2)

=⇒ L =

ˆ
V

(x× ρu)dV, (A.3)

e substituindo (A.3) em (A.1) tem-se:

D

Dt

ˆ
V

(x× ρu)dV = ΣT . (A.4)

Observe que, como consequência do Teorema Transporte de Reynolds e da Equação
da Continuidade, sendo G = (x×u) é possível manipular o termo à esquerda de (A.4):

D

Dt

ˆ
V

ρGdV =

ˆ
V

ρ
DG

Dt
dV (A.5)

=⇒
ˆ
V

ρ
D

Dt
(x× u)dV = ΣT . (A.6)

Considerando que o torque T tem componentes associadas às forças de campo
e de superfície, é possível explicitar tais componentes para desenvolver uma análise
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profunda sobre a origem de tais torques:

ΣT = ΣT s︸︷︷︸
superfcie

+ ΣT v︸︷︷︸
volume

(A.7)

=⇒
ˆ
V

ρ
D

Dt
(x× u)dV = ΣT s + ΣT v, (A.8)

e desenvolvemos os termos, tem-se:

ΣT s =

ˆ
S

(x× t)ds ; t = n̂ · σ (A.9)

ΣT v =

ˆ
V

(x× ρg + ρτm)dV. (A.10)

Observe que em (A.10) o termo x× ρg é o torque associado à força gravitacional,
e o termo ρτm corresponde aos torques internos presentes em um fluido magnético
submetido a um campo magnético externo, ambos por unidade de volume. Dessa
forma, substituindo (A.9) e (A.10) em (A.8) tem-se:

ˆ
V

ρ
D

Dt
(x× u)dV︸ ︷︷ ︸

1

=

ˆ
S

x× tds︸ ︷︷ ︸
2

+

ˆ
V

(x× ρg + ρτm)dV︸ ︷︷ ︸
3

. (A.11)

Desenvolvendo a integral 2 em notação indicial:
ˆ
S

x× (n̂ · σ)ds =

ˆ
S

xiêi × (nj êj · σkpêkêp)ds (A.12)

=

ˆ
S

xiêi × (njσjpêp)ds (A.13)

=

ˆ
S

εipmxinjσjpêmds. (A.14)

Observe que εipmxiσjp = Amj, sendo Amj as componentes de um tensor de segunda
ordem A. Dessa forma, utilizando o Teorema da Divergência:

ˆ
S

Amjnjds =

ˆ
V

∂

∂xj
AmjdV. (A.15)
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Inserindo Amj e continuando com o desenvolvimento:

ˆ
S

εipmxiσjpnjds =

ˆ
V

εipm
∂

∂xj
(xiσjp)dV (A.16)

=

ˆ
V

εipm

[
σjp

∂xi
∂xj

+ xi
∂σjp
∂xj

]
dV, (A.17)

porém, sabendo que ∂xi
∂xj

= δij, tem-se:

ˆ
S

εipmxiσjpnjds =

ˆ
V

[
εipmσip + εipmxi

∂σjp
∂xj

]
dV (A.18)

=⇒
ˆ
S

x× (n̂ · σ)ds =

ˆ
V

[ε : σ + x× (∇ · σ)]dV. (A.19)

A equação (A.19) é uma variação do Teorema da Divergência, inicialmente proposto
por [69]. Substituindo (A.19) em (A.11) tem-se:

ˆ
V

ρ
D

Dt
(x× u)dV =

ˆ
V

[ε : σ + x× (∇ · σ)]dV +

ˆ
V

(x× ρg + ρτm)dV, (A.20)

e agrupando os integrandos em uma única integral de volume:

=⇒
ˆ
V

[
ρ
D

Dt
(x× u)− ε : σ − x× (∇ · σ)− x× ρg − ρτm

]
dV = 0. (A.21)

Pelo Teorema da Localização e expandindo o termo ρ D
Dt

(x× u):

ρx× Du

Dt
+ ρu× Dx

Dt︸ ︷︷ ︸
u× u = 0

− ε : σ − x× (∇ · σ)− x× ρg − ρτm = 0 (A.22)

x×
[
ρ
Du

Dt
−∇ · σ − ρg

]
− ε : σ = ρτm. (A.23)

Observe que manipulando a Equação de Cauchy (C.1), tem-se:

ρ
Du

Dt
−∇ · σ − ρg = 0, (A.24)

que corresponde ao termo entre colchetes em (A.23), que portanto é igual a zero. Dessa
forma:

− ε : σ = ρτm. (A.25)
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Expandindo o termo ε : σ:

ε : σ = εijkσjkêi (A.26)

= ε123σ23ê1 + ε312σ12ê3 + ε231σ31ê2 + ε321σ21ê3 + ε213σ13ê2 + ε132σ32ê1 (A.27)

= (σ23 − σ32)ê1 + (σ31 − σ13)ê2 + (σ12 − σ21)ê3. (A.28)

Se τm = 0 então a partir de (A.25), tem-se:

σ23 = σ32 (A.29)

σ12 = σ21 (A.30)

σ13 = σ31 (A.31)

=⇒ σij = σji, (A.32)

e assim:
σ = σT . (A.33)

Se τm 6= 0 então a partir de (A.25), tem-se:

σ 6= σT . (A.34)

Provamos assim como a existência de torques internos magnéticos, gerados pela
aplicação de um campo magnético externo, provoca a quebra de simetria do tensor de
tensões de um fluido magnético.

111



APÊNDICE B – Teorema de Brown e dedução do Tensor de

Maxwell

Sabendo que H é uma força por unidade de polo, a densidade local de força apa-
rente F é:

F = ρVH (B.1)

e, pelo Teorema de Brown:
ρV = −µ0∇ ·M . (B.2)

Retomando e substituindo (2.21) em B.2, é obtida uma nova expressão para a
densidade de polos em termos do campo externo H :

ρV =− µ0(−∇ ·H) (B.3)

ρV = µ0∇ ·H . (B.4)

Assim, substituindo (B.3) em (B.1) podemos escrever uma expressão para a densi-
dade de força local aparente em termos do campo externo H :

F = µ0H(∇ ·H). (B.5)

Dada a identidade (I.17) presente no Anexo A:

∇ · (HH) = H · ∇H +H(∇ ·H) (B.6)

=⇒ H(∇ ·H) = ∇ · (HH)−H · ∇H , (B.7)

podemos reescrever a equação (B.5) na forma:

F = µ0[∇ · (HH)−H · ∇H ], (B.8)
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e utilizando a identidade (I.13) em apêndice:

H · ∇H =
1

2
∇H2 −H × (∇×H), (B.9)

e inserindo a equação (2.6) na equação (B.9):

H · ∇H =
1

2
∇H2 (B.10)

=⇒ F = ∇ · (µ0HH)−∇
(

1

2
µ0H

2

)
. (B.11)

Utilizando a identidade (I.20) em apêndice, tem-se a equação da força atuante em
uma nuvem de dipolos (B.11):

F = ∇ ·
(
µ0HH −

1

2
µ0H

2I

)
. (B.12)
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APÊNDICE C – Equação do movimento de um fluido

magnético

Nesta seção, será deduzida uma Equação do Movimento para o fluido em estudo
(incompressível, barotrópico e magnético) a partir da Equação de Cauchy:

ρ
Du

Dt
= ∇ · σ + ρg (C.1)

substituindo (2.46) em (C.1), tem-se:

ρ
Du

Dt
= ∇ · (σN + σM) + ρg (C.2)

ρ
Du

Dt
= ∇ · σN +∇ · σM + ρg (C.3)

Desenvolvendo o termo ∇ · σN :

∇ · σN = ∇ · (−pI + 2µD) (C.4)

=−∇ · (pI) + 2µ∇ ·D (C.5)

=− ∂

∂xi
êi · (pδjkêj êk) + µ

∂

∂xi
êi ·
(

∂

∂xj
ukêj êk +

∂

∂xj
ukêkêj

)
(C.6)

=− ∂

∂xi
pêi + µ

∂

∂xi

(
∂uk
∂xi

êk +
∂ui
∂xj

êj

)
(C.7)

=− ∂

∂xi
pêi + µ

∂2uk
∂x2

i

êk +
∂

∂xj

(
∂ui
∂xi

)
︸ ︷︷ ︸
∇ · u = 0

êj

 (C.8)

∇ · σN =−∇p+ µ∇2u (C.9)
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Formulação BH

∇ · σM = ∇ · (−pmI +BH) (C.10)

= ∇ ·
(
−µ0H

2

2
I + [µ0(M +H)H ]

)
(C.11)

= µ0

[
−∇ ·

(
H2

2
I

)
+∇ · (MH) +∇ · (HH)

]
(C.12)

∇ · σM = µ0

[
−∇

(
H2

2

)
+M · ∇H +H(∇ ·M ) +H · ∇H +H(∇ ·H)

]
(C.13)

Inserindo (2.21) e utilizando a equação (B.10) em (C.13):

∇ · σM = µ0

[
−∇

(
H2

2

)
+M · ∇H +H(∇ ·M ) +∇H

2

2
−H(∇ ·M)

]
(C.14)

Assim, simplificando os termos temos:

∇ · σMBH = µ0[M · ∇H ] (C.15)

Substituindo (C.9) e (C.15) em (C.3), tem-se a equação do movimento de um fluido
magnético utilizando a formulação BH do termo não isotrópico do tensor de tensões
magnético:

Du

Dt
= −1

ρ
∇p+ ν∇2u+ g +

µ0

ρ
M · ∇H (C.16)

Formulação HB Desenvolvendo o termo ∇ · σM :

∇ · σM = ∇ · (−pmI +HB) (C.17)

= ∇ ·
(
−µ0H

2

2
I +H(µ0(M +H))

)
(C.18)

= µ0

[
−∇ ·

(
H2

2
I

)
+∇ · (HM ) +∇ · (HH)

]
(C.19)

= µ0

[
−∇

(
H2

2

)
+H · ∇M +M (∇ ·H) +H · ∇H +H(∇ ·H)

]
(C.20)
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Substituindo (B.10) em (C.20) e simplificando os termos:

∇ · σM = µ0[H · ∇M +M(∇ ·H) +H(∇ ·H)] (C.21)

Utilizando a identidade (I.11) contida no Anexo A:

∇× (M ×H) = M (∇ ·H)−H(∇ ·M ) +H · ∇M −M · ∇H (C.22)

M(∇ ·H) +H · ∇M = ∇× (M ×H) +H(∇ ·M) +M · ∇H (C.23)

Substituindo (2.21) em (C.23), tem-se:

M (∇ ·H) +H · ∇M = ∇× (M ×H)−H(∇ ·H) +M · ∇H (C.24)

E inserindo (C.24) em (C.21) temos:

∇ · σM = µ0[∇× (M ×H)−H(∇ ·H) +M · ∇H +H(∇ ·H)] (C.25)

=⇒ ∇ · σMHB = µ0[∇× (M ×H) +M · ∇H ] (C.26)

Substituindo (C.9) e (C.26) em (C.3), tem-se:

ρ
Du

Dt
= −∇p+ µ∇2u+ ρg + µ0∇× (M ×H) + µ0M · ∇H (C.27)

e dividindo a equação (C.27) por ρ, é obtida a equação do movimento de um fluido
magnético, através da formulação HB:

Du

Dt
= −1

ρ
∇p+ ν∇2u+ g +

µ0

ρ
∇× (M ×H) +

µ0

ρ
M · ∇H (C.28)
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APÊNDICE D – Teorema de Kelvin da Circulação

Neste apêndice será deduzido o Teorema de Kelvin da circulação para a equação
do movimento resultante da formulação HB do Tensor de Maxwell:

Du

Dt
= −1

ρ
∇p+ ν∇2u+ g +

µ0

ρ
∇× (M ×H) +

µ0

ρ
M · ∇H (D.1)

Partindo da definição de circulação Γ:

Γ =

˛
C

u · dl, (D.2)

e to Teorema de Kelvin para a circulação:

DΓ

Dt
= 0. (D.3)

Substituindo (D.2) em (D.3), tem-se

DΓ

Dt
=

D

Dt

˛
C

u · dl, (D.4)

que a partir do Teorema Transporte de Reynolds é equivalente a

DΓ

Dt
=

˛
C

Du

Dt
· dl. (D.5)

Inserindo a equação do movimento (D.1) em (D.5), tem-se:

DΓ

Dt
=

˛
C

[
−1

ρ
∇p+ ν∇2u+ g +

µ0

ρ
∇× (M ×H) +

µ0

ρ
M · ∇H

]
· dl, (D.6)

e partindo do Teorema de Kelvin da circulação, tem-se que as integrais associadas aos
termos provenientes da parcela Newtoniana da equação constitutiva de um fluido mag-
nético são nulas [77], serão desenvolvidos os termos associados ao Tensor de Maxwell.
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Desta forma:
DΓ

Dt
=

˛
C

µ0

ρ
[∇× (M ×H) +M · ∇H ] · dl. (D.7)

Dada a condição de campo uniforme (∇H =), a equação (D.7) se reduz a

DΓ

Dt
=

˛
C

[∇× (M ×H)] · dl. (D.8)

Desenvolvendo o termo ∇× (M ×H) · dl:

∇×(M×H)·dl = (M ·dl)∇·H+H ·∇(M ·dl)−M ·∇(H ·dl)−(H ·dl)∇·M , (D.9)

e inserindo (2.21) em (D.9) e rearranjando os termos, tem-se:

∇× (M ×H) · dl = [H · ∇M −M · ∇H ] · dl− [(∇ ·M)(H −M)] · dl. (D.10)

Na condição de campo uniforme, tem-se que ∇ ·M = −∇ ·H =. Considerando a
identidade vetorial (I.7), e manipulando os termos resultantes, tem-se:

∇× (M ×H) · dl = H · (∇M · dl), (D.11)

e portanto
DΓ

Dt
=

˛
C

(H · ∇M ) · dl. (D.12)

Pelo Teorema de Stokes, pode-se reescrever a equação (D.12):

˛
C

(H · ∇M ) · dl =
x

S

[∇× (H · ∇M)] · n̂dS. (D.13)

Desenvolvendo o termo ∇× (H · ∇M ):

∇× (H · ∇M ) = H · ∇ × (∇M) (D.14)

= ∇×∇(M ·H). (D.15)
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Sendo M ·H um escalar, a partir da identidade vetorial (I.4), tem-se:

DΓ

Dt
= 0. (D.16)

Portanto o Teorema da Circulação de Kelvin se aplica do caso do escoamento de
um fluido magnético bidimensional, na hipótese de campo gravitacional conservativo e
para um campo aplicado uniforme.
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APÊNDICE E – Método das Diferenças Finitas

Neste apêndice o Método das Diferenças Finitas será exemplificado e aplicado a um
problema físico com equações governantes mais simples, com o objetivo de exemplifi-
car a formulação numérica aplicada ao sistema de equações governantes no problema
investigado neste trabalho.

Frequentemente a solução de situações práticas de engenharia é conduzida por
meio da solução de problemas físicos relativamente complexos, com a finalidade de
determinar o comportamento de campos associados entre si (e.g. pressão, velocidade,
temperatura, campo magnético induzido). Os campos destas variáveis, funções de
coordenadas espaciais e temporais, são expressos na forma de equações diferenciais
deduzidas por meio da aplicação de um princípio físico maior, como o princípio da
conservação da massa, segunda lei de Newton, primeira lei da termodinâmica, equações
de Maxwell do eletromagnetismo, a um volume infinitesimal do meio a ser estudado.

Com o intuito de exemplificar o Método das Diferenças Finitas, será descrito a
seguir o método de solução do problema clássico da equação transiente da difusão de
calor, que na ausência de geração interna de energia pode ser expressa por:

ρCp
∂T

∂t
= k∇2T, (E.1)

em que ρ é a massa específica do meio contínuo em estudo, Cp é a propriedade material
calor específico à pressão constante, k é a condutividade térmica do meio, T o campo
de temperatura, t a variável tempo e ∇2 o operador escalar Laplaciano.

A solução da equação (E.1) resulta na determinação do campo de temperatura
T = T (x, y, z, t), em que x, y e z representam as coordenadas do espaço cartesiano
tridimensional e t a variável tempo. Por ser uma função de coordenadas espaciais, a
equação (E.1) deve ser resolvida em um domínio de cálculo a partir da aplicação tanto
das condições de contorno, quanto das condições iniciais associadas ao campo T . En-
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tretanto, tal equação não possui solução analítica e demanda técnicas computacionais
e numéricas de solução.

A solução por métodos numéricos e computacionais de equações sem solução ana-
lítica, em mecânica dos fluidos, é denominada Computational Fluid Dynamics - CFD
e consiste na proposição de técnicas eficientes de solução das equações diferenciais par-
ciais de forma aproximada através de códigos computacionais de simulação numérica,
que é a metodologia adotada para solução do problema proposto neste trabalho. Tal
metodologia permite a solução de problemas similares a partir de técnicas como o Mé-
todo dos Volumes Finitos (Finite Volume Method - FVM) e o Método dos Elementos
Finitos (Finite Elements Method - FEM), utilizadas por [116] e [117] na na solução de
escoamentos laminares de fluidos magnéticos em dutos e de problemas acoplados da
Ferrohidrodinâmica, respectivamente.

Será introduzida a técnica de solução de equações diferenciais parciais conhecida
como Método das Diferenças Finitas na solução da equação (E.1). Um ponto comum
entre os métodos citados anteriormente é a necessidade de discretizar o domínio de cál-
culo da solução. Dessa forma, ao invés da obtenção da solução de todo o domínio que
seria obtida por meio de uma solução analítica, a solução será obtida para um número
finito de pontos, que será então extrapolado para todo o domínio com erros numéri-
cos associados. Um exemplo de discretização de um domínio de cálculo retangular é
mostrado na figura 1.

Domı́nio de cálculo

(a)
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(b)

Figura 1: A figura 1a representa o domínio de cálculo neste exemplo da solução da
equação do calor sem geração pelo método das diferenças finitas. A figura 1b mostra
a discretização do domínio de cálculo em uma malha de 4096 nós.

Considerando uma malha de cálculo bidimensional, em que um nó interno arbitrário
possui a numeração ilustrada na figura 2. Uma expansão em série de Taylor para
determinar as temperaturas nos nós [i + 1, j], [i − 1, j], [i, j + 1] e [i, j − 1] em termos
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∆y

x

y

i, j + 1

i− 1, j i, j

i, j − 1

i + 1, j

∆x

Figura 2: Ampliação de um nó interno em uma malha bidimensional

de seu valor no nó central [i, j] fornece:

Ti+1,j = Ti,j +
∂T

∂x
∆x+

∂2T

∂x2

∆x2

2!
+O(∆x3) (E.2)

Ti−1,j = Ti,j −
∂T

∂x
∆x− ∂2T

∂x2

∆x2

2!
+O(∆x3) (E.3)

Ti,j+1 = Ti,j +
∂T

∂y
∆y +

∂2T

∂y2

∆y2

2!
+O(∆y3) (E.4)

Ti,j−1 = Ti,j −
∂T

∂y
∆y − ∂2T

∂y2

∆y2

2!
+O(∆y3) (E.5)

Utilizando o argumento de que os termos ordem ∆x2 e ∆y2 são muito pequenos,
dado que as dimensões ∆x e ∆y já constituem grandezas de pequena ordem, é possível
truncar a série finita expressa nas equações (E.2) a (E.5), considerando apenas termos
ordem ∆x e ∆y. Note que este procedimento leva a uma solução aproximada da
equação governante do problema. De fato, a medida que mais nós são adicionados à
malha de cálculo, a tendência é a obtenção de uma solução aproximada mais próxima
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da realidade física que se pretende simular. Procedendo desta forma, tem-se(
∂T

∂x

)
i+1/2,j

≈ Ti+1,j − Ti,j
∆x

(E.6)(
∂T

∂x

)
i−1/2,j

≈ Ti,j − Ti−1,j

∆x
(E.7)(

∂T

∂y

)
i,j+1/2

≈ Ti,j+1 − Ti,j
∆y

(E.8)(
∂T

∂y

)
i,j−1/2

≈ Ti,j − Ti,j−1

∆y
(E.9)

A obtenção de termos envolvendo derivadas de segunda ordem depende das deri-
vadas de primeira ordem expressas nas equações (E.6) a (E.9) e pode ser dada por:

(
∂2T

∂x2

)
i,j

≈
(
∂T
∂x

)
i+1/2,j

−
(
∂T
∂x

)
i−1/2,j

∆x
≈ Ti+1,j + Ti−1,j − 2Ti,j

∆x2
(E.10)

e (
∂2T

∂y2

)
i,j

≈

(
∂T
∂y

)
i,j+1/2

−
(
∂T
∂y

)
i,j−1/2

∆y
≈ Ti,j+1 + Ti,j−1 − 2Ti,j

∆y2
. (E.11)

A discretização de termos de derivada temporal segue o mesmo raciocínio, de modo
que (

∂T

∂t

)
i,j

≈
T p+1
i,j − T pi,j

∆t
. (E.12)

Neste caso o índice superior p denota o instante de tempo anterior, enquanto o
índice p + 1 denota o valor da temperatura no instante atual. Determinadas as ex-
pressões para os termos associados às derivadas espaciais e temporais que surgem na
equação da difusão de calor, é possível escrever esta equação diferencial parcial em sua
forma discretizada. Explicitando a equação (E.1) em termos das suas componentes
bidimensionais, tem-se:

1

α

∂T

∂t
=
∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2
, (E.13)

em que α é uma propriedade do meio, conhecida como difusividade térmica, dada por

α =
k

ρCp
. (E.14)
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Utilizando as derivadas expressas nas equações (E.10), (E.11) e (E.12), a equação
(E.15) é descrita em sua forma discretizada como:

1

α

T p+1
i,j − T pi,j

∆t
=
T ri+1,j + T ri−1,j − 2T ri,j

∆x2
+
T ri,j+1 + T ri,j−1 − 2T ri,j

∆y2
. (E.15)

Note que o índice superior, referente ao instante de tempo em que os termos do lado
direito da equação são considerados, foi definido de forma arbitrária na equação (E.15)
como r. Na verdade existem três opções para o instante de tempo em que se deseja
avaliar estes termos. Na formulação a ser utilizada no presente contexto, o índice r será
feito igual a p, isto implica que a solução do valor da temperatura em cada nó evoluirá
no tempo de acordo com os valores das temperaturas dos nós vizinhos em um instante
de tempo anterior. Desta forma, para simplificar a equação (E.15) antes de prosseguir,
considera-se neste momento uma malha de cálculo na qual ∆x = ∆y e isola-se o termo
T p+1
i,j . Procedendo desta maneira, obtém-se:

T p+1
i,j = FO(T pi+1,j + T pi−1,j + T pi,j+1 + T pi,j−1) + (1− 4FO)T pi,j, (E.16)

em que FO é definido como número de Fourier, um parâmetro adimensional expresso
por FO = α∆t/∆x2. O valor do número de Fourier é conhecido a partir do momento
em que a malha de cálculo é construída e o passo de tempo é imposto pelo usuário. A
equação (E.16) traz a seguinte informação: o valor da temperatura de um nó interno
arbitrário no instante de tempo atual em uma malha de cálculo, que possui como obje-
tivo representar um domínio físico espacial onde se deseja conhecer informações sobre o
campo de temperatura de um problema físico em que o meio encontra-se estacionário,
pode ser determinado através dos valores das temperaturas dos nós vizinhos avaliados
em um instante de tempo anterior e de seu próprio valor também avaliados em um
instante de tempo anterior.

Desta forma, pode-se propor um algoritmo geral para a determinação dos campos
de temperatura (em problemas de condução de calor, ou seja, meio estacionário) em
superfícies de forma arbitrária da seguinte forma:

1. Constrói-se uma malha de cálculo que represente o domínio discretizado no qual
deseja-se conhecer o campo de temperatura e como o mesmo evolui no tempo a
partir de uma condição inicial;

2. Impõe-se uma condição de contorno para o problema, na qual as temperaturas
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dos nós de fronteira são conhecidas;

3. Impõe-se também uma condição inicial para o valor de todos os nós internos que
compõem a malha de cálculo;

4. A partir da equação (E.16) os valores das temperaturas em todos os nós internos
da malha de cálculo no instante de tempo atual são determinados;

5. O processo iterativo de evolução temporal da solução contínua até que a maior
variação entre a temperatura de um nó interno arbitrário avaliada entre dois
instantes consecutivos de tempo seja menor que uma tolerância pré-estabelecida
pelo usuário;

6. Após a convergência da solução o processo termina.
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ANEXO A – Identidades Vetoriais e Tensoriais

Este anexo é baseado no livro de matemática de vetores e tensores cartesianos de
Aris, 2012 [69], e apresenta identidades vetoriais e tensoriais necessárias à dedução de
equações presentes neste trabalho.

Identidades vetoriais

(A×B) ·C = A · (B ×C) = (C ×A) ·B (I.1)

A× (B ×C) = B(A ·C)−C(A ·B) (I.2)

(A×B) · (C ×D) = (A ·C)(B ·D)− (A ·D)(B ·C) (I.3)

∇×∇φ = 0 (I.4)

∇ · (∇×A) = 0 (I.5)

∇(φ1φ2) = φ1∇φ2 + φ2∇φ1 (I.6)

∇ · (φA) = φ∇ ·A+A · ∇φ (I.7)

∇× (φA) = φ∇×A+∇φ×A (I.8)

∇(A ·B) = A · ∇B +B · ∇A+A× (∇×B) +B × (∇×A) (I.9)

∇ · (A×B) = B · (∇×A)−A · (∇×B) (I.10)

∇× (A×B) = A(∇ ·B)−B(∇ ·A) +B · ∇A−A · ∇B (I.11)

∇× (∇×A) = ∇(∇ ·A)−∇2A (I.12)

A · ∇A =
1

2
∇(A ·A)−A× (∇×A) (I.13)

∇ · (∇φ1 ×∇φ2) = 0 (I.14)
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Identidades tensoriais

AB ·C = A(B ·C) (I.15)

A ·BC = (A ·B)C (I.16)

∇ · (AB) = A · ∇B +B(∇ ·A) (I.17)

A · T = T T ·A (I.18)

I ·A = A · I = A (I.19)

∇ · (φI) = ∇φ (I.20)
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