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Resumo

O principal objetivo deste trabalho consiste em desenvolver um procedimento para
problemas multiescala usando o Método dos Elementos de Contorno (MEC) para
determinar o médulo de Young efetivo de um Ferro Fundido Nodular GGG-40.

Todas as rotinas foram escritas usando o MEC como método numeérico, devido a
suas principais caracteriscas as quais fazem com que seja uma ferramenta adequada para
modelagem multiscala de materiais.

Foram usados procedimentos completos para a caracterizacdo das propriedades
mecanicas do GGG-40. Procedimentos de Microtomografia e Micro-indentacdo (dureza
Vickers) também foram usados para determinar a morfologia dos nédulos de grafita e o
maodulo de Young, respectivamente.

Para o procedimento de homogeneizagdo foram analisados varios modelos em 2D e
3D, considerando a gemetria real e sintética dos nddulos de grafita. A malha do MEC foi
gerada através das imagens adquiridas por microtomogragia computarizada por Raios X, 0
que permitiu modelar a morfologia real dos nédulos de grapita. O médulo de Young efetivo
obtido através do procedimento de homogenizagdo para cada modelo foi comparado com os
obtidos por ensaio de tracdo.

Finalmente, a metodologia proposta foi adaptada para homogenizacdo multiescala
para problemas de viscoelasticidade. Para efeito de comparacdo e validacdo foram usados
dados reportados em literatura. A analise multiescala acoplada ao MEC mostrou ser uma
metodologia numérica eficiente para problemas de micromecanica de materiais

heterogéneos.



Abstract.

The main goal of this work relies on developing a novel for multiscale methodology
using the Boundary element Method (BEM) for determining the effective Young’s modules
of a GGG-40 Nodular Cast Iron (NCI).

All routines were written using the BEM as numerical method, due to its main
features that makes this a suitable tool for modeling multiscale materials.

Full experimental procedures for characterizing the mechanical properties were used
for GGG-40. Computational X-ray Microtomography (Micro-CT) and Microindentation
(Vickers Hardness) tests were also used to determine the morphology of the graphite’s
nodules and the Yong’s module, respectively.

For the homogenization procedure several models, such as 2D and 3D, considering
the real and synthetic geometry of the graphite’s nodules were analyzed. The resulted
effective young’s modules from each one were compared. The BEM mesh was generated
through the images acquired by Micro-CT, which allowed modeling the real morphology of
the graphite’s nodule. The effective Young’s modules obtained through a homogenization
procedure for each model were compared with those obtained from tensile tests.

Finally, the purposed methodology herein was adapted for a multiscale
homogenization for viscoelasticity problems. Geometric data parameters reported in the
literature were used for comparison and validation. The multiscale analysis coupled with
the BEM showed to be an efficient numerical methodology for micro mechanical problems

of heterogeneous materials.
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1. INTRODUCAO
1.1. Generalidades

A maioria dos materiais de Engenharia apresenta caracteristicas heterogéneas
quando vistos microscopicamente. A heterogeneidade no material pode se apresentar por
causa da sua constituicdo microestrutural devida aos processos de fabricacdo, ou também
ao desenvolvimento de materiais compdsitos cuja finalidade é gerar propriedades que nédo
se encontram em nenhum material de maneira individual (ASKELAND; FULAY;
WRIGHT, 2010).

As heterogeneidades no material tém algumas formas de se apresentar tais como
buracos (espacos vazios). As rochas, concretos, tecidos bioldgicos, carbonetos e zeolitas,
etc. sdo exemplos de materiais que apresentam este tipo de heterogeneidades. Também se
pode encontrar na forma de inclusdes ou irregularidades na estrutura cristalina, como 0s

compositos e as ligas metalicas, respetivamente (QU et al., 2011) (SAPUAN, 2017).

Em definitivo, grande parte dos materiais com estruturas heterogéneas sao
projetados com o objetivo de mudar as suas propriedades mecanicas para fazé-los aptos
para uma determinada solicitacdo. Tém-se, por exemplo, melhora na resisténcia a
compressdo como no caso dos concretos; na condutividade elétrica como nos
supercondutores; aumento da resisténcia ao desgaste como nos ac¢os inoxidaveis ou melhora
na usinabilidade e a resisténcia a tracdo como no caso da maioria dos ferros fundidos,
etc.(DANDEKAR; SHIN, 2012; GIBSON, 2010).

Na atualidade, a determinacdo das caracteristicas microestruturais e a avaliacdo das
propriedades mecanicas vém sendo um problema de essencial importancia na ciéncia e na
engenharia dos materiais (BURONI, 2006). O uso dos métodos numéricos para a
determinacdo do comportamento, tanto macroscopico como microscopico, de materiais
submetidos a determinadas solicitagdes também tem sido objeto de estudo nos ultimos

anos.

Existem muitos métodos experimentais para o estudo das propriedades destes
materiais (PUNDALE; ROGERS; NADKARNI, 1998), tais como as analises de
caracterizagdo morfologica ou de propriedades mecénicas 0s quais sdo muito empregados
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na atualidade pelos laboratorios avancados de pesquisa e pela indastria em geral. Dentro
das caracterizagBes morfologicas existentes na atualidade algumas das mais importantes séo
por exemplo as analises com Microscopia Otica (YACOBI, 2008); Microscopia Eletronica
de Varredura (MEV) (DEDAVID; GOMES; MACHADO, 2007), Difracdo de Raios-X,
(INKSON, 2016); (VEYTSKIN et al., 2017), Espectroscopia de Energia Dispersiva (EDS)
(GIRAO; CAPUTO; FERRO, 2017), analises termogravimétrica, ente outros.

A caracterizacdo mecéanica geralmente se desenvolve mediante testes experimentais
0s quais podem ser destrutivos ou ndo-destrutivos. No primeiro caso temos, por exemplo,
0s ensaios de tracdo, de impacto, de dureza, ensaios a torcdo, ao desgaste, a fadiga, a
corrosdo, etc. (CALLISTER, 2008; SHACKELFORD, 2008); no caso de ensaios nao
destrutivos tém-se os testes visuais, ultrassom, termografia, radiografia, eletromagnéticos,
etc. (BOYES, 2010; GHOLIZADEH, 2016; JOLLY et al., 2015; SHACKELFORD, 2008).

Muitas destas caracteristicas ou propriedades dos materiais podem ser determinadas
sem a necessidade de uma amostra particular da mesma. Com o desenvolvimento das
simulagcBes numéricas para analise destas microestruturas fundamentadas em modelos
matematicos, € possivel determinar as propriedades e/o seu comportamento quando
submetidas a determinadas solicitacdes em alternativa aos métodos experimentais. A
modelagem computacional oferece a possibilidade de reduzir, em muitos casos, 0s custos
da analise destes materiais, como por exemplo: reduzir o trabalho experimental, custos de
operacdo e/ou analisar situacbes que em muitos casos seria impossivel de realizar.
(BENEDETTI; ALIABADI, 2013; PETROV et al., 2016).

Atualmente, 0 uso dos métodos numeéricos para resolver equacdes diferenciais tais
como Métodos de Elementos Finitos (MEF), o Método das Diferencas Finitas (MDF) ou
Método dos Elementos de Contorno (MEC) sdo muito empregados (BURONI;
MARCZAK, 2008). Dentre estes Métodos, a formulacdo do MEC baseia-se na obtencao de
uma Equacédo Integral de Contorno (EIC) deduzida a partir da manipulagdo algébrica das
equacOes diferenciais governantes do problema (BREBBIA; DOMINGUEZ, 1987). O
MEC faz aproximacOes das equacOes governantes no contorno para os problemas em 2D,
ou na superficie para problemas em 3D, do corpo utilizando as chamadas funcGes de forma

que dao origem a um sistema de equaces lineares que contém as incognitas do problema.
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No estudo de Materiais microheterdgeneos 0s metodos numéricos sao
indispensaveis para obter as propriedades efetivas, a partir de uma detalhada informacao
dos campos de tracdo e de deslocamentos, podendo ser mais precisos que 0s métodos
analiticos (YAO et al.,, 2004). Para a determinacdo das propriedades efetivas séo
empregadas geralmente os processos de homogeneizacdo o qual permite determinar o
comportamento geral do material submetido a determinadas solicitagGes. Tais processos de
homogeneizacdo consistem em teorias de analise de materiais compoésitos ou
microestruturais a partir das teorias de misturas, a qual trata 0s compostos como se fossem
materiais homogéneos tendo em conta o comportamento dos diferentes constituintes de

acordo com sua propor¢do em volume no interior do comp@sito.

Igualmente, a caracterizagdo numérica e o desenvolvimento de métodos de andlise
oferecem a possibilidade de criacdo de novos materiais. A partir dos métodos numeéricos é
possivel obter uma melhora da capacidade de analise das propriedades mecanicas em
pontos especificos, tais como por exemplo, a avaliacdo de deslocamento intergranular,

propagacao de trincas, crescimento de gréo, etc.

Neste sentido, neste trabalho sera desenvolvida uma metodologia considerando a
parte experimental e numérica simultaneamente para a caracterizacdo mecanica de um ferro
fundido nodular GGG-40. Para tanto foi desenvolvida uma rotina numérica usando o MEC
para determinacdo do médulo de Young efetivo através de um processo de homogeneizacao
multiescala. A obtencdo da malha da microestrutura foi realizada a partir de imagens
obtidas por técnica de microtromografia por raios-X, permitindo obter um EVR (Elemento

de Volume Representativo) baseado na morfologia real do GGG-40.

1.2. Originalidade da Tese

Esta tese contém trés contribui¢des significativas, a primeira consiste no
desenvolvimento de uma estratégia de homogeneizacdo multiescala empregando o MEC
para a determinacdo do mddulo de Young Efetivo de um ferro fundido nodular. O processo
de homogeneizacdo multiescala foi realizado a partir de modelos numéricos em 2D e 3D.

A segunda contribuicdo é a determinacdo da geometria real das inclusGes de grafita
em um FFN GGG-40. Dois temas que tem sido pouco estudado é a determinacdo da
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geometria real das inclus6es nodulares em ferros fundidos nodulares e o desenvolvimento
de um modelo numérico que considere a geometria real destas inclusdes nodulares. Para
estabelecer as propriedades mecénicas da inclusdo é proposto um inédito procedimento

experimental cuidadosamente elaborado mediante ensaios de microdureza.

Referente aos materiais com comportamento viscoelasticos microestructurais, uma
das contribuicGes deste trabalho € a aplicagdo do processo de homogeinizagdo em materiais
submetidos a tensdo constante (Fluéncia). A modelagem numérica foi realizada em
modelos 2D e 3D.

1.3. Objetivos

1.1.1. Geral

Este trabalho esta enfocado na determinacdo do mddulo de Young efetivo mediante
a homogeneizacdo multiescala utilizando o MEC. A estratégia serd aplicada a materiais
com comportamento linear elastico e estendida a materiais microestructurais com
comportamento viscoelastico. A aplicacdo da técnica de microtomografia por Raios-X é um
dos testes experimentais inéditos deste trabalho, tendo em vista a pouca literatura reportada
empregando esta técnica experimental para suporte aos processos de homogeneizacao.
Alguns procedimentos experimentais adicionais serdo empregados a fim de avaliar os

modelos numéricos desenvolvidos.

1.3.1. Especificos

Desenvolvimento de codigo numérico por sub-regides para analise da estrutura de
um FFN.

Programar as estratégias de homogeneizagdo mediante Elementos de Volume

Representativos (EVR).

Implementar condigdes de contorno periddicas para as andlises da o médulo de

Young efetivo do material.

Analise da estrutura do FFN mediante teste experimental.
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Validacdo dos modelos numéricos implementados com dados experimentais

efetuados.

Desenvolver a metodologia para analise de materiais microestruturais com

comportamento viscoelasticos.

Encontrar um EVR do modelo viscoelastico a partir da determinagdo de diferentes

tipos de médulos efetivos.

1.4. Resumo da Tese

Esta tese esta dividida em nove capitulos.

No capitulo 1 é apresentada uma introducdo, bem como a importancia da analise

numeérica e modelagem computacional de material heterogéneo.

O capitulo 2 exibe uma revisdo bibliografica do MEC, e suas vantagens e
desvantagens, assim como uma mencdo das principais contribuicdes matematicas
desenvolvidas ao longo das ultimas décadas e que efetivamente contribuiram para o
desenvolvimento e estruturagdo do MEC. Igualmente de faz uma mencgdo de alguns
trabalhos com problemas de homogeneizagdo em FFN.

No capitulo 3 € apresentada a formulacdo mateméatica e a metodologia

implementada nesta tese para analise de materiais heterogéneos.

Na sequéncia, é apresentado um esbo¢o geral do método comecando com as
relagcbes constitutivas e equacdes de equilibrio até chegar a obtencdo da identidade de
Somigliana. O mesmo procedimento é expresso em linguagem de programacgdo em forma
vetorial para a implementacdo no codigo numerico tanto para modelos 3D como para 2D. O
codigo desenvolvido ¢é avaliado e validado com resultados analiticos e numéricos de casos

existentes na literatura.

No capitulo 4 realiza-se uma caracteriza¢do tanto morfolégica como mecénica de
um FFN GGG-40. E apresentada uma introducio sobre os ferros fundidos, suas
caracteristicas e importancia como materiais de Engenharia. Logo, o procedimento de
caracterizacdo € apresentado e destacado por sua novidade quanto a analise por sistema de

microtomografia computarizada por raios-X (Micro-CT), técnica pouco implementada na
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engenharia. Outro tema ainda abordado consiste na determinacdo das propriedades
mecanicas dos nodulos de grafita a partir de testes de microdureza, seguindo um processo
experimental inédito e cuidadosamente elaborado.

No capitulo 5 é apresentada a metodologia numérica para 0 processo de
homogeneizacdo utilizada nesta teses e a descricdo dos modelos com suas hipoteses tanto
para os problemas em 2D e 3D. Séo apresentados igualmente os resultados dos modelos
numericos. A estratégia de anélise consiste em fazer uma comparacdo entre os modelos
numéricos em 2D e 3D utilizando tanto as geometrias sintéticas como a geometria real do

problema. Neste item é apresentado uma analise e discussdo dos resultados obtidos.

No capitulo 6 é realizado um estudo da teoria de viscoelasticidade, em que 0s
principais modelos sdo apresentados: o modelo de Kelvin-Voigt de Maxwell e de
Boltzmann. As formulacdes dos modelos linear-elastico, tanto bi-dimensional como tri-
dimensional sdo reformuladas para um modelo com comportamento viscoelastico. O
cédigo com dados experimentais é avaliado e logo é apresentado um estudo da influéncia
das inclusBes ao interior de um material viscoelastico submetido a um ensaio de fluéncia.
Posteriormente, se empregam as técnicas de homogeneiza¢do para o caso em 2D para

determinar o EVR do concreto asfaltico cujo dados estdo reportado na literatura.

Finalmente, no capitulo 7 é realizada uma anélise e discussdo ampla dos resultados
e das conclusdes do trabalho e sugestbes de possiveis trabalhos futuros.
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2. REVISAO DA LITERATURA

2.1. Estado da Arte

O Método dos Elementos de Contorno (MEC), também conhecido na literatura
como Boundary Element Method (BEM), é um método computacional para solucdo de
Problemas de Valor de Contorno (PVC) através formulacdes integrais. O MEC é descrito
por alguns autores como (BREBBIA; DOMINGUEZ, 1987); (BECKER, 1992);
(L.WROBEL, 2002); (M.H. ALIABADI, 2002) e (MUKHERJEE; MUKHERJEE, 2005))
entre tantos outros, como uma potente ferramenta computacional que permite a modelagem
numérico, mediante equacdes de equilibrio, do comportamento de um material sobre
solicitacbes de carregamento, temperatura, som, etc. Este método apresenta uma
caracteristica importante quando comparado & outros métodos convencionais tais como o
Método dos Elementos Finitos (MEF), o Método das Diferencas Finitas (MDF), Método de
Volumes Finitos, (MVF) entre outros. O MEC tem como principal caracteristica uma
reducdo da dimensionalidade do problema ao analisar o problema s6 no contorno do
sistema, por exemplo: estudo do da linha do contorno se o problema é em uma superficie
ou a anélise de uma superficie se o problema é em um volume (M.H. ALIABADI, 2002).

No MEC, a fronteira do material (ou do problema) é dividida em um nimero de
pequenos segmentos (para 2D) ou elementos (Para 3D) onde a equacdo diferencial
governante, na forma de identidade integral, é integrada numericamente. Segundo (M.H.
ALIABADI, 2002) este método é muito confiavel para analise de dominios infinitos, bem
como problemas de descontinuidade forte, como fratura ou geometrias irregulares onde a
geracdo de malha apresenta elevada complexidade. Na Figura 2.1 é apresentado um
diagrama onde se faz um comparativo em quanto a estrutura da malha de cada um dos
métodos mais usados na atualidade, os quais sdo MEF, MEC e MDF. Pode ser observado
gue a malha do MEF apresenta uma maior quantidade de graus de liberdade com respeito
ao MEC para um mesmo solido. O mesmo pode ser verificado ao se comparar o MDF em

relacdo ao MEC.
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Métodos NUmericos em
Meios Continuos

Método dos Elementos Meétodo dos Elementos de Meétodo das Diferencgas
Finitos (MEF) Contorno (MEC) Finitas (MDF)

I~ I L ]

L 1 B

Figura 2.1 Representacdo esquematica do MEF, MEC e MDF.

No MEC, os parametros desconhecidos para problemas de elasticidade s&o o0s
deslocamentos e as forcas de superficie, as quais sdo avaliadas na superficie “discretizada”

obtendo ao final um sistema matricial que contém as incdgnitas do problema.

O MEC por suas caracteristicas de ser um método de fronteira apresenta uma boa
integracdo com as ferramentas CAD (Computer-Aided Design), o que permite uma maior
facilidade para geracéo de malha de superficie. Na Figura 2.2 é apresentado um exemplo de

esfera desenhada em CAD e reproduzida a partir da interface grafica do Matlab.
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a) b)
Figura 2.2 Reproducdo de modelo CAD em interface gréfica de Matlab.
a) Desenho CAD, b) Reproducdo em interface grafica do Matlab.

Para aplicar o MEC, é necessario o0 conhecimento prévio de uma solucao particular
do problema, a qual é conhecida como solucdo fundamental. A obtencdo da solucédo
fundamental é a parte mais critica e fundamental do MEC, j& que a integracdo destas
solucBes pode ser de dificil obtencdo em alguns casos; a formulacéo requer a integracdo de
funcBes que contém singularidades as quais necessitam de procedimentos elaborados para
sua integracdo. A equacdo integral € avaliada, geralmente, em cada um dos nos do
problema de contorno obtendo-se assim um sistema matricial o qual é desenvolvido para
encontrar a solucdo do problema. Além disso, 0 MEC, ao contréario de outros métodos,
geram matrizes totalmente preenchidas e ndo simétricas, limitando os beneficios no uso de
solucdes iterativas e sistemas de gerenciamento de armazenamento de memoria. O
procedimento algébrico do sistema e o desenvolvimento do método sera explicado adiante.

A continuacgéo sdo resumidas as principais vantagens e desvantages do MEC.

2.1.1. Vantagens e desvantagens do MEC

O MEC, como qualquer outro método numérico tem vantagens e desvantagens
(RASHED, 2001):

2.1.1.a. Vantagens

Somente problemas de fronteiras precisam ser quantificados, o que resulta em uma

preparacdo facil de dados e menor exigéncia computacional.

Permite o tratamento de dominios infinitos e semi-infinitos com boa preciséo.
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Os locais internos incognitos sdo computados na etapa de pos-processamento que

simplifica qualquer otimizagé&o de processo.

Resultada relativamente boa precisdo para concentracdo de tensdes devida a

propagacao de trincas ou cargas concentradas.

2.1.1.b. Desvantagens
As matrizes do sistema ndo séo simétricas ou densamente cheias.
As solugdes fundamentais nem sempre séo faceis de serem obtidas.
Dificuldade no tratamento de estruturas pouco espessas.

“Discretizacdo” necessaria do dominio para alguns casos de aplicagdes ndo lineares.

2.2. Contexto historico do MEC

Neste trabalho, é feita uma recompilacdo dos dados histéricos os quais também sdo
referenciados nos livros de (BREBBIA; DOMINGUEZ, 1987); (L.WROBEL, 2002);
(M.H. ALIABADI, 2002). Outro trabalho que apresenta detalhes histéricos significativos é
apresentado por (CHENG; CHENG, 2005), em que faz um estudo de toda a evolucdo do

MEC e sua riqueza matematica.

O MEC tomou forca no campo dos métodos numéricos despois de muito tempo de
desenvolvimento até ter um amadurecimento na primeira metade do século XX, quando 0s
procedimentos numeéricos puderam ser desenvolvidos por computadores. Com o
desenvolvimento dos sistemas computacionais, 0 MEC assim como outros métodos
numéricos, comecaram a ter uma maior aplicabilidade e portanto, um maior

desenvolvimento nas metodologias aplicadas.

Inicialmente, 0 MEC comegou com a teoria potencial no inicio do século XVII até o
inicio do século XX (L.WROBEL, 2002). Os fundamentos matematicos surgiram no inicio
do século XVII com os trabalhos de (LAGRANGE, 1773 , FOURIER, 1822, MAXWELL,
1873 e SOMIGLIANA 1887) os quais séo referenciados por (CHENG; CHENG, 2005). As
primeiras contribui¢cdes importantes segundo (CHENG; CHENG, 2005) se deram com 0s
trabalhos de Lagrange quem desenvolveu a técnica de reducdo espacial da representacao
integral deixando porém mais eficiente o0 método de solucdo de equacbes integrais. A
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solugcdo numeérica de um sistema de equacéo integral do MEC foi desenvolvida inicialmente
por (SOMIGLIANA, 1887), apesar das principais propriedades das equagdes diferenciais ja
estarem bem estabelecidas no século XIX, somente no trabalho de (FREDHOLM, 1903) as
primeiras investigacGes foram encaminhadas no desenvolvimento de equacdes Integrais.
Frehholm igualmente apresentou as condicfes de existéncia e unicidade, conhecidas como
os teoremas de (FREDHOLM, 1903). A origem e consolidacdo do MEC comeca a se
mostrar como uma importante ferramenta numérica com as implementacgdes das equacdes
integrais. Foi na década de 60ss com os trabalhos de (JASWON; PONTER, 1963;
JASWON, 1963); (G.T.SYMM, 1963) aliado a isto estava a evolucdo da ciéncia da
computacdo a qual surgia como importante nessa época. Os problemas potenciais 2D foram
primeiramente formulados por (JASWON, 1963) e (G.T.SYMM, 1963), os quais
desenvolveram um método direto da equacdo integral do contorno para problemas
potenciais usando as identidades de Green. Na sequéncia, (R1ZZO, 1967) e (CRUSE, 1969,
1968; CRUSE; VANBUREN, 1971) estenderam a formulacdo para os casos de problemas
elasticos, onde desenvolveram a EIC para problemas elasticidade em 2D e 3D usando a
identidade de Somigliana. Também apresentaram uma formulacdo para problemas
elastodinamico transiente empregando a transformada de Laplace (CRUSE, 1968; CRUSE;
R1ZZ0O, 1968). Nos anos 70 houve um grande desenvolvimento do método, em que a partir
de entdo, passa a ser conhecido como até hoje com o nome de Método dos Elementos de
Contorno (MEC). A primeira conferéncia de cientistas da area foi organizada em junho de
1975 por (CRUSE, 1974) com o nome de “Método de Equagdo Integral de Limites:
Aplicagdo Computacional em Mecanica Aplicada”. Em 1976, Brebbia organizou uma
conferéncia com o nome de "Boundary Element Methods" em Southampton, U.K., e em
1978 publicou os trabalhos que foram apresentados (TELLES; BREBBIA, 1979). Estes
dois episodios estabeleceram o nome da técnica numérica como o “Boundary Element
Method-BEM”, ou Método dos Elementos de Contorno. Igualmente, neste periodo foi
prolifico para o desenvolvimento do MEC nas areas de acustica e radiagdo (BANAUGH;
GOLDSMITH, 2014; CHEN; SCHWEIKERT, 1963; SHAW, 1975). Os trabalhos de
(LACHAT; WATSON, 1976) sdo considerados por (M.H. ALIABADI, 2002) como as
primeiras contribuicdes mais significativas as quais fizeram a técnica do MEC como uma

técnica efetiva. Até esta data as equacOes integrais eram temas quase exclusivamente dos
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matematicos e dos fisicos, depois com o avanco da mecanica computacional, a metodologia
foi adotada por engenheiros e cientistas de diversas areas, (BANERJEE; CATHIE, 1980;
BANERJEE; RAVEENDRA, 1986; CHRISTENSEN; LO, 1979; CROTTY et al., 1980;
CRUSE, 1969, 1968; CRUSE; VANBUREN, 1971; PARIS; GARRIDO, 1986).

Uma das principais diferencas entre 0 MEC e 0 MEF se refere as funcbes peso
usadas para encontrar a forma fraca das equacOes diferenciais parciais. O MEF usa fungdes
arbitrarias e simples, enquanto o MEC usa soluc@es analiticas representando os efeitos de
uma carga pontual em outro ponto de um dominio infinito (BECKER, 1992) . Estas
solucgdes sdo conhecidas como solugdes fundamentais. O uso dessas funcBes é a razdo da
precisdo maior do MEC em relacdo ou MEF, particularmente em regides onde as variaveis

apresentam alto gradiente.

Atualmente, diversos livros que tratam sobre o MEC, em diversas areas de
aplicacdo. Podem ser encontrados, como, por exemplo, os trabalhos de ((BANERJEE;
CATHIE, 1980); (BERBBIA; WALKER, 1980); (BREBBIA; TELLES; WROBEL, 1984);
(BECKER, 1992); (J.T. KATSIKADELIS, 2002), (BEER; SMITH; DUENSER, 2008);
(BREBBIA; DOMINGUEZ, 1987); (KANE, 1994); (M.H. ALIABADI, 2002);
(L.WROBEL, 2002); (DOMINGUEZ, 1993; KIRKUP, 2007; MUKHERIJEE;
MUKHERJEE, 2005), entre outros.

2.3. Estudos numérico de materiais microestruturais

Um dos mais antigos trabalhos que vale a pena ressaltar é o de (ACHENBACH,;
ZHU, 1989; ZHU; ACHENBACH, 1991) os quais estabeleceram um modelo de célula
unitaria contendo uma interface. A partir deste modelo foi estudado o efeito na distribuicéo
de esforcos na matriz e nas fibras causadas pela variacdo dos parametros de interfaces.
(GHOSH; MOORTHY, 1995) desenvolveram um método de elementos finitos com células
de Voronoi para examinar a pequena deformacdo de microestruturas bidimensionais
heterogéneas arbitrarias elastoplasticas. Os resultados numéricos foram comparados com
solugdes analiticas. A influéncia da forma, tamanho, orientagéo e distribuicdo das inclusdes
nas respostas micro e macroscopica foram investigadas. (LEE; GHOSH, 1999) propuseram

a analise em duas escalas usando o método de homogeneizagdo assintotica e o método de
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elementos finitos sobre células de Voronoi para analise de microestruturas de materiais
porosos e compositos. O tensor de elasticidade ortotropo foi obtido pela andlise de
problemas microestruturais com condi¢gdes de contorno periddicas. Os pardmetros que
caracterizam o comportamento plastico do material foram determinados a partir de analises
microestruturais com homogeneizacdo assintotica e os resultados da analise macroscépica
foram comparados com uma andlise de duas dimensdes com homogeneizagao.
(GALVANETTO; PELLEGRINO; SCHREFLER, 1997) derivaram uma relagéo
constitutiva homogeneizada para compositos periodicos elastoplasticos. A relacdo foi
obtida pela analise de células unitarias submetidas a um grande numero de condicdes de
contorno diferentes. O método foi proposto para células unitérias bidimensionais
submetidas a carga proporcional constante e pequenas estirpes do material.
(KOUZNETSOVA; BREKELMANS; BAAIJENS, 2001) apresentaram a estratégia de
micro macro para modelagem de materiais heterogéneos ndo-lineares em grandes
deformacbes. As propriedades do método foram demonstradas para a placa de aluminio
submetida a flexdo pura. No mesmo trabalho também foi estudada a influéncia da

distribuicdo espacial das heterogeneidades no comportamento macroscopico geral.

As propriedades efetivas usando o MEC bidimensional sobre materiais
macroestruturais utilizando geometrias sintéticas de diferentes tamanhos foram estudadas
por (YAO et al., 2004); em suas analises, os autores avaliaram geometrias circulares e
elipticas em diferentes direcbes e também com inclusbes de diferentes propriedades
mecanicas mostrando que o MEC pode ser mais adequado para andlises das interfaces com
respeito ao MEF. (PIERARD et al., 2007) analisaram a tensdo uniaxial do composto
contendo inclusdes elipsoidais alinhadas e incorporadas em um material com
comportamento elastoplastico. As propriedades efetivas foram obtidas pela analise de
elementos finitos sobre um EVR. Os resultados foram utilizados para avaliar a precisao de
um metodo de homogeneizacdo. O comportamento ndo-linear foi modelado pelo uso do
tensor de rigidez tangente e secante das fases. O tensor de rigidez efetiva foi calculado pelo
método de Mori-Tanaka. (BRASSART; DOGHRI; DELANNAY, 2010) apresentaram
modelagem micromecanica de compdésitos feitos de uma matriz elastoplastica com
inclusbes esféricas elasticas e elipsoidais lineares sujeitas a cargas ndao monotbnicas. O

modelo de homogeneizacdo de campo médio foi acoplado a uma solucdo de elementos
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finitos do problema de inclusdo equivalente. A abordagem proposta foi aplicada para o
método Mori-Tanaka e modelos de inclusdo diluidos. (HUANG; ZHENG; YAO, 2011)
estudo um sélido macroestrutural com poros preenchido de fluido usando um modelo MEC
bidimensional por sub-regides. Foi mostrado que o meétodo por sub-regides eram mais
eficiente e preciso para determinar a propriedades efetivas que uma simples analises de

materiais heterogéneos analisados por superposi¢ao dos dominios.

Este trabalho tem por objetivo o desenvolvimento de um algoritmo baseado no
MEC para a analise do mddulo de Young efetivo de materiais heterogéneos de
comportamento elastico linear. Pelas caracteristicas morfoldgicas, foi escolhido o Ferro
Fundido Nodular (FFN),ou também conhecido como Nodular Cast Iron (NCI), na literatura
cientifica, o qual reproduz as caracteristicas desejadas de um material com estrutura
heterogénea. O FFN consiste de uma matriz isotrépica e homogénea contendo uma
quantidade distribuida de heterogeneidades carbonosas, as quais sdo chamadas de nddulos
de grafita. Neste trabalho, os nodulos de grafita do FFN foram modelados numéricamente
como geometria sintética e na sequéncia com a geometria real. A geometria sintética € uma
aproximacdo da geometria do nédulo de grafita a partir de um circulo (2D) ou de uma
esféra (3D). Esta caracteristica foi uma das justificativas em se escolher o FFN como
material de estudo. A modelagem da geometria real do nédulo de grafita somente foi
possivel devido ao uso de imagens obtidas da microestrutura do FFN. Para predizer a
resposta elastica do material, € empregado um esquema de andlise estatica com a teoria de
propriedades efetivas (ZOHDI; WRIGGERS, 2005). Esta teoria prediz as propriedades
efetivas de uma amostra macroscopica baseado no volume representativo do campo de
esforcos extraido a partir do microheterogeneidades das amostras. Porém, 0s macrocampos
sdo definidos como os volumes representativos dos correspondentes microcampos, e as
propriedades efetivas sdo determinadas a partir das relacbes entre 0S microcampos

representativos.

Ao final deste trabalho, a metodologia numérica para homogeinizacao foi estendida

para a analise de materiais viscoelasticos, baseados no modelo de Kelvin-Voigt.

Para a avaliagio dos modelos numéricos, recursos experimentais como

microtomografia, analises morfoldgicas mediante a Microscopia Eletrénica de Varredura

37



(MEV), ensaios de tracdo e ensaios de microdureza foram empregados no sentido de obter

as parametros reais e corroborar com os dados obtidos numericamente via MEC.

2.4. Trabalhos NUmericos Desenvolvidos com FFN

Nos ultimos anos, alguns trabalhos numéricos relacionados com materiais
microestruturas, tais como o FFN, vem sendo desenvolvidos. A maioria destes trabalhos,
foram realizados assumindo que os nédulos de grafita eram espacos vazios. Este tipo de
concepgdo € aceitavel porque os noddulos de grafita ndo contribuem de forma significativa
para o refor¢o da matriz. Alguns trabalhos determinam o comportamento do FFN a partir
da implementacdo numérica, onde o foco consiste principalmente em gerar modelos
numericos para predizer o comportamento a solicitagdo de carregamento ou a determinacéo
das propriedades efetivas. (ZHANG; BAI; FRANCOIS, 1999) investigaram o efeito do
tamanho e da distancia de espacamento dos nodulos de grafita (espa¢os vazios) em um FFN
a partir de simulacdes com MEF. Os autores descobriram que a distribuicdo e espacamento
tem uma grande influéncia no comportamento do material. (PUNDALE; ROGERS;
NADKARNI, 1998) empregaram o MEF para calcular os mddulos de elasticidade efetivos
do FFN, assumindo os nddulos de grafita como espacos vazios. Seus resultados para
propriedades efetivas concordaram com dados experimentais obtidos. (ZOHDI, 2005)
realizou uma homogeneizacdo microestrutural mais confiavel usando elementos de volume
(EV) sobre diferentes partes de um material para assim encontrar o Elemento de Volume
Representativo (EVR) através de um processo estatistico. Nesta metodologia, sdo tomadas
pequenas amostras de materiais com diferentes distribuicbes das heterogeneidades, para
assim, mediante dados estatisticos obter a resposta global do material. Este autor sugeriu
que esta metodologia estatistica era mais precisa e confiavel que simplesmente determinar a
propriedades efetivas diretamente, devido as irregularidades das amostras. (BURONI;
MARCZAK, 2008) formularam um procedimento empregando MEC 2D para modelar as
propriedades elésticas efetivas do FFN. Neste trabalho, a anélise das tensdes nas inclusdes
foi determinada mediante funcdes de forma de base trigonométrica com o objetivo de
reduzir o custo computacional, no entanto, os nodulos de grafita foram simulados como
espacos vazios. (RODRIGUEZ et al., 2015) utilizaram o método de homogeneizacio

assintotica e EVR em 2D e 3D para investigar o comportamento de um FFN e avaliar as
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propriedades elésticas efetivas. A andlise foi desenvolvida via MEF e os resultados obtidos
permitiram concluir que os EVR em 3D apresentavam maior rigidez em comparagdo com
0s EVR em 2D, e que a causa dessa maior rigidez estava no fato de o modelo 3D considerar

forcas ‘hidrostaticas’ no interior da célula unitaria.

Mais recentemente, (FERNANDINO; CISILINO; BOERI, 2015) desenvolveram
um metodo para calcular as propriedades elasticas efetivas de um FFN austemperado por
andlise multiescala bidimensional utilizando MEF. Os resultados foram comparados com 0s
dados obtidos pelo teste experimentais. Os trabalhos experimentais consistiram em testes de
tracdo, analises de morfologia mediante MEV e testes de nanoindentacdo para identificar
tanto a rigidez da matriz ferritica e da incluséo grafitica. A partir dos dados experimentais
obtidos, foi possivel estabelecer a nodularidade do FFN estudado para a homogeneizagéo
do material. Segundo os autores, 0 modelo desenvolvido estava de acordo com os dados

experimentais.
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3. METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO (MEC)

3.1. Introducéo

Neste capitulo é apresentada uma breve introducdo sobre a teoria da elasticidade
linear dando suporte a introducdo do MEC e suas particularidades para implementacéo
numérica em 2D e 3D. Alguns exemplos numéricos em 2D e 3D sdo modelados para
validar a implementacdo numérica e seus resultados sdo comparados com a solucédo

analitica ou com resultados obtidos via MEF.

3.2. Teoria de elasticidade

3.2.1. Teorema de Cauchy

A teoria da elasticidade envolve variaveis tensoriais de diferentes ordens (escalares,
vetoriais, matriciais, etc.) que dependem das coordenadas espaciais utilizadas para formular
0 problema em estudo. Suponha-se um cubo com comportamento eléstico linear submetido
ao carregamento hidrostatico, mas em condic¢des de equilibrio (Figura 3.1). O tensor de
tensdes € simétrico, devido a garantia de equilibrio rotacional do elemento volumétrico do

material.

13 r> O-“

z

Figura 3.1 Forcas na superficie de um elemento.
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Definem-se os vetores de tensdo, que fisicamente, representam o resultado da
interacdo entre dois planos justapostos como o limite de tensdo quando a &rea tende ao
valor zero, como se mostra na Eq.(3-1).

. AF
t(xy)=Lim—=- (3-1)

Onde AF representa a distribuicdo de forcas em um plano de area AA. Este vetor
tensdo depende além da coordenada espacial do ponto, do vetor que caracteriza o plano de
interesse. Portanto, em um mesmo ponto existem infinitas possibilidades de vetor tenséo, o
que é conveniente para a definicdo do modelo mateméatico. O tensor de tensdes é
representado empregando a notagdo indicial de Einstein, ojj, a qual expressa as
componentes do vetor de tensbes segundo trés planos perpendiculares entre si (i, j, k),
chamasse estes planos como cartesianos (OXYZ). Entdo para a descricdo de um estado

temos as seguintes variaveis:

Esforcos diretos: a;4, 0,5, 033

Tens0es indiretas: 0,5, 03, 031, 021, 032, 013

Uma vez conhecido o tensor de tensdes é possivel obter o vetor de tensdes em
qualquer plano de interesse por meio da relacdo de Cauchy. A qual é dada pela Eq. (3-2):

t, =o;n, (3-2)
Assim pode ser escrever o tensor de esforcos como é mostrada na Eq.(3-3):
011 01, Oy

Oy Oy Oy (3-3)

031 O3 Oz

E possivel verificar que o elemento fica caracterizado por 9 componentes as quais
estdo relacionadas entre si pelas equagdes de equilibrio. Estas rela¢cbes podem ser dois

tipos: 1) EquagOes de momentum ou 2) equacdes de esfor¢cos normais.

Atribui-se as falhas nos materiais a ocorréncia de valores elevados de tensdo em
determinados pontos do solido. Isto leva ao interesse em se obter valores maximos e

minimos de tensdo que podem ocorrer em um ponto. Essas sdo as chamadas tensdes
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principais, e as dire¢cbes em que ocorrem sao as dire¢es principais. Na Eq. (3-4) pela

notacdo do Einstein o sistema de equagfes para um sistema em 3D ¢é apresentada.

ooy, N 00y, N 00,
oX, OX, 0%

+b, =0

00, N 00,, N 00,,
oX, OX,  OX,

+ b2 = O (3_4)

oo oo oo
31 + 32 + 33

+b,=0
oX,  OX, OX,

Onde cada um dos b; representa os componentes de forca no corpo. Os sélidos de
interesse devem estar sob equilibrio estatico ou quase estatico, o que implica considerar
insignificantes as forcas de inércia. A Eq. (3-4) pode ser também representada mediante a

notacdo de Einstein para efeitos de praticidade mediante a Eg. (3-5) :
o, ;+b =0 (3-5)

Onde a “virgula” denota a derivada com respeito a segunda variavel.

3.2.2. Deformacéo

As forcas internas que se aplicam sobre um corpo geram deslocamentos lineares e

angulares, para o caso proposto anteriormente se tem as Eq. (3-6) e Eq. (3-7).
1
&ij :E(Ui'j +uj,i) (3-6)

1
@i :E(ui,j _uj,i) (3-7)
Onde &€ um tensor simétrico de segundo ordem denominado tensor de

deformacgGes infinitesimais, e w;; € o tensor de rotacdo infinitesimal. Logo, o campo de

deslocamentos € expresso como a soma das deformacGes lineares e deformacgoes

rotacionais Eq.(3-8).

U; = (‘9ij + @y ) (3-8)
No que se refere a problemas simplesmente conexos, o0 campo de deformacdes deve

atender as condicbes de compatibilidade para garantir a continuidade do campo de
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deslocamentos. Tais condicdes sdo expressas pelas relacbes de compatibilidade de Saint-

Venant, e expressadas mediante a notacdo de Einstein como apresenta na Eq.(3-9):
Eiin TEwij —Cijt —€jik = 0 (3-9)

Quando uma estrutura é solicitada por forcas externas ocorre uma inducédo de forca
internas no corpo que segue uma distribuicdo continua. Deste modo, é conveniente ter uma
maneira de descrever a forma com que as forcas internas estdo distribuidas a fim de
conhecer a forma de transmissdo de esforcos ao longo da estrutura. A relacdo entre as
tensOes e as deformacdes no sistema estatico apresentado na Figura 3.1 estd dada pelas Eqgs
(3-10).

£ =(WE) o, ~(v)(o,+0,)]

&, =(VE) o, ~(v)(o, +o,)]
e, =(YE) o, ~(v)(o+o,)]

(3-10)
yxy =TZ/G
yyz =TX/G
Yu=7,/G

Onde E é 0 mddulo de Young, G o médulo de cisalhamento e v é uma constante que

depende das caracteristicas do material.

3.2.3. Lei constitutiva

A lei de comportamento linear ou equacgdo constitutiva linear de um material
elastico € escrita em notacdo indicial segundo a Eq.(3-11) o qual indica uma relacéo linear

entre os tensores de deformacéo e de tensoes:

S = CijmEim (3-11)
Onde C;jxm S30 as componentes do tensor constitutivo. Na notagéo de Voigt, a Eq.

(3-11) pode-se escrever como uma transformacao linear em 6 dimensdes:
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On _Cll Cio Ciz Gy G5 Cyp i (511
O Csy Gy Cuz Cyy Cy5 Cyg €2

) O33 L C31 C3z C33 C34 C35 Cyg ) €33 [
O3 Cs1 Caz Cuz Cuy Cus Cue 2&,; (3-12)
O3 Cs1 Cs2 Cs3 Csy4 Css Cog 281,
Oy | C61 Co2 Co3 Cos Cos Cop | \2‘912,

O tensor de elasticidade satisfaca trés simetrias Eq. (3-13).
Cijkm = Cjikm’ Cijkm = Cijmk’ Cijkm = Ckmij (3-13)

Dadas pela simetria do tensor de tensdes o;; = gj;, da simetria do tensor de
deformagdes ¢;; = ¢;; e do requerimento termodinamico de que o trabalho efetuado por um

material elastico em um ciclo de carga fechado e nulo, respectivamente. Além de isotropia

também permite reescrever a lei constitutiva segundo a Eq. (3-14)
Oy = A0 & + 218 (3-14)

Onde o parametro 1 é a constante de Lamé e u é o modulo de elasticidade
transversal. A expressdo acima é conhecida como Lei de Hooke generalizada para sélidos
elasticos lineares isotropicos. As Egs.(3-8), (3-11) e (3-14) formam o conjunto fundamental
de equacdes diferenciais do campo da Teoria da Elasticidade Linear. Esse conjunto possui
namero de incognitas compativel com o nimero de equag6es. Deste modo, para resolvé-las
é necessario especificar as condi¢Bes de contorno, que sdo particulares de cada problema.
Fisicamente, as condicfes de contorno representam a forma com que o sélido é suportado
ou a forma com que ele é solicitado. Geralmente se prescreve deslocamentos ou forcas de
superficie em partes complementares do contorno do solido gerando as condicBes de
contorno mistas. O conjunto formado pelas equacdes de equilibrio, compatibilidade,
constitutivas e as condicGes de contorno apropriadas é conhecido como problema de

valores de contorno (PVC).

Tendo em conta a Eq.(3-14) o comportamento anisotropico elastico linear fica
caracterizado por 21 constantes elasticas independentes. Estas constantes sdo dependentes
da estrutura interna do material. A inversa das relacfes de tensdo-deformacéo (Eq.(3-11))

séo as relagcdes deformacdo-tenséo de acordo a Eq. (3-15):
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Eij = SijkmCkm (3-15)

Onde S;jm € denominado tensor de complacéncia de quarta ordem o qual esta

relacionado com o tensor de elasticidade dado pela Eq. (3-16):
SijkmC:kmrs = ]/2 (5ir5js + é‘isé‘jr ) (3-16)
Onde &;; € o operador delta de Kronecker.

Admite-se que o sélido bidimensional de interesse seja representado por um

subconjunto Q c R?, o qual tem o contorno dQ = I' (Figura 3.2).

Figura 3.2 Esquema de MEC para problema elastico linear.

Agora, busca-se resolver as equacfes fundamentais de equilibrio da Elasticidade

Linear respeitando as seguintes condic¢des de contorno, Eq.(3-17).
u, (x) =0, xel,
t(x)=0;(x)n(x)=%, xel,

Onde #; sdo os deformagBes conhecidos, t; as forcas de superficies impostas e n; 0

(3-17)

vetor normal a superficie orientada apontando para fora. Como pode observar o contorno é
composto por duas partes complementares I' = I;, U I, de fato, esta divisdo é apenas
simbodlica servindo para diferenciar as condi¢fes a serem inicialmente impostas, a vez que

de fato, para cada ponto x € I" coexistem tanto forgas, quanto deslocamentos.
3.3. Formulacéo do MEC

Neste item € apresentada uma revisdo da formulacdo do MEC para elasticidade
linear bidimensional. Na sequéncia serda apresentado o procedimento matematico das

equacdes integrais do contorno 3D para problemas elasticos lineares e viscoelasticos.
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3.3.1. Teorema da Reciprocidade de Betti

A fim de obter a formulagdo classica de MEC duas premissas devem ser seguidas. A
primeira delas é dispor da formulacdo integral do problema, de preferéncia que envolva
integrais de linha e de superficie, que no caso dos problemas de elasticidade linear
compreendam a reunido das equacdes constitutivas, compatibilidade e de equilibrio em
apenas uma equacdo. A segunda € o conhecimento prévio da solucdo fundamental, que
nada mais é que uma solucéo particular do operador diferencial que rege o problema.

A formulacdo integral dos problemas de elasticidade pode ser obtida de varias
maneiras como, por exemplo: teoremas variacionais, principio dos trabalhos virtuais, por
meio do método dos residuos ponderados (MRP), conforme descrito por (BREBBIA;
DOMINGUEZ, 1987) ou, a que seré seguida, utilizando um teorema cléassico da Mecanica,

a saber, o teorema dos trabalhos Reciprocos de Betti.

Desenvolveremos o procedimento matematico para chegar a equacdo integral. Para
maiores informag&o indica-se a literatura apresentada em (M.H. ALIABADI, 2002). A
partir da equacéo de equilibrio (Eq.(3-5)) é possivel escrever a relacdo apresentada pela Eq.
(3-18):

[(oy;+b)uda=0

(3-18)
Q

Onde Q refere-se ao dominio com contorno I" do problema e u; é uma fungéo

ponderadora de deslocamento que sera determinada mais afrente. As tragGes oy; ;, as forgas

do corpo b; e os deslocamentos u; sdo funcdo de X € Q (X = x,y) para um corpo

bidimensional.

As integrais que estdo envolvendo os termos o;; ju; na Eq(3-18) podem ser escritas

conforme a Eq.(3-19) segundo a regra do produto:

ij,ji
Q Q Q

J.g. .U.*dQ:j(GijUi*)yde_JAGijgi’;dQ (3-19)

Desde que:
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»_ 1

;(a,,u, +oU] ) (320
_GIJUI j

Logo, pelo teorema da divergéncia tém-se:

[(ou) dQ:ja nudl = [tu/dr
T

: o (3-21)
Onde n; é o vetor normal do contorno I". Logo
IG,U dQ = It udl"— IO‘ g;dIl (3-22)
Usando as Eq.(3-21) e a Eq.(3-17) tem-se:
[tudT+ [buidQ = [ oy 55dQ (3-23
r Q Q
Agora substituindo a Eg. (3-14) na equacéo Eq.(3-23) resulta:
[oye;dQ = [[ 26,6764 +2u,8; |dQ 324)
Q Q
Como &;j&7; = e€mm Y Exk = 0;j€ij, €Nta0 a seguinte relagdo se cumpre:
E[ dQ I[ﬂ i Emm +2,u<9u]gudQ Ia £;dQ (3-25)

Logo, das Eq.(3-24) e Eq.(3-25) se cumpre a seguinte relacdo a qual é conhecida

como o Teorema da Reciprocidade de Betti Eq. (3-26):

1 tu'dl+ i bu'dQ = l tudr+ i bu.dQ (3.26)

3.3.2. Identidade de Somigliana

As equacdes integrais para os problemas de elasticidade agora podem ser obtidas a
partir do teorema da Reciprocidade de Betti, Eq.(3-26), ao tomar as forgas do corpo b; para
corresponder a uma forca pontual numa placa infinita, representado pela funcao de Delta de
Dirac A(X — X'):
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bi*ZA(X—X‘)ei (3-27)

Onde os componentes do vetor unitario e; correspondem as forcas unitarias
positivas na direcdo aplicada em X' e X, X' € . Para problemas bidimensionais, e; sdo
uma forca por unidade de espessura e para problemas tridimensionais a forca é puramente

concentrada.

A funcéo Delta de Dirac tem a seguinte propriedade:

£Q(X)A(X—X')d929(x') (3-28)

Agora, usando esta propriedade e 0 Teorema de Betti obtém-se:

!b,*uidﬂziA(X—X')eiuidQ:Ui(X')ei (3-29)

Os deslocamentos e as tracdes correspondentes a solucdo de uma forga pontual

podem ser escritos como:
u, :Uij(X ,X)ej (3-30)

£ =T;(X" X)e, (3-31)
A partir da EQ.(3-29) e da EQ.(3-26) obtém-se a EQ.(3-32) para problemas

bidimensionais:

u; (y) :I[ti (X)U; (%, y) —u; (X) Ty (X, y)77k]d1“+J‘biUij (x,y)dQ
T 2 (3-32)

A EQ.(3-32) é conhecida como ldentidade de Somigliana para deslocamentos e
representa uma formulacdo integral equivalente do PVC de Elasticidade Linear. Na
auséncia de forgas de volume, a identidade de Somigliana é escrita em funcéo apenas dos
termos de contorno, sem a necessidade do conhecimento de informac6es do que € imposto
na superficie do solido, evidenciando a carateristica do MEC com relagéo a diminuicao de
uma dimensdo espacial para realizacdo das anélises. Esta expressao € utilizada para resolver

a técnica computacional do MEC.
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3.3.3. Solucéo fundamental

3.3.3.a. Solucao fundamental 2D

Define-se a solucdo fundamental para os deslocamentos e as forcas de superficie
como.

1 1
Uj (% Y)Z—%(l—‘/)@—“‘”)"’g;@j T (3-33)

O ponto x é conhecido como ponto campo e o ponto de aplicacdo da forca
concentrada (ponto y) é conhecido como ponto de colocagdo, ou ponto fonte. Neste, quando
0 ponto fonte (y) se aproxima ao ponto campo (x) as equacgdes das solu¢des fundamentais se
tornam singulares. Deste modo, um estudo limite deve ser conduzido para avaliar a

natureza da singularidade e assim trata-las caso a caso analiticamente.

3.3.3.b. Solucéo fundamental 3D

A solucdo fundamental de Kelvin é derivada a partir das equac@es de equilibrio de
Navier-Cauchy, para um soélido elastico tridimensional infinitamente estendido. Na Eq.
(3-35) é apresentado a solugdo junto com o0s componentes cartesianos do campo de

deslocamentos u;(X), devido a um Unico ponto fonte no sistema e;(Y) na forma:

u; (Y)=U; (X.Y)e (Y) (3-35)
Onde

A
Uj (X,Y)=r[85ij+r,ir,ﬂ (3-36)
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A =1/[162G(1-v)]
B=3-4v
=X (X )-xi(Y) (3-37)

r2—rr
N

Onde os pontos chamados X e Y sdo respectivamente: 0 ponto campo e 0 ponto
fonte. E importante observar que e Eq.(3-36) é singular, isto é, tende ao infinito na medida
que o ponte fonte se aproxima ao ponto campo (quando r — 0). A solucdo fundamental
para as forcas de superficies e apresentada na Eq. (3-38).

_ —2GA

T. o

ij

|:C(nir,j_njr,i>+(3r,ir,j+C5ij>nmr,mi| (3-38)

Onde C=1-—2v.

3.3.4. Equacao integral de contorno

A identidade de Somigliana pode ser reescrita de uma maneira mais geral. Tomando
a Eq.(3-32) e tendo em conta que ndo se tem forcas de dominio, a identidade de Somigliana

pode ser expressa segundo a Eq. (3-39).
u; (y) =Jti (X)U; (x, y)dl“—juiTikj (x,y)ndr (3-39)
r r

Para a obtencdo da equacdo integral de contorno é necessario particionar o contorno de
integracdo I' de modo que seja possivel extrair a singularidade na medida o ponto fonte se
aproximar ao ponto campo durante o processo de integracdo, Figura 3.3 é a presentada a

forma como o contorno € particionado.

Figura 3.3 Aproximacéo do contorno ao ponto singular y.

50



Entdo a Eq. (3-32) pode ser apresentada como segue:

u(y)= _[ t (x)U; (x,y)dr - j uTy (X, y)mdl

r-I,+T, r-r+T,

(3-40)

Onde I7 e I, sdo contornos extraidos e inseridos, respectivamente. Agora, se
considera o limite quando o ponto campo se aproximar ao ponto fonte, isto é € » 0 e

efetuando as respetivas derivacdes se obtém a Eq. (3-41).
e, (V)u, () +PT; (%, y)u; (x)dT(x) = [U, (xy)t, (x)dr (3-41)
T r

Onde c;; € a constante, a qual depende da posicdo dos pontos de colocagéo, o
“circulo” na primeira integral indica que a mesma deve ser avaliada no sentido do Valor

Principal de Cauchy, u; e t; sdo componentes do deslocamento e as tensoes,
respectivamente; U;;, T;; sdo as solucdes fundamentais dos problema elastostatico, y é o
ponto de colocagdo, x ¢ o ponto no contorno ¢ Q ¢ o dominio. O termo c;; surge devido a

singularidade forte do ndcleo T;;, e vale:
1, ye Q
_J1
C; = E y € I'suave (3-42)
0, y foradodominio

3.3.5. Tensoes internas

O campo de tensdes em pontos internos ao dominio pode ser obtido a partir da Eq.

(3-15) utilizando as expressdes fundamentais da elasticidade linear, resultando em:
oy = [ Dy PdT = [ Su, dT + [ Db dO (3-43)
r r Q

Em que as matrices S e D séo expressos por:

Dkij =

- )r [(1_20)(5kir,j + 04T, _é‘ijr,k)-i_zr,ir,ir,k] (3-44)

dr(1-v
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or

G 2%[(1_21/)5”&4-‘/(6}'(”+5jkri)_4",i",j",k}+

P R— (3-45)
27(1=v)r 2v(ni(j(k + njri(k)+(l—2v)(2nk(itj +N,6, + niéjk)—(l—4v)nk5ij

Skij =

A Eq.(3-41) fornece o campo de deslocamentos procurado de forma analitica.
Entretanto, para obté-lo é preciso impor as condi¢cdes de contorno de forma continua ao
longo de todo o contorno, o0 que pode ndo ser possivel em problemas gerais. Além disso,
ndo se conhece a priori todos os deslocamentos e todas as forcas de superficie. Portanto, o
MEC propde uma maneira aproximada de impor estas condi¢Ges de contorno atendendo a
equacdo integral de forma aproximada. Isto permite que a EqQ.(3-41) seja utilizada para
encontrar os deslocamentos e forcas incdgnitas em um conjunto infinito de pontos e assim
obter a solucdo do problema. Ressalta-se que uma vez que o termo de dominio é conhecido,

sua correspondente integral é geralmente suprimida.

3.3.6. Formulacao Algébrica

3.3.6.a. Formulagéo Algébrica 2D

A fim de possibilitar o desenvolvimento do modelo computacional é preciso que se
disponha de uma formulacdo algébrica. Portanto, o contorno pode ser considerado, de
forma aproximada, como um conjunto de elementos de tamanho finito. Existe a
possibilidade de utilizar elementos continuos ou descontinuos. Na Figura 3.4 é apresentado
um esquema de “discretizacdo” de uma mostra eliptica bidimensional com elementos

lineares.

Figura 3.4 “Discretizacdo” de um problema de MEC.

Neste trabalho sdo utilizados os elementos quadraticos descontinuos, isto € que as funcbes
interpoladoras dos nds em cada elemento sdo funcdes de forma de segundo grau e seus nos

extremos estdo distanciado entre cada elemento. Na Figura 3.5 é apresentado o efeito da
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interpolacdo levada a cabo mediante as funcGes de forma. Neste caso, o sistema real é
substituido, mediante as funcfes interpoladora, por um sistema de referéncia intrinseco

onde as variaveis de interpolacédo ¢ varia de —2/3 até 2/3.

A A

X
(x3'y3) é;
§=2/3
(xz;yz) f =0
§=-2/3
(xlﬂyl) y

Figura 3.5 Representacdo dos elementos de forma quadratico descontinuo

As funcdes interpoladoras da segunda ordem para 0 mapeamento intrinseco estdo
dadas segundo a Eq. (3-46).

9 3
N =& =&E——
(&)=¢ [ 8 S 4j
9 .o
N, (§)=1-7¢ (3-46)
9 3
N =& =&E+—
(&)=¢ ( 3 S 4j
De forma geral, elementos descontinuos sdo mais indicados em locais que exista
descontinuidade do vetor normal, ou de forcas de superficie, como em cantos, por exemplo.
Pode-se agora escrever a geometria e as variaveis nodais em fungdo de &, EQ.(3-47).

x=N(&)% +N, ()% + Ny (), (3-47)

O uso de polindmios de Lagrange para a parametrizacdo é frequente, embora o
aumento da ordem do polindbmio possa levar a oscilagdes de resultados nas extremidades

dos intervalos. Assim, escolhe-se um conjunto de k pontos sobre o contorno local,
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chamados néds, normalmente com distribuicdo uniforme, em relacdo a qual a

parametrizacdo € conduzida:

X (&)=¢ (&% (3-48)

Em que x{ representa o conjunto de coordenadas nodais e ¢, € o conjunto de

funcdes de forma fornecidas por polinémios de Lagrange de grau k — 1, tal que:

-4
W)—H  — & (3-49)

A presente tese faz uso de elementos de contorno isoparamétrico, isto significa que
0 mesmo conjunto de fungdes de forma utilizado para aproximar a geometria, é utilizado

para aproximar as variaveis de contorno:

k
U (&)=a(&)u (3-50)
k
t (&) =4 () (3-51)
Sento uf o conjunto de deslocamentos nodais, e t¥ o conjunto de forgas de

superficies nodais. Essas ado¢des permitem reescrever a Eq.(3-41), suprimindo o termo de

forcas de volume, da seguinte maneira.

% () Mé:i[f T, (v:x($)) mé)J«:)ds}
Ne m (3-52)
EE[IU v x(£) ﬂ(é)J(é)di}te'

Em que [ € o nimero de nés que varia de 1 ate m para elementos lineares,
quadraticos, etc. Enquanto x(§) € ponto fonte, uf Le te’ séo as deformacoes e forgas de

superficies do no local [ sobre o elemento el, respetivamente. Note que existe uma
transformacéo entre o espaco euclidiano e o espaco adimensional padrdo que permite o uso

de quadraturas de integracao, sendo o Jacobiano fornecido por:

_ds _ ffax Y (dxY
J(g)_dé_\/(dfj +(d§j (3:53)

54




Para calcular os integrais da EQ.(3-52) é necessario avalid-las segundo o valor
Principal de Cauchy. Fazendo corresponder a um dos noés do elemento, a Eq.(3-52) pode ser

expressa da seguinte maneira:

Ne m Ne m
c; (Y)u, Y)+Z|Zhe'u Z.Z gt} (3-54)
e=1 I=1 e=1l I=1

Em que h® e g¢ representam as integrais ja avaliadas.
A forma algoritmica é apresentada no Algoritmo 1.

Algoritmo 1 Algoritmo da integracdo de Gauss da equacdo integral de Contorno

For i=1 até N _Sub-regides
NOS FISloc, ELEM FISloc, NOS GEOloc, ELEM GEOloc, CDCloc
For j=1 ate NE (Numero de elementos da sub-Regido 1)
Determine as coordenadas dos nés de cada elemento
(x1, yl, %2, y2, %3, y3)
For no=1 até Nf (Numero de nds fisicos)
Determine Jac ( Jacobiano )
Compute eet (Varidvel de Telles)
For ii= 1 até NPG(Numero de pontos de Gauss)
Use Algoritmo da Transformada de Telles
Assign Material € (E, v, G, h)
Compute ¢ (Funcdes de forma)
Compute U, P;

Assign U = [U44 U45
US54 U55]
Assign P = [P44 P45
P54 P55]

Assign Ge = U*9
Assign He = P*}
Assign HS44 = P44; HS55 = P55; HS45 = P45; HS54 =
P54;
Assign FCij = [HS44 HS45
HS54 HS55]
Sum He = FHe*Jt*Wg(ii) *Jac
Sum Cije = FCij*Jt*Wg(ii) *Jac
Sum Ge = FGe*Jt*Wg(ii) *Jac
End
Assign H(Jj, no)=h el (no)
Assign G(j, no)=g_ el (no)
End
Assign H=H-Cij
Aplica condigdes de contorno
End
H,G Da i-esima sub-regiéo
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3.3.6.b. Formulacéo Algebrica 3D

A equacdo integral de contorno é expressa em forma algébrica segundo a Eq.(3-55):
i ()u (¥) = 22 JU, (x(). v, (x(£))ds (x(£)) -
> T (x(£). Y)u, (x(£))ds (x(£))

nls

(3-55)

Onde S, é a porcdo do elementoe S = Y¥N_. S,

Os tipos de elementos deste modelo sdo Quadrilaterais de 4 no6s (Figura 3.6) e
quadrilaterais de 8 nds (Figura 3.7).

XZ
Ny N3
(- Q
Xl
© o
ny Ny

Figura 3.6 Elemento quadrilaterais Lineares de 4 nos.

X2
Ny N7 N3
@ O 9
Ng Ne
© Q X,
e T ]
Ny Ns N2

Figura 3.7 Elemento quadrilaterais quadratico de 8 nds.
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Na Tabela 3.1 é resumida na linguagem matricial entre os nds de cada elemento, e

suas respetivas coordenadas geométricas no sistema de referéncia intrinseco:

Tabela 3.1 Elementos e nos para 0 modelamento em 3D.

Elementos de 4 nos

N6 n: nimero do ng, [N, X1, X5, X3]
X;: Coordenadas dos nos
Elemento N: nimero do elemento [N, ny, ny, N3, n4j

Ni: n-ésimo né

Elementos de 8 nés

NG n: nimero do no, [N, X1, X2, Xs]
Xi: Coordenadas dos n6s
Elemento N: nimero do elemento [N, ny, ns, Ny, Ng, N3, N7, N4, Ng] OU

Ni: n-ésimo né [N, ny, ng, Ng, Ny, Ns, Ng, N7, Ng]”

O primeiro passo é subdividir o contorno S da regido de interesse dentro de
suficiente nimero de elementos (S,,). Os elementos devem ser agrupados em pedacos
continuos a aproximagdo do contorno. Um maior nimero de elementos usados para esse
proposito da uma melhor aproximacdo, mas para manter uma eficiéncia computacional é
necessario especificar a menor quantidade de elementos possiveis. Cada elemento do
sistema coordenado global x; é interpolado entre as coordenadas x;* dos nds desses

elementos através das fungdes de interpolacéo:

X =2 N, (&)X (3-56)

n=1
Onde M é o nlmero de nd. Os parametros &, 1 sdo as coordenadas intrinsecas,
definidas pelo sistema de eixos curvilineos, o qual esta sempre tangencial ao elemento.
Definem-se, as coordenadas intrinsecas para um elemento normalmente com valores de +1.

Figura 3.8.
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n=1

X2
X1 &1

Figura 3.8 Sistema coordenado local (intrinseco).

No sistema de coordenadas intrinseco, estes elementos séo placas quadradas (Figura
3.9), e temos trés nos por lado.

N
4 8 <!
&1 6 -
9
1 5 2
n=-1

Figura 3.9 Serependity de 8 nds por elemento.

Os elementos sdo quadrados no sistema de coordenadas intrinseco, mas o
mapeamento quadratico a partir dos elementos reais pode ter a geometria real da amostra.
Isto &, o elemento pode ser um quadrilatero, curvilineo, etc. (como por exemplo, na Figura

3.9). As 4 esquinas estdo associadas com as fungdes de forma segundo as Eq.(3-57).

Ny (617) = 3 (=€) (=) (-1-¢ )
N, (¢1) =5 1+ £) (1) (-L+£=1)
Ny (&7) = 5 (1+£) (L) (L& +7)

N, (6.7) =4 (4= &) (L+n) (L& +n)

(3-57)
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Estas equacdes padronizadas, e suas relagdes entre as coordenadas intrinsecas dos

nés 1-4, sdo evidentes.

As funcgdes de forma para os n6s nas metades s&o:

Ns(m)%(l—égz)(l—n)
N, () =5 (1+6) (117
1 (3-58)
N; (&) =5 (1+¢%)(2-n)
N, (£m)=5 0+ £)(a-r)

A natureza quadratica destas funcGes de forma, é evidente partir dos termos de &2 e

0 n2. Mas ndo constituem um conjunto polinomial devido a que estes nédo sdo é2n2.

3.3.6.c. Interpolacéo dos campos

As variagdes dos deslocamentos e das forcas sobre cada elemento pode ser descrita
em termos dos elementos nos valores nodais, da mesma maneira em que a geometria é
interpolada entre os valores nodais, apesar de ndo ser necessario, € conveniente fazer o uso
precisamente das mesmas funcbes de interpolacdo para estas quantidades, em quanto seja
feita a geometria. Até aqui, as fungdes isoparamétricas, as tragdes e os deslocamentos
coordenados (&,n), sdo interpolados entre os valores nodais, identificados por superindexes

a, usando as equacgdes.

M

U (&m)=D N, (&m)uf
(3-59)
t; (5’77) = nz_ll N, (98177)tin

Onde n denota 0 n-esimo n6 no M-enésimo elemento. Estes elementos de familiar
metodologia serdo denotados como os deslocamentos tracfes necessarios, que ndo sao
interpolados pelas fungbes de diferente ordem e s&o indexadas, mas pode conferir uma

altura, isto poderia ndo ser necessario, devido a complicacdes ulteriores.
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3.3.6.d. Elementos Isoparamétricos

A formulacdo dos elementos de contorno isoparamétricos para elementos lineares e

pode ser escrita como:

eju(y) = 3 S (x()[Uy (x(2). )M, (25 (x(2)) |-

Ne [ N, (3'60)
S St (NG (x() )N, (x() s (x(2)

1= =. S

Onde N, é o nimero total de n6s em i-esimo elemento.

Tanto a malha do EV como dos nodulos de grafita nodular sdo discretizadas com
elementos isoparamétricos quadrilaterais de 4 nds, tal como é apresentado na Figura 3.10.
a)e b).

56640

0.056 -

S

0.054

> 0.052

A X
X \/

=
&

vavA R AVAN

D A\

A
JAEE
v

.

[=1

a0

ALK

10 Sm

¥ 0

0.055

Figura 3.10 Malha modelo tridimensional.
a) Malha do EVR, b) Malha nodular sitética.

A soma dupla na Eq.(3-60) deve ser avaliada, considerando que alguns nds sejam
compartilhados entre elementos, e os valores de forcas e deformacgbes estejam bem
definidos. Aqui é adaptada uma estratégia de arranjo que pode permitir, por diferentes
valores de forcgas prescritos, coletar os valores de deslocamento de elementos por elemento.

Segue continuacdo a estratégia vendo da Eq. (3-60), reescrita como:

N N,
C(yj)u(yj)+Z_1:Hjiui :Z_J;Gjiqii j=1..,N (3-61)
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Onde N € o nimero total de nos que constituem o contorno discreto, Hy; feita a partir
da primeira integral na double suma na Eq. (6-19) e Gj; representa a segunda integral

double na Eg. (6-19). Isto pode ser escrito em forma matricial como segue:

[c]{u}=[G]{t}-[ H J{u} (3-62)
Onde os vetores {u} e {t} c constituem o conjunto completo de vetores de

deslocamento e tracdo, respetivamente e [c], [G] e [H'] sdo as matrizes de coeficientes dos

termos da integracdo. Este sistema pode se escrever segundo a Eq. (3-63):

N N,
Z H;u, = ZGijqi (3-63)
i1 i1

Onde [H] = [H'] + [c]. A técnica de colocacdo, agora pode ser aplicada para todos
0s pontos nodais e elementos do contorno discreto e, portanto, o sistema de N equagdes

pode ser escrito na seguinte nota¢do matricial:

Hu =Gt (3-64)
Onde H e uma matriz N x N, G € uma matriz retangular N X N, u um vetor de
deslocamento N X 1 e g um vetor de tragdo N, X 1. Ao substituir as condigdes de contorno

no interior do sistema resulta em um novo sistema algebrico que pode ser escrito na forma

matricial como:

AX=Db (3-65)

Onde x € o vetor que contém deslocamentos de contorno desconhecidos, A é a
matriz de coeficientes a qual é ndo simétrica e cheia e b é obtido ao multiplicar as
Condigbes de contornos prescritas pela correspondente coluna das matrizes G e H. O

sistema da Eq.(3-65) pode ser resolvido diretamente avaliando a inversa de A.

3.3.7. Singularidade

3.3.7.a. Forte 2D

Os termos da matriz H sdo da forma 1/r que é chamada de singularidade forte
(Integral no sentido do valor principal de Cauchy). Esta singularidade pode ser extraida de
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maneira direita mediante a movimentacdo do corpo rigido. Isto é assumindo que as forcas

de superficie em qualquer ponto do contorno sejam zero, assim, tem-se:

Hv? =0 (3-66)
Onde v4 é um vetor que para todos 0s n6s tem deslocamentos unitarios ao longo da
direcdo q e zero na outra dire¢do. Logo, para satisfazer a Eq (3-66) tem-se:
N
H, = _J_Zl: Hij =i (3-67)

Sendo j impar.

Os termos da diagonal da matriz H sdo iguais a soma de todos os outros termos fora

da diagonal correspondentes ao grau de liberdade em consideracéo.

3.3.7.b. Forte 3D

A Eq.(3-60) possui uma singularidade forte. Esta equacdo é implementada aqui para
um caso finito. Contudo, a extracdo da singularidade é feita mediante um movimento de

corpo rigido do deslocamento ;" na n-seima diregdo cartesiana, as superficies de traces

devem ser todas igual a zero. Assim:

*“_—0 (3-68)

Substituindo esta equacdo na Eq. (3-64) € obtida a seguinte matriz:

[H]{1}" ={0} (3-69)

Onde {I}™ é o conjunto de n vetores colunas, na qual (para todos 0s nos), os
deslocamentos unitarios sdo prescritos na n-enésima direcdo e os deslocamentos nulos nas
outras diregdes. Da EQ.(3-69) os coeficientes da sub-matriz singular para o k-ésimo né (o
qual aparece na diagonal da matriz H) pode ser determinado a partir da soma dos elementos

fora da diagonal.
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[HT = (6 D3 H]

(3-70)

)

Onde N é o nimero de nos, e os sub-indices i e j variam de 1 até 3 (trés direcGes), é

os sub-indices k e m referem-se aos nés.

3.3.7.c. Fraca 2D

A matriz G contém termos da forma log(r), e é chamada de singularidade fraca.
Esta pode ser avaliada pela quadratura de Gauss com uma transformacdo de varidveis
proposta por (TELLES; BREBBIA, 1979) o qual implementa um procedimento para a troca
de variaveis para fazer a integracdo dos pontos onde a distancia entre os nds é muito
préxima. A transformacdo de varidveis faz com que o Jacobiano resultante da
transformacéo cancele a singularidade ou debilita o efeito da singularidade suficientemente
de maneira que uma baixa ordem de quadratura poderia ser usada para efetuar a integracao.

A simples transformacéo é dada por

77=77+%(1—(77)2) (3-71)

Para a singularidade em n = 1 o jacobiano da transformacéo é dado segundo a Eq.
(3-72).

_dn_ .
= =(1-7) (3-72)

Com a finalidade de ilustrar o efeito de tal transformacédo, considere,

j_llln(l—n)dn=2jl|n(1_7"j(1—77)d77 (3.73)

Onde a integral no lado direito da equacdo anterior é agora regular. A transformacédo
baseada num polindbmio de terceiro grau foi também desenvolvida por Telles para tratar
com singularidades com um intervalo de integracdo de [-1, 1]. Considere o polindmio de

terceiro grau.

n(&)=as’+b&? +c&+d (3-74)

Ao impor as seguintes condigdes:
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C
de? )

d
(&), -0 619
n (1) =1
n(-1)=-1

Onde n’ séo o ponto no qual a integral é singular.

As constantes na Eq.(3-74) séo avaliadas.

= z2
a=_ Lt . po__3¢ . c=_ %

(+e®) (&) (1+&%)
Onde € é w o valor de £ a qual satisfaca n(§) = 7 e é dada pela Eq. (3-77).

E =y (7 -1)+|7* 4] +{[ 7 (7 1) -1+ (3-77)

Usando a transformacdo acima (Eq. (3-77)) temos que:

d=-b  (5.76)

[(£-8) +&(82+3)]| 3(2-&7)
(1+3§_2) (1+3§2)

[ fyn=] 1 d&  (3.79)

A caracteristica da EQ.(3-78) que concentra automaticamente 0s pontos de

integracdo perto da singularidade.

O algoritmo numérico é apresentado a continuacao.

Algoritmo 2 Substituicdo de Variaveis de Telles.

Input gamm, eet;

Assign eest = eet”2 - 1;
Assign terml = eet*eest + abs(eest);
Compute terml

Assign term2 = eet*eest - abs(eest);
Compute term?2

Sum GAMM = terml + term2 + eet;
Assign Q = 1 + 3*GAMM"2;
Assign A = 1/Q;

Assign B = -3*GAMM/Q;
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3*GAMM"2/Q;
_B;

Assign C
Assign D

Sum eta = A*gamm”3 + B*gamm”2 + C*gamm + D;
Sum Jt = 3*A*gamm"2 + 2*B*gamm + C;

3.3.7.d. Fraca 3D

Para extrair a singularidade da equacdo integral de contorno é empregada a técnica de
subdivisdo de elemento, desenvolvida por (LACHAT; WATSON, 1976). Esta técnica
consiste em particionar o elemento quadratico segundo a localizacdo do ponto fonte. Se o
ponto fonte estd numa esquina do elemento entdo o elemento quadratico é particionado em
dois triangulos (Figura 3.11a), e se o ponto fonte se colocar em um lado do elemento

quadraticos entdo dito elemento € particionado em trés sub-elementos (Figura 3.11b).

Figura 3.12)Subdiviséo do elemento para extra(k;)%o da singularidade
A técnica consiste basicamente no mapeamento de subelementos triangulares ao
interior do espaco quadrilateral intrinseco. Como pode ser observado na Figura 3.12 0s n6s
1, 8 e 4 do elemento intrinseco sdo coincidentes com o ponto fonte Y. Como resultado
deste procedimento de particdo o jacobiano da transformacéo € de ordem r, onde r € a
distancia a partir do vértice Y. ver (GAO; DAVIES, 2002).

4 T 3
L
n
g T_,e
2 ¢
&
1 5 2

Figura 3.12 Mapeamento de subelementos.
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Como consequéncia, isto elimina a singularidade fraca e a integral pode ser
avaliadas pela quadratura de Gauss normal. Devido a que a transformacéo a partir de um
sistema coordenado intrinseco a um sub-elemento intrinseco coordenado é linear, € possivel
um procedimento alternativo. Neste caso, um conjunto de coordenadas intrinsecas ¢’ e n’

com a origem no centro do elemento € definido para cada sub-elemento (Figura 3.13).

7 4 3
4 3
.  GEEE 1
8
: I g
1 1
) °
Y %125 1 2

Figura 3.13 Subelementos intrinseco do sistema coordenado.

As fungdes de forma linear (Figura 3.14) agora sdo usadas para determinar as
coordenadas intrinsecas para um ponto no novo sistema coordenado intrinseco, como
segue:

4 3

(-1,1) L (11)
y ((1-D) : @, -1)
1 2

Figura 3.14 Elemento linear de 4 nos.

(&)= N, (&)

(3-79)

M- 1M

n(&n)=> N, (&.7)7"

I
JuN

n

Onde as fungdes de forma lineares séo:
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N (&) =5 (1= &) (1-7)
N (€07) =5 (r &) (1)
N, (7)) = (14 £) (1) e
N, (£17) =5 (=)o)

Os parametros ™ e n™ sdo os valores nodais do sistema coordenado intrinseco
original. Se o elemento é particionado em N, subelementos a integral singular assume a

forma

jf(Y X )dI = jjf(g 7)3 (&,7)d&dn

T, -1-1

N, 11 (3-81)
Hf En) (& n)3, (& n)dsdn

S

s=1 _

Onde & significa £(¢',n"), n significa n(&',n"), e Js(&',n") é o Jacobiano da
transformacéo desde a origem até o novo sistema coordenado intrinseco.

o&(&.m') on(&.n)
S 0(&m) o& o&
‘Js 5, -~ = . , , , (3-82)
(&) o(s.n) |oc(s.) an(&.n)
on on

O jacobiano J¢(¢',n") tende a zero na media O(r) —» 0 desde que o sistema
coordenado intrinseco original, dos nos associados com o ponto fonte P tomam o mesmo
valor no subelemento transformado. Isto é, n6s 1 e 2 na Figura 3.13 sdo coincidentes

configuracao.

51 = 52 ==
m=n,=-1 (3-83)
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3.3.8. Formulacdo do MEC por sub-regides

A continuagdo apresenta um estudo de MEC com sub-regides. Conforme mostrado
na Figura 3.15 as sub-regifes as quais representa as inclusbes séo circulares e sdo

discretizadas por 4 elementos quadraticos descontinuos.

Figura 3.15 Problema de sub-regides.

A Tabela 3.2 resume os termos utilizados no sistema de MEC por sub-regides.

Tabela 3.2 Simbolos representados no sistema de MEC para sub-regifes.

Simbolo Representacao

r Parte externa de contorno da zona. Q*

il Contorno entre as zonas Q' e Q.

ul ¢ Deslocamentos e tragdes nos nds em I'/ como parte da zona Q.

H' G Partes das matrizes de H e G obtidas da zona Q' os quais multiplica u‘e t
respectivamente. ' o

HY GY Partes das matrizes H e G obtidas para a zona Q' que multiplica ue tY,

respectivamente.

Fonte: (BREBBIA; DOMINGUEZ, 1987)

Onde, as equagdes matriciais para o problema serao:

Paraazona Q':

L U L 7t
':H H }{ulz} - I:G G :I{tlz} (3-84)

2
Paraazona €2°:

H21 21 21t21 (3-85)
As condicOes de equilibrio de forcas e compatibilidade de deslocamento sobre os

contornos internos (interfases) I'/ sdo dadas pela Eq. (3-86).
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u12 — U21

12 — 2 (3-86)

Agora, o sistema de Eqgs. (3-85) ficam da seguinte maneira:

21 21 u12
[H* G ]{tu }=° (3-87)

Logo, juntando as Eq.(3-85) com as Eq. (3-87) chega-se ao sistema apresentado na
Eq. (3-88).

u

Hl H12 _612 O u12 Gl 0 tl

|:O H 2 621 0:| t12 =|:0 0}{0} (3'88)
A EQ.(3-88) representa a formulacdo para sub-regiGes. Para mais detalhes

remetemos ao leitor aos trabalhos de (BREBBIA; DOMINGUEZ, 1987).

3.4. Exemplos

Dois exemplos apresentados no trabalho de (YAO; KONG; ZHENG, 2003) foram
reproduzidos com o objetivo de ilustrar e validar a formulacdo de sub-regiGes. Alguns
outros tratamentos analiticos sdo apresentados por (KASAYAPANAND, 2008;
OGBONNA, 2015; SEZAWA; KOGAKUHAKW]I, 1931; SHIOYA, 1967; THIBODEAU;
WOOD, 1938).

3.4.1. Exemplo I: Placa com uma inclusao

O primeiro exemplo consiste numa chapa metédlica no quai vai se estudar a
influéncia de uma inclusdo em seu interior, conforme Figura 3.16. As analises foram
comparadas com FEM e com a solucdo analitica. A chapa estd submetida a uma tenséo
constante em suas faces esquerda e direita, enquanto que as demais faces estdo com

condig&o de deslocamento restrito na diregéo y.
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Figura 3.16 Modelo de placa infinita com inclusdo.

ANAEEREN;
)

A solucdo analitica esta dada pela Eq.(3-89).
lo,| =tj1—2*cos 26] (3-89)
Os lados da placa tém dimensdes de a = 100mm, raio da inclusdo circular € de
r =2mma forga de tracdo t = 10MPa, e as propriedades dos materiais foram de:
E, = 10MPa v = 0.3 para a matriz metélica e, E, = kE; v = 0.3 para inclusdo. Neste
caso a variavel k (k = 10~*®) foi escolhida para simular um material de pouca rigidez de
maneira a assemelhar uma matriz com um espaco vazio. O material da inclusdo foi dividido

em 4 elementos quadraticos descontinuos. Os resultados estdo apresentados na Figura 3.17

onde se faz a comparacao dos resultados analiticos com a curva simulada.
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Analitica
—S— MEC
Y —=— FEM
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0 45 90 135 180 225 270 315 360
Tetha(®)

Figura 3.17 Esforgos circunferenciais |o0|da interface matriz-incluséo.

Neste caso, é evidente que o maximo esforco circunferencial tem sido em 3t =
30MPa quando 0 é igual ao 90" ou 270°, e o valor minimo foi de zero quando 6 foi igual
a0 30°,150°,210° ou 330°. Pode-se observar que os resultados numéricos estio de acordo
aos resultados analiticos. Pode-se observar igualmente que a reducdo de elementos foi
significativa com respeito aos trabalhos de (YAO; KONG; ZHENG, 2003). Os autores
empregaram 10 elementos constantes na interfase da inclusdo, e neste trabalho foram

empregados apenas 4 elementos.

3.4.2. Exemplo I1: Placa com duas inclusdes

O segundo exemplo considera desta vez uma placa com duas inclusdes, conforme o
trabalho de (YAO; KONG; ZHENG, 2003), e apresentado na Figura 3.18.
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Figura 3.18 Placa com duas inclusdes proximas ao centro.

Neste modelo computacional a = 100mm , o raio das duas inclusdes foi de
r = 5mm, 0 comprimento minimo entre as duas inclusées foram de b = 0.5mm. As
propriedades dos materiais foram de: E; = 10MPa e v, = 0.3 para a matriz e de e
v, = 0.3 para inclusdo. O modelamento da incluséo foi feito supondo ele como se fossem
espacos vazios, para o qual, se fez com que E, fora demasiado pequeno (k = 10~1%). Cada
inclusdo foi discretizada com 4 elementos quadraticos discontinuos. As tensdes de von-

Mices para um um quarto de inclusdo é mostrada na Figura 3.19.

x 10
3 T T T T

—©— 4 Elem. Quad. Disc
—FH— 10 Elem. Quad.Cont
2.5+ —<%— 20 Elem. Quad. Cont

1.5+~

VM[P4]

0.5

-50 (0] 50 100 150 200
Tetha(®)

Figura 3.19 Esforcos de von-Mises para um quarto da matriz de inclusdo usando
MEC.
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Pode-se observar que os esforcos de von-Mises incrementam suavemente com 0sS
resultados obtidos com a solucdo analitica, mostrando um pequeno desfase em 180°. Isto
pode ser devido & proximidade das inclusGes o qual incrementa os fatores de concentragdo

de tensoes.

3.4.3. Exemplo I11: EV 3D com uma inclusao

Neste caso 0 modelo desenvolvido foi comparando com o método dos elementos
finitos segundo se apresenta na Figura 3.20, onde foi derivada as tensdes de von Mises na

superficie superior de cada um dos EV.

M ﬂ
0,000 0,050 0,100 {m)
— — ]

0,025 0,075

Figura 3.20 EV para modelo tridimensional a ) MEC, b) FEM.
Os resultados da curva de convergéncia sdo apresentados na Figura 3.21.

10 wvon Mises
22 T T T T T T T

Figura 3.21 Resultados da esfor¢o no contorno do EV.
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Pode ser observado uma grande concordancia entre os resultados com FEM e os
obtidos com MEC. A diferenca nas laterais da superficie, pode ser devido ao tamanho do
elemento empregado em cada um dos modelos. Para o Modelo MEC os tamanhos dos
elementos sdo relativamente maiores que 0s elementos empregados no FEM. Isto devido ao

custo computacional que requer a geracdo de uma malha muito refinada do EV.

3.5. Conclusdes

Neste capitulo, foi apresentada a formulagdo do MEC por sub-regides para
problemas multi-dominios, onde os resultados foram validados com os dados analiticos e
numéricos reportados previamente na literatura. Para isso, foi modelada uma placa com
uma inclusdo circular de propriedade mecanicas diferentes. As dimensdes da inclusdo com
respeito a chapa foram escolhidas de tal modo de assemelhar uma inclusdo no interior de
uma chapa infinita. A razdo imposta de k = E;/E, foi escolhida de maneira a ser
suficientemente baixa para tentar aproximar a uma placa com um espaco vazio e valida-la
assim com a solucdo analitica. Os resultados obtidos com MEC mostraram estar de acordo
com a solucdo analitica. lgualmente, fez-se a comparacdo com FEM empregando um
software comercial, onde se mostrou que o MEC foi mais eficiente pela simplicidade da
malha e boa convergéncia a solucdo analitica, além de ter uma menor quantidade de

elementos comparados com os trabalhos da iteratura.
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4. ENSAIOS EXPERIMENTAIS

4.1. Introducéao

Neste capitulo € apresentada a analise experimental do FFN GGG-40. Os dados
obtidos sdo empregados posteriormente para suporte e a validagdo do modelo numérico de
homogeneizacdo. Em primeiro lugar é apresentado um breve resumo dos diferentes tipos de
ferros fundidos e suas diferencas com o ferro fundido nodular. Faz-se uma breve
recompilacdo bibliografica dos principais modelos numéricos desenvolvido para analisar
esses tipos de materiais. Logo, € apresentado em forma sequencial, a metodologia
experimental deste trabalho que consiste na caracterizacdo microstrutural, medicdo dos

tamanhos de grdos e determinacédo das propriedades mecanicas.

Foi realizada uma caracterizacdo microestrutural mediante Microscopia 6ptica Laser
(Confocal). A caracterizacdo da forma dos nodulos de grafita foi feita mediante Micro-
tomografia computarizada por raios-X (Micro-CT). Para a determinacdo das propriedades
mecanicas foram realizados testes de dureza, microdureza e ensaios de tracdo-deformacao.
A composicdo quimica foi determinada por Microscopia Eletronica de Varredura (MEV)
mediante a técnica de difracdo de raios X (DRX). Com a informacdo do tamanho do
nodulo médio da grafita, nodularidade, modulo de riguidez e composicdo quimica do
material foi possivel a avaliacdo dos diferentes modelos numéricos desenvolvidos o qual

sera apresentado nos capitulos subsequentes.

4.2. Ferros Fundidos

O ferro fundido é um dos materiais mais antigos desenvolvidos pelo homem. Se tem
registros de partes na China desde o século VI a.C , onde os primeiros ferros fabricados
foram de cinza maleaveis. Porém, o ferro fundido nodular (também conhecido como ferro
ductil) foi desenvolvido até 1948 (BRADLEY; SRINIVASAN, 1990). Neste ferro, a alta
concentracdo de carbono € responsédvel pelas propriedades mecénicas e facilidade da
manufatura, também é responsavel pela degradagdo da ductilidade e a tenacidade a fratura.
O carbono, neste material estd presente principalmente como grafita esferoidal também

chamado de grafita nodular. Esta configuracdo da grafita possibilita, em muitos casos, o
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aparecimento de fraturas quando este tipo de material € submetido a niveis relativamente

baixos de esforgos.

Uma das caracteristicas mais importantes nos ferros fundidos é o tipo de matriz
ferritica a qual varia dependendo dos processos de fabricacdo e dos tratamentos térmicos
posteriores. Dependendo destes fatores, também € possivel a determinacdo do tipo de
inclusdes o qual corresponde a acumulagdo do contetido de carbono que pode se apresentar

como lamelas, agulhas, nodulos, etc.

4.2.1. Tipos de matriz

Dependendo da composicao do ferro e dos tratamentos térmicos depois do processo

de fabricacdo, se pode conseguir uma variedade de matrizes metalicas.

4.2.1.a. Matriz ferritica

A matriz ferritica é obtida geralmente através de um processo de austemperado do
material depois da fundicdo [Normas ASTM 897M e EN1564]. Com isto, se consegue uma
formacdo completa de ferrita ao interior da microestrutura ja que durante a transformacao
bainitica que acontece na austémpera, a austenita tem tempo suficiente para se transformar
em ferrita. Para obter uma ferrita fina é necessario inserir uma quantidade suficiente de
silicio durante o processo de fundicdo. Isto ajuda a nucleacdo de particulas de carbono
durante o resfriamento e uma boa consisténcia com a fase ferritica. Para obter uma
completa estrutura ferritica no caso do ferro fundido, é necessario resfriar o ferro numa

velocidade de resfriamento relativamente lento.

A ferritizagdo pos-solidificacdo da matriz pode ser feita de duas formas: uma é
mantendo constante a mistura acima da temperatura critica (chamada um recozimento
critico) por um curto tempo ou mantendo a mistura baixo a temperatura critica durante um
longo tempo (chamado um recozimento subcritico). Quando estdo presente na matriz a

ferrita e a perlita, a ferrita usualmente est4 rodeando a grafita.

4.2.1.b. Matriz perlitica

A estrutura perlitica se forma quando a taxa de solidifica¢do e a subsequente taxa de

resfriamento ndo ddo a oportunidade para o carbono formar em uma estrutura
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exclusivamente grafitica. Uma matriz perlitica no ferro fundido usualmente conte menos
que 0.8% do carbono. A réapida solidificacdo e as taxas de resfriamento no processo
posterior a solidificacdo favorecem a formacdo de perlita ao invés de ferrita na matriz
devido a alta velocidade de resfriamento que ocasiona uma limitada difusdo de carbono na

matriz da solucéo.

4.2.1.c. Matrizes bainiticas e martensita temperada.

Uma microestrutura de bainita pode ser produzida por aquecimento no interior de
uma salmoeira quente e desenvolvendo um posterior processo de austemperado. A
microestructura bainitica pode ser também produzida a partir da fundicdo do ferro
adicionando pequenas quantidades de niquel e molibdénio. A microestrutura da martensita
temperada na fundigdo do ferro é produzida com um tratamento térmico similar ao usado

para 0s agos, incluindo a revenido e a témpera.

4.2.1.d. Carbonetos primarios

As rapidas taxas de resfriamento que acontecem perto do final da solidificacdo
durante os tratamentos térmicos podem gerar carbono na forma de carbonos primarios que
poderia ter solidificado em grafita. Estes carbonos estdo geralmente mais compactados que
0s carbonos nas estruturas laminares encontrados na perlita. I1sso causa um detrimento das
propriedades mecénicas, especialmente a usinabilidade. Isto pode geralmente ser eliminado

pela austenitizacdo seguida por um resfriamento lento.

4.2.2. Tipos de Ferro fundido

Existem 5 tipos de ferros produzidos comercialmente hoje em dia: os quais sao:
branco, cinza, maleaveis, ductil ou também nodular. Os componentes tipicos destas ligas

sdo apresentados na Tabela 4.1.

Tabela 4.1 Faixa de composi¢des para a Ferros tipicos (% peso).

Tipo C Si Mn S P
Branco 1.8-3.6 0.5-1.9 0.25-0.8 0.06-0.2 0.06-0.2
Maleavel 2.2-2.9 0.9-1.0 0.15-1.2 0.02-0.2 0.02-1.0
Cinza 2.5-4.0 1.0-3.0 0.2-1.0 0.02-0.25 0.02-1.0
Ddctil 3.0-4.0 1.8-2.8 0.1-1.0 0.01-0.03 0.01-0.1
Grafita 2.5-4.0 1.0-3.0 0.2-1.0 0.01-0.03 0.01-0.1
compacta

Fonte: (BRADLEY; SRINIVASAN, 1990).
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A grafita no ferro pode ser apresentar de algumas formas tais como agulhas, “pop
corn” globulados, esferas (nodular) ou tubos delgados. A morfologia da grafita é usada
como base para a classificacdo dos ferros. O ferro branco se da quando a composi¢édo do
silicio € muito baixa e/ou quando é efetuado um resfriamento muito rapido durante o
tratamento térmico posterior a fundi¢do, o qual faz com que os carbonos reacionarem com
o ferro e forme a cementita (FeC) (ao invés de grafita, que é a fase de equilibrio). Dos
diagramas de fase de Fe-Fe e C-Si € apresentado na Figura 4.1 onde é possivel evidenciar o
resultado final do tipo de ferro dependendo da quantidade de carbono e tratamento térmico
posterior.

1800 44500
1
0 Melt 1400
1600 ""f
Melt & 1300
< Austenite & Melt Carbide :
E“ 1500 ___‘__.,--"'-'IEGEI E..
2 1400F  Austenite ——————— ;.:;'
E k 41100 E
E‘ 1300 ?O" Austenite & Carbide J1000 g
aQ
= 1200 500 -
1100 200
1000 ) A, Austenite & Farrila FE”E:ECE;:E'EJ;;E”“E 4700
000 Ferrite , . .
Ferrite & Carbide 4500
L 1 L 1
1.0 2.0 3.0 4.0 5.0

Carbon Content ,wit-%

Figura 4.1 Diagrama de fase Ferro-Ferro, Carbono-Silicio.
Fonte: (BRADLEY; SRINIVASAN, 1990).

Pode-se assumir uma variedade de formas as quais dependem da composicao, da
taxa de resfriamento, e do tratamento da mistura (tipos de inoculantes adicionados). Os
varios tipos de grafita os quais podem formar no ferro tém sido classificados pela American
Society para ensaios e materiais (Especificagbes na A247) e sdo apresentados
esquematicamente na Figura 4.2.
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Figura 4.2 Sete tipos de grafita estabelecidas pela especificacbes da ASTM A247.
Fonte: (BRADLEY; SRINIVASAN, 1990).

O tipo I de grafita é essencialmente esférica e é a usual forma que acontecem nos
ferros ducteis. O tipo Il, a grafita é degenerada a partir da forma do tipo I, apresentado
algumas de uma forma néo esférica, e como produto disso, se obtém um ferro nodular com
propriedades mecanicas menos dicteis e menos desejaveis. O tipo 111 é grafita nodular, mas
com uma forma um pouco e irregular, apresentando-se como uma forma de “pop corn”.
Esta forma é apresentada nos ferros maleaveis os quais sdo formados a partir ferro branco

recosido. A microestrutura de um ferro maleéavel é apresentada na Figura 4.3.

o '\*&:—& ¥

Figura 4.3 Microestrutura do ferro maleével, atacada com 4% de picral.
Fonte: (BRADLEY; SRINIVASAN, 1990).

79



Onde a matriz branca é ferrita e a parte obscura é a segunda fase a qual é grafita. O
tipo 1V da Figura 4.2 é o tipo de grafita compactada o qual tem os constituintes estruturais
da grafita a qual forma tubulares muito longas. A microestrutura de ferro contém a grafita

compactada é apresentada na figura Figura 4.4.

Figura 4.4 Microestrutura da grafita compactada do ferro fundido néo-tratado.
Fonte: (BRADLEY; SRINIVASAN, 1990).
As formas das grafitas observadas nos tipos V e nos tipos VI da Figura 4.2 sdo
algumas vezes observadas no ferros dlcteis onde sdo considerados como grafitas
degeneradas, e sdo as que apresentam as melhores propriedades mecanicas. O tipo de

grafita VIl é em forma de agulhas e acontecem nos ferros cinzas.

4.2.3. Ferro Fundido Nodular (FFN)

O ferro fundido nodular oferece grande Usinabilidade ao ter uma ductilidade baixa
com respeito aos outros ferros fundidos. A forma e o tamanho da grafita afetam
enormemente a resisténcia do material, quanto mais grande o nédulo de grafita, menos
resisténcia terd& (TONG et al., 2009). Hoje em dia, o FFN tem uma significativa
preferencias entre todos os tipos de ferros fundidos. Os FFNs sdo similares aos acos desde
0 ponto de vista das propriedades mecéanicas e também sdo os mais comumente usados na

engenharia. Ao mesmo tempo, eles sdo similares as fundigdes de ferro desde o ponto de
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vista das propriedades fisicas e quimicas. Os FFNs mais preferidos na industria sdo 0s
GGG40, GGG50, GGG60 e GGG70 (Tabela 4.2).

Tabela 4.2 microestruturas e composi¢cdo quimica do FFN.

Tipo de Material GGG40 GGG50 GGG60 GGG70 GGGS80
Micro-Estructura  Ferritica Perlitica

Fonte: (KARAMAN; CETINARSLAN, 2010)

Devido as suas propriedades atraentes, como a alta capacidade de resisténcia,
excelente resisténcia ao desgaste e custo relativamente baixo em comparacdo com agos de
liga com propriedades mecanicas equivalentes, o FFN ¢é amplamente utilizado em
componentes automotivos, como virabrequim e rodizios, industria ferroviaria e
automobilista em geral (QI et al., 2009); (ROULA; KOSNIKOV, 2008) investigaram a
distribuicdo e o efeito da grafita nos diferentes elementos modularizastes e mostraram que
manganés nao afetava na forma final da grafita no FFN, mas sim o silicio e 0 magnésio.
Eles mostraram o efeito nodularizante do manganés devido ao efeito alcalino do mesmo,

desse elemento na nodulacéo de grafita (Roula e Kosnikov, 2008).

4.3. Analises Experimental

Como foi comentado anteriormente, o FFN tem sido amplamente utilizado na
indUstria (Automotiva e ferroviaria), devido a sua ampla aplicabilidade, a sua economia no
processo de fabricacéo e as suas boas propriedades mecéanicas (PANNEERSELVAM et al.,
2015); (CAKIR et al., 2005). A Figura 4.5 ilustra uma amostra de FFN GGG-40, o qual é

objeto de estudo neste trabalho.

d.

Figura 4.5 Ferro Fundido Nodular FFN GGG-40.
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O metal da matriz geralmente consiste de ferrita, perlita ou a formacao de ambos.
As propriedades do FFN sdo devidas a microestrutura da matriz obtida por tratamento
térmico chamado Austempering (ou austémpera) e aos microcomponentes (PUNDALE;
ROGERS; NADKARNI, 1998); (COCCO; IACOVIELLO; CAVALLINI, 2010; ORTIZ;
CISILINO; OTEGUI, 2001).

4.3.1. Microtomografia Computarizada por Raios X (Micro-CT)

O uso de microtomografia computorizada por raio-X (Micro-CT) tem sido muito
utilizada nos ultimos anos. Para validar a metodologia proposta, foram realizadas
aquisicdes de imagens digitais por micro-CT, passando pela preparacdo de amostras,
aquisicdo de dados, reconstrucdo, segmentacdo, geracdo de malha. As amostras foram
escaneadas usando um escaner micro-CT de alta resolucdo ZEISS X radial 510 Versa, onde

0 processo é esquematizado na Figura 4.6.

A radiografia é uma técnica de imagem que utiliza raios X para revelar a estrutura
interna do material e sua composicdo. Nesta técnica, que € essencialmente 2-D, a amostra a
ser fotografiada € posicionada entre uma fonte de raios X e um detector, tal como
esquematicamente representado em Figura 4.6 (b). A atenuacdo da energia que €
transmitida através da amostra e registrada pelo detector sdo proporcionais a densidade da
amostra. Em geral, as partes mais densas absorverdo mais energia. Portanto, a energia
registrada pelo detector reflete a distribuicdo espacial de densidade da amostra. A
tomografia, que é essencialmente 3-D, baseia-se no corte radiografico repetitivo da
amostra, em que os radiogramas sdo adquiridos sequencialmente enquanto a amostra (ou o
sistema de fonte-detector) e girada de forma incremental, conforme indicado
esquematicamente na Figura 4.6b) e c). A partir da colecdo dos radiogramas adquiridos, as
imagens transversais da amostra sdo computadas usando algoritmos de reconstrucdo
tomografica, produzindo uma pilha de fatias horizontais de imagem em escala de cinza em
bruto 2-D. O objeto digital 3-D pode ser visualizado a partir da pilha de imagens em escala
de cinza 2-D, conforme indicado na Figura 4.6 (d). Em Micro-CT, as dimensdes dos voxels
reconstruidos (isto é, um elemento de pixel volumétrico) estdo, em geral, na gama de

micrémetros.
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Figura 4.6 Esquema ilustrativo do processo que aquisicao CT.
a) preparacao das amostras, (b) preparacéo do sistema de aquisi¢do de imagens no
Micro-CT, (c) conjunto da radiografia das projecdes, e (d) reconstrucdo do volume.

Com as reconstrugdes tomogréaficas foi possivel determinar tanto a geometria para
uma fatia qualquer em 2D como a geometria tridimensional dos nddulos de grafita do FFN
GGG-40 para um EVR. Com uma das fatias em 2D foi determinada o pardmetro
caracteristico de nodularidade a partir de uma andlise estatistica de razdo entre os tamanho

médio dos nddulos de grafita e a distancia entre centro entre dois nédulos arbitrarios. Eq.
(4-1):

_ _"med
L (1)

med

Onde 1,04 esta dado pela Eq. (4-2) e

n
aprox
2"
i
izl

4-2
rmedio = n ( )
E d,,.q €sta dada pela Eq. (4-3)
n
Z d aprox
d, . =12 i (4-3)
meaio

n
Nas Eq.(4-2) e (4-3) n é nmero de nédulos do EVR (Figura 4.7a), ;""" é o raio
aproximado do i-esimo nddulo de grafita e d*P"°* ¢ a distancia aproximada dos centros de

l

um nodulo de grafita arbitraria e o centro aproximado da grafita mais proxima (Figura
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4.7b). Estos valores de """ e d;"°* chamam-se “aproximado” devido a ndo ter uma

possibilidade de determinar o centro geométrico dos nodulos de grafita de maneira acertiva.
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Figura 4.7 Determinacgdo do parametro carateristico r/d para 0 GGG-40.

4.3.2. Microestrutura morfoldgica do FFN GGG-40

A andlise de miscroscopia laser foi utilizada para caracterizar a morfologia dos
nodulos de grafita e sua distribuicGes espaciais. As micrografias foram binarizadas
utilizando uma Olympus LEXT OLS4100 para determinar a quantidade de nodulos de
grafita e 0 tamaho médio das mesmas, (Figura 4.8).

Para a determinacdo do tamanho de nédulos foi seguido o procedimento indicado
pela norma ASTM-E112-96(ASTM INTERNATIONAL, 2004) onde o sistema Confocal
estima o numero do tamanho de grdo (G) -ou Grain Size Number- e baseado em

correlagdes, tabuladas na mesma norma, se estima o diametro médio dos nddulos de grafita.
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(b)

Figura 4.8 Micrografias obtidas por microscopia Confocal.
a) micrograma de uma secdo superficial do GGG-40,b) micrografia binarizada para
a contagem tanto dos nddulos como para a determinacéo do tamanho meio.

4.3.3. Testes de Dureza e Micro-dureza:Metodologia da “Deformaciao Elastica

Falsa”

O teste de microdureza HV foi realizado para medir a dureza tanto da matriz
ferritica quanto do nodulo de grafita. Os experimentos foram conduzidos de acordo com as
especificagbes da ASTM E92-16 (ASTM INTERNATIONAL, 2016). A metodologia para
determinar propriedades mecénicas a partir de ensaios de dureza foi desenvolvida por
(OLIVER; PHARR, 1992, 2004). Esta metodologia foi usada para encontrar 0 médulo de
Young (E) para ambas as fases: matriz e inclusdo. Para o presente trabalho, as medicdes
foram realizadas com um sistema de microdureza Vickers (VEYTSKIN et al., 2017) FM
700 dual equipado com uma camera de 100X.

A dureza média do volume ferritico foi determinada pelo teste de dureza Brinell
(HB). Os experimentos foram conduzidos de acordo com as especificagfes da ASTM E92-
16 (ASTM INTERNATIONAL, 2012) E desenvolvido em um testador semi-automatico de
dureza Brinell ZHU250. Posteriormente, a resisténcia a tracdo do GGG-40 foi determinada

através das dados padronizados Standard entre a dureza HB e a resisténcia a tracao.

Figura 4.9 a) e Figura 4.9 b) Descrevem as marcas de indentacdo para os testes de

microdureza e dureza. O teste HB é apresentado de acordo Figura 4.9 c) Para este caso 0
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entalhe esférico é maior do que o indentador do HV, consequentemente o valor da dureza

indica somente a dureza o material sem diferenciacdo da grafica com a matriz ferritica.

Figura 4.9 Ensaios de dureza e Microdureza.
a) dureza (HV) na matriz ferritica, b) dureza HV na inclusdo de grafita, c) dureza
HB

Para utilizar o modelo matematico desenvolvido por (OLIVER; PHARR, 1992,

2004) é presiso identificar os parametros geométricos da impressao da superficie entalhada,
entdo a partir da curva de “carga-deslocamento” se pode obter o valor do mddulo elasticos.
Neste caso, como nédo se dispde de curvas “Carga-deslocamento” se faz a supocicao de que
a deformacdo Plastica sofrida pelo material € igual & uma deformacdo Elastica “Falsa” a
qual sera usada para estimar o médulo de Young usando as equacbes de Oliver e Pharr.
Eq.(4-4).

1-0? (4-4)

Onde (v;) € a razdo de Poisson do indentador, (v) o0 médulo de Poisson da amostra
i, (E;) € 0o modulo de Young do indentador, (E,) é o modulo “reduzido” de Young da
amostra e (E) é o médulo de Youn da amostra. Os valores dos testes sdo apresentados na
Tabela 4.3.

Tabela 4.3 Parametros usados para estimar o médulo de Young.

Parametro Valor

Y 0.30

Vi 0.07

E; 1411 GPa
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4.3.4. Ensaios de tracao

Foram realizados ensaios de tracdo nas amostras do FFN GGG-40 em forma de
blocos obtidos a partir da usinagem do FFN GGG-40 de acordo com as especificacdes da
norma (ASTM INTERNATIONAL, 2010) utilizando uma maquina de teste Instron 8801 (+
100 kN (2248 Ibs)) com um extensémetro de medicdo dinamico 2620-601 Instron. O
maodulo de Young, o limite de escoamento, e a resisténcia ultima a tragdo foram extraido a

partir da curva de tensdo-deformagao.

4.3.5. Caracterizacdo Quimica

A composicdo quimica do FFN GGG-40 foi determinada pela técnica de difracdo de
Raios X no Microscépio Electronico de Varredura (MEV) os dados foram comparados com
os dados do frabricante, Metalrens Itd. A composi¢do quimica, fornecida pelo fabricante é
mostrada Na Tablela 4.4
Tabela 4.4 A composicdo quimica do FFN GGG-40 (Percentage em peso%).

C  Si Mg S P Fe
36 245 0.33 0.02 0.08 93.52

Para os ferros fundidos nodulares a formacéo da grafita nodular, durante o processo
de fundicdo, abedece a elementos adicionais como o silicio e 0 magnésio 0s quais sao
adicionados para alterar o mecanismo de solidificacdo. Estos elementos sdo responsaveis
pela forma esférica dos nddulos. O FFN é formado por aproximadamente 7% de nddulos de

grafita e 93% de matriz ferritica-perlitica, em peso.

4.4. Resultados

4.4.1. Microtomografia Computarizada por Raios X (Micro-CT)

Os resultados para r/d s@o apresentados no histograma de acordo com a Figura
4.10. O parametro caracteristico foi P, = 0,29 + 0.01, O erro foi significativamente baixo
para a representacdo do modelo do FFN. (ORTIZ; CISILINO; OTEGUI, 2001) Também
realizou uma analise estatistica para um FFN e obteve um parametro caracteristico de 0,25.
Uma explicacdo razoavel sobre a diferenga entre os pardmetros pode estar no processo de

fabricacdo o que afeta a nodularidade e a densidade da grafita nucleada.
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Figura 4.10 Parametro caracteristico (P;) do FFN GGG-40.

4.4.2. Microestrutura Morfologica do FFN GGG-40

A Figura 4.11 mostra a microestrutura da amostra GGG-40, apds um ataque
quimico com Nital a 3%. Na Figura 4.11 a) é apresentada a estrutura ferritico-perlitica do
FFN, onde pode ser observada uma forma esférica denominada estruturas "olho de touros";
esta configuracdo é conseguida por certos elementos de liga como Magnésio, Silicio e
outros elementos em pequenas quantidades. Neste material a ferrita pode ser encontrada ao
redor das particulas de grafita para configurar a estrutura chamada de "Olhos de Touro".
Figura 4.11 b) Mostra a estrutura da matriz com os "olhos de touro"” e a mistura de perlita

lamelar e uma estrutura de matriz ferritica.

Figura 4.11 Estrutura metalografica do FFN GGG-40.
a) Estrutura ferritico-perlitica, b) Configuragdo do “Olhos de Touro”, c) e ferrita
perlita lamelar.

b)
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Na Figura 4.11 c) observa-se que a bainita foi decomposta para definir perlita
lamelar e a ferrita. Nesta, a presenca de perlita é ocasionada por uma taxa de resfriamento
rapido durante o processo de fabricacdo (BRADLEY; SRINIVASAN, 1990).

Na Tabela 4.5. sdo resumidas os resultados da analises microgréaficas binarizada
para NUmero de Tamanho de Grdo G; = 4.62 (ASTM INTERNATIONAL, 2004). O
tamanho médio nodular da contagem estatistica é apresentado na Figura 4.12.

Tabela 4.5 Parametros Experimentais obtidos por o sistema confocal.
Amostragem

ASTM E112-96(ASTM
Norma padronizada INTERNATIONAL, 2004)
ASTM Numero do tamanho de Gréao G, 4.62
Area média do grdo [um?] 5233.55
NUmero total de gréos 166
Area total de grdos [um?] 868768.75
Area analisada [mm?] 6.55
Elongacéo 0.99
Referéncia ASTM Grain Size Number G
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Figura 4.12 Numero do Tamanho de Gréo (G;) para 0 GGG-40.

Segundo a Figura 4.12 o tamanho do grafita nodular indica um Gz em torno de 5.
Uma tabela incorporada na ASTM E 112-96 (ASTM INTERNATIONAL, 2004) apresenta
uma relacao entre o nimero de tamanho do gréo (G,) e o diametro medio. Para este estudo,

0 didmetro medio é de cerca de 60um, mostrando uma grande concordancia com as
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normas. (D.S H, 1998; ENDO; YANASE, 2014; HUTTER; ZYBELL; KUNA, 2015;
KONECNA et al., 2013; SAHIN; ERDOGAN; KILICLI, 2007).

4.4.3. Testes de Dureza e Micro-dureza:Metodologia da “Deformacao Elastica

Falsa”

A partir dos dados de dureza Vickers foi determinado o mddulo de Young efetivo e

0s resultados estatisticossdo apresentados nos histogramas Figura 4.13 a) e Figura 4.13 b).
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Figura 4.13 Histogramas com os resultados do modulo de Young.
a) Matriz b) nodulos.
O valor médio e desvio padrdo para a matriz e o nédulo sdo apresentados como
Eq.(4-5) e Eq.(4-6), respectivamente.

E =271+20GPa (4-5)

Matriz

Epoqo =16.5+0.5GPa (4-6)

Vale destacar uma diferenca significativa entre 0 médulo de Young da matriz com
respeito a dos nodulos de grafita. Os nodulos de grafita sdo mais macios do que a matriz.
Alguns estudos relativos & determinacdo do modulo de Young para o FFN podem ser
encontrados em (PUNDALE; ROGERS; NADKARNI, 1998). De acordo com estes autores
em geral, o FFN apresenta um modulo de Young em torno de 10-15% menor do que do
aco. Por nanoindentacédo de ferros ducteis, (DIERICKX et al., 1997) encontraram um valor

para 0 modulo de Young da grafita de 15 + 5GPa. (SPICER et al., 2015) atraves da técnica
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ultrassénica do laser para determinaram os modulos elasticos da grafita e econtraram

valores na faixa de 6.9 GPa e 13.5GPa par uma série de grafitas.

Diferentes autores (DRYDEN; DEAKIN; PURDY, 1987); (SPEICH,;
SCHWOEBLE; KAPADIA, 1980) avaliaram o mddulo da grafita e descobriram valores
entre 8 a 11GPa. Testes de microindentacdo foram empregados por (FERNANDINO;
CISILINO; BOERI, 2015) para avaliar o modulo de Young de um FFN. Os Autores
identificaram duas zonas diferentes: a primeira conhecida como Primeira Zona de
Resfriamento (FTF- First To Freeze zone) e outra conhecida como Ultima Zona de
Resfriamento (LTF- Last To Freeze zones), devido ao fendmeno da taxa de resfriamento.
Eles encontraram um valor de 235GPa para o FTF e 255GPa para a zona LTF. Na Tabela
4.6 mostra 0 mddulo comparativo de Young e a resisténcia a tracdo tanto para o nddulo de

grafita quanto para a matriz ferritica.

Tabela 4.6 Propriedades mecanicas experimentais.

Resultados Esforco ultimo de Maodulo de Young
ruptura oy [MPa] E [GPa]
Experimentais Matrix 532 271
Incluséo - 16.5
Literatura Matrix 510" 235°
Inclusdo - 15°

Fonte: '(ZHANG; BAI; FRANCOIS, 1999) “(FERNANDINO; CISILINO;
BOERI, 2015)

O modulo efetivo obtido neste trabalho, para a matriz ferritica € maior do que os
disponiveis na literatura para 0 FFN GGG-40, conforme Tabela 4.6. E importante observar
que o material ndo tem exatamente as mesmas propriedades devido a pequena influéncia
dos parametros no processo de fabricagdo padrdo. O médulo efetivo para o grafita nodular
foi relativamente pequeno quando comparado com o modulo da matriz. Apesar dessas
pequenas diferengas, os modulos efetivos para ambas as fases estdo em boa concordancia

com os relatados na literatura.

4.4.4. Ensaios de tracao

Foram realizados quatro ensaios de tracdo e a curva tensdo versus deformacéo de
um destes ensaios é ilustrada em Figura 4.14. As propriedades mecanicas, tais como limite

de elasticidade, tracdo final, modulo de Young e razdo de Poisson foram obtidos a partir
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das curvas experimentais e sdo relatadas em Tabela 4.7. O mddulo de Young foi de
181GPa, este valor é a média de quatro testes experimentais. As propriedades mecanicas
obtidas estdo de acordo com as disponiveis na literatura. O modulo de elasticidade obtido
por algumas obras para o FFN ¢é 187 GPa (ZHANG; BAI; FRANCOIS, 1999), 172 GPa
(FERNANDINO; CISILINO; BOERI, 2015), 179 GPa (ZYBELL et al., 2014).
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Figura 4.14 Curva dos ensaios de tensdo-deformacédo FFN.

Tabela 4.7 Resultados experimentais obtidas por ensaios de tensdo e microdureza.

Resultados Esforco de Esforco 6timo de Modulo de Young
fluéncia rotura o, [MPa] E [GPa]
Go_z[MPa]

Experimental 325 437 181

Literatura 329! 536" 172

Fonte: {(FERNANDINO; CISILINO; BOERI, 2015).
4.5. Conclusdes sobre a caracterizacdo experimental do GGG-40

Neste capitulo foi apresentada a parte experimental deste trabalho que inclui a
caracterizacdo microestructural, morfolégica e de propriedades mecéanicas de um FFN
GGG-40. Para a caracterizagdo da morfologia foi utilizado técnica de microscopia
eletronica de varredura (MEV), onde foi possivel identificar as fases presentes na

microestrutura, e fazer uma contagem da nodularidade e do tamanho de grdo médio apartir
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analises via MEV também foi possivel identificar a quantidade de elementos quimicos
presentes no material. Com a microtomografia foi possivel uma reconstrucdo
tridimensional de uma amostra representativa e posteriormente uma reconstrugdo das
malhas bidimensionais e tridimensionais para pequenos elementos de area e volume da

mesma amostra, o qual sera implementado na modelagem numérica.

As propriedades mecanicas foram determinadas mediante ensaios de tragdo em que
foi possivel determinar, principalmente, os esforcos de escoamento, os esforgos Gltimos de
ruptura e o0 modulo de Young. Estes valores foram uma indicacdo das propriedades da
microestrutura. Para a determinacdo das propriedades mecanicas das inclusdes grafiticas e
da matriz ferritica foi desenvolvido um cuidadoso procedimento de microdureza, mediante
a metodologia da “Deformacdo Falsa” para determinar E. O procedimento seguiu as
normas especificas e as hipoteses planteadas por diferentes autores que tem recompilado
trabalhos exaustivos na area de testes de dureza. Os resultados experimentais mostraram
boa concordancia com andlises posteriores, referenciados na literatura cientifica e nas

normas estabelecidas.
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5. ESTUDO COMPUTACIONAL DO MICROMECANISMO
EMPREGANDO MEC

5.1. Introducéao

A resposta mecénica microscopica de um material € determinada,
fundamentalmente, pela sua microestrutura e a interagdo entre seus constituintes. Neste
capitulo, é apresentada o processo de homogeneizacao para a determinacdo do modulo de
Young efetivo para 0 FFN GGG-40 a partir de dois processos: Homogeneizacao
assimptdtica com geometrias sintéticas e Homogenizacdo direta com as geometrias reais

dos nddulos de grafita obtidos por Micro-CT.

5.2. Procedimento

Para andlise das propriedades efetivas de materiais micro-heterogéneus, é efetuado o
método de homogeneizacdo a partir da teoria dos campos médios, isto €, para analisar uma
estrutura heterogénea toma-se uma célula unitaria do material contendo uma sé incluséo, e
a resposta da propriedade efetiva do material corresponde a uma média obtida de uma
guantidade representativa de células unitarias no elemento qualquer do mesmo. Para
implementar 0 método, é necessario implementar condi¢fes de contorno periédicas no
modelo matematico a ser analisado, com o objetivo de garantir uma maior precisdo e uma
rapida convergéncia. Para o modelo bidimensional, as propriedades efetivas serdo

estimadas a partir da hipdtese de estado plano de tensdes.

O modelo por sub-regides implementado no capitulo 2 é empregado para efetuar a
analise da homogeneizacdo assintética para o FFN GGG-40, é feita uma primeira
aproximagdo com material férrico supondo os nodulos de grafita como espacos vazios, logo
é implementado o modelo por sub-regides para analisar 0 material com a inclusdes de
grafita. As propriedades mecanicas obtidas nos ensaios experimentais foram implementadas

no modelo numérico e os resultados finais da modelagem foram validados.

Com os microgramas obtidas nos testes por Micro-CT, foi possivel construir uma

malha com as geometrias reais das inclusbes de grafita, e na sequéncia proceder com o
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processo de homogeneizacdo assintotica. Os resultados obtidos a partir da implementacao

numérica foramalidados com os testes experimentais.

5.2.1. Descricdo do modelo

5.2.1.a. EPT, EPD e propriedades efetivas no plano.

Neste topico serdo apresentadas as maneiras para calcular as propriedades efetivas
em solidos com inclus@es circulares. Em elasticidade plana sdo comumente empregadas
hipoteses de estado plano de tensBes (EPT), e estado plano de deformagdes (EPD), isto faz
referéncia sobre o comportamento em uma terceira dimensdo. Assim, é possivel modelar
uma chapa de espessura fina contendo furos circulares com a hipotese de EPT ou o caso de
um solido contendo furos cilindricos compridos alinhados na terceira direcdo (x3) com a
hipotese de EPD (NEMAT-NASSER, 1999). Na Figura 5.1 é apresentado um esquema
onde se pode diferenciar os conceitos de EPT e EPD.

Estado Plano de Tensdes (EPT) Estado Plano de deformac6es (EPD)

X

\\llky"l H\""::"\-)
|:'|€\:\.I N 2
] A
W e E

AL %3

Figura 5.1 Esquema ilustrativo dos conceitos de EPT e EPD.

Quando os microconstituintes do material sdo isotropicos, a simetria geomeétrica da
microestrutura implica simetria macroscopica do material. Para este caso sd0 necessarios
trés casos de carregamento para determinar as constantes elasticas que determinam o

comportamento macroscépico do material no plano. Egs. (5-1), (5-2) e (5-3):
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No caso do material estudado, a distribui¢do aleatdria das inclusbes no plano leva a
um comportamento estatisticamente isotropico (NEMAT-NASSER; LORI; DATTA,
1996); (COSTA, 2016), desenvolveu uma analise da isotropia deste mesmo material,

supondo o FFN GGG-40 como se fosse um material ortotrépico, chegando a conclusao de

gue o material é efetivamente de comportamento isotropico logo de encontrar uma rigidez

do material similar em tudas as dire¢cdes. Logo, aqui supomos de entrada um FFN GGG-40

como um material isotropico entdo as matrizes constitutivas em funcdo das constantes

elasticas E* e v* para EPT e EPD, sdo dadas pelas Eq. (5-4) e Eq. (5-5), respectivamente:
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(o E”
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(1+v){(1-v?)E -2 E} | E

*

1 \Y;
v o1
0 0
v 1
E. E
v, 1
E; E”

E,

0

1-v')E, - 2v,’E’
{(1-v") |

2E'E;

(5-4)

(5-5)

Na modelagem de EPD, o comportamento no plano é funcao da resposta no plano

na terceira dimensdo, e por conseguinte deve ser assumida. Isto ndo acontece na

modelagem de EPT onde a lei constitutiva tem a mesma forma que para isotropia. As

expressdes para obter E* e v* para um material isotropico podem ser desenvolvidas a partir

dos sistemas de Eq.(5-1) e Eq.(5-2), e as matrizes constitutivas Eq.(5-4) e Eq.(5-5). Logo
para o EPT sdo obtidas as Eq.(5-6) e Eq.(5-7):

E=[p 00] >

E=[0p 0] -

E, para EPD, as Eq.(5-8) e Eq.(5-9):

_ <022>QJ
.
* {ou),
E = i (ou)q
Vo (92)a
<O-11>Q
1— <O-11>QJ
* O2 >Q
E = B (T2)q
V= (on)q
(02)q

(5-6)

(5-7)
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£ _ 4E, (<O-ll>g + <G22>Q)ﬂ2
E=[40 O]T N <G ':‘>(<O-11>Q _<0'22 Q) (5-9)
h o <O-11>Q
£ 4E; (<O-22>Q +<O_11>Q)ﬂ
E=[0 4 O]T N 5*2 (<O-22>Q _<O-11>Q) . (5-9)
* 4E3ﬂ<611>g - <Gll>Q Vs + <611>Q Vs

Com as seguintes defini¢es:

E = ﬂ<011>9 E; - 3ﬂ<022 >g22 E; + <O_11>§2 vy — <O_22 >§2 vy (5-10)
E,= ﬁ<0_22>9 Es _3ﬁ<0_11>g E; + <(722>§1 Vg — <522 >52) Vs (5-11)

Se for considerado o caso de isotropia com a hipétese de EPD, as expressdes para

obter as propriedades efetivas, podem ser fornecidas fazendo E; = E e vy = v.

* (3<C722 >Q _<611>Q)
E = o <O-11>Q
E=[p00] - (<62<2(>: > (@1)a) (5-12)
nT <‘722>Q _<O-11>Q
* (3<O-11>Q _<622>Q)
E = . <022>Q
E=[040] - <<012§2 >< o)/ (5-13)
n <O-11>Q _<022>Q

A resposta macroscopica isotropica no plano € independente da hipotese de EPT ou

de EPD, em que geralmente, 0 comportamento macroscopico é considerado isotrépico.

5.2.1.b. Tensor de Eshelby

Para ter um modelo matematico deve-se ter em conta a deformacdo da matriz, que
neste caso vai ser denotada como &f; e da inclusdo denotada como, e onde uma

representacdo esquematica € apresentada na Figura 5.2.
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Figura 5.2 Inclusdo e matriz.
Fonte: (GROSS; SEELING, 2006)

Onde a descricdo da matriz com incluses ¢ a soma de dois campos de

deslocamento, uma parte elastica e;; = Cl-j,%lakl e uma de auto-deformagcdes &£, Eq.(5-14).

et (5-14)
Temos que para uma incluséo as tensdes estdo dadas pela Eq.(5-15).
t
0y =Ciq (gkl _gkl) (5-15)

Onde &}, representa as auto-deformagcdes a qual é produzida pela mesma inclusdo. A
inversa da Eq.(5-15) é a relacdo da Eq.(5-16)
t
& = S (5-16)
No qual S;;x; € conhecido como o tensor de Eshelby e os quais estdo dados pela
Eq.(5-17).

1 1
S =a 55” S + ﬁ( L _gé}j5k| J (5-17)
Onde | esta dado pela Eq.(5-18):

1
Iijkl = E(é‘iké‘jl + 5i|5jk ) (5-18)

E « e f as constantes escalares volumétricas e deviatoria, Eq.(5-19) e Eq.(5-20):

1+v 3K
3(1-v) 3K+4u (5-19)
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2(4-5v)  6(K+2u)

T 15(1-v)  5(3K +4u) (5-20)

B

Estes valores de o e £ foram obtidos por (HILL, 1963) fazendo o calculo das
propriedades efetivas de um material com inclusdes esféricas. Estes parametros sao
escalares e referem-se a dois estados: Estado plano de tensdo e estado plano de deformacéo
que ocorrem frequentemente no fendmeno de deformacdo devido a campos de tensdo

causado pelas cargas sobre a microestrutura do material.

O parametro o é 0 esforco volumétrico e o pardmetro B os campos de esforcos
deviatorios. Na maioria dos materiais metalicos B esta proximo de 0.45 e o variando entre 0
e 1. Nas equacdes acima u ¢ o modulo de cisalhamento € x é o modulo volumétrico da
matriz. O coeficiente de Poisson é denotado por v e 0 mddulo de Young por E . O
coeficiente de Poisson pode variar entre -1 e 0.5. Em muitos dos problemas praticos o valor

de a é ignorado devido ao desprezo das forgas volumétricas.

De maneira geral, a obtencdo dos componentes do tensor E* é realizada através da
resolucéo de problemas de valores de contorno, onde sdo aplicadas condi¢bes de contorno
de deslocamento ou tensdes, considerando seis casos de carregamento linearmente

independentes conforme apresentado na Eq.(5-21).

A 00|[{00O0 000 opo||0O0OpB||O0O0O
E=000|,|JOp0O|,J00O0|,/]p0O0|,J]O0O0 (,JO0 p (5-21)
0O0OO0O||0OO0O0||O0OO0pB||OOO||pOO||OpO
Cada um dos seis casos independentes de carga proporciona seis equagdes para um
total de trinta e seis equagdes que permitem calcular as trinta e seis constantes el&sticas da

relacdo entre médias Eq.(5-24).

Para cada caso de carregamento linearmente independente, se verifica a influéncia
nas outras direcdes, da qual se originam seis equagdes. Considerando, 0s seis casos de
carregamento completasse um total de trinta e seis. Para simplificar a analise pode ser
aplicado algum artificio. Por exemplo, se for admitido comportamento isotropico, somente
é realizado um unico caso de carregamento que permita a obtencdo de um tensor de tensdes

de componentes hidrostaticas e desviadoras ndo nulas, por outro lado, se o problema for
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analisado em duas dimensdes, seriam necessarios somente trés casos de carregamento

independentes.

5.2.2. Elemento de Volume Representativo (EVR)

As heterogeneidades em um material podem acontecer por muitas situagdes
particulares, como inclusbes ou impurezas, limites de grdo pronunciados, defeitos de
superficie, fissuras, entre outros. A Figura 5.3 apresenta um esquema representativo de uma

microestrutura de um material heterogéneo.

~nm
~Cm... ~m ‘
-— »

g»
N

T T

("microscope”)

Figura 5.3 Niveis microscdpicos e longitudinal da escala.
Fonte:(GROSS; SEELING, 2006).

Os materiais heterogéneos podem ser tratados em trés diferentes tipos de casos: 1)
Comportamento Linear Elastico, 2) Comportamento elastico-plastico, 3) Materiais
termoelasticos. Para materiais com comportamento elastico as teorias de homogeneizacéao
se baseiam nas relacOes constitutivas de tensdo e deformacdo medidas em microcampos a
partir dos EVRSs.

Um critério eneregetico para a determinagdo dos EVR, e logo foi desenvolvido por
(HILL, 1963) o qual foi chamado como condicdo energética de Hill. Nestas condigdes,
estabelece que as propriedades macroscopicas sejam indiferentes das propriedades
individuais microscopica de cada um deles, isto matematicamente € expresso pela
Eq.(5-22).

(o:8)g=(0)q {e), (5-22)
Onde (. ) representa as propriedades macroscépicas media dentro de um volume de

controle, isto € uma média volumétrica da propriedade microscopica Eq. (5-23).
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[do

(e o) (5-23)
As relagBes constitutivas a nivel micro estdo representadas pela Eq.(5-24).
(o), =Ci(e), (5-24)

Na literatura, algumas definicdes ha sido estabelecidas para quantificar os tamanhos
dos EVR, onde algumas das mais representativas podem ser encontradas nos trabalhos de
(STROEVEN; ASKES; SLUYS, 2004).

Para a determinacdo do tamanho de EVR, foram empregados dois procedimentos 0s
quais resolvem os problemas de valores de contorno, sejam de tensdo ou deslocamentos,
das amostras de material microheterogéneo e nas quais se verifica a resposta do valor

médio das variaveis dos microcampos.

Existem muitos procedimentos para determinar as dimensdes e o numero de
heterogeneidades que devem incluir-se no EVR. Neste trabalho, a dimensdo do EVR €
determinada em forma numérica empregando dois procedimentos: 1) incrementando o
ndmero de heterogeneidades em um EV determinado, ou, 2) através do sucessivo

incremento do volume da amostra.

O tamanho da amostra representativa, sera aquele que proporcione uma resposta
macroscépica invariante (com certa margem) para distintas distribuicdes das particulas. O
tamanho do EVR vai depender dos fatores tais como: grau de dispersdo dos
microconstituintes e fracdo de volume dos mesmos, contrastes em suas propriedades

mecanicas e propriedades que se deseja homogeneizar, entre outros (SOARES, 2010).

A Figura 5.4 apresenta um EV onde o nimero de heterogeneidades é incrementado

mantendo constantes suas frac¢des de volume de inclusdes.
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Figura 5.4 EVR variando a quantidades de constituintes ao interior do EV.

Outra maneira de se obter um EVR é a metodologia que consiste no incremento
gradual de seu tamanho, para incorporar na analise, maior quantidade de informacdo da
microestrutura (Figura 5.5) e mantendo constantes o tamanho das incluses e a fragédo de
volume.

Figura 5.5 EVR variando o tamanho do EV.

Em cada um dos métodos sdo verificadas as variaveis de campo como as tensdes e

o0s deslocamentos. Logo, a partir da relacdo entre elas é determinada a modulo efetivo E*.

Os autores (STROEVEN; ASKES; SLUYS, 2004) estimaram o EVR a partir de
elementos arbitrarios com anélises estatisticas para medi¢do das flutuacdes de qualquer
uma das propriedades que se deseja medir. Geralmente, a propriedade mais utilizada é o

modulo de Young, mas também se pode trabalhar com as tensdes medias, deslocamentos,
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energia e fator de concentragdo, dentre outros. Neste método, cada série de n amostras, se
estima o desvio padrdo (s?) e a média (x) da propriedade a medir, conforme Eq.(5-25) e
Eq. (5-26).

1 _\2
S 2% (5-25)

X= i (5-26)

i=1

Onde x; representa o valor da propriedade da amostra i. O coeficiente de variacdo

esta dado pela relacéo do desvio padrdo e a média Eq.(5-27).

CV =

| | »

(5-27)

O CV estima a flutuacdo da propriedade medida com respeito ao valor medio.
Segundo as condicGes anteriores, serd considerada uma amostra representativa de material
aquela em que as propriedades homogeneizadas sejam independentes das condicdes de

contorno ou entdo, aquela para o qual se verifiqgue homogeneidade estatistica.

5.2.3. Condicdes de Contorno Periddicas (CCP)

Para processos de analises de homogeneizacdo mediante métodos numéricos é
indispensavel a utilizagdo das condi¢des de contorno periddicas com a finalidade de obter
uma maior precisdo nos resultados. Trata-se da fronteira periddica, o qual é uma das mais
utilizadas na comunidade cientifica, uma vez que apresenta uma excelente capacidade de
reproduzir o comportamento de materiais que apresentem uma microestructura periédica
(ou quase periodica) e a taxa de convergéncia é mais rapida que outros tipos de condigdes,
como as de Neumann o Dirichelet (BURLA; KUMAR; SANKAR, 2009; KANIT et al.,
2003; NGUYEN et al.,, 2012; YUE; WEINAN E, 2007). Esta condicdo de fronteira
estabelece que a fronteira que define os limites do EV pode ser dividida em dois grupos
iguais tais que:

0Q=(I; ury) (5.28)
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Isto significa que cada ponto da parte positiva y* € I;* tem o seu par na parte
negativa y~ € I;~. Além disso, é necessario garantir que o vetor normal unitario a I;* e

I~ nos pontos y* e y~ , respectivamente, satisfaca a condigao.

i i (5-29)
Na Figura 5.6. Encontram-se uma representacdo esquematica do modo de
deformacdo de um EV quando assumida a condi¢do de contorno periodica.

y
A
(2)
"""""""" Ii'mg
. . X
4 1 )
e, (13
RE,LG‘ ) me,c;
Deformacéo Linear Q
Periodica
------------------------------ T, I
Tensdo constante _____ Mz) |
L, ‘ Pe(\'p‘ E >
RVE X, X
a) b)

Figura 5.6 llustracdo da Convergencia do EVR.
a) ilustra propriedade da convergéncia (adaptado de (NGUYEN et al., 2012) ) e b) €
o EV bidimensional como ponto “imagem” (img) ¢ ponto “espelho” (esp) (adaptado de
(METHODS et al., 2011)).

Portanto, em termos de forcas, esta baseia-se na ideia de levar os mesmos valores
em dois pontos homoélogos (a imagem de ponto e espelho) em faces opostas (I'l -I'3) e (I'2

-I'4) da (Figura 5.6 b)). O vetor de tensdo leva os valores opostos em dois pontos
homologos em faces opostas Egs. (5-30) e (5-31):

9 (Ry), 2o (Rm),

an an (5-30)
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== : (5-31)

Contudo, a condicdo de equilibrio deve garantir que a somas de forca em um
elemento sejam igual a zero.
Entdo, segundo a configuracdo esquematizada na Figura 4-6 b) tem-se que impor a

condicdo seguinte em todos o0s pontos do contorno.

O_p®_,0® _,0
Pesp I:)img = Uesp — Uimg (5-33)

Onde Pe(slg e Pi% sdo 0s vetores de posicdo dos ponto “imagem” e o ponto

“espelho”, e ugg, e ul(;l) g

séo as deformagdes sofridas pelo material em cada uma de suas
caras. Segundo a Eq. (5-33) a diferenca das deformacgdes macroscépica nos pontos “img” e
“esp” do material devem sempre permanecer constantes. Para isso, qualquer valor de
deformacdo fisicamente aceitavel é valido, entdo, para este caso de homogeneizacdo é
imposto uma deformacdo unitaria (¢). Assim, as condicdes de contorno impostas sao

consideradas conforme apresentado na Eq. (5-34).

O _ @
Uesp = Uimg T ¢ (5-34)

Isto vai garantir que a imposicdo de deformacgdo em um n6 geométrico de qualquer

um das faces pode ser obtida pela posicdo do outro que satisfaca uma combinacédo linear

dos vetores de deformacéo.

Dependendo do modelo a ser utilizado, 2D ou 3D, tem-se uma variedade de
possibilidades para a imposicdo de condi¢des de contorno periodicas que dependerdo da
posicdo dos contornos, sendo arestas para 2D ou superficie em 3D. Na Figura 5.7 é

apresentada os possiveis casos de imposi¢do das CCP segundo a aresta dos EVR.

106



AB:Inferior
DC:Superior
AD:Esquerda
BC:Direita

Figura 5.7 Esquema para imposicao das condi¢des de contorno no EVR.

ABDC:Inferior
EFHG:Superior
ACGE:Esquerda
BDHF:Direita
ABFE: Frontal
CDHG:Posterior

Fonte:(BURLA; KUMAR; SANKAR, 2009).

Assim, dependendo da aresta ou da superficie onde for se impor as condi¢des de

contorno, tem-se as seguintes possibilidades:

Tabela 5.1 Imposicao de Condic¢des de contorno dependendo da posi¢do dos

esforgos.
Frontal e Posterior Esquerda e Direita Inferior e Superior
Frontal __ | Posterior Direita __ , , Esquerda superior __inferior
u, ™ =u, +o | u. T =Uy U =U,
Frontal __ | Posterior Direita Esquerda superior inf erior
u =u = =
ufrontal — u;osterior u;Direita _ uzEsquerda ujuperior _ uinf erior
Frontal __,  Posterior Direita __ , ,Esquerda superior __ inferior
u, =, U, oo =u, u; =u,
Frontal __ |, Posterior Direita __ , , Esquerda superior __ inferior
u, =u, u, " =ug +¢ | uy =U,
F | P i Direi E: i i i
uf rontal _ uf osterior ul ireita _ us squerda u;upenor — u;nf erior
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u)I(:rontal — u)I(Dosterior u)l()ireita — u)I(Esquerda u)s(uperior — u)i(nf erior
u Frontal =u Posterior u Direita -u Esquerda usuperior — uinf erior

y y y y y y
u;:rontal — u;%sterior U?ireita — uzEsquerda uiuperior — U;nf erior +¢
u)I(:rontal — u)l:osterior u)l()ireita — u)I(Esquerda u)s(uperior — u:(nferior +§0

Frontal Posteri Direit E: d i inf eri
uyron al _ uyos erior uy ireita _ uysquer a u)s/uperlor — u;/n erior
u;:rontal — u;DOSterlor u?lrelta — qusquerda u;uperlor — u;nf erior
u)l(:rontal — u)I(:’osterior u)I(Z)ireita — u)I(Esquerda u)s(uperior — u)i(nf erior

| i irei d i inferi

u)I/:ronta — u;’osterlor u)l/jII’EIta — u)I/Esquer a uiuperlor — u;/n erior
uZFrontal — ufosterlor + o u?lrelta — uzEsquerda u;uperlor — u;nf erior
u)I(:rontal — u)l(’osterior u)I(Direita — u)I(Es,querda u)s(uperior — u)i(nf erior

Frontal Posteri Direit, E: d i inferi
uyrona — uyos erior uy ireita _ uysquer a u)s/upenor — u;/n erior
u;rontal — u;osterlor u?lrelta — uzEsquerda uiuperlor — u;nf erior

Fonte: (BURLA; KUMAR; SANKAR, 2009).

Para uma malha gerada pelo MEC, a imposicdo das condicdes periddicas ndo
representa grande dificuldade devido a facilidade de construcdo de uma malha regular. Para
o0s casos de malhas geradas pelo MEF a imposicao das condi¢Ges de contorno requer algum
procedimento especial na geracdo das malhas, geralmente quando as malhas ou a amostra
carecem de periodicidade. Alguns trabalhos a respeito podem ser consultados (BURLA;
KUMAR; SANKAR, 2009; COOK, 1995; DAVIES; CRANN, 2004; GITMAN; ASKES;
SLUYS, 2007; NGUYEN et al., 2012; SANDSTOM; LARSSON; RUNESSON, 2014).

108



5.3. Exemplos

Nestes exemplos serdo determinados o modulo efetivo para modelos de
homogeinizacdo em 2D e 3D considerando os nddulos de grafita com suas geometrias reais

e sintéticas.

5.3.1. Exemplo I: Homogeneizagdo com geometria sintética em 2D

Para homogeneizacdo no caso bidimensional foi adotada a hipotese do EPT. A
Figura 5.8 apresenta uma micrografia tipica do FFN GGG-40 obtida via Micro-CT. Neste
modelo, os nddulos de grafita sdo modelados com geometrias sintéticas, isto é, os nddulos
de grafita sdo modelados com uma geometrica circular perfeita. Além disso, € tido em
consideracdo a rigidez da grafita a qual foi obtida experimentalmente mediante testes de
micro-indendacdo. Os autores (BERDIN; DONG; PRIOUL, 2001); (TONG et al., 2009);
(PUNDALE; ROGERS; NADKARNI, 1998); (BURONI; MARCZAK, 2008) modelaram o
nodulo de grafita como se fossem espacos vazios, isto devido as baixas propriedades

mecénicas da fase grafitica com respeito a matriz.

A relacdo r/d é escolhida como parametro caracteristico, onde r é o raio médio do

nodulo e d é o comprimento minimo médio entre centros de nddulos.

Figura 5.8 Detalhe da microestrutura de um FFN GGG-40.
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Segundo os resultados obtidos experimentalmente para o parametro r/d o modulo
de Young e a razdo de Poisson obtidos no capitulo 3, sdo tabulados e apresentados na
Tabela 5.2.

Tabela 5.2 Propriedades do FFN GGG-40.

Parametro Valor
r/d 0,30
Modulo de Young 182GPa
Razéo de Poisson 0.28
Percentual da 7%
Grafita(%peso)

Neste trabalho foi empregada a mesma estratégia de (ZOHDI, 2005) e (BURONI,
2006). Foram modeladas 20 amostras, cada uma com uma distribuicao aleatdria de nddulos.
A gquantidade de inclusdes tomaram a seguintes quantidades 2, 7, 12, 17, 22, 27, 32, 37, 42,
47,52 e 57. Para efeito da simulacdo numeérica, foram feitas duas estratégias:

Estratégia |

e E definida uma dimenséo especifica e constante para o0 EVR e é tomada como
parametro carateristico;

e E considerada que a fracio de incluses é de 7%;

e O tamanho dos nddulos é determinado para cada amostra considerando a quantidade
destes dentro da matriz e a fragdo de area correspondente;

e Os nodulos sdo gerados em forma aleatoria verificando para que ndo existam
superposicdes entre eles, e cumprindo as relagdes de R/d=0,29, de tal maneira que,
a distribuicdo corresponda aos dados experimentais;

e O Moddulo de Young e a razdo de Poisson séo de 182GPa e 0,28, respetivamente.

Estratégia Il

e Adota-se um raio unitario para todos 0s nédulos e esta dimensdo é tomada como
parametro caracteristico;

e Considera-se que a fracdo de volume das inclusdes é de 7%;

e A partir do nimero de nédulos que se deseja gerar para cada amostra e com a fragdo

de volume se calcula a area da microestrutura;
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e Os nodulos sdo gerados em forma aleatéria verificando que ndo existam

superposicdes entre eles, e cumprindo as relacbes de R/d=0,29, de tal maneira que, a

distribuicédo corresponda aos dados experimentais;

e O M0ddulo de Young e a razdo de Poisson sdo de 182GPa e 0,28, respetivamente.

As Figura 5.9 e Figura 5.10 apresentam-se as curvas de convergéncia para E* onde

pode ser observado que em cada uma delas ha uma grande dispersdo para cada um dos

ensaios computacionais.

Quanto menor a quantidade de nddulos maior a variacdo do E*, e maior a sua

dependéncia do posicionamento de cada inclusdo. Esta afirmacdo esta de acordo com 0s
resultados obtidos por (BURONI, 2006) e (ZHANG; BAI; FRANCOIS, 1999), os quais

indicam que a posicdo dos furos afetam significativamente os modulos efetivos quando eles

estdo incluidos em uma menor quantidade ao interior da matriz homogénea.

EX{MPa]

1.96

1.95

1.94 -

*
*

1.93 -
1.92
1.91

1.9+

:
£
*®
*®
®
*

r r r r r e r
2 7 12 17 22 27 32 37 42 47 52 57 62
Numero de Nédulos

1.89

Figura 5.9 Caso 1: Curva de convergéncia do EVR.
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Figura 5.10 Caso 2: Curva de convergéncia do EVR.

Nas Tabela 5.3 e Tabela 5.4 s&o apresentados os valores de E~ obtidos para cada
uma das amostras, a diferenca entre os valores maximos e minimos, os desvios padrdes e as
porcentagens de variacao da diferenca de valores maximos e minimos com respeito a média
(DVM) e ao desvio padrdo (DM).

Tabela 5.3 Caso 1. E*da microestrutura com diferentes distribuicdes aleatérias de

nodulos.

N de nédulos E* Diferenca Desv~. % %

[MPa]  Emax-Emin Padrdo. (DVM) (DM)
2 192610 5689 1408 2,95 0,73
7 191454 4510 876 2,36 0,46
12 191778 3992 1009 2,08 0,53
17 191685 2876 697 1,50 0,36
22 191311 2905 728 1,52 0,38
27 191324 4132 1084 2,16 0,57
32 191663 3233 798 1,69 0,42
37 191634 2416 628 1,26 0,33
42 191386 3536 982 1,85 0,51
47 191559 3084 815 1,61 0,43
52 191518 2587 736 1,35 0,38
57 191554 2048 566 1,07 0,30
62 191286 2373 736 1,24 0,38

Pode ser observado que a partir de 27 nddulos o desvio padrdo com respeito a média

é inferior a 2 % (%DVM em 27 nodulos=2,16), o qual é adequado para a obtencdo de E~ a
partir de EVR.
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Tabela 5.4 Caso 2. E*da microestrutura com diferentes distribuicGes aleatérias de

nodulos.

. E*med Diferenca Desv. % %
Nnodulos \nipa1 B E*nn  Padrio  (DVM)  (DM)
2 191328 4867 1351 2,54 0,71
7 191035 3399 968 1,78 0,51
12 191381 2344 652 1,22 0,34
17 191265 3332 879 1,74 0,46
22 191290 3344 927 1,75 0,48
27 190819 4108 951 2,15 0,50
32 191240 2716 704 1,42 0,37
37 191172 2705 699 1,41 0,37
42 191077 3221 888 1,69 0,46
47 191122 2419 730 1,27 0,38
52 190651 2575 667 1,35 0,35
57 191019 2191 637 1,15 0,33
62 190801 2858 1092 1,50 0,57

Nas Figura 5.11 e Figura 5.13 é exposto os resultados obtidos de E* com
microestruturas com 27 nddulos em cada um dos experimentos. Cada ponto destas figuras
representa o resultado de um ensaio computacional do material com distribuicdo aleatdria
de nddulos. Também se observam os valores maximos, minimos, médios e desvios padroes
do grupo de amostras analisadas. As Figura 5.12 e Figura 5.13 apresentam o0s
correspondentes histogramas destes resultados, em que pode ser observado que a maioria
dos ensaios desenvolvidos alcancou valores de E~ de 192GP quando se varia o tamanho de
nodulos e 191GPa para a determinacdo do EVR variando o tamanho do EVR. Isto indica
que independentemente da forma como se estime o EVR, seja variando o volume ou o

tamanho dos nodulos o resultado final é similar.
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Ndmero de ensaios computacionais

Figura 5.11 Caso 1. E* do material para 20 microestruturas com 27 nodulos
distribuidos em forma aleatoria.

O valor de E* para 0 FFN GGG-40 ¢ obtido a partir dos ensaios computacionais que
sdo de 192GPa, enquanto que, as obtidas em dados experimentais foram de 187GPa
(ZHANG; BAI; FRANGCOIS, 1999).

Ensaios computacionais
O B N W b U1 OO N 0 O

—

188 189 190 191 192 193 194
E* Mddulo de Young efetivo [GPa]

Figura 5.12 Caso 1. Histograma do E* [GPa] para 20 amostras com 27 nddulos
distribuidos em forma aleatoria.
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—&— E* con 27 nddulos
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Ndmero de ensaios computacionais

Figura 5.13 Caso 2. E* do material para 20 microestruturas com 27 nodulos
distribuidos em forma aleatoria.

12

(%2}
g [27 N6duios |
27 Nédulos
S
® 87
]
2
£ %
8
n 4
.2
a
5%
0
188 189 190 191 192 193 194

E* Médulo de Young efetivo [GPa]

Figura 5.14 Caso 2. Histograma do E* [GPa] para 20 amostras com 27 noédulos
distribuidos em forma aleatoria.

A diferenca obtida para os valores de E~ com respeito aos dados experimentais é de
aproximadamente 6%. Esta diferenca é atribuido as simplificagdes impostas ao modelo de
microestrutura, como modelagem em 2D e representacdo dos nodulos com geometrias
sintetica. (RODRIGUEZ et al., 2015) ja haviam demonstrado mediante MEF que existia
uma pequena diferenga referente as propriedades efetivas ao usar EVR bidimensionais e
tridimensionais. Na mesma linha de pensamento, é razoavel intuir que os efeitos
hidrostaticos sobre a deformacdo de uma inclusdo circular sdo diferentes do efeito que
ocorre na pratica em um nodulo de grafita tridimensional, onde se tem uma rigidez
volumeétrica significativa e como consequéncia um comportamento mais flexivel. Uma

diferenca mais pronunciada nas propriedades efetivas com respeito aos dados experimentais
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foi observada por (BURONI; MARCZAK, 2008), onde alcancaram valores de modulo de

Young efetivo de 160GPa. Nesse trabalho as propriedades efetivas foram de 191GPa para o

maodulo de Young usando as mesmas condi¢des experimentais reportadas na bibliografia.

5.3.2. Exemplo Il1: Homogeneizagdo com a geometria real em 2D

A Figura 5.15 descreve o procedimento de homogeneizacdao utilizado neste trabalho.

Este procedimento consiste na geracao de varios EVRs com diferentes tamanhos. Este EVR
foi obtido a partir de testes numéricos para determinar o modulo efetivo.

Q

Figura 5.15 EVR para o FFN GGG-40.

Os microgramas obtidos com o Micro-CT foram utilizados para recuperar as formas
e a distribuicdo do nodulo. A Figura 5.16 representa um modelo de malha bidimensional

que representa as inclusbes de geometria irregular (Q;,.) dentro da matriz ferritica
(-Qmat)-

Qmat

Figura 5.16 Contrucdo da malha dos nodulos de grafita do FFN GGG-40.
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A estratégia para a geracdo da malha no material, foi desenvolvida assumindo uma
placa quadrada de dimens@es definidas. Neste modelo, os nédulos de grafita tém a forma
geométrica verdadeira. O contorno é representado por um elemento quadrético continuo.
As dimensdes do dominio foram progressivamente aumentadas até que a estabilizacdo em

nos modulos efetivo foram alcangadas (Figura 5.17).
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Figura 5.17 lustragdo do EVR com diferentes numeros de inclusdes.
Tamanhos de amostras de (0,5 x 0,5) mm?; (1 x 1) mm?, (2 x 2) mm?; (3 x 3) mm?;
(4 x 4) mm?.

O algoritmo computacional é apresentado na continuacdo que utiliza a ferramenta
ginput de Matlab. Algoritmo 3 gera a malha com nddulos de grafita da forma “pop corn”

com 0 comando ginput.

Algoritmo 3 Algoritmo para inser¢do de pontos com 0 comando ginput

Assign Image
Assign Scale
Assign Xo, y0, xfin, yfim (Limites inferior e superior x, y)
Assign N (numero de inclusdes)
For i=1: N
but = 1;
Do while but ==
Assign [xi,yi,but] <= ginput(1l);
Assign xy2(:,n) <= [m;xi;yi;but];
End
Assign mapa_ inclu{k} <= [M,x,y,but];
End
No ponto internos

Para evitar problemas de singularidade por cantos pronunciados se acondicionou o
programa para nao permitir pontos geométricos com uma distancia menor ou igual
10‘2(Xﬁm —Xl-n). A partir dai a analise de homogeneizacdo multiescala foi realizada
utilizando diferente EV segundo a Figura 5.17. Os resultados do processo de
homogeneizacdo sao apresentados na Figura 5.18.
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Figura 5.18 E* do FFN GGG-40.

Pode-se evidenciar que a medida que o nimero de inclusGes aumentou, as
propriedades efetivas sdo estabilizadas atingindo valores de 187 GPa para um EVR com 30
inclusBes. O EVR neste caso foi de 1,5 x 1,5 mm?. O método mostrou uma alta preciséo do
modulo efetivo em relagdo aos valores recuperados com os resultados experimentais, a
diferenca foi de 4%. O erro no valor de Young efetivo obtido é devido possivelmente a
dois fatos: o modelo bidimensional, mesmo considerando a geometria real da incluséo,
ainda ndo se aproxima satisfatoriamente da realidade de um comportamento de um FFN em
3D. Por outro lado, os erros gerados durante o processamento da discretiza¢do do contorno

também podem influenciar no valor médulo efetivo do material.

5.3.3. Exemplo Il11:Homogeneiza¢do com a geometria sintética em 3D

A distribuicdo dos ndédulos de grafita para o0 modelo 3D com geométria sintética
foram gerados aleatériamente, considerando a nodularidade da amostra. A geometria foi
desenhada em CAD e a reconstrucdo da malha tridimensional do modelo do EV realizada
no software GMESH 3.0. Foi desenvolvido um codigo em Matlab para impor as condic¢des
de contorno ao problema. Para o modelo gerado, primeiro se fez uma reconstrugdo das
malhas em Matlab com os dados obtidos do GMESH para ter a visualizacdo das faces,
arestas e vértices dos modelos (Figura 5.19), logo € identificada a numeracdo de cada

superficie, aresta e/ou vértice. No presente caso a ser analisado, como a imposi¢do das
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condicdes de contorno é efetuada nas superficies do EV, faz-se necessario somente a

identificacdo das superficies (Figura 5.20).

Logo, é feito uma verificagdo das normais de tal maneira que estas estejam
orientadas corretamente, para garantir uma correta integracdo numérica do modelo. (Figura
5.21 e Figura 5.22). Depois de verificadas estas condi¢Ges, os modelos sdo finalmente

gerados e a malha reconstruida, conforme ilustrado na Figura 5.23.

1 1
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0.6 0.6
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Figura 5.19 Construcdo da geometria. Figura 5.20 Identificacdo da
superficie.
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Figura 5.21 Verificagdo das normais Figura 5.22 Verificacdo das
internas. normais externas.
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Figura 5.23 Modelo reconstruido.

Foi implementada a estratégia de homogeneizacdo assimptotica usando elementos
de volume (EV) para encontrar o Elemento de VVolume representativo (EVR) do material.
As quantidades de inclusdes foram sendo acrescentandas no interior do EV mantendo uma
razdo constante de volume nodular com respeito ao tamanho do EV, e sempre mantendo
fixa a mesma modularidade do FFN GGG-40 (Figura 5.24).

GGGA0 GGGAD GGGA0

Figura 5.24 EV em 3D para homogeneizagdo assimptatica.

a) EV com uma incluséo, b) EV com 10 inclusdes, ¢) EV com 30 inclusdes.

Figura 5.25 a) apresenta a curva de convergéncia do E* para um modelo
bidimensional. Na Tabela 5.5 apresenta os valores meios de cada uma das amostras para

E*, a diferenca entre os valores maximos € minimos (Emax-Emin), 0 desvio padrdo, a
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percentagem de variacdo da diferenca entre os valores maximos e minimos com respeito a
média (DVM) e o desvio padrdo (DM).

Figura 5.25 Curva de convergéncia do EVR. Valores de E* para diferentes

E* [MPa]
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Tabela 5.5 E* para os testes computacionais do FFN GGG com vérias distribuices

de nddulos.
0 %
N°  E[MPa] EmpEnmin Dlze;‘f' (D\//"M) oM

4 171467 94558 23414 586 145
6 180984 76856 18222 449  1.07
8 174642 83962 24417 510 148
10 175217 87349 23073 529  1.40
15 181034 71682 18181 419  1.06
20 183229 54483 13697 315  0.79
25 183518 90956 18716 524  1.08
30 186362 77318 15850  4.38  0.90
35 183688 64007 12893  3.69  0.74
40 181913 63627 16635 370  0.97
45 188039 41409 9869 233  0.55
50 183910 48671 12513 280  0.72
55 185587 49910 11749  2.84  0.67
60 186718 64689 16368 370  0.94

Pode ser observado que para 30 inclusdes se alcanca um E* representativo, onde se

tem desvios da media inferior ao 5% com o incremento das inclusdes. Figura 5.26 a)

apresenta o resultado para E* para um EVR com 30 nodulos de grafita. Figura 5.26 b)
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apresenta os correspondentes histogramas dos resultados, em que pode ser apreciado 0s
dados para E* foram de E* de 186GPa. O valor para E* nos dados experimentais foram do
181GPa (ZHANG; BAI; FRANCOIS, 1999).
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A anélise em 3D pode ser determinar que o modulos de Young foi de 186GPa. Ha
uma diferenca obtida 2% approx com respeito do teste em 2D. Esto demuertra que o
modelo 3D aproxima mais ao valor experimentais obtidos e ao dados blibliogréaficos

reportados na literatura.

5.3.4. Exemplo IVV: Homogeneizagdo com a geometria real 3D

Com a malha gerada a partir da reconstrugéo tridimensional obtida pelo sistema de
microtomografia por Raios-X, foram simulados 2 modelos (EVs) com tamanhos de 50, 200
voxels, a dimensdo dos modelos foram obtidas por (COSTA, 2016). Os EVRs foram
retirados do centro da amostra, de modo que os centroides dos mesmos fossem idénticos,
conforme observado na Figura 5.27, que mostra respectivamente os modelos de 50°, 100° e

200° voxels.
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Figura 5.27 EVR usado na simulagdo em 3D direta.
Fonte: (COSTA, 2016).
Ap0s o processamentos de imagens foi gerado um EVR conforme apresentado na
Figura 5.28. A malha externa do cubo foi construida no Matlab com elementos quadraticos

lineares de 4 e 8 n6s. O tempo de simulacéo foi de até 24 horas um processador Corel i7.

GEGE40 GGGAD
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Figura 5.28 EV usado na simulagcdo em 3D com a geometria real.
a) EV de 50Voxels, b) EV de 200Voxels.

Os resultados para os modulos efetivos considerando 50 e 200 Voxels séo
apresentados na
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Tabela 5.6. O tempo de simulacdo variou entre 24 e 36 horas, possivelmente por

causa do método de solugdo do sistema matricial, o qual foi feito por elimina¢do gaussiana.

Tabela 5.6 Resultado do processo de homogeneizagédo assintotica com geometria

real.
EV de 50° Voxels EV de 200° Voxels
E.(GPa) 185,24 184,53
E,(GPa) 185,32 184,73
E.(GPa) 185,93 183,35

E possivel evidenciar que os valores do modulo de Young efetivo se aproximam
mais aos valores obtidos experimentalmente. Nota-se que neste caso 0 modulo da grafita
ndo foi considerada. A diferenca com respeito ao valor experimental foi de 1%, o qual

indica a precisdo da metodologia implementada.

5.4. Conclusdes sobre homogeneizacdo do FFN GGG-40

Foi implementado um codigo de MEC para a analise da estrutura do FFN GGG-40
supondo os nodulos de grafita com geometria sintéticas e logo com geometria real. Para o
caso da geometria sintética a analise foi realizada usando dois mecanismos para a
determinacdo do EVR 1) variando o tamanho e o numero das inclusdes e 2) variando o
tamanho do EVR impondo como condicdo um parametro caracteristico. Neste caso foi
utilizado o tamanho das inclusbes como parametro caracteristico. Encontraram-se em
ambos 0s casos 0 tamanho do EVR coincidia com uma margem de erro de 1%. O custo
computacional difere em 5% sendo o segundo caso de maior rapidez computacional. Isto
pode ser causado pelo fato dos elementos permanecem constantes. A diferenca dos valores
numericos com respeito aos valores experimentais sdo atribuido ao modelo utilizado e as

simplificacGes feitas no mesmo.

Para o caso de homogeneizagdo usando a geometria real do problema o valor de
modulo efetivo se aproximo mais aos dado experimentais e 0 custo computacional foi mais
elevado devido ao procedimento de emalhado. Mas em definitivo, para o FFN é

indispensavel usar geometrias reais para o caso de homogeneizacdo multiescala.

Para o caso 3D foi avaliada 0 modelo 3D com o MEF a partir de construcdes

construcdes geométricas obtida no Ansys, o sistema converge aproximadamente bem, e as
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diferencas podem ser causadas pelo refinamento da malha gerada no GMESH. Uma malha

mais refinada geralmente tornava o problema de elevado custo computacional.

No processo de homogeneizacdo, as propriedades efetivas foram determinadas com
valores satisfatorios aos valores obtidos experimentalmente, apresentando diferenca de 1%,
0 qual indica efetividade do modelo numérico e a importancia de modelar esse tipo de
materiais com as geometrias reais quando ndo se tem uma perfeita nodularidade no caso de

FFEN utilizado neste trabalho.
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6. VISCO-ELASTICIDADE

6.1. Introducéo

Os materiais visco-elasticos, assim como os compdsitos, s&0 muito comuns na
engenharia. Trata-se de materiais solicitados que por tensbes constantes (ou deformacdes
constantes) apresentam deformacbes (ou tensdes) que variam com o tempo. Entretanto,
uma vez retirada a solicitacdo, o material recupera completamente seu estado inicial

embora ndo instantaneamente.

A investigacdo tedrica em viscoelasticidade, normalmente envolve duas categorias:
uma delas trata do desenvolvimento das equacdes constitutivas consistentes com as
observacdes fisicas e a outra corresponde a aplicacdo destas formulagdes aos problemas de

valor de contorno.

Neste capitulo € realizado uma revisdo dos diferentes tipos de modelos de
viscoelasticidade, bem como sua formulacdo tanto em 2D como em 3D considerando o
MEC por sub-regides. Foram modelados problemas viscoelasticos em 2D e 3D, a fim de
validar a implementacdo numérica. O processo de homogeneizagdo multiescala é realizado
para problemas em 2D em um material microestruturalmente heterogéneo. Os dados foram

validados com dados reportados na literatura.

6.2. Descri¢ao do modelo

6.2.1. Lei constitutiva

Assim como acontece com materiais de comportamento elastico, os materiais
viscoelasticos também tem um comportamento similar, o qual obedecem a certas regras
constitutivas. Seja ¢ e €, com componentes cartesianas ojj € €jj serem fungdes definida no
intervalo temporal (—oo, 00), cujos valores () e ¢(z) sdo o tensor de tensdes e deformacoes
infinitesimais no instante t, respectivamente. A relacdo constitutiva esta dada segundo a Eq.
(6-1):
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o(t)=Le(t) 61)

Onde L é uma transformacdo que associa o histérico de deformacbes com o de
tensdes (GURTING; STERNBERG, 1961). A Eq.(6-1) é conhecida como equacao
constitutiva hereditaria que descreve o comportamento das forcas e deformagdes
dependente do tempo, estabelecendo assim, a chamada mecénica hereditéaria que atualmente

é conhecida como teoria da viscoelasticidade.

6.2.2. Definicdo historica admissivel

Um histérico de deformacdes ¢ é admissivel se € é continuo em tudo t € (—oo, ),
e e=0 em (—o0,0). Uma definicdo analoga se aplica ao histdrico de tensdes. (GURTING;
STERNBERG, 1961)

Esta definicdo é importante, pois esta contida na proxima definicdo que deixa clara

as restrigcdes da teoria da linear.

6.2.3. Lei constitutiva hereditaria linear

Uma transformacéo L que associa a cada historico de deformacdes € a um historico
de tensbes, o = Le, € uma lei hereditaria linear, se as seguintes propriedades forem
atendidas. Seja &' e ¢ dois historicos de deformagdes admissiveis e suponha que o’ = Le’
eo = Le entdo:

a) Linearidade: sendo A; e A, nimeros reais, entao,
L(Ae +4e")=AL(e)+ AL(£");
b) Invarianga da traslacio: para todo Para cada A fixado na relagdo £ (t) = ¢'(t — 1)

parat € (—oo, ) implica que o (t) = o' (t— A) para t € (—oo, 00)

c) Nao retroatividade: para todo t fixo, €' = &' em(—oo, t], implica que ¢’ = 6" em

(—oo, t];

d) Continuidade: para todo t fixo e todo a > 0, existe um &.(a) > 0 tal que |&'(7)| <

6;(a) paratodo 7 € (—oo, t] implica que |¢'(t)| < a.
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O postulado (a) expressa o principio da superposicdo linear. Na teoria da
viscoelasticidade Linear, esse principio € conhecido como principio da superposicdo de
Boltzmann. O postulado (b) garante que a constituicdo do material permanece invarivel
com o tempo. O postulado (c), também conhecido como principio da causalidade,
estabelece que se dois histdricos de deformacdo coincida até o instante t, entdo os dois

historicos de tensdes associados também tém que ser iguais.

O postulado (d), em termos de (a) estabelece que se dois historicos de deformacéao
fossem suficientemente proximos até o instante t, entdo os valores de tensdo
correspondentes no instante t, serdo arbitrariamente préximos. (GURTING; STERNBERG,
1961)

Caso estes postulados sejam todos observados, entdo é possivel obter uma forma
geral de representacédo da Lei constitutiva, conhecida como forma integral.

6.2.4. Modelos analdgicos

A teoria dos modelos analdgicos mecanicos € a analogia mecanica para a teoria dos
circuitos elétricos (N. W. TSCHOEGL, 1989). Nesses modelos, os fendmenos fisicos
envolvidos sdo representados por elementos graficos que podem ser conectados entre si, de
forma a reproduzir determinado comportamento. De modo geral, esse procedimento facilita

0 processo de analise do sistema mecanico.

O elemento de mola unidimensional (Figura 6.1) representa o material com
comportamento elastico linear (lei de Hooke). Neste comportasmento, o material recupera

instantanemanete sua condicg&o inicial depois de ser feita a solicitacao.

E
ce——///|—=—>0

Figura 6.1 Representacdo do modelo e Hooke.

Onde E € 0 mddulo de Young e ¢ é a deformacéo sofrida pela mola devido ao

esforco aplicado.
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O comportamento puramente viscoso € representado com um elemento de
amortecedor unidimensional (Figura 6.2). Esse material apresenta tensbes que sé&o
proporcionais a taxa de deformacéo que o material sofre e ndo a deformagdo propriamente
dita. Isto é, depende de uma constante variacional chamada parametro de viscosidade a qual
depende igualmente das caracteristicas do material. Este modelo também é conhecido como
modelo de Newton. Neste caso o material pode alterar sua configuracdo apresentando

deformagdes permanentes.

n
cc—a >0

(¥

Figura 6.2 Representacdo do modelo de Newton.

Associacdo dos dois elementos representa 0 comportamento viscoelastico (Figura
6.3), que possui caracteristicas intermediarias aos dos modelos descritos. Uma
possibilidade de associacdo direta é, por exemplo, dispor os dois elementos em série
(Modelos de Maxwell) ou em paralelo (Modelos de Kelvin-Voigt).

n
[

E

Figura 6.3 Modelo viscoelastico de Kelvin-Voigt.

Onde 7 é o coeficiente de viscosidade, E € 0 modulo de Young e ¢ a deformagéo

sofrida pela mola devida ao carregamento.
Nesse caso as equagdes sdo:
Equilibrio: a(t) = a¢(t) + a”(t).
Compatibilidade: e(t) = €¢(t) = €(t)
Equacdes constitutivas: 6¢(t) = E€€(t) e a’(t) = nev(t)
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Substituindo as equacdes constitutivas e compatibilidade na equacdo de equilibrio,

obtém-se a equacdo diferencial do modelo.
o (t) = E&(t)+na(t) (6-2)

Para umdado histérico de tensdes a solucdo da equacdo diferencial linear de

primeira ordem é:

1| ()
8(t)=;j0‘(t)e T dr (6-3)

Integrando por partes € encontrada a funcéo de influéncia fornecida pelo modelo:

1,
D(t—T)=E[1—e " ] (6-4)

Quando t tende ao infinito, a solu¢cdo D corresponde a uma solucdo elastica

assintotica quando toda tensao € suportada pela mola.

Um histdrico de deformacdo é possivel obter a tensdo atual diretamente por meio
da Eqg. ( 6-2). Um teste de relaxacdo é fisicamente impossivel com o modelo de Kelvin,
pois £(t) = €,6(t) 0 que corresponderia a uma tensdo inicial infinitamente alta. Logo, ndo

ha funcdo de relaxacdo correspondente para esse modelo.

6.3. Formulagdes MEC para Viscoelasticidade

6.3.1. Modelo de Maxwell 2D

A Eq.( 6-2) pode ser reescrita da seguinte maneira:

o(t)
E

Adoptando a simplificagdo na variavei de viscocidade #, segundo (MESQUITA,

o(t)=ns(t)-n (6-5)

2002), n=yE onde y é o parametro de viscosidade, a Eq (6-5) pode ser apresentada como:

o(t)=y[E&(t)—c(t)] (6-6)
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A extensao para o caso tridimensional pode ser feita diretamente, gerando a equacgéo

constitutiva do modelo:

Gji (t) = 7|:Cijkl‘ékl (t) — 0Oy (t)] (6-7)
Substituindo essa expressdo na equacdo ponderada pela solucdo fundamental do

MEC, omitindo a dependéncia explicita de t resulta:

Iu:i pidF_J.u:i,jy[Cijklékl - d-kl]dQ+_[u:ibidQ =0
T o o

(6-8)
Definindo I, de modo a simplificar o trabalho algebrico:
I = _I u;i,jyI:Cijklékl — 0y ]dQ (6-9)
Q
Tendo em conta que Uy Ciiny = T -
I = _J-]/u:i,jcijkl‘ékldQ + J-}/u:i,jo.-kldg = _J-yo-:mnémndg + J.7d'k|u:i,de (6-10)
Q Q Q Q
Logo, integrando por partes ambas as integrais resultantes:
| =—[yopn,dT + [ 7oy, 4dQ+ [ yoyugn,dT - [ o, jugdQ (6-11)
r Q r Q

Substituindo as equacdes do Equilibrio fundamental de Kelvin Eq (6-12). e de
equilibrio fisico, Eq, (6-15), tem-se a Eq (6-14):

Tiamnn =0 (P,S) Oy (6-12)
;=D (6-13)
| = —lyp;uidniy[—é( p.s) 5, ]uidQ+}[yUEi Didf—gy[—bi Jite (6-14)
A segunda integral na Eq (6-14) pode se apresentar como na Eq (6-15):
£y[—5(p,s)5ki}1id§2=—7uk(p) (6-15)
Omitido a posicéo p do ponto fonte:

I :—yl pUdl —yu, +7’_£Uki pidF+7£J;ukibidQ (6-16)
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Substituindo a Eq.(6-16) na Eq.(6-8)
YUy +7.£ pudl = 7luki pdl+ _l[uki pdl’+ 7£ukib|dQ+ E[ukibldQ (6-17)
Omitindo as focas volumétricas, isto é b; = 0 tem-se:
7/UK+7I‘: pkiuidr:7_r[uki pidr+l.[uki pdl (6-18)

Esta equacdo é valida para pontos internos no dominio. Por tanto para a avaliacéo

no contorno se faz o limite.da Eq.(6-18), otendo assim a cléassica identidade de Somigliana,

resultando em:
7CU; + 7J‘ petidl = VJ Ug P AT+ Iuki pdll (6-19)
r r r
A qual expressada em forma matricial é:

yHU =yGP+GP (6-20)

Esta equacdo representa uma equacdo diferencial de primeira ordem no dominio do
tempo. Para resolvé-la é aplicado uma aproximacao de ordem linear no espaco do tempo
para a primeira derivada da funcdo utilizando diferencas finitas progressivas ou
ascendentes. Dividindo a variacdo de deformacdo (AU )e/ou forcas (AP ) dependentes de

um tempo espesifico (s) em passos finitos 4z, assume-se que:

. AU
U=—- ]
At (6-21)
- AP
s 6-22)
Onde AU = Uttt — Uyt e AP = pt+1 _ pt
Logo, substituindo essa aproximagao na Eq. (6-20)
AU AP
H—= +GP"
4 At 76 At © (6-23)

Que ap6s manipulacédo algébrica resulta:
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At
+_
v

Este é o sistema de equacBes que deve ser resolvido ao longo do tempo, para

HU' = (1 JGP“1 +HU' —GP' (6-24)

encontrar os valores das grandezas de contorno, utilizando os modelos de Maxwell.

6.3.2. Modelo de Kelvin 2D

Considerando 0 mesmo procedimento para a derivacdo da equacdo matricial de

Maxwell (Eq. (6-24)) obtém-se a equacdo matricial para 0 modelo de Kelvin, Eq. (6-25)
?/ t+1 _ t+1 l t

Onde as tenses totais em pontos internos € dada segundo a Eq. (6-26):

(0'“1 + L o, j
t+1 At
olt = (6-26)

1+ 7
At

6.3.3. Modelo de Boltzmann 2D

O mesmo procedimento € aplicado para um modelo misto ou de Boltzmann.

Obtendo-se as grandezas no contorno, segundo a Eq.(6-27):

/4 t+1 y E+E Y t t
1+ —|HU" " =| —+—= |G+—(HU -GP
( Atj [At E, J Al ) (6-27)

As tensdes totais no contorno sdo obtidas:

[G'PH—l_ Ez H'ut+1_ 7E2 H'ut+1+ ]/Ez G'F')Hl_{_lio_t
t+1

E +E, E +E, E +E, At E +E,
- 6-28
147 B e ©2)
At E +E,
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6.3.4. Formulacéo Kelvin 3D

As equacbes fenomenoldgicas implementadas no MEC foram empregadas para o
estudo de um prisma viscoeléstico submetido a uma forgca constante. A geometria foi
discretizada em 54 elementos constantes, conforme ilustrado na Figura 6.4. As faces “A” ¢
“B” tiveram condi¢des de contorno de engaste e for¢a constante, respectivamente. A carga

constante foi aplicada por um periodo de 45 dias.

Figura 6.4 Modelo 3D para implementacdo do modelo de Kelvin-Voigt.

Considerando o modelo mecanico analogo e o método dos residuos ponderados
pertinente a formulacdo do MEC se parte da equacdo de equilibrio, conforme apresentada
na Eq.(6-29).

J U (o, +b)dv =0 (629
onde Q ¢ o dominio analisado e uy; € a solucdo fundamental de Kelvin. Logo,

impondo as relagfes viscoelasticas apresentadas na Eq.(6-3) e aplicando o teorema da
divergéncia chega-se na Eq.(6-30).

IU; p,dS _J.gltijciljmglmdv _Ig:ijVCiljm‘élde +Iu:ibidv =0 (6-30)
S \Y \% \%
Onde S é o contorno do corpo analisado. Logo, considerando que,
* Im _ * _ * _ *
gkijCij Eim = Oan€im = Ognth m = Ojiii (6-31)
£.vCe =y, & =yo, U =y0.l
ki7" €im = 7Oumém = VOumthm = 704 (6-32)

E substituindo tais consideracfes na Eq.(6-30) resulta a Eq.(6-33).

!Uki pidS —\_!.Ukijui,jdv _y\.[gkijui,jdv +\_!‘ukibidv =0 (6-33)
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Ao integrar por partes o0 segundo e o terceiro termo da EQ.(6-33) obtém-se a
Eq.(6-34).

Iu;i p,dS —Ja;jnjuids +Ia:ij'juidv —;/ja;ijnjuids +yja;j,juidv +IU;ibidV
S S v S Vv v (6-34)
=0

A Eq.(6-34) pode ser reescrita ao usar o teorema fundamental do equilibrio.

G:ij,j = _5( P, q)5ki (6-35)

Onde 6(p, q) é a funcdo Delta de Dirac, g sdo o ponto campo e p 0 ponto fonte.
Aplicando a Eq.(6-35) na Eq.(6-34), e levando em consideracéo as propriedades do delta de
Dirac e o fato de que oy;;n; = py;, € obtido finalmente a representagdo da equacdo integral

viscoelastica do modelo constitutivo de Kelvin-Voigt, conforme a Eq. (6-36).

Cau, ( p)"'?/ckiu( p) = é[uki p,dS _75[ P dS _7'5[ PU;dS +\!ukibidv (6-36)
onde C; ¢ 0 mesmo termo obtido para a formulagio elastica. Para o problema
algébrico computacional as fronteiras da superficie S do dominio analisado foram divididas

por subdominios S,, onde as variaveis foram aproximadas, seguindo a Eq. (6-37).

P = ¢N I:)iN
U =¢"U’ (6-37)
u=¢"u"

Onde ¢" e N séo as funces de forma e p o n6 do elemento, respectivamente. Os
valores de PN, UM e UN sdo varidveis nodais. Adotando essas aproximagbes numa

representacdo integral para deslocamentos e tragdes, obtém-se a Eq.(6-38).

CUi(p)+7CU; ()=
o Ju;i¢NdSsRN — S Jp;i¢NdSsUiN _7zsj p;i¢NdSsUiN ‘|‘b| - JB;dV (6-38)
c=lg s=lg s=1 ¢ iy

S S

A EQ.(6-38) pode ser apresentada sob a forma matricial representando a

discretizacdo do problema.
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HU (t)+yHU (t)=GP(t)+Bb(t) (6-39)
Para a solucdo da equacdo matricial das diferenciais temporais (Eg. (6-39)) é

necessario aproximar a velocidade no tempo. Este procedimento é realizado adotando-se

um comportamento linear ao longo do tempo, conforme apresentado na Eq.(6-40).

Ut+l _Ut
At

U t+1 — (6-40)

6.4. Exemplos

6.4.1. Exemplo I: Viga Homogénea

Para a validacdo do modelo foi usada uma placa em estado plano de tensé&o,
submetida a um ensaio de fluéncia que consiste na aplicacdo de forcas de superficie
constantes ao longo do tempo. Empregando os modelos de Kelvin foi modelada uma chapa

submetida a tensdo uniaxial tal como é apresentado na Figura 6.5.

b,
|

P(®)

224

L

Figura 6.5 Modelo de exemplo usado.

Tabela 6.1 Propriedades fisicas do material.

Propriedades fisicas Geometria
E=22,5757kN/mm* L=800mm
v=45,4545dia h=100mm

v=0

Parametro de analise Carregamento
At=1dia P(t)=0,005kN/mm?

Tempo total=450dias

O modelo implementando é comparado com a solucéo analitica de acordo com a

Figura 6.6.
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0.14 -

Analitico

0O Numérico
0.1 -

Deslocamento(mm)

0.08 - i

0.06 - i

0.04 r r r r r r r r
(0] 50 100 150 200 250 300 350 400 450

Tempo(dia)

Figura 6.6 Deslocamentos ao longo para pontos sobre a face carregada.
6.4.2. Exemplo I1: Estabilidade

A estabilidade do método também foi avaliada por meio da analise para intervalos
de tempo cada vez maiores. A Figura 6.7 ilustra o procedimento, considerando o0s
deslocamentos de fase.

0.18 5 : . : : . . .
0.16
0.14
0.12

0.1

0.08

Deslocamento (mm)

0.06

0.04

0.02

0 r ; r r r r r r
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450
Tempo (Dia)

Figura 6.7 Deslocamentos em funcao de diferente passos de tempo.

Pode ser observado que sem importar o passo temporal a convergéncia € a mesma.
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6.4.3. Exemplo I11: Viga Heterogénea

O efeito do nimero de inclusBes no interior da chapa também foi avaliado, em que
foi possivel observar que a medida que se incrementa o numero de inclusdes (Figura 6.8) 0s
deslocamentos sdo mais pronunciados. Este comportamento esta apresentado conforme a
Figura 6.9 com uma inclusdo, onde os modulos de Young das inclusdes foram impostos,
conforme as seguintes relagdes: E,/E;=[1, 2, 0.5, 10™]. O mesmo procedimento foi
realizado considerando 2 inclus@es (Figura 6.10) e 4 Inclus6es (Figura 6.11).

hi O O B Po

L

Figura 6.8 Esquema de chapa com inclusdes.

Tabela 6.2 Propriedades fisicas do material.

Propriedades fisicas Geometria
E=22,5757kN/mm? L=800mm
v=45,4545dia h=100mm

v=0

Parametro de analise Carregamento
At=1dia P(t)=0,005kN/mm?

Tempo Total=450dias

0.18 T T T T T T T (L)OOOO
O
5600000000
O OO0 O000000

0.16 BDDDDDDDDDDDDQ

0.14

E2/E1=1 H
U  E2/E1=2

& E2/E1=05
©  E2/E1=10e-15 ||

0.1

Deslocamento(mm)

0.08

0.06

0.04 r r r r r r r r
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450

Tempo(dia)

Figura 6.9 Relacdo dos modulos de Young com uma incluséo.
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Figura 6.10 Relacdo dos mddulos de Young com duas inclusdes.
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450

Figura 6.11 Relagdo dos madulos de Young com quatro inclusdes.

E possivel ver em cada uma das figuras (Figura 6.9, Figura 6.10, Figura 6.11) que
ao incrementar o numero das inclusfes os deslocamentos vao se incrementado, e pode ser
visto também, que na medida que se incrementa a relacdo dos médulos o material sofre um
maior deslocamento, sendo mais pronunciado na parte onde a viscosidade tende ao estado
elastico. Este comportamento pode ser mais pronunciado quando o nimero de inclusdes é
aumentado. E importante salientar que quando a relacdo de médulos de k = 10> estamos

supondo que a inclusdo apresenta um comportamento como se fosse um furo.
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6.4.4. Exemplo 1V: Homogeneizacao

Tendo o0 modelo avaliado com dados, é feita uma homogeneizacdo de uma amostra
de material heterogéneo tipo concreto especial, neste caso foi tomado o mesmo material
usado por (SOUZA, 2005) o qual trabalhou com uma Areia Asfalto Usinada Quente
(AAUQ). Neste caso, o processo de homogeneizacdo foi realizado supondo um nivel de
deslocamento médio de cada um dos ensaios de tensdo-deformacdo de uma amostra

viscoelastica submetida a um ensaio de fluéncia (Creep test).

Foi realizada uma andlise de homogeneizacdo do material viscoelastico mediante os
ensaios do historico de fluéncia das amostras. Para este caso, se toma como propriedade efetiva,
para chegar ao EVR adequado, a média dos deslocamentos nos historicos de fluéncia, isto é, &.
Figura 6.12.

0.09

0.08 - '

0.07 - — -

M

1

0.06 -

0.05 - -

0.04 - b

Deslocamento(mm)

0.03 - -

0.02 - b

0.01 '

e e 3 e e e e e
[0} 50 100 150 200 250 300 350 400 45(C
Tempo(dia)

Figura 6.12. Relagdo dos modulos de Young com quatro inclusdes.

Para cada EV, ¢ realizada 20 ensaios de fluéncia variando em cada um a distribuicdo
das heterogeneidades. Foi estimada para cada EV a média, o desvio padrédo e o coeficiente
de variancia segundo as Eq.(5-25), Eq. (5-26), Eq.(5-27), respectivamente. As dimensdes
das inclusdes foram obtidas para um concreto asfaltico (AAUQ), o mesmo material
empregado por (SOUZA, 2005). Logo, o grafico do nimero de inclusdes x coeficiente de

Variacao para cada um dos ensaios é apresentada na Figura 6.13.
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Figura 6.13.Coeficiente de variacdo do material visco-elastico.

E possivel observar que a partir de 40 inclusdes o coeficiente de variago é de 0.51,
a partir dai se apresenta um erro menor que 1%, isto significa que as propriedades efetivas
ndo tém variacdo significativa. Logo, o EVR com 40 inclusbes é um tamanho
representativo do AAUQ. As dimensdes para este EVR é de 0.005m x 0.005m o que esta
acordo com os resultados experimentais de VVasconcelos et al. (SOUZA, 2005).

Pode ser observado que quanto menor o nimero de inclusdes maior € o coeficiente
de variancia do material. Isso significa que as amostras tém muita variabilidade em relacéo

a deformacdo média.

6.4.5. Exemplo V: Viga Homogénea em 3D

Para a validacdo do modelo proposto em 3D foi discretizado um prisma, consoante
Figura 6.14, considerando a auséncia de forca de corpo. A geometria do prisma esti
submetida a um carregamento constante em uma de suas extremidades e a um engaste na
outra. Os parametros de solicitacdo e as propriedades fisicas do material sdo apresentados
na Tabela 6.3.
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Figura 6.14 Detalhe das dimensdes e das condigdes de contorno.

Tabela 6.3 Propriedades fisicas do material.

Propriedades fisicas Geometria
E=22,5757kN/mm* L=800mm
v=4,4545dia h=100mm

v=0 p=100mm
Parametro de andlise Carregamento
At=1dia P(t)=0,005kN/mm?

Tempo total=45dias

Os valores dos deslocamentos avaliados na face A sdo obtidos com a
implementacdo proposta usando MEC e posteriormente comparados com a curva analitica

deste problema, conforme ilustrado na Figura 6.15.

0.18

0.16 -

0.14 -

0.12 -

Andlitico

01 & Numérico |

0.08 -

0.06 -

Deslocamento(mm)
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0.02 -

os- r r r r r r r r
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Tempo(dias)
Figura 6.15 Resposta em termos de deslocamentos na face A do dominio.

E possivel verificar que o modelo implementado foi capaz de predizer o
comportamento viscoelastico do problema analisado pela concordancia satisfatoria da curva
numérica com a analitica obtida a partir da Eq.(6-4). Isto indica que para um passo

temporal diario unitario o método implementado prevé o comportamento viscoelastico do
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material, apresentando coeréncia com os resultados obtidos por (MESQUITA, 2002;
MESQUITA; CODA, 2002).

6.4.6. Exemplo VI: Estabilidade em 3D

No passo seguinte foi avaliado a estabilidade do método implementado. Para estas
analises foram utilizadas uma variacdo temporal dos deslocamentos, mudando 0s passos
temporais em 1, 2, 3, 5 e 9 dias, durante cada rodada. Os resultados obtidos séo
apresentados na Figura 6.16.
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Figura 6.16 Andlise da estabilidade com diferentes passos de tempo.

Neste caso, pode ser observado que nos primeiros dias 0 método tem uma leve
diferenca com respeito ao método analitico, mas que vai se estabilizando & medida que os
dias védo passando e o comportamento viscoso vai sendo alcangando. De forma geral, 0s

resultados apresentaram uma boa estabilidade.

6.5. Conclusdes sobre viscoelasticidade

Neste capitulo foi realizada uma analise elementar da teoria da viscoelasticidade e
de como se pode adaptar ao codigo de MEC para anélises de matérias viscoelasticos. O
cddigo foi avaliado com resultados analiticos reportados na literatura e mostrou satisfatéria

concordancia com os resultados analiticos.

Apenas um problema de viscoelasticidade com o modelo de Kelvin-Voigt foi

considerado tamto em 3D como em 2D. A consisténcia do método aplicado também pode
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ser comprovada ao confrontar com diferencas de espacos de tempo entre cada ensaio,

mostrando-se por tanto a qualidade e consisténcia do modelo implementado.

Foi realizada uma avaliacdo da influéncia de rigidez na matriz quando o nimero de
inclusbes era gradualmente aumentado, possivel observar uma diferenca pronunciada nos

deslocamentos a medida que transcorre o tempo de carga aplicada.

Em cada um dos casos avaliados pode ser comprovado que a rigidez da inclusdo tem um
efeito significativo nos valores de deslocamentos do material viscoelastico, sendo este mais
critico na média a rigidez diminui. Este fator (rigidez da inclusdo) tem maior influéncia
sobre a rigidez do material que o nimero de inclusdes (e percentagem de espacos da

inclusao).
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7. CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

7.1. Conclusoes

Neste capitulo sdo apresentadas as conclusdes do trabalho desenvolvido neste
trabalho. Foi realizada uma ampla revisdo bibliografica sobre o Ferro Fundido Nodular
GGG-40 onde foi possivel verificar a escassez de trabalhos que consideraram a geometria
real do ndédulo de grafita para um processe de homogeneizacdo multiescala. Para o
procedimento da homogeneizacdo fez-se necessario a caracterizacdo da microestrutura do
FFN GGG-40.

Foi desenvolvido uma metodologia fundamentada nos ensaios de microdureza para
determinar, de uma forma aproximada, 0 mddulo de Young tanto dos nédulos de grafita
como da matriz ferritica. Neste caso, foi verificado que a partir da microindentacdo é
possivel determinar o médulo de Young com certa aproximacdo. Os resultados para o
modulo de Young apresentaram valores dentro das faixas aceitaveis desta classe de

material.

Além de efetuar uma caraterizacdo das propriedades mecéanicas do material e da
morfologia, também foi realizado uma analise microscépica computarizada por raios X
(Micro-CT). A partir desta ferramenta foi possivel obter uma reconstrucdo das malhas para
a modelagens numeérica dos nodulos de grafita ao interior do matriz ferritica, reproduzindo,

tanto para o caso 2D como 3D a geometria real dos nodulos de grafita.

Também foi realizado o processo de homogeneizacéo para 2D e 3D considerando 0s
nodulos de grafita como geometrias sintéticas. Especificamente para o caso 2D foi
implementado subregides e neste caso 0 nodulo de grafita ndo foi considerado com um
modulo de Young de 15 GPa.

Os resultados de todos 0os modelos numéricos implementados nesta tese podem ser

resumidos conforme a tabela .
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Tabela 7.1 Resumos dos resultados.

Y
: P ==
P 19 & o |44 n"
Modelo E*[GPa] i — /-;;‘. ) ] :
Sintético 2D — Estratégia | 192 e i
Sintético 2D — Estratégia Il 191
Real 2D 187
Sintético 3D 186
Real 3D 184
Experimental 181

Figura 7.1 llustragdo dos modelos

implementados.

Para o caso Sintético 2D foram adotados duas estratégias distintas para se
determinar 0 EVR. A partir da implemnetacdo destas duas estratégias foi possivel verificar
que a Estratégia Il, a qual considera a variacdo do tamanho dos elementos do volume
representativo e mantém constante o tamanho das inclusdes nodulares em escala
normalizada, é a mais rapida em convergéncia. Porém, é importante salientar que ambas as
estratégias resultam praticamente no mesmo valor de médulo de Young. Também foi
possivel verificar que modelos em 3D considerando a geometria real predizem com
precisdo o valor do mddulo de Young efetivo quando comparados aos demais modelos. No
caso desta tese 0 modelo real 3D considerando condi¢fes de contorno periodicas resultou
em um modulo de Young efetivo no valor de 184 GPa, ficando muito proximo ao valor
obtido experimentalmente.

O mesmo processo de homoneizacdo empregado para 0 GGG-40 considerando
apenas a parte elastica foi implementado para problemas de natureza viscoelastica. Os

resultados apresentaram valores satisfatorios aos encontrados em literatura.
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7.2. Trabalhos Futuros

A apartir dos resultados obtidos neste trabalho sugere-se alguns temas ainda néo
solucionados/implementados como proposta de continuidade na linha de estudos em

nivel de materiais microestruturais usando o MEC.

= Implementacdo de subregibes para problemas elésticos e viscoel&sticos para
problemas de homogeneizacdo assimptotica em 3D.

= Implementacdo para problemas de plasticidade.

= Consideracao da imposi¢do do dano em nivel de microestrutura.

= Estudo da descolamento entre o nédulo da grafita e a matriz no inicio da
regido de escoamento do material.

= Anaélise da influéncia dos tipos do FFN GGG-40 conforme classificacdo da

norma ASTM A247 nas propriedades efetivas do material.
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