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Resumo

Neste trabalho apresentamos os Espacos de Sobolev Fracionarios através da definicao
de seminorma de Gagliardo. Temos como objetivo introduzir as principais ferramentas
basicas destes espacos para se investigar as equacoes diferenciaveis parciais. Dessa
forma, mostraremos resultados de sua geometria como também algumas propriedades
tipicas destes espacos, como as imersoes, dominios de extensoes, prolongamentos, entre
outros.

Palavras-chave: Espacos de Sobolev Fracionarios, seminorma de Gagliardo, Dominio
de Extensao, Prolongamento, [mersoes.



Abstract

In this work we present the Fractional Sobolev Spaces given by the definition of Gagli-
ardo Seminorm. We will introduce the main basic tools of these spaces to investigate
partial differential equations. In this way, we will show results of its geometry as well
as some typical properties of these spaces, such as Imbeddings, Extensions Domains,
Operador of Extensions, among others.

Keywords: Fractional Sobolev Spaces, Gagliardo seminorm, extensions domains, ope-
rador of extensions, Imbeddings.
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Introducao

Os espacos de Sobolev nas tltimas décadas deixarem um 6timo legado na teoria
moderna das Equagoes em Derivadas Parciais de tal forma que atualmente sao uma
ferramenta imprescindivel para o estudo das mesmas. Por conta dos inimeros modelos
procedentes da fisica e das engenharias que poderiam ser investigadas através de Equa-
coes Diferencias Parciais e por causa do apelo simplificador dos Espacos de Sobolev a
estas houve um crescente interesse de matematicos sobre estes espacos.

Estes espacos se originaram pela necessidade de se resolver problemas de mini-
mizacao no século XX. Em particular, o problema classico de minimizar a integral
variacional do principio de Dirichlet, foi um dos primeiros problemas da época que evi-
denciou a necessidade de se definir uma nova classe de funcoes especiais para garantir
a existéncia de suas solucoes. Muitos mateméticos importantes como Weierstrass, G.
C. Evans ou L. Tonelli contribuiram para a solu¢ao deste problema (ver [16]).

A meados da década de 1930, o matematico russo Sergei Lvovich Sobolev comegou
os estudos das solucoes fracas para as equacoes hiperbolicas e a minimizacao de certas
integrais variacionais. Durante esse periodo se originou o que se conhece atualmente
como os Espacos de Sobolev, denotado por W™, onde m € Ze 1 < p < 400. A partir
desse momento, este novo conceito se converte rapidamente em uma area completa
da Analise Funcional e a nocao da funcao generalizada passou ser uns dos principais
estudos da época (para mais detalhes veja [16]).

Depois de fundamentados, estes espacos com certas propriedades elementares de
sua geometria e seu dual, obtém-se as propriedades bésicas para o estudo das Equagoes
Diferenciaveis Parciais lineares ou nao lineares e alguns problemas da fisica.

No estudo deste novo espaco WP, naturalmente como qualquer outro conceito

importante da matemética, surge o interesse em se generalizacoes, no caso, ¢ natural
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se investigar estes espagos quando o indice de regularidade m deixa de ser um inteiro e
passa ser um ntmero real. Assim, estamos pensando em obter derivadas fracionarias.

Como ficou claro depois de um tempo, certos modelos importantes ligados majo-
ritariamente a fendmenos de difusao nao linear, isto é, Equacoes Diferenciais Parciais
com algum termo do tipo p-Laplaciano, tem um apelo natural em conceitos de deriva-
das de ordem nao inteiro.

Atualmente existem véarias formas de obter este tipo de derivadas, por exemplo
através dos espacos de Besov, técnicas de interpolacao ou usando o potencial de Riesz,
Bessel que depende da Transformada de Fourier (veja [13] e [17]).

Neste texto, a ideia é apresentar esta generalizacao de tal forma que seja o mais
conveniente e natural possivel escolher os argumentos mais adequados para que seja
esta uma exposicao autossuficiente. Concordando com os autores do artigo [7], para
conseguir que isto seja possivel, é necessario definir os espagos W*? com técnicas dire-
tas, sem uso de interpolacao, pois estas ferramentas sao rigorosas e consequentemente
nao vamos obter uma exposicao adequada para qualquer leitor curioso.

Claramente ao tentar apresentar estes espagos com todas as condicoes que preten-
demos, poderiamos perder muitas caracteristicas importantes destes espacos, de modo
que iremos a concentrar no caso 0 < s < 1. Assim, para o leitor mais interessado,
recomendamos consultar todos os excelentes livros sobre o tema (ver [I], [17] e [13]).

Os espacos de Sobolev Fracionérios, ainda que seja um topico classico da Analise
Funcional, possuem um nimero impressionante de aplicacoes em diferentes disciplinas
como em problemas da fisica. Por exemplo na Otimizacao [18], Finangas [11], Desloca-
mento de Cristais [2], Leis de Conservagao [3], Limites Ultra-relativistas da Mecanica
Quantica [10], Superficies Minimas [5], Problemas nao Elipticos [§], Teoria do Poten-
cial de Gradiente [14], entre outros. Desse modo, por sua quantidade de aplica¢des,
consideramos importante fazer um texto sobre os Espacos de Sobolev Fracionarios, de
modo que seja o mais basico e pratico possivel para que qualquer pessoa interessada
aproveite ao maximo este conceito e suas aplicagoes.

Os espacgos de Sobolev Fracionarios sao adequados para se investigar solugoes de

certas equagoes diferenciaveis parciais como por exemplo
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—AN*u=f, em

u =0, em Of),

para o Laplaciano Fraciondrio. Para mais detalhes ver [I5] e [6] respectivamente.
Neste texto, de acordo com [7], definimos o espaco de Sobolev Fracionario W*P
por meio da seminorma de Gagliardo, onde s € (0,1). Nesse sentido, dizemos que

uma funcdo u € LP(Q) com Q C RY aberto pertence ao espaco W*P(Q) se satisfaz

lulz) = uly)] “(N)‘ € L/(Q x Q).
|z =y
O termo dado por

[l ( / / [u( N+Sp|pd dy)17

serd a seminorma de Gagliardo. Com essa definigao, estudaremos algumas de suas

S

propriedades basicas geométricas como também propriedades classicas destes espacos.

O nosso objetivo ¢ introduzir os resultados basicos sobre os espagos W*P(2), de
uma forma direita. Nos concentraremos no essencial para se investigar Equacoes Dife-
rencias Parciais de ordem dois, isto é, vamos tratar as imersoes continuas e compactas
nas propriedades de prolongamento ou extensao, bem como na sua dependéncia da
regularidade da fronteira 0Q2. Nossas principais inspiragoes foram os textos [7] e [13],
onde o leitor podera encontrar outros detalhes sobre o tema.

No Capitulo [1] apresentamos os conceitos e resultados preliminares sobre os espa-
cos de Sobolev inteiros, Campanato, Besov e alguns teoremas que serao de muita ajuda
para o que noés pretendemos neste trabalho. Este capitulo esta inspirado no excelente
livro de Leoni [13].

O Capitulo [2| é dedicado ao estudo dos Espacos de Sobolev Fracionarios W*P

junto com alguns resultados tipicos destes espacos. Na Secao apresentamos as
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propriedades que estao relacionadas com os dominios de extensao no Espacgo de Sobolev
Fracionario. Na secdo [2.3] observaremos algumas estimativas obtidas neste espaco,
estas implicaram sobre quais condicoes uma funcao de W*P pertence a um espaco
de L. Na Secao ¢ dedicada ao estudo das imersoes compactas em W*P. Na
secao [2.5| observaremos sobre quais condi¢oes uma fungao em WP é Holder Continua.
Finalmente, na Secao|2.6|apresentamos alguns contra-exemplos com relacao as imersoes

apresentadas neste texto.



Capitulo 1

Resultados Classicos e Espacos de

Sobolev Inteiros

O objetivo principal desta secao é apresentar os resultados que dao suporte a
teoria desenvolvida no Capitulo [2]

Na Secao comecaremos definindo Distribuicoes da maneira tradicional para
que possamos definir os Espacos Sobolev no caso inteiro. Além disso, observaremos al-
gumas propriedades classicas destes espacos, como Dominios e Operadores de Extensao
em WP, com suas respectivas provas. Porém, no texto nao entraremos em detalhes de
outras propriedades classicas destes espacos, tais como imersoes continuas, compactas,
regularidade, desigualdades, entre outras. Para mais informagao, consultar o livro de
Leoni [13].

Na Secao mostraremos alguns topicos importantes que serao de muita ajuda
no texto, tais como os Espagos de Campanato [1.2.2] e Besov [1.2.5] Para concluir com
esta secdo, mencionaremos alguns teoremas que serao fundamentais para as demostra-

coes que serao apresentadas no Capitulo

1.1 Espacos de Sobolev Inteiros

No que segue, consideraremos 2 C RY aberto nio vazio. Comecamos esta se¢ao
definindo o Espaco das Distribuicoes em €2 de forma breve para assim podermos definir

os Espagos de Sobolev.
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Definicao 1.1.1 Considere {¢,} C C5°(S2). Dizemos que:
(a) ¢n — O se satisfaz que:

(i) Eziste um compacto K C § tal que supp(¢p,) C K, para todo n € N;

(ii) Para cada o € NV temos D¢, — 0, uniformemente em K.

(b) Dizemos que ¢, — ¢ desde que (¢, — ¢) — 0.

O Espaco das func¢oes em C§°(2) com a noc¢ao da convergéncia definida acima é cha-

mado de Espago das Fungoes Teste, denotado por D(£2).

Defini¢ao 1.1.2 Dizemos que T : D(2) — R é uma distribuicao sempre que:
(a) T é um operador linear;

(b) T é continuo no zero em D(2), isto €, se ¢, — 0 em D(QY), entao T(¢p,) — 0.
O conjunto de todas as distribuigoes definidas sobre €2 é denotado por D'(12).

Exemplo 1.1.3 Seja u : Q@ — R uma func¢io em L, (). Defina T, : D(Q) — R,

por

para toda ¢ € D(R2). Entdo, T, € uma Distribuicdo.

Para provar isso, veja que T, é um operador linear pela linearidade da integral.
Agora, se {¢,} C D(Q) € tal que ¢, — 0, em D(QY) entdo, existe um compacto K C Q
tal que supp(¢p,) C K, para todo n € N e D, — 0, uniformemente em K, para

todo o € NV. Desse modo, note que

Tu(fn)| =

/Qu(:p)gbn(x)dx

< [ @) lon(o]ds < supl6,(@)] [ fute)]d

Provando dessa forma que T,(¢,) — 0, pois em particular para o multi-indice o =

0 € NV temos que D°¢,, = ¢, — 0, uniformemente em K.
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Observe que se u, v € L} () tais que T,,(¢) = T,(¢) para toda ¢ € D(2), entao

loc

Léwuy—wmwwwx:a

para toda ¢ € D(2). Logo, pelo Corolario 4.2.2 do livro de Brezis [4], obtemos que
u = v q.t.p. em Q. Assim, para uma fungio u € L},.(Q) identificarmos a distribuigao

T, como u e dizemos que a distribui¢ao u esta em L} ().

Exemplo 1.1.4 Considere xo € Q. Definimos 0., : D(2) — R, como sendo

0o (@) = &(x0), para toda ¢ € D(Q).

Entao, 04, € uma Distribuicao chamada Delta de Dirac.
Claramente 6., € um operador linear. Por outro lado, se ¢, — 0 em D(9Q),

entao observe que

8oy ()] = [0 (z0)| < sp 612

onde K ¢ dado pela Defini¢ao |1.1.1. Dessa forma obtemos que 04,(¢n) — 0, pois
novamente pela Definicao em (i1) sabemos que D¢, = ¢, — 0 uniformemente
em K.

Podemos provar que nem sempre uma Distribuigao 7' € D'(2) é dada por uma
fungao em L}, (2) definida como no Exemplo[1.1.3] De fato, a Distribui¢ao Delta Dirac
0z, dada em ¢ um contra exemplo. Para provar isso, suponha por contradicao
que exista u € L} (Q) tal que para toda ¢ € D(Q),

520 (6) = 0(0) = Tu(6) = /Q u(e)(e)de. (L1)

Em particular, veja que dado ¢ € D(Q), tomando 1(z) = ¢(z) ||z — zo||> temos que
Y € D(Q) e por (L.1)) obtemos que

Auwwwwx=/UWWWHM—mMdw:¢@@=ﬁ

Q
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Logo obtemos que u = 0 q.t.p. em §2 (novamente pelo Corolario 4.2.4) o que implica
em J,, = 0. Dessa forma, ¢(zo) = 0 para toda ¢ € D(2) o qual é absurdo.
Este fato motiva a definicao dos espagos de Sobolev. Mas para isso, precisamos

de mais uma definicao.

Defini¢do 1.1.5 Considere T € D'(2) e o € NV, Define-se a Derivada de ordem «

de T por
DT (¢) := (—=1)I*IT(D%¢), para toda ¢ € D(R).

Observe que de acordo com a Definicao podemos provar que a Derivada da
Distribuicao é de fato uma Distribuicao.
Usando o conceito de Distribuicao e de Derivada Distribucional, estamos prontos

para definir os Espacos de Sobolev.

Definicao 1.1.6 Considere Q@ C RN um aberto e seja 1 < p < +oo. O Espaco
de Sobolev W1P(Q) € o espaco de todas as funcoes u € LP(Q) tais que sua primeira
Derwada da Distribuicao pertence a LP. Isto €, para cada j = 1, ... | N existe uma

fungao g; € LP(Q) tal que

para toda ¢ € D(Y). A fungdo g; € chamada de Derivada Fraca Distribucional de u

; 5 ou
com respeito a x; e € denotada por B,

Ty _

Em termos das Distribuigoes, a Definigao [1.1.6{ nos diz que &+ = T, para todo

j=1, .. ,N.

Proposig¢ao 1.1.7 O Espago W?(Q) é de Banach, munido das normas

N ou ||P
lelfyney = Nl + 35 |5 |
=1 19 e (0)
para 1 <p < oo e
] Jul ou ou
Ul yprroory 1= Max < ||u| ooiay s || 5 , — ,
e EE@ 0y L () O L (Q)
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para p = Q.

Demonstragao: Ver Leoni [13] pagina 280. |

O proximo resultado garante sobre quais condi¢oes uma funcao pertence ao Es-

paco de Sobolev. Este resultado sera usado na Secao [2.6]

Proposicao 1.1.8 Sejam Q C RY um aberto limitado, v9 € Q e 1 < p < co. Se
u € C(Q)NCHR) \ {xo} € tal que o gradiente Vu estd em LP(L,RYN) no sentido

tradicional, entdo u € WhP(Q).

Demonstracao: Ver Leoni [I3] Exercicio 10.4. Pagina 280. |

Definicao 1.1.9 Seja Q C RY um aberto. Dizemos que uma funcio F : Q — R €

Hélder continua com expoente a > 0, se existe uma constante C > 0 tal que
[F(x) = F(y)| < Clz —y|*,

para todo x,y € Q. Definimos C**(Q)) como sendo o espago de todas as fungoes

limitadas que sao Hoélder continuas com expoente .

No caso 0 < a < 1, o conjunto C%*(Q2) ¢ um Espaco de Banach com a norma

dada por

F(z)— F(y
1Fllgou sy = sup |F ()] + sup ) = £WI
€N TH#Y ‘x_y‘

Um dos pontos que norteiam varios resultados em Espacos de Sobolev, em geral,
é a questao da regularidade da fronteira. Para deixar claro, que tipo de regularidade
vamos usar e para conveniéncia do leitor, mostraremos a definicao de fronteira regular

abaixo.

Definicao 1.1.10 A fronteira 052 € dita localmente Lipschitz, se para cada xq € 0S,
existem uma vizinhanca A de xo com coordenada local y = (i, yn) € RVt x R, onde

y = 0 sobre x = xy, uma fungdo Lipschitz f : R¥N"1 — R e um r > 0 tais que

QNA={(y,ynv) €QNA: ¢ €Qna(0,7), ynv > f(¥)}- (1.2)
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A fronteira 0€) € dita Uniformemente Lipschitz se existem €, L > 0, M € N ¢

uma cobertura finita contdvel de abertos {$2,} de 002 tais que
(i) x € 09, entdo B(x,e) C §2, para algum n € N;
(ii) Nenhum ponto do RY estd contido em mais do que M dos conjuntos §,’s;

(iii) Para cada n, existem uma coordenada local y = (y',yn) € RN "1 XR e uma fungao

de Lipschitz f : RN=! — R com Lip(f) < L, tal que

Q0NQ=Q,N{(,yn) ERN'XR: yy > f(¥)}

Gracas a Definicao podemos mostrar que existe outra forma equivalente para
definir Fronteira Uniformemente Lipschitz. De fato, a Definicao [1.1.10] é equivalente
a dizer que Q ¢é de classe C%! no seguinte sentido: Existe M > 0 tal que para cada

xo € 0F), existe uma bola B = B,.(xg), r > 0 e um isomorfismo T : Q — B, tais que
(i) T € C%YQ) e T~! € C™(B);
(i) T(Q) = BNQe T(Q) = BN
(i) 1T cnn ) + 17 lgnsgay < M,

onde
Q:={x=(,on) eRVI'xR: 2| <1le |an| <1};
pi={r=(ay) eRVIxR:|2/|<lel<ay<l}e
Qo :={r € Q:xzn =0}
As seguintes duas subsec¢oes tratarao das propriedades dos Espacos de Sobolev
inteiros para Dominios de Extensao e Prolongamento. As outras propriedades classicas
de estes espacos, tais como imersoes continuas ou compactas, densidade, regularidade

e desigualdades, podem ser consultadas no livro de Leoni [13].

1.1.1 Dominios de Extensao em W1*(Q)

O objetivo desta subsecao ¢ mostrar as principais propriedades obtidas nos Es-
pacos de Sobolev inteiros para Dominios de Extensao, com suas respectivas provas

obtidas de [13].
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Definicao 1.1.11 Seja 1 < p < 00. Dizemos que €2 € um Dominio de Extensao para

WhP(Q) se existe um operador linear e continuo
P:W'Y(Q) — W2 (RYN),

com a propriedade que para todo u € WIP(Q), P(u)(z) = u(z) ¢.t.p. em Q.

Com a Defini¢ao [1.1.11| podemos provar muitas imersoes nos espagos W1?(Q), as
quais vao depender se 1 < p < N, p= N ou p > N. Neste texto, por simplicidade de

exposicao, somente vamos fazer as imersoes no caso 1 < p < N.

Proposicao 1.1.12 Sejam 1 < p < N e Q C RY um Dominio de Extensdao para o
Espago de Sobolev W'P(Q). Entdo, existe uma constante C = C(p, N,Q) > 0 tal que

[l o) < Cllullprnggy -
para todo p < g < NN—Q) e todo u € WHP(Q).

Demonstragao: Desde que © ¢ um Dominio de Extensao para WP(Q), entao pela

continuidade de P existe uma constante C; = Cy(p, N, ) > 0 tal que

[P llwin@yy < Crllullyrag) » (1.3)

para toda u € W'?(Q).
Por outro lado, sabemos que WP(RY) esta continuamente imerso em L?(RY),

para todo p < ¢ < NN—_’;’ (por [13] ver pagina 312). Assim, desde que P(u) € W1P(RY),

temos
[P (W[ Loy < Co | P(w)|lypro@ny » (1.4)

para alguma Cy = Cy(p, N) > 0. Agora, usando o fato que P(u)(z) = u(z), q.t.p. em
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Q e juntando [1.3] com temos

||u”LP(Q) = ||P(u)||LP(Q) < ||P(u)||LP(]RN) <Gy ||P(U)||W1m(1RN)

< G(y HUHWLP(Q)

=C ||UHW11P(Q) ,
como queriamos. ]

O seguinte resultado garante que o espaco de Sobolev W1?(Q) est4 compacta-

mente imerso no espago L?({2), para qualquer ¢ € [1,p*), onde p* := NN—_";), o qual é

chamado expoente critico de Sobolev. Mas para esta imersao, obrigatoriamente deve-

mos ter 1 < p < N e que {2 seja um Dominio de Extensao.

Teorema 1.1.13 Sejam 1 < p < N e Q C RY um Dominio de Ezxtensio para WHP(Q)
com medida finita. Seja {u,} C WIP(Q) uma sequéncia limitada. Entdo, exriste uma
subsequéncia {un, } de {u,} C WIP(Q) e uma fung¢io u € LP"(Q) tal que u,, — u,

em L1(Q) para todo 1 < g < p*.
Para demostrar o Teorema [1.1.13] precisamos dos seguintes resultados auxiliares.

Lema 1.1.14 Sejam 1 < p < oo e u € W'P(RN). Entao para todo h € RN \ {0}

obtemos

/RN lulz + ) — )P de < |h\p/RN V(@) d. (1.5)

Demonstracao: Ver Leoni [13], pagina 320. |

Lema 1.1.15 Sejam 1 < p < 0o e u € WH(RY). Para cada k € N considere o

molificador usual dado por

() = k" p(ka),

onde v € RY e o estd definido em [13](ver pdg. 553). Entdo, existe uma constante
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C=C(p,N) >0 tal que

/RN |u* pp(x) —u(x) P de < %/]RN |Vu(z)|? dx. (1.6)

Demonstracao: Ver Leoni [13|, pagina 321. |

Com os dois lemas acima, estamos prontos para a demonstrag¢ao do teorema.

Demonstracao do Teorema Desde que €2 ¢ um Dominio de Extensao
do espago WP(Q), podemos estender cada u, para uma fungao em u, € WP(RY)
tal que esta sequéncia agora vai ser limitada em W?(RY). Logo, desde que W1P(RY)
esta continuamente imerso em L(RY), para todo q € [p, p*] (ver [13], pag. 312), entao
em particular temos que {u,} ¢ uma sequéncia limitada em LP" (R"Y). Agora, desde que
1 < p* < oo, pela reflexibilidade do espaco LP", temos que existe uma subsequéncia
Uy, de u, tal que u,, — u em LP"(RY). Afirmamos que u,, — u em LP((Q).

De fato, por simplicidade, para cada v € LP(RY), denotamos v* :

assim, desde que {u,} ¢ limitada em W1P(R") e pelo Lema [1.1.15| note que

= v * . Sendo

C C
k p
sup/RN ‘un —un| dr < E/RN IV, |P da < x

neN

O que implica em

lim sup/ ‘uﬁ - un‘pdx =0. (1.7)
RN

Agora, pela Desigualdade de Minkowski, obtemos

[t = ull o) < [, = unHLp(Q) + [|up — ukHLP(Q) + [|u* — UHLP(Q) '

Fixe um ¢ > 0. Note que usando o Teorema e a igualdade obtida em (|1.7)),
obtemos que existe um k = E(a) tal que para todo k > k e n € N o primeiro e terceiro

termos da desigualdade acima sao limitados por €. Assim, segue-se que

[tn — ull o) < |uk — u + 2,

lire

paratodokZEenEN.
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Sendo assim, observe que para completar a demonstracao da afirmacao, é sufici-

ente provar que

= 0. (1.8)

lim Huk — ukH
n—soo I Lr ()

. . *
Para isso, veja que sendo u,, — u em L? (RY), segue-se que para cada x € RY,

Uy, = /RN or(r — y)un(y)dy — /RN eplz — y)uly)dy = u”,

quando n — oo. Porém, veja que usando a Desigualdade de Holder, o fato que

supp(¢z) C B(0,1/k) e que a integral de @7 sobre RY ¢ igual a um, obtemos que

i< [ erle =) lunle) = ul)P dy

< C(N)EN/ (2 + ) — u(z + h)[P dh
B(0,1/k)

< R,

para todo z € RY en € N. Desde que ) possui medida finita, podemos usar o Teorema
da Convergéncia Dominada de Lebesgue e assim obter . Portanto, segue
a afirmagdo, isto €, u, — u, em LP(2). Desde que {u,,} ¢ limitada em L*", pelo
Teorema da Convergéncia de Vitali obtemos que u,, — u em L%(Q), para todo
q € [1,p"). [

1.1.2 Prolongamentos em W'’(Q)

Nesta subsecdo mostraremos sobre quais condi¢oes um aberto  C RY pode ser
um Dominio de Extensdao para W'P(Q), pois ¢ bem sabido que em geral, nem todo

aberto do RY satisfaz esta propriedade.

Definicao 1.1.16 Seja £ C RY. Dizemos que f : E — R ¢ uma funcao Lipschitz

continua se

Lip(E, f):= sup M < 00.

z,yeE x#y |l’ - y|
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O proximo resultado mostra uma classe de subconjuntos em R”Y se comportam

como Dominios de Extensao.

Proposicao 1.1.17 Seja f: RY™!1 — R wma funcdo Lipschitz e considere
Q:={(z/,zy) eRV'xR: zy > f(2)}. (1.9)

Entao, para todo 1 < p < oo existe P : WP(Q) — WHP(RYN), um operador linear e

continuo, tal que para todo u € WHP(Q), P (u) = u, ¢.t.p. em Q, e além disso,

1P ()| oy = 2 [l o » (1.10)

IV Pl o vy < (2 + Lip(RY ™Y ) IV P(w)]| ooy - (1.11)

Demonstracao: Provaremos o caso no qual 1 < p < oo. Considere a transformacao
Y RN — RN tal que ¥(2/,2n) = (2,25 + f(2/)). Observe que ¥ é invertivel
com inversa dada por ¥~ (2/,xy) = (/,xx — f(2)). Mais ainda, veja que para todo

z,y € RV,

(@) = v(y)| = | — 2, £ = F() = 2 + )]
— Iy = 2P+ 1) = F(=) — 2+ ynl’
< \ly = 2P+ [1F@) — £+ lyw — 2]
<\l — 2 + [(Lip(RY 1, ) |y — | + yx — 2]
< Iy = 21+ 2 (LipRY1, )P ly — 2 + [y — 2]
< \J@+2(Lip®Y, ) |y — =

= Va1 (Lip(RY1, ) fy — 2

<Cly-2z|.

Desse modo, v (e analogamente ¢~' ) ¢ Lipschitz continua. Agora, desde que f &

Lipschitz, entao é diferencidvel q.t.p. 2/ € RY~! (veja [13], pdg. 343). Assim, para
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qualquer 2/ € RV~! e todo z € R, temos

Pi(z) S(z) ... S8(z) 0
. . . . [N—l :
Vip(z) = = ’
: : : : 0
Dun(z) Pe(z) .. Q) H(z) L) .1

o qual implica em det Vi)(z) = 1. Observe também que (RY) = Q, pois se z € RY,
temos que Y(z) = (2, zy+ f(2')) e claramente zy+ f(2') > f(Z'). Dessa forma obtemos
que P(z) € Q. Analogamente obtemos a reciproca.

Seja u € WP(Q), onde 1 < p < oo e defina w(z) := u(w(z)) = u(Z, 2y + f(2)),
para z € RY.

Note que w € WP(RY) e ¢ satisfeita a Formula da Regra da Cadeia para as

derivadas parciais (veja [13]|, Teorema 11.51, pag. 346). Além disso, a fun¢do dada por

w(z), se zy >0

w(z',—zn), sezy <0,

esta em WHP(RY) (ver [13], exercicio 10.37 pag. 296) e novamente a Regra da Cadeia

para as derivadas parciais é satisfeita. Sendo assim, defina v : RY — R dada por

o) = (@ (6 (@) = 4 eIy

u(z', 2f(2") —xn), seaxn < f(a).

Novamente, obtemos que v € WIP(RY) (ver [13], Teorema 11.51, pig. 346) e
¢ satisfeita a Regra da Cadeia. Agora, como det Vi) = det Vi)~! entao (por [13],

Teorema 8.21, pag. 296) temos
[ooward= [ ) -oPde= [P, a3
RN\Q RN\Q Q

Mais ainda, para todo j =1, ..., N e quase todo ponto z € RV \ Q,

(%_0u

b, ~ o

(', 20 (a') - mﬁ—gj;(x').

o

(', 2f (") — zn) + .
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Assim, usando o Teorema de Mudanca de Varidveis, integrando sobre £ = RV \ Q e

usando o fato que f é Lipschitz, temos

o] el 2]
Oz, o(E) Oz, Lo( Oz, ox N Lo(B)
_ || 9w | tim L@ ftej)_f(,w) Ou
a"L‘j Lr(E) t—0 |(J7 +t€j) _‘T| Oz LP(E)
ou , _ ou
< G +LZP(RN 17f)‘0_
LillLe () IN [l Lr(B)
< IVl gy + LR £) [Vl 1o s

= (1+ Lip(RY™Y, ) 1 Vall 1o )

= (14 LipR"', f)) (/R
= (14 Lip(RM, (/ |Vu(y |pdy) : (1.14)

\Vu(x', 2f (') — an) " dx) ’

N\ﬁ

Similarmente, desde que para quase todo ponto z € RV \ Q,

ov ou

o 8xN( 2f (") — zn),
obtemos
ov P ou P ou P
Amww>x4mm$‘ﬂ>m o= [ gt dy

Portanto, o operador P : WP(Q)) —s WLP(RY) tal que P(u) := v, onde a fungio
v é dada por (1.12)) &€ um operador continuo. Além disso, pela defini¢io de v temos que

P(u) = u q.t.p. em Q.
Por outro lado, veja que escrevendo RY = (RV \ Q) U por , temos

|wwmmm3@mmymwmzéM@%waAwmwy

= 2 |ullZs(q) -
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Analogamente, escrevendo RY = (]RN \ﬁ) U e por 1’ temos

P / V)P dy
(RM\Q)uQ

_ / Vo) dy + / Vo)l dy

Q Q
< (1 + Lip(RN_lv f)) ||vu||LP(RN;RN><N) + ||vu||LP(RN;RNXN)
= (2+ LipRY, /) VUl 1o @r gy

provando o que queriamos mostrar. ]

O proximo resultado, prova que todo conjunto aberto com fronteira Uniforme-
mente Lipschitz ¢ um Dominio de Extensdo para WP, onde 1 < p < oo. Como na
prova da Proposicao [I.1.17, o caso p = oo nao sera feito. Porém, para a prova deste

resultado, precisaremos do seguinte lema.

Lema 1.1.18 Sejam w, : RN — [0, +00] uma sequéncia de fungoes Lebesgue mensu-

raveis e seja
o0
w(z) = an(ﬂc), r € RY.
n=1

Suponha que existe um inteiro M € N tal que para cada x € RN no mdzimo M termos

de wy, () sao iguais a zero. Entao, para cada 1 < p < oo, temos

n=1

1
1 (& P
[wl] ppgny < MY (Z HwnHip(RN)) :

Demonstracao: Ver Leoni [13], Exercicio 12.14, pagina 355. |

Teorema 1.1.19 Considere Q) Uniformemente Lipschitz e limitado. Entao, para cada
1 < p < oo, existe P: W'P(Q) — WIP(RY), um operador linear e continuo, tal que

para todo uw € WHP(Q), P(u) = u, q.t.p. em ), satisfaz

1P ()| oy < (1 2M) oy
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e além disso,
1
||VP<U)||LP(]RN;RNXN) <C(+M(1+1L))x (E ||u'||LP(Q) + ||Vu||W1aP(Q;RN)> :

Demonstracao: Provaremos o caso 1 < p < oo. Para qualquer E C RN e r > 0,

definimos
E" :={zeR": B(z,r)C E}.

Note que E" C E e sendo Q Uniformemente Lipschitz, pela condigao (i) da

Definicao [1.1.10] temos que 02 C |J €.
n>1
Defina a sequéncia de funcoes

P 1= Peja ¥ Xgpe/as (1.15)

onde ¢./4 é o molificador usual (ver [I3], pag. 553). Entao, veja que

supp(¢n) C supp(esa) + supp(Xgaes) = B(0,2/4) + Q.
Dessa forma, obtemos que
supp(¢n) C U e ¢, =1 em Q2 (1.16)

Por outro lado, note que Vo, = V. 4 * X g3e/4- Assim, para todo x € €, fazendo uma

mudanca de variaveis no modulo |V, ()|, veja que

Vo, < [ [9puute =)l oz dv < [ 9ot =uldy

N
/RN |V905/4(’Z>‘ ;Vﬂdz

C
< —. 1.1
<< (1.17)

Agora, considere os seguintes trés conjuntos abertos

Qg := {x cRY . dis(z,Q) < Z},
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0, = {:c c RV : dis(z,00Q) < %} (1.18)

Q= {:z: cRY . dis(x,00Q) > Z},
e defina as funcoes
o 1= Peja ¥ XQo, Pt 1= Pesa ¥ Xy - (1.19)

Entdo, de (1.18) e (1.19) temos que ¢y = 1 em Q, ¢, (z) = 1 para todo z € RN
e dis(z,00)) < 5. Por outro lado, ¢_(x) = 1, se v € Q e dis(x,082) > 5. Mais ainda,
os suportes de ¢g, ¢4, e ¢_ estao contidos, respectivamente, em uma $ vizinhanga de

2, em uma ¢ vizinhanca da 0¢) e em (). Finalmente, argumentando analogamente a

(1.17), obtemos que

C

Vool e IVl < — (1.20)

Observe que

supp(¢o) = supp(@e/a * Xao) C supp(@e/a) + supp(xa,)
= B(0,2/4) +
C{z eRY: ¢ (x)+¢_(z) > 1}, (1.21)

e desse modo ficam bem definidas as fun¢oes

By = do—2E e Y = o2

ot o oo (1.22)

Sendo assim, veja que por ([1.21)) obtemos que as derivadas de 1 sdo limitadas

por g Além disso, note que ¢, +¢¥_ =1 em Qe Yy = 1_ = 0, fora de uma %

vizinhanca de €.

Agora temos as condi¢oes necessarias para definir o Operador Extensao. Com
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efeito, dada uma fungao u € W'?(Q), 1 < p < oo, por (1.16)) temos que

supp(pnu) C supp(Pn) N supp(u) C supp(dn) C Ly,

para cada n. Agora, pela condi¢do (i) na Defini¢do [1.1.10| e pela Proposi¢ao [1.1.17]

aplicada para €, N2, podemos estender ¢,u para uma fungao v, € WH?(R") tal que

[onll o vy = lEntell Logngy (1.23)

HVUTLHLP(RN;RNXN) = ||v¢"u”L”(Qnﬂﬂ;RNXN)'

Com abuso de notagao, definamos o operador P : W1P(Q) — WLP(RY) dado

por

> On(@)vn(2) N
P(u)(z) := ¢y (v)=2 +Y_(x)u(z), zeR™. (1.24)
i >k Si(@)
Note que se z € RY ¢ tal que dis(x,99) > 5, entao existe um n tal que x € 0% e
on(x) =1 por (1.16). Em particular, desde que todas as func¢oes ¢,, sdo nao negativas,

se x € supp(1, ), entao

> én(z) > 1. (1.25)

Desse modo, o lado direito de ([1.24)) estd bem definido, sendo zero quando ¢, = 0.
Similarmente, desde que supp(1_) C supp(¢p_) C 2, temos que ¥_u esta bem definido,
valendo zero fora de 2.

Provemos que o operador P é continuo. De fato, pelo anterior, note que se x € 2,

entao v, (z) = ¢,(z)u(x). Logo, por e a defini¢do de P, obtemos

D on On (@) O () u(x)
>k Pi ()

Agora, observe que pela condigdo (i) da Defini¢ao [1.1.10[ do Lema [1.1.18] por

Plu)(x) = ¢y (x) + o (2)ulr) = Py (2)u(r) + P (2)u(z) = ulz).
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(1.25), o fato que 0 < ¢4, ¢, < 1, e finalmente por (1.23)), nessa ordem, obtemos
Z Pn¥n

| P(w)]| Lo @y = +¢ u
FrED Zk ¢2 Lp(RY)
Z Bnn
+ ([l L,
T @y e

1/p
< MYP <Z/ |vn|” dl‘) + ||U|LP(Q)
n Qn
1/p
< onie ( / \ul”wa) T

(14 2M) [[ull 1o (q)

Agora, para estimar |[VP(u)[ gy gyxny, usamos o fato que os conjuntos {€2,}
sao localmente finitos e mais o fato que para cada ponto z € RY qualquer vizinhanca

limitada intersecta somente um nimero finito dos €2,,’s. Desse modo, obtemos que

Y n Pnn
>k i

L,V (%) FuV_ 9 Vu

— Zn ¢”Uﬂ Zn (Unv¢n + anVUN)

A Y A S S

5. vn<¢£> %)gasiw -
k 7k

Usando (1.23)), (1.24)), (1.25), a condigao (ii) na Definigdo [1.1.10, o Lema [1.1.18

o fato que 0 < ¢,y < 1, |[Vo,| < € e também que

VP(u) = Vi,

%0

Vi

C c\"
< M— P<M P< M| — 1.2
S SIEERIAD ML O (LD

obtemos que

P

/ 1 C
19 P o v vy < CMY? (Z / €—p|vn|p+|wn|pdx) + 2 oy

+C ||vu||wl,p(Q;RNxN) .

Dessa forma,
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IV @)y < CMYY (L4 Lip®Y, ) (Z | 5t + 1960 >|pdx>

C
+ g HUHLI’(Q) + C ”vuuwl,p(Q;RNxN)

. _ 1
<C(1+ M1+ Lip®RY 1) (g [ull 1oy + HVUHWLP(Q;RNXN)) :

Para concluir a demostracao, é suficiente observar que sendo cada €2, localmente
finito numa vizinhanga para cada ponto, a soma em ([1.24)) é finita, por [13] (ver Teorema

10.35, pagina 293) e a estimativa anterior, concluimos que P(u) € W1P(RY). |

1.2 Alguns Té6picos Importantes

Introduziremos uma miscelanea de resultados e definicbes de modo a tornar o

texto autossuficiente.

1.2.1 Espagos de Campanato

Os Espacos de Campanato sao espacos de Banach, definidos para estender a
nocao de funcao de oscilagao limitada. Estes espacos também sao usados na teoria das
Equacoes Diferenciais Parciais.

Nesta Subsegao seguiremos as notas do livro de Enrico Giusti (ver [12]).

Denotamos por Q(x, R) o cubo de RY com lados paralelos aos planos coordenados,

com centro em x e de lado 2R, isto é,

Qx,R) = {yGRN. max _|zr; — y;| < R}.

1<j<N

No caso que seja suficientemente claro, denotamos simplesmente por () g.

Definicao 1.2.1 Seja Q C RY aberto limitado , 1 < p < 400 e X > 0. Definimos o

espaco de Morrey denotado por LPA(,RY) como o espaco das fungoes u € LP(Q,RY)
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tais que

z)EN

[ull? = sup p*/ ul” dz < 400, (1.27)
5o Q(z0,p)

onde (xg, p) = QN Q(zo, p)-
Quando mantivermos fixado zy, denotaremos por
Q, = Q(zo, p).

Por outra parte, podemos definir o valor médio de u em Q2N Q(z, p) como sendo

1
Usop 1= —rg QN Q) /Q(mp)u(x)dx. (1.28)

No caso em que precisemos do valor médio de u com relacdo a um aberto V . RY

qualquer, escreveremos simplesmente por

1
uy = W/Vu(x)dx (1.29)

Assim, temos a seguinte definicao.
Definigao 1.2.2 Definimos o espaco de Campanato denotado por LPA(L,RYN) como

sendo o espago das fungoes u € LP(Q,RY) tais que

ERIS Y
p>0

[u],\ = sup p~ /Q( ) | — Uy " dx < 400. (1.30)
z0,p

Para fazer uso do resultado que queremos mostrar para regularidade de Lipschitz,

precisamos de mais uma definicao.

Definicao 1.2.3 Dizemos que 2 C RY ndo tem picos externos, se existe uma cons-

tante C' > 0 tal que para cada x9 € Q e cada 0 < p < diam(Q), temos que
med (Q(zo, p)) C < med (2N Q(z0,p)) - (1.31)

Observe que um conjunto aberto limitado, Lipschitz continuo nao tem nenhum
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pico externo ou interno. Além disso, se €2 nao tem picos externos a norma dada por

1/p

sup med(Q N Q(xo, p))’\/N/ |ul? dx ,
Q(z0,p)

) €N
p>0

é equivalente 4 norma dada em m Para mostrar isso, ¢ suficiente trocar p~* por
med(Q N Q(xo, p)) MV na definigio dada em [1.2.2]

O seguinte lema serd o resultado principal desta secdo. Este lema prova duas
estimativas nos Espacos de Campanato para um 7 > 0 dado. Este resultado sera

usado na Secao

Lema 1.2.4 Suponha que Q) ndo tenha picos externos, considere u € LPAQ,RY) e

defina T = %. Entao, Para cada o € ) e cada p e R numeros reais tais que

0 < p< R <diam(Q), temos que

[Usg. R — Usg p| < Clu]pn [med(2 N Q(x, p))]” sempre que T <0, (1.32)
e também temos que

U R — Usg p| < Clulp [med(Q N Q(zo, R))]” sempre que T > 0. (1.33)

Demonstragao: Considere r, ¢ nimeros reais tais que p < r < t < R. Note que para

cada ¢ € Q e t fixo, temos que Q, C Q,. Além disso, veja que

|uxo,7" - ua:o,t| =

‘med / (u(z) — ugy ) do
< med / |u(x) — Ugy ¢| do
1/p
P
S W |:/ ‘U(l’) — Ux07t| dl’:|

1 med( A/pN , 1/p
B med(Q,)1/P (med /\/pN> [/ |u(2) — gy ] d;p}

med(,)NPN N .
= (W S(}leg med(S) o, [u(T) = Ugg | do
>0

1/p

= med(Q)NPNmed(Q,) VP [ul, (1.34)
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onde a ultima igualdade segue pelo fato das normas ser equivalentes.
Por outro lado, desde que  ndo tem picos externos, para cada zo € ) e cada

0 < b < diam(Q), existe C' > 0 tal que
med(Q(zo,b))C < med(2 N Q(xo,b)).
Em particular, note que para 0 < £ < diam(Q2) temos
med(Q(zo, t/7))C < med(Q N Q(xo,t/r)) = med(Qyy).
Isto é,

(3) Y Cmed(@,) < med ().

r

Em consequéncia disso, segue-se que

(E)N Cmed(Q,) < med(Q) < (E>N C~'med(9,.). (1.35)

r r

Assim, juntando ((1.34)) e (1.35)) obtemos que

Uy — Uzg | < med(Qt)A/meed(Qr)’1/p[u]p7>\
A/pN
med(Qr)_l/p[u]va

AN
(—) C~'med(92,)
,

C’;T?med(QT)% [t .

I
VRN
S | o+
N—

o (f) ’ med () [u].a. (1.36)

Agora, considerando r; = R277 e definindo Q; = 2., entao, escrevendo (|1.36])
tomando r = r;, t = r;_; e somando sobre j até um k, veja que

A

RQ—(j—l)) »

A
ri-1\7? -
U:coﬂ“j - u:(:077‘j71| S CU (Z“_]) m€d<Q]) [u]p,)\ = CO (W
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Assim,

k k k
Z ‘uxo,rj - uwo’rj_1| < Z Cimed(§2;)" [ulpn = Ch[ulpa Zmed(Qj)T.
j=1

7j=1 7=1

Porém, usando somas Telescopicas e tomando ry = R2° = R, temos que

k
Z ‘uxoﬂ“j - uCCOﬂ"j71| = ’umoﬂ“k - ul‘oﬂ‘o‘ = |u900 re — Uz R’
7=1
k
< Chlulpa Y med(Q;)". (1.37)
j=1

Por outro lado, usando a mesma notagao dos r; e 2., em ((1.35) veja que para
todo 7 =1,2, ... , k, temos

2N Cmed(Q;) < med(Q_1) < 28C~ 1 med(92;). (1.38)
Dai, note que sendo
2N Cmed(Q;) < med(Qj_1),
temos que
1
med(€);) < mmed(Qj_l).

Logo, desde que o resultado é satisfeito para todo 7 = 1,2, ... , k, entao segue-se

que

med(Qj_l) < med(Qj—2)7

2NC

Em consequéncia, temos que

med($Y;) < (%) (ﬁ) med(§;_2) = (22N_102) med($2;-2)

<%) med(9_s).

IN
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Novamente desde que (1.38) é satisfeita para cada j = 1,2, ... | k, segue-se

1
med(;_2) < mmed(ﬁ 3).
Logo,
1
med(€);) < 23Ncmed(Qj_3).

Assim, repetindo o mesmo argumento, obtemos finalmente que

1
med(§2;) < Wmed(QR) (1.39)

Porém, note que usando a desigualdade med(Q2;_1) < 2¥C~1med(€;) dada por

, e repetindo o mesmo argumento de obtemos que
2" Cmed(Q) < med(€2;). (1.40)
Logo, juntando e obtemos que
28I Cmed(Q) < med(Q;) < 277N C ' med(Qg). (1.41)

Assim, lembrando a estimativa dada em ([1.37) e a desigualdade obtida em ([1.41)),
obtemos duas situacoes diferentes para os valores de 7. De fato, observe que se 7 < 0,

por ([1.41)),

|Uaco r, — Uz, R| < Cl p)\ Zmed ) < Cl pAZQk jC’med(Qk)

Jj=1 Jj=1

S Cl [u]p,xmed(Qk)T. (142)

Agora, se 7 > 0, novamente por (1.41)), temos

U ry, — Uzg,r| < Crlulpa Zmed T < Chlu

7j=1

(277N C 'med(QR))"

IIM»

< [u]py,\med(QR)T. (1.43)
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Finalmente, tomando um k de tal forma que 7, < p <11 <19 = R, por (1.36)),
e pelas desigualdades obtidas em ((1.42)) e (1.43]) temos que

U r, — Uzopl < Chlulpamed(Q)7, sempre que 7 < 0,
e também que,
[Usgr, — Usgp| < Chlulpamed(2,)", sempre que 7 > 0.
Sendo assim, veja que usando a desigualdade triangular da seguinte forma

‘UOC(J,R - umo,p‘ < ’uwo,R - uﬂcoﬂ‘k’ + ’umoﬂ"k - u$07p| )

e mais o fato de que r, < p < rp_1 < rg = R, que implicam que as estimativas obtidas
anteriormente para as diferencas dos modulos de cada valor médio de u com relagao a

p, T, € R sao satisfeitas, obtemos o resultado. |

1.2.2 Espacos de Besov

Em Matematica, os Espacos de Besov, os quais foram chamados dessa forma
pelo matemético russo Oleg Vladimirovich Besov, sao espacos de Banach os quais
fornecem muitas propriedades interessantes. Particularmente, estes espacos sao usados
para generalizar os espacos das fungoes de Sobolev e para o estudo da regularidade de

solucoes de Equacgoes Diferencias Parciais.

1

e que depende de trés varidveis. A

O Espaco de Besov é um subespago de L
saber, 1 < p, # < +o0 e 0 < s < 1. Ressaltemos que o indice p corresponde a
integrabilidade das fungoes, s de diferenciabilidade e # é um indice de interpolacao.
No caso em que 6 = p observaremos que a norma dada no espaco de Besov (ver m
pag. 36) é equivalente a norma do Espaco de Sobolev Fracionario que definiremos no
Capitulo

Neste texto, nao entraremos em detalhes com relacao as propriedades destes es-

pagos. Para o leitor mais interessado, recomendamos consultar [13] ou [17].
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Dada uma funcdo u : RN — R, paracadah € R,i =1, ... N e x € R" definimos
AMu(z) = u(x + hey) — u(z) = u(@), z; + h) — u(2), x;), (1.44)

onde e; ¢ o vetor i — esimo da base canonica de RY. Se N = 1, entdo escreveremos

Ny = A,

Defini¢do 1.2.5 Sejam 1 < p, § < 400 ¢ 0 < s < 1. Uma fungio v € L, (RY)

pertence ao espaco de Besov, denotado por BSP9(RN) se

[ wl B O(RN) *= HUHLP(]RN) + [U]BS»M(RN) < o9, (1.45)

onde

=2

>0 dh \"*
[ U|Bs,p,0 (RN) = Z (/0 ||A?UHiP(RJ\1) m) ; (146)

i=1

se 8 < o0o. Para 6 = +o0, definimos

[u Bspoo(RN = Zsu S ||A?UHLP(RN) . (147)
Quando 6 = p, escreveremos
BSP (RN) BSPP (RN)

O proximo resultado, o qual enunciaremos para conveniéncia do leitor, sera usado

para mostrar que C5°(RY) é denso nos Espacos de Sobolev Fracionérios. Isto sera feito

na Segao 2.2}

Proposicao 1.2.6 Sejam 0 < s < 1, 1 < p < oo el <0 < oo. Entao, o Espaco
C(RY) ¢ denso em B¥PO(RY).

Demonstracao: Ver [13], pagina 417. |
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1.2.3 Teoremas Basicos

Nesta subsecao, apresentamos alguns dos teoremas que consideramos mais im-
portantes para abordar o capitulo principal deste texto, teoremas que serao citados no
texto com muita frequéncia. Nosso intuito, mais uma vez é o de facilitar a leitor do
texto incluindo todos os pré-requisitos basicos na presente dissertacao.

O primeiro teorema ¢ um resultado que implica a convergéncia de funcoes testes

dadas no Capitulo

Teorema 1.2.7 Seja Q C RN um aberto e p € L*(RY) uma funcio nao negativa, tal

que supp(p) C B(0,1) e a integral de ¢ sobre RN € igual a um. Para u € L, .(9),

temos

(i) Seu e C(R), entdo u. — u, quando e — 0, uniformemente sobre subconjuntos

compactos de 2, onde u. € o molificador usual de u;
(ii) Para cada x € Q, u.(r) — u(x), quando ¢ — 0F;
(i1i) Se 1 < p < +o0, entdo para todo € > 0,
||u5||LP(Q5) < HUHLP(Q)7

e também que,

el ooy — lull o) »

quando € — 07, onde Q. := {x € Q : dis(x,00) > e}.

(iv) Sew e LP(Q), 1 <p < +4o0, entio

1/p
lim </ lue — ul? dx) =0.
e—0t Qe

Demonstracao: Ver [13], pagina 553. |

O proximo resultado é a desigualdade de Jensen. Esta importante ferramenta
para estimar integrais serd usada com frequéncia ao longo do texto, especialmente na

Secao [2.1]
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Teorema 1.2.8 (Desigualdade de Jensen) Seja V' um espago de Banach e consi-
dere f .V — R uma funcdao limitada em alguma vizinhanca de um ponto em V. En-
tao, f € conveza se, e somente se, para cada espago de medida (X, M, u), onde X tem

pelo menos dois pontos diferentes e i(X) = 1 e para cada fungio g € L*((X, M, n); V),

f(/ngu) < /Xfogdu. (1.48)

Demonstragao: Ver [13] pag. 518. |

temos

O seguinte teorema é bem conhecido pelos especialistas na teoria de integracao.

Teorema 1.2.9 (Lema de Fatou) Seja (X, M, u) um espago de medida.

(i) Se u, : X — [0,00) € uma sequéncia de fungoes mensurdveis, entao

/liminfund,u < liminf/ Undit;
b's X

n—aoo n—aoo

(ii) Se u, : X — [0,00) € uma sequéncia de func¢des mensurdveis tais que u, < v,

para alguma fun¢ao mensurdvel v: X — [0, 00) tal que / vdp < oo, entao
b's

/limsupundu > limsup/ Upnd .
X b's

n—ma:o0 n——ao0
Demonstracao: ver [13| pag. 516. |

O proximo teorema é um dos resultados mais importantes na teoria de integracao,

deixado como legado pelo Matematico Henri Lebesgue em sua teoria de integracao.

Teorema 1.2.10 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (X, M, i)

um espaco de medida e u, : X — R uma sequéncia de fungoes mensurdveis tais que

lim u,(x) = u(x),
n—a~oo
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p-q.t.p. x € X. Se existe uma funcao integrdvel g tal que

()] < g(x),

pw-q.t.p. x € X e para todo n € N, entao u é Lebesgue integravel e

lim Updp :/ udp. (1.49)
Demonstracao: Ver [13] pag. 518. |

O seguinte teorema é novamente um resultado de convergéncia e geralmente é

aplicado como alternativa ao Teorema [1.2.10]

Teorema 1.2.11 (Teorema da Convergéncia de Vitali) Seja (X, M, u) um espago

de medida, 1 < p < 00 e up,u € LP(X). Entdo, u, — u, em LP(X), se e somente, se

(i) Eziste uma subsequéncia {uy,} de {u,} e uma fun¢do integrdvel tais que {uy, }
converge para v uniformemente q.t.p em X e |u,, (x)]" <wv(z) ¢.t.p x € X e todo

ke N;

(i) Para cada € > 0 existe um § > 0 tal que

/ P dp < .
E

para cada E C X com p(E) < 6;

(i1i) Para cada e > 0 existe E C X com E € M tal que u(E) < oo e

/ |un|dp < ¢,
X\E

para todo n € N.
Demonstracao: Ver [13], pagina 535. |

O proximo resultado é conhecido como o Teorema da Diferenciacao de Lebesgue

e generaliza uma consequéncia basica do Teorema Fundamental do Calculo. Este resul-
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tado serd usado na Sec¢ao [2.5| onde provaremos a Regularidade de Hélder nos Espacgos

de Sobolev Fracionéarios.

Teorema 1.2.12 (Teorema da Diferenciagao de Lebesgue) Seja p: B(RY) —
[0,00) uma medida de Radon e seja u : RY — R uma funcao localmente integrdvel.
Entdo, existe um conjunto de Borel M C RN, com u(M) = 0, tal que RN \ M C
{z e R : u(z) € R} e para cada x € RN\ M,

) 1
i, ——— [ Ju(e) - u(y)] duty) =0,
ey (B(x,r)) B(x,r)
Demonstracao: ver [13] pag. 540. |

O ultimo teorema desta secao é talvez o resultado mais usado neste texto, espe-
cialmente ¢ usado na Sec¢ao 2.1l Este ¢ uma espécie de versao curvilinea do Teorema

de Fubini.

Teorema 1.2.13 (Férmula de Coarea ) Seja u : RN — R uma fungdo Lipschitz
continua e suponha que para quase todo r € R o conjunto {x eRY 1 u(x) = r} seja
um hiperplano (N — 1) dimensional, suave em RN, Se f : RN — R ¢ uma funcao

continua e integravel, entao

/RN f|Du|dx = /:o ( /{u(m):r} de) dr.

Demonstracao: ver Evans [9], pagina 629. |



Capitulo 2

Espacos de Sobolev Fracionarios

Inicialmente, define-se os espacos de Sobolev Fracionarios como sendo um subes-
paco de LP, onde como no caso inteiro, este novo espaco vai depender de duas varidveis.
Asaber 1 <p<ooel<s < 1. Em seguida, mostraremos que este espaco é normado
e desse modo observaremos algumas propriedades geométricas, como por exemplo a
densidade, reflexibilidade, separabilidade, entre outras. Tudo isto sera feito na Secao
211

Na Secao apresentamos os resultados que estao relacionados com os Dominios
de Extensao nos Espacos de Sobolev Fracionédrios. Mostraremos que como no caso
inteiro, o aberto deve ser regular para que existam os operadores de extensoes.

Na Secao observaremos algumas estimativas obtidas neste espaco. KEstas,
implicarao sobre quais condi¢oes uma funcao do espaco de Sobolev Fracionario pertence
a outro espaco de LY.

Na Segao mostramos sobre quais condig¢oes as imersoes apresentadas na Sec¢ao
2.3 sao compactas.

Finalmente, na Secao mostraremos as condicoes para que uma funcao no
espaco de Sobolev Fracionario seja Holder continua e na secao [2.6| apresentamos al-
guns contra exemplos para mostrar o papel da regularidade dos dominios nas imersoes

apresentadas neste texto.
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2.1 Propriedades Basicas

Definigao 2.1.1 Sejam s € (0,1) , p € [1,+00) e @ C RY wum subconjunto aberto.
Dizemos que uma func¢ao u € LP(S2) pertence ao espag¢o de Sobolev Fraciondrio

denotado por W*P(Q) se satisfaz que %E LP(Q2 x Q).
x—y|r

Por outro lado, definindo o termo

(] ( / / [u(e N+sp’pdxdy>; , (2.1)

o qual é chamado de Seminorma de Gagliardo de u, podemos mostrar que o espago

W#P(Q) é um espaco de Banach com a norma dada por:

iy = (il o0y + [ty 2.2)

A saber, o primeiro teorema desta secao prova que W#P é Banach com a norma

dada em (2.2)).

Teorema 2.1.2 Sejam Q C RY um aberto, s € (0,1) e p € [1,+00). Entdo, o espaco
W#r(Q) é de Banach com a norma dada em (2.9).

Demonstragao: Inicialmente, vejamos que (2.2)) é uma norma. De fato, note

que [|-|lyyeniqy = 0, pois sabemos que ||-|[,,q) = 0 desde que [[-[|;,q) é a norma de

[u(z) — u(y)”

N-+ps
x —y|
de Gagliardo (2.1) é maior ou igual a zero. Analogamente, usando o fato que |||,

LP. Além disso, como > 0, entao isto implica em que a seminorma
¢ a norma do espaco LP mostramos que HuHWs,p(Q) = 0 se, e somente se, u = 0 pois
observe que se HuH’V)VS,p(Q) = 0, entao a soma em 1) é igual a zero. Logo, sendo cada
termo nao negativo, pelo mostrado anteriormente, isto implica que cada uns deles é
zero. Assim, como H~HU,(Q) ¢ a norma de LP, segue que u = 0. Reciprocamente, se
u =0, entdo |u(z) — u(y)[’ = 0 e dessa forma a seminorma de Gagliardo é zero.
Claramente, a norma de L? é zero se u = 0. Logo, é zero.

Para mostrar que |[tullyy ) = [¢| [[ullyyenq) Para qualquer ¢ € R, veja que

[tulfyena) = Eullyeq) + Fuliyen gy = [H7 Tullyeq) + Fuliy )
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Mas,

’tu u(y)[” |u(x
Wep // N+sp dzxdy _|t|p// N+sp d dy

= [t [ufyen ()

Assim,

[l y = Nl gy + iy = 117 il oy + 1P Tl
= 1t (ally gy + [ty

= [t ulliysn @)

Resta mostrar que H-st,pm) satisfaz a Desigualdade Triangular para concluir que 1)

é norma. Isto é, para qualquer u,v € W*P(Q), temos

e+ 0llyenay < ltllenay + 10lenoy -

Note que sendo LP, com 1 < p < +00 um espago normado, entao em particular
L? satisfaz a desigualdade triangular. Agora, como ¢ uma soma entre a norma de L
e a seminorma de Gagliardo, entao é suficiente mostrar que a seminorma de Gagliardo
satisfaz a Desigualdade Triangular.

Para provar que a seminorma de Gagliardo satisfaz a Desigualdade Triangular,

U(Z‘) B u(y> ( ’ ) L U(l’) B U<y>

N, s T s
o — gt o —y|VP*

N 0"
( / / o(x) — vl(y) pdmy>“p

oy
= ||U + VHLP(QXQ)

< NUl eaxay + 1V r@xa -

considere U(z,y) := . Entdo, note que

N/p+s

|z —
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Mas, note que

|u(z y) [P 1/p
0y = ([ S2 oty ) = e

e também que

\v ’p 1/p
P ( / / N+Sp dxdy) — e,

Portanto, segue que W*?(£) é um espaco normado com a norma dada em (2.2)).
Agora, mostremos que W*P(Q2) é Banach. Consideremos uma sequéncia de Cau-
chy {un},cy em W*P(Q2). Entao, note que pela Definicao em particular, temos

que {un}, oy ¢ uma sequéncia de Cauchy em LP(€2). De igual forma, definindo a sequén-

cia ’Un(x y) |un( ) %Tiy)’
|z —y|?

de Cauchy em LP(Q2 x ). Assim, sendo LP Banach para todo 1 < p < 400, existem

u e LP(Q), ve LP(QxQ), tais que u, — u, em LP(Q) e v, — v em LP(Q x ),

com (z,y) € Q x Q, obtemos que {v,} é uma sequéncia

quando n — +00.
|u(z) — u(y)|
N

, com z # y, em ) x () e provando
|z —y[ 7"

Observe que tomando w(z,y) :=

que v = w, segue-se o resultado.

Para mostrar isso, lembremos que toda sequéncia convergente em L”, é conver-
gente em medida pelo Teorema dado nos preliminares. Assim, obtemos que a
menos de subsequéncias, u,, —> u, ¢.t.p. em ). Isto implica que, a menos de sub-
sequéncias, v, — w, ¢.t.p. em €2 x €.

Porém, desde que v, — v, em LP(2 x Q) entdo, a menos de subsequéncias,
v, — v q.t.p. em €2 X . Segue-se que v = w, ¢.t.p. em ) x ), mostrando desta forma

que W*P(Q), é um espaco de Banach. |

Das propriedades geométricas dos espacos LP, sabemos que eles sao reflexivos
para 1 < p < oo e sao separaveis para 1 < p < 4o00. De acordo com a Definicao
sendo os Espacos de Sobolev Fracionarios subconjuntos de LP, temos que W*P
também satisfaz estas duas propriedades geométricas. O seguinte teorema prova estéi

afirmacao.

Teorema 2.1.3 Sejam Q um subconjunto aberto de RY e s € (0,1). Entdo, o Espaco
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de Sobolev Fraciondrio W5P(Q) € reflexivo para 1 < p < +oo e € separdvel para

1 <p<+o0.

Demonstracao: Primeiramente, mostremos que W*?({2) é um espago reflexivo.
Para isto, lembre que os subespagos fechados dotados pela norma induzida de um espaco
reflexivo sdo reflexivos. Agora, sendo L” Banach e considerando £ = LP(2) x LP(2x 2),
temos que E é um espaco de Banach.

Defina T : W*P(Q) — E com T(u) = (u,v), onde v(z,y) = M

=y
x—y|r
Entao, note que 7' é uma isometria sobre sua imagem e também que 7' (W#®P(2)) é um

subespago fechado de E. Logo, segue-se que W*P(Q2) é um espaco reflexivo.

Para mostrar que W*P((Q2) é separavel, ¢ suficiente lembrar que todo subespaco
fechado de um espaco separavel é separavel. Desse modo, sendo LP separivel com
1 < p < 400, isto implica em que E é um espaco separavel. Assim, pela isometria
sendo T'(W*P(£2)) um subespaco de um espago separéavel, obtemos que W*P({2) é um

espaco separavel. |

Uma pergunta habitual nos Espagos de Sobolev Fracionarios é o que acontece
entre os espagos W e W' quando s < ¢, com s,t € (0,1). A seguinte proposi¢ao

prova que neste caso obtemos uma imersao continua.

Proposigao 2.1.4 Sejam p € [1,+00) , Q C RY aberto e considere s,t € (0,1) tais

que s < t. Entao, o espago WHP(Q) estd continuamente imerso em W5P()).

Demonstracdo: Considere u :  — R uma funcao tal que u € W?(Q2). Mos-

tremos que existe uma constante C' > 1 tal que
||u||WSvP(Q) <C ||u”wt7p(ﬂ) : (2.3)

Primeiro, note que

|u(z y)I’
[U Ws:p(Q _// N+sp ErS— (] dy

(z) —u(y)|” / / lu(x) — u(y)[”
—— o drdy + —— o, drdy
/ /m{z y>1) I:v o —yN o Jonge—y<y |o—y[N TP

=71+71T.
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Para ZZ, note que sendo s < t, tomando z,y € Q tais que |x — y| < 1, obtemos

que

u(z) —u()” _ |u(z) —u(y)”

o —yNT T -y

Logo, isto implica em

u(x )P ne: b
17 = // | ) N+Sp| dxdy < // | ) N(thy dxdy
onfla—yl<1} |z — ¥l m{u y|<1} |z — |

lu(z
//‘ ded

= [u]wt,p(g)‘ (2.4)

Agora, lembrando o Teorema [1.2.13| dado nos preliminares, podemos encontrar

uma estimativa para Z. Com efeito, veja que fazendo a mudanca de variavel z = x —y,

p
1
// —‘u(x)]\’,+spdxdy</\u |pda:/ — 47
aJon{z—y>1} |7 — Y| {2121} |2 |
+00
p
/|u )| dq:/ /|z . TN+Spde7”
p e 1 N 1
/|u )| drwn— 1/1 rN+SP dr
/\u )W dawy— 1—

=C(s,p, N)/Q|u(x)|pdx. (2.5)

temos

Assim, desde que para todo x,y € RY sabemos que |u(z) — u(y)|” < 2°7! (Ju(z)[? + |u(y)["),

por (2.5) obtemos que

p p p
/ / [ulx) = w5, gy < oot / / (@) +1uP) 5,
anfle—y|>1} \I—y\ onfle—y>1} | — Y|
// Ju(z)[” @
on{lz—y|>1) !w—y|N+s”

C(s7p,N)/Q|u(a:)\pda:. (2.6)
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Desse modo, juntando (2.4) e (2.6) obtemos

ey = L+ 1T
< C(s,p, N) / (@) dz + [W]ynie)

= C(s,p, N) [[ull o) + [Whiyer(q):

Portanto, obtemos que

HUHgvs,p(Q) = HuH][),P(Q) + [U]Ivjvs,p(g) < (C(s,p, N) + 1) ||ull}, r) T [uliyer (o ()

< C/(S7pa N) ||U||Wt,p(g) .
O que prova (2.3)) e assim segue-se o resultado. |

Podemos mostrar que a Proposicao também é satisfeita no caso t = 1.
Porém, para obter este resultado ¢ preciso a regularidade de 2 dada na Definicao

1.1.10] A seguinte proposicao prova este resultado.

Proposigao 2.1.5 Sejam p € [1,+00) , s € (0,1) e Q um subconjunto aberto em RY
de classe C%' com fronteira limitada. Entdo, o espago WYP(Q) estd continuamente

imerso em W*P(Q).

Demonstragao: Seja u : 2 — R uma fungao tal que u € W1?(Q). Mostremos
que existe uma constante C'(s,p, N) > 1 tal que
HuHWsm(Q) <C HUHWLP(Q) : (2.7)

Note que, de forma anéloga a prova anterior, podemos escrever a seminorma de

Gagliardo de u como sendo

|u
i [ [

\u ) — u(y)[” / / (z) —u(y)|”
e dady + ———— o drdy.
//mﬂx yz1y |7 — IN” an{le—yl<1) Ix—yIN”

Além disso, repetindo as mesmas contas que na Proposigao e por (2.5) sabemos

que
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P p
Lo Stsn [ [
o Jon{le—y|>1} Ifc | anfle—y|>1} Ix—yl

< C(s,p. ) / ju()P da

= Ci(s,p, N) [l - (2.8)

Por outro lado, desde que u € W1P(Q) e mais o fato que Q2 ¢ de classe C%!, temos
pela extensdo dada no Teorema [1.1.19|que existe uma funcao @ : RY — R tal que @& = u
em Q e além disso, ||@| 1@y < Co||ullyyrp(g), para alguma constante Cy > 0. Sendo

assim, note que fazendo a mudanca de varidvel z = y — z e integrando com relacao a

B1(0) 2 QN By(0), obtemos

p p
// |“ ulz) = )i, dy—// lule +2) ~wlo)l 4o
onfle—yl<1} |z —yl anflz|<1} 2|
lu(z + z) — u(x)?
// N dzdx
B1(0 | |
\u:c—l—z)—u(:c)| b 1
/ /B ( B PR
_ / A (2)dz (2.9)
Q

Agora, observe que tomando F(t) = u(z + tz) onde 0 < t < 1, obtemos que F

é composta de funcoes diferenciaveis e dessa forma temos que F'(t) = Vu(z + t2)z,
com 0 <t < 1, é continua e integrével. Logo, pelo Teorema Fundamental do Céalculo,

segue-se que

/1 Ve + t2)zdt — /l F(t)dt = F(1) — F(0) = u(z + 2) — uz).  (2.10)

Agora, aplicando (2.10) para A; e além disso usando a Desigualdade de Jensen
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desde que a funcdo |Vu(x + tz)| é convexa, temos

Vu(z +tz)z| 1
Aq( / ( i dt) ————dz
1 B ‘Z’ |Z|N+(S—1)p

1
|Vux+tz)z|) 1
dt—dz
/& /< || | o[V e

|Vu(x+tz)|p
Bi(0)Jo |z

Mais ainda, juntando (2.11]), (2.9) e usando o Teorema de Fubini (ver [13], pag.
521), obtemos

)P tz) — 1
// |u< ) N+5| dx d <// <|U v Z) U( )|) N+(s—1) dzdx
o Jonfla—yl<ty |z —y|" " B1(0) 2] 2| P
\Vu r+tz)f
// e dideda
B1(0
/ / ’V”]f+: tf))‘ dtdzdz
RN JBy0) Jo 2]
IVl o
- [ [
B1(0) |z

= 03(5717» N) HVﬁHLP(RN)

< Cu(s,p, N) |lullyrn gy -

Assim, de (2.8) e da estimativa anterior, segue-se (2.7) pois veja que
p
u(xr) —u
[U]gvsﬂp(g) <C(s,p,N) ||u||ip(§z) + / / %dwdy
o Jon(z—yi<1} |z —yl
S C/(Sapv N) Hqup(Q) + 04(87]97 N) HU’H:I?VLP(Q)

< Cs(s,p, N) HUHIV)VLP(Q) :
Logo,

[ullyp) = Il + [Wliyenio) < llullzeq) + Cols, o, N) [wlliyin o

<1+ C5(S,p, N)) ||u||W1P ()

- C(Sap7 N) ||u||W17P(Q) )



56 2. Espacos de Sobolev Fracionéirios

como queriamos. |

No caso s > 1 ndo inteiro, escrevemos s = k+ o, onde k é um inteiro e o € (0, 1).
Neste caso, o espaco de Sobolev W*P(Q) consiste na classe das fungoes u € WkP(Q)

tais que as derivadas distribucionais D%u com |a| = k, pertencem ao espago WP ().

Defini¢ao 2.1.6 Sejam p € [1,4+00) e s > 1 um niamero nao inteiro tal que s = k+o,

comk €7Z eo € (0,1). Entao, definimos o espago de Sobolev Fraciondrio por
WHP(Q) := {u € WHP(Q) : D*u € WP(Q) ;l|a| =k}, (2.12)

o qual é um espaco de Banach com a norma dada por

B =

lellyeniy = | Nullyrniy + D 1D ullfymniy | - (2.13)
la|=k

Quando o espago de Sobolev Fracionério esta definido para um s > 1 e sobre um
dominio regular, podemos obter uma inclusao continua entre os espagos de Sobolev

Fracionarios sempre que t > s. De fato, isto é o que estabelece o seguinte corolario.

Corolario 2.1.7 Sejam s,t numeros nao inteiros tais que s,t > 1 e p € [1,+00). Se

t> s eQ éum subconjunto aberto do RN e de classe C%', entdo
W (Q) € WHP(Q),

onde a inclusao € conlinua.

Demonstracao: Consideremos u € WH?(Q). Mostremos que u € W5?(Q) de acordo
com a defini¢ao dada em [2.1.6] Para isso, tome s = k40 e t = r +w, com k, r nimeros
inteiros e o,w € (0,1).

Desde que u € W'P(Q), temos pela definigdo dada em que u € WP(Q) e
também que D%u € W*P(Q), com |a| = 7.

Note que sendo t > s, podemos ter que kK = r ou que r > k + 1. Suponha que
k = r. Entao claramente obtemos que u € W*P(Q). Mais ainda, desde que t > s e

k = r, entdo segue-se que w > 0. Logo, como D*u € W“P(Q) com |a| = r = k, pela
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Proposicao o espaco W«P(Q) esta continuamente imerso em W7%((2), mostrando
desta forma que D*u € WP(Q2) com |a| = k. Logo, segue-se pela Defini¢io [2.1.6] que
u e WP(Q).

Agora, suponha que r > k + 1. Neste caso vale lembrar a definicdo do espaco
de Sobolev inteiro para mais de uma derivada no sentido da Distribui¢ao. Com efeito,

considere m € Z,, entdo, o espaco de Sobolev W™P(Q)) & definido pelo conjunto

Wme(Q) = {u € LP(Q) : Du € LP(Q) ,|a| < m},

onde D%u € LP no sentido distribucional.

De acordo com esta definigao, é claro que se n > m onde n,m € Z., entao temos
que W™P(Q) C W™P(Q). Logo, segue-se que W"P(Q) C W*Lr(Q)). Agora, desde que
u € WHP(Q), novamente pela Defini¢ao temos que em particular u € W"P(Q), o
que implica WHP(Q2) C W™P(Q). Assim,

Wh(Q) C WP(Q) C WHP(Q). (2.14)

Se conseguimos provar que WHTLP(Q) C W#P(Q), por segue o resultado.
De fato, sendo 2 um dominio de classe C%!, entdao pela Proposicao temos em
particular que W1P(Q) C WP(Q) desde que o € (0,1). Desse modo, se u € WFT1P(Q)
em particular u € W*P(Q). Por outro lado, sabemos que D € W'P(Q) sempre que
la| < k, desde que u € WHLP(Q). Logo segue-se que D% € WP(Q) sempre que
la| < k pela inclusdo acima. Em particular, Dy € WP(Q), para |a] = k. Isto é,
u e WsP(Q).

A prova da continuidade da inclusao ¢ aniloga a vista na Proposicao 2.1.4 N

O proximo resultado garante a densidade das func¢des suaves nos espagos de So-
bolev Fracionarios. Neste caso, faremos uso dos espacos de Besov B*P?_ onde s € (0, 1)
el <p,0 <400, dado na Secao [1.2.5] Além disso, vale a pena lembrar que quando

p = 0, escrevemos os espacos de Besov como sendo B*P.

Teorema 2.1.8 Para qualquer s > 0, o espago C°(RY) € denso em WSP(RYN) para

todo 1 < p < +o0.
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Demonstracao: Para provar o Teorema [2.1.8] mostraremos que a norma do
Espaco de Besov no caso BSP(RY) onde 0 < s < 1e 1l < p < oo é equivalente
a norma de Sobolev Fracionario dada em . Desta forma, obtemos o resultado da
densidade pela Proposicao [1.2.6| enunciada nos preliminares.

Basta provar que as seminormas sao equivalentes. Primeiramente, mostraremos

que existe uma constante C' > 0 tal que para toda u € W*P(RY), satisfaz
[U]Bs,p(RN < C[ ]Wsp RN) (215)
Considere u € W*P(RY), 2}, y; € RNt e h > 0. Entdo, veja que

|Atu(@)|” = [u(zr + hy2y) — u(zy, 2)) [P
P

1
S 2p71 u(acl + h, ZL’ll) — u(xl + §h,yi)

p

1
+ 207 () + §h, yy) — u(zy, ) (2.16)

Agora, integrando (2.16) com relagao a y; sobre a bola centrada em x| com raio
1/2h de RV~ obtemos que

Bu@)] < o [ ulr + h.a}) — utar + b2 ) dy
BN 1(1'17h/2)

+ W/ lu(zy + h/2,9)) — u(zy, 2))[" dy;.
BN 1(x17h/2)

Dessa forma,

]Ah u(ry + h,2}) — u(xy + Sh y’)|p
d dh < C 2 27V o dadh
/ / h1+ / // / PN e

u(ws + ghoyy) — ulz, )]
C dy dzdh
+ / /I%N/ x17h/2 hsp+N Yy ax

= C(I +1I), (2.17)

onde

o0 w(xy + h,xt) —ulxy + 2h,y)°
I ;:/ / / ’ ( ! 1> +]5 ! 2 yl)‘ dylldllfdh,
0 JRN JBy_i(z},h/2) hsp
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w(zy + 5 h Y1) — (371755,1)‘[)
1T —/ / / dy,dzdh.
RN J By_i (x| ,h/2) hsp+N !

Sendo assim, para limitar I de (2.17)), consideremos a mudanca de variavel z; = x; + h

e utilizando o Teorema de Tonelli (ver [13], pagina 521), obtemos

h 1p /)P
H_/ L] CURRED RS N
RN J Bn_1(x},h/2) hsp+
+ h, +Lpy p
/ / / /‘u T zh) +1\(/x1 2 1/1)| dwldylldhdx’l
RN =1 Bn_1(z,h/2) hsp
L P
1
RN-1 Bn_1 zl,h/Z hsp—i—N 1 1
u(z,2h) —ulz _§h73//1)|p / ,
dhdy,dzd
/RN 1//1;\7 1/|x1 y1| hsp+N Y4214,

21— |x1 y1|
_ C/ // / |u 21,1‘1) (?il&%)‘ dy1dy1dzldx’1, (2.18)
RN-1 RN-1 | — 1y |sp

onde a ultima igualdade, usamos a mudanga de variavel y; = z; —h/2 e mais o fato que

os conjuntos definidos por A = {(h,y}) € Rx R¥"': ¢} € By_1(z},h/2) e h >0} e
B={(hy}) eRx RV :y; e RV e 2|2} — ¢j| < h < 400} sdoiguais. Com efeito,
se (h,y}) € A, entdo |y; — )| < |h/2] o que implica em 2|y} — x| < |h|. Isto é,
(h,y}) € B. Agora, se (h,y;) € B, entao |z} — y}| < h o que implica |y} — x| < |h| /2.
De modo que (h,y;) € A.

Agora, desde que z;—y; > |z} — ¥/}|, temos que |(z1, ") — (y1,¥))| < V2 (21 — y1).
Assim, usando esta estimativa em , obtemos finalmente que

z1— |ac1 y1] I\ |P
RN -1 RN : wal) (y1,y1)|

—C |u )’pdxd < +oo (2.19)
B RN JRN N+5p 4 ' .

Analogamente limitamos I de (2.17)). Com efeito, considerando a mudanca de variavel
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y1 = x1 + h/2 e usando a igualdade dos conjuntos A e B, note que

1h 1\ |P
H_/ / / u(zy + ?J1)N (xh:(:l)‘ dyidq;dh
RN J By _1(a),h/2) hspt
+ 5h, )|
/ / / / ‘U 1 lerN u(xy l’1>‘ daydy, dhd,
RN 1 BN 1 $1 h/2 hsp
u(ys, o)) — ulyr — Sha)ff
dy,dy;dhdx
/]RN 1/ /BN 1(2],h/2) / hsp+N e 1
u(y, yy) — u(yr — gh, x’1)|p /
dhdy,dy,d
/IRN 1//RN 1/’z1 y1| hsp+N nay1ary

Yyi1— |x1 y1| 1\ |P
= C/ / / / ’U/ Y1, yl) S(p’iljv'rlﬂ d21dy1dy1d$/1,
RN-1 RN-1 | — |

onde na ultima igualdade usamos a mudanca de variavel z; = y; — h/2. Agora, desde

que —oo < z1 < y; — |z} — y}| novamente obtemos que y; —z; > |} — 31| e dessa forma

(g1, 4) — (21, 24)] < V2(z1 — ).

Desse modo, repetindo as mesmas contas que em (2.19)) obtemos

Y1— |xl y1| '\ |P
Il = C / / / / |U yla yl) us(’iljvxlﬂ dZ1dy1dy1d33/1
RN-1 RN-1 |Zl —_ ’y1| P

<C ]u )|pdxdy < 4-00.
&N SN N+sp

Claramente, é possivel obter desigualdades similares obtemos para Ay com i =

2,3, ..., N. Dessa forma, mostramos ({2.15]).

Agora, mostremos que existe C' > 0 tal que

[u]wsrryy < Clu]gsw@ny, (2.20)
para toda u € BSP(RY). De fato, considere x = (z1, ... ,zn), y = (y1, ... ,yny) € RY
e note que

u(r) —u(y) = [u(x1, 22, ... ,oN) — u(ys, T2, ... ,TN)]

+ o+ ulyr,y2, YN, 2N) — (Y1, Y2, - YN)] -
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Logo, segue-se que

|U(l‘) _u(y)|p S C(|U(l'1,l’2, 71;1\7) _u(ylana axN)|p

+ ...+ |u(ylay2a ayN—lny) _u(ylay27 uyN>|p)7

onde C =C(p) >0

Assim, obtemos

ju(x) — uy)l’
WS PERY) /RN /RN 5p+N T gy 4wy

. p
SO/ / u(ry, 2y .. ,TN) ?(ﬂif’@’ ey drdy + .
RN JRN fﬂf—y’ v

_ p
+C/N /N lw(y1, y2, -, yn—1,2n) — w(Y1, Y2, - s YN)| dudy
RN JR

|{L‘ . y|sp+N

—C (i Jk> : (2.21)

Considere y; = x1 +h e z = (1 + h,y2, ... ,yn), onde h € R. Note que sendo

/ :/ / [z, 2z, - Tw) = Uy, T, - axN)lpdmdy
1 RN JRN |.T—y|8p+N s

entao, usando o Teorema de Fubini de forma adequada com respeito a J;, obtemos

/ :/ / lulor, 22, o o) = ulpr, 22, - 7$N)Ipdxdy
1 RN JRN |l’—y|8p+N

u(xy, x2, ... ,xn) — w(w + h, 29, ... ,7Nn)|"
:// |u, 22 ) <sp1+N 2 W dedy
RN JRY |z —y|

B p
/N /N ‘U X1,T2, ... .CI:'N) U($1+h T2, - )‘ dhdy? dyNdx
RN JRN-1

ap+N

(1B + |22 — 1o* + ... +\xN—yN!)

T u(zy, o, s ay) —u(ay + by, 2|
_2/N /N 1/ SHN dhdyg dyNda:
RY JR (Ih* + |29 —y|+...+|:cN—yN\)

Entretanto, observe que fazendo z = (z2 — o, ... ,ox — yn) € RV~ e usando a
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Formula da Coarea [1.2.13] veja que

/ 1
BN (1R 4 |og — o + -

:/ ! v dz
RN-1 (|h|2 + ’Z|2) B}
400 tN_2
—of L
O (b +e2)

S ‘h‘sp-l-N—(N—l)

C
= (2.22)

sp+N dygdy]\[

: +’5’3N_yN‘)

Desse modo, usando a estimativa anterior (2.22) em .J; e mais o Teorema de

Tonelli, obtemos

T \u(wy, we, oy an) —u(ry + By g, )|
Jp —2/N /N 1/ it ) ( ey dhdys...dyndz
RE IR (1A + |z =yl + ... +|$N—?JN|)

400 B ) )
_2/ / / \u(zy, 2, ... ,xn) — (@ + h, T, ... Sp+)N| -
RN JRN-1 |h| + |22 —y2| + ... +lzy —yn| )

+oo _ h p
<C/ / u(xy, Ty .. ,TN) u(x11+ ,Toy .o s TN dedh
BN ||
S O[ ]Bsp(RN)
De maneira analoga, mostramos que J; < Clu ]BSP(RN) para k = 2,3, ... ,N. Dessa

forma, de (2.21) segue-se (2.20) pois

N
[U]Iévs,p(RN) <C (Z Jk) = Co[u]%s’p(RN)'

j=k

Em consequéncia de (2.20)) e (2.15) obtemos que as seminormas sdo equivalentes. As-

sim, pela Proposigao dada nos preliminares segue-se o resultado. [ |

Quando s < 0 e p € (1,400), como no caso dos espagos de Sobolev Inteiros,

1 1
definimos W*P?(Q2)como sendo o espago dual de W, *(£2), onde p + iy L.
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Com esta tltima definicao, damos por concluido esta primeira secao de propri-
edades basicas dos espacos de Sobolev Fracionarios, a qual deixa o caminho aberto
para comecar a estabelecer outras propriedades classicas destes, como por exemplo, as
relacoes de regularidade entre estes espacos, Prolongamentos, as imersoes continuas e

compactas.

2.2 Prolongamento

Nesta secao apresentaremos condicoes para as quais dada qualquer funcao em
W*? definida num aberto Q@ C RY, pode ser estendida para uma funcdo em WP
definida sobre R". Como é bem conhecido, quando s € Z, estas condicoes dependem da
regularidade de €2, pois sabemos que nem todo aberto de RY ¢ um Dominio de Extensdo.
No caso fracionario, vamos ver que acontece a mesma coisa, porém, precisaremos de
alguns lemas para sua demostragdo. Antes disso, faremos uma defini¢ao formal de um

dominio de extensao para os espacos de Sobolev Fracionarios.

Defini¢ao 2.2.1 Sejam s € (0,1) e p € [1,400). Dizemos que um conjunto aberto
Q CRY, ¢ um Dominio de Extensdo para W*P() se existe uma constante positiva
C = C(s,p,N,Q), tal que para cada funcio u € W*P(Q), existe a € WP(RY), com

u(z) = a(z), para quase todo x € Q € ||illyym@ny < Cllullyon-

Continuando, apresentamos nosso primeiro lema, o qual mostra que uma funcao
u em W5P(Q), tal que ndo é nula para algum compacto contido em €2, esta no espago

(RN,

Lema 2.2.2 Considere s € (0,1) e p € [1,+00). Sejam Q um subconjunto de RN e u
uma fungdo em WP(Q). Se existir um compacto K de RY, tal que K C Q, e além

disso, u =0 em Q\ K, entao a funcdo u definida por

(2 = u(z), sex €, (2.23)

0, sex € RV\ Q,

estd em W*P(RYN) e existe uma constante apropriada, C = C(s,p, N, K,Q) > 0, tal

que [Tl yep@ny < C llullyenq)-
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Demonstragao: Primeiramente, veja que u € LP(RY) pois note que

W, = [ 0@ e = [ Ju(o)P o < o
RN Q

desde que u € LP(Q), pela Definicdo 2.1.1]
Para mostrar que a seminorma de Gagliardo de @ sobre RY ¢ finita, veja que
escrevendo RY = QUQOC, usando a Definicao e mais ainda, a aditividade da integral,

temos

—p _ [a(e) —u)l” / [a@) Wl \ 4
e /RN < y!N+s” I e o —y )
ju(x Iﬂ(ﬂf)lp
/ </ N+Sp y+ N+spdy dx
QuQe yl
( ) y)l° / /
= —————dydx +
/QuQc Q |x |N+Sp Quae Jae
u(z y)l” u(x
// N+5p ————"dydx + 2 oo y’NJrspdydx
Wiy +2/ / .

onde (2.24)) segue-se aplicando o Teorema de Fubini (ver [13], pagina 521), pois note

———————dydx

N+sp

———dydx (2.24)

que

|u(z Yl !u Yl
/ / N +Sp —— =" dydr = N +Sp d:vdy—l—
QuUQe c
Wsp(er//c 7 — y|N+sPdIdy’

—————dxdy
I — y|N+S’P

e além disso,

——=——dydx
/QUQC/C |z — y\N+sP /c/ ]m—y!N+Sp /c/c |z — y]N+Sp
—— N dydr.
// |z — yIN“’

Agora, veja que [u]%,s,p(ﬂ) é finito desde que u € W*P(2). Assim, resta mostrar

que a integral dupla do lado direito de (2.24)) é finita. Para isso, observe que para cada
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y € RV \ K e para todo z € K, temos

Ju(z)[”

oy

Ju(z)[” 1
— < Xg () |u(z)|” .
T we () |u(z)] ST

Além disso, como inf |z — y|¥ " > dis(y, 0K)N1P* entdo aplicando novamente

o Teorema de Fubini, obtemos

d p
// |z — yIN“pdydx // dis y,(?K N”dedx: /Q dis(y, 0K )N+ps / ful=)]" d

1
/Qc dis(y,aK)N—l-ps yHuHLp Q

onde esta tltima integral em (2.25)) ¢ finita desde que dis(0Q,0K) > 0e N + ps > N.
Além disso, C' = C(s,p, N, K,Q) > 0.
Finalmente, juntando (2.24) e , obtemos que

Iy = Nl 70y + [en ey

<l + [ //

< ||u||ip(§z) + [U]gvs,p(g) +2C(s,p, N, K, Q) ||U’||LP(Q)
< Cils, . N, K, Q) (1l ) + [l

- Cl(S puN K Q) ||uHW5P )

———————dydx
Ns
x_y|+p

0 que prova o lema. |

O proximo lema esta relacionado com os conjuntos abertos que sao simétricos em
RY com respeito a uma coordenada. Provaremos uma estimativa envolvendo este tipo

de conjuntos nos espacos de Sobolev Fracionarios.

Lema 2.2.3 Sejam s € (0,1), p € [1,400) e considere Q um subconjunto aberto de

RN tal que é simétrico com respeito a coordenada xy. Seja u € WP(Q) e defina
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Qp={2eQ:ay>0}, Q_={recQ:zy <0}. Se

u(z',xy),  sex >0,
u(z) = (2.26)

u(z', —xy), sex <O,

entdo, u € WP (Q) e

[y < 4lullwer.) -

Demonstragao: Observe pela simetria de €2 e pelas definicoes de €24 e w que

muﬁqg)zgljamnwdx:=jg hwxszwpdx+-/"|u¢ﬂ,—anpdx
+ —

=2L|wfamvx—zmm”m (2.27)
+

Por outra parte, escrevendo 2 = Q2. UQ_, entao veja que

@l WP () // [l N+Sp dxdy
/ /Q+ |ux N+sp|pdxd + / / |u N+Sp|pda:dy. (2.28)

Agora, note que usando a definicao de @ na primeira integral dupla de (2.28)) e o

Teorema de Fubini, temos

// i) =aw)l", / / fi(z) =aw)l", +/ / ’“ i) =Wl ;.4
s y = s xray s ray
o, |- y’N+ g o, Jo, |z — y|N+ ! Q4 JQ N+ Y

(', zn) —u(y )|p
ulfys, dxdy
17 Q+ /g;+ /52+ y|N+Sp

2ulipnia,y:

(2.29)

Argumentando analogamente com a segunda integral dupla de (2.28) obtemos

Iu y)l”
N+sp d.]?dy - 2[ ]Wé P(Q4)" (230)
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Finalmente juntando (2.27), (2.28) e (2.29) segue que

8y = Wy + @iy = 2l + Aelfvnian
< 4l + [Wlfyenay))

= 4 ||u||€V5,p(Q+) )
como queriamos. [ |

Veremos um tltimo lema técnico antes da prova do resultado principal desta

secao.

Lema 2.2.4 Sejam a € (1,0) , p € [1,+00) e Q um subconjunto aberto de RY. Se
e C%N(Q) tal que 0 < o < 1, entao Yu € WP(Q), para cada u € WP(Q). Além

disso, existe uma constante C' = C(s,p, N,Q) positiva tal que

”wuHW&p(Q) <C HuHWs,p(Q) - (2.31)

Demonstragao: Primeiramente, note que por hipotese sendo 0 < ¢ < 1, obtemos

que Yu € LP(). de fato

ol = /w ng@wWM—me

o qual é finito desde que u € W*P(Q).

Por outro lado, note que fazendo

[Y(@)ux) —v@u@)” _ [Y@)u(z) - d(y)uly) + d@)uly) — Y@)uy)l”

=y |V gV
< g1 [P@)u(@) = P(@)u(y)l” + [ (@)uly) — Py)uly)l”
— ’33 . y’NJrsp

_ g1 [P@ ful@) — (@) | ops [u@)" [9(2) — D ()"

|x_y|N+sp |x_y|N+sp )
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obtemos que

[Yulwsnr o _//W Ngszu(yﬂpdzvdy
[ [ W) —v 0l + o) = bl g

|x _ y|N+sp
o1 V(@ — Y(@)u()l” + [ (2)uly) —Pu@l”
S //2 |x_y|N+Sp d dy

e ( [ [ rprumw( 2 gty [ | |u<y>|p|w<;c|>N:$<y>rpMy)
([ / jufe N+Sp|pd e [ [ !W N+s,,( ¥ )

— 9op— 1[ ]Wsp(Q)+2p 1// |U | |¢(y|]\7+5p( )l dx d (232)

Resta limitar a integral dupla em ([2.32)), pois a seminorma de Gagliardo de u em

Q ¢ finita, dado que por hipdtese u € W*P((2). Para mostrar isso, escreva

u@) [pla) — W), DI o) vl
/Q/Q =y [N ! //mﬂx y\<1} o — y[MH ’

" () —v(y)”
+ // p dxdy
an{le—yl>1) |z — y| NP

Note que sendo 1 € C%!, entdo , existe C; > 0 tal que para todo z,y € € satisfaz

|Y(z) — ¥(y)| < Cy |z —yl|. Logo usando isto fato em A; e aplicando a Formula de
Coarea (ver Teorema [1.2.13]) segue-se que

)P Pl P
.y O V0 gy cp [ M=ol
Qn{lz—y|<1} |z —yl onfla—yl<1y T — Y|
o/ )’
on{le—yl<1} |z — ]N+ps R
_ P p
=G /'u ) / /lar yl=r rN+p( PG A0 dy
_C’p/|u /U}N lmdrdy

lp(S — 1)wN 1 HUHLP Q)

= Cy(s,p, N, Q) HuHiP(Q) : (2.34)
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Para limitar Ay em (2.33), novamente usando o fato que |¢(z)] < 1 e a Férmula
de Coarea (ver [1.2.13), temos

P P op—1 P p
// u(y)|” | (x )N+Sp( dxdy<// lu(y)| (“"(”Z)’J‘W' )dxdy
anflo—y|>1} [z — | onfle—yl>1} |z — |
// lu(y)]” B CLED1 Sy
Qn{jz—y|>1} Ix—y|N+Sp
+oo
p
/]u )| / /Iz . T} TN+ pde?"dy
/|u / wN_lmdrdy

= st_pr 1 ullZe @

= Cs(s,p, N, Q) ||u||}£p(Q) : (2.35)

Assim , juntando (2.32),(2.34) e (2.35]), obtemos

WJU]W”( Q) = 2" 1[ ]WSP( )+2p 1(A1 +Ap) <277 1[ ]WSP( )+2p_1((02+03) ||u||:2p(§z))
< Cal[uliyenq) + lullzoe)

=y HUHW&P(Q) .

Por fim, concluimos que

[l = 1Yullie@) + [Wulonq) < lullfe@) + Callulliy.pq)

< s Jullyeey
o que prova Lema [2.2.4] |

Finalmente, com os trés lemas anteriores estamos prontos para a demostracao do
teorema principal desta secao. Como veremos, obtemos um prolongamento do espago
de Sobolev Fracionario W*P(Q)), quando ) for um dominio de Lipschitz com fronteira

limitada.

Teorema 2.2.5 Sejam s € (0,1) e p € [1,+00). Se Q é um subconjunto aberto de RN

tal que € de classe C%' com fronteira limitada. Entdo, Q é um Dominio de Extensdo

para W*P(§2).
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Demonstragao: Provemos que para cada u € W*P((Q), existe umau € W*P(RY)
tal que v =u em 2 e além disso, |[Ulyep@yy < C |tflyyen(q), onde C' = C(s,p, N, €2).

Por hipotese, sabemos que 0f) é limitada. Logo, segue-se que ela é compacta.
Sendo assim, existem um ndmero finito de bolas abertas B; contidas em RY, tais
que 092 C Ule B;. Veja que podemos escrever RY = Ule B; U (09)°. Mais ainda,
aproveitando esta cobertura, existe uma Particao da Unidade relativa a ela. Assim,
existem v, 11, ..., ¥ fungdes suaves tais que: supp(yo) C (0Q)° , supp(y;) C B, para
cada j € {1,2,....k}, 0 < tp; < 1paratodo j=0,1,... ke " o, =1

Note que u = Z?:o Yju, desde que Z?:o 1; = 1. Por outra parte, desde que
supp(tg) C (0N)° e 0 < ¢y < 1, é claro que ¢y € C%H(Q). Assim, usando o Lema
temos que You € W*P(£2). Mais ainda, o mesmo lema garante que existe uma

constante C positiva tal que,

[botllweniy < Crllullwen - (2.36)

Agora, defina a seguinte extensao:

__ ou(x), sex €,
ou(x) =

0, se x € ().
Entdo veja que You = 0, numa vizinhanga da 99, pois supp(y) C (09)° onde
002 C U?:l B; e dita unido é aberta. Dessa forma, desde que yYou € W*P(Q) entao,
pelo Lema obtemos que Pou € WeP(RY). Além disso, existe uma constante nao

negativa C5 tal que

HwouHWs,p(RN) <Gy HwouHWS’p(Q) ) (2'37)

Logo, juntando ([2.36)) e (2.37)), segue-se que

[0, o < Coltnullpan) < C1C lulyeny = € lullyuny s (2:39

s,p(RN)

onde C'= C(s,p, N, Q).
Por outra parte, por hipdtese sabemos que o dominio é regular. Assim, para

cada j € {1,...,k} considere T; : Q — B; o isomorfismo de classe C*! e defina o
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operador v; : Q4+ — R, dado por v;(y) = u(7;(y)) para cada y € Q+. Note que
T;(Q+) = QN B; pela defini¢ao de Tj estar em C1.

Afirmagao: v; € W*P(Q4).

De fato, ¢ suficiente mostrar que a seminorma de Gagliardo dada em é finita
para v; em Q1. Mas para mostrar isso, veja que sendo 7, um isomorfismo e Holder
Continua, isto é C*!, existe uma constante ndo negativa M, tal que |T;(x) — T;(y)| <

M |x — y|, para todo z,y € Q. isto &,

1
ROERD) < |x ik Logo, usando este fato e

além disso fazendo uma mudanca de variavel dada por x = T;(Z), onde Z € @4, veja

v (% (]
;] W&p / / ——dzdy
@ o, Ja. |$—y|N+p

— (T (GNP
Q+ JQ+ ’:L’ y’

que

. P
onB; JanB; |T Tfl(y)| v
p
<M }det / / ]u N(+ vl dxdy
sp
onB; JonB; —y
p
< M |det(T; / %d dy
Yl
= M |det(T; )| [ulfy - (2.39)

Segue-se afirmagao.

Por outro lado, note que sendo () um cubo, temos que ele é simétrico. Mas pelo
que acabamos de ver v; € W*P(Q.). Logo, do Lema podemos estender v; para a
uma fungao v; € WP(Q) tal que [|j][yen(g) < 4110jll1pen(q,)-

Seja w;(x) = 0;(T; '(x)) com « € B;. Novamente, desde que T} é um isomorfismo,
bi-Lipschitz, mostramos que w; € W*?(B;). Note que w; = u sobre 2N B;, pois note

que neste caso, temos

Consequentemente, temos que Y;w; = Yju, em QN Bj. Mais ainda, pela de-

finicao de ;w;, temos que ele tem suporte compacto sobre B; e analogamente ao
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—_~—

. o~ N
caso de ¥yu, podemos considerar uma extensao ¢;w; em R™ de tal forma que ¢,;w; €

piw;
] Wen(RN)

alguma constante C3 > 0. Mais ainda pelo Lema temos que Hz/JjijWS,p(Bj) <

WesP(RN). Logo, pelo Lema [2.2.2] temos que ‘

< (s ijijWS’p(Bj) para

Cy ijHWS,p(Bj) para algum C; > 0. Por outro lado, desde w; = v;, em B; C Q,

entdo segue-se pelas propriedades da integral que Cyllwjllyyenipy < Call0|lyen(o):
J

Dai, novamente pelo Lema como ja mostramos, sabemos que C, Hv‘jHWS,p(Q) <

ACs [|vjllyrsn(q, - Por tltimo, usando a defini¢ao de v;, desde que T(Q4) = B;N Qe
por " obtemos que ||Uj||ws,p(Q+) <Cs ||u||wsqp(Bij)'

Portanto,

Yjw;

Wsp(RN) < (3 ||ijj||ws,p(3].)

< C3C) ij“Ws,p(Bj) < O30y HU_jHWs,p(Q)
< AC3C [[villyren(g)

< 4030405 HUHWSsP(B]va) =Cs HUHWW(Bij) 3 (2.40)

onde (s é uma constante positiva que depende de s,p, N, e €.

Finalmente, considere

Entao, note que u é uma extensdo de u sobre todo RY. Pela construcio, veja
que © = u sobre . Além disso, juntando (2.38), (2.40) e usando a Desigualdade
Triangular com a norma de W*P(Q), segue-se que [|u|[yep@ny < C7 [[ullyeniq) com

C; =C(s,p,N,Q) > 0. |
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A ideia desta secao é mostrar sobre quais condigoes é possivel obter imersoes
continuas no espago de Sobolev Fracionario W*?(Q), onde Q ¢ um aberto de RY.
Como no caso inteiro, estas imersoes estao estritamente relacionadas com a dimensao
N do dominio e mais ainda com os niimeros reais s,p onde p € [1,4+00) e s € (0, 1).
Neste caso, observaremos que estas imersoes continuas se apresentam quando sp < N,
sp > N e sp = N. Porém, nesta secao nao abordaremos o caso sp > N. Isto sera feito
na Secao [2.5]

Para mostrar que existem estas imersoes continuas, precisaremos de alguns resul-
tados preliminares. O primeiro deles, ¢ um resultado que relaciona a medida finita de

conjuntos mensuraveis em RY com uma funcao singular.

Lema 2.3.1 Sejamp € [1,+00), s € (0,1) e E C RY um subconjunto mensurdvel, com
medida finita. Sex € RY € fizo, entdo existe uma constante C > 0, com C = C(s,p, N)

tal que
1

dy.
T — y|N+p5

med(E)~"/NC < /

EC

Demonstrla%éio: Considere wy como sendo o volume da bola unitaria e defina
p = (%(E)) / , 0 qual estd bem definido pois E possui medida finita.

Note Aélue considerando x € RY fixo, temos que E° N B,(z) = B,(x) \ EN
B,(z) e como estes conjuntos sao Lebesgue mensuraveis, temos med(E° N B,(z)) =
med(B,(x)) — med(E N B,y(x)).

Mais ainda, veja que

med(B,(x)) = /{y_zgp} ldy = /{’y ; z)
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Logo,

med(E° N By(x)) = med(B,(x)) — med(E N B,(x))
= med(E) —med(E N B,(z))
=med(E N B,(x))°), (2.41)

onde (2.41) segue-se da igualdade £\ EN B,(z) = £ N B,(x)".

Desse modo, escrevendo E¢ = E°N B,(z) U E°N B,(x), como uniao disjunta,

usando o fato que |y — z| < p e por (2.41) obtemos que

1 1 1
———dy =/ —dy+/ ———dy
N-4ps N-4ps N-4ps
/Ec |z —y[" P BenBy () [z —y[" 7 BenBy () [r —y|" P

yl
1 1
S S
/Ecme(x) pNFPs BenBy () |z — y|N TP

med(E°N B,(z)) 1
N-+ps s +/ N+ps dy
p EenB,(2)e [T — Y|

med(E N B,(x))°) 1
= N-l—psp + / N+ps dy
P BenB,(x)° | — Y|

> / —1 d —l—/ —1 d
— N-+ps Y N-+ps Y
EnB () |y — x| 7 BBy ) |x —y|" P

1
_ S — (2.42)
/Bpu))c y — x|V

Para calcular (2.42), uma vez mais como na secao anterior, usando a Férmula de

Coarea (ver Teorema [1.2.13]), obtemos que

/ L / L / o / L sa
— v = —~ = -dSdr
Byaye [y — x| P Uy—alzp} |y — 2 P o Jya=ry TP
—+o0 TN_l
:/p wN—erﬂ;sdr
wy-1 1
sp PP
WN_1 (med(E)>_Sp/N

sp wWN

= C(s,p, N) (med(E)) "™,

WN-1 1
— |

—sp/N"*

onde C(s,p, N) =
P wy
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O proximo resultado é técnico e garante uma estimativa essencial para a prova

das Imersoes Fracionéarias.

Lema 2.3.2 Sejam p € [1,400), s € (0,1) tais que sp < N. Considere K € Z e a,
uma sequéncia limitada, decrescente, nao negativa tal que a, = 0 para todo n > K. Se

firamos T > 1, entao existe uma constante apropriada C' = C(s,p, N,T) > 0 tal que

Za}l/ﬁT” <C Z an+1a;1/°‘T",
nez nG;EO
an

onde [} = N]_Vsp ea= %.

Demonstragao: Por hipotese, sendo a,, uma sequéncia decrescente nao negativa,

limitada, com a, = 0 para todo n > K para algum K € Z, temos que as séries

Z at/Prm, Z Apyra, OT™,

ne”Z nez
an#0

sao convergentes.
Mais ainda, novamente usando o fato que a,, é decrescente e nao negativa, veja

que se a, = 0, entao isto implica que a, 1 = 0. Assim, obtemos que

Za}/ﬂT" = Z al/fTm.

nez neZ
a'rﬁéo

Dessa forma, temos que

1
2 0" T =3 a /AT =) AT =Y () PVl @ LT ),

neL nez nezL nez
an#0 an#0

Agora, veja que a e [ sao expoentes conjugados e além disso, sendo sp < N
temos que a > 1. Logo podemos utilizar a Desigualdade de Holder para a soma. Desse

modo, usando esta desigualdade e as propriedades da soma, note que
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1
=S AP = S (@l @ T

nez nez
an7#0
1/ 1/8
< | S eyt | (ata )
neZ nez
an#0 an#0
1/a 1/
o D > apaa, T | (2.43)
nez nez
an;«éO a'nﬁéo

Desde que as séries sao convergentes segue-se o resultado, pois note que sendo

sp< Nepf= NNS , entao temos que 3 L < 1. Logo, por 1) segue que

1/a 1/
Za,ll/ﬁT" <T Zai/BTn Zanﬂa;l/o‘T”
neL nexz nez
an7#0 an7#0
1/a
<T Z a}/BT” Z api1@,, —1/apn
nez neL
an?'éo a,,,ﬁéo
=C(s,p,N,T) Z anyi1a, ~1/apn
neL
an#0
provando o que queriamos. [ |

O seguinte lema é um resultado técnico e serd usado na demostracao do teorema

principal desta secao.

Lema 2.3.3 Sejam s € (0,1) ep € [1,+00) tais que sp < N. Considere f € L=®(RY),
com suporte compacto e para cada n € Z defina a, = med({z € RV : |f(z)| > 2"}).

FEntao, existe uma constante C' = C(s,p, N) > 0 tal que

p
—1/agpn )’
C'S anra; o2 /R ) /R ) N+Sp Hz) = T 4, (2.44)

neZ
an#0

onde a = X
sp
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Demonstracao: Sem perda de geralidade, podemos supor que f > 0 pois no caso
contrario, trocando f por |f|, desde que | |f(z)| — |f(v)| | < |f(x) — f(y)], obtemos o
resultado para f.

Defina para cada n € Z, A4, := {x € R : |f(z)| > 2"}. Assim, temos que a, =
med(A,) e desde que 2" < 2" entao segue que A,;; C A,. Logo, isto implica que
a, ¢ uma sequéncia decrescente. Isto é, a, 1 < a, para todo n € Z.

Agora, para cada n € Z, considere
D, = {x cRY 2" < |f(z)] < 2”“} = A, \ A1 e d, =med(D,).

Entao, desde que f tem suporte compacto por hipdtese, isto implica que A, e
D,, sao limitados e nulos quando n é muito grande. Além disso, note que os D,,’s sao

disjuntos tais que

D= (Aua)” (2.45)

leZ
I<n

e também que

U D, = A,. (2.46)

leZ
[>n

Logo, como os D,,’s sdo disjuntos, por (2.46) obtemos que

a, = med(A,) = med (U Dl) = Zmed(Dl) = Z d;. (2.47)

I>n I>n I>n

Desse modo, de (2.45) e por (2.47), temos que

d, = med(D,,) = med(A,, \ An+1) = med(A,) — Z med(Dy). (2.48)

>n

Agora, note que a série dada em ([2.47) é convergente, pois sabemos que a,, é

decrescente e limitada. Analogamente, temos que a série em ([2.48) ¢ convergente. Em
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consequéncia, obtemos que a série dada por

Si= " 2a Yl (2.49)

lez
a;—17#0

¢ convergente.
Veja que para cada [ € Z, obtemos D; = A; \ A1 € Ay C A;_. Logo, segue-se
que d; = med(D,;) < med(A;_1) = a;_1. Isto implica em que ai__ll/adl < ai__ll/aal_l para

cada ¢ € Z. Dessa forma, a inclusao

{(i,l) €Z: a1 £0 e a %l o} C{(i,l) €Z:ai, £0}, (2.50)

é valida.
Por outra parte, de (2.50)) e usando o fato que a sequéncia a, é decrescente, note

que

i —1/«a i, —1/«a
pL — DL
E E 2Pa, {"dl = E 5 2P'a, {7 dl
€T l>le‘Zl i€Z  1ETI>it1
a;j—17#01>i+ a;—17#0 a.—ll/adl?éo

i—

<> Y el

i€Z 1EL,I>it1
a;_1#0

=Y N ora ol

LEZ iE€EL
aj_17£04i<l—1

SN o el

leZ €L
aj_17£04<l—1

+oo
= 2 22 e (251)

ez n=0
a;—17#0

IN

onde (2.51)), segue-se do dominio de i dado na somatoria, pois neste caso, veja que
ie{l-1,1-21-3, ..} ={(l-1)—-0,(l—-1)—1,(I—1)—=2, ...}. Isto &,
i=(l-1)—k; k=0,1,2, ...

Mais ainda, observe que pela convergéncia da Série Geométrica, podemos limitar
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(2.51)). De fato, veja que

+00 2
Z ZQP(I_l_n)al__ll/adl _ Z Zz—P(1+n)2plal—_11/adl

ez n=0 ez n=0
a;—17#0 a;—17#0
—1
< Y 2lgdl = .
LEL
a;—17#0

Desse modo, obtemos que

S>> e rdr < Y 2Ma Ml = S < +oc. (2.52)

i€z lez lez
a;—17#01>i+1 a;—17#0

Agora, fixe 1 € Z e v € D;. Entao, segue-se que 2° < |f(z)] < 2. Além disso,
para cada j € Z com j <i—2ey € D;, temos que 2 < |f(z)] < 27T e 27 < 271,
Logo, [f(z) = f)I = | |f(@)| = [f(y)] | = 2" = 274! > 20 — 2071 =271,

Desse forma, lembrando a igualdade entre conjuntos dada em ({2.45)) e pelas pro-

priedades da integral, veja que

‘f op(i—1)
PO X CUED Ol e
JEL JEZ
Jj>i—2 Jj>i—2
1
1—1
op( )/ Ndexdy
Ujez D |5E - y|
j<i—2
1
Pl 1)/ dxdy
(e |z —y[NTP
i 1
{If @<z} |7 — Y|

Observe que o conjunto (A;_1)°={zx € Z : |f(x)] < 2!}, ¢ um conjunto mensu-
ravel com medida finita, onde med(A4;_1) = a;_1. Entdo, para z € D; C RY fixo, em

(2.53) pelo Lema segue-se que existe uma constante Cy = Cy(s, p, N) > 0 tal que

1
med(A;_,)"YCy < / —~; drdy.
(f@)<2i-1y [z —y[" 77
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Logo, usando esta estimativa em (2.53), obtemos que

)‘P i— -1/« i —1/c
Z / N+sp dl’dy Z 2p( 1)0061/1;71/ = 2p Claifl/ ) (254)
JEZ
j>i—2

Analogamente, podemos encontrar uma estimativa integrando sobre D; x D;.

Com efeito, observe que aplicando o Teorema de Fubini (ver [13], pag. 521) e usando

(2.54), temos
/(=) = f I \f f)I"
>/ =0 away - 3 [ A s
D;xD; [T — ’

JEL JEL
j>i—2 j>i—2

> 2pi01ai__11/amed(Di)

= 2piClai__11/adi. (255)

Porém, por (2.48]) sabemos que d; = a; — > d;.

€7
[>i+1

Assim, usando esta igualdade em (2.55)) obtemos que

p
> / —N&zydfvdy > 9" Cha; " d;
D;xD;

JEL
j>i—2

i -1
= 2pZC’1ai_1/a a; — E dl
ez
1>i+1

=0 | 20— > e | (2.56)

ez
1>i+1

Por outra parte, lembrando a definicdo do S dada em ([2.49), a estimativa dada

em (2.55)) e mais ainda, somando com respeito a ¢ € Z, temos que

Z Z / —N(ﬁjd:ﬁdyz Z Wi d;

icz. ez Y DixDi i€z
a;—17#0 j>i—2 a;—17#0
i —1/«
_ E i
iE€EL
a;—17#0

= (5. (2.57)
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Finalmente, juntando (2.57)), (2.56) e (2.52)), obtemos que
(y)V
>3 iy -dndy
i€Z JEL D xD;
a;j—17#0 j>1—-2
>0 | Y e - > Y 2va %,
i€Z i€Z LEL
a;—17#0 a;j—17#01>i+1
> Z 2piai__11/aai -5
i€Z
a; 170
=, Z 2piai__11/aai — S
i€EL
a;—17#0
co Y - XY [ MOS0l
i€Z i€EL JEZL D XD
Qg — 1#0 aj— 17£OJ>Z 2
Isto é,
pi— 1 —1/a (y)|P
Cr D> 2 la %< Y ) —Nw dxdy. (2.58)
i€EZL i€EZL JEZL D xD;
a;—17#0 a;— 1750]>Z 2
Observe que de (2.58)) segue-se o resultado, pois se escrevemos RY = A; U (4))¢,

e (2.45) e (2.46) temos que RV

Logo,

[ LA

onde,

zz/

icZ jez, Y DixDj
iE€EZL jJEL /D xDj

J<i

= UleZ Dy.

xdy —/
U DiXDj

i,jEZL

T

I€EZ JEL

1f@) = fW)l"

N#sp

f(x) —

If—yl

p
— f(y)l ddy

N#sp

N+Sp d d _'_Z /D><D

JEZ 1EZ

" a0

N+sp

p
— f(y)| drdy.

N#ﬂp

N#ﬁp

@) = FOF 4
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Dessa forma, observe que pela simetria e por (2.58) temos

> dxdwzz/

If — fly )!”dxdy
y!

N+sp
i€ je D;xD; jez 'LEZ D;xD;
i<t
( fWl”
—23°%" / o dady
€L jJEL
i<t
p
(y)l
223 % / - dady
ez jez D; ><D
a;_ 17£0j<z 2
Z i—1, —1/a
Z 201 2P a; 1 G
i€
a;—170
PR B
=C E 2r 1ai_1/aai:C’ E anﬂanl/an".
€L nez
a; 170 an#0
Isto é,
)‘Pd dy > C —1/a2pn
N+sp Yy = An+10y, )
RN JRN nez
an7#0
como queriamos. ]

O proximo lema é muito importante para demostrar o teorema principal desta
secao. No lema definiremos uma sequéncia de fungoes mensuraveis e sobre esta sera

feita a demostracao do teorema.

Lema 2.3.4 Sejam f : RY — R, uma funcdo mensurdvel e para cada n € N seja
fo(z) = max {min {f(z),—n}}. Se q € [l,+0), entao

hrfoo ||fn||Lq(RN) = ||f||L4(RN) : (2.59)

n—

Demonstracao: Considere as funcgoes |f| e |f],, onde esta ultima é a funcao
obtida pelo corte de |f| no méaximo até n. Sendo assim, segue-se pela definicdo de |f|,

que

lim [f], = [f]- (2.60)

n—+oo
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Além disso, novamente pela definicdo de f,, temos que |f|, = |f,|, para cada
n € N. Mais ainda, veja que |f,| € ndo negativa e mensuravel, pois por hipotese f é

mensuravel. Dessa forma, aplicando o Lema de Fatou e por (2.60), obtemos que

1 1
L. IR TI q g
]%IE_&EEHJCHHL%RN) —1%1’_1}1_&25(/]1@\7 |f’") =z (/]R n1—1>1—51-100|f| )
1
(o
RN

= /1l ey -
A desigualdade contraria segue-se do fato que |f|, < |f|, paracadan e N. W

Finalmente estamos prontos para o primeiro teorema desta secao. Neste caso,
provaremos que o espaco de Sobolev Fracionario W*P, esti continuamente imerso num

espaco de L? para um ¢ especifico. Antes disso, faremos uma definicao.

Definig¢ao 2.3.5 Sejam s € (0,1) e p € [1,+00) tais que sp < N. Entao, definimos

N ) . .
p* = v P , como sendo o Expoente Fraciondrio Critico de Sobolev.

Por simplicidade, restringimos ao caso em que p* é finito.

Teorema 2.3.6 Sejam s € (0,1) e p € [1,4+00) tais que sp < N. Entao, existe uma
constante positiva C = C(s,p, N) tal que para cada funcao f: RY — R, mensurdvel

com suporte compacto, temos que

L N (2.61)

onde p* € o Ezxpoente Fraciondrio Critico de Sobolev.
Em particular, o espago W*P(RY) estd continuamente imerso em LI(RY), para

todo q € [p,p*].

Demonstracao: Primeiramente, note que se o lado direito de (2.61)) for infinito,

entao o resultado segue-se. Sendo assim, suponhamos que

P
/RN /RN N+$3J dxdy < +o0. (2.62)
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Por outra parte, note que lembrando a definicao de f,, dada no Lema temos
que f,, € L>®°(RY). Mais ainda, veja que juntando (2.62), o Lema e pelo Teorema

da Convergéncia Dominada de Lebesgue [1.2.10] obtemos que

lim/ / |f” " dwdy //'f TO 1y (2.63)
n—+oo fpN JrN y|N+sp RN JRN y|N+5p

Assim, por essa igualdade é suficiente mostrar que o resultado é satisfeito para f,,,

onde n € N. Paraisso, considere para cadan € N, o conjunto A, = {z € RN : |f(z)| > 2"}
e a, = med(4,), igual como no Lema [2.3.3] Entao, novamente por (2.45)), (2.46) e

considerando o fato que os conjuntos D,,’s sao disjuntos, temos que

ey = [ 1@ do= [l de =3 [ el de
< Z/ (2mth)? " da

nez An\An—1

<Z/ (2m+h)”

neL

=3 @y

nez
=2y (2" ) an.  (2.64)
nez
Logo, elevando ambos lados de ({2.64]) por z%’ onde pela definicao do p*, temos

que z% = N — ¥ <1, segue que

*

p/p
1 fnll e vy < 27 (Z (2") an) <23 (27 a,)"

nez nez
=20y 2"aplt (2.65)
nez
Por outro lado, tomando 7' = 2P > 1 e desde que p € [1,400), com sp < N,

entao pelo Lema[2.3.2 “ temos que existe uma constante Cy = Cy(s,p, N, T) > 0 tal que

ZCL}/BTn < Cy Z npra, T,

nel ne”Z
an#0
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onde 8 = N

sp’

Logo, usando esta ultima estimativa em ({2.65)), temos que

anHLp* &) < QPZ 2npaiz/p* _ TZTTL@}//B

nez ne”
<TCy Z 410y, SAfem

nez
an7£0

=C1 Y apa, 102", (2.66)

nez
an#0

onde C :=TCy = 2PCy(s,p, N).
Finalmente, usando o fato que f,, € L>°(RY) com suporte compacto, pelo Lema

2.3.3| segue-se que existe uma constante Cy = Cy(s,p, N) > 0 tal que
g

anpn fn
Cs Z Api1Q, ~1/agp /]RN /]RN| - NJr(sp)| dxdy. (2.67)

neL
an#0

Dessa forma, juntando (2.66)) e (2.67)), segue-se que

(03 n fTL
1falle @y S Cr Z ania, 02" < G0y / /N | y‘N-&ip)’ dxdy
R
nez

an#0
\fn fa)l
—C’/ / dzxdy.
RN JRN y|N+5p

Logo, pela igualdade obtida em (2.63), conseguimos o que se pretendia provar.

Mas por outro lado, resta mostrar que o espago W*P(RY) est4 continuamente
imerso em L(RY), para todo ¢ € [p, p*].
Seja f € W*P(RY). Entao pela defini¢do do espago W*P, temos que f € LP(RY).
Mais ainda, pelo que foi mostrado anteriormente, em particular f € LP (RY). Seja
q € (p,p*) e considere um 6 € (0, 1), tal que ¢ = pf+(1—0)p*. Entdo, pela Desigualdade
1 1

de Holder com os expoentes conjugados 5 e 1= e usando a estimativa dada pelo
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Teorema [2.3.6, obtemos

||f||%q(]RN) = /RN |f(z)|?dx = /RN |f(x)|p9 |f(I)|(1—9)p* s

([ sra) ([ e

(1—6
< Uy O LIS

= C Iy

Ws.p RN)

=C HfHWs,p(RN) )

IN

) 1-6
P dx)

mostrando a continuidade da inclusao. [ ]

Nosso proximo resultado é novamente uma imersao continua para os Espacos de
Sobolev Fracionéarios. Mas neste caso ¢ para um conjunto aberto £ de RY. Porém,
este ndo pode ser qualquer aberto de RY. Como no caso inteiro, este aberto deve ser
um Dominio de Extensao. Assim, a constante que vai existir pela imersao continua
também vai depender de 2. Por outro lado, precisando que nosso dominio seja de

extensao, faremos uso da secao anterior, isto é, a Secao [2.2]

Teorema 2.3.7 Sejam s € (0,1) e p € [1,+00) tais que sp < N. Se Q@ C RN ¢ um
Dominio de Extensao para W*P. Entao o espago W*P(Q) estd continuamente imerso
em L1(Q) para qualquer q € [p, p*].

Além disso, se Q € limitado, entdo o espago W5P(Q) estd continuamente imerso

em L1(Q) para todo q € [1,p*].

Demonstragao: Seja f € W*P(Q). Entao por hipotese, sendo £ um Dominio
de Extensao, segue pela Defini¢do [2.2.1] que existem C; = Ci(s,p, N,Q) > 0 e uma
funcdo f: RY — R, com f € W*P(R") tal que f = f q.t.p. em e além disso,

H?”Ws,p(RN) < Hf”ws,p(g) . (2.68)

Por outro lado, pelo Teorema [2.3.6, sabemos que o espago W*P(RY) estd conti-

nuamente imerso no espago LY(RY), para qualquer ¢ € [p, p*]. Isto implica que existe
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uma constante nao negativa Cy = Cy(s,p, N), tal que
71| oy < CollFllyprmeny - (2.69)

Dessa forma, juntando (2.68)), (2.69) e mais o resultado no qual f = f q.t.p. em

(), obtemos que

HfHLq(Q) - ||?||LG(Q) < HTHL‘J(RN) <Gy H?”Ws,p(RN) < G20y HfHWW(Q)

= Cllflyeriey . (270)

onde C' = C(s,p, N,Q) = C,C; > 0.

Logo, segue-se a imersao para qualquer g € [p, p*|

Agora, suponha que  C R”, seja um subconjunto limitado. Entao, isto implica
que med(f)) < +o00. Provemos que dada f € W*P(Q), para qualquer ¢ € [1, p*], existe

uma constante C' > 0, tal que

10 mgey < C 1 lhyeniey -

Com efeito, desde que f € W*P(Q), entdo pela desigualdade (2.70]), tomando
q = p*, existe uma constante Cy = Cy(s,p, N, ) > 0 tal que

11 zee () < CallFllwone - (2.71)

Agora, considere 1 < ¢ < p*. Entao, pela Desigualdade de Holder, tomando %* e

*

p
p*—q

como expoentes conjugados, veja que

1y = / @) (1] de

< ([ ) " (/ 1dx>p*_qm*

— 1%, (med())" 07"

*
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Isto é,

1l oy < 15 ey (med(2)/977" (2.72)

Desse modo e juntando as estimativas (2.71)) e (2.72)), obtemos que

1 £ 1oy < IF 1o gy (med(2) /777"

< Cy || fllypen gy (med()/77HF"

=C HfHWSJ)(Q) )

onde C = Cy (med())977" ¢ além disso C = C(s, p, q, N, ), pela Defini¢ao e
desde que Cy = Cy(s,p, N, Q). |

No caso sp = N, note que sendo p* = N]\i’;p, veja que quando sp — N, entao
temos que px — +o0o. Assim, pelos Teoremas e [2.3.7 estariamos tentados a
pensar que o espaco W*P esta continuamente imerso em L? para qualquer g € [p, +00).
De fato, isto é verdadeiro e serd demostrado nos préoximos dois teoremas. Porém, para

suas demostragoes precisaremos da inclusao dada na Proposicao [2.1.4]

Teorema 2.3.8 Sejam s € (0,1) e p € [1,+00) tais que sp = N. Enldo, existe uma
constante C = C(s,p, N) > 0 tal que para cada funcao f: RY — R, mensurdvel com

suporte compacto, temos que

Hf”Lq(]RN) S C ||f||Ws,p(]RN) )

para qualquer q € [p,+00). Isto é, o espaco WP(RN) estd continuamente imerso no

espago LI(RY).

Demonstragao: Seja f € W*P(RY) e considere € > 0 suficientemente pequeno,

tal que s, := s — e > 0 e também que p; := N],pr > q > p. Entao, veja sendo sp = N

por hipotese, temos que s.p < N. Assim, para qualquer ¢ € [p, p}] pelo Teorema [2.3.6

existe uma constante nao negativa C' tal que

AN oy < Cullfllwse ey - (2.73)
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Além disso, note que sendo s, = s—e, obtemos que s, < s. Mais ainda, lembrando
a Proposicao [2.1.4] entao segue-se que existe uma constante nao negativa Cy > 1 tal

que

[ lwsew@ry < Collfllwsny - (2.74)

Desse modo, juntando (2.73)), (2.74) e tomando C' := C,Cs, obtemos que

1Al oy < Collf lwsen@yy < CLC2ISf s p@ry

=C “fHWW(RN) ) (2.75)

para todo ¢ € [p, pl] e para todo € > 0, suficientemente pequeno.

Resta mostrar que é satisfeita para qualquer ¢ € [p,4+00). De fato, note
que sendo p* < p¥, como a estimativa em (2.75]) é valida para todo £ > 0, entao fazendo
e — 0, temos que sp — N e isto implica que p* — +o00. Assim, pi — +oco e

portanto (2.75) é satisfeita para todo g € [p, +00). [ |

O proximo resultado prova a imersao continua dada no Teorema [2.3.8] para um

aberto Q C RY, Dominio de Extensao.

Teorema 2.3.9 Sejam s € (0,1) e 1 < p < +oo, tais que sp = N. Considere Q2 C RY

um Dominio de Extensao para o espago WP(Q)). Entao, eziste uma constante positiva

C = C(s,p,N,Q) tal que para toda f € W*P(Q), temos que

11l oy < Cllfllweny

para qualquer q € [p,+00). Ou seja, o espago W*P(Q) estd continuamente imerso em
LI(Q2). Além disso, se ) for limitado, entao W*P(Q) estd continuamente imerso em

L9(QY), para todo q € [1,400).

Demonstracao: A demostragao deste Teorema [2.3.9)¢é igual que a prova do Teo-
rema ([2.3.8)) anterior, s6 que em lugar de usar o Teorema na demostragao, usamos
o Teorema De fato, considerando novamente ¢ > 0 suficientemente pequeno, to-

mando s, e p! como no Teorema entao, sabemos que s.p < N. Logo, sendo €2 um
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Dominio de Extensao, pelo Teorema [2.3.7] sabemos que existe uma constante C3 > 0

tal que para cada f € W?P(Q), satisfaz

1l o) < Callf e » (2.76)

para qualquer ¢ € [p, p].
Porém, pela Proposicao desde que s. < s, existe uma constante C; > 0, tal

que

||f||Ws€,p(Q) < (4 ||f||W57P(Q) : (2-77)
Logo, juntando (2.76)), (2.77) e tomando C' = C3Cy, segue-se que

||f||Lq(Q) <Cs HfHWSEvP(Q) < O30y ||f||WSvP(Q)

= C | flosiey (2.78)

para todo ¢ € [p, p] e para todo £ > 0 suficientemente pequeno.

Novamente, fazendo e — 0, segue-se que p; — 400 e portanto é satis-
feita para todo g € [p, +00).

Para 1 < ¢ < p, observe que sendo 2 limitado, para cada f € W*P(Q), temos
que f € LP(Q). Logo, pela Desigualdade de Hélder tomando § e p%q como expoentes
conjugados, obtemos que f € L9(2) para todo 1 < g < p. Assim, segue-se o resultado.
[ |

Damos por finalizado esta secao das desigualdades de Sobolev Fracionarias, as
quais implicaram nas imersoes continuas. Pode-se observar que a parte mais compli-
cado da presente secao sao as demostracoes dos lemas, pois estas sao muito técnicas.
Na proxima segao, provaremos alguns teoremas que implicam imersoes compactas,

complementando desse modo as imersoes apresentadas na presente se¢ao.



2.4 Imersoes Compactas

Nesta secao provaremos duas imersoes compactas nos Espaco de Sobolev Fraci-
onarios W*?(Q2) em dominios limitados. Primeiramente, mostraremos que dado um
Dominio de Extensao limitado, para s € (0,1) e p € [1,4+00) entdo, o espaco WP (Q)
estd compactamente imerso em L?(Q2) para qualquer ¢ € [1,p|. Por outro lado, pro-
varemos que o Teorema no caso €2 limitado é de fato uma imersao compacta,
mas neste caso, vai ser para qualquer ¢ € [1,p*). Sendo assim, restaria mostrar que
o operador identidade Id : W*P(Q) — L4(Q2) leva conjuntos limitados em conjuntos
relativamente compactos para todo g € [1, p*). Ou equivalentemente, mostrar que cada
conjunto limitado do espaco W*P(2) é pré-compacto. Vale a pena dizer que da mesma
forma que na secao anterior, estas demostracoes sao muito técnicas, dessa forma iremos

escrever todos os detalhes possiveis.

Teorema 2.4.1 Sejam s € (0,1), p € [1,+00) ¢ @ C RY wm Dominio de Extensdo
limitado para W*P(Q). Se B é um subconjunto limitado do espago W*P(2), entdo
para qualquer q € [1,p], o conjunto B € pré-compacto em LI(QY). Isto é, WP(Q) estd

compactamente imerso no espago L1(2).

Demonstragdo: Primeiramente, veja que W*P(Q) C L9(Q2) e para qualquer
fe WoP(Q), temos que [|f|[7q) < C | fllyeniq)- De fato, desde que f € W*P(Q),
em particular temos que f € LP(2). Dai, desde que 2 é um dominio limitado, entao
temos que med(£2) < +o00. Assim, tomando § e p%q como expoentes conjugados, pela

Desigualdade de Holder, segue-se que

1/ 1 a0y = /ﬂ 1" Yz < || L1 zsagey Il poroma gy = 1F N Togqy med ()P~
<Nl ) med(Q)P 77
< med( QPP || f iy

=C ”fHWSP(Q

Resta mostrar que B é um subconjunto pré-compacto em L?(Q2). De fato, note
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que sendo B um subconjunto limitado em W*P(Q2), entao temos que

|f(x) = f)I”
sup/ﬂ/Q PRLE drdy < +o0. (2.79)

fes

Por outro lado, sabemos que L%(£2) é um espac¢o de Banach e além disso, sabemos
que em todo espaco de Banach, as nocoes dos conjuntos pré-compactos e totalmente
limitados sao equivalentes. Assim, como queremos mostrar que B é pré-compacto em
L9(2), entao basta provar que B ¢é totalmente limitado em L?((2), isto é, para qualquer
e € (0,1) existem By, 5o, ... , B € L1(R2), tais que para qualquer f € B, existe um
j€{1,2, ..., M} tal que

17 = Bilisgey < = (2.80)

Veja que por hipotese, temos que 2 C RY ¢ um Dominio de Extensdo limitado
para W*P(€2). Logo, por (2.2.1) existem C' > 0 e uma funcio f € W*?(R") tais que
f=fqtp. em Q. Além disso, temos que HTHWW(RN) < Ol fllwewqy-

Note que sendo p € [1,+00), ¢ € [1,p] e © ser um dominio limitado, entao temos
que f € LY(Q). De fato, usando novamente a Desigualdade de Hélder com os mesmos

expoentes conjugados § e p%q, segue-se que

Py = [ 17110 < 1717, Iy = 1y macd 2707 < 4.

Lp/a

Em particular, considerando um cubo Q C @, temos que f € L?(Q) para todo

q € [1,p]. Agora, defina

- < [f (@) =)’
Cuim 1t [Tl +sup | [ 152 daay

no qual esta bem definido desde que f € L1(Q) e por (2.79).

Por outra parte, para qualquer € € (0, 1), defina os nimeros reais nao negativos

p = p(e) e n =n(e), dados por

1/s
(¢ o o P
P\ acane T
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N + sp

2p
Agora, desde que €2 ¢é limitado, podemos considerar uma colecao de cubos disjun-

onde \ :=

tos Q1, Qa, ... ,Q, C RY de lado p, tais que

QC U Q=@
j=1
Dessa forma, para cada = € Q, existe um tnico j, € {1,2, ... ,n} tal que z € Q).
Logo, para cada f € B, considere
1 —
P(f)(): f(y)dy,

': med(Qj,) Jg,,

onde f é dada pela extensao.

Note que P(f+g) = P(f)+ P(g), para todo f,g € 9B. Para provar isso, veja que
é suficiente mostrar que f + g = f +g. Com efeito, desde que f, g € B, em particular,
obtemos que f + g € W*P?(Q). Logo, pela Defini¢do segue-se que f + g = f + g,

g.t.p. em €. Além disso, temos que existe C' > 0, tal que

Hf—i_gHW&P(RN) < C||f+gHW5P(Q) :

Dai, note que para quase todo z € 2, temos que (f +g¢)(z) = (f + g)(x) =
f(x)+g(x) = f(z) +g(z), isto &, f+g=f+7, qt.p. em Q.

Desse modo, resta mostrar que HT"‘EHWW(RN) < Cf + 9l Porém, este
resultado é satisfeito desde que HfHW&P(RN) < Ol fllweny e 19lwes@yy < Cllgllwen@-
Portanto, obtemos a linearidade do operador P.

Por outro lado, veja que P(f) é uma contante finita que depende de f e j, pois
note que P(f) < H f H]ZP(IRN)' Assim, denotando por P(f) := ¢;(f), em qualquer Q;
para j € {1,2, ...n}, podemos definir

R(f) = p" (@i (f), @2(f), - s au(f)) € R™

Note que pela linearidade de P, consegue-se verificar que R(f+g) = R(f)+ R(g),
onde f,g € *B.
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Agora, desde que R(f) € R", considerando a ¢ — norma no espago R", dada por
”qu = (ijl |Uj’q> , para todo v € R", obtemos que HR(f)Hg = 23:1 }pN/qu(f)|q.

Logo, segue-se que

1Py = / P(f) ()] di = /U P
= Z/QOQJ x)|?dx
- Z/QOQJ |q; ()" dx
sZ / e

= Z lg;(f)|med(Q;). (2.81)

Porém, sabemos que @Q); é um cubo de lado p, portanto, temos que med(Q,) = p".
Mais ainda, para € suficientemente pequeno, temos que p”¥ < 1. Desse modo, usando

isto em ({2.81)), obtemos que
P[0y < Z|qg N med(Q;) = P> |g;(f)I
j=1

= Z Mg ()]
= [[R(H)l;

_ IRl

Py (2.82)

Note que pela definicao de R(f) e da ¢ — norma em R", temos que

IRONG = p" D _las (NI = o™ Y 1

Por outro lado, note que sendo a fungao h(z) = 2% com ¢ > 1, convexa, entao

podemos usar a Desigualdade de Jensen (ver Teorema [1.2.8)). Mais ainda desde que
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N
o -
NG < 1, entao note que

/Q Ty

J

q ﬁ - ! . 3 q _ i q
IR =1 <3 [, [Tl ar= [, 7l

=1
<119
- ”f”Lq(Q)

T4
<sup [ £z

<
Dessa forma, obtemos que

sup [|R(f)]l; < Ch.
fes

Mostrando desse modo que, o conjunto R(8) é limitado em R", com respeito
a g — norma em R"™ que é equivalente & norma ecuclidiana de R™. Logo, como a
dimensao de R" é finita, obtemos que R(*8) é totalmente limitado. Portanto, existem

bi,bq, ... by € R” tais que
M
R(B) C | By(b). (2.83)

onde B, sao as bolas de R" com respeito & ¢ — norma.
Agora, para cada i € {1,2, ... , M}, tome b, := (b;1, ... ,b;,) € R". Entdo, como
para cada z € Q existe um unico j(z) = j, € {1,2, ... ,n} tal que x € Q;,, entdo

podemos definir
Bi(w) = p~V by .

Note que 3; é constante sobre ();, pois veja que para qualquer z € ();,, temos

1

P(B;)(r) = med(Q;.)

/ p_N/qbi,j(x)dy = p_N/qbi,j(m) = Bi(x).

Qi
Isto é,

;(B;) = Bi = p Vb, ;. (2.84)
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Observe que de (2.84) e pela definicao de R(-), estas implicam que

R(B) = pMUqi(Bi), s qu(B) = oV U B, o, Bi)

pN/q (p—N/q “big, ... 7p—N/q . bi,n)

(bi,la 7bi,n>

b. (2.85)

n
Mais ainda, note que para cada f € B, usando o fato que Q C J @;, unido
i=1

disjunta, e desde que para toda funcao F' integravel sabemos que

‘ / F(z)dx

< [1FP@)ds,

obtemos,

I£ = POl = [, 15@) = P)(a) " da

U QjﬂQ
j=1

DN BRICEGICIE

- T) = 7 dy| dx
S [, 1)~ i, T
- 1 B q
_ ;W/Qm f(x)ymed(Q;) — /ij(y)dy dx
dx

n 1 B
=TT Sy oy = ], T

n 1 _
- ]Zl med(Qj)q /Qjﬁﬂ / (f(]?) - f(y)) dy

n

1 B q
SZW/CQjOQ< Qj|f<x>_f(y>‘d?/) dzx

J=1

n 1 _ q
- ;m/m ( o |f(x) = f(v)] dy) da. (2.86)

Agora, fixando um j € {1,2, ... ,n}, aplicando a Desigualdade de Hélder com os
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expoentes conjugados p e -5, para todo z,y € @), temos que

1 - ' HE
W( /Q j!f(fﬂ)—f(y)\dy> < sz | 1 iy 1@ = Tl

q/p
= L mea(@,) ( o —7<y>v’dy)
P Q;

a/p
1 “1)/p =, \|P
— WPNQ(” R (/Q]. |f(x) = f(y)| dy)
1 B ) a/p
_W (/‘f(x)—f(y)} dy>
p q/p
_ leq/p q(NJrsp < N_EQ)‘ dy)
q/p
1 . flx) = fy )\
S Wp p(Vsp) (/] | |N+sp >
— p q/p
y / HOENOlgs
-y N

J

— P q/p
e (B,

J

onde a desigualdade em (2.87), segue-se do fato que N = NN+ 5 0 afinal
definimos A := & ;r P
p

Logo, juntando ([2.86)), (2.87) note que

I = PO <Z . ( 7<y>|dy> o,
:Z/m [W (/Q If(w)—T(y)!dy) ]dw
squA ‘f(x) _T(y)‘pd )pdl'
< Z/JF‘IQ </Q ’x_y’N—l-sp Y

J

s F@) - T\
- /@ Q;nQ (/ |z — y| VT dy) o

J

Mais ainda, usando a Desigualdade de Jensen, pois a funcdo t(z) = 29/P, é concava
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para % < 1, temos que

o e [ SR e

< PN /Q ( /Q ‘ﬁf’_;fiﬁi’ dy)pdx

() e
yor [ [ F@-Twl

=N /Q/Q oy

Sq NTGA }?(x)_?(y){p
i T

< pMINPCY, (2.88)

onde a tltima desigualdade (2.88) segue-se pela definigao de C4.

1/s
€ .
Agora, lembrando que A := X2 ¢ também que p = <—) , substi-

" 201N
tuindo em (2.88)), teremos que

sq

1/s
s €
I = PU Ly < #INCH (m) NRe
gq

= o (2.89)

Consequentemente, observe que usando (2.82)), (2.84) e (2.89), temos que para
cada i€ {1,2, ... ,M},

1 = Bill Loy < I = P oy + 1P(B) = Bill Loy + 1P(f = Bi)ll Lae

£ IR(f = Bi)ll Lo
<50t
e R =Bl Laey
— 24 i . (2.90)

Agora, dado que f € B, lembrando (2.83)), (2.85)), e tomando i € {1,2, ... , M}
tal que R(f) € B,(b;), entao de (2.90), (2.85) e desde que 1 := Epg/q, obtemos final-
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mente que
e MR Bl _e | IR~ Rl
17 ZHL[‘(Q) =9 + pN/a ) - pN/a
ey IR(f) = bill oy
) pN/q
€ Ui
=5 + m
e epNl
= _ + P
2 2pN/q
=e. (2.91)

Dessa forma, obtemos (2.80) e assim o conjunto B é pré-compacto. Portanto,
W*P(Q) estd compactamente imerso no espago L(2) para todo ¢ € [1,p]. |

Como consequéncia do teorema anterior, temos o seguinte corolario.

Corolario 2.4.2 Sejam s € (0,1) , p € [1,+00) tais que sp < N. Se Q C RN & um
Dominio de Extensao limitado para W*P(Q), entdo para qualquer q € [1,p*), temos

que W*P(Q) estd compactamente imerso no espago LI(€2).

Demonstracao: Observe que se g € [1,p], entdo a imersdo compacta segue-se
pelo Teorema [2.4.1]

Seja q € (p,p*), onde p* & o Expoente Critico Fracionario de Sobolev. Entao veja
que pelo Teorema [2.3.7] ja temos a imersdo continua do espago W*P(Q) em L7(2).
Assim, resta mostrar que o operador identidade Id : W*P(Q) — L4(Q2) leva conjuntos
limitados em conjuntos relativamente compactos. Como no Teorema [2.4.1] considere
B um subconjunto limitado do W*P(2) e a colecao dos nimeros reais nao negativos B;

comi € {1,2..., M}, dados neste teorema. Provemos que B é pré-compacto. De fato,

desde que ¢ € (p,p*), entdo escolhendo um 6 € (0,1) tal que é = % + 1;*9, podemos
usar a Desigualdade de Holder com os expoentes conjugados 9% e ﬁ. Assim, note
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que
(z)|? dw) '
(

1 = Bill oy = )
Bi()" |f(x) — Ba(x)| "0 dm)
(

2
Q|-

[1s)-
[15)-
L= x)'pd‘r) h (/ )= B o) ] |
= ([ |pdx> ([ )

- ”f /B’LHLP(Q) ”f 6@”[,17 (Q) (292)

2

<

<
<
|

Por outro lado, desde que sp < N, © C RY ¢ um Dominio de Extensdo para
W=P(Q) e desde que ¢ € [p, p*], entdo pelo Teorema teremos que W5?(Q)) esta con-
tinuamente imerso no espago L4(2). Logo, existe uma constante C' = C(s,p, N,Q) > 0

tal que para cada f € W*P(Q)),

11l oy < C Nl fllwenoy

Em particular, para ¢ = p* segue-se que

1l zee @) < C N lwoniy - (2.93)

Desse modo, desde que f € B, por (2.91) tomando ¢ = p, sabemos que para cada
i € {1,2, ..., M} temos que | f — Bill»q) < e Logo, usando este fato em (2.92) e
junto com ((2.93)), obtemos finalmente que

1f = Bill ey S 1F = Bill oy I = Bill ooy
< CNf = Billwewey I = Bill oy
< CONf = Billl ey <
§556

onde, C' é uma constante positiva tal que C || f — 61||W5 () < O, onde esta constante C'

existe pois f — f; € B e o conjunto B é limitado em W*P(Q) por hipotese. Mostrando
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assim que o conjunto B é pré-compacto em L7(2), para qualquer g € [p, p*). |

Dessa forma finalizamos esta secao das imersoes compactas. Porém, é importante
observar que no caso s = 1, com p < N o Corolario [2.4.2] é igual ao resultado no caso
classico, isto €, no espaco de Sobolev W?(Q). Mais ainda, também podemos observar
que esta faltando a imersao compacta para o caso onde g = p*.

Na proxima se¢do mostraremos uma propriedade dos espagos W*P(Q) para qual-

quer dominio Lipschitz. Nesta secao, sera de suma importancia os conceitos dados nos

espagos do Campanato dados em [1.2.2]

2.5 Regularidade de Holder

Nesta secao mostraremos sobre quais condi¢oes uma func¢ao no espaco de Sobolev
Fracionario ¢ Holder continua. Para isso, precisaremos dos espagos de Campanato
conforme a Se¢ao [1.2.2l A saber, o Lema dado nessa secao proporcionard as
ferramentas para demostrar o teorema principal desta secao. Vale a pena dizer que no
proximo resultado usaremos a definicao de un conjunto sem picos externos dada nos

Espacos de Campanato.

Teorema 2.5.1 Seja Q C RY um Dominio de Extensio para W*P(Q2) sem picos ex-
ternos e considere p € [1,+00), s € (0,1) tais que sp > N. Entdao, existe C =
C(s,p, N,Q) >0 tal que

oy < € (I + [ [ PO TE )", (200

sp—N

para qualquer f € WP(Q), onde o =

Demonstracao: No que segue, denotaremos por C' uma constante positiva, possivel-
mente diferente em cada etapa da demostracao.
Primeiramente, note que estando f € W*P()), existe uma constante C' > 0 tal

que

// |f<x>_£gz)’pdyd:c§0.
aJa |z -y
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Por outro lado, sendo 2 um Dominio de Extensao, podemos estender f para uma
funcao f: RY — R tal que ”fHWsm(RN) < Clfllwenay
Agora, considerando V' C RY um aberto, mensuravel e f,, o valor médio de f

com relacdo a V, note que para qualquer £ € RY, obtemos que

e~ Ful" = e A

Sw/v‘f—f@)‘ dx.

Desse modo, tomando zy € 2, sabemos que existe um r > 0 tal que V :=

/V (€ - F(w)) da

med(V')P

B,(z9) C Q. Assim, considerando & = f(x) e integrando sobre B, (z,), obtemos que

_ — 1 . o
Br|f<x)_fBT| dxgm/& Br|f(m)—f(y)] dzdy.

Observe que se z,y € B,(xg), temos que |z — y| < |z — zo| + |xo — y| < 2r. Em

consequéncia,
/!7(:75)—7 |pd:):<;/ e \pdxd
5, & med(B) ’
N+ps
_ == / / /) N Wl dy
med /B, y| 5P
27, N+ps ‘
SW / / N+sp drdy
2 N+ps
e L N
med RN JRN yl P
(2r)™*
Smed(B HfHWSaP(RN)
(QT)NHJS
SW() 11 ()
(2r)N+pS

= )N med(By) C ¥y
2N+ps el 11 .

med(By) (295)
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Por outro lado, observe que sendo B(r,xy) C Q e por (2.95)), obtemos que

[f]gs = Sup ,r,—sp/ |f - fzo,r’p dr = sup T_Sp/ |f - fr|p dz
Q(zo,r) B,

IS Y 20€Q
r>0 r>0

o que prova que f € LP*P(Q RY).

sp—N

Np 0 O qual é positivo desde que por hipotese

Desse modo, veja que tomando 7 =

sp > N, entao pelo Lema [1.2.4] para cada p e R nimeros reais tais que 0 < p < R <

diam(Q) e cada o € Q, temos que

sp—N

| fao.8 = fao.ol < Clfpsp [med(Q N Q(zo, R))] (2.97)

Além disso, note que pelo Teorema da diferenciagdo de Lebesgue (ver Teorema

1.2.12) obtemos que para quase todo z € ),

: 1 o
Al med(S2 1 Br(z)) /sszR(x) fy)dy = f(z). (2.98)

Dessa forma, podemos mostrar que f é uma funcao Holder continua de expoente

o= %. Com efeito, para qualquer z,y € 2, tomando R = |z — y|, escreva
|f(z) = fly)] < ‘f(f) - ?:1:,21%‘ + ‘?x,ZR - ?y,ZR‘ + ‘?y,ZR - f(xﬂ :

Dessa forma, veja que por (2.97)) e (2.98) podemos estimar o primeiro e terceiro

termo do lado direito da desigualdade acima. De fato, fazendo p — 0 e tomando R

igual a 2R, para qualquer x € §2, observe que

[£(@) = Foanl = i [Fop = Fuzn| < Clf)psy [med(20 Qe 2R)) 5

sp—N

< C[f]p,sz) [m€d<BZR(x))] Np
< COlflpep [ZRM] S [med(By ()5

sp—N

= [0 med(By(e)] 5| /), R

= C(s,p, N)[fl,pR7 . (2.99)
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Por outro lado, fazendo

|?m,2R - ?y,QR‘ < ‘?(2) - ?x,ZR‘ + ‘7(2) - 7y,2R| )

e integrando com relagdo a z € B, onde B := Bog(z) N Byg(y), temos que

med(B) |7x,2R - ?y,2R‘ < /B }?(2) — Tx,2R| dz + /B ‘f(z) _ ?y,m‘ d
< /B - |F(2) = foon|dz + / 7(2) = F o d=.

Bar(y)

Mais ainda, desde que z,y € Q e R = |z — y|, temos que
Bgr(r) U Br(y) C Bar(z) N Bar(y),
o que implica em
med(Bg(z)) < med(Bar(z) N Bagr(y)) = med(B) e med(Bgr(y)) < med(B).

Desse modo, obtemos que

1 _ _ _ _
< med(B) [/Bm(x) |f(Z) - foc72R| dz + /132R(y) ‘f(z) - fy,QR’ dz

1 _ _

< m/}gmw ‘f(z) - f;c,m} dz
1 _ _

" med(Bgr(y)) /BZR(y) |f(z) - fy’2R| dz.

Sendo assim, note que usando a Desigualdade de Hélder com os expoentes con-

fx72R - fy,2R

jugados p e ﬁ, temos que

1 Hp) T i AT P 2 Ul oot By
med(BR(l‘)) /BzR(:c) ‘f( ) fx,le e = (/BQR(CU) }f( ) fm72R| I ) m6d<BR<x)>
- ) med(Ban(@)
- (/B2R(m) |f( ) fac,2R| d ) m6d(BR($))
=71 (2.100)

Dai, multiplicando e dividindo (2.100]) por (2R)* e usando a defini¢do de [f], s,
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obtemos que

. < /B e —?x,zR‘de) [mzﬁf(%ﬁ;))])% )

= (2R)* ((2R)—SP/B » }f(z) — 71,2R|p dZ) [miéﬁ%ﬁ;};)p

med(Ba(x))]'7
med(Bg(x))

[(2R)Vmed(B,)] 7
(R)Nmed(By)

— C(s,p, N)[flppR™7

SR

hSAl

< 2R)’[flpsp

= 2R)’[flp.sp

Isto é,
1 / — — sp—N
—_— f(2) = foorldz < C(s,p,N)|flpspR 2.101
med(BR(x)) B2R($)‘ ( ) ,2R‘ ( )[ ]p P ( )
Analogamente, mostramos que
o |7 = Foanld < CUA R (2102)
Z)— Ja& 2> ,8 L :
med(Br(Y)) Jpyn() 2 pep
Portanto, juntando (2.101)), (2.102]), conseguimos que
_ _ 1 — _
_ < - — d
FoonTuonl < gy L [T~ Toael 2
1 / — _
+ flz)—f dz
e TBRD) Sy ) Frord
sp—N
< C(s,p, N)[flpspR (2.103)

Assim, pelas estimativas (2.99), (2.103), lembrando que R = |z — y|, obtemos

que

|f(z) = fly)] < ‘f(x) - ?x,2R‘ + ‘Tx,2R - ?y,2R‘ + ‘7;,,21% - f($)|

< C[f]p,spR P

= Clflpsple =yl 7, (2.104)
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mostrando deste modo que f é Holder continua com expoente a = SP;N. Isto é,

f e % ().
Agora, tomando Ry < diam(f)), possivelmente infinito, usando a estimativa

(2.99) e Desigualdade de Holder, para cada x € €2,

|f(z)] < ’f(x) - 71’,R0| + ‘?x,RO{ < O[f]pﬁp [med(BRo(x))}a + ’796,R0| .

Porém, note que

- 1
’fx,R0| < m/&%(x) |f(x)] dx
< e M otmton I
= iy M i Imed B )] 7
_ [medw;(@)]”” 11 o,
1

IN

H H *
1/p J Lr(Q)
[med(BRO(m))} /

Logo, segue-se que

1f (@) < Clflpsp [med(BRo(x))}a + ‘?x,Ro|

a 1
< C[f]p,SP [med(BRo(ﬂc))} + 1 ”fHLP(Q) . (2.105)

[med(Bgy(w)] "

Finalmente, por (2.96)), (2.104)) e (2.105)), obtemos que
|f(z) — f(y)]
a — w T+ Su — Y a

llcoaiey = 17l + sup HHE=
«Q 1 C[f] s |ZL’ - y|a
< C[flp.sp [med(Bry))] ™ + 11l Loy + sup ——"——5
o [ o ] [med(BRO(x))] Lp Ly z,y€0) |JZ - y|

< C (I limiey + o)
< C (I + lwnio)

=C ||f||Ws,p(Q) :
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2.6 Alguns Contra-exemplos

Nesta tltima secao, apresentamos dois exemplos para mostrar a necessidade da
regularidade do aberto 2 em dois resultados apresentados no texto. O primeiro deles
estd relacionado com a Proposicao 2.1.5] Este caso, provaremos que a regularidade
do dominio 2 é uma condicao necessitaria para a validade da imersao. Dessa forma,
provaremos por meio deste exemplo que sem a hipoteses de regularidade da fronteira,
a imersao dada pela Proposicao pode falhar. Nosso segundo exemplo envolve
o Teorema Como no primeiro, vamos remover a condicao da regularidade do
dominio para mostrar desse modo que a imersdo compacta também pode falhar. E
importante dizer que por simplicidade de exposicao, nos proximos dois exemplos, nao
provaremos que os dominios dados em cada um deles, de fato nao sao dominios de

Lipschitz.

Exemplo 2.6.1 Considere s € (0,1). Vamos a construir uma fung¢io u € WP(Q)

tal que uw ¢ WsP(Q), onde 2 nao seja um Dominio Lipschitz. Para isso, tome p €
. +1

(1/s,+00) e dat, fixe k > S’;—_l.

Observe que k > 1. Assim, considere o conjunto
A= {(azl,xg) 1 <0e |xg| < \x1|k}

Desse modo, considere as coordenadas polares sobre R? \ A. Isto é, p = p(x) €
(0,+00) e 0 =0(z) € (—m,7), para cada (z1,22) € R*\ A.

Defina a fungao u(x) := p(x)0(x) sobre Q := (R*\ AN By), onde B, = B(0,1).
Entao, podemos mostrar que Q nao é um Dominio de Classe C*' e além disso, u €
Wp(Q) \ WHP(Q).

Primeiramente, provemos que u € WYP(Q). Para mostrar isso, usaremos a Pro-
POSICA0 . Dessa forma, provemos que Vu € LP(Q;R?) no sentido usual. De fato,

note que

(9 . 8 2 2 _1'1
e (21, 22) = G <\/ Ty +$2> s
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Analogamente, obtemos que

0 i)

8_@ (IL‘l,ZEQ) = —.

Por outro lado, veja que pelas relagoes das coordenadas polares e as derivadas do

p, oblidas acima, seque que

0 0
1 = — = — e J— -
. (1) o (pcosh) axlpcos 0+ A cosfp

= —pcosf — psin@ie
0:161

o0xy
= a—xlpcose — xza—xle
= Lcosh — xgié
p 0,
2
= % — x28ix19
2
=1- % — %%19
Isto €,
a—xle(xl,@) = —%.
Da mesma forma, podemos mostrar que
8—5620(371,@) = %

Desse modo, juntando estas igualdades oblidas das derivadas com respeito a p e

0, veja que
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Analogamente, note que

0 0 0 0 T2 Z1
= 0 = 0 Op = —0 —
8:162“ axgp &ng * 0s P p +pp2
=p (220 + x7)
_ ou Ou
Logo, como Vu = <8—xl, a—@), teremos

2 ou 2 ou 2
Vel = (3371> i (3372)

= p 72 (110 — 29)* + p2 (220 + 71)°

p 2 [l‘% + :E% + 02 (:B% + m%)]
=p % (a7 +23) (6> + 1)]

=0+1

<7241

Portanto, desde que €0 € finito e pela estimativa acima, obtemos por fim que
Vu € LP(Q;R?). Logo, pela Proposicio dada nos preliminares, segque-se que
u € Whr(Q).

Resta mostrar que v ¢ W*P(Q). Para isso, provaremos que a seminorma de
Gagliardo dada em[2.1] nao € finita.
P+l
sp—1

Lembrando que k > o1 tome T € (0,1) fizo e suficientemente pequeno. Defina

para cada j € N, rjpq =1r; — rf onde ro :=r. Entao, veja que por inducao podemos
provar que (rj) ¢ uma sequéncia estritamente decrescente rj1 < r; er; > 0. Em
consequéncia, r; € (0,7) C (0,1). Assim, podemos definir

[ = lim T‘jE[O,l]

Jj—4oo

Dessa forma, obtemos pela definicao do r que

[ = lim 74 = lim T’j—’/‘k:l—lk.
Jj—+oo Jj——+oo J

Isto implica em que | = 0.
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Mais ainda, note que pela formula da Série Telescopica, seque-se que
n n

+o00

E rk = lim g rf = lim g T = Tjt1
—o J n—-+00 £ J n—-+00

‘7:

j=0 =0

= lim rg— 1y,
n—-+o0o

=rg— lim 7,41
n—-+00

:To—l

=T (2.106)
Agora, considere o subconjunto do R? x R?, definido da sequinte forma
Dj = {(xay) sy € (=), 2 € ([m]" 2| )") e —ys € (jnnl*,2 |?J1|k)}~
Desse modo, veja que

UDi € {@y) s sum e (=r0), 2 e (il 2ml) e —p € (il 20m1)}
j=1

COxQ, (2.107)

onde dita uniao € disjunta.

De essa forma, note que

Tip1 =Tj — T;‘? =r; (1 — Tf_l) > (1 — rk_l) > %

Assim, em particular para (z,y) € D; C R? x R?, pela defini¢io dos D;’s temos

que 1 € (—7;,7541) € também que x5 € (|21]",2|21|"). Dessa maneira,
=T < 1 <71j+1 :Tj—T;-C ST'J'.
Isto €,

21| <y < 2154,
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Por outro lado, argumentando-se como na prova de que 2r;41 < 2 |yy|, temos que
21| < 21501 < 2.
Pelo mesmo raciocinio, podemos provar que
lya] < 2]

Por outro lado, note que se (x,y) € D;, entao em particular, sabemos que x; €
(—r;rjs1). Logo, x1 +1; > 0. Mais ainda, jd que 211 < 2|y1|, entdo isto implica em
que —y1 —r; > 0. Em consequéncia, juntando estas duas desigualdades nao negativas,
conseguimos que i1 —1; < x1 —y1. Do mesmo modo provamos que x1—y; < 1, —71j11,

desde que 2rj41 <2y e que x1 € (—71j,7j41). Assim, obtemos que
|z1 — | <7 —1jga

Porém, veja que a desigualdade anterior implica em que |x, — y1| < 2%|z1|. De

fato, observe que
_ Lk k, .k k
21—y Srj =1 = Ty <205 <2 |21] -
Por outra parte, usando novamente a definicao do conjunto Dj, note que

22 = gl < laal + el < 2" + 2yl =2 (|l + |y ")
=2 (2]ar [+ 2* ")

= 22 g |F

Como consequéncia, se (v,y) € D;, entdo veja que considerando a norma do

supremo, a qual € equivalente & norma usual em R?, obtemos que
|z =yl = sup {|z1 — v, w2 — wal} < 2% [ [". (2.108)

Agora, note também que para cada v,y € D;, temos que 6(x) > 7/2 e tam-
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bém que 0(x) < —m/2. Para mostrar isso, veja que x1 € (—7,0) e além disso x4 €
(\xl\k,Q \a:l]k) Assim, seque-se que 0(x) > /2. Analogamente, desde que y; € (—r,0)
e também que —ys € (|n|", 2 [11|") seque-se que 0(z) < —m /2.

Desse modo, obtemos que

Logo, usando este fato e por (2.108)), seque-se que para todo (z,y) € D;, temos

o) =)l (Zy R (E)p;
|z —y|* " 2 ’2kz+3 |;L‘1|k:‘ +sp 2/ 2k+3(2+sp)

= C |z [PFETeP) (2.109)

Finalmente, aplicando o Teorema de Fubini sobre D; C R? x R? e por (2.109),

obtemos

Iu |p p—k(2+sp)
2+Sp ———dxdy > C’|x | ) dxdy

|y1| 21 ¥ perji1 prin (o
/ / / O |l’1|p_ (2+sp) d$1dy1dx2dy2
=201 " Sz |* - —rj

—Tj+1 —Tit+1
- C/ / 1 [Py |y | ey dyy
r

—7‘3+1 —Tj41
—k(2+ k ok k
>C / / 1 [P (g [ 9 F iy,
B —Tj+1 —Tj+1 p—ksp
= ’9171| dx1dy,
*7"J+1 *7"]+1 pfksp
>C / / re Py dy.
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Mas, note que

—Tj+1 —Tj+1 K T+ k
Cc2~ k/ / Py dry :/ 02_1“7’?_ Pdry (—rjp1 +15)
_ s _

T

T+l
= / CQ_krﬁ?_kSPdiEl (-(7"]' - 7";6) -+ ’f’j)

rj

k—ak
=(C2" i,

onde a:=k(sp—1) —

Portanto, seque-se que

‘“ [u@) @) )0 S opayh 2.110
2+sp xdy > oy (2.110)

Observe-se que sendo k > p+11, obtemos que o > 1. Logo, usando (2.106]),

(2.107) e mais o fato que os D;’s sao disjuntos para cada j € N, na estimativa obtida
em (2.110), finalmente obtemos que

|u(z) — u(y)” Dl - Iu uly)”
// 2+sp I (Y d 2+9p ——,, dx d Z 2+Sp ——————dxd

—+o0
= 5 C’Q*kr*arf
j=0

<

Assim, desde que o > 1, temos 1 — a < 0 e portanto,tomando r suficientemente

pequeno, obtemos que [u]yws») — +00, mostrando que u ¢ W=P(§2).

No proximo exemplo, tomaremos uma sequéncia de fungdes limitadas em W*P(Q)
para um dominio no Lipschitz ) e mostraremos que nao existe nenhuma subsequéncia
convergente em L9(2), mostrando desse modo que no Teorema a condi¢ao da
regularidade do dominio é necessiria. Para mostrar isso, tomaremos p = ¢ = N = 2,

com a finalidade de simplificar as contas.

Exemplo 2.6.2 Para cada k € N, defina ay := ﬁ, para uma constante C' > 10, e
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o
considere o conjunto 2 := |J By, onde By := Bz (ax).
k=1
Observe que a, — 0, quando k — +oo e além disso, ay —as > agy1 +ai+1. Dessa
forma, podemos mostrar que € unido de bolas disjuntas, limitado e ¢ um dominio
nao Lipschitz.

Agora, para cada n € N, defina a funcao f, : Q — R da seguinte forma

1%q-2 1z € B,,

0, x€Q\ B,.

Observe que nao podemos extrair uma subsequéncia de f, que seja convergente

em L*(Q), pois note para qualquer x € §) fizo, temos que

1 fullZagey = / fole) P de = /B 202 do = / gt

=7 "'a, ‘med(B,z (a,))

= 1.

Agora, usando o fato que os B, ’s sao disjuntos na seminorma de Gagliardo

para f, em ), veja que

| (2 / / | fn(x / / | fn(y
d dy — = ———dxdy + — = ——dydx
// 2+25 B, /B, |x_y|2+2s NB» J B |x—y|2+23
—2/ / [ fn(2 2+2$dxdy
B, JB, | — Y|
. —4
————dxdy
/S;\Bn /Bn |.T 2+2S
/U A=

k#n
=2y // 2+28dxdy. (2.111)
Bk By, ‘x

Agora, veja que pela escolha dos {ay}, temos

————dxdy
I — y‘2+2s

|an_ak|

2.112
2 ? ( )

2 20 2 2
a2 + aj| = a + aj, <
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pois note que da desigualdade 2(C™ — C*) < C?" + C%*, implica em que a2 + a2 <
s(an — ay). Analogamente, podemos provar que 3(a, — ay) < —(a2 + ai) e assim

seque-se (2.112)).

Observe que considerando © € B, e y € By, por (2.112)), temos que

lr —y| > ‘an —a’ — (ak+ai)| = {an—ak — (ai—l—az)‘
> |an — ay| — |al + a|
a, —a
> \an—akl ’ 5 k‘
- w (2.113)

Em consequéncia da estimativa (2.113)), note que

/ / 2+2s s drdy < 22+25/ / 2+2dedy
By J B, !x B ) B !&n—fl |

22+2s|a . ’2+28med(B (an))med(Bgz (ar))

— ay,

I . S 9.114
- m |Cl —a |2+25' ( : )

Mais ainda, veja que para m > j + 1, temos

1 1 1 1 a;
aj—amZaj—ajH:E—CjH:E 1_5 Z?‘

Isto €, para todo m > j + 1,

<= (2.115)

Sendo assim, veja que juntando com (2.111) e (2.114), obtemos que

Jn(2 _
// | 2+25>| dxdy = 2 1 2+25d:cdy
Bk Bn |$

1 Z 924252 a
2+25

k#n — x|
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Mas note que por (2.115)), obtemos que

a} a}
—1 24252 k _ 0342s k
2m §:2 W|a . =2 T a _a|2+2s
— 23+257T +
;;n (ap — an)>*2 n§<:k — )22
4 4
a a
5425 k k
< 20T E —a2+28—|— E a2+25>
k<n k n<k "
< 96+2s 2 :a2 2s>
k#n
k
1
_ ob+2s
=2 WZ (CQQs :
k#n
Logo,

‘fn )| d.Td <26+28 1 :
_ 2+2s Yy WZ o2 ) < T

k#n

Seque-se que {f,} € W*2(Q), para cada n € N. Dessa forma, concluimos que
{fa} esta em W*2(Q). Porém, {f,} nao possui nenhuma subsequéncia convergente em

L),
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