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RESUMO

O estudo da interagao fluido-estrutura, onde um dominio solido encontra-se em
contato com um dominio fluido, faz-se necessario em diversas areas da engenharia, como
aeronautica, civil, mecanica, nuclear, naval e até mesmo a bioengenharia. Estes problemas
podem ser abordados de diversas formas. Problemas de vibragdes induzidas por um
escoamento, problemas ndo-lineares do tipo choque ou explosdes em sistemas limitados ou
ilimitados e problemas de vibragdes de estruturas flexiveis acopladas a um meio acustico
linear, sdo exemplos tipicos com aplica¢des diretas em reatores nucleares, barragens, avides,
plataformas maritimas, turbinas, entre outros. Por essa razdo, o estudo da interagio fluido-
estrutura tem um lugar de destaque em diversos grupos de pesquisa internacionais.

Neste trabalho estuda-se problemas acoplados fluido-estrutura bidimensionais a
partir de uma formulagdo com descrigdo Lagrangeana para o solido e Euleriana para o
fluido pelo método dos elementos finitos (MEF). Objetiva-se construir um aparato
conceitual e desenvolvimentos computacionais para possibilitar aplicagdes mais complexas
no futuro. Logo, optou-se por uma formulagdo variacional mista do tipo acoplamento - de -
massa (4,p,n,7}) que considera sistemas acoplados com dissipagio, valendo-se do
formalismo de Morse e Feshbach. Os deslocamentos u descrevem o comportamento do
solido, enquanto a pressdo p, o potencial de deslocamento 7 e a elevagdo da superficie livre
n sao as vanaveis do fluido.

Neste primeiro enfoque, sdo estudados problemas simples bidimensionais onde a
estrutura possui comportamento elastico linear e o fluido € compressivel, irrotacional e
inviscido (problema acustico). A implementagdo computacional € validada por problemas
dindmicos tipicos com solugdes analiticas desacopladas e/ou acopladas e da literatura no
dominio do tempo e da frequéncia.

Devido a formulagdo apresentar matrizes muito esparsas e mal-condicionadas, foi
necessario um estudo para minimizar a instabilidade numérica por meio do balanceamento
das matrizes.

Por fim, a formulagdo representa bem a classe de problemas propostos. E os
resultados numericos obtidos pelas implementagdes computacionais desenvolvidas
apresentaram um bom acordo com relagdo as solugdes analiticas e os resultados da

literatura.
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SUMMARY

The study of fluid-structure interaction in which the solid domain is in contact with
the fluid, is necessary for many problems encountered in aeronautical, civil, mechanical,
nuclear. naval and bioengineering. Such problems may be of different types: problems of
vibrations caused by fluid flow, non-linear problems due to impact or explosions in closed
systems and problems of vibrations in flexible structures connected to a linear acoustic
medium are typical examples with direct application in nuclear reactors, dams, aircraft.
offshore platforms, turbines and others. For this reason, the study of fluid-structure
interaction has become an important area of international research.

In this work, there 2D problems of fluid-structure interaction are considered using a
Lagrangean formulation for the solid and an Eulerian formulation for the fluid using the
finite elements method. The objective is to build a computational tool which will enable
more complex studies to be carried out in the future. For this reason a mixed variational
formulation was adopted with dissipation (G.p,7m.n) using the formalism of Morse and
Feshbach. The displacements u describe the behaviour of the solid, while the pressure p,
the displacement potential T and the surface elevation n describe the behaviour of the fluid.

In this preliminary study, simple 2D problems are considered in which the structure
is linear elastic and the fluid is compressible. irrotational and inviscid (acoustic problem).
The computational formulation is tested for typical dynamic problems with uncoupled or
coupled analytical solutions and with results obtained from the literature for both the time
and frequency domain

The formulation considered involves very sparse ill-conditioned matrices and as a
consequence it was necessary to study the minimization of instabilities by balancing the
matrices.

Finally, it is concluded that the formulation represents properly the class of problems
considered and the numerical results obtained are in good agreement with the analytical

results and with the results obtained from the literature.
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LISTA DE SIMBOLOS

Salvo indicagdo contraria, a seguinte notacio é utilizada em todo o trabalho.

1: Termos Gerais

Simbolo Significado

A area do elemento triangular

C velocidade do som

d amortecimento do sistema 1D massa-mola
€ energia interma

El modulo de Young

f frequéncia natural

g aceleragdo da gravidade

H largura do tubo reto

K. k rigidez da mola do sistema 1D massa-mola
L comprimento do tubo reto

m massa do sistema 1D massa-mola

P momenia

p pressao

P, pressdo hidrostatica

q vazao acustica

S secdo transversal do tubo reto
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hamiltoniano
<, & fungdes aproximadas

VLR, fungdes peso

2: Matrizes e Vetores

Simbeolo Significado

b forca de corpo

D tensor de deformagio

n normal a um dominio

T tragdo prescrita

u deslocamento da particula

u, deslocamento inicial

Y velocidade da particula

d vetor de deslocamento nodal

p vetor de pressdo nodal

T vetor de potencial de deslocamento nodal
z vetor de elevagao da superficie livre nodal
K, matriz de rigidez da estrutura

K, matriz de amortecimento da estrutura

M, matriz de massa da estrutura

£ vetor de for¢a

Q matriz de massa do fluido

E matriz de rigidez do fluido

H, matriz de rigidez do termo de superficie livre
H, matriz de acoplamento n - &

C, matriz de acoplamento i -

D, matriz de acoplamento p - ©

B matriz de amortecimento por radiagdo
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C matriz de amortecimento global

K matriz de rigidez global

M matriz de massa global

u vetor "deslocamento" global

N matriz de fun¢do de forma do elemento finito

3: Letras Gregas

Simbolo Significado
o relagao adimensional de rigidez

T relagdo adimensional de massa

B modulo de Bulk ou volumétrico

) operador variacional ou delta

5 delta de Kronecker

i) potencial de velocidade

Y coeficiente de viscosidade

n, n elevagdo da superficie livre

A =owl/c freqiiéncia adimensional (A = oL/c)

A multiplicador de Lagrange

T potencial de deslocamento

P densidade

Po densidade do fluido

o tensor de tensdo

£ tensor de deformagao

) frequéncia circular (o = 2r/T = 2nf)
I contorno

dominio

4: Subscrito e Sobrescrito
Simbolo Significado

() termo adjunto ou "espelho"

(-)y>(-); contorno de deslocamento
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(T refere-se ao fluido

i contorno da interface fluido-estrutura
() contorno de parede rigida

(- )s refere-se ao solido

(...)s contorno da superficie livre

(- xyz diregoes x, y, z
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(. )e contorno de truncagem

S: Abreviacoes

Simbolo Significado
[FE Interagdo Fluido-Estrutura

MEF Metodo dos Elementos Finitos

MEC Metodo dos Elementos de Contorno
S AN Sistema de Amortecimento Negativo
SAP Sistema de Amortecimento Positivo
T3 elemento triangular linear (3 nos)
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 INTRODUCAO

Efeitos de interagdo entre estruturas e escoamentos internos ou externos possui um
papel importante numa grande gama de sistemas fisicos. Diversas areas da engenharia,
como aeronautica. civil, mecanica, nuclear, naval e até mesmo a bioengenharia precisam
lidar com problemas acoplados. Destacam-se os problemas de vibragdes induzidas por um
escoamento, problemas néo lineares do tipo choque ou explosdes em sistemas limitados ou
ilimitados e problemas de vibragdes de estruturas flexiveis acopladas a um meio acustico
linear. Por essa razdo o estudo da interagdo fluido-estrutura (IFE) tem um lugar de

destaque entre os grupos de pesquisa internacionais.

A grande parte dos enfoques do problema presentes na literatura apresentam
simplificagdes consideraveis quanto a complexidade dos modelos aos quais podem ser
aplicadas. Essas limitagdes dizem respeito ao tipo de modelizagao do fluido (escoamentos
potenciais, problemas acusticos,...) ou da estrutura (corpos rigidos. elasticidade linear,...),

bem como da geometria do problema (modelos 2D, discretizagdes simplificadas,...).

Dentre as areas que se beneficiaram da experiéncia em interagdo fluido-estrutura. a
area nuclear teve um desenvolvimento singular comparavel apenas a industria
aeroespacial, fomentada por varios fatores econdmicos e tecnologicos. As questdes
estratégicas decorrentes da Crise do Petroleo impulsionou ainda mais a corrida tecnologica
para o desenvolvimento desta alternativa energética. Em busca de tecnologias mais
seguras, de baixo impacto ambiental, e baixo custo de manutengdo, os pesquisadores foram
levados a estudos cada vez mais profundos de grandes estruturas esbeltas contendo grandes

volumes de agua a altas pressoes.



1.2 COLOCACAO DO PROBLEMA

Dada a fenomenologia complexa dos problemas da interag¢do fluido-estrutura, os
fendOmenos passaram por diversas tentativas de classificagdo para agrupar aquelas de
caracteristicas stmilares. Os trabalhos de Zienkiewicz e Bettess(1978) e Gibert (1988) sao
exemplos algumas destas tentativas. Numa adaptagao da literatura, Pedroso (1998), sugere-

se a seguinte classificagdo, ilustrada na Figura 1.1:

a) Problemas com grandes deslocamentos relativos — governados pelas caracteristicas
do escoamento. Nesses casos se costuma desconsiderar a compressibilidade do fluido.
Casos como oscilagdes em cabos, flutter em asas de avides. e oscilagdes em pontes

suspensas sdo exemplos tipicos desta classe.

b) Problemas com pequenos deslocamentos — presentes em estruturas off-shore,
oscilagdo de navios, ventos sobre construgdes, sismos em barragens, correntes sobre
pilares, vibragdes nas barras de combustivel nuclear devido ao fluxo refrigerante, entre
outros, sdo casos caracterizados por excita¢do de longa duragido, e estrutura com

vinculagdo em pontos fixos e/ou moveis e o fluido ndo apresentam compressibilidade.

¢) Problemas de curta duracdo com pequenos deslocamentos no fluido — o fluido ¢
compressivel, confinado ou sujeito a perturbagdes localizadas, e a estrutura esta fixa.
Encaixam neste perfil os casos de explosdées em cavidades, cargas de impacto ou o
choque entre estruturas e fluido com superficie livre, variagdes bruscas no fluxo sob

pressdo em tubulagdes devido a manobras previstas ou acidentais.

d) Problemas com movimentos relativos apreciaveis — veiculos aerodinimicos, naves
supersonicas, projéteis, explosdes submarinas, sao exemplos de problemas onde
estrutura encontra-se livre e mergulhada num meio ilimitado e o fluido € descrito como

compressivel ou ndo.



Figura 1.1 - Esquema de alguns tipos de problemas de IFE. Pedroso (1998)
Serdo estudados neste trabalho, segundo a Figura 1.1, exemplos do caso ¢ e alguns
casos especiais da classe b que se encaixam dentro da formula¢do acustica linear para o

fluido, e elastico e/ou viscoelastico para a estrutura. Alguns exemplos podem ser vistos nas

Figura 1.2 e 1.3.
Exemplo de IFE em

Reatores Nuclear
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©
Figura 1.2 - Reator nuclear PWR (a), esquema do sistema primario (b),

e modelizagdo simplificada do sistema cavidade-tubulago (c).
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Figura 1.3 - Esquema do sistema comporta - cavidade - pilares: (a) conjunto comporta -
reservatorio, esquema de comporta isolada - (b) perspectiva, e (¢) em planta -, e

(d) exemplo real de barragem e seu conjunto de comportas (Léger e Tinawi(2000).



1.3 REVISAO SUCINTA DA LITERATURA

Os primeiros estudos de IFE tiveram origem na industria naval, Morrison er al
(1950). Com a Crise do Petroleo, a interagdo fluido-estrutura teve um acentuado
desenvolvimento dirigido para a tecnologia off-shore, Pedroso (1982).

Por apresentar resultados conservadores, o conceito de massa adicional.
fundamentado nos aspectos inerciais da dindmica do fluido, caracterizaram a pesquisa
nestes primeiros momentos, Morrison et al (1950). Este método de calculo consiste em
somar na matriz de massa a parcela de fluido perturbada pelo movimento da estrutura. A
solugdo sob a forma de coeficientes de massa adicional € obtida da equagdo de Laplace
para geometrias bastantes simples através de métodos analiticos ou aproximados,
Blenvis(1979) e Gibert(1988). Com advento dos computadores € o método dos elementos
finitos (MEF), este método iniciou uma nova fase no qual o tratamento geral e unificado
permitiu o estudo de problemas mais e mais complexos. De imediato, este tipo de analise
passou a ser simploria, segundo Zienkiewicz et al (1965). Contudo, ainda € uma alternativa
interessante a analise de problemas acoplados com fluidos incompressiveis, Gongalves e
Ramos (1996), e Lakis e Neagu (1997).

Em seguida, uma das primeiras tentativas de solugdo computacional para
problemas IFE foi baseada no calculo iterativo das formulagdes desacopladas de ambos os
dominios solucionando por elementos finitos o solido e por diferengas finitas o fluido,
Rivard e Torrey (1978). Porém, segundo Bathe e Hahn(1979), essa abordagem gera
resultados conservadores. Desde entdo, as formulagdes concentram-se em descrever e

modelar de forma conjunta por metodos numericos o sistema acoplado.

Utiliza-se ordinariamente o método do elementos finitos para solucionar problemas
de IFE. O método dos elementos de contorno (MEC) € outro método com grande potencial
para resolver problema externos com acoplamento solido-fluido ilimitado, mas que vem
enfrentando dificuldades para se tornar popular devido as seguintes desvantagens:

a) Usualmente, as matrizes produzidas sdo assimetricas.

b) A despeito da diminui¢do da dimensdo do problema, o custo computacional €

alto. devido a necessidade da inversdo de matrizes para efetuar o acoplamento.



A equagio basica que descreve o comportamento dindmico tanto do fluido como do
solido é a equagdo da conservagdo da quantidade de movimento que desconsiderando as

forgas de corpo €. Belytschko (1980):
ov, =plv,, +9,,9,)=6,, (1.1)

onde p € a densidade; v € a velocidade; e G € o tensor de tensdes.
Existem varias simplificagdes possiveis para o dominio do fluido. de acordo com o

tipo de modelo que se deseja. Para escoamentos inviscidos as tensdes sdo hidrostaticas:

&, =-pd, (1.2)

onde. p € a pressdo. e & ¢ o delta de Kronecker

A equagdo de movimento fica:
pV; = —p, (1.3)
A pressio € obtida atraves de uma equagao de estado:
p=p(p,€) (1.4)
onde, € € a energia interna.

A energia interna e a densidade sdo obtidas pelas equagdes da conservagdo de

massa e de energia:

(1.5)
Se por outro lado, o escoamento for considerado como incompressivel, a equagdo da
continuidade deve ser escrita como:

g = ¥i; =0 (1.6)

Pode-se considerar, ainda., uma outra simplificagdo importante, quando os
deslocamentos no meio fluido sdo limitados. Esse ¢ um problema classificado como

acustico, e as equagdes de momento e de estado podem ser linearizadas.



p=Lp .7)
p

onde, B € modulo volumétrico ou de Bulk. Diferenciando no tempo a Eq.(1.5) e

combinando a Eq.(1.7), o resultado substitui-se na Eq.(1.3) diferenciada no espago. Logo,
pv; =BV, ; (1.8)
ou, integrando a Eq.(1.8) uma vez no tempo:
pu, =B ; (1.9)

A Eq.(1.9) representa uma abordagem Lagrangeana do problema do fluido, onde a

variavel deslocamento caracteriza uma observagdo do problema do ponte de vista material.

Diferenciando a Eq.(1.9), em relagédo a x;, tem-se:
PP =PBp.; (1.10)

A Eq.(1.10) utiliza como variavel a pressio. definida em um ponto do espago. Esse

tipo de descri¢ao do problema fluido € dito Euleriano

O problema solido € resolvido associando-se a equagao da conservag@o da quantidade de

movimento, Eq.(1.1), a uma equagdo constitutiva:

G = ai_i(Dij) (1.11)

y

onde D,é o tensor de deformagdo, e as equagdes que relacionam deslocamento e

deformacgio sio:

D; :—(ﬁi.j+aj.i) (1.12)

As equagdes acusticas (1.9) e (1.10), associadas as equagdes que descrevem o
comportamento dinamico no solido, correspondem as duas formas classicas de analise de
um problema de acoplamento, Lagrangeana e Euleriana. Segundo a Figura (1.1), ocasoce

algumas exce¢des do caso b encaixam-se dentro desse tipo de modelagem



Varias formulagdes para a analise de problemas de interagdo fluido-estrutura tem
sido propostas na literatura. Ao passo que estas formulagdes invariavelmente concordam
na escolha do deslocamento como a variavel da estrutura, elas diferem na representacao do
fluido onde a regido finita de fluido € tratada por elementos finitos, diferengas finitas,
elementos de contorno, etc... Quatro categorias de formulagdes podem distinguir com base

na representagdo do fluido:

1. Formulacées Vetoriais ou Lagrangeanas

Em um desenvolvimento Lagrangeano, o fluido ¢ tratado como um sélido elastico
com modulo de cisalhamento nulo.

A facilidade na implementagdo em codigos padrdo em elementos finitos baseados
em variaveis de deslocamento e a simetria do sistema acoplado de segunda ordem no
tempo renderam popularidade a tais formulagdes. Formulagdes baseadas no deslocamento

do fluido u, podem ser encontradas em Gladwell (1966), Gladwell € Zimmerman (1966),

Hamdi er a/ (1978), Zienkiewicz e Bettess (1978), Belytschko e Kennedy (1976). Bathe e
Hahn (1978), Belytschko e Schumann (1980), e Belytschko € Mullen (1981).

Contudo, estas formulagdes apresentam uma séria desvantagens uma vez que
ocorrem modos espurios de circulagdo devido ao ndo respeito a condigdo de
irrotacionalidade do fluido. Estes modos circulatorios ndo so tornam-se mais freqiientes
com o refinamento da malha como também surgem como valores de freqiiéncia nao-nulos.
Isto impossibilita a separagao dos modos espurios dos com significado fisico, Hamdi er a/
(1978).

O uso de um infimo valor para o modulo de cisalhamento para eliminar esta
dificuldade resultou apenas em um sucesso parcial, Zienkiewicz e Bettess (1978).

No trabalho de Hamdi ez a/ (1978) foi introduzida uma restri¢do de penalidade para
inibir modos espurios de circulagdo. Subseqiientes desenvolvimentos podem ser
encontrados em Zienkiewicz e Bettess (1978), Olson e Bathe (1983), ¢ Wilson e Khalvati
(1983). Contudo, Olson e Bathe (1983) relatam uma performance insatisfatoria da

formulagio (i, ﬁf) com restri¢do de penalidade proximo do limite da incompressibilidade.

Alem disto, a formulagdo de Hamdi exige uma habilidade ao calibrar o parametro
de penalidade para avaliar a frequiéncia. Isto dificulta em muito a aplicagdo do problema a
uma analise mais geral. Neste caso, a determinagdo do parametro de penalidade ¢ precisada

pelo metodo da tentativa e erro.



Outras estratégias numeéricas que vem apresentando certo sucesso em contornar o
problema dos modos de circulagdo sao propostas por: Bermudez e Rodriguez (1994, 1995

e 1997), Bathe er a/ (1995),Chen e Taylor (1990), e Wang e Bathe (1997).

2. Formulacoes Escalares ou Eulerianas Puras

Neste tipo de descrigdo, as incognitas de fluido sdo usualmente representadas por
variaveis de pressdo, de potencial de velocidade, ou de potencial de deslocamento. As
principais vantagens das formulagdes escalares sobre as vetoriais sdo a sensivel redugdo do
namero de graus de liberdade do elemento fluido e a satisfagdo a priori da condigdo de
irrotacionalidade.

A primeira formulagdo fluido-estrutura que emprega o método dos elementos
finitos foi uma formulagio escalar proposta por Zienkiewicz e Newton (1969). Este estudo
apresentou as bases para uma grande diversidade de formulagdes que o seguiram.

As formulagdes em variavel de pressio (i,p) e de potencial de deslocamento
(G, m) resultam em sistemas matriciais assimétricos requerendo assim tratamento especial e

inibindo o uso de algoritmos padrdo para sistemas simetricos, por exemplo, Felippa e
Deruntz (1984), Gladwell (1966), Zienkiewicz e Bettess (1978).

A alternativa simétrica usando um campo escalar foi proposta por Everstine (1980)
no qual transforma pressao p em potencial de velocidade ¢ atraveés de uma expressdo
classica. A formulagdo em potencial de velocidade (i,¢) resulta num sistema acoplado
simétrico de segunda ordem no tempo com uma matriz tipo-amortecimento ("giroscopica")
que ndo possui caracteristicas dissipativas.

Sendo as formula¢des em pressdo e em potencial de velocidade a escolha mais
comum entre os pesquisadores, € a simetria uma caracteristica esperada para problemas
lineares e conservativos, um enorme esfor¢o tem sido efetuado no sentido de simetrizar
estas formulagdes. Alguns exemplos encontram-se em Zienkiewicz e Newton (1969),
Zienkiewicz e Bettess (1978), Daniel(1980), Sandberg (1995). Tais esfor¢os limitaram-se,
contudo, a problemas internos nao-amortecidos.

Buscando a simetria do problema. conforme os trabalhos de Gladwell e
Zimmerman (1966) e Tabarrok (1978), e feito uso de variaveis duais (tipo-for¢a) em
ambos os dominios fluido (pressdo) e solido (tensdo) Tais formulagdes, contudo,

despertaram pouco interesse.



3. Formulacoes Mistas Escalar- Vetorial ou Arbitrarias Eulerianas Lagrangeanas
ou Quasi-Eulerianas

Neste caso, o fluido é representado pelas variaveis escalares e vetoriais. Este tipo

de formulagdo tem sido utilizada por Belytschko (1980), Fenves e Vargas-Loli (1988).

Estas formulagdes mostram-se servir melhor para casos de escoamentos Viscosos

compressiveis no qual a solugdo acustica € apenas uma caso especial, segundo Abboud

(1990).

4. Formulacoes Mistas Escalar - Escalar ou Eulerianas Mistas

O uso de uma abordagem variacional para tratar problemas lineares e conservativos
asseguram a simetria do sistema matricial. Jeanpierre er al (1979) e Morand e Ohayon
(1979) introduziram a formula¢do mista de pressdo e potencial de deslocamento do tipo
acoplamento - de-massa (4, p. ) aplicado a problemas de valores proprios em sistemas
acoplados internos juntamente com técnicas de substruturagdo. A formulag¢do mista do tipo
acoplamento - de - massa foi extendida para problemas interiores por Combescure e/ a/
(1980) derivando o desenvolvimento via multiplicadores de Lagrange.

A formulagdo do tipo acoplamento - de - rigidez (. p, ) foi deduzida inicialmente a
problemas internos e apresenta a possibilidade do estudo do caso estatico. Em Felippa e
Ohayon (1990), todas as formula¢des mistas tratadas acima foram derivadas das
especifica¢des obtidas de um principio conservativo geral.

Olson e Bathe (1985) acrescentou a formulagdo em potencial de velocidade para
problemas internos empregando a pressdo hidrostatica representada por um unico grau de
liberdade por elemento fluido para tratar o caso estatico. A adigdo desta variavel resulta
num sistema simétrico mas com termos de acoplamento aparecendo na matriz

"giroscopica” e na matriz de rigidez.

Nesta categoria de formulagdo, destacam-se as contribuigdes nacionais de
Pavanello e Henry (1989), Galli e Pavanello (1993), Casas e Pavanello (1996),
Barbosa(1998), Barbosa e Pedroso (1997), Barbosa e Pedroso (1998), Pedroso (1998),
Pedroso e Morais (1999a. 1999b), Morais e Pedroso (2000), Pedroso (2000), e Pedroso et
al (2000), no estudo de problemas fluido-estrutura para as formulagdes escalares simples e

mistas.
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1.4 OBJETIVOS

Este trabalho trata-se do estudo de problemas acoplados fluido-estrutura por uma
formulagdo com descrigdo Lagrangeana para o solido e Euleriana para o fluido através do
metodo dos elementos finitos (MEF). Utiliza-se elementos triangulares bidimensionais do
estado plano para a estrutura ¢ triangulares lineares para o fluido para resolver problemas
acoplados simples. Este problema é solucionado no dominio do tempo e da freqiéncia

atraves de implementagdes computacionais.

Formula-se o principio variacional geral para problemas fluido-estrutura que
consideram a interagao entre estruturas e fluido com comportamento dissipativo valendo-se
do formalismo de Morse e Feshbach (1953). Porém, neste primeiro enfoque, a estrutura
possui comportamento elastico linear, e o fluido e compressivel, irrotacional, inviscido e
sujeito a pequenas oscilagdes a partir de uma condigdo de equilibrio estatico inicial
(problema acustico). Usando por base os trabalhos de Gibert (1988), Abboud (1990) e
Morand e Ohayon (1995), a formulagio mista (i.p.m, 1) escolhida representa o solido por
seus deslocamentos, € o fluido por variaveis de pressdo, de potencial de deslocamento e

pela elevagao da superficie livre

Apos primeira variagdo do principio variacional e a aplicagdo da técnica dos

elementos finitos, as matrizes do sistema acoplado resultantes sdo simetricas.

Dado as simplificagdes e simetria da formulagdo geral. bem como, a simplicidade
dos problemas abordados., utiliza-se o algoritmo classico de QZ para a solugdo de
problemas de vibragdes livre, € 0 método de Newmark para a analise no dominio do

tempo.
Porém o problema apresenta matrizes muito esparsas e mal-condicionadas
implicando em estudos para minimizar a instabilidade numérica atraves do balanceamento

do sistema matricial.

Por fim, a implementagdo computacional € validada por problemas dindmicos

tipicos simples com solugdes analiticas desacopladas e/ou acopladas.
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1.5 ORGANIZACAO DA DISSERTACAO

O corpo do trabalho foi subdividido em seis capitulos e trés anexos.

No primeiro capitulo € constituido de uma pequena introdugdo acerca da
problematica da interagio fluido-estrutura. A colocagao do problema descreve os
diferentes tipos de fendmenos classificaveis como o acoplamento entre um meio solido e
um meio fluido. Em seguida. na revisdo bibliografica considera-se os desenvolvimentos
numeéricos mais importantes no ultimo meio século e faz-se a tentativa de classificar os
problemas acoplados a partir da representagdo dada ao fluido. E por fim, apresenta-se os
objetivos do trabalho e sua organizagao

O segundo capitulo é composto por aspectos iniciais do calculo variacional os quais
fundamentam as bases matematicas necessarias para o entendimento do trabalho. E por
fim, estuda-se a aplicagdo dos multiplicadores de Lagrange em principios variacionais e o
formalismo de Morse e Feshbach para o uso do calculo variacional em problemas
dissipativos.

No terceiro capitulo, formula-se os principios variacionais dos dominios solido e
fluido. Desenvolve-se ainda o funcional do sistema acoplado atraves de multiplicadores de
Lagrange. E apOs a primeira variagdo do problema e aplicagdo das fungdes interpoladoras
da técnica dos elementos finitos, obtém-se o sistema matricial necessario para a
implementa¢do computacional.

No quarto capitulo, € discutido a solugdo computacional para os problemas de
vibragdes livres e de integragdo no tempo. No dominio da frequéncia, estuda-se as
caracteristicas das matrizes do problema acoplado para escolher o algoritmo de valores
proprios mais adequado. E no dominio do tempo, avalia-se os metodos de integragdo no
tempo e devido as suas caracteristicas de estabilidade e precisio escolhe-se o metodo de
Newmark. Ao final, estuda-se a aplicagdo da técnica de balanceamento nas matrizes
acopladas para melhorar a estabilidade da solu¢do computacional.

No quinto capitulo, encontram-se as aplicagdes usadas para a validagdo das
implementagdes numeéricas consideradas no trabalho. Apresenta-se no sexto e ultimo
capitulo as conclusdes do trabalho e sugestdes para a continuidade da pesquisa.

Por fim, nos apéndices estdo desenvolvidos as solugdes acopladas e desacopladas

utilizadas no quinto capitulo.
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CAPITULO 2

RUDIMENTOS DO CALCULO VARIACIONAL

2.1 INTRODUCAO

A integral,
A= [ “f(x.y,y'Mx (2.1)

¢é chamada de funcional e resulta numa quantidade - um nimero - quando x; € X, possuem
valores constantes, € quando y for uma fungdo de x. Cabe lembrar, que o termo funcional
refere-se a fungdes de fungdes, ou seja, expressdes que assumem determinados valores na
dependéncia das fungdes usadas.

Este problema basico do calculo variacional envolve a comparagdo de varios
valores que a Eq.(2.1) pode assumir para as diferentes escolhas y = y(x). Busca-se com isto
uma fungdo y = y(x) que resulte no valor minimo (ou maximo). Isto inclui a solugdo de
problemas como os isoperimétricos (menor distdncia entre dois pontos numa dada
superficie), os da baristocrona (curva que permite o percurso mais rapido entre dois
pontos), entre outros.

Este ramo da matematica é uma potente ferramenta em diversas areas, da
Elasticidade a Mecanica dos Fluidos. Fundamentada nos problemas de maximo e minimo
do calculo diferencial elementar, gerou por sua simplicidade uma intrincada rede de novos
conhecimentos. Logo, buscou-se seu detalhamento e sistematizagdo o mais didatico

possivel, a partir Weinstock (1974) e Bezerra (1997), para compreensdo do trabalho.

2.2 CONSIDERACOES PRELIMINARES

Este item tem por intuito citar de forma sucinta os conhecimentos matematicos
elementares necessarios ao bom entendimento dos capitulos posteriores.

2.2.1 Continuidade e diferenciabilidade discreta

Ao definir que a nomenclatura x — x_ e x — x_ representa x tendendo a x, pela

direita e pela esquerda, respectivamente., e considerando-se apenas fungdes f(x) no qual
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ambos lim f(x) e lim f(x) existam para todo x, pertencente ao intervalo x; <x<x;, bem

XX, X—PX,

COmMO NOS respectivos pontos extremos X, € Xz . conforme Figura 2.1, tem-se que:

M ; | =
X) X X3 Real

Figura 2.1 - Critério de continuidade em um intervalo.

a) Se, para um ponto qualquer x;<x,<x; , lim f(x)= lim f(x)=f(x,), entdo f{x) ¢

XX,

continuo em x = X,: do contrario, f{x) exibe uma descontinuidade neste ponto;

b) Se lim f(x)=f(x,), entdo f(x) € continuo no ponto extremo esquerdo X = x;; caso

X—»X|

contrario, f{x) exibe uma descontinuidade em x = x,. De forma analoga, obtém-se uma
defini¢do equivalente para o lado direito no ponto x = x;; e,

¢) Logo. uma fun¢do f{x) qualquer sera continua, se e somente se. as prescrigdes acima
forem respeitadas. Todavia, uma fungdo ¢ dita discretamente continua num intervalo se

este possui no maximo um numero finito de descontinuidades.

Uma tungdo é dita diferenciavel em x=Xx,, se o limite de x > X, da razdo
AfAX = [f(x) - f(X0)}/[X-Xo]) existe. Logo,
d) Se lim Af/Ax e lim Af/Ax existem, a fungdo f(x) diz-se diferenciavel pela direita e

X=X, x—x’
esquerda, respectivamente, em X = X,.

Em concordancia com os critérios supracitados. uma fungdo ¢ dita discretamente
diferenciavel no intervalo x; <x <x,, se este for diferenciavel pela direita e esquerda para
todos os pontos interiores e os dois sdo iguais para todos.

2.2.2 Diferenciacio total e parcial

Se f= f(u;, u,.... Uy), Uy = uy(r,s,...,t), Uy = Ux(r,s,...,t), ... . Uy = Uy(L.8,...,t), entédo:

of of ou, of Ou, of du
—= + +...4 n 2.2)
or Ou, Or Ou, Or Oou, or

¢ a expressdo (2.2) pode ser repetida para as outras variaveis uy,uy,...,Uy .

Se f= (uy, uz,..., Up), Uy = uy(t), uz = uy(t), ..., Uy = Uy(t), entdo:
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df of 6fdu,+6fdu2+ +££_dun

e 2.3)

dt &t Ou, dt  Ou, dt ou, dt

2.2.3 Diferenciacio de uma integral
Se,
,(8)
[=1I(g) = [  f(x.e)dx (2.4)
dl dX 5 P‘7(5)af

tdo, —=I'(e)=f(x.e)—| + —d 2.5
entdo m (e)=f(x f:)d8 ) Lm = X 2.9)

desde que, (f/0e) seja uma fungdo discretamente continua para € € X no intervalo
X1 £Xo < x2. No caso X; € X, serem constantes (independentes de €), a expressao reduz-se ao
termo final.

2.2.4 Integragao por partes

Seja, fe g fungdes continuas e discretamente diferenciaveis em x; <X, <Xx;, tem-se:
2 df X3 ¥ dg

—dx=gfl - | f—=dx 2.6

'[l < dx : , '[l dx ( )

2.2.5 Método dos multiplicadores de Lagrange
A condi¢do necessaria para F(u;, uy, ..., u,) ter um minimo (ou maximo), com

respeito as variaveis uy, Uy, ..., Uy, €

;SN S /S, 2.7)
aul

onde F' =F + ZX,.G, , deve satisfazer as seguintes restrigdes,

=1
G,(u,,u,,....u, ) =c, ,i=12,..m (2.8)

sendo ¢, constantes conhecidas.

Os significados das constantes A,, A,, .., A,, chamadas de multiplicadores de

Lagrange. sdo avaliadas em fungfo das variaveis de maximizagdo (ou minimizagio) u;, uz,
..., Up, através da manipulac¢io do campo de Eqgs.(2.7) e (2.8).
2.2.6 Expansido de Taylor para funcdes de varias variaveis

Se, na vizinhanga de (X, Yo, ---, Zo), F(X,y,...,Z) possui derivadas parciais de ordem
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N com respeito a todas as combinagdes das varidveis X.y,...,z, obtém-se a seguinte

expans3o nesta vizinhanga:

F(x,y....,2) =
1( o 0 e
=F(X_,Y_ 500 —|E—+n—+..+—|F| + (2.9)
(X,.¥, Z°)+1!\§ax n.ay Caz, 4
+l(Ea +n£+ +C2 Fl +.. i(é’;i+ni+ +C—a—l FI
WZox oy 0z) o NIl "ax oy ’
ou seja,
F(x’y, ’ )=
2)
=F(X,,Y 50025 + 55’1‘-‘0"'
b 2 2 ~2 \
[&2 62 2 0 2 0 PP V" o s, 210
2' Ox oy’ oz’ Ox0y oxoz ) o
"}\N
fo tn e | B
( a}’ p, 0

onde, £ =X-Xo, N =Y-Yo, ... L=2-7,. O subscrito o implica na avaliacdo das derivadas
EMX = Xo, Y= Yoo, e s Z = Zo.
2.2.7 Derivada normal

A integragdo de linha de contorno convexos I' no plano xy envolve freqiientemente
o conceito da derivada normal definida por,

lim w(x,y)—:N(x .Y =@
An—0 An an

(2.11)

onde, w(x.y) refere-se a equac¢do do contorno I, (x,y) repousa sobre I', (x',y') estd na area
definida por I' sobre a normal desenhada para I em (x,y), € An ¢ a distancia de (x'y') a

(x,y) medida ao longo da normal. conforme Figura 2.2.

Uma relagéo util €,

N e e 2L, OWER (2.12)

onde (dy/ds) e (dx/ds) sdo computadas em relagéo ao contorno I'.

16



Figura 2.2 - Defini¢do de dominio Q. contorno I' e da derivada normal.

2.2.8 Teorema de Green - problemas bidimensionais

Considera-se um dominio Q no plano xy cujo o contorno é uma curva fechada I’
composta de um namero finito de arcos suaves, conforme Figura 2.2. A integral de linha é
executada ao longo de I' de forma que um observador caminhando sobre o contorno I'
mantém o dominio Q) sempre a sua direita.

Se P(x,y) e Q(x.y) s@o continuos para todo o dominio Q e discretamente continuos
para o contorno I, e se Q pode ser subdividido num nimero finito de sub-dominios, no

qual cada uma das primeiras derivadas de P e Q sdo continuas, entdo:

IL[d—P +%)dxdy = [(Pdy - Qdx) (2.13)

a) Ao definir P =1G e Q = tF em (2.13), obtém-se o analogo bidimensional da integrag¢do

por partes.

ff{o5rs

dxdy——ffr'c£+t£
Ol dx dy,

dxdy + [ ©(Gdy - Fdx) (2.14)

b) Sendo t=vy, G=0y/0x, e F=0y/0y na (2.14) e com o auxilio da Eq.(2.12), a

expressdo resulta em,
; Dy op Dy o o
Violxdy =~ || | —— = — .
[f (v ¢ kixdy IL[ 3 dxdy + [y ds (2.15)

Um caso especial de (2.15) observa-se ao assumir y = ¢.
¢) Pelatroca de y por ¢ em (2.15) e subtraindo o resultado por (2.15) obtém-se a Equagéo

de Green.
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[[ (V76 - vy Jixdy = [[w%—d%’_]ds (2.16)

d) Ao fixar Q =0e P =[G (01/0x) - 1 (0G/0x)] em (2.13) obtemos:

jLG—dxdy j |o—-r9G—]d- (2.17)

Além disto, de forma analoga,

oG

— dy (2.18)
oy

HG dxdy Ht—dxdy J'G———t

e) Obtém-se finalmente, ao definir P = ¥2[G 0t/dy - T 8G/dy] e Q = "%[G Ot/0x - T 0G/0X]

em (2.13), obtém-se finalmente:

fl6 % ey = [[ <

dxdy+ I_(\G%-tﬁ]dy—§f[ % %S—}dx (2.19)

2.3 LEMA BASICO

Neste trabalho sera empregado uma ou outra variagdo do seguinte lema basico:
Definicio: Se x; e X2 (x2>X;) sdo constantes fixas e G(x) é uma fungdo qualquer

continua no intervalo [x,, X2], € se:
f (x)G(x)dx =0 (2.20)

para qualquer fung¢do continuamente diferenciavel t(x) escolhida. no qual.

ux,)=1(x,)=0 (2.21)

Conclui-se que:
~G(x)=0 para X, <X <X, (2.22)
Prova: A verificagdo deste lema pode ser efetuada através de uma demonstragio

por absurdo negando a conclusio (2.22) e, ao final da dedugdo, comprovar a existéncia de
ao menos uma fungdo possivel 7(x) no qual a Eq.(2.20) ¢ violada para uma fungdo
G(x) # 0. Logo, sendo G(x) uma fun¢ido continua, supdem-se que exista um intervalo
x';1 £x'<x% no qual G(x) > 0.
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Ao considerar a fun¢édo t(x) definida por:

0 para x, <x'<x’|
x)= (x—x'l)z(x—x’z)2 para x| <x <x', (2.23)
0 para x', <X <X,

tem-se que esta satisfaz condi¢do (2.21) e ¢ uma fung¢do discretamente diferenciavel. Logo,

a integral (2.20) torna-se:
J:: (x)G(x )dx = f (x—x', J(x-x", ) G(x)dx (2.24)

No intervalo x'; <x'<x", a fungdo G(x) é positiva, por hipotese, e por conseguinte
o lado direito da expressdo (2.24) é positiva, determinando-se assim, uma violagdo da
hipotese expressa pela Eq.(2.20). Desta forma, encontrou-se o "absurdo" na hipotese de
G(x) # 0.

A escolha de uma fung¢do G(x) <0, de modo analogo, leva a mesma contradigdo

for¢ando-nos a afirmar que a nica opgéo de G(x) ¢ ser nula.

a) Algumas aplicagbes do lema basico requerem mais de uma forma restritiva. Exige-se,
por exemplo, que a integral (2.20) seja nula para fun¢des continuas t(x) duas vezes
diferenciavel. Esta prova é uma seqiiéncia da anterior substituindo apenas a fungdo
elevada ao quadrado pelo cubo.

b) Da mesma forma, ao tratar um dominio 2 bidimensional, a integral de area abaixo,
'L‘t(x,y)G(x,y)dQ=0 (2.25)

onde t(X,y) € uma fungéo continua qualquer e anula-se no contorno I', se a fun¢do G(x,y)

for identicamente nula e continua no dominio Q.

2.4 EQUACAO DE EULER-LAGRANGE

As solugdes de problemas de minimiza¢do ou maximizagdo correspondem a uma
area da matematica cuja principal pergunta é em simples palavras a seguinte:
Qual fun¢do num determinado intervalo minimiza (ou maximiza) uma ou mais
caracteristicas de um problema?
Buscando um maior formalismo para a pergunta acima, estabelece-se o scguinte

questionamento principal do calculo variacional:
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Encontrar a fun¢do y = y(x) continua e duas vezes diferencidvel discretamente
continua que satisfaga a condi¢do y; = y(xi) € y2 = y(x;) e minimize (ou maximize) a

integral,
[= [ f(x,y, y')dx (2.26)

Disto observa-se que sdo dados do problema as constantes X, yi, X2 € y2 € a fungio
f=f(x,y,y") duas vezes diferencidvel. Logo, assumindo y(x) por minimo da Eq.(2.26),

procede-se a formagdo de uma familia de fungées Y(x), definida por,
Y(x)=y(x)+ 8y = y(x)+et(x) (2.27)
onde, 8y = £1(x) € T(x) é uma fungado arbitraria no qual.
1x,)=1(x,)=0 (2.28)

€, € consiste no pardmetro de varia¢do desta familia de fungdes.

Assim, as expressoes (2.27) e (2.28) asseguram a minimizagdo (ou maximizagio)
do problema. O valor de €, para uma fungdo t(x) qualquer, designa um unico membro
desta familia de fungdes. Logo, o carater essencial da Eq.(2.27) repousa na impossibilidade
de haver na familia de fungées Y(x) uma outra expressio para alcangar o objetivo de
minimizar a integral (2.26) que ndo seja y = y(x) (¢ = 0).

Enquanto, (2.28) estabelece a condigdo Y(x) =y(xi) =y € Y(x2) = y(x2) =y2, ou
seja, todas as fun¢des variantes respeitam a exigéncia de pontos extremos fixos. Desta
forma. todos os termos integrados que saem fora pela integragdo por parte sdo
necessariamente nulos ¢ estabelecem no maximo condigdes de contorno essenciais ou

naturais para o problema.

y A (xz-.YZ)
y(x)
(xh}’I Isy
N\Y(X)+3y

2=

Figura 2.3 - Representagdo da familia de fungdes Y(x).
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De forma geométrica, todos estes conceitos podem ser representados na Figura 2.3,
onde uma familia de fun¢des Y(x) esta conectada aos pontos (X, Y1) € (X2, y2). € Cujo arco

minimo y = y(x) é um dos membros desta familia - um caso particular - para € = 0.

Substituindo y e y' da Eq.(2.26), por Y(x) e Y'(x), tem-se,
I(e)= [ f(x,Y, Y Mdx (2.29)

onde a integral I € fungdo de €. O argumento Y' é expresso por:
Y'(x)=y'(x)+8y'=y'(x)+et'(x) (2.30)

Nota-se, ao atribuir a €=0, que Y e Y' tornam-se equivalentes a y e Y/,
respectivamente. Desta forma. integral (2.29) encontra o ponto de minimo e observa-se a
ndo importincia na escolha de t(x). A fungdo et(x) passa a ser interpretada como um
perturbagdo ou variagio' 8y da fungdo minimo y(x). Logo, a nova notagdo altera a

Eq.(2.29) da seguinte forma.
1(8y)= [ f(x.y +y.y"+dy'Kx 2.31)

Esta condi¢do de minimo
Ie=0)=0 (2.32)

¢ necessaria porém ndo € suficiente para minimizar o funcional I. Do célculo diferencial
ordinario. o minimo (ou maximo) de uma fungdo esta associado ao ponto de inflexdo da
curva que ¢ identificavel por meio da raiz da derivada da fungéo.

Mas ja que o funcional I pode ser extremizado pela variagdo de um unico parametro

€, desenvolve-se o funcional [ por séries de poténcia da seguinte forma:

1 d’1
.8 _—
s 2!de”

1 dl

I= IIE:O +EE

el 4+ A (e") (2.33)

€=0

Para que o funcional I seja um extremo para € = 0, pelas consideragdes do calculo

diferencial na determinag¢fo de minimos e maximos de fung¢des, faz-se necessario,

' Com este conceito cunhou-se o nome calculo variacional ou das variagdes desta area da matematica.
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dl

— =0 2.34
gl , (2.34)

Esta condigdo é denominada primeira variac¢io do funcional I. Contudo, esta ainda ndo ¢
suficiente, pois apenas determina a existéncia de uma inflexdo na curva sem estabelecer se
este ponto consiste num ponto de minimo, maximo ou de sela. Logo, para se determinar
com exatiddo o ponto de minimo, tem-se que a segunda varia¢ao do funcional I deve ser:

d’l

— >0 2.35
dg? b (2.35)

No caso de problemas de mecanica dos meios continuos a serem estudados neste trabalho,

a condi¢do (2.35) esta previamente atendida.

Logo, ao expandir por séries de Taylor a Eq.(2.29), temos:

'(e)= [ ooy, of o, H—Hir dx =0 (2.36)
6Y68 aY' 68 oY' _
Jaque (Y.Y') = (y,y') para € = 0. entdo
fof  of |
I'(0) = '|—t+—‘c' dx=0 (2.37)
Nl

Através da integragao por partes, o segundo termo desta integral torna-se,

gJJ‘tdx =0 (2.38)

(o of
(0)=1 e

oy

fof d
x.+[' _6y dx

O primeiro termo € nulo por definicdo. Eq.(2.28), e valendo-se do lema basico,

Eq.(2.20), conclui-se que o termo entre parénteses €:

\ 0
= 1= (2.39)
)

sendo t(x) uma fungdo qualquer.

P2



2.5 OPERADOR VARIACIONAL OU DELTA &

No item anterior ¢ na Figura 2.2, apresentou-se os rudimentos do operador linear

variacional ou Delta 8. Uma defini¢do mais formal deste operador €,
8y =dy(x) = Y(x) - y(x) (2.40)

significando uma pequena variagdo na fungdo y(x), ou seja, para um determinado intervalo
[x1, X2], 0 operador 8y pode ser interpretado como a distancia entre as curvas Y(x) € y(x)

para um mesmo X € nos extremos do intervalo estudado vale a seguinte expressdo:

Sy(x,)=0y(x,)=0 (2.41)

Como todo operador linear, o operador variacional ou Delta satisfaz as seguintes

propriedades:
(a) 8y, +y.)=[YV.(x) -y, 0]+ [V, (x) -y, (x)] (2.42)
(b) 8lay,|=alY,(x)-y,(x)] (2.43)

bem como as propriedades de comutatividade com os operadores derivada e integral.

(©) oy', = S(Qh) = i(5)’ ) (2.44)
dx / dx
(d) Iﬁy,dx = S(Iy,dx) (2.45)

onde y; e y> sdo duas fungdes distintas € o € uma constante real.
2.5.1 Deducio alternativa da equacio de Euler-Lagrange

Com o intuito de observar as vantagens do operador & no calculo variacional,
repete-se o procedimento adotado no item 2.4. Para tanto, desenvolvendo o funcional I,

Eq.(2.29), em séries de Taylor em torno de x, y e y', tem-se:

I(x,Y,Y')=1(x,y + 8y, y'+3y') = [(: F(x,y + 3y, y'+8y')dx

' AF (2.46)

% i i
= ["Fly.y)x+ [0 1 (y +8y -y)+ %(y%y'—y')jdx +,(3y)

Ap6s algumas manipulag¢des algébricas e integrando por partes o segundo termo da dltima

integral, obtém-se,
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Al = I(x,y + 6y,y'+8y') I(x,y, y')= —8y [ I x —dy —E;(—Eﬂf)ydx +,(8y) (2.47)

\

Segundo a Eq.(2.41), o termo [(0F/0y")dy] € nulo ¢ resulta na seguinte expresséo:

I@l_: __[ l 2.48
Al = ‘[lay e ay)lﬁydx+u2(6y) (2.48)

Na busca do minimo da Eq.(2.29), sabe-se de antemd@o que o primeiro termo da
Eq.(2.48) ¢é analogo a condi¢do de derivada nula no calculo diferencial. Desta forma, o

funcional I, Eq.(2.26), é dito estaciondrio quando for satisfeita a expressdo abaixo,

Oy = Ji_i(@F]l
i flay T Is ydx =0 (2.49)

idéntica a expressdo (2.39). Tanto a familia de fun¢des en(x) quanto o operador Delta
dy(x) chegam ao mesmo resultado, porém este operador variacional mostra-se mais pratico

para solug@o de alguns problemas.

2.6 MINIMIZACAO DE FUNCIONAL DE MUITAS VARIAVEIS
SOB DETERMINADAS RESTRICOES

Neste item. procede-se a minimiza¢do de funcional dependentes a mais de uma
variavel sujeita a um campo de restrigdes compostas por um grupo de equagdes quaisquer.
Estas restrigdes consistem num grupo de fungbes algébricas. diferenciais. ou da
combinagdo de ambas.

O funcional I a ser tratado possui a seguinte forma:
1= [ F(u,,u,,...,u.,u),u),...,ul, thdx (2.50)

onde uy, uy, ..., U sdo fungdes continuamente diferenciaveis no intervalo [x;, x2], € o

campo de restri¢des a ser satisfeito € dadas por,
G ,(u,,u,,0.u5,u5,0,.00uf,x)=0  paraj=12,..,N<k (2.51)
Estabelece-se uma perturbago du;(t) nas fungdes ui(t) (i=1, 2. ..., k). Logo.
U,(x)=u,(x)+8u,(x) U,(x)=u,(x)+du,(x) ..., U, (x)=u,(x)+du,(x) (2.52)
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ondc as perturbagdes Su;(x), duy(x), ..., dux(x) respeitam as restrigdes impostas pela

Eq.(2.41), ou seja,
Su.(x,)=8u,(x,)=0 .parai=12,..k (2.53)

Logo, ao efetuar uma pequena perturbagdo 6u; (i = 1,2,....k) nas Eqs.(2.50 € 51), obtém-se,

1= _[ Fu, +8u,,u, +8U,,...,u, +8u,,u’ +3u,u} +8u),..,u, +dul,t}dx  (2.54)

n Gj(ul +8u,u, +3u,,...,u, +du,,u; +duj,u; +duj,...,u; +.8u;( )=0 (2.55)
, para j=12,... N <k

Repetindo a metodologia do item anterior, expande-se o funcional (2.54) por séries

de Taylor, e apos algumas manipulagées algébricas a primeira variagdo do funcional I ¢:

+ af, du; + oA ou, + af' ou} +...+i6u._ +i'8u’k lvdx (2.56)
ou, ou, ou;, ou, ou, ’

3T = f’{;uf du,
B e

Deste ponto em diante n3o €é possivel continuar a metodologia conforme
apresentada no item 2.5, pois ha mutua dependéncia entre as fungdes du,, duy, ..., duy ,
expresso pela Eq.(2.55). Logo, através da expansio de Taylor e apos algumas

manipulagdes algébricas, a Eq.(2.55) toma a seguinte expresséo,
oG oG, oG, oG, oG
8G, =—2Léu, +—rtul+—8u, +—u) +..4—28u, +—u; =0
'’ o, ou; o, ou) ou, ouy (2.57)
, para j=12,...,N <k

O produto entre 8G; do sistema (2.57) e os multiplicadores de Lagrange Xl (x), paraj=1,2,

..., N, que integrados em relagdo x e somados a Eq.(2.56), resulta em,

i _ G i N _ 3G
5] ='[l oF | ;'.J( I'}Suﬁ —F'+Z}'\J = 13U +...
; l_aul )=l (. _aul )=t au| |
s 1) (2.58)
N N e
+[£+Z>JK’J 5 k+[aF, #3750 fsut bax = 0
ou, 5 k] ou, T Cou |
Logo.
o ; - :
| _[ | oF .+6—F,6 :+6F 5 .+a—,5u:+ +a—z‘>u.‘+aF du;, I-dx=0 (2.59)
[u, " au; C o . ou




N
onde F’ =F+ZIJ(X)GI. E, integrando por partes a Eq.(2.59) com o auxilio de (2.53),

3=l
obtém-se,

Clerr dafer)].
i e o Lo
au,  dx | ou)

i = _ (2.60)
+ ol —i i 6uL|-dx=0
Ou,  dx| ou; ‘

Porém, devido ao campo de N equagdes expresso na Eq.(2.55), ndo se pode

Al et d( aF'Td
d| —=——||ou
| 2u, dxlou))

considerar as k fungdes du,, duy, ..., dux como sendo livres para uma escolha arbitréaria. De
fato, existem alguns subcampos de N (<k) destas fungdes dependentes das fungdes
restantes (k - N). Supdem-se que duj, duy, ..., duy é um campo de perturbagdes cuja
dependéncia devido as escolhas arbitrarias de Sun+i, Suns2, ..., Oux sd30 governadas pela
Eq.(2.55). Neste ponto, com o desenvolvimento da Eq.(2.60), é determinado o campo de

multiplicadores A,, A,, .., A, que torne nulo as perturbagdes duy, duy, ..., dun no

integrando (2.60). ou seja.

ﬁ._i( e T ot I I & (2.61)
ou; dx| ou

J N

Com a escolha de todos os multiplicadores Xi , 1é-se (2.60) da seguinte forma:

zl" oF dfaF ., [aeF df eF )],
J" _—L ' U+ 25— | = duy,,
I l_auNH dX auNd»I _auN+2 dx \auN+2 n
i . l (2.62)
* rd .\
ﬁ_il ?EJ_ Su! bdx =0
du,  dx)auy ) J

E, ja que as perturbagdo dun:i, Bun:2, ..., Ouy sd0 arbitrarias, € possivel estabelecer num

caso especial, no qual a perturbagéo du, € qualquer, enquanto dus, ..., dui sdo nulos. Logo,
oF d{oF
-—-—l — |=0 ,para j=N+1,N+2,..k (2.63)
ou; dx| ou]

Assim, combinando as expressoes (2.61) e (2.63), tem-se que as k fungdes uy, uy, ..

b

u; satisfazem o sistema de k equagées de Euler-I.agrange,
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auz_dx g eess

- s :.\ . ‘-\ - CIA
oF _d ilz N ﬁul -0, .. Qﬁ_d_[% J=o (2.64)
\E' r

2.7 SISTEMAS DISSIPATIVOS

A seguir, sera introduzido o formalismo que permitird tratar sobre sistemas
dissipativos (i.e., em solidos com comportamento viscoelastico. fluidos viscosos ou com a
condi¢do de radiagdo de Sommerfeld). Este formalismo para sistemas dissipativos foi a
principio introduzido por Morse e Feshback (1953). O "truque" estd em considerar,
simultaneamente com um Sistema com Amortecimento Positivo (S.A.P.), um outro
Sistema dindmico "espelho" com Amortecimento Negativo (S.A.N.), no qual a energia
gerada no S.A.N. sera drenada pelo sistema dissipativo S.A.P. Desta forma, a encrgia total
conserva-se, € pode-se formular um funcional de Lagrange conservativo.

Um exemplo bem conhecido ¢ o oscilador amortecido (um sistema dindmico

simples de um grau de liberdade) expresso com a seguinte equagdo de movimento,
mX, —-dX, +kX, =0 (2.65)

Deseja-se obter para esta equagdo sua correspondente fungdo de Lagrange pelo uso

de técnicas variacionais. Logo, segue-se a proposta do sistema "espelho”, tem-se:

mX, —dX," +kX, =0 (2.66)

Logo, soma-se o resultado da multiplicagdo das Egs.(2.65) e (2.66) pelos campos de

deslocamento virtuais 38X, e 8X,, respectivamente, € a integra no intervalo de tempo [t;;

t2], cujo resultado € a equacgdo de Euler-Lagrange do sistema conservativo 7,
8 = ['ardt = 87 =(mX, -dX, +kX px #(mX, -dX, +kX, px (2.67)
Integra-se por partes a Eq.(2.67).
87 = (-mX 8K, +dX 8%, +kX 68X, )+ (- mX, 8X, —dX,'5X, +kX,5X,) (2.68)
Logo. o funcional  destes dois sistemas correspondente a primeira variagdo 87 sera,

£ =-2mX X, —d(X,’X, - XX, J+ 2kX, X, (2.69)
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E sem alterar em nada o problema, o funcional £ pode ser rescrito da seguinte forma,
#'=—£)2=mX,X, —4d(X,X, - X X, )-kXX,’ (2.70)

Para transformar o funcional acima num hamiltoniano. ¢ necessario definir para os

dois sistemas dindmicos as expressdes de momentd, ou seja.

p=mX, -1dX,” e p =mX +1dX, (2.71)

S

onde, £ =pX, +kX X, . Logo, o hamiltoniano de ¥ é:

H=pX +p'X,' -L=mX X +kX X,
| o _ 2.72)
2 H=—(p+idX, Jp' -1dX, )+ KX X,
m

Na Eq.(2.72), pode-se observar algo semelhante a um sistema conservativo. Na medida em
que o sistema dindmico X, Eq.(2.66), gera energia, esta é consumida pelo sistema X,
Eq.(2.65). mantendo o balango de energia constante. Logo, através deste "truque", habilita-

se ao calculo variacional tratar de sistemas dissipativos como estes fossem conservativos.
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CAPITULO 3

FORMULACAO VARIACIONAL DO PROBLEMA
DE INTERACAO FLUIDO-ESTRUTURA

3.1 INTRODUCAO

Nesta dissertagdo, as bases da formulag¢do variacional para o problema de interagdo
fluido-estrutura sdo desenvolvidas pela abordagem Hamiltoniana. Apresenta-se o principio
variacional misto, mais especificamente, por variaveis do fluido de pressdo p, de potencial
de deslocamento = e pela elevagdo da superficie livre 7.

A formulagdo de interagdo fluido-estrutura conduz a um problema acoplado entre
as variaveis da estrutura e do fluido. A estrutura ¢ representada pelo campo de
deslocamentos (um sistema de varidveis), enquanto que o fluido acistico € representado
por dois campos de incognitas: o potencial de deslocamento ( u; =Vn ) e a pressdo. A
relagdo entre eles pode ser expressa pela avaliagio do equilibrio da quantidade de
movimento, ou seja, Vp + poﬁr =V(p+p,it)=0 = p+p,it=0.

Uma questdo premente € se a dedugdo de um principio variacional misto para o
problema em questdo faz-se necessario para obter uma solu¢do por elementos finitos. A
resposta € negativa; outras métodos matematicos podem scr utilizados para a obtengdo da
forma fraca. A primeira abordagem por Zienkiewicz e Newton (1969) do problema
baseou-se no método de Galerkin, e provou ser suficiente mesmo ndo apresentando
simetria. Entretanto, a abordagem variacional utilizada neste trabalho apresenta as
seguintes caracteristicas:

a) O principio variacional misto € um caminho sistematico, racional € mais tradicional
para a dedugdo de diversas formulagdes acopladas alternativas através da equagdo
governante restringida por multiplicadores de Lagrange. Uma outra alternativa mais
recente ¢ o método dos residuos ponderados que resultam em expressoes
equivalentes.

b) A simetria do acoplamento fluido-estrutura é possivel pela utiliza¢do de um

principio variacional.
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¢) O uso de uma descri¢do mista no fluido mostrado a seguir resulta em um sistema de
equagdes simétricas e computacionalmente convenientes.

A formulagio de acoplamento fluido-cstrutura apresenta em seu desenvolvimento a
implementagdo de problemas nao-conservativos pela dissipagdo por radiagdo ¢ pelo
comportamento viscoelastico na estrutura. Sabe-se que a introdugdo de termos dissipativos
impede o uso do formalismo variacional de Hamilton destinado a sistemas dindmicos
conservativos. A fim de descrever de forma consistente a dissipagdo e ainda utilizar das
vantagens de simetria do principio variacional, sera feito uso do conceito do sistema
adjunto ou "espelho" associado ao formalismo variacional ndo-conservativo introduzido
por Morse e Feshbach (1953), conforme a abordagem da segédo 2.7.

O formalismo de Morse e Feshbach envolve o uso de um sistema adjunto "espelho"
que gera energia ao mesmo tempo em que o sistema fisico a dissipa. O sistema ampliado,
composto pelo sistema fisico e o adjunto, ¢ conservativo e suas equagdes de movimento
podem ser escritas sob a forma candnica de Hamilton. A primeira variagdo do funcional
resultante das variaveis adjuntas, indicada por um asterisco ao longo desta dissertagdo,
origina as equag¢des de Euler-Lagrange governantes do problema fisico, enquanto a
variagdo com respeito as variaveis originais do problema produzem aquelas equagdes
governantes do sistema adjunto.

O desenvolvimento variacional ¢ empregado para obter o funcional que descreva o
movimento de um sistema acoplado fluido-estrutura. Nota-se que apenas a forma fraca da
cquagdo governante do problema fisico sera discretizada, ja que a discretizacdo dos sistema
"espelho" ndo é de nosso interesse.

O formalismo de Morse e Feshbach € apenas utilizado para assegurar o acoplamen-
to simétrico aos varios campos de incognitas do sistema fisico. ou seja. visa garantir a
compatibilidade da descri¢do energética nos diversos subsistemas envolvidos no problema
acoplado. Na literatura, observa-se que o formalismo ndo-conservativo foi inicialmente
aplicado a sistemas discretos, e em seguida estendido para problemas continuos por
Gladwell (1966) e Craggs (1971 e 1973) para problemas acustico-estruturais amortecidos.

Em suma, a proposta principal deste capitulo ¢ desenvolver uma metodologia
variacional a mais geral possivel para a derivagdo da formulagdo para problemas

transientes de interagdo fluido-estruturas dissipativos.
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Figura 3.1 - Esquema do problema fluido-estrutura - dominios e contornos.

3.2 A ESTRUTURA

3.2.1 Equacio de Movimento
Considera-se a estrutura ocupando um dominio Q;, conforme Figura 3.1. A forma
diferencial ou forte deste problema de valores de contorno de equilibrio de momento pode

ser estabelecida como:

Encontrar o campo de deslocamento G(X,t):Q, xI+— R?, tal que:
V-G+b=p,u em Q xI (3.1)
sujeito a condig¢do de contorno de deslocamento ou essencial:
i =u(x,t) em [, xI (3.2)
e a condigdo de contorno de tra¢do ou natural:
&-fi=t(X,t em [_xI (3.3)

e, a condi¢do de valor inicial:
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onde, T,n[,=@, T,ulL=0Q, Q N, =9, [t.t,]=1 l.,.t[=L

u é o vetor de deslocamento da estrutura, G o tensor de tensdo, b o vetor de
for¢a de corpo. p; a densidade da estrutura, | o intervalo temporal em estudo,
e n o vetor normal exterior relativo ao contorno da estrutura ¢€2;. O contorno

de interacdo fluido-estrutura I';, mostrado na Figura 3.1, serd tratado mais
adiante.
3.2.2 Equacdes Constitutivas Viscoelasticas

O comportamento de materiais viscoelasticos € essencialmente caracterizado pelo
fato de que a corrente razio de fluéncia (creep) depende ndo apenas dos presentes estados
de tensdo e de deformagio. mas do historico de tensdo e de deformagdo do material. Logo,
o estado de tensdo em um determinado ponto no tempo € representado pela integral de
convolugdo (hereditaria) sobre o historico de deformacdo.

Um grande esfor¢o tem sido perpetrado. nestes ultimos 150 anos, desde os
primeiros estudos de Maxwell em 1868, Meyer em 1874, Kelvin em 1875, e Voigt em
1889, acerca dos problemas viscoelasticos. A respeito da viscoelasticidade linear, a
publicagdo de Fliigge (1975) consegue realizar uma excelente sistematizagdo do problema
de forma ampla, consistente, mas complexa. Ja, Malvern (1969) destaca-se por sua
simplicidade com que ataca o assunto em seus escritos. Dentre os diversos pesquisadores
da area, pode-se pontuar os trabalhos de Pinsky ¢ Abboud (1989) e Abboud (1990) que
tratam da aplicagdo da formulagdo viscoelastica linear em problemas de intera¢do fluido-
estrutura.

Elementos da Teoria Viscoelastica

Sobre as relagdes entre tensio e dcformagdo. admite-se que os materiais sejam
inviscidos, isto é, ndo exibem fendmenos de escoamento dependentes do tempo. Os
pavimentos de asfalto, propelentes solidos em motores de foguete, polimeros plasticos e
concretos, assim como elementos de maquinas a elevadas temperaturas, deformam-se de
modo gradual sob tensdo mas nio apresentam recuperagdo total. Algumas nogdes
elementares sobre esse problema serdo consideradas a seguir, para o estado de tensdo
uniaxial. Uma investigagdo mais completa sobre o assunto é feita na reologia.

Se para materiais elasticos, a tensdo ¢é dita uma fungdo tnica da deformagdo. por
outro lado, para materiais viscosos a tensdo ndo depende apenas da deformagdo, mas
também da velocidade com que ela ocorre. Isso se torna claro pelo exame dos modelos

conceituais da Figura 3.2. Para a mola linear, a tensdio ¢ proporcional a detformagdo. Para
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um modelo com liquido viscoso no amortecedor, quanto maior for a razdo da deformagéo,
maior a tensdo necessaria para manter o movimento decorrente da forga aplicada. Para

resumir, a taxa de deformagdo - derivada da deformagdo no tempo - sera indicada por €.

Y ¥ s
v
Y € ¥ € Y
& 4 I " 4 1
2 de/dt =¢
(a) Mola de Hooke . (b) Amortecedor de Newton
v
Go
2200 B0
ty t

(d) Curva de carregamento no tempo

, | -
4
o=0
c
(¢) Modelo de dois elementos de um solido t) t
de Voigt-Kelvin / >

» Fluéncia pie Recuperacio

(e) Curva de deformacéo
Figura 3.2 - Comportamento mecénico do solido de Voigt-Kelvin. (modificado - Popov (1978)

Para um material elastico, o = o(g); mas para um material viscoelastico, a tenséo €
fungdo da deformacgdo e da sua variagdo no tempo. ¢ = o(g,€). A relagdo mais simples

destas quantidades para o modelo de Kelvin, Figura 3.2, pode ser escrita,

c=Ee+v¢ 3.6)

onde, a constante y € o coeficiente de viscosidade. O tltimo termo relaciona linearmente a
tensdo com a razdo da variagdo da deformagdo, como mostra a Figura 3.2(b). Se esse termo
¢ nulo, retorna-se a lei de Hooke ordinaria. O comportamento do material, descrito pela
Eq.(3.6) esta associado com os nomes de Voigt e Kelvin. Por essa razio, o material

idealizado na Eq.(3.6) € referido como sdlido de Voigt-Kelvin.
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(¢) Curva de deformagéo no tempo

(a) Modelo de um sélido de Maxwell AC o

€ =g, =constante

o

(d) Curva de tensdo-relaxagado

Figura 3.3 - Comportamento mecanico do solido de Maxwell. (modificado - Popov (1978)

E conveniente introduzir um modelo conceitual para clarear o significado da
Eq.(3.6). Tal modelo é obtido através de uma sistema mola-amortecedor em paralelo,
Figura 3.2(c). Quando a tensdo o € aplicada. a mesma deformagao ¢ introduzida na mola e
no amortecedor, isto ¢, €, = e, = €, onde os indices a, e m referem-se ao amortecedor e a
mola, respectivamente. Logo, a tensdo total 6 = 6, + Om, € usando a lei de Hooke e uma
relagdo linear de tensdo-taxa de deformagao para o amortecedor newtoniano.

A solugdo acima mostra que o material de Voigt-Kelvin exibe uma resposta
inelastica, e seu comportamento assemelha-se muito a de uma esponja elastica imersa num
liquido viscoso, no qual o estagio final corresponde a carga sendo suportado pelo nucleo
elastico. A experimentagdo mostra que este comportamento ndo € tipico da maioria dos
materiais. Ja a combinagdo linear entre as taxas de variagdo de tensdo e de deformacgdo
representa melhor materiais fisicos.

Ao submeter um corpo a uma resposta eldstica instantdnea, juntamente com um
deslocamento dependente do tempo. pode-se obter uma aproximagdo razoavel do

comportamento d¢ muitos materiais viscoelasticos. O modelo mais simples com tais

34



propriedades pode ser visualizado pelo sistema mola-amortecedor combinado em série,
Figura 3.3, denominado de sélido de Maxwell. No modelo da Figura 3.3(a), se uma tenséo
¢ aplicada, a tensdo o, no amortecedor ¢ a mesma aplicada em o, na mola. Por
conseguinte, a deformagdo total do sistema sera € = €, + €. A taxa de deformagdo deve ser
derivada em relagdo ao tempo. porque nos materiais viscosos conhece-se apenas a ligagéo
entre tensdo e taxa de variagdo da deformagdo. Supondo E constante, tem-se a seguinte
relagdo € =6/E pela diferenciagdo no tempo. Adiciona-se as varia¢des de deformacgio para
os dois elementos. e apds algumas manipula¢des algébricas obtém-se entdo a equagdo

diferencial basica para a resposta do solido de Maxwell:
6 +(E/y)o =E# (3.7)

Os procedimentos anteriores podem ser generalizados para varios outros materiais.
Uma contribui¢do em série dos modelos de Maxwell e Voigt-Kelvin estabelece o modelo
basico, o sdlido padrdo, para estudo de materiais viscoeldsticos lineares. Outras
combinag¢des de molas e amortecedores com diferentes constantes foram efetivamente
usadas para representar polimeros, fibras e concretos.

Formulacio Dissipativa do Solido (Viscoelasticos)

Dentre as diversas formulagdes viscoelasticas na literatura, estudou-se a proposta
empirica de Clough (1993), que descreve o seguinte comportamento viscoelastico

semelhante a rela¢do tensdo-deformagdo uniaxial da Eq.(3.6), ou seja

G=1,:8+J,:¢ (3.8a)

J,=D e J,=vD (3.8b)

onde D é o tensor de tensdes elastico e y o coeficiente de viscosidade do material.

3.2.3 Lagrangeano da estrutura
Usando o formalismo de Morse e Feshbach, os Lagrangeanos do sistema real e do

. . L . 3 . * — .
sistema adjunto sdo, respectivamente, expressos por s = Fs— Use £ =7, — U5 , no qual
Fs é a energia cinética, s é a energia potencial e o sobrescrito * diferencia o sistema

adjunto do real. Logo,



N lr a5

£=F-U=7 [ pi-i"do- 5[ 3 (3.92)
- [ b do- [ ta'dr

L=F - =% L pu U dg“% L.‘—’. SR (3.9b)

—L_B‘-ﬁdQ—L?-ﬁdI‘

onde o simbolo : corresponde a operagio de multiplicagdo tensorial, i~ é o adjunto do
vetor de deslocamento da estrutura G. b~ ¢é o adjunto do campo dc forgas de corpo da

estrutura b, t €0 adjunto do vetor de tragdes externo t aplicado sobre o contorno I[';, e
€ =%(lj;+ u;;)=Vu. Admite-se que os campos de deslocamentos fisicamente

admissiveis nos contornos do problema tanto no sistema fisico quanto no adjunto (i =u,
i =u"). A contribui¢io do termo viscoso do solido é facil de ser obtida. A partir do
formalismo de Morse e Feshbach e das Egs.(3.9), as equagdes constitutivas viscoelasticas

do sistema real e do adjunto sdo os seguintes:

G=J :€+],:6 e & =1 :8-J,:¢ (3.10)

onde, o termo viscoso do tensor de tensdo adjunto 6, Eq.(3.10), é negativo para gerar a

energia consumida pelo sistema real e manter todo o conjunto conservativo, isto ja foi
discutido em itens anteriores.

Desta forma. de posse dos lagrangeanos do sistema real e do adjunto e introduzindo

as equagdes constitutivas viscoelasticas, o lagrangeano da estrutura ¢ dado por:

l_is+i; s !:-+}\ }I\+!> -
X 2 - 2 2
ool [ psﬁ-ﬁ'dQ—lL (Va:J,:va' ho
24 24 (3.11)

1 (_Vﬁ:je:VG'—Vﬁ:j,_:Vﬁ. Q+
44

_12 L,(B"—‘. +b° .a)dg_%j [y
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Logo, as equagdes de Euler-Lagrange encontradas pela variagdo de j';c*ts"dt com

respeito ao adjunto " corresponde a equagdo de movimento e as condi¢des de contorno de

forga para a estrutura real no vacuo expressa em termos de deslocamentos u.

3.3 OFLUIDO

3.3.1 Formulac¢iao do Fluido

Desde a primeira formulagdo de interagdo fluido-estrutura apresentada por
Zienkiewicz e Newton (1969), diversas outras formulagdes fluido-estrutura tem sido
propostas. Existe uma concordancia na escolha dos deslocamentos como variavel da
estrutura dentre as diversas possibilidades de formulagdes. Ha, contudo, bastante
divergéncia quanto a representagdo do fluido, e € costumeiro trata-las em quatro categorias
distintas, conforme foi visto no primeiro capitulo.

Neste item sera desenvolvida uma formulagdo do tipo mista escalar-escalar
apresentada nos trabalhos de Morand e Ohayon (1979), Jeanpierre e/ al/ (1979) e Gibert
(1988), ou seja, uma aplicagdo de potencial de pressio e¢ deslocamento para analise

transiente e modal para problemas de interagdo externa.

3.3.2 Equacdes Governantes para o Fluido
A aproximagdo aclstica classica para pequenos deslocamentos de um fluido

inviscido e irrotacional admite como equagdes governantes:

— Eq. de Quantidade de Movimento  p+p,i=0 emQy 3.12)
- Eq. de Continuidade p+p,Vn=0 emQy (3.13)
— Eq. de Estado p-c’p=0 emQs (3.14)

onde m, p e p sd3o, respectivamente, as varidveis de pequenas perturbagdes nos potenciais
de deslocamento, pressao e densidade do fluido para um estado de referéncia ndo

perturbado dos potenciais de deslocamento, pressdo hidrostatica P, > p, e densidade

constante p, > p. A velocidade de propaga¢do da onda ¢ denominada ¢ e assumida

constante.
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Substituindo a Eq.(3.14) em (3.13), elimina-se a densidade p do problema e as

equagdes do campo fluido tornam-se:

p+p,i=0 emQy (3.15)

p+p,c’Vn=0 emQy 3.16)

A eliminagdo das variaveis p, ou 7. aplicando a Eq.(3.15) em (3.16), resulta na equagdo

classica da onda em fungdo da varidvel remanescente. ou seja.
(/p,Wp-(1/p.c’)p=0 emQs (3.17)

ou,

(1/p IV’ - (l/po )it=0 em Qy (3.18)

E facil mostrar que a equacdo de onda realmente governa todas as varidveis
termodindmicas do problema, tais como o deslocamento, a densidade, a condensagéo, e
ndo somente a pressdo e o potencial de deslocamento. As equagdes governantes (3.15) e
(3.16) serdo utilizadas como base para representar o fluido na formulagéo variacional, a ser
tratada no préximo item.

A forma diferencial ou forte do problema acustico também requer a especificagdo
das condi¢des de borda. O contorno fluido consiste de uma interface fluido-estrutura I, de
um contorno de truncamento [ , € um de superficie livre I's .

A interface fluido-estrutura requer uma condigdo de contorno cinematica que
fornega a compatibilidade entre o deslocamento normal I'i, € uma condi¢do natural que

efetue o equilibrio das forgas hidrodinamicas:

u-n=Vn-n eml; (3.19)

6-n=-pn=pfin eml; (3.20)

onde n é a normal externa a Q;, conforme Figura 3.1.

A superficie de truncagem [, necessita de uma condi¢do tipo-Neumann de
radiacdo ou infinita que estabeleca garantias para que toda perturbagdo ondulatéria

direcione-se somente para fora do dominio fisico do problema. Toda oscilagdo acustica
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deve ser absorvida em sua totalidade sem nenhum tipo de reflexdo neste contorno. No
trabalho, implementou-se a condigdo de radiagdo de Sommerfeld podendo assumir as

seguintes formas:
S (t)=Vrn-i=-—% emI, (3.21a)

Sm(p)=Vp-ﬁ=~lr'> em [, (3.21b)
C

onde n é a normal direcionada para fora do contorno do fluido em I',. Da mesma forma
como nas equagdes constitutivas viscoelasticas do solido (3.8). a condigdo de radiagdo
introduz caracteristicas dissipativas no sistema. Logo, o problema acustico adjunto ¢
governado pelas mesmas equagdes diferenciais como no problema fisico no dominio Qs e
sobre a interface fluido-estrutura I';, Egs.(3.15) a (3.20), e pela condi¢do de contorno sobre

o contorno de truncamento [, que assume as seguintes formas:
( . o I N
Sin )=V1t ‘n=+—-7t eml, (3.22a)
S (p")=Vp -i=+-p" eml. (3.22b)
E possivel ainda considerar uma condigdo de radiagio alternativa para I',. Aplicando a

Eq.(3.15) nas expressoes (3.21) e (3.22), obtém-s¢ uma condigdo de Sommerfeld mista

para o problema fisico,

S, (t)=Va-fi= L p emI, (3.23a)
P,C
S (p)=Vp-i=2% eml. (3.23b)
C
e para o problema espelho,
S, (#")=va" 6= atic p emIl. (3.24a)
P.C
S (p)=vp -i=-Po% emr. (3.24b)

39



E conveniente lembrar. que existe uma variedade enorme de condi¢des de radiagdo,
e este assunto encontra-se nos trabalhos de Abboud (1990), Puppin-Macedo er al (1999) ¢
Puppin-Macedo (1999), Pavanello e Zavalla (1999).

Para o contorno de superficie livre I's, o efeito da gravidade € desprezivel em

cavidades fluida de grandes dimensdes. Logo, a correspondente condi¢do de contorno €:
p =TT = O cm Fs (3'25)

Quando o efeito de sloshing torna-se significante, conforme anexo B, as expressoes em
fung¢do da pressdo p, do potencial de deslocamento, e da elevagdo do nivel n relativas a

condi¢do linearizada de superficie livre so:

1 =

p.t=-p,gMN eVn-ﬁ=—lit=—p=n eml[ (3.26a)
g P.8
- = Q. P, o'n 2
p=p,gneVp-n=-—p=-—"2—=pn eml; (3.26b)
g got

onde g € aceleragdo da gravidade e para o sistema espelho o resultado € andlogo.
3.3.3 Lagrageano do fluido
Usando o formalismo de Morse e Feshbach para sistemas nao-conservativos, as

energia cinematica acustica /¢ e da energia potencial do fluido U/ sdo expressos por,
L= = (3.27)

onde,

F'= % [ pOVfr-Vit'dQ+% { [pt" H+p, i Hr (3.28)

z.;.'=% e ‘CZ s p'dQ—% [ (pi +pi)-iar

+% I (pS:n(n')+ pS, (n)}il“+% _[ [ Po8 ﬁ'ﬁ-hr

(3.29)

e.p,m,n,eSmsdo os correspondentes adjuntos de p, 7, 1, € S, respectivamente. A
Eq.(3.28) é a soma da expressdo classica da energia potencial ou da parcela de rigidez de
um fluido acustico, e da energia cinética conferida pela condigdo de superficie livre. Na

segunda integral dc (3.29) refere-se ao trabalho efetuado pelos deslocamentos da estrutura
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sobre ;. Sob o ponto de vista das Eqgs.(3.21a) e (3.22a), Sy(n) € S'm() podem ser
interpretadas como os deslocamentos do fluido sobre o contorno I',, logo a terceira
integral de (3.29) é identificada como o trabalho efetuado por estes deslocamentos sobre

['». A ultima integral de (3.29) refere-se ao trabalho da superficie livre devido a elevagao

da superficie [s.

- . ,y . - L] .

Sendo a energia cinética do fluido expressa em termos de m € m e a ecnergia
potencial escrita em sua totalidade com as variaveis de pressdo p € p, a equagdo de
equilibrio da quantidade de movimento (3.15) precisa ser introduzida como uma restri¢do a

fim de garantir o acoplamento entre este dois campos potenciais. Com a expressdo do

equilibrio da quantidade de movimento, o lagrangeano do fluido 4,'=7'—1}" é entdo
dado por:

oL | poviovi - o

1—212‘ _po poczpp‘

+%L[pﬁ. +pil |- fdr

_i [ [pSi (' )+ s, @) b

o[ [ fiepi —pg i §30)
+2 [ (R +o e Blpre,0) b

+%’ [[%p™ +poit' J+ Ty (p+ pot) Jar

+%J’_ [i*:_l(p'+p°it‘)+x‘3(p+poﬁ) ]dr

onde, A1, A2, A3, eseusadjuntos A1, A2, A 3, sdo multiplicadores de Lagrange.
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3.4 FORMULACAQO VARIACIONAL DO SISTEMA ACOPLADO

3.4.1 Identificacdo dos Multiplicadores de Lagrange
O funcional que governa o presente problema de acoplamento fluido-estrutura €

formado pela combinagéo entre o lagrangeano da estrutura e do fluido como seque:
3= j"(x;' £ Mt (3.31)

onde os lagrangeanos sdo subtraidos ao invés de somados devido a formulagdo do
tipo—deslocamento adotada pela estrutura e a formulagdo do tipo—forga no dominio fluido
serem de naturezas complementares, Manson e Souza (1976) e Gladwell (1966).

O funcional resultante é assim expresso em termos de seis variaveis independentes
(8§, p.m, M, A1, Az, As3) e seus respectivos adjuntos (G, p» T, N» Ats A2s A3)
Seguindo o procedimento de funcionais com restrigées - item 2.5 - para eliminar os
multiplicadores de Lagrange, deriva-se o funcional misto com acoplamento de massa em
funcdo de (U, p. ) e seus adjuntos (i, p, m, ). Este desenvolvimento segue a
metodologia apresentada por Abboud (1990). Metodologias alternativas podem ser
observadas na literatura, como o desenvolvimento adotado por Lius e Uras (1988) e

Morand e Ohayon (1995) para problemas conservativos € internos.

Explicitando abaixo o funcional (3.31), tem-se:
3= [:{%Lps[ﬁ-ﬁ'}iﬂ—%j‘l[Vﬁ:j,:Vﬁ'}iQ
—%L\:Vﬁ:J—Z:Vﬁ'—Vﬁ:jZ:VG'}iQ+
_%L:B.ﬁ'.;.f)'.ﬁ }jg_%j’_ﬂ[f-ﬁ‘ﬁ‘.ﬁ hir

l Cooas :
—EL _pOVn-Vn —pocz PP ‘dQ

_%“pﬁ‘ +p'u ]-ridl"+i— I [pS;,(n')+ 'S, (m) }ll’

+% [ [ fi+p, i —pog -7 Hr
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——I [%,(p" + it )+ % (p+p.t) 2
--j[x +p it )+ Ty(p+p,it) T (3.32)

- I [%,(p" +p.it )+ X (p+p.it) ]dr}dt
Ao efetuar a primeira variagdo do problema, tem-se
53=0= {% [, p.loi- + -5 b
~ [ w87, va" + va 3, :vai i
-l [Vsii:J, :Vii' + Vi< T, : Vai" —Vaii:J, :Vi' - Vai:J, : Vi’ 4o+
+% [ b3 +b° -sa]dm%[;[i-aa‘ +1"-5E)dr
4

_;_ [ [8pa" +psi" +8p"a+p'8i |- idr

p, Vor-Vit' +p Vi-Voit' -

'gépp'— Izpﬁp'}dﬂ
P.C PoC

+%I\[p‘,5ft' i +p, it 871+ P, " +p,t 81 —p,g 871" —p,g -7 AT

+% I [ spS.,(n” )+ pS., (Sn' )+8p°S,, (n)+p’S,, (67) }:l['

= 2 [8%,(p" + ot )+ 7, (60" + 57" )+ 8%, (p + p, )+ T, (3p + p, 37t) HO

——I[Sk (p +p, it + 2(E‘Sp +p, Ot )+6k (p+p,it)+ 4, (8p +p, 57) }H‘ (3.33)

_ZI [87»3 p +p, 7t J+ A (Sp +p 07" )+8A (p+p,it)+ A, (5p +p, 57) ]dl“}

Com o teorema do divergente, Eq.(2.15), pode-se explicitar os termos onde a

variagdo aparece diferenciada, e sabendo que,

- . ip o 1. L e 1.
[ j 5p’S,, (pMrdt = Lsp [—Ep)dl"dt=—;p8p | = J’ I p{ - % }dl‘dt s
f I dp’S,_(pMIrdt = f I pS:n(Sp'}i["dt

A dedug@o para as variantes ¢ analoga,
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j" ‘[ 8p’S,, (n)drdt = J’ ]’ ¢S., (5p" rdt f j p'S, (5n)drdt = j‘ J’ snS.,(p* kirdt
3.35
[ [ n's..(pMrdt = j' [ps 8" JIdt [ j_ns (3p)drdt = j‘ [ 5pS., (n )cith( )

Logo, usando a integragdo por partcs sobre os termos variantes diferenciados no

tempo e agrupando os termos, a Eq.(3.33) toma a seguinte forma:

53 = J'{ (-0, :va" -3, Vi )+ -, )

+5° ( (J :vi+V-(7, : Vi))+ b-p,i )]d

[ \ [ { *
+8pI r-—p |+op” .lk?.l——sz
p.C

U e )

+8%,(p" +p, it J+ 8K (p + p, Q2

—%jfi[ﬁﬁ-(ﬁp' +(3,:va =3, :vi' JaJrou - (ap+ (3, : vii+7, : vid) 7
+p06n-(i; +Vit© -ﬁ)+p081t‘ (XZ +Vﬁ-ﬁ)

+8p (R, + 0" -di)+8p (R, +1-7)

+8h,(p" +p,7" J+ 3%, (p+ P M
—% [ pusn (%, - 2vie 55,6/, )

+p, 5" (is ~2vii-i-S, (p/p, ))

+ Sp(}_»; -S; (n' ))+ 8p°(x3 -S,. (n))

8T, p" +p, )+ 8, (p-+ p )T b

|

1 (- .s ® — e .o - Sep— = =
—EL[pofm A+t 87 +p, 8T +p, 1t 87 +p,g 811" +p,g -5 KT

Vel ooy e I ~
ok 7i(pit" +p.gfi’ )+ 87" (p,it +p.gii)+

+p,on (ﬁ - Vi’ -ﬁ)+ p,om (ﬁ - Vit- ﬁ)}dl’
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+B ! [poan-(i', + V2 e pan (R, + V’fz)]dg
_% L[Sﬁ.poﬁ' +1-p, O + 87 -p RN p, O ]dr
+ % I [poé‘m : (J_CZ +Vit' -ﬁ)+ pon’ ():2 + Vi ﬁ)}ﬂ" (3.36)
o2 [buon (s -2va s, ([l o )

+p,om (i, —2vi-i -5, ([(o/p. )h))]

= 1

St =5 =0
dp=3p =0
onde, . . 3 arat=t,et=t 3.37)
Sm=on =0 P ’ '
St =81 =0

O variacional resultante é tecnicamente um principio variacional restrito, feito em

parte pelas formas variacionais desenvolvidas em Jeanpierre ef a/ (1979). Combescure ef al

(1980), Gibert (1988), Abboud (1990), Morand e Ohayon (1995) e Felippa € Ohayon

(1990). A variagdo do funcional 3 em (3.36) finalizada resulta nas seguintes equagdes de

Euler-Lagrange:

(8u,du”) 8 +b —p,i" =0 : V-6+b—p,u=0 em €, (3.38)
(6u,5u’) t"-6" =0 ; t-G-fi=0 emIy (3.39)
(5n.51") A +Vin =0 : A +Vin=0 em Qr (3.40)
(8p,5p") A - po’cz p =0 3 A —?p =0 em Q¢ (3.41)
Br1LOA) p +p, =0 : p+p,it=0 em Qr (3.42)
(5u,8u”) np +6 -n=0 ; np+6-n=0 emI; (3.43)
(dn.8m) A, +Vr' =0 : A, +Vni=0 emI; (3.44)
(5p,5p") A, +i -n=0 3 A, +i-n=0 em [ (3.45)
(BA2,8A7) p +p, it =0 p p+p,it=0 emT; (3.46)
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Gron)  T-2vnd-Su /e )=0 i Ey-2vmi-S,(p/p,)=0 emT. (3.47)

(6p.5p") ~—S.(n")=0 : o —S, (1)=0 em F (3.48)
(BA3,013) p +p, it =0 g p+p.ii=0 em [ (3.49)
(3n.81") p.it +p,gn =0 ; Poit+p,gn=0 em[s (3.50)
(dm,5m") V3 A-1 =0 : Vi%t-n-n=0 em[s (3.51)

Dentre as expressdes apresentadas nas Eqs.(3.38) a (3.51), as explicitadas na
terceira coluna sdo as equagdes de Euler-Lagrange do sistema fisico devido a variagdo dos
termos adjuntos 8p’, dn'. e &n". As da segunda coluna sdo as referentes ao sistema
"espelho” derivadas pela variagdo das varidveis fisicas dp. om, e Om. As equagdes que
interessam para a analise do problema sdo as obtidas pela variagdo das varidveis adjuntas

(du”, 8p", dn") na terceira coluna.

Introduzida na Eq.(3.47), a notagdo """ sobre as variaveis de campo indica uma

integracdo no tempo. Logo,

p=pdt 5 p=[ [para (3.52)

Logo, como pdde ser visto acima. os multiplicadores de Lagrange podem ser
identificados pela satisfagdo de nulidade das equag¢des de Euler-Lagrange emanadas das
variagdes de 8p e 8p’. de &m e &n, e de on e &n'. Assim, o resultado do principio
variacional restrito (3.32) gera dois tipos possiveis de variacionais mistos: por
acoplamento - de - massa e por acoplamento - de - rigidez. Porém. neste trabalho sera tratado

apenas da formulagdo do tipo acoplamento - de - massa.

Na seqiiéncia do capitulo. o principio misto do tipo acoplamento - de - massa é
derivado no item 3.4.2. Sua forma fraca e as equagdes de Euler-Lagrange que governam o
problema fisico estdo detalhadas. Para tanto, necessita-se da definicdo precisa dos
apropriados espagos variacionais para a solugdo aproximada e para as fungdes peso. Estes

espacos sdo definidos como:
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Funcdes Aproximadas

U ={i(., )R ) =T(% 1),k eT,, ei(.,1)eC(Q,) |
{pC.0IP(.DEL Q)
{FCL0If(,0eH' Q) |
={e(..)]e(..,0) e 2(Q,) |

7
J
63

Funcoes Peso

W ={W(®)| W(X)=0,%el,, e W(X)eC°(€,) |
R ={r®) (@) e Q) |
o={e®lg®eH Q) }
9={z(.,0)z(.,0) e L}(Q,) |

onde,

(3.53)
(3.54)
(3.55)
(3.56)

(3.57)
(3.58)
(3.59)

(3.60)

= CYQ) é o conjunto de fungdes continuas e cujas derivadas até a ordem K

existem e sdo continuas. Logo, o conjunto C°(Q2) possui continuidade zero.

» Define-se como espago de Hilbert o conjunto de fungdes que possuam produto

interno. No método dos elementos finitos, visa-se espago de fungdes quadrado

integraveis,

L*(Q)={uel?| u?dx < +oo |
f

* Defini-se como espa¢o de Sobolev o espago onde a fungdo e suas derivadas de

ordem K s@o quadrado integraveis,

H*(Q)= { ueH" luel’e %’,—e L’ parai=1.2,.,K ]
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3.4.2 Funcional de acoplamento - de - massa 3,

Uma vez determinados o significado dos multiplicadores de Lagrange para
principio variacional (3.32) a partir das equagdes de Euler-Lagrange de (3.38) a (3.51),
optou-se pelas relagdes entre (u.p.m) ¢ (A1, A2, A3) e seus adjuntos que emanam das
variagdes 8p, € 8p . A condiciio de radiagdo ¢ expressa. neste trabalho, sob na forma da

condicdo de Sommerfeld em (3.21) e (3.22).

Variante 1 - Funcional 3

Seguindo esta premissa e fazendo uso das expressoes (3.21a) e (3.22a), tem-se:

X=p'/p,c ; A =p/p.c? em Q) (3.61)
X, =—i-i : A, =—i-f em[ (3.62)
=S (n)=1"/c : % =S, (0)=-#/c  emI. (3.63)

Ao substituir em (3.32) as expressdes acima, o funcional do tipo acoplamento - de - massa

311 resultante € dado por,
I = f ’ {% [, p.i-uHde
_% L (Vﬁ:j, :Vﬁ'}iQ—% L(Vl-i :J,:Vi' -Vii:J, :Vﬁ'}iQ

+%L_[6.a‘ +b' -a]dm%]'ﬁ-ﬁ‘ £T -8

_% [ po(V‘it.Vft')jQ—% [ 5 pp)de (3.64)

1
poc
L b
éﬂpof’r‘ f+pitit —pogii-ii i

+% [ p, (it + 75 ﬁdF}dt

=t | {% [ Bl - ]dr}dt (3.65)

A variagdo do funcional 3., com respeito as variaveis adjuntas (8u’. &p. &n)
conduz a forma fraca e as equagdes de Euler-Lagrange do problema fisico. Estas sdo

mostradas nos Quadro 3.1.
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Quadro 3.1: Forma Fraca do Funcional 3.

Encontrar (0,p,m,R)e UxPxT xE para o intervalo tel=[t,.t,]. tal que.

(6ﬁ',6p’,87t',8ﬁ' )e WxRxExZ:

63, =0=[ (vou':J,:vi ha+ [ (vea 1, :vii ko
Lps(aa‘-ﬁ)dg-jpo (83" )-fdr
- [ (81" -6 ho- I(:Su 1 hr
- b
Sdllsp. =_Lr poca(spp)jg
+L’—12—(8p'ft }iQ
R _= =- Ipo 8un)ndF [po(VSn Vn}iQ
I Sn p)dQ f p° (8n i }ﬂ"——j‘ pﬂ(ﬁf ﬁ\)dl"
53,

=0=—7 Lpo 57" ﬁ)dr—E j p,g(67 - AT

&’

Equagdes de Euler-Lagrange:

(du’) : V-6+b-p.i=0
(3u): {-6-=0
(59" : p+p,c’Vn=0
ép") : p+p,t=0
(3u’) : pi+6-i=0
B E ut-n-Vrn-n=0
(én’) : Vo-n+¢/c?=0
(3n): Poit+pgt =0
(én): Vit-i-n=0

(3.66)

em Q, (3.67)
emly (3.68)
em Qf (3.69)
em Q¢ (3.70)
emI; (3.71)
emI; (3.72)
eml., (3.73)

em I['s (3.74)

em s (3.75)
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3.5 EFEITOS DE INTERESSE

3.5.1 Cavitagio

Quando a pressdo absoluta de um fluido p fica abaixo da pressdo de vapor p, . 0s
gases dissolvidos no fluido formam um conjunto distribuido de minusculas bolhas
conhecidas como regido de cavitagdo. A expansdo (rarefag@o) desta regido de cavitagdo ¢
mantida constante na pressdo p, até que p aumenta acima de p. € a regido cavitada entra
em colapso. Para se levar em conta tais fendmenos, a equagio de estado (3.14) deve ser

modificada para:
p-ac’p=0 (3.76)

onde o parametro o € uma fung¢éo de pressdo dada por:

1 sep=p+p,>p,

= 4 (3.77)
B sep=p+p,=<p,

(0

A equagdo bilinear do estado é freqiientemente usada com 3 =0, mas Bleich e
Sandler (1970) estabelecem que P deveria ser ndo-nulo quando a regido cavitada estd em

contato com a cstrutura (problemas de interag¢io fluido-estrutura em barragens).

O ingrediente essencial para o tratamento numérico da cavitagdo € uma formulagéo
transiente que seja facilmente adaptavel para problemas de analise ndo-linear e, por
conseqiiéncia a métodos iterativos. A formulagdo variacional transiente desenvolvida neste
capitulo possui ambos os ingredientes. Quando acoplado a condi¢io de radiagdo , a
formulagdo ¢ muito mais conveniente para analise do passo de tempo e esquemas
iterativos. A consideragdo do dominio fluido Qy ser discretizado por elementos finitos
provém o segundo ingrediente requerido. Implementa¢des ndo-lineares nesta formulagdo
poderiam seguir um tratamento similar aos tratados por Felippa e Deruntz (1984) ¢ Fenves

e Vargas-Loli (1988)
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3.6 DISCRETIZACAO PELO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Introduz-se a interpola¢do padrdo dos elementos finitos para as incognitas do

sistema:
u(%, )= N, (x)-d(t) e CQ)
p(,0)=N,(X)-pt) e L¥Q
X, 1)=N_(X)-7(t) e C'Q (3.78)
i )=N,(x)-zt) e L*Q)

onde N;, N, N_, e N, contém as fungdes de forma dos elementos finitos e d,p.#,e
Z sdo os vetores de deslocamento nodal da estrutura, pressdo dindmica do fluido, potencial
de deslocamento do fluido e elevagdo da superficie livre. Neste trabalho, as fungdes de

forma N, Np e N, referem-se ao do elemento triangular linear T3, enquanto as fungdes

de T'\Tﬁ refere-se ao do elemento linear de superficie . A aproximagio por elementos finitos

para os campos adjuntos seguem as mesmas fungdes de forma daquelas usadas nos campos

fisicos.

3.6.1 Discretiza¢do do Dominio Sélido
Para a discretizacdo do dominio sélido tem-se que a forma matricial mais geral do
problema pode ser expressa em termos das coordenadas do sélido do elemento da seguinte

forma:

i(%,1)=N,(x)-dt)=[A, H, H,] (3.79)

[ I oW I o W)

onde d , d , d, sdo os vetores deslocamento do elemento sélido nas diregdes x, y € z,

respectivamente, [ﬁx ﬁ_v ﬁz] as fungdes de forma associadas aos nos do elemento que

‘h, h, .. h_
podem ser expressas como H, = 0 0 .. 0 | sendo que h; corresponde a fungdo de
0 0 .. O

forma para o né i e n o nimero de nds do elemento.
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3.6.2 Discretizacao do Dominio Fluido
Na discretizagdo das variaveis pertencentes ao dominio do fluido, efetua-se de

forma analoga ao item anterior. Logo.

'h, 0 o] P
p(%.t)= N, (X)-p(t)=| 0 h, o | P2 (3.80)
0 0 .. h
o,

onde h; é a fungdo de interpolagio da pressio p. O procedimento é idéntico para as
varidveis T e 1).
3.6.3 Montagem das matrizes elementares

Utiliza-se tanto para o solido quanto para o fluido uma discretizagdo em elementos

triangulares lineares com fungdes de forma dadas por:

1
h. =—(@+bx+c , 1i=123 3.81
2A( i+b, y) i (3.81)

onde bi=y2-y3, b2=y3-y1, b3=y1-y2,C1=X3-X2, C2=X1 - X3, € C3=X2- X .
Examinando o principio variacional no Quadro 3.1, é conveniente introduzir a
seguinte notagdo para as matrizes do problema para a discretizagdo das formas fracas antes

de iniciarmos a montagem das equag¢des matriciais de elementos finitos:

K, =K/=) L (VN.)' :7,:(VN, o - rigidez da estrutura (3.82)
e=1 N
K,=K] =) L( T, (N, o - amortecimento da estrutura (3.83)
e=| i
nel
M=M"=}) L p.NIN_dQ° - massa da estrutura (3.84)
e=] :
g nel = s R < =
i'=2“; N§-bdQ+! Ng-tdr) - vetor de forgas (3.85)
e=1 ' i =
o nel 1 R
Q=Q"'= Z L{ — N;diff - massa do fluido (3.86)
e=1 : poc
i T ncl — =
E=E"=2 [, p.(VN, ) (VN g - rigidez do fluido (3.87)
e=1
H =H| = Z !s PE N;Nr‘dQe - rigidez da superficie livre (3.88)
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H,=H; =) [ p, N;N,dO*
e=] °
nel - .
C, =) [.-p.NiAN,dr*
e=t '
_— === nel 1 —
D, =D/ = > _LFC—ENPN“dQ
o nel 1 —
B=B"=) [ -NINdI*

- matriz de acoplamento -1 (3.89)

matriz de acoplamento i-n (3.90)

- matriz de acoplamento p-n (3.91)

- amortecimento por radiagio (3.92)

onde I representa, neste caso. o operador de montagem do elemento local.

3.6.4 Sistemas de equac¢io matricial do principio de acoplamento - de- massa

O sistema de equagdes que corresponde ao estacionario de 3, com respeito as

variaveis adjuntas expresso no Quadros 3.1, toma a seguinte forma:

Principio 3,

o o oA
c o O o
c oo o
dlo o o

-+

oo g

U|oo

-

o

‘NIAl Tl Al

K, 00
0 0 0
> +
0 00
0 00
E, @] ié'
D, © ”5%
-E H,| |7
H, 0] |z

o o © O

'c o o o

= TH - TERY W

SO © © O

o ey e (3.93)
0 - 0 i f) | - 0 .
-p.,B Of |7 0
0 0] |Z] |0

Como ja observado no capitulo anterior, a matriz (3.93) possui acoplamento

simétrico mas apresenta uma estrutura bastante esparsa. Surge ainda o problema do termo

com derivada terceira no tempo. Neste trabalho ndo sera tratado problemas dissipativos, ou

seja, as matrizes K, e B sio nulas, reduzindo o problema para:

Principio 3,
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A equagdo (3.94) corresponde ao sistema matricial acoplado fluido-estrutura transiente

cujos métodos de solugdo indicados sdo Newmark, Wilson-0, diferengas centrais (Bathe

(1996).

Quando o sistema (3.94) é submetido a uma func¢io excitadora periddica. a resposta

também se apresenta de forma peridédica. Logo, a dependéncia do tempo pode ser

eliminada do problema. Neste caso considera-se as seguintes fungdes.

d(t)= D(w)-e"* (3.95)
p(t) = P(w)- ¢ (3.96)
(t) = () e (3.97)
#i(t) = N(w)- e (3.98)
b(t) = B(w)- ¢ (3.99)
t(t) = T(w)- e (3.100)

onde as varidveis harmonicas sdo explicitadas por maidsculas. Logo, apds algumas
manipulagdes algébricas sobre o sistema matricial (3.94), vem:

Principio I,

B B B N

K, 0 0 0 M 0 C 0 D| |[F
0 Q 0 0 D P
1 - o’ _OT _OT N N R W (3.101)
0 00 0 ¢/ D] -E H, o
0 0 0 H 0 0 Hy o]])(z] |o

O sistema matricial acoplado fluido-estrutura no dominio da freqiiéncia ¢ explicitado pela
Eq.(3.101), e para a solug@o desta a equacdo os métodos ortogonalizantes QZ (Wilkinson e
Reinsch (1971), os métodos interativos de busca por determinante € também a interagido no

subespago (Bathe (1996) sdo indicados.
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CAPITULO 4

ANALISE NUMERICA DO PROBLEMA
FLUIDO-ESTRUTURA

4.1 INTRODUCAO

Neste capitulo serdo feitos comentarios sobre os métodos numéricos utilizados na

solugdo do problema fluido-estrutura (3.94) ¢ (3.101) apresentados no capitulo 3.

Inicia-se com um exame da solugdo de problemas no dominio da freqiiéncia que
apresenta as maiores dificuldades na analise numérica do problema fluido-estrutura
estudado. A problematica deve-se em grande parte a estrutura do sistema matricial
acoplado cujas matrizes de massa e rigidez totais caracterizam-se por serem matrizes
esparsas, mal-condicionadas e singulares. Logo, visto estas informagdes, efetuou-se a

escolha mais viavel para solugdo dos valores proprios.

Em seguida, procede-se a resolugdo de casos acoplados transientes para alguns
aspectos da integragdo no tempo. Analisa-se 0s métodos no dominio do tempo comparando
os métodos passo-a-passo e os de superposi¢do modal. Tendo por base esta discussdo.

efetua-se a escolha da técnica de integragdo no tempo e apresenta-se o algoritmo utilizado.

Por fim, serd discutida uma alternativa para contornar certos problemas de
instabilidade numérica observados neste trabalho - balanceamento das matrizes a
posteriori -. Esta técnica apresenta um forte direcionamento a experimentagdo numeérica e
dependente do "sentimento" do pesquisador. No entanto. calcada na observagdo das
caracteristicas numéricas do sistema matricial e no entendimento da formulagdo, este
artificio mostrou-se fundamental na obten¢do de solugdes adequadas para problemas

modais e transientes.
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4.2 ANALISE NO DOMINIO DA FREQUENCIA

Na analise no dominio da freqiiéncia encontra-se a solugdo de problemas de
vibragdo livre. Por suas caracteristicas particulares, tornou-se necessario um estudo
anterior para estabelecer a melhor escolha de um algoritmo computacional. Caracteristicas
como esfor¢o computacional. estabilidade numérica sio determinantes na escolha dos
diversos métodos de solugdo existentes. Tendo em vista estas questdes e as dificuldades
para a resolver problemas de¢ interagdo fluido-estrutura, encontra-se na literatura diversos

estudos sobre a solugdo de valores proprios aplicados a problemas acoplados.

Desde o trabalho pioneiro de Zienkiewicz e Newton (1969), tem sido estudadas
técnicas para simetrizar a formulagio acoplada (i. p). Daniel (1980) utiliza a sintese modal
para possibilitar a aplicagio da formulagio assimétrica (i,p) para grandes sistemas
estruturais. Muller (1981) apresenta uma outra técnica de simetrizagdo para a formulagdo
de Newton. Contudo, estas propostas esbarram sempre na necessidade da inversio de
matrizes, que envolve um a enorme esfor¢o computacional. A alternativa mais promissora
para formulag¢bes ndo-simétricas foi proposta por Sandberg (1995) onde utiliza os modos
de vibragdo desacoplados dos dois dominios para compor a solugdo acoplada através de

técnicas de subestruturagdo.

Esta preocupagdo constante pela simetria das matrizes ¢ fundamentada em grande

parte pelas seguintes explicagdes:

= Matrizes nio-simétricas conduzem a um maior esfor¢o computacional. ou seja,
tempo de computagdo e espago de armazenagem grandes, se comparadas a

matrizes simétricas.

= Observa-se que matrizes ndo-simétricas e simétricas mal-condicionadas sio
mais sensiveis a instabilidades numéricas. Wilkinson e Reinsch (1971),
ocasionando, por exemplo, o aparecimento de componentes imaginarias que
ndo deveriam existir, Pinsky e Abboud (1989). Este problema foi observado o
caso da cavidade fechada. mesmo para as fregiiéncias baixas. Uma alternativa

para contornar este fendmeno € a introdugdo de um "shift" na matriz de rigidez.
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Com o advento de formulagdes simétricas, essas questoes mencionadas acima nio

deixaram de ser atuais. As formulages acopladas (ii.$) de Everstine (1981) € (6. o, po) de
Olson e Bathe (1985) suscitaram novas questdes, como solu¢do de problemas de valores
proprios do segundo grau. A formulagio (i.p.n) de Morand e Ohayon (1979) e Jeanpierre
et al (1979), que possui forma padrio AX =ABX, apresenta as dificuldades ja

mencionadas como esparcidade. mal-condicionamento e singularidade de suas matrizes.

Uma alternativa promissora para a solugdo de problemas acoplados simétricos s3o
os métodos iterativos. Dungar (1978) propde o método da iteragdo inversa como uma
alternativa para a solugdo de grandes problemas fluido-estrutura. Em se tratando de uma
aplicagdo de massa adicional, o que reduz bastante a ordem do problema. é possivel
observar as vantagens reais dos métodos interativos. A experi€ncia de outros
pesquisadores, Bathe € Wilson (1972), Papadrakakis (1984), Olson e Bathe(1985), com os
métodos de iteragdo no subespago. busca por determinante e de poténcia tem demonstrado

a grande aplicabilidade destes algoritmos a problemas de interagéo fluido-estrutura.

Como visto no paragrafo anterior, a selegdo de um algoritmo para a solugdo de
problemas modais deve ser baseada em sua performance. Por causa do custo
computacional e pela estabilidade numérica, a escolha de um método deve ser calcada nas
principais vantagens oferecidas. Neste trabalho. o problema de vibragdo livre (3.101)
possul as seguintes caracteristicas:

a) todas as matrizes sdo reais e simétricas;

b) a matriz total de rigidez € singular, enquanto a total de massa possui

determinante proximo do zero;
¢) as matrizes totais de massa e rigidez sdo muito esparsas, veja Figura 4.1;

d) todos os autovalores sdo reais e positivos.
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Matriz de Massa Total do Sist.Fluido-Estrutura - T™M Matriz de Rigidez Total do Sist.Fluido-Estrutura - TK
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Figura 4.1 - Representagéo grafica das matrizes totais (a) de massa e (b) de rigidez

de um exemplo tipico de problema acoplado fluido-estrutura.

Com estas caracteristicas do sistema a resolver. a escolha do algoritmo de calculo
de valores proprios € direcionada ao método QZ. Como este algoritmo estd implementado
em ambiente Matlab, optou-se por sua utilizagdo em razio do acesso ¢ facilidade de uso.
Outras escolhas, como por exemplo o método de iteragdo no subespago ou busca por
determinante, poderiam também ter sido utilizados mas demandariam um esforgo

adicional.

Problemas acoplados de grande escala, como o acoplamento entre barragens-
reservatorio, um grande sistema de tubulagbes pressurizadas. os internos de um reator
nuclear, geram por conseqiiéncia grandes sistemas matriciais. Normalmente, sua solugdo é
possivel pela utilizagdo de algoritmos interativos pois calculam apenas alguns autovalores
e correspondentes autovetores. Entre estes métodos, os mais comuns s3o a busca por
determinante e a iteragdo por sub-espago. Ja os algoritmos de transformagdes ortogonais.
como Jacobi, Householder, QR. e QZ, sio métodos classicos que calculam todos os
autovalores do sistema. Logo, estes métodos sio caracterizados por custos computacionais
elevados, necessidades de grandes espagos de memoria, lentiddo e por instabilidade

numeérica para a solugdo de problemas. Em geral. somente os primeiros modos de vibragdo
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sdo necessarios. Como. os problemas tratados neste trabalho restringem-se¢ ainda a
problemas pequeno porte, torna perfeitamente justificavel a escolha do algoritmo QZ.

Os algoritmos QZ, QR e QL sdo derivados do método LR. e todos tem um
principio semelhante de funcionamento. O algoritmo LR se baseia na decomposi¢do de

uma matriz A, do sistema AX = ABX, em uma matriz triangular superior R e numa inferior

L:

A = L¢R (4.1)
Se inverte a ordem da multiplica¢do, de forma que

Ag,, =RLg 4.2)

onde Ag.; € uma matriz similar a As Pela repeticdo sucessiva das operagdes das Egs.(4.1)
¢ (4.2), a matriz A tende a uma matriz triangular superior onde os elementos da diagonal
principal sdo os autovalores do problema.

Os algoritmos QR e QL substituem a transformag¢do na Eq.(4.1) por uma que
envolve uma matriz unitaria elementar Q e outra triangular, superior (R) ou inferior (L).
Enquanto, o método QZ é a extensio do QR para problemas de valores prdprios

generalizados complexos.

O método para a solucio de problemas generalizados (A — AB)X=0 é composto por
quatro etapas. Na primeira. que consiste do algoritmo generalizado da redugdo de
Householder para a forma de Hessenberg, A é reduzido para a forma superior de
Hessenberg, enquanto B € transformado para a forma triangular superior ao mesmo tempo.
No segundo passo, a generalizagdo do algoritmo QR de duplo shift implicito de Francis
reduz a matriz A a forma quase-triangular, enquanto a forma triangular de B é mantida. No
terceiro estagio. a matriz A ¢ efetivamente transformada a forma triangular e os
autovalores sdo extraidos. Por fim, no quarto e @ltimo estagio obtém-se os autovetores das
matrizes triangulares e por transformagdo reversa retornados as coordenadas originais.
Explicagdes mais profundas do método encontram-se em Wilkinson ¢ Reinsch (1971),
Moler e Stewart (1973) e Barbosa (1998).
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4.3 ANALISE TRANSIENTE

Estuda-se neste item o problema no dominio do tempo que pode ser colocado em

sua forma mais genérica. Rescreve-se entdo a Eq.(3.94) da seguinte forma:

KU +CU+MU =R(t), (4.3)

onde M,C.K.,e R sio as matrizes de massa, amortecimento, rigidez ¢ o vetor de
carregamentos globais do problema. A partir da expressdo (4.3), faz-se uma breve
explanagio sobre os métodos de integragdo no tempo comparando-os com o método de
superposi¢do modal onde sera analisado a aplicabilidade de ambos. Em seguida, sdo feitos
comentarios sobre a escolha da técnica numérica mais adequada a solugéo de problemas
transientes estudados neste trabalho. Apresenta-se por fim o algoritmo detalhado do
método de integragdo no tempo utilizado.

4.3.1 Método de integracio direta versus métodos de superposi¢io modal

A solugdo de problemas transientes restringe-se a duas classes de métodos:
métodos de superposi¢do modal e por integra¢do direta. O método de superposigdo modal
compde a resposta transiente da Eq.(4.3) para um instante t a partir da somatoria dos
primeiros modos de vibragdo. Ja os métodos de integragdo direta efetuam o calculo passo a
passo da resposta em fung¢do dos tempos anteriores.

Uma das principais caracteristicas da superposi¢do modal permiti o calculo da
resposta no instante t qualquer sem a necessidade dos tempos intermediarios, ao contrério
dos métodos de integragdo direta que dada as limitagdes de memoria dos computadores
pode haver problemas de acumulo de erros numéricos. No entanto, a superposi¢do €
limitada pela necessidade do uso de algoritmos de valores proprios para a obten¢do dos
modos de vibragdo restringindo o uso a problemas lineares, além de apresentar um alto
custo computacional. Avila (1997) apresenta diversas propostas para a aplicagdo da
superposi¢do modal a problemas ndo-lineares. mas estes estudos ainda estdo limitados a
um certo grupo de aplicagdes e de especialistas na area.

Ja os métodos de integragdo direta solucionam as equagdes (3.94) através de um
processo passo a passo. Estes algoritmos baseiam-se em dois principios. Primeiro, ao invés
de satisfazer a Eq.(3.94) para qualquer instante t, procura-se solucionar a Eq.(3.94) para
pequenos intervalos de tempo At . Desta forma. atingi-se um equilibrio quase estatico em
pontos discretos no tempo. considerando-se efeitos de rigidez, inércia e amortecimento.

Logo, algoritmos para solugdo de problemas estaticos podem ser utilizados no calculo no
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tempo. O segundo principio assume que os deslocamentos, velocidades e aceleragbes
sofrem variag¢Ges no intervalo de tempo considerado e possibilita analises numéricas sobre
a estabilidade, a precisdo e o custo computacional.

Os métodos de integragdo direta mais difundidos sdo as diferengas finitas centrais.

Houbolt, Wilson-0, e Newmark. Os dois primeiros métodos sdo derivados de expressdes

para diferengas finitas no tempo e necessitam satisfazer um passo de integragdo minimo
para garantir a estabilidade numérica da solugdo. Na pratica, isto resulta em mais passos
por intervalo de tempo em comparacdo aos métodos incondicionalmente estaveis.
Enquanto os dois ultimos sdo retirados de um método linear de variagdo da aceleragdo e

ndo apresentam passo de integragdo minimo, ou seja, sdo incondicionalmente estaveis.

Como neste trabalho optou por estudar o comportamento dinimico fluido-estrutura
somente para os primeiros tempos da resposta transiente, decidiu-se trabalhar com os
métodos de integragdo no tempo. Em particular, escolheu-se o método de Newmark,
segundo Bathe (1996), por possuir boas caracteristicas de precisdo e estabilidade a
problemas acoplados.

4.3.2 Integracio Direta pelo Método de Newmark - MID - MNw
O esquema de integragdo no tempo proposto por Newmark pode ser entendido

como uma expansio do método de aceleragdo linear. Usa-se as seguintes expressoes:
MY U= U+[(1-8)' U+ "M U] at (4.4)

HAU='"U+ 'UAL+ [(%—a) Ut ™ G]At: (4.5)

onde o € & sdo pardmetros para precisdo e estabilidade do método. Quando 6=1/2 ¢
o = 1/6, as expressoes (4.4) e (4.5) correspondem ao método de aceleragdo linear. Nas
analises transientes estudadas no trabalho. usa-se 0 método de aceleragdo média constante,

ou seja, 6 = 1/2 e a = 1/4, por apresentar estabilidade incondicional.
J—

//—”“A

%(IU-FHNU)

t+At U

t t
Figura 4.2 - Esquema de aceleragdo constante média do método de Newmark.
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Em conjunto com as Eqs.(4.4) e (4.5) para a solugdo dos deslocamentos,
velocidades e aceleragdo no tempo t + At, a equagdo de equilibrio (4.3) no tempo t + At

também sera considerada,
M!+A16+EI+NG+KI+A1[_J=I+AI§ (4.6)

Manipulando a Eq.(4.5), apresentando "** U em termos de '** U, ou seja,

o M UA = U——[' U+' UAt+(% - (x)' UAt 2]
logo,

t+A1 U=

w;z U L urroae(Y - o) Ua?] 4.7)

entdo, substituindo"* U na Eq.(4.4), vém,

aAt

5 8 N
t+AlU |+AIU 2 e
oAt 7{ o

F

'“"U:‘U+(1—8)‘UAt+8At{ ;tz Ay lz['U+‘UAt+(%—a)'UAt2}
o

'U{l_ﬂ' R g 4.8)
o oAt

De posse das Egs.(4.7) e (4.8) em termos de "** U e do deslocamento, velocidade ¢
aceleragdo no tempo t somente, substitui-se estas duas relagées na Eq.(4.6) permitindo a

solugdo de “** U. Logo.

ﬁ{ ey ['U+ UAt+(A—a)‘UAt2}+

aAt” aAt’

+_{ m\: {g(z__:l l: 5:' U 6 lU} KHAt["'j:HAIR
oAt aAt

[M 1.+E ° K |* U=

aAt” aAt -

5 | : . (4.9)

”A'R+M[ U+ UAt+[ —1)‘U C[L'U [° 1['U A‘(ﬁ—zJ U]
aAt’ Zo aAt a ) Z\a




ou seja, K, " U=""R (4.10)

Abaixo o algoritmo da solugio pelo método de Newmark para a programagdo em

computadores.

1° - Inicializag¢do do Célculo

1. Montar as matrizes de rigidez K. ¢ de massa M ¢ amortecimento C.
2. Fixar as condi¢des iniciais de deslocamento U, velocidade °U, e aceleragdo
°C.

3. Selecione o passo de tempo At, € os pardmetros a € J, e calcule as constantes de

integragao.
a, = 1/(aAt); a) = 8/(aAt); a; = 1/(aAt); a3 = 1/2a) - 1
a=dla-1; as = (At/2)(d/a - 2);  as = A(1 - d); a7 = OAt

4, Monte-se a matriz de rigidez efetiva. K,=K+a,M+a,C

5. Transformar a matriz Keq em:

K,=LDL

eq

2° Para cada passo de tempo

1. Calcule o carregamento efetivo para o tempo t+At;

1+At Req=l+Al R + M

l ,'U+'UAt+,(L—l)'U +
aAt” \2a0 )

£ (202 )
At \o ) 2\« -

+C

2. Solugédo dos deslocamentos para o tempo t+At..
f B ET 1+A1 ﬁ= |+A1§

3. Caso deseje-se calcular a evolugdo da aceleragdo e da velocidade no instante T.

s 1| . N

‘*A'U=—,”“'U-—,[‘U voat+( Y —a)' U A
oAt aAt? * +(A 0:) & A’e

vage 8 way Ay 8 L [i_8 g8y
aAt 2 \ a)_ . o) oAt
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44 BALANCEAMENTO DAS MATRIZES DO SISTEMA ACOPLADO

Na analise de problemas de interagio fluido-estrutura. questdes como analise de
erros numéricos. mal-condicionamento das matrizes. instabilidade numérica, sio comuns
em todas as formulagdes existentes na literatura. Na busca de uma melhor compreensdo
dos problemas, as obras de Cook er al (1989), Bathe(1996) apresentam algumas discussoes
interessantes sobre o assunto.

Segundo Bathe (1996), problemas com varios dominios que apresentam grandes
diferengas de rigidez e/ou massa caracteristica estdo propensos a problemas de
instabilidade numérica. Um exemplo dado ¢ a analise transiente de problemas fluido-
estrutura cujo fluido é mais flexivel em comparacio a rigidez da estrutura. Afirma-se que o
uso dos mesmos operadores de integracdo no tempo ndo é efetivo para o estudo de
problema acoplados e aconselha-se a utilizagdo de diferentes operadores para integragdo no
tempo. Uma das propostas para a analise de sistemas acoplados no dominio do tempo ¢ a
integragdo explicita no tempo da resposta do fluido usando o método das diferengas
centrais condicionalmente estavel e um método implicito incondicionalmente estavel para
a resposta do solido, como por exemplo no método de Newmark. Neste trabalho, foi
observado dificuldades na convergéncia da solug¢do numérica no dominio do tempo e da
freqiiéncia. Observou-se, em diversos ensaios estudados, a divergéncia de resuitados
fugindo de forma abrupta do comportamento dindmico esperado.

Contudo, buscou-se como alternativa para estabilizar a solugdo do sistema acoplado
através da adimensionalizagdo da varidvel de pressdo. Este procedimento causou o
balanceamento dos coeficientes das matrizes tornando o sistema mais homogénco. Ou seja,

reproduzindo a Eq.(3.64) abaixo, observa-se que,

=T {% [ ps(ﬁ.ﬁ‘)dQ—%L (Vi : 7, : vii* hQ

-% (Vi:J, : Vi —vii:J, : Vi' HQ
u — I =1 " =
+b -u]dQ+;I [t-u"+t -uldl
- (ref.3-64)

+
| = 2|
b—
"_|
ol
[=1)

2 %7 p,C

Th

[, po(Vft'Vft')dQ~%_L L (pp)dQ
[ = +p'fr)dQ+%L[pnﬁ'-ﬁ+pn’r-ﬁ'—pog~ﬁﬁ']dl“

+

2rc2

+

N = N = o

[ ol +it'ﬁ)-ﬁdl"}dt
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existem grandes diferengas entre os pivos nas matrizes de rigidez. Os termos de rigidez do
solido sdo proporcionais a E/(1 - v?), enquanto no dominio fluido os termos sdo da ordem

de 1/(p,c?). Numericamente, a matriz de rigidez do sistema acoplado possui pivds
P g p p P

0-09

variando entre ordens de grandeza de 1-10'' para o solido e 1-10" para o fluido. Notando

esta disparidade nos elementos da matriz de rigidez. buscou-se uma forma de balancear a
matriz de rigidez K.
Para o balanceamento das matrizes do sistema acoplado, aplica-se a seguinte

transformacdo de variavel,
P=p.c’ P (4.11)

Efetuando a analise dimensional da expressdo acima. vem,
[p]=[Pa]=[N/m?]=[kg/m*|[m? /s?]- [adm.] = [p.c?] [p] (4.12)

onde a nova variavel p' ¢ adimensional.

Logo, ao substituir no equilibrio de quantidade de movimento (3.12), tem-se:
p.cp+p it =0 (4.13)

Substituindo no principio variacional acoplado (3-64), vem.

J,= [2{%L,ps(ﬁ-ﬁ')dﬂ—%Li(Vﬁ:j, :Vii' B
_%L(Vﬁ:jz:Vﬁ'—Vﬁ:ﬁ:Vﬁ'}iQ
+%L [b-i" +b’ -ﬁ]dQ+l]: [t-u +1 -uldl
-~ 12 . (4.14)
= L po(Vﬁ.Vﬁ'}iQ—E L p.c’(p'p’ )dQ
+%L p. (o' +p"fr}m+%[_[poﬁ'-ﬁ+poﬁ-ﬁ° ~p,g-AifiHr
+%j p, (it +ﬁ‘ﬁ)-ﬁdr}dt

ou seja,
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Com relacdo a (3.64), o principio variacional (4.14) apresenta duas modificag¢des:

uma na matriz de rigidez Q e outra na matriz D, de acoplamento p-n. O termo de rigidez
. ~ . - . = l r] »
do fluido Q' esta multiplicado agora por p,c?, ou seja, Q'= 5 L p.c(p'p )Q . Desta

forma, os termos da matriz Q' possuem a mesma ordem de grandeza dos elementos da

matriz de rigidez K.
’ . _, 1 s g e W . 'O > .,
Ja na matriz D' = > L po(p T +p n)iQ, a mudanca de variavel (4.11)

uniformizou os elementos da matriz de massa global M do sistema acoplado. Todas as
sub-matrizes de M estdo multiplicadas ou pela densidade do sélido ps ou do fluido p, que
possuem a mesma ordem de grandeza.

O processo de balanceamento mostra-se uma boa alternativa para melhorar o

condicionamento das matrizes globais e njo influi nas fregiiéncias do sistema.
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CAPITULO 5

RESULTADOS NUMERICOS

5.1 INTRODUCAO

Neste trabalho, sdo modelados problemas simples de interagao fluido - estrutura em
cavidades fluidas bidimensionais acopladas a solidos. Estes exemplos buscam melhor
ilustrar a aplicagdo da formulagdo mista tipo acoplamento - de- massa (u.p,n) e validar a
implementagdo computacional. A escolha dos casos fundamentou-se possuirmos solugdes

analiticas para validar os resultados.

Inicialmente, o problema ¢ analisado sob a dtica unidimensional, ou scja, a
estrutura que comporta-se como pistdo, interage com uma cavidade longa fechada ou
aberta - Casos 1A e 1B -. Este sistema acoplado ¢ modelado como um problema massa-
mola uma vez que a hipdtese de ondas planas € valida. Logo. com o auxilio do método da
matriz de transferéncia, Anexo A, sdo obtidas suas equagdes analiticas desacopladas e

acopladas.

Em seguida, amplia-se o estudo para modelos bidimensionais. Serdo analisados
dois casos: casos 2 e 3. No caso 2. modela-se uma cavidade quadrada que apresenta
acoplamento a estrutura numa face e superficie livre na face oposta. Neste caso, o sélido

comporta-se como um pistéo.

O caso 3 consiste no estudo preliminar de um sistema acoplado sélido-cavidade
semi-infinita. O dominio fluido sera tratado por uma cavidade retangular longa com fundo
rigido, e superficie livre. O dominio solido sera estudado comportando-se como pistdo e
como viga. Os resultados obtidos nos casos 2 ¢ 3 serdo comparados com solugdes

analiticas apresentadas nos anexos B e C.
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5.2 CASO1-CAVIDADE 1-D LONGA

Neste caso estuda-se o comportamento de cavidades longas para as condi¢oes de
contorno aberto e fechado. As solugdes analiticas acopladas. usadas para validar os
resultados numéricos, reproduzem de forma estendida e detalhada o desenvolvimento

apresentado na publicacdo de Gibert (1988).

5.2.1 Esquema do problema

As Figura 5.1 e 5.2 apresentam. respectivamente, o esquema do Caso | ¢ a
representagdo das condi¢des de contorno estudadas para o mesmo caso: a - condi¢do

perfeitamente aberta, b - condigio perfeitamente fechada.

A

me= psst
™~

01—S=H'1 C, po — > X

e

L

—» Xm

\i
K
R o e B U N N R R R RRERRRRRRRERRRRARRRARAANARANAAAAAN
t
X . :
Figura 5.1 - Esquema geral do modelo do Caso 1.

X

cond. de contorno cond. de contorno

aberta fechada
Figura 5.2 - Condi¢des de contorno tratados pelo Caso 1.

5.2.2 Formulagio tedrica do sistema estrutural 1D
O sistema estrutural sera modelado como um sistema com um grau de liberdade

massa-mola. Escrevendo a equagdo dindmica da massa-mola acoplada a cavidade fluida,

tem-se:

(K-w’m,)X, =—p,S (5.1)
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onde a Eq.(5.1) ¢ o equilibrio dindmico no dominio da freqiiéncia do sistema acoplado
massa - mola - cavidade fluida. ms e k sdo a massa e rigidez do estrutura, p, € a pressdo no
ponto 1 (cabega do pistdo) € «? a freqiiéncia circular do sistema massa-mola - cavidade.
Logo, a expressdo desacoplada do sistema estrutural € escrita sem considerar o termo —p;S

da expressdo (5.1), ou seja.
(K-0’m,)X, =0 (5.2)

Logo, a freqiiéncia fundamental da estrutura € expressa por ®* = K/m;.

Obviamente, este modelo ndo leva em conta outros modos de vibragdo da estrutura
sendo 0 modo de movimento do pistdo. Porém, como neste primeiro momento estuda-se o
comportamento dindmico unidimensional deste sistema fluido - estrutura, esta consideragdo

¢ suficiente para se obter bons resultados a baixas freqiiéncias.

5.2.3 Formulagao tedrica da cavidade fluida 1D
Aplicando a matriz de transferéncia. Eq.(A.13). para a cavidade da Figura 5.1,

obtém-se:

!pz] COSA %senx P, l

1
| ; (5.3)
qul Eib senA  COSA q'J

C

A condi¢do de contorno fluido -estrutura para a cavidade fluida supde que a
particula de fluido aderida a parede da estrutura apresente a mesma velocidade da particula

do solido. ou seja.
Viuido = Vaslido — Xf =X (5.4)

s

Apos multiplicar a Eq.(5.4) por S, e sabendo que X, = dX¢dt e q; = pS (dX/dt), tem-se:

q, =p,SX, (5.5)
e, transformando por Fourier, a equacéo acima toma a seguinte forma:

ql = l(Dp oSXs (5'6)
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onde esta expressio ¢ a condi¢do de IFE basica para problemas de acoplamento acustico no
dominio da freqiiéncia. Substituindo em (5.3), o resultado ¢ a matriz de transferéncia da

cavidade fluida longa acoplada a uma estrutura,

, :
A send
{Pz} B coS S sen [ » | )

q, N —_issenx COSA liﬂ)posxs‘
C

onde as variaveis de pressdo e vazio acustica no ponto 2 serdo proporcionadas pelas
condigdes de contorno, conforme Figura 5.2.
Ja a expressdo desacoplada da cavidade acustica é obtida supondo que o pistdo seja
rigido (X = 0), Figura 5.1. Por conseguinte, a Eq.(5.7) toma a seguinte forma:
. -
lpz‘l COSA Esenl l'pl]

|_q2_| _—lssenk COSA OI
. C 3

(5.8)
Uma dedugdo mais detalhada da Eq.(5.8) encontra-se no Anexo A.

5.3 CASO 1A - CONDICAO DE CONTORNO ABERTA
5.3.1 Solug¢do Desacoplada
= Sélido
A expressdo da solugdo desacoplada do sélido em termo de fregii€éncia é obtida da

Eq.(5.2) definida da seguinte forma:
Opeso =K/m, = Ny, =KL*/(m,c7) (5.9)

=  Fluido

A solugdo em freqiiéncia da expressdo (5.8) para a cavidade aberta (p; = 0) é:

A, = oL =1t(n +lj ,n=123,.. (5.10)
¢ 2

A deducio de (5.10) esta detalhada no Anexo A.

5.3.2 Solug¢ao Acoplada

A condigdo de contorno aberta resulta da suposi¢do da pressao p, ser a pressdo
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atmosférica, Figura 5.2,. Ja que a variavel p tratada neste trabalho representa a variagdes

dindmica de pressdo total p, este nivel estdtico representa um valor nulo de pressdo, ou

seja, p = 0. Substituindo-a na Eq.(5.7), tem-se:

c
A —senA |{ 3
‘[0 = o8 iS P 5.11
| =i iop SX, | 15
9G] | Z8ena  cosa |lioPSX,
c

Logo, a primeira linha deste sistema matricial resulta em,

p, =—op ctani-X_ (5.12)

que substituindo na Eq.(5.1), tem a equagdo do sistema acoplado massa-mola cavidade

fluida em funcdo de Xq:

(K—oo"ms —(J)-pocStank)Xs =0 (5.13)

Nota-se que a presente expressdo depende de diversas quantidades, entre elas a
rigidez K. massa do solido m, densidade do fluido p,, velocidade do som c, etc... Dada a
diversidade de fatores que alteram a Eq.(5.13) dificultando o entendimento dos verdadeiros
mecanismos fenomeneologicos do problema. faz-se necessirio o uso de termos
adimensionais para simplificar a expressdo ¢ facilitar o seu estudo. Para tanto, dividiu-se a

Eq.(5.13) por p,c? € multiplicou-se a mesma por L/S. Logo,

K I,L—m:m 1 L—o)-pchtank ) £X5=0 (5.14)
S S S |

ou seja,

(@-2A%-p—A-tand)- X, =0 (5.15)



onde.

K | razdo entre a rigidez da mola ea do
t=—— — P ] o (5.16a)
p.c’SL | volume fluido devido a compressibilidade
= m, _ | relagdo entre a massa da | (5.16b)
p.SL lestrutura ¢ do volume fluido
§ % Wl - l r‘elaqﬁo e.ntre o comprimcnto.de or'xda e a (5.16¢)
c l freqiiencia natural (freqiiéncia adimensional)

Para obter uma solug¢do ndo-trivial da Eq.(5.15) (X; # 0), deve-se obter as raizes da

equacio transcendental:
2 . ¥
Mlp+—tand |=a (5.17)
U A J

onde as raizes da Eq.(5.17) correspondem as freqii€éncias naturais do sistema acoplado,
caso 1A. Com o intuito de desenvolver os graficos dos campos de pressdo ¢ de vazdo
acustica ao longo da cavidade fluida. substituiu-se as freqiiéncias naturais do problema na

expressdo abaixo:

cos[kij isen(kiJ-
[p(x)] B L/ iS L J—copoctanl}'xs (5.18)
X

‘]q(x)_]'" ﬁsen(ki) cos(k~) I iop S
_C \ L I

»

Apds algumas manipulagoes algébricas, obtém-se as expressdes abaixo do campo de

pressdo e vazado acustica:

/
‘ p(x;( =—tank-cos(k%)+senl X%J
JOP LA, | \ (5.19)
q(x) (, x) X
———— =tanA-sen| A— |+cos} A—
lprSXs l\ L} \ L/

onde p(x)/(®wpoXs) € q(x)/(1wp,SXs) sdo as expressdes adimensionais dos modos proprios
de pressdo e vazio acustica.
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5.3.3 Resultados no dominio da freqiiéncia do caso 1A

Neste item sdo analisados dois exemplos no dominio da freqii€ncia. Primeiramente. o
Exemplo 1A-1 sera resolvido através do uso da formulagdo analitica acoplada e
desacoplada estudadas. E em seguida, usando por base as caracteristicas geométricas e
fisicas do modelo do exemplo anterior, busca-se compreender os mecanismos

fenomeologicos do caso 1A através de variagdes dos adimensionais a € p.

EXEMPLO 1A-1 - Caso tipo

—»> -

Cond. de Contorno Dados da Malha:
Aberta-p=0-

= Malha do Solido:

Cond. de Contorno nimero de nos: 15
Y/ de Parede Rigida
$ -~ -op/on=0 -

i

nimero de elementos: 16

B P e PP b

largura de banda: 6

s  Malha do Fluido:

’
P N P

Malha do

Dominio Fluido numero de nos: 105

num. de elementos: 160

largura de banda: 10
Malha do

Dominio Solido

Figura 5.3 - Esquema do exemplo 1 A-1, descri¢do das condigdes de contorno

da malha em elementos finitos e das caracteristicas da malha utilizada.

Dados do Problema:
= Dominio Sélido

E = 2,11- 10" N/m? p, = 7800kg/m?; v = 0,30; t = 0,10m; K = 80.000N/m?
*  Dominio Fluido

¢ = 1500 m/s? p, = 1000kg/m?*; L = 10.0m; H=1.00 m; S = 1.00xH = 1.00 m?

Calculando os valores adimensionais expressas em (5.16), tem-se:

80.000

7800-0,10-1,00
o= -
1000-15007 - (1,00 10,0)

~1000-10,00-1,00

=3,55...10" & p =0,0780 (5.20)
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Tabela 5.1 - Freqiiéncias naturais desacopladas.

Estrutura Fluido
Solugdo Desacoplada | o pistio o o2 o3 o4 Os
Numérica 10,128 | 235.65 | 708.30 |1185,15/1668.90|2162,25
Analitica 10,128 | 235.62 | 706.86 [1178.10|1649,34(2120.58
Erro (%) 0.00 0.013 | 0.20 0.60 1,19 1.97
P(Pa) o p (Pa) ..o

3

25

2t

15 g

| |

05f--

ot : \X (m)

o : ,

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

p(Pa), =" X L) D

: : /\ 15¢

05} S N\o....: &

g 05

0 e 0

DB Lsindinasopiiavingis 1k ‘
: x(m) 5 ~ x(m)

Yo 17 2 3 ¢ 5 & 7 8 3 w0 A0 1 2 3 4 5 8 7 8 9 10

Figura 5.4 - Modos acusticos desacoplados: (a) 1°, (b) 2°, (c¢) 3° e (d) 4° modos numéricos.

Na Tabela 5.1, os resultados de freqiiéncia do problema desacoplado estdo
expressos em termos de freqiiéncia circular ®,. A solugdo numérica apresentou um bom
acordo com a analitica ndo tendo sido observada discrepdncia nos resultados superiores a
2%. Os modos actsticos da cavidade fluida. na Figura 5.4. seguem um comportamento
cossenoidal em quartos de onda, conforme Anexo A. Comparando a freqiiéncia do pistdo
Opisao COM 0s resultados da cavidade acustica, observa-se que o solido ¢ mais flexivel em

relagdo a cavidade acustica.
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Tabela 5.2 - Freqiiéncias naturais acopladas.

Fluido-Estrutura

Solugdo Acoplada O W3 w3 Oy Ws M
Numérica 2,730 {438.00 | 881,10 {1333.35[1797.45|2275.80
Analitica 2.730 | 437.70 | 878.25 |1323.30{1773,30{2227.35
Erro (%) 0.00 | 0069 | 032 | 0.76 | 1,36 | 2.18

1.5

1.0

0,5

0,20

0,40

x (m)

0,60 0,80 1,00

Figura 5.6 - Modos acusticos acoplados - Solu¢iao Analitica -.
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Os modos acusticos € os resultados de freqiiéncia do problema acoplado
encontram-se na Figura 5.5 € na Tabela 5.2. Para a discretizaggo utilizada do exemplo 1A-
01. conforme Figura 5.3, a discrepancia entre o resultado numérico e a solugdo analitica foi
inferior a 2,5%. Observa-se também que. devido a rigidez do pistdo K ter sido muito baixa
em comparagdo com a da cavidade fluida. o resultado acoplado caracteriza-se pelo
primeiro modo incompressivel (massa adicional), e pela semelhanga os demais modos aos

de uma cavidade aberta - aberta (cavidade com um fundo muito flexivel).

Observa-se que razio entre a rigidez dos dois dominios € praticamente nula (a = 0).
As relagdes o e | atestam que a contribui¢do de rigidez e de inércia do pistdo ao sistema
acoplado € pequena. e por conseqiiente, a perturbagdo da estrutura quase ndo € percebida
pela cavidade. Desta forma. com uma freqiiéncia fundamental de ressonincia tdo baixa,
todas as particulas de fluido oscilam em unissono ao movimento do pistdo caracterizando
um exemplo de massa adicional com freqiiéncia igual a o, = [K/(psSt + PoSL)]”. Para os

demais modos de vibragio, o pistdo € "invisivel" a cavidade fluida como se ndo existisse.

EXEMPLO 1A-2 - Variagao de parametros da solug¢do acoplada do caso 1A
Para entender o comportamento do caso 1A, faz-se necessario efetuar uma

sistematica andlise do problema através dc varia¢des dos parametros adimensionais o e P

A partir dos dados do exemplo 1A-01, efetua-se a variagcdo da espessura t. da
constante de mola K, da densidade do fluido p, € do comprimento L da cavidade. Varre-se
o plano a-p, possibilitando desta forma o estudo dos casos extremos. Nas Tabelas 5.3 a 5.6

confronta-se os resultados em freqiiéncia da solug¢do numérica com a analitica (5.17), e as

Figuras 5.7 a 5.10 os apresentam de forma grafica.
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Tabela 5.3 - Resultados da variagdo da espessura t do solido.

t(m) a n Ajanal. [ A;anal. | A;anal. | A;anal. | A;anal. | Asanal.
0,05 | 0.000356 | 0,039| 00185 3,024] 6,051 9,084 12,125 15,174
0,10 | 0,000356 {0,078 | 0,0182] 2,918 5,855 8,822 11,822| 14,849
0,20 0,000356 | 0,156 | 0,0175| 2,738 5,668 8,500 11,504 14,552
0,50 0.000356 | 0,390 | 0,0160{ 2,391 5173 8.158| 11,220{ 14,137
1,00 0.000356 | 0,780 | 0,0141 2,116/ 4,965 8,013] 11,110( 14,227
t(m) a n A, num. | A; num. | A; num. | A, num. | A; pum. | A, num.
0,05 | 0,000356 | 0.039| 0.0185] 3,0270| 6,0731] 9,1576] 12,300 15,518
0,10 | 0,000356 | 0.078 ] 0.0182] 2,9203| 5,8744| 88891 11,983| 15,172
0,20 0,000356 | 0,156 | 0,0175| 2,7400| 5,5847| 8,5598| 11,653| 14.855
0,50 0,000356 | 0,390 | 0,0160 2,3923| 5,1855| 8,2104| 11,357 14,601
1,00 0,000356 | 0,780 | 0,0141| 2,1162| 4,9756| 8,0604| 11,241| 14,505

Dados: K = 80000N/m; ps = 7800kg/m”; ¢ = 1500m/s; p, = 1000kg/m”;L = H = 1,00m; t = varidvel

Tabela 5.4 - Resultados da variagdo da rigidez de mola K.

K (N/m) a p A;anal. |A;anal.|A; anal.| A, anal.| Asanal. | A¢anal.
8,00-10" | 0.000356 | 0,078 | 0,01816| 2,9179| 5,8548| 8,8221| 11,8215| 14,8494
9,00:10° | 0,004 |0,078| 0,06088| 2,9190] 5.8553| 8,8224| 11,8217| 14,8495
9,00-10° 0,04 0,078 | 0,19153| 2,9299| 5,8601| 8,8250| 11,8232| 14,8506
2,25-10° 1,00 0.078 | 0,84249| 3,2038| 5,9913| 8,8980| 11,8669 14,8780
9,00-10° [ 4,00 0,078 | 1,25720( 3,7911| 6,4071| 9,1545| 12,0223| 14,9746
K (N/m) a T Ay num. (A, num.|A; num. (A, num.| A5 nUmM. | A, num.
8,00-10" [ 0.000356 | 0.078 | 0,01816| 2,9203| 5,8744| 8.8891| 11,9835 15,1720|
9,00-10° | 0,0040 |0,078 | 0,06088| 2,9214| 58749 8,8894 11,9836| 15,1721
9,00-10° | 0,040 |0,078| 0,19153| 2,9324| 5,8797| 8,8921| 11,9852| 15,1731
2,25-10° 1,0 0.078 | 0,84251| 3,2064| 6,0113| 8,8988| 12,0294| 15,2012
9,00-10° 40 0,078 | 1,25732| 3,7948} 6,4285| 9,2233| 12,1861 15,2991

Dados: K = variavel; ps = 7800kg/m™; ¢ = 1500m/s; po = 1000kg/m™; L = H = 1,00m; t = 0,10m
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Tabela 5.5 - Resultados da variagdo densidade p, do fluido.

po (kg/m*)| «a n A;anal. |i;anal.|}; anal.[A,anal.| A;anal. | A¢anal.
10000,00 | 0,04 | 0.0078 | 0.19793| 3,1300| 6,2409| 9,3562| 12,4726 15,5895
1000,0 | 0.40 | 0.0780| 0.57619| 3,0368| 5,9086| 8,8518] 11,8393| 14,8606
500,0 0,80 | 0,156 | 0,75524| 2,9539} 5,6466| 8,5336| 11,5203| 14,5610|
120,0 3,33 | 0,650 | 1,13751| 2,6744| 5,0736| 8,0582| 11,1386| 14,2475
50,0 8,0 1,56 | 1,32433| 2,5107| 4,8783| 7,9416] 11,0560 14,1835
10,0 400 { 7,80 1,50366| 2,3327 4,7473| 7,8717] 11,0077| 14,1465
1,0 400,0| 78,0 | 1,56333| 2,2722| 4,7159| 7,8558| 10,9968) 14,1381
po (kg/m?®) | « T A, num. |A; num.|A; num.|{A, num.| A; num. | Agnum.
10000,0 | 0.04 | 0.0078 | 0,19793| 3.1329| 6,2646] 9.4361| 12,6628| 15,9626
1000,0 | 0,40 | 0,0780| 0,57602| 3,0393| 59283/ 8,9190| 12,0015 15,1834
500,0 0,80 | 0,156 | 0,75525| 2,9560| 5,6636| 8,56938| 11,6696| 14,8645
120,0 3,33 | 0,650 | 1,14085 2,6808| 50866 8,1092| 11,2738 14,5318
50,0 8.0 1,56 | 1,32446| 2 5114] 4,8894| 7,9904] 11,1883| 14.4640]
10,0 40,0 | 7,80 | 1,50395| 2,3329| 4,7577| 7,9193| 11,1383| 14,4248
1,0 400,0( 78,0 | 1,56369| 2,2722| 4,7261| 7,9031| 11,1270 14.4159|

Dados: K = 9,0-10'N/m*; ps = 7800kg/m”; ¢ = 1500m/s; p, = variavel; L = H= 1,00m; t = 0,1m

Tabela 5.6 - Resultados da variagdo do comprimento L da cavidade fluida.

L (m) a 1 A, anal. |A;anal.|2;anal.| A, anal.| A;anal. | A;anal.
0,50 |0,0020{ 1,560 | 0,02795| 1,8968| 4,8440| 7,9346( 11,0535/ 14,1823
1,00 | 0,0040| 0,780 | 0,04739| 2,1160| 4,9651| 8,0127| 11,1105| 14,2270|
10,0 | 0,040 | 0,0780 | 0,19153| 2,9299| 5,8601| 8,8250| 11,8232| 14,8505
50,0 | 0,20 | 0,0156 | 0,42991| 3,1557| 6,2184| 9,3018] 12,3910 15,4832
100,0 | 0,40 | 0,0078 | 0,59146| 3,2395| 6,2976| 9,3941] 12,5010| 15,6121
500,0 | 2,0 |[0,00156| 1,07660; 3,6397 6,5693| 9.6154| 12,7031| 15,8095
1000,0| 4.0 |[0,00078| 1,26452| 3,9338( 6,8103| 9,8055| 12,8588| 15,9421
L (m) a m A; pum. |A; num.|A; num. A4 nUM. | As num. | Ao num.
0,50 | 0,0020| 1,560 | 0,02795| 1,8964| 4,8490 7,9643| 11,1398] 14,3676
1,00 [ 0,0040| 0,780 | 0,04739] 2,1163| 4,9724] 8,0465( 11,2035 14,4242
10,0 | 0,040 | 0,0780 | 0,19153| 2,9324; 5,8797| 8,8921| 11,9852| 15,1731
50,0 0.20 | 0,0156 | 0,42991| 3,1562| 6,2223] 9,3149| 12,4221| 15,5439
100,0 | 4,0 | 0,0078 | 0,59146| 3,2396| 6,2986| 9,3975| 12,5089| 15,6276
500,0 | 20 |0,00156| 1,07660| 3,6398| 6.5704; 9,6190| 12,7115 15,8257
10000} 4,0 |0,00078 | 1,26453| 3,9340| 6,8115| 9,8092 12,8673 15,9585

Dados: K = 9-10°N/m;ps = 7800kg/m“;c = 1500m/s;po = 1000kg/m™H = 1m;t = 0,1m; L = var.
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Os resultados numéricos e a solugdo analitica (5.17) estdo em bom acordo. Quando
a rigidez da estrutura ¢ desprezivel se comparada ao do fluido (o < ), observa-se um
comportamento tipico fluido-estrutura com a presenga do modo de massa adicional e de

modos acusticos ligeiramente perturbados.

Analisando a Eq.(5.17), algumas observag¢des interessantes podem ser feitas. Para
o<l e p=<1, a primeira freqiiéncia desta equagdo pode ser aproximada por
¥ mr+D=a - o’ = K (psSt +p,SL) e os modos superiores sdo obtidos pela equagao
transcendental p + tan A/A = 0 que tende ao comportamento de uma cavidade aberto-aberta.
Para p > 1, nota-se a presenga de massa adicional, porém os modos acusticos passam a se

comportar como os de uma cavidade fechado-aberta.

Quando a rigidez do solido torna-se preponderante em relagéo a do fluido (o > 1),
a interagdo entre fluido e solido deixa de existir e os resultados de freqiiéncia passam a ser
os da estrutura seca e da cavidade fechado-aberta.

Os resultados encontram-se resumidos na Tabela 5.7.

Tabela 5.7 - Resumo das variagdes paramétricas do exemplo 1A-2.

a <<<1 a >>> 1

Solugdo Desacoplada
e massa adicional
p>>>1 e solido seco
e cavidade fechado-aberta
e cavidade fechado-aberta

e massa adicional
p=l ©° = K/(psSt+ po SL) e cavidade fechado-aberta

e cavidade aberta-aberta
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a (N)

5.3.4 Resposta transiente do caso 1A

A partir do exemplo padrdo dado no exemplo lA-1, aplica-se na face seca da
estrutura um carregamento senoidal e uma carga impulsiva. As respostas transientes sdo
avaliadas por intermédio de conceitos da dindmica das estruturas ¢ comparados com a
literatura.
EXEMPLO 1A-3 - Carga impulsiva:

Na presente simulagio, a carga impulsiva da Figura 5.11b ¢ aplicada sob o pistdo
do exemplo padrdo 1A-1 com um passo de integragdo de A = 0,05s. A Figura 5.11a mostra
o deslocamento do pistdo € compara resultados obtidos por Barbosa (1997), conforme

Figura S.11c.

0,015 I I
deslocamento U, (m)

0,012
0,009
0,006
0,003
0
-0,003
-0,006
-0,009 |
0,012
' t(s)
0,015 | | L | ' \ |
0 0.6 1.2 18 24 3 36 42 48 5.4 6
0,015
0,012
i & 71N
2. o \ i 71T\
P SR T 7 7
] R v A 7 /
600 (b) 3 .0003 \ / \
3 0,006 A \
o3 ' 7 N
200 0012 h £ (c
103 0,015 - L
5 T MY R . 5 : " 0 06 12 18 24 3 38 42 48 54
tempo (s) tempo (s)

Figura 5.11 - Resposta transiente do sé6lido(a), carga impulsiva aplicada (b), e
resultado da literatura (¢), Barbosa (1998).
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A Figura 5.12 apresenta a evolugdo das pressdes ao longo do comprimento da

cavidade fluida durante o intervalo de integra¢do no tempo.

—T p (p[Pa]/poc)
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(p[Pal/po ) X

Figura 5.12 - Resposta transiente da cavidade a uma carga impulsiva:

(a) vista em perspectiva e (b) superior.

Na Figura 5.11, a resposta transiente obtida apresenta um bom acordo com o
resultado obtido de Barbosa (1997). Apos o periodo transitorio durante a aplicagdo da
carga impulsiva, nota-se que o movimento de vibragdo livre do pistdo da-se proximo a
primeira freqii€ncia fundamental do sistema acoplado. Graficamente, tem-se T, = 2,31s,
logo w; =2,72rad/s e A;=0,01813 que comparado ao resultado do exemplo 1A-1
(A 1anatitico = 0,0182) observa-se uma discrepincia de 0.4%. Esta diferenga pode ser devida

as imprecisdes devido as estimativas de valores obtidas sobre um grafico.
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EXEMPLO 1A-4 - Carga senoidal

O sistema pistdo - cavidade é submetido a uma carga senoidal dc intensidade
F = 800sen(nt) com um passo de integragdo de A = 0,02s. Os gréficos da Figura 5.13a e
5.13b representam o deslocamento do pistdo no tempo comparadas a resultados da

literatura, Figura 5.13c.
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Figura 5.13 - Resposta transiente do solido(a) excitado por carga senoidal F = 800sen(nt),

detalhe da resposta (b) e resultado da literatura (c¢), Barbosa (1998).

Esta segunda simulagdo conduziu o sistema acoplado a um regime de batimento.
Sabendo que a primeira freqiiéncia fundamental do problema ¢ o, = 2.73 rad/s, ou seja,
A1 =10,0182, e a excitagdo possui freqii€ncia A = owL/c = n-10/1500 = 0,0209. observa-se
que os resultados estdo bastante proximos em ambos os casos. Sabendo que a média entre
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as freqiiéncias de excitagdo e natural corresponde a freqii€ncia do sistema dindmico em
batimento, tem-se A = (A; + Aexcitacao) = 0,0195. Mede-se graficamente na Figura 5.13a um
periodo de oscilagdo do pistdo Tgufico = 2,175, ou seja, Agufco = 0.0193. A discrepancia
entre os resultados de freqii€ncia ¢ de 1,3%.

A Figura 5.14 mostra os primeiros instantes da resposta das pressdes ao longo do

comprimento da cavidade fluida.
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Figura 5.14 - Batimento na resposta transiente da cavidade: (a) vista em perspectiva e (b) superior.
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5.4 CASO 1B-CAVIDADE FLUIDA UNIDIMENSIONAL FECHADA

5.4.1 Solug¢ao Desacoplada
= Solido

Idéntica a expressdo (5.9),

Ope = K/M, > Mg, = kL?/(m ) (5.21)

* Pistao

* Fluido
E obtida da expressio (5.8), fazendo q;=q; =0, ou seja, a cavidade com as

extremidades fechadas. Logo.

A =——=nn ,n=123, . (5.22)

5.4.2 Soluciao Acoplada
Para a condigdo de contorno fechada, as paredes da cavidade na posigdo 2 na Figura
5.2, impedem por completo a variagdo da vazio aculstica (qz = 0) que aplicado a expressdo

(5.2) vem,

’ .
COSA —senA
; P, } s { P } (5.23)
O “Psent  cosh |1OP.SX,
. C
Da segunda linha do sistema matricial (5.23), tira-se a seguinte identidade,
=p,C - X, (5.24
Pr = 0P ana )

Substituindo (5.24) na Eq.(5.1), a equagdo harmdnica do sistema acoplado massa-mola-

cavidade fluida em fungdo de X, torna-se,

X
: )I\ =0 (5.25)

‘ k—-o’m_+o0-p,cS
tanA

Dada a semelhanga entre as expressoes (5.13) e (5.25) exceto pela mudanga de sinal
e pela substituicdo de tan A por cotan A no terceiro termo da expressao acima. a

adimensionalizagdo segue os mesmos moldes do caso 1A. Logo, a expressdo adimensional

para o caso |1B é:
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: \ X,=0 (5.26)
an

(a—kz-;ul
N\

A solugio ndo-trivial da Eq.(5.26) €:

¥ u-g

A tan A

j =q (5.27)

Os graficos dos campos de pressdo e de vazdo acustica ao longo da cavidade fluida
sdo obtidos pela substituigdo da frequéncia de ressonancia de Eq.(5.27) no sistema

matricial abaixo:

cosl Kij ise (kij

_lp(x)l_: e B NS L)|op, cl/tank[ 5 %)

lq(x)j _—issen(?xi) cos[ki) .! iop,S ‘ .
¢ (. L

Desenvolvendo as expressdes (5.28), os campos de pressao e de vazdo acustica sdo

€XPpressos Como segue:

p(x)

= -COs
] op,cX, tani L

._q(i= L sen‘k ‘+co-_-f :'..—'
10p SX, tanA \ L/

-\ £ Y
A |+sen| XLJ
L) . L, (5.29)

onde p(x)/(@poXs) € q(x)/(imp.SX:) sdo as expressOes adimensionais dos campos de

pressdo e de vazao acustica

5.4.3 Resultados numéricos - Soluciio de problemas de vibracio livre

Seguindo os mesmos passos utilizados na analise do caso |A, considere-se o
exemplo 1B-1 aplicando-se o procedimento analitico do item anterior. E por meio de
variagdes parametricas dos adimensionais a e p usando o exemplo 1B-1 tomando como

base, estuda-se o comportamento fenomeneologico do caso 1B.
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EXEMPLO 1B-1 - Caso tipo
tl" - .

-a.Cond. de Contorno Dados da Malha:

N de Parede Rigida e

§» - &p/di =0 - ’a ado 0’1 o

§ ) ~_a Cond. de Contorno numero de nos: 15

§ de Pared? Rigida niamero de elementos: 16
\ v . p/i=0-

N largura de banda: 6

N

§ = Malha do Fluido:

D g Malha do e

3 > . . numero de nos: 105

§ Dominio Fluido

N num. de elementos: 160
)

largura de banda: 10

Malha do
¥ Dominio Solido

Do

Figura 5.15 - Esquema do exemplo 1B-1. descri¢do das condigdes de contorno

da malha em elementos finitos e das caracteristicas da malha utilizada.

Dados do Problema:
=  Dominio Solido
E=211-10"N/m*  p,=7800kg/m? v=0,30
t=0,10m K = 80.000N/m? S =0,1x1,00 m?
= Dominio Fluido

¢ = 1500 m/s? po = 1000kg/m? L=10.0m

Os valores adimensionais do presente exemplo, expressos em (5.30), é:

. 7800-0,10-1,00
L so’ooo 355 .10 & o 1800:0.10:10
1000-1500° - (1,00,10,0) 1000-10,00-1,00

~0,0780 (5.30)

As frequéncias desacopladas do exemplo 1B-01 estdo apresentadas na Tabela 5.8
em termos de , e os modos de vibragdo na Figura 5.16. Comparando os resultados
numeéricos com a solugdo analitica, observa-se que o resultado numeérico € uma boa
aproximagdo. O erro observado ndo foi superior a 2,5% para os seis primeiros modos de

vibra¢do. Os modos de pressdo para o exemplo possuem a forma cossenoidal em meia

onda (ver Anexo A).

88



Tabela 5.8 - Freqiiéncias naturais desacopladas

Estrutura Fluido
Solugdo Desacoplada | o pistzo R w2 03 o4 ®s
Numeérica 10,128 | 471,75 946,05 |1426.05|1914,15|12413.50
Analitica 10,128 |[471,24 942,48 |11413.72{1884.96{2356,19
Erro (%) 0,00 0,11 0,38 0.87 1,55 2.43
P(Pa),sx-a” _ P(Pa)ﬁv\:" ) o
= ~. Ty
1 DN < el 2 b £
05 \‘\\ 2t f
a \ X, Or : f/'//
o5} \ 2 : /,/
= | \\_\ 3 b) \ 5 //
(@) —— x (m) ( i i x (m)
! 51 0 1 2 3 4 5 € *_; 1; t1 0 1 3 z - ; 7 8 g 1
p (Pa), s~ : p(Pa) '@
1 \ ,’/\.\ : \‘\ 1/\\ /'/
/,r"‘ \ \ / \ /

L %13
(5]

. X (m)

1 0 1 2 3 B 5 6 7 g g 10

__x(m)
9 10
Figura 5.16 - Modos de pressao desacoplados: (a) 1°, (b) 2°, (c) 3° € (d) 4° modos numéricos.
Os resultados do exemplo 1B-1 para o caso acoplado encontra-se nas Figuras 5.17 e
5.18 e na Tabela 59. O erro numeérico medido entre o resultado numerico e a solugdo
analitica foi inferior a 3%, o que demostra 0 bom acordo das primeiras freqiiéncias a

discretizagdo utilizada.

Tabela 5.9 - Freqiiéncias naturais acopladas.

Fluido-Estrutura
Solugdo Acoplada ® 2 03 4 s ®e
Numérica 218,70 | 658,65 |1105,95|1563,75|2034,75{2520,90
Analitica 218,70 | 657,45 [1100,10{1547,70|1999.80]2455.80
Erro (%) 0.00 0.18 0,53 1.04 1,75 2,65
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Figura 5.17 - Modos acustico acoplados. (a) 1°, (b) 2°, (¢) 3° e (d) 4° modos numéricos.

e t A C—
P(x)@qp€Xnm

0,40

—Teo P #1
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——Teo P #3

0,80

Figura 5.18 - Modos acusticos acoplados - Selu¢do Analitica-.

Buscando entender o comportamento dindmico do caso 1B. pode-se simplificar o

sistema acoplado pistdo-cavidade fechada por um modelo massa-mola equivalente onde a

rigidez € a composi¢ao em paralelo da constante de mola K do solido e do termo de rigidez

do fluido p.,c?A%V =p,c3*(S/L), e a massa € a soma da massa do solido e da massa

adicional do fluido. Medindo-se graficamente na Figura 5.17a. a parcela linear, ou seja.

incompressivel do primeiro modo de vibragao estende-se por L, = 4,00m. Desta forma. a

90



massa adicional m,= p,SL = 1000,0-1,00-4,00, e assim a frequéncia fundamental do
modelo simplificado € ©.*= (K + poc?S/L)/(poSLa+p:St) =217 rad/s. Comparando a
freqiiéncia w., com seu correspondente numérico da Tabela 5.9, observa-se um erro de
apenas 0,78%. Contudo, esta simplificagdo € possivel apenas para a freqiiéncia
fundamental. pois tanto a massa quanto a rigidez equivalentes da cavidade fluida sdo

variaveis para os demais modos de vibragao.

Com esta pequena explanagdo sobre a obten¢do da frequéncia fundamental do
sistema acoplado pistao-cavidade fechada, pode-se ilustrar a importancia do entendimento
dos mecanismos de fluido-estrutura em casos simples com o intuito de desenvolver a

compreensio de modelos mais complexos.

Devido as caracteristicas numéricas do algoritmo QZ, os primeiros modos acusticos
para ambos os casos desacoplado e acoplado deste exemplo estdo associados a um modo
de pressdo constante, com freqii€éncia numérica tendendo a zero, semelhante a um modo de
corpo rigido. Este modo nao foi apresentado no trabalho por acrescentar pouca informagao
a analise do exemplo. Observa-se ainda um residuo imaginario nos resultados numeéricos
de freqiiéncia que foram desprezados por serem considerados um "ruido" numeérico
originado da nao convergéncia da solu¢do. Normalmente. problemas internos fluido-
estrutura como este, sem condigdes de contorno do tipo p = 0, apresentam dificuldades de

convergéncia dos resultados, conforme observado na se¢ao 4.2.

EXEMPLO 1B-2 - Varia¢io de parametros da solu¢ao acoplada do caso 1B

Tal como no 1A-2, a analise do caso 1B através da variacdo dos parametros o € |t €
feita para compreender os mecanismos da interagdo fluido-estrutura. Para tanto, procede-se
da mesma forma a variagdo da espessura t do solido. da constante de mola K. da densidade
p, do fluido, e do comprimento L da cavidade. As Tabelas 510 a 5.13 e Figuras 5.19 a

5.22 mostram os resultados em freqii€éncia comparados com a solugdo analitica (5.27).
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Tabela 5.10 - Resultados da variagdo da espessura t.

t(m) o n A, anal. | A, anal. | A; anal. | A, anal. | s anal. | A anal.

0,05 | 0,000356 | 0,039 [ 1,5121| 4,537 7,567 10603 13,648/ 16,701
0,10 | 0,000356 | 0,078 | 1.4578 4,383 7,334 10,318 13,332 16,372
0,20 | 0,000356 | 0,156 1,3617 4,139 7,023 9,995 13,024 16,087
0,50 | 0,000356 | 0,390 | 1,1496 3,742 6,651 9,984 12,765 15,868
1,00 | 0,000356 | 0,780 | 0,9389 3.493 6,479 9,558 12,667 15,789
t(m) o o |A num.{i; num. {A; num. | A, num. | A num. | i num.

0,05 | 0,000356 | 0,039 | 1.5125] 4.5464| 7.6093| 10,7202 13.8981| 17,1620
0,10 | 0,000356 | 0,078 | 1,4581| 4.3912] 7,3728] 10,4254/ 13,5651 16,8058
0,20 | 0.000356 | 0.156 | 1,3620| 4,1459| 7,0566| 10,0924 13,2402 16,4973
0,50 | 0,000356 | 0,390 | 1,1497| 3,7471| 6.6790 9,7110| 12,9668 16,2596
1,00 | 0,000356 | 0,780 | 0,9389 3,4966| 6,5032 9,6405| 12.8625| 16,1715

Dados' K = 80000N/m; ps = 7800kg/m”; ¢ = 1500m/s; p, = 1000kg/m™; L = H = 1,00m; t = variavel

Tabela 5.11 - Resultados da varia¢do da rigidez de mola K

K (N/m) a B A, anal. |2, anal.{A; anal.| A; anal. | s anal. | A¢ anal.
8,00-10° | 0,000356 | 0,078 | 1.45781| 4,3830{ 7,3344| 10,3179| 13,3322 16.3723
9,00-10° | 0.00040 | 0,078 | 1,45784| 4,3831| 7,3344| 10,3179| 13,3322| 16,3723
9,00-10° | 0.0040 |0,078| 1,46010( 4,3837| 7,3347| 10,3181| 13,3323| 16,3724
9,00:10° | 0,040 [0,078| 1,48239| 4,3906{ 7,3382| 10,3202| 13,3336| 16,3732
2,25-10° 1.0 0.078 | 1,92468| 4.5750{ 7,4349] 10,3762 13,3681| 16,3954
1,13-10° 5,0 0.078 | 2,61246| 52165 7.8747| 10.6490 13,5356 16.5014
2,25-10° 10,0 0.078 | 2,84659| 5,6397| 8,3534| 11,0402 13,7990 16.6679
1,13-10" 50.0 0.078 | 3,07917| 6,1531 9,2154| 12,2565 15,2609} 18.2037
K (N/m) o T} A; pUM. (A, num.|A; npum.| A; num. | A; num. | A num.
8,00-10° | 0,.000356 | 0,078 | 1.4581| 4,3912| 7,3728| 10,4254 13.5651| 16,8058
9,00-10° | 0,0004 |0,078 1.4581( 4,3912| 7,3728| 10,4254 13,5651| 16,8058
9,00-10° 0,004 0,078 1.4604| 4,3919| 7,3732| 10.4256| 13,5652 16.8059
9,00-10° 0,04 0,078 | 1.4827| 4,3988| 7,3767| 10,4276| 13,5665 16,8067
2,25-10° 1,0 0,078 | 1,9251| 4.5835| 7,4739| 10.4842| 13,6015 16.8295
9,00-10° 4.0 0,078 2,5196| 5,0943| 7,8041| 10.6848| 13,7248] 16,9081
9,00-10” 40,0 0,078 | 3,0664| 6,1407| 9,2277| 12,3239| 15,4112| 18,4567

Dados: K = variavel; ps = 7800kg/m”, ¢ = 1500m/s; po = 1000kg/m> L = H=1,00m; t=0,1m
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Tabela 5.12 - Resultados da variagdo da densidade p, do fluido.

po (kg/m?) | a H A, anal. | A, anal.|A; anal.| A, anal. | As; anal. | A, anal.
10000,0 | 0,040 |0,0078 | 1,58370] 4,6844| 7,7983| 10,9143 14,0310 17,1481
1000,0 0.40 | 0.0780 | 1.67790| 4,4597| 7,3737| 10,3407 13.3463| 16,3814
500,0 0.80 | 0,1560 | 1,75207| 4,2665| 7,0734| 10,0181| 13,0356 16.0939
120,0 3,33 | 0.6500 | 1,96616| 3,7223| 6,5442| 9,5930{ 12,6909] 15.8070
50,0 8,00 | 1,560 | 2,08912| 3,4559| 6,3972| 9.4962| 12,6188| 15.7495
10,0 400 | 7.80 | 221675 3,2202| 6.3065| 9.4392| 12,5769| 15,7163
1,0 400,0| 78,0 | 2,25929| 3.1500| 6.2855] 9,4262| 12.5674| 15,7088

po (k@/M3) |  « 1 Ay num. {A, num.|A; num.| 2; num. | As num. | A num.
10000,0 | 0,040 | 0.0078 | 1,5841| 4.6944| 7,8445| 11,0415 14,3023| 17,6459
1000,0 0,40 | 0,0780| 1,6783| 4.4681| 7,4124| 10.4484| 13,5794 16.8151
500,0 0.80 [ 0,1560| 1,7524| 4,2735| 7,1074{ 10,1159 13,2528 16.5050
120,0 3,3 | 0,650 1,9664| 3,7267| 6,5712] 9,6791| 12,8914 16,1962
50,0 8,0 1,56 2,0893| 3,4595| 6.4226] 9,5798| 12.8159| 16.1344
10,0 400 | 7,80 2,2168| 3,2233} 6,3309| 9.5214} 12,7720| 16.0988
1,0 400,0( 78,0 2,2593| 3,1530| 6,3097| 9,5081| 12,7621 16,0907

Dados: K = 9,0-10°N/m?; ps = 7800kg/m™; ¢ = 1500mV's; p, = variavel: L = H = 1,00m; t = 0,1m

Tabela 5.13 - Resultados da variagao do comprimento L da cavidade

L (m) a p A, anal. |A, anal.|A; anal.| X, anal. | A5 anal. | 3 anal.
0,50 | 0,002| 1.56 0,72513| 3,3317| 6,3833| 9,4922| 12,6171} 15,7486
1,00 [ 0.004| 0,78 0,94060| 3.4935| 6.4786| 9,5581| 12,6672| 15,7890
10,0 | 0,04 | 0.078 | 1.48239] 4.3906| 7,3382| 10,3202| 13.3336| 16.3732
50,0 0.2 | 0,0156 | 1,66469( 4.6821| 7,7590| 10,8459 13,9368 17,0301
100,0 | 0.4 | 0,0078 | 1,77875| 4,7593| 7,8438| 10,9468} 14,0562 17,1686
§00,0 | 2,0 | 0.00156 | 2,28727| 5,0805| 8,0846| 11,1561 14,2547| 17,3666
1000,0| 4.0 |0.,00078 | 2,56993) 5.3516| 8.2979| 11,3272| 14.3977| 17.4906
L (m) a m A num. [A; num.|i; num.| A, num. | As num. | A, num.
0,50 |0.002| 1,56 0,7250| 3,3324( 6,3974] 9,5455| 12,7477/ 16,0056
1,00 (0,004| 0,78 0.9406| 3,4956| 6,4959| 9.6167| 12,8060 16,0585
10,0 | 0,04 | 0.078 1.4827| 4,3988| 7,3767| 10.4276| 13,5665 16,8067
50,0 0,2 | 0,0156 1,.6648| 46837 7,7666( 10,8667 13.9810] 17,1109
100,0 | 0.4 | 0.0078 1,7788| 4.7597| 7,8457| 10,9521| 14.0675| 17,1892
500,0 | 2,0 |0,00156| 2,2873| 50810 8,0867| 11,1617| 14.2665| 17,3881
1000,0| 4,0 [0.00078| 25700/ 5,3521| 8.3001]| 11,3329 14,4097 17,5123

Dados: K = 9-10°N/m; p, = 7800kg/m”;c = 1500m/s;p, = 1000kg/m™H = 1m:t = 0,1m; L = var
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Figura 5.19 - Grafico da variagao de espessura t do solido versus primeiras freqiiéncias

adimensionais: - linha cheia - solugido analitica e - marcas - resultado numérico.
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Figura 5.20 - Grafico da variagdo da rigidez K do solido versus primeiras freqiiéncias
adimensionais: - linha cheia - solu¢ao analitica e - marcas - resultado numerico.
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Figura 5.21 - Grafico da variagdo da densidade p,, do fluido versus primeiras freqiéncias

adimensionais: - linha cheia - solugio analitica € - marcas - resultado numérico.
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Figura 5.22 - Grafico da variagio do comprimento L versus primeiras frequéncias

adimensionais: - linha cheia - solugio analitica e - marcas - resultado numerico.
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No caso 1B. as solugdes numerica e analitica apresentam um bom acordo e nota-se

interessantes resultados sobre os mecanismos da interag@o fluido-estrutura

Quando o € 1 ( K <€ Kyuido= pQCZS/L ), 0 caso 1B encontra-se numa regiao onde a

interacdo se faz presente. Para u > 1, o fluido acrescenta "rigidez" adicional a freqii€éncia
fundamental A% = (K + poc*SL)/(psSt) (¢/L)* do sistema acoplado Ja para p < 1, o solido

passa a ser "invisivel" ao fluido que comporta-se como uma cavidade aberto-fechado.

Os resultados encontram-se resumidos na Tabela 5.14.

Tabela 5.14 - Resumo das variagdes paramétricas do exemplo 1B-2.

a<l a>1
e "rigidez" adicional Solugdo Desacoplada
n>1 o = (K+poc*S/L)/(p:St) | * solido seco

o cavidade fechado-fechado |e cavidade fechado-fechado

Solugdo Desacoplada
<l ¢ cavidade aberto-fechada e solido seco

e cavidade fechado-fechado

5.4.4 Resultados transientes do caso 1B

A partir dos dados do exemplo padriao IB-1, estuda-se o comportamento transiente
do problema acoplado pistdo-cavidade fechada submetido a uma carga impulsiva de curta
duragdo e a um carregamento senoidal. Os resultados sdo analisados com base da dinamica

de estruturas

EXEMPLO 1B-3 - Resposta transiente a uma carga impulsiva de curta duragao

Utiliza-se neste exemplo transiente os mesmos dados das propriedades fisicas e
geometricas contidas no exemplo IB-1. Sob o pistdo. uma carga impulsiva quadrada de
curta duragao € aplicada. A integracdo no tempo ¢ efetuada com um passo de integragdo de
At = 1/(periodo da carga) = 0,0005s. Na Figura 5.23 apresenta-se o historico no tempo do
deslocamento do pistdo para um longo periodo de calculo e compara-se com os resultados

obtidos na literatura.
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Figura 5.23 - Resposta transiente em deslocamento (a) a uma carga impulsiva

de curta duragio (b). detalhe da resposta (c) e Barbosa (1998 )(d).

Neste exemplo, a onda de pressdo decorrente da brusca carga impulsiva percorre
toda a extensdo da cavidade, refletindo-se na parede rigida para assim efetuar o caminho
inverso. O periodo de propagagdo de uma onda de pressao numa cavidade aberto-fechada ¢
T =4L/c =0,027s, logo o =232 rad/s ou A= oL/c = n/2. Sendo a influéncia pequena da
estrutura no sistema acoplado conforme foi apreciado nos exemplos anteriores, observa-se
uma discrepancia entre os resultados da frequéncia fundamental «;, Tabela 5.8. ¢ © €

inferior a 7.2%.
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Medindo graficamente o periodo da resposta no tempo do deslocamento, Figura

5.23, obtém-se T = 0.029s, ou s€ja, @grar = 216 rad/s ou Agur = 1,43. Logo, a discrepancia

em relagdo a solugdo analitica, Tabela 5.8, foi inferior a 2%.
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Figura 5.24 - Resposta transiente em pressido adimensional p': vistas em perspectiva (a) e superior (b).

Nas Figuras 5.23 e 5.24, perturbagdes crescentes observadas na resposta do
deslocamento e da pressdo para longos periodos de simulagdo sdo oscilagdes espurias
presentes em problemas propagativos modelizados por elementos finitos ndo-estabilizados.
Uma alternativa para solucionar estas instabilidades numéricas € a utilizagdo de esquemas

estabilizantes sobre a técnica dos elementos finitos, Puppin-Macedo (1999).
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EXEMPLO 1B-4 - Resposta transiente a uma carga senoidal

O exemplo 1B-4 consiste na aplicagdo de uma carga senoidal de baixa frequéncia
F = 80.000 sen(2rt). Na Figura 5.25, compara-se a resposta transiente do pistdo com a
literatura. Na Figura S5 26, apresenta-se a evolugdo da pressio adimensional p' ao longo do

comprimento L da cavidade e a resposta senoidal na parede do fundo da cavidade fechada

0,0004 - (b)
0,0003

0,0002 +————
0,0001 + :

0 .’} K V'. “'
-0,0001
-0,0002 " :
-0,0003
-0,0004

0 02 04 0B 08 1 12 1,4 16 18 2

tempo (s)

deslocamento (m,

N

Figura 5.25 - Resposta transiente em deslocamento (a) a uma carga

senoidal (F = 80.000sen(2nt), e Barbosa (1998) (b).
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No exemplo 1B-04, a resposta transiente do sistema acoplado foi dominado pela
forca excitadora F. Devido a baixa freqiiéncia da excitagdo, o problema comportou-se
como uma problema estatico, ou seja, Upigao= F/(K + poc?S/L)=0,00035m em
conformidade com o resultado da Figura 525 Nota-se ainda uma oscilagdo parasita na

resposta do pistdo que deve-se a freqiiéncia fundamental do sistema acoplado.
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Figura 5.26 - Resposta transiente em pressao adimensional:

(a) vista em perspectiva e (b) na parede fechada
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5.5 CASO2-CAVIDADE ABERTA CURTA

O caso 2, descrito na Figura 5.27, representa o modelo fisico de um pistao acoplado
a uma cavidade bidimensional cujas dimensdes tém mesma ordem de grandeza. Sera
estudado o comportamento dindmico do problema com e sem o efeito da condi¢do de

superficie livre. Os resultados obtidos serdo comparados com solugdes analiticas dos

Anexos Be C. AY

TR t 3

: % 2 §
\ s
N b
N N
N \
N N

L ¥ \
% C,psf :\;\"‘
N \
\ \
\ H %
% % ms=psst

X N N7
ol X

tt 5
Figura 5.27 - Esquema geral do modelo do caso 2.
S.5.1 Solugio desacoplada
* Fluido

A solugdo acustica para uma cavidade retangular bidimensional aberta na

extremidade paralela ao fundo flexivel. Figura 5.27, ¢ dada por (ver Anexo C):

{n, =(2i-1)
. para . (5-31)
n, =]

n,

A2 = (nL)’ + 2y
! 4H* L

onde iej=0,1,2.3,. e A =0L/c. Ja a solugdo da mesma cavidade fluida com efeito de

superficie livre na extremidade aberta em 2 € dada por:
A =i-(ng/c’)tanh(i - tH/L) (5-32)

ondei=123,. egé¢aaceleragio da gravidade.
5.5.2 Solug¢ao acoplada

A solugdo bidimensional de uma cavidade acustica linear com condigdes de
contorno constantes em todos os lados (Anexo C) € obtida através da composi¢do dos

modos longitudinais e transversais. No caso acoplado. quando o comportamento do solido
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assemelha-se a de um pistdo rigido com deslocamento constante, os modos de vibragao
transversais nao influenciam. Logo, a solugdo do caso 2 acoplado € obtida pela composi¢ao
dos modos da cavidade 1D fechado-fechado na diregdo x, Eq.(A.18), com os do sistema

acoplado pistdo-cavidade aberta (5.17).

5.5.3 Resultados numéricos do caso 2 no dominio da freqiiéncia

Para entender a agdo da condigdo de superficie livre em problemas fluido-estrutura,
no caso 2 efetua-se dois exemplos numéricos. No primeiro, estuda-se uma cavidade
quadrada IxIm? com condigdo de contorno aberta (p=0) na face paralela ao fundo
flexivel. No segundo, aplica-se a condi¢do de superficie livre na face 2 da Figura 5.27. Os

resultados numeéricos sdo comparados com as solugdes analiticas apresentadas acima.

EXEMPLO 2-1 - Caso 2 com condigdo de contorno aberta (p = 0)

Cond. de Contorno

Aberta-p=0-
| N I N N
Cond. de Contorno Dados da Malha:
' |, deParede Rigida /[, | /I *  Malha do Sélido:

Aw» - Op/on=0 - -
p/c ; numero de nos: 51

y elemento T3: 64

largura de banda: 6

Malha do Dominio Fluido \ * Malha do Fluido:

/ numero de nos: 187

\ elemento T3: 320

) \ 4 largura de banda: 17
N

minio Solido

)
LN | N | NS N | N

Figura 5.28 - Malha em elementos finitos do exemplo 2-1

com a descri¢ao das condi¢des de contorno

Dados do Problema:
*  Dominio Solido

E= 211-10" N/m?, p; = 7800kg/m3;, v = 0,30; t = 0,10m; K = 80,000N/m?
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=  Dominio Fluido

c= 1500 m/s%, pr= 1000kg/m?*, L = 1,00m; H = 1,00m; S = 1,00xH = 1.00m*

Os adimensionais o e |1, expressdes por (5.16), do exemplo sdo,

~ 7800-0.10- 1,00
1000 1,00 - 1.00

s0.000 355..-10" & u

o = : =3, =0,780 5.33)
100015007 - (1,00/1,0) :

A Tabela 5.15 mostra as freqiiéncias desacopladas e acopladas calculadas por via
numérica e analitica. Na solu¢do desacoplada. os resultados numéricos sdo comparados
com a solugdo de (5.31). A solugdo analitica para o caso acoplado apresenta a solugdao no
sentido longitudinal apenas; os modos transversais possuem solugdes de freqiiéncia e
forma modal idénticas a solu¢do desacoplada. Com base na Tabela 5.15, o erro numérico
foi inferior a 6% denotando o bom acordo dos resultados.

Os primeiros modos de vibragdo descoplados e acoplados estio plotados nas
Figuras 5.29 ¢ 5.30.

Tabela 5.15 - Resultados em frequéncia do exemplo 2-1.

Modos Desacoplados Modos Acoplados
o (rad/s) o (rad/s)

Modo Num. Anal. € (%) Modo Num. Anal. € (%)
Placa - 10,128 | 10,128 | 0,00 1 6,704 6,704 0,00
1-10 | 23580 | 2356,5 | 0,06 < 2 3178.5 3174,0 0,14

. 2-11 | 52875 | 5268,0 | 0.37 i=' 3* 5079.0 5268.0 | -3,59
-E 3-20 | 71280 | 7068,0 | 0.85 é 4 7515,0 74475 0,91
= 4-21 | 8611,5 | 84960 1,36 E 5* 8020,5 84960 | -5,60
5-12 | 98580 | 9715,5 1,47 6* 9688,5 9715,5 | -0,28

* - modo transversal Eq.(5.31)

Pela observac¢do conjunta dos modos e frequéncias proprias deste sistema pode-se
concluir que a primeira freqiiéncia acoplada € devido ao efeito de massa adicional (ot <€ 1)
(modos 1,2,4), conforme observado no exemplo I[A-1. OQutra verificagdo € o ndo
acoplamento dos modos transversais, haja vista que a condi¢do de movimento da da

estrutura induz apenas ondas planas no sistema
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Figura 5.29 - Modos acusticos numeéricos desacoplados:

(a) modo 1-0, (b) modo 1-1, (c) modo 2-0, e (d) modo 2-1.
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Figura 5.30 - Modos acusticos acoplados:

(a) 1°, (b) 2°, (c) 3° e (d) 4° modos numericos.



EXEMPLO 2-2 - Caso 2 com condi¢do de superficie livre
Este exemplo possui os mesmos dados do exemplo 2-1, e aplica-se a condigdo de

superficie livre na face 2, conforme Figura 5.31.

Cond. de Contorno

de Sup. Livre
\V/IN/T Gy o Contorno ~ &CP/GR +5=0 - Dados da Malha:
’,-’\\ /’“‘-\J de Parede Rigida /|\ =  Malha do Solido:
\ |/ NG o W Op/ETEEE R v _\\] numero de nos: 51
N /N \ A\ :
;/ \l/ -.\/\ \ ; elementos T3: 64
\._ ‘\_‘ / \ \|/ elem.de superficie livre: 16
L_/" | ‘Malha do Dominio Fluido / \ comprimento de banda: 6
NN/ NN NN *  Malha do Fluido:
\/ N\ ,z"’/ A ;’{ \| / \\ ¥ \ , "‘-\ o "-\ x/ numero de nos: 187
AN / ™ }x'( H‘\_ ,'/ I\\ / \ / N / \ /I / elementos T3: 320
/ ‘I'\\_/" "\\ /I\ ',/ /"‘\ ,;‘/ / N \ comprimento de banda: 17
/| e S N
17 Malha do Dominio Solido

Figura 5.31 - Malha em elementos finitos do exemplo 2-2

com a descri¢do das condig¢des de contorno

A Tabela 5.16 resume os calculos numericos e analitico para os primeiros modos de
vibragdo. Como exemplo 2-1, a solugdo analitica para os modos acusticos acoplados
apresenta apenas a solugdo longitudinal, os modos transversais sdo idénticos a solugdo
desacoplada. O mesmo se processa para os modos de superticie livre onde os resultados do

caso acoplado sio idénticos ao desacoplado

Os primeiros modos de vibragao desacoplados e acoplados estio plotados nas
Figuras 5.32 a 5.35.

Analiticamente, a diferenca entre os modos de superficie livre e acusticos tem
origem em suas hipotese iniciais. O fluido em problemas de superficie livre €
incompressivel e descrito pela equagdo de Laplace V3¢ =0. Enquanto que no problema

acustico, o liquido apresenta compressibilidade e é governado pela expressao de Helmhotz.
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Logo. a natureza distinta dos problemas supracitados obriga a separa¢do dos resultados na

fase de apresentagao.

Tabela 5.16 - Resultados em fregiiéncia do exemplo 2-2.

Modos Desacoplados

o (rad/s) o (rad/s)
Modo Num. Anal. €(%) Modo Num. Anal. €(%)
Placa - 10,128 10,128 | 0,00 1-10| 23580 2356,5 0,06
. 1 5,628 5,541 1,57 2-11 ] 5286.0 5268.0 0,34
é 2 8,114 7,851 3,34 é 3-20| 71280 7068.0 0.85
E 3 10,317 9,615 7,30 E 4-21| 8611,5 8496,0 1,36
'g_ 4 12,494 11,102 | 12,54 5-12| 97845 9715,5 0,71
n 5 14,751 12,411 18.85 6-30| 120345 | 11781,0 | 2,15

Modos Acoplados com Superficie Livre

o (rad/s) o (rad/s)
Modo Num. Anal. £(%) Modo Num. Anal. £(%)
1 5,588 5,541 0,84 1 7,103 6,704 5,95
E 2 8,114 7,851 3,34 g 2 3178,5 3174,0 0,14
j.-_ 3 10,317 9,615 7,30 ?—; 3% 5079,0 5268.0 | -3,59
"’? 4 12,494 11,102 | 12,54 z 4 7515.0 7447,5 0.91
§ 5 14,751 12,411 18.85 é 5+ 8020,5 8496,0 | -5,60
6 17,141 13,598 | 26,06 6* 9688,5 9715,5 | -0,28

*

- modo transversal Eq.(5.31)

Observa-se que os resultados acoplados e descoplados apresentam um bom acordo

com a solugdo analitica para o grau de refinamento da malha utilizada

Para os modos de superficie livre, o acoplamento com o solido nao gerou alteragdes
significativas, e os modos acusticos sdo praticamente idénticos ao do exemplo 2-1.
Observa-se assim que a utilizagdo da condi¢do de superficie livre altera pouco os nos

resultados de freqiiéncia do caso acoplado para o problema de vibragio livre.
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Figura 5.32 - Modos desacoplados de superficie livre:

(a) 1°, (b) 2°, (c) 3° e (d) 4° modos numéricos.
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Figura 5.33 - Modos acusticos numéricos desacoplados com superficie livre:

(a) modo 1-0, (b) modo 1-1, (c) modo 2-0, e (d) modo 2-1.
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Figura 5.34 - Modos acoplados de superficie livre:

modos numericos.

(a) 1°,(b) 2°,(c) 3° e (d) 4°
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Figura 5.35 - Modos acusticos com superficie livre:

(a) 1°, (b) 2°, (c) 3° e (d) 4° modos numeéricos.
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5.6 CASO 3 - CAVIDADE LONGA COM SUPERFICIE LIVRE

O caso 3 apresenta a analise do modelo de um sistema acoplado solido-cavidade
semi-infinita semelhante a um problema barragem-reservatorio. Conforme Figura 5.36, o
dominio fluido consiste numa cavidade retangular longa com fundo rigido e superficie
livre € o solido € engastado no apoio. A condigzo infinita da cavidade é modelada. neste

caso, impondo pressdo nula (p = 0) no contorno

5.6.1 Esquema do Problema

ey |t

i,

»

I

3

Y A

L

t ! L

Figura 5.36 - Esquema geral do modelo fisico para caso 3.

5.6.2 Solugiao Desacoplada
Para o exame do problema desacoplado do caso 3, s@o utilizadas analiticas baseadas

nos estudos dos Anexos B e C.

e Solido
O solido € modelado como uma viga engastado-livre, as freqiiéncias de flexdo sdo

expressas por, Blevins (1979):

e
-

o, == El/m ,para i=123, . (5-34)

r"l
N

onde E é o modulo de Young. m=p.S a massa por unidade comprimento, 1 =1/12 o
momento de inércia da viga e &; sdo parametros adimensionais ( = 1.875, 4.694, 7.855 ¢

10.995). Enquanto as freqiiéncias devido ao movimento axial sdo calculadas por:
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o, == E]p, (5-35)

onde & = (2i-1)n/2 para1=12.3,...

¢ (Cavidade Fluida

A solucio de uma cavidade retangular fechado-aberta em ambas as diregdes x e y €:

¥

n\

o = (nc)’ :L\Z o ,paran_=(2i-1) e n,=(2j-1) (5-36)

ondeiej=0,1,2.3,..., e c avelocidade do som no fluido

Aplicando a condi¢do de superficie livre no contorno paralelo ao fundo rigido da
cavidade, a solugdo em freqiiéncia de uma cavidade retangular fechado/aberto

fechado/superficie livre € dada por:

3
]

: n (. n :
Di, == - —‘t hl ;‘H X = 2 ‘—1 5‘37
o = (ng)- = tanh/ 7 2LJ ,paran, =(2i-1) (5-37)

2L \

ondei= 123, egeéaaceleragdo da gravidade

5.6.3 Resultados Numéricos do caso 3

As simulagées numéricas do caso 3 consistem num total de trés exemplos.
Primeiramente, no exemplo 3-1 apresenta-se as caracteristicas fisicas e geomeétricas do
modelo, e analisa-se seu comportamento dinamico desacoplado comparando com as
solugdes analiticas tratadas acima. O exemplo 3-2 € o estudo da solugdo acoplada. Sio
apresentados os resultados do problema de vibragdes livres e de uma analise transiente. Por
fim, no exemplo 3-3 transforma-se o solido numa estrutura rigida apoiada em roletes
comportando-se como um pistdo. Analisa-se os modos de vibragdo acoplados obtidos

comparando com o caso 3-2 e a resposta transiente para um carregamento senoidal.
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EXEMPLO 3-1 - Soluciao Desacoplada

X
? Cond. de Contorno

de Saperﬁcie Livre ou Aberta :

! Cond. de Contorno

Malha do <« }3 Malha do Dominio Fluido - Aberta-p=0 -
Dominio Sélido I
_ e L
Cond. de Contorno Cond. de Contorno (a)
Engastamento de Parede Rigida

né 31

A

Figura 5.37 - Esquema do exemplo 3-1(a), e malha em elementos finitos (b).

Dados do Problema:

= Malha do Fluido: Malha do Solido:
num. de nos: 408 num. de nos: 50
elementos T3: 700 elementos T3: 72
elem. de sup. livre: 50 comprimento de banda: 10

comprimento de banda: 17
®=  Dominio Solido
E=211-10" N/m3 ps = 7800kg/m3; v = 0,30,
t= 0.20m
* Dominio Fluido
¢ = 1500 m/s? pr= 1000kg/m3; g =9.81m/s,
L =10,00m, H=1,00m; S =1,00xH = 1,00m?

Para melhor compreender o comportamento dinamico do sistema acoplado, o
exemplo 3-1 avalia a solugdo desacoplada no dominio da freqgiiéncia. A Tabela 5.17

resume os resultados de freqiiéncia desacoplada dos dominios sélido e fluido.

A solugdo analitica do solido € obtida das Eqs.(5.34) e (5.35) para os modos de

flexdo e axial, respectivamente. O resultado numérico ndo apresentou boa concordancia
114



para os modos flexionais. O erro numerico alto deve-se em parte ao elemento triangular

linear que ndo representa bem a flexdo, como por exemplo mostra os estudos de

Zienkiewiz e Cheung (1967).

Ainda na Tabela 5.17, compara-se a influéncia do efeito de superficie livre nos

modos acusticos. Os resultados numeéricos sdo validados pela solugdo analitica (5.36).

Nota-se que a condigdo de superficie livre ndo gera nenhuma perturbagio significativa nos

resultados de freqiiéncia da cavidade acustica

Tabela 5.17 - Resultados em frequié€ncia do exemplo 3-1.

Modos Desacoplados

s - rad/s 04 - rad/s

Modo Num. Anal. | g(%) Modo Num. Anal. g(%)
1 928,22 | 733,12 | 26,61 1-10| 2372,05 | 2367,95 | 0,17
] 5146,96 | 4594,70 | 12,02 2-20| 246603 | 245994 | 0,25
g 3* 6841,23 | 6808,20 | 048 E 3-30| 264429 | 2634,30 | 0,38
g 4 12710,67 | 12866.58 | -1,21 ?—; 4-40 | 289182 | 2876,10 | 0,55
" 5* 120702,08 | 2042461 | 1,36 - 5-50| 319331 | 316993 | 0,74
6 [22051,76| 25209,33 |-12,52 6-60 | 353589 | 3502,73 | 0,95

o - rad/s ®a -1, - rad/s
Modo Num. Anal. £(%) Modo Num. Anal. €(%)
1 0,4900 0,4900 0,00 = 1-10| 2372,06 | 2367,95 0,17
E 2 1.4258 1,4249 | 0,06 § E 2-20 | 2466,04 | 245994 | 025
': 3 2,2519 | 22478 | 0,18 Z 2 13-30] 264429 | 263430 | 0,38
;.g 4 i 2,9494 | 29382 | 0,38 E % 4-40 | 2891,83 | 2876,10 | 0,55
% 5 T 3,5334 | 3,5099 | 0,67 % r%. 5-50| 3193,32 | 316993 | 0,74
6 4,0307 | 3,9891 1.04 |[< = [6-60 353589 3502,73 | 0,95

* - modo longitudinais Eq.(5.35)

Na Figura 5.38 plota-se os quatro primeiros modos de vibragao do solido. Ja as

Figuras 5.39 a 5.41 mostram os primeiros modos de superficie livre, acusticos e acusticos

com influéncia da condi¢ao de superficie livre, respectivamente, para a cavidade .
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Figura 5.38 - Modos de deslocamento desacoplados:

(a) 1°, (b) 2°, (¢) 3° e (d) 4° modos numéricos.

Figura 5.39 - Primeiros modos de superficie livre desacoplados:

(a) 1°, (b) 2°,(c) 3° modos numericos.
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Figura 5.40 - Primeiros modos acusticos desacoplados:

(a) 1°. (b) 2°,(c) 3° modos numeéricos.

Figura 5.41 - Primeiros modos acusticos desacoplados com a influéncia

da superficie livre: (a) 1°, (b) 2°,(¢) 3° modos numéricos.
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EXEMPLO 3-2 - Solu¢io acoplada

Para entender o comportamento acoplado do caso 3. o exemplo 3-2 utiliza 0 modelo
apresentado no exemplo anterior. Conforme o esquema da Figura 537, a condigdo de
superficie livre € imposta na borda da cavidade fluida.

Neste estudo é feito duas simulagbes. A primeira. € a solugdo do problema de
vibragdes livres. A segunda, € a aplicagdo sobre a face seca do solido de um carregamento

senoidal onde se analisa o comportamento transiente do caso 3.

Os resultados de freqiiéncia apresentam-se na Tabela 5.18 e a Figura 5.42 mostra as

primeiras formas modais do problema acoplado.

Tabela 5.18 - Resultados em frequéncia do exemplo 3-2.

Modos Acoplados

o¢ - rad/s

Modo 1 2 3 4 5 6
Numeérico | 898.62 |2370.57 | 2463,79 | 2640,55 | 2885,91 | 3184 .41

Solido - Fluido

0.08
0.06
004
0.0z

(b)

0.05

005

(c)

Figura 5.42 - Primeiras modos acusticos acoplados do exemplo 3-2 com a

influéncia da condigao de superficie livre: (a) 1°,.(b) 2°,(c) 3° e (d) 4° modos numéricos.
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Comparando com o resultado do exemplo 3-1, nota-se que os primeiros modos
acusticos acoplados sofrem pouca alteragdo, com exce¢do do primeiro - modo de massa

adicional -

Para um entendimento maior dos resultados, transforma-se o solido num sistema
massa-mola equivalente de um grau de liberdade do tipo [Key- ©cq (Mg + Mygiciona)] = 0,
sabendo que o efeito da compressibilidade nao € importante para baixas freqiiéncias. Como
o primeiro modo de vibragdo desacoplado do solido wg = 928,22 rad/s e a massa total do
solido é mg= p,St (t+H) = 7800-1,00-0,20-1,20 = 1872 kg, a constante de mola
K = @%,1'mg = 928,22%1872 = 1,6129-10° N/m. E, aproximando-se a regido pertubada
do campo de pressao do primeiro modo acoplado por um triangulo de area A = H-Lg.1/2 =
= 1,00-1,00/2 = 0,5m?, conforme Figura 5.27a. Logo, a freqiiéncia fundamental é expressa

por ®eq = [Key/(psSt-(H+t) + p«1,00-A)]* = 825rad/s.

Uma outra verificagao diz respeito ao segundo modo de vibragdo. Segundo Pedroso
et al (2000), a solugdo da frequéncia fundamental da cavidade semi-infinita desacoplada €
denotada por ©, =2n-c/4H = 2356 rad/s. Confrontado ®; com a segunda freqiiéncia do
exemplo C2H-02 da Tabela 5.14, nota-se dois fatos importantes. Primeiro, o resultado
numerico mostra uma razoavel aproximagdo para as primeiras freqiiéncias mesmo sem o
uso da condigdo de radiagdo. Segundo, o acoplamento entre o solido e o fluido nédo causou
grandes alteragdes na resposta da cavidade fluida, haja vista que o solido € bastante rigido

(at = Keg /(Poc*S/L) = 1,6129-10%/(1000-1500%1,00/10,00) = 7.17).

Na segunda simulagdo aplica-se um carregamento senoidal do tipo F sen(0,8-w¢ ;t)
onde F = 900N e a ¢, = 898.62 rad/s € a freqiiéncia fundamental do exemplo C2H-02. Os
graficos da Figura 543 mostram a resposta do fluido em pressio adimensional p'
(p [Pa]/poc?) medidos ao longo do comprimento sobre a reta A-A', conforme Figura 537, e

o historico transiente do deslocamento uy do no 31 esta plotado na Figura 5.44.
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Figura 5.43 - Resposta transiente em pressdo adimensional p' ao carregamento senoidal

F sen(0,8:oc it): vistas em perspectiva (a) e superior (b).
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Figura 5.44 - Resposta do deslocamento u, no no 31.

Da Figura 544, extrai-se graficamente o periodo de oscilagdo da resposta
Terar = 0,0098s, 1080 ©gar = 635 rad/s. Ao comparar ©g.r com a freqiiéncia fundamental
do sistema acoplado o¢,) = 898,68rad/s, € calculado um erro de 29%. Esta discrepancia ¢é

devido em parte pelo elemento triangular linear T3 que ndo representa bem a flexdo, efeito

ja observado no problema desacoplado.

EXEMPLO 3-3 - Modelo acoplado equivalente

Considere 0 modelo do exemplo 3-1 com as mesmas caracteristicas fisicas e

geométricas. No entanto, o solido passa a ser visto como uma estrutura rigida e apoiado

sobre roletes de forma a apresentar o movimento de pistdo (Figura 5.45). A constante de

mola K¢y = 0%, 1'mg = 1,6129-10° N/m. Como no exemplo anterior, sio feitas a analise dos

problemas de vibragdes livre e no tempo.
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L’ l‘

T
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Figura 5.45 - Esquema do modelo acoplado equivalente.

A Tabela 5.19 apresenta as frequéncias acopladas e na Figura 546 estao

representados os primeiros modos de vibragao.
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Tabela 5.19 - Resultados em freqii€ncia do exemplo 3-3.

Modos Acoplados

OC - cq. - Fad/s

Modo | 2 3 4 5 6
Numeérico | 813.86 | 2393.61 | 2499.28 | 2679.02 | 292433 | 322251

Solido - Fluido

Figura 5.46 - Primeiras modos acusticos acoplados do exemplo 2H com

influéncia da superficie livre: (a) 1°, (b) 2° e (¢) 3° modos numéricos.

Comparando as freqiiéncia numéricas e formas modais, na Tabela 5.19 e Figura
5.46, respectivamente, com as do exemplo 3-2, nota-se uma boa concordancia entre os
resultados, e as diferengas sdo devidas a adog¢ao de uma rigidez equivalente e o tipo de
deslocamento na interface estrutura-reservatorio-fundo. Estes aspectos diferenciam os dois

Casos.
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As Figuras 5 47 e 5.48 mostram respectivamente, as respostas no tempo em pressao

adimensional p' sobre a reta A-A' e o deslocamento uy do no 31 (Figura 5.37).
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\\," || - 6,00E-07
ul L+ }

\)
\\u\“u
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& -0,00000108—0,0000009 O -0,0000009--0,00000072 ©-0,000000720,00000054 T -0,00000054~0,00000036

W -0,00000036—0,00000018 0 0,00000018-0 00-0,00000018 00,00000018-0,00000036 | (P[Pa}/poC?)

00,00000036-0,00000054 8 0,00000054-0,00000072 E10,00000072-0,0000009 #0,0000009-0,00000108
_00,00000108-0,00000126 0 0,00000126-0,00000144 [00,00000144-0,00000162 oo,00000162-0,0000018 | (b)

Figura 5.47 - Resposta transiente em pressao adimensional p' ao carregamento senoidal

F sen(0,8-mc it): vistas em perspectiva (a) e superior (b)
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Figura 5.48 - Resposta do deslocamento u, no no 31 do exemplo 3-3.

Ao contrario do exemplo 3-2, a resposta no tempo mostra-se bem comportada. A
partir da Figura 5.48, o periodo de oscilagdo Tg.r= 0,0083s, ou seja, ®grr= 757rad/s. Este
resultado aproxima-se bastante da freqiiéncia do carregamento 0.8-@¢ ;= 718.9 rad/s. Além

disto, a resposta na ressondncia mostra-se coerente com um problema excitado proximo da

trequéncia fundamental.

Como o solido apresenta um comportamento de pistdo rigido, ndo necessitando
fletir, o elemento finito T3 consegue capturar bem o movimento. Isto vem reafirmar a

explicagdo dos problemas transientes do exemplo 3-2.
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CAPITULO 6

CONCLUSAO E SUGESTOES

6.1 INTRODUCAO

Ao longo desta dissertagdo de mestrado, foi apresentado um estudo sobre o
acoplamento fluido-estrutura. Este estudo baseou-se numa formulagdo variacional com
uma descri¢gao Lagrangeana para o solido e Euleriana para o fluido e foi discretizada pelo
método dos elementos finitos. Objetivou-se primordialmente construir um aparato
conceitual e desenvolvimentos computacionais capazes de possibilitar se chegar a
aplicagdes mais complexas futuramente.

Para tanto, procedeu-se uma revisdo bibliografica das principais formulagdes
teoricas aplicadas a interagao fluido-estrutura analisando suas vantagens e desvantagens.
Dentre as vias possiveis, optou-se pela formulagdo mista do tipo acoplamento - de - massa

(U, p.¢, n) sendo que o fluido foi representado por variaveis de pressdo, potencial de

deslocamento e elevagdo da superficie livre, e o solido foi descrito pelo deslocamento dos
nos, conforme os trabalhos de Gibert (1988), Abboud (1990), Morand e Ohayon (1995).
Esta escolha baseou-se nas caracteristicas numericas do problema, ou seja, pela simetria do
sistema matrictal e pelo desenvolvimento sistematico e geral baseado em principios
variacionais para sistemas dindmicos com comportamento dissipativo. Porem, devido ao
objetivo de sedimentar os conhecimentos conceituais e matematicos da tematica, neste
trabalho estudou-se problemas conservativos.

Foi apresentado um capitulo enfocando os conceitos matematicos com o objetivo
de fundamentar o calculo variacional e a apresentagdo do formalismo de Morse e Feshbach
para a formulagio de funcionais com amortecimento. Em anexo, foram tratados os
rudimentos da equagdo da onda aplicada a problemas acusticos, e da equagao de Laplace
para a solugdo de problemas de superficie livre que serviram para a validagdo dos
resultados numéricos.

Definida a formulag@o teorica do problema a ser analisado. iniciou-se um exame

das técnicas numeéricas para a solugdo do problema de interagio fluido-estrutura. Gragas as
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propriedades de simetria das matrizes, algumas simplificagdes da formulagdo geral e a
simplicidade dos problemas abordados, foi possivel a solugdo em vibragao livre do sistema
acoplado pelo classico algoritmo QZ. Devido a opgao do trabalho de analisar os primeiros
momentos da resposta transiente, foi escolhido o método de integragdo passo a passo,
seguindo o esquema de Newmark. Estas op¢des buscaram evitar problemas de
convergéncia da solugdo numérica. No entanto, afim de contornar as dificuldades de
convergéncia dos resultados originadas da grande esparcidade e mal-condicionamento das

matrizes optou-se pelo balanceamento do sistema matricial.

A analise dos resuitados obtidos, permitiu estabelecer algumas consideragoes e
sugestdes para trabalhos futuros. Com a finalidade de facilitar a lettura deste capitulo,
preferiu-se classificar as conclusdes apresentadas em gerais e especificas e logo apos serdo

detalhadas sugestdes de continuidade.

6.2 CONCLUSOES GERAIS

Enumera-se as seguintes conclusdes referentes aos objetivos do trabalho:

e O desafio de construir os rudimentos conceituais e um conjunto de algoritmos
numeéricos capazes de dar sustentacdo a estudos mais profundos em trabalhos
posteriores foi alcangado nesta dissertacio. Todo o conjunto de assuntos tratados
contribuiu com os primeiros passos nesta area. analisando suas principais

caracteristicas matematicas e computacionais

e Os algoritmos utilizados para a solugdo de problemas de vibragdes livres e transientes
mostraram-se uma boa escolha mesmo com sua limitagdo para problemas simples e de

pequeno porte

e Os resultados numéricos obtidos pelos codigos computacionais desenvolvidos

apresentaram um bom acordo com a solugao analitica e resultados da literatura.



6.3 CONCLUSOES ESPECIFICAS

As conclusdes especificas referem-se aos meios através dos quais atingiram-se os
objetivos desse trabalho, ou seja, sdo frutos da analise dos resultados numéricos obtidos. O

estudo da solugdao computacional resultou nos seguintes itens:

e O caso 1A apresentou um bom acordo dos resultados numeéricos tanto na solugdo no
dominio do tempo quanto na integragdo no tempo. Observou-se o comportamento
fluido-estrutura tipico do modelo, com a presen¢a do primeiro modo de massa
adicional e dos demais modos aclsticos, quando a rigidez do fluido supera a do solido
Ja para a>>>1, a estrutura € muito rigida e o sistema acoplado tende a um
comportamento desacoplado para o solido e o fluido.

e No caso 1B observou-se para a primeira freqiéncia acoplada, o fenomeno de uma
espécie de modo de "rigidez" adicional (semelhante a massa adicional). pois esta soma-
se rigidez a estrutura. Este comportamento € notado para o sistema acoplado cujo
solido € muito flexivel em comparagdo ao fluido, ou seja, a <<< 1. A constante de
mola K tende a um valor muito grande, e o sistema apresentou um comportamento
desacoplado.

e A solugdo transiente para o caso !B representou bem o comportamento. Porém, para
um, observou-se o aparecimento e a participacdo de oscilagdes espurias ao longo do
tempo, caracteristica comum aos problemas de dinamica dos fluidos computacional
modelizados por elementos finitos nio-estabilizados.

e Os resultados do caso 2 apresentaram um bom acordo com as solugdes analiticas.
Como o solido comporta-se como pistdo para os primeiros modos. ndo houve
acoplamento com os modos transversais da cavidade fluida. Notou-se que os modos
acoplados sofreram pequena influéncia da condigao de superficie livre. Somente no
modo massa adictonal foi observado a a¢3o da condigdo de contorno.

e A solugdo desacoplada do caso 3 mostrou um bom acordo com as solugdes analiticas
apresentadas. a ndo ser pelos resultados em frequéncia do solido. A nao concordancia
deveu-se principalmente ao elemento triangular ndo representar bem a flexdo para
problemas semelhantes. Em sequiéncia, observou-se resultados ruins na simulag¢do do
modelo completo 3.2 devido a0 mesmo problema. Confirmou-se esta dedugdo através

da simulagdo 3.3, onde o solido foi modelizado de forma a se comportar como um
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pistdo. Neste experimento computacional, a resposta transiente mostrou-se bem

comportado representando, assim, a tendéncia esperada.

6.4 RECOMENDACOES

Este trabalho consiste em um dos primeiros estudos de interagio fluido-estrutura do

Programa de Pos-graduagdo em Estruturas e Constru¢ao Civil da Universidade de Brasilia.

Tem por objetivo primordial fundamentar os conceitos nesta area de conhecimento

permitindo, entdo, a evolugdo das pesquisas. Logo, recomenda-se como etapas posteriores

0s seguintes itens:

Implementar elementos solidos, tais como os elementos de estado plano de deformagédo
quadratico ou de viga para permitir a simulagdo de elementos estruturais onde o efeito
de flexdo ¢ predominante.

Implementar elementos finitos estabilizados no dominio fluido e estudar vantagens de
sua aplicagdo em problemas fluido-estrutura. Busca-se, desta forma, eliminar os
problemas de oscilagdes espurias observados neste trabalho

Estudar a influéncia de efeitos dissipativos em problemas de interac¢ao fluido-estrutura
Uma primeira linha de ataque consistiria na implementagao da condi¢do de radiagio de
Sommerfeld, com o fim de entender o comportamento de problemas fluido-estrutura
externos. Em seguida. acrescentar a formulagdo termos correspondentes ao
amortecimento interno nos modelos matematicos estrutural e acustico.

Modificar a estratégia de armazenamento das matrizes para permitir a simulagdo de
problemas de maior porte. Em conjunto com esta modificagdo importa implementar
novos algoritmos para a obtengdo de alguns valores proprios e para a inversao sistemas
lineares. Recomenda-se para a solugido de problemas de vibragao livre. os métodos de
busca por determinante e iteragdo no subespago, e para a solugdo de sistemas lineares o
metodo de gradientes conjugados.

Desenvolver rotinas de pré-processamento que permitam a geragdo automatica de
malhas, visto que uma consideravel parte do tempo de pesquisa foi aplicada na
preparagdo dos arquivos de entrada

Por ultimo, estender o estudo para problemas tridimensionais. Esta etapa pressupde as

implementagdes anteriores.

128



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Abboud. N.N. — A mixed finite element formulation for the transient and harmonic exterior
fluid-structure interaction problem, Thesis of Ph.D., Stanford University, pp.333, August,
(1990).

Abramson, H N. — Hydroelasticity some problems and some solutions, Van Nortrand
Reinhold, New York, (1981).

Avila, S M. - Analise dindmica de estruturas elasticas e elastoplasticas com amortecimento
ndo-proporcional. Dissertagao de Mestrado em Estruturas - UnB-FT/EnC, E.DM 004A/97,
agosto (1997).

Barbosa, A N. - Uma formulagdo potencial simétrica para o calculo estatico e dindmico de
problemas de interagdo fluido-estrutura. Dissertagdo de Mestrado em Estruturas - UnB-
FT/EnC, E. DM 008A/98. julho (1998).

Barbosa. A N. e Pedroso. L.J. — Uma formulagao potencial simétrica para o calculo de
intera¢d fluido-estrutura, XVIII Congresso Ibero Latino-Americano de Meétodos
Numéricos em Engenharia, Brasilia (1997).

Barbosa, AN. e Pedroso, LJ. — A study for fluid-structure interaction based on the
displacement and fluid velocity potential respectively in solid and fluid domain,
Computational Mechanics - New trends and Applications, Proceedings of the 4th World
Congress on Computational Mechanics, Buenos Aires, Argentina (1998).

Bathe, K -J. — Finite Element Procedures - Prentice Hall, New York, (1996).

Bathe, K.J. e Hahn, W. — On transient analysis of fluid-structure system, Computers &
Structures, 10, 383-391 (1978).

Bathe, K.J. e Wilson, E.L. — Large eigenvalue problems in dynamic analysis, Journal of
Engineering Mechanics Division - ASCE, 6, 1471-1485, dezembro (1972).

Bathe, K.J., Nitikitipaiboon, C. e Wang, X. — A mixed displacement-based finite element
formulation for acoustic fluid-structure interaction, Computers & Structures, 56(2), 225-
237 (1995).

Belytschko, T. — Fluid-structure interaction, Computers & Structures, 12, 459-469 (1980).

Belytschko, T. e Kennedy, J M. — A fluid-structure finite element method for the analysis
of reactor safety problems, Nuclear Engineering and Design. 38, 71-81 (1976).

Belytschko, T. e Mullen, R. — Two-dimensional fluid-structure impact computations with
regularisation, Computational Methods Applied in Mechanics Engineering, 27, 139-154
(1981).

129



Belytschko, T. ¢ Schumann, U - Fluid-structure interactions in light water reactor
systems, Nuclear Engineering and Design, 60, 173-195 (1980)

Bermudez, A, Duran. R, Muschietti, M. A, Rodriguez. R. ¢ Solomin, J. — Finite element
vibration analysis of fluid-solid systems without spurious modes, SIAM Journal of
Numerical Analysis, 32(4), 1280-1295 (1995).

Bermudez, A e Rodriguez, R. - Finite element computation of the vibration modes of a
fluid-solid system, Computational Methods Applied on Mechanics Engineering, 119, 355-
370 (1994).

Bermudez. A., Duran. R. e Rodriguez, R. — Finite element solution of incompressible
fluid-structure vibration problems, International Journal for Numerical Methods in
Engineering, 40, 1435-1448 (1997).

Bezerra, L. M. — Métodos matematicos. Publicag¢do interna. UnB-FT/EnC/PECC, Brasilia,
Brasil (1997).

Bleich, HH. e Sandler, 1.S. — Interaction between structures and bilinear fluids, Int. J
Solids Struct., 6, 617-639 (1970).

Blevins, R D. — Formulas for natural frequency and mode shapes, Van Nostrand Reinhold
Comp., New York, NY (1979).

Casas, W P. e Pavanello, R. — Analise de sensibilidade modal em sistemas acoplados
fluido-estrutura, 9° Sibrat - Simpdsio Brasileiro sobre Tubulagdes e Vasos de Pressao, 285-
288. (1996).

Chen, H.C. e Taylor — Vibration analysis of fluid-solid systems using a finite element
displacement formulation, International Journal for Numerical Methods in Engineering, 29,
683-698 (1990).

Clough, R W. e Penzien, J. — Dynamics of Structures, McGraw-Hill Inc., Singapore. 2°d
(1993).

Combescure, A., Gibert, R J., JeanPierre, F., Hoffmann. A., ¢ Livolant. M. — Fluid-
structure interaction: A general method used in the CEASEMT computer programs,
Computers & Structures. No.12. 471-474 (1980).

Cook, R.D., Malkus, D.I. e Plesha, M.E. — Concepts and applications of finite element
analysis, John Wiley & Sons Inc., New York, 3°d. (1989).

Craggs, A. — The transient response of a coupled plate-acoustic system using plate and
acoustic finite elements, Journal of Sound and Vibration, 15, 509-528, (1971).

Craggs, A. — An acoustic finite element for studying boundary flexibility and sound
transmission between irregular enclosures, Journal of Sound and Vibration, 30(3), 343-
357, (1973).

130



Daniel, W.J.T. — Modal methods in finite element fluid-structure eigenvalue problem.,
International Journal for Numerical Methods in Engineering, 15, 1161-1175 (1980).

Dungar. R. — An efficient method of fluid-structure coupling in the dynamic analysis of
structure, International Journal for Numerical Methods in Engineering, 13, 93-107 (1978).

Everstine, C.G. — A symmetric potential formulation for fluid-structure interaction
problems, Journal of Sound and Vibration, carta ao editor, 79, 157-160 (1981).

Felippa, C.A. e Deruntz, J.A. - Finite element analysis of shock-induced hull cavitation,
Computational Methods Applied on Mechanics Engineering, 44, 297-337 (1984).

Felippa. C_A. e Ohayon, R. — Mixed variational formulation of finite element analysis of
acoustoelastic/slosh fluid-structure interaction, Journal of Fluid and Structure, 4(1), 35-57
(1990).

Fenves, G. e Vargas-Loli, L M. — Nonlinear dynamic analysis of fluid-structure systems,
Journal of Engineering Mechanics - ASCE | 114(2), 219-240, (1988).

Flugge, W. — Viscoelasticity. Springer, Heidelberg, 2° ed revisada, (1975).

Galli, L. e Pavanello, R. — Formulagdo simétrica e modelagem por elementos finitos de
problemas de interagdo fluido-estrutura, XII Congresso Brasileiro em Engenharia
Mecanica, Brasilia, DF (1993).

Gibert, R.J. — Vibrations des structures - Interactions avec les fluides - Sources d'excitation
aléatoires, Ed. Eyrolles, Paris, Franga, (1988).

Gladwell, GM.L e Zimmerman, G. - On energy and complementary energy formulations
of acoustic and structural vibration problems, Journal of Sound and Vibration, 3, 233-241
(1966).

Gladwell, GML. - A variational formulation of damped acousto-structural vibration
problems, Journal of Sound and Vibration, 4(2). 172-186 (1966).

Gongalvez, P.B. e Ramos, N.R.S.S. — Free vibration analysis of cylindrical tanks partially
filled with liquid, Journal of Sound and Vibration, 195(3), 429-444 (1996).

Hamdi. M A, Ousset, Y. e Verchery, G. — A displacement method for the analysis of
vibrations of coupled fluid-structure systems, International Journal for Numerical Methods
in Engineering, 13, 139-150 (1978).

JeanPierre, F., Gibert, RJ., Hoffmann, A, e Livolant, M. — Description of a general
method to compute the fluid-structure interaction, Transactions for the S5th International
Conference on Structural Mechanics in Reactor Technology (5th SMIRT). Berlin,
Germany, B4/1*, 13-17 August, (1979).

Lakis, A.A. e Neagu. S. — Free surface effects on the dynamics of cylindrical shells
partially filled with liquid, Journal of Sound and Vibration, 207(2), 175-205 (1997).

131



Lamb. H. - Hydrodynamics, Cambridge University Press. 6ed.. 1993.

Léger, P. e Tinawi, R. — Structural safety evaluation of gravity dam for hidrodynamics
loadings, Notes de Cours Sur: La securité et l'integrité structurale des barrages en beton,
Chaire de barrage, University of Montreal. Ecole Polytechnique, Civil Engineering
Department, Structure Division, Montreal (2000).

Liu. W K. e Uras, R A. — Variational approach to fluid-structure interaction with sloshing,
Nuclear Engineering and Design, vol. 106, 62-85 (1988).

Malvern. L E. — Introduction to the mechanics of a continuous medium, Prentice-Hall Inc.,
Englewood Cliffs, New Jersey, (1969).

Masson. J. e Souza, J. de M. — Método de energia com aplicagdes a problemas elasticos,
CNPq-PUC/RJ - Interciéncia Livraria Ltda., (1976).

Moller, C B. e Stewart, W. — An algorithm for generalised matrix eigenvalue problems,
SIAM Journal of Numerical Analysis, 10(2), 241-256 (1973).

Morand. H. e Ohayon, R. — Substructure variational analysis of the vibrations of coupled
tluid-structure, International Journal of Numerical Methods Engineering, 14(5), 741-755,
(1979).

Morand, H.J.-P. e Ohayon, R — Fluid structure interaction - Applied numerical methods,
John Wiley & Sons e Masson Eds., Paris, Franga. (1995).

Morais, M.V .G de e Pedroso. L.J. — A numerical approach for study on acoustic behaviour
of cavities and ducts, CFD2K - 8¢ Conference Annuelle de la Societée Canadienne de CFD,
Montreal (2000).

Morrison, J R e O'Brien, M P, Johnson, J W. e Shaaf, S A. — The force exerted by surface
wave on piles, Petroleum Transactions, 189, 149-154 (1950).

Morse. P.M_ e Feshbach, H. — Methods of theoretical physics, McGraw-Hill, New York,
(1953). (cf. capitulo 3 para o formalismo variacional e o capitulo 11 para exemplos
numericos)

Miller, W.C. — Simplified analysis of linear fluid-structure interaction, International
Journal for Numerical Methods in Engineering, 17, 113-121 (1981).

Olson, L.G. e Bathe, KJ. — A study of displament-based fluid finite elements for
calculating frequencies of fluid-structure systems, Nuclear Engineering and Design , 76(2),
137-151 (1983).

Olson, L.G. e Bathe, KJ - Analysis of fluid-struture interactions. A direct symmetric
coupled formulation based on the fluid velocity potential, Computers & Structures,
21(1/2), 21-32 (1985).

132



Papadrakakis, M. — Solution of the partial eigenproblem by iterative methods, International
Journal for Numerical Methods in Engineering, 20, 2283-2301 (1984).

Pavanello, R.. Henry, R — Modelagem do acoplamento dinamico fluido-estrutura
unidimensional pelo método dos elementos finitos, X Congresso Brasileiro em Engenharia
Mecanica, Rio de Janeiro, RJ (1989).

Pedroso. L.J. - Intera¢do Fluido-Estrutura (notas de aula e apostila interna do curso),
versdo preliminar, UnB-FT/EnC/GDFE (1998).

Pedroso, L.J — Estudo do acoplamento fluido-estrutura baseado numa formulagao potencial
simétrica orientado a problemas em estruturas de reatores nucleares: modelagem numeérica
pelo MEF adaptado a analise do comportamento dindmico de problemas complexos e
grandes sistemas acoplados. Projeto de Estudos e Pesquisa, UnB-FT/EnC - CNPq
Ref Proc. n° 301516/88-0/EC/FV, (1998).

Pedroso, L.J. — Alguns aspectos da interagao fluido-estrutura em estruturas off-shore.
Dissertagdao de mestrado na COOPE/UFRIJ, 338p., (1982).

Pedroso, L.J. — Analytical solutions for the study of the acoustic behaviour of cavities with
rigid and flexible walls - An approach for dams-reservoir interaction - Part [I. Relatorio de
estudos de pos-doutorado. University of Montreal. Ecole Polvtechnique, Civil Engineering
Department. Structural Division (2000).

Pedroso, L.J. e Morais, M. V.G.de — Some cases of acoustical problems in fluid-structure
interaction based on a 2D potential symmetric formulation, Transactions of the 15"
International Conference on Structural Mechanics in Reactor Technology (15" SMIRT),
Aug. 15-20, Seul, Korea(1999).

Pedroso, L.J. e Morais, M.V.G.de — Exemplos de problemas acusticos de interagio fluido-
estrutura, Computational Methods in Engineering'99 (XX Cilamce), Sdo Paulo (1999).

Pedroso. J.L. Tinawi, R. e Léger, P. — On the prospects of computational fluid dynamics in
concrete dam engineering. CFD2K - 8™ Conférence annuelle de la Société canadienne de
Computational Fluid Dynamic, Montréal, juin 11-13 (2000).

Pinsky, P.M. e Abboud, N.N. — Two mixed variational principles for exterior fluid-
structure interaction problems. Computers & Structures. 33(3), 621-635, (1989).

Popov, E.P. — Introdugdo a mecanica dos solidos. Ed. Edgard Bliicher Ltda., Sdo Paulo,
Brasil, (1978).

Puppin-Macedo, A. — Finite element and domain decomposition methods for acoustic
scattering problems, Thesis of Ph.D. Department of Aerospace Enginnering Sciences,
University of Colorado at Boulder, (1999).

Puppin-Macedo, A., Djellouli, R., Farhat, C., e Tezaur, R. — Finite element solution of
two-dimensional acoustic scattering problems using arbitrarily shaped convex Artificial
Boundaries, Anais do XX CILAMCE (CD-Rom), Sao Paulo, SP. Brasil, (1999).

133



Rivard. W.C. e Torrey, M.D. — Fluid-structure response of a pressurized water reactor core
barrel during blowdown, Los Alamos Science Laboratory, LA-7404, (1978).

Sandberg, G. — A new strategy for solving fluid-structure problems, International Journal
for Numerical Methods in Engineering, 38. 357-370 (1995).

Tabarrok. B. — Dual formulations for acoustic-structural vibrations. International Journal
for Numerical Methods in Engineering, 13, 197-201 (1973).

Wang, X e Bathe, KJ — Displacement/pressure based mixed finite element formulation
for acoustic fluid-structure interaction problems, International Journal for Numerical
Methods in Engineering. 40, 2001-2017 (1997).

Weinstock, R. — Calculus of variations with applications to physics and engineering, Dover
Publications Inc., New York, (1974).

Wilkinson, J. H. e Reinsch, C. — Linear algebra, Springer-Verlag Comp. (1971).

Wilson, E.L. e Khalvati, M. — Finite elements for the dynamic analysis of fluid-solid
systems, Int. Journal for Numerical Methods in Engineering, 19, 1657-1668 (1983).

Zavalla, P.A.G. e Pavanello. R. — Vibro-acoustic modelling in semi-infinite fluid medium
using the finite element method with DtN map. Anats do XX CILAMCE (CD-Rom), Sao
Paulo, SP, Brasil. (1999)

Zienkiewicz, O.C. e Bettess, P. — Fluid-structure dynamic interaction and wave forces - a
introduction to numerical treatment, International Journal for Numerical Methods in
Engineering, 13, 1-16 (1978).

Zienkiewicz, O.C. e Cheung. Y. K. — The finite element method in structural and
continuum mechanics, McGraw-Hill Comp.. London (1967)

Zienkiewicz, O.C., Naths, B. e lrons, B. — Natural frequencies of complex free or
submerged structures by the finite element method. Symposium on Vibration in Civil

Engineering, Butterworths, London, (1965)

Zienkiewicz. O.C. e Newton. R.E. — Coupled vibrations of a structure submerged in a
compressible fluid, Symposium on Finite Element Techniques, Stuttgart (1969).

134



ANEXO A

SOLUCAO ANALITICA DA EQUACAO DA ONDA
PARA O CASO UNIDIMENSIONAL

A.1 INTRODUCAO

Neste anexo, sera desenvolvido a solugdo analitica da equagdo da onda
unidimensional com o objetivo central de fornecer uma ferramenta de comprovagio das
simulagdes numéricas efetuadas. Para tanto, sera usado o conceito da matriz de
transferéncia (Gibert (1988) para possibilitar mais operacionalidade em tais solugdes. Sera
efetuado ainda, uma aplicagdo da matriz de transferéncia para casos unidimensionais

simples.

A.2 RESOLUCAO DA EQUACAO DE ONDA 1-D

A equagdo de onda unidimensional homogénea no dominio da freqiiéncia €

d’p 1
—+—p=0 Al
dx* k° 4 A1)

onde k = ¢/® € denominado o numero de onda.

e e

p1 A P2
$=1,00xH —— C, pf 4 »- X
1 + 2
B N e
= -
L

Figura A.1 - Esquema do conduto reto.

Definindo que a vazio massica acustica q € expressa por:
q=pSV, =p,SX, (A.2)
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onde Vi= V¢ (x,t) e X¢r= X(x,t) sdo a velocidade e o deslocamento de uma particula do
fluido no dominio do tempo € S € segdo transversal do conduto reto, conforme Figura A1
Efetuando o equilibrio dindmico de for¢as de uma particula de fluido Ax que tende

a zero, tem-se.

P .o% =0 (A.3)
dx

Apos algumas manipulagdes algebricas e substituindo (A.2) em (A.3), vém,
L (A-4)
dx S

A aplicagio da transformada de Fourier na expressao acima resulta em:

_+_'q =0 (A.5)

dx S
logo, q= ﬁd_p (A.6)
o dx

Substituindo a Eq.(A.6) na expressdo (A1), encontra-se a relagdo inversa entre a

pressdo p e a vazdo acustica g, ou seja.

da 105 0 (A.7)
dx ¢

Resolvendo a equagio diferencial (A1) obtém-se,
(o ) o )
p(x,0) = Asen| —xJ+Bcos[—x | (A.8)
LC ¢ J
Atraves da expressdo (A.6). a vazao acustica possui a presente forma:
o b Y
q(x,(o):E Acos(gx I—Bsen(ng’ (A.9)
C I\‘ C _;l C /

Supondo um duto reto de se¢do constante S e comprimento L. conforme Figura A-1,

busca-se expressar as Eqs. (A.8) e (A.9) em fungdo de p; e q, para calcular p; e qa.

Logo para expressar as constantes A e B em fungdo de p, e (i, nas Eqs.(A.8) e
(A9) faz-se x = 0,
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=p(0,0)=B e q, =q(0.0) ZEA (A.10)
¢
logo,
B:p,eA=%q, (A.11)
1

Repetindo o processo aplicando x = L nas Eqs.(A.8) e (A.9). encontra-se,

=p(L.0)=p, cosk+%q, sen A
1

iS (A.12)
q, =q(L,@)=——senA +p, cosA
c
onde A = oL/c. Logo. a forma matricial e:
l COSA —senk lp
2 ' (A.13)
l J ——senl cosA lql.
ou seja,
l pP. l, . A-l P \ (A.13)

l(hl l(hJ

onde, A é a matriz de transferéncia.

Nota: Considerando o tubo pequeno em comparagdo ao comprimento da onda acustica
(c/®), ou seja, A =oL/c« 1, expande-se senos e cossenos por seéries de poténcias

desprezando os termos de segunda ordem, a Eq.(A.13) toma a seguinte forma,

A=| . iS (A.15)

A interpretagdo dos termos da matriz de transferéncia linearizada leva as seguintes
conclusoes: (a) o termo i®V/c? é o numero caracteristico da compressibilidade, onde V € o
volume da cavidade fluida. enquanto que (b) ©L/iS corresponde a um numero
caracteristico de inercia.
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A.3 EXEMPLO 1: CASOS SIMPLES

A3.1 Cavidade Fechado-Fechada

A condi¢do de contorno fechada é modelizada como uma vazdo acustica q nula,
correspondendo a um nodo de vazdo. Para uma cavidade fechada-fechada, as condi¢des de
contorno sdo q; =0 e g2 = 0, conforme a Figura A-1, e a matriz de transferéncia (A.13)

possui a seguinte forma:

. X
lpz L COSA Esenk inw.,
Yol = A (A.16)
——senA  cosA | 0
S v .

As equagdes do sistema matricial (A.16) sdo:

p, =cosA-p, € Oz—ésenk-pI (A.17)
c
Da Eq.(A.17), vem:
-C . T
O-':—Iisenk-pl > S nr n=0123,. = .‘.(on=£[7f—c (A.18)
(el c

Com o intuito de obter os campos de pressdo e vazio acustica ao longo do duto, tem-se que

ao longo do duto a matriz de transferéncia (A.13) toma a forma:

cos(A,x/L)  —sen(A x/L)
()| _ iS [ P l ,A,=nm onden=0,123, (A.19)

lae —%sen(lnx/L) cos(A, x/L) o]
Logo,
p(x)=cos(A x/L)-p, - —p%lzcos(knx/L) (A.20a)
|
q(x):—%‘c’sen(knx/L)-pI - ..%=sen(knx/L) (A.20b)
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p(x)/po p(x)/po
|
<& : —by—
\ s X/L X/

p(X)/po p(X)/po
02 04 06 0t x/L x/L

Figura A.2 - Modos de vibragao da cavidade fechado-fechada: (a) 1°, (b) 2°, (c) 3° e (d) 4° modos.

A.3.2 Cavidade Aberto-Aberta

A condigdo de contorno aberta € modelizada como uma pressdo acustica p nula na

matriz de transferéncia (A.13) denominada nodo de pressdo. Assim sendo, para a cavidade

representada na Figura A-1, as condi¢oes de contorno sdo p; =0 e p2 =0 e a matriz de

transferéncia é expressa como,

qb[ —rﬁsenk

C

ou seja,

o L

O=_£senk-ql > —2—=nn

1S c

{01 )

COS A

sen X-J 0 1

,n=123 ..

q,

(A.21)

(A.22)



Para expressar o campo de pressio e vazdo acustica ao longo do comprimento L da

cavidade, aplica-se a expressao (A.22) na Eq.(A.13). ou seja.

= 7
cos(knx/L) _isen(k“x/L) )
JP(X) - @ 1S M 0 | A, =nn onden=123,. (A.23)
\(](‘() —Lsen()\,ux/L) COS()\.HX/L) ’Lq‘j
. C L

Logo,
p(><)=.—C—sen(k.,x/L)-ql - .‘.L)(?zsen(lnx/L) (A.24a)
1S cq, 1S
. q(x) _
q(x)=cos(A,x/L)-q, — . ——=cos(A,x/L) (A.24b)
p(x)/po p(X)/po
(a) oo (b
| 5 V{L 1 & \J/L
p(x)/po p(X)/po
© | (d)
06 LR X/L i o )2 o4 06 08 X/L

Figura A.3 - Modos de vibragdo da cavidade aberto-aberta: (a) 1°, (b) 2°, (c¢) 3° e (d) 4° modos.
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A.3.3 Cavidade Aberto-Fechada
Este caso utiliza-se dos conhecimentos assimilados nos itens A3.1 e A.32 para
resolver uma cavidade com as condi¢des de contorno aberto e fechado. Logo, conforme

Figura A-1. p1 =0, q2 = 0 € a matriz de transferéncia é expressa da seguinte maneira,

. _
' A —SenA (.
I 0 l ) cos S p,
la,) 7| _iS o) =
2, ——SenA  COSA
c

ou seja,

0=cosA-p, — m2L=1t(n+§) ,n=123.. = o :En(n+§) (A.26)

Seguindo o procedimento adotado nos itens anteriores. os campos de pressdo e vazdo

acustica ao longo da cavidade sdo expressos da seguinte forma:

cos(A,x/L)  —sen(h,x/L)
4 pix;} = s 1S {[;' } A, = n(n +§) onden =123, (A.27)
QLx —:sen(knx/L) cos(A, x/L)

logo,

p(x) =cos(A x/L)-p, —> .'.ﬁ=cos(lnx/L) (A.28a)

1
. q(x)

e =sen(A, x/L) (A.28b)
1Sp, ¢

q(x):—%sen(knx/L)-p, —
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p(x)/po
1T (a)
'v L4 L 0OX fo
1
p(x)/po
R ’ (©)
-In 0.2 0.4 0.6 08 1
i x/L

P(X)/po

0B .‘U’L

0.5

0.5

=1

p(x)/po

(d)

0

02

04

Figura A.4 - Modos de vibragao da cavidade aberto-fechada: (a) 1°, (b) 2°
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ANEXO B

PROBLEMAS DE SUPERFICIE LIVRE

B.1 SOBRE PROBLEMAS DE SUPERFICIE LIVRE

A primeira vista, como resultado da observagio, a superficie do mar parece ser um
conjunto desordenado de elevagdes e vales. Isto denota um exemplo classico de sistema
caotico. Todavia, uma observa¢do mais criteriosa que despreze os efeitos localizados e de
pequena importancia poderia enxergar uma certa regra neste fendmeno aparentemente sem
ordem.

A busca de leis gerais que pudessem reger o comportamento do fenémeno de
oscilagdo de superficies fluidas livres e expressar o mais o realisticamente possivel o
problema, motivou dezenas de estudiosos a pesquisar este assunto. Na literatura
encontram-se diversas propostas de teorias de ondas. Em geral, o fenomeno das ondas
d'agua é complexo e dificil de ser descrito matematicamente por causa de sua nao-
linearidade, seu carater tridimensional e pelo aparente comportamento aleatorio.
Descri¢gdes mais precisas sobre a teorias de ondas podem ser encontradas em Abramson
(1981), Pedroso (1982), Lamb (1993).

Neste anexo, sera estudado o comportamento de problemas de ondas de superticie
livre de um fluido sobre a influéncia da gravidade. Trata-se de um problema conservativo
semelhante a sistemas dindmicos pendulares ou massa-mola. Por esta analogia mecanica,
percebe-se que a elevagio da particula fluida pode ser interpretada como uma rigidez.

Este anexo esta baseado no trabalho de Pedroso (2000) que fez uma ampla revisdo
de diversas solugdes analiticas voltadas para a aplicagdio em problemas de acoplamento

barragem-reservatorio.

B.2 HIPOTESE SIMPLIFICADORAS

Dentre as hipotese do problema. tem-se:
a) O liquido é incompressivel, inviscido, irrotacional e homogéneo,
b) Os contornos sdo rigidos,
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Os efeitos ndo-lineares sao desprezados (1i/h e n/L <<< | onde L € o comprimento

de onda na diregdo x),
Os efeitos de tensdo superficial do liquido e da atmosfera exterior sdo despreziveis; €

O fundo ¢ horizontal. fixo € impermeavel, implicando na velocidade do fundo zero.

Efetuando um breve comentario sobre as hipoteses, tem-se:
Estas hipoteses apresentam bons resultados para muitos casos praticos, envolvendo
grandes cavidades,
Para Reynolds Re = 1000, os efeitos da viscosidade ao nivel dos contornos podem ser
despreziveis; e
A condigdo de paredes flexiveis, problemas de interagdo fluido-estrutura, altera em

muitos casos as frequéncias naturais e as formas modais.

T | v ) N R
El H/2 \/8

(a) " (b)

a— -

Figura B.1 - Esquemas de uma cavidade retangular com superficie livre (a), e das

coordenadas para a analise da onda (b).

B.3 FORMULACAO BASICA

Em conformidade com as hipoteses adotadas, a equagdo geral governante do

problema de superficie livre € a equagdo de Laplace em fungdo do potencial de velocidade

b,
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em Q¢ (B.1)

V=0
onde,
v=Vé (B.2)
e, p=—pd (B-3)
Apresenta as seguintes condigdes de contorno,
iz\'?izo ou i_’=0 eml, (B.4)
an an

onde I', representa os contornos rigidos, conforme a Figura B. 1.
B.3.1 Sobre a superficie livre (I's) em termos de pressio p:
Relagdo entre as pequenas flutuagdes de pressdo e a altura da superficie livre €,
(B.5)

p=p.gN=p,gZ-n

(B.6)

=-p,Z-n

ajl'\)

Derivando (B.5) em relagao ao tempo e associando a (B.6), obtém-se:
emI; (B.7)

P .
—+p=0
g(.,‘z p

que representa a condigdo de contorno de superficie livre relacionando as duas condigoes

anteriores.
B.3.2 Sobre a superficie livre (I's) em termos de potencial de velocidade ¢:
A equacdo de Bernoulli para o caso de pequenos movimentos assume a forma:
(B.8)

- 2—¢+L+gz=f(t)
Po

C

Aplicando-a na superficie livre I's, obtém-se:
(B.9)

_13

gat|, .
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Nota-se que a fungdo f{t) ou qualquer outra constante pode ser incluida ao valor de (¢¢/ct).
Supondo que o movimento da superficie livre seja pequeno (1} — 0). tudo sera localizado
emz=0

Com as considerag¢des de pequenos movimentos € desprezando termos nao-lineares

de ordem superior, a velocidade da superficie livre e simplificada por,

M _ | (B.10)
(T‘t ("‘Z|z:0

Derivando (B.9) em relagao ao tempo e substituindo em (B.10), tem-se

%, 12| _, (B.11)
oz g ot J_{ .

chamada de condi¢do de Cauchy-Poisson para a superficie livre

B.4 SOLUCAO DO PROBLEMA

A equagio de Laplace V* ¢ = 0 pode ser resolvida por separagio de variaveis, logo

a solugdo ¢ € dada por um produto de fungoes:
o= F(x.y)-G(z)-f(t) (B.12)

Levando (B.12) em (B.1) e apos algumas manipulagdes algébricas, vem:

1 &F, 1| &F 1 &G_, (B.13)
F(x.y) ox? ' Fix.y)ev: Glz) &2° ’
ou, de forma simplificada,
V'F G,
T:(c}‘. =m’ (B.14)

onde m € uma constante real e positiva. Esta defini¢do para m busca limitar as solugdes

com sentido fisico. Logo. a Eq.(B.14) fica,

G'-m’'G=0 (B.15a)
e. VF+m’F=0 (B.15b)

B.4.1 Movimento da onda ao longe de uma vertical z

Da expressao (B.15a). tem-se:
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0 (B.16)

/‘f\
&=
I

-—m’ ..(G

cuja solugdo € do tipo:
G=Ae™ +Be ™ (B.17)
onde as constante A e B sdo determinadas pelas condi¢des de contorno (B.4), ou seja.

@ _, =~ G _, (B.18)
zi, 0z o

z
Logo.

Ae ™ =Be™ =1E (B.19)

toi—

A fim de simplificar a expressao(B.17), multiplica-se seu lado direito por g™ . emt

G=Ae™* "™ + Be ™" "™ (B.20)
e, aplicando (B.19) em (B .20), chega-se a:
G:lele“‘(“"'wLe m""’)I:E-cosh[m(z+h)] (B.21)
Logo, a Eq.(B.12) torna-se:
¢ = Ecosh[m(z + h)] F(x,y)-f(t) (B.22)

B.4.2 Introducio da condicio de superficie livre
A solu¢do em fun¢ido do tempo € dada pela aplicagdo da condigdo de Cauchy-

Poisson. ou seja. levando-se (B.22) em (B.11) tem-se:
f/f = —gmtanh(mh) (B.23)

Se ®*=-gmtanh(mh), a solu¢do para a fun¢do f(t) ¢ dada pela equagdo diferencial

f +o’f =0, cuja solugdo pela equagio caracteristica resulta em s = +io. Entdo,
f =Ce™ +De ™ (B.24)

onde C e D sdo constantes dependentes das condi¢des de contorno, © =2n/T e T o periodo

da onda.
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Supondo D = 0 e aplicando B.24 na expressao (B.12), o potencial de velocidade ¢

apresenta a seguinte forma:
¢ = E  cosh[m(z+h)]-F(x,y)-e*' (B.25)

onde E" = E-C. Logo. nota-se a existéncia de um numero discreto infinito de valores para

o, e m, que satisfaz a Eq.(B.23), rescrita como,
®> =m_gtanh(m_h) (B.26)

Assim, a solugdo geral ¢ pode ser expressa.
o= E, cosh[m,_(z+h)]-F(x,y) e (B.27)
n=0

onde 6 corresponde a uma defasagem. Como € conveniente apresentar E' em fungio da
amplitude da onda A =H/2, substituindo a Eq.(B.27) em (B.9) linearizada (z=0) ¢

considerando a parte real de n, vem:

—*
(] o

cosh(mh)- F(x,y)- sen(c)t) (B.28)

n=-=

As expressoes de ¢ e n mostram-se mais convenientes com a defini¢do da constante

A para a amplitude de n. Entao:

. A
a8 L (B.29)
o cosh(mh)

Logo. substituindo (B.29) em (B.27),

_ Ag cosh m(z+h)

o= Fx,y)-e™ (B.30)

o  cosh(mh)
Se a relagao da Eq.(B.26) for substituida em (B.30), ainda ¢ possivel apresentar (B.30) com
uma nova roupagem onde o seno hiperbolico estara no denominador. Em resumo, com a
constante E da expressdo (B.29), a fungdo G(z) esta entdo definida.
B.4.3 Solucio da equacio da onda no plano (x-z)

A equagao diferencial (B.15b) n3o apresenta uma solugdo geral possivel, mas um
certo conjunto de solugdes dependentes das condi¢des de contormno.

Seja, por exemplo, o movimento bidimensional da onda no plano x-z, entio.
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® _p F o
Fy vz ("‘y vz
e a expressao (B.15b) fica:
a2 )
£ oim?F=0 (B.31)
L OX”
cuja solugdo é:
F=A'e™ +B'e ™ (B.32)
Supondo F =¢e™™" |
¢=—§ cosh m(z+h)_ei(,m_m‘; (B.33)
o cosh(mh)
A
ou ainda, o= __._gM_ cos(wt —mx) (B.34)

(0] cosh(mh)

A equagdo (B.34) € a fungdo potencial de velocidade para uma onda progressiva na diregao

OX.SeF= €™, o potencial ¢ corresponde a uma onda indo na dire¢do oposta. Supondo

agora uma solugdo do tipo:

F= %(e'"“ +e ™ ): cos(mx ) (B.35a)

tmx

ou, F=L(e™ —e ™ )= sen(mx) (B.35b)

Entio, =2 L., -cos(ot) (B.36)

® cosh(mh) |sen(mx)|
que € a fungdo potencial de velocidade (FPV) para uma onda estacionaria. Se A' for
diferente de B', uma onda parcialmente estacionaria € obtida. Na pratica, A' e B' sdo dados
pelas condigdes de contorno no plano vertical, por exemplo, as de reflexdo da onda.
condi¢do de Sommerfeld. condigdo de fluido-estrutura. Como um exemplo 2D de ondas

irregulares, pode-se apresentar o caso das ondas no mar para o qual a FPV € dada como:

§= 2’:_ Ag cosh m,(z+h)_ei,,..“. —

~ @, cosh(m_h)

(B.37)

onde 6 ¢ uma defazagem qualquer.
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B.4.4 Discussiao sobre o parametro m

O sentido fisico do parametro m pode ser percebido da seguinte forma. se ¢ € n sao

fungdes periodicas em relagdo ao espago, entdo m=2n/L sendo L € o comprimento da

onda. Ao aplicar esta definigdo na expressao (B.26), tem-se:

2

LI ]
2r \ L,

Logo, a velocidade da onda pode ser calculada como:

L h
c=—:g tanh(anl
T /4 {\ L/

. "oh )

ou ainda, (O Ed tanh[ |

o) -,

= Para oh/c <1 ou /L <<<'] - problema de aguas rasas -, tem-se:

; h sh  ©h
senh oh _oh cosh 20 ~ | tanh 20 ~ &8
c c c c Cc
Logo, chgTh e L=T\/§F
* Para oh/c > 1 ou h/L > ou = 1 - problema de profundas -, tem-se:
wh/c . oh¢ O)h
s R cosh 2N~ & tanh— = 1
c 2 C 2 C
Logo, c=g/o=gT/2n e L=gT?/2n

(B.38)

(B.39)

(B.40)

(B.41)

(B.42)

Uma discussdo mais detalhada sobre os limites das aguas rasas e profundas, assim

como as expressoes resultantes € tratado em Pedroso (1982).

Observa-se entdo, que a velocidade da onda cresce com a profundidade L ate que

um certo limite seja atingido. Como as frequéncias naturais destas ondas de superficie

(sloshing) sao proporcionais a velocidade de onda c, elas tambem crescem com a

profundidade até que este limite seja atingido



B.5S ONDAS DE SUPERFICIE LIVRE TRIDIMENSIONAIS NUMA
CAVIDADE RETANGULAR

Seja a Eq.(B.15b) a expressdo que governa o movimento tridimensional da onda. ou

seja,
~2 A2 -
(e e
pode-se exprimir a equacdo acima da forma,
7 (HJ R
L§+ p? |-F=0 (B.43a)
8% g
e, (—_‘—,+q‘ I-F=o (B.43b)
L t‘i\ll- A
onde p e q sdo constantes, tal que,
m’ =p’ +q’ (B.44)

Através desta astucia, o problema pode ser facilmente resolvido sob o ponto de
vista matematico, e a0 mesmo tempo introduz a idéia de um espaco de freqiiéncias onde p
e q seriam uma espécie de vetores de freqiiéncia nas dire¢oes x e y. Com efeito, a
Eq.(B 43) corresponde a uma especie de equagio da onda transformada por Fourier

Seja pois uma cavidade retangular no plano x-y em z = 0, conforme a Figura B.2

y
L:\\“m\\\mm\\\m\\

i \
) o
\ \
N N
3 R
N N
D
b 3
N
N N
3 3
N N
v N N
ammmmmrmrrryrrrrrrrsSsSseYTT
« a— >

Figura B.2 - Corte horizontal da cavidade tridimensional no plano x-y.
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As condigdes de contorno de parede rigida para a referida cavidade sdo

Q)
s

|x=0, x=a

=0 .para-
Py =0, y=b

-~
C

|

=6 —

J

~

=1
D
=11

As solugdes da Eq.(B.43), tanto em x quanto em y, sdo do tipo:

F=A_cospx +B, senpx

F=A_ cospy+ B, senpy

(B.45)

(B.46a)

(B.46b)

onde A, Ay, By, e B, sdo determinadas pelas condi¢des de contorno na direg¢ao x. Este

problema € idéntico ao caso de um tudo fechado-fechado. Anexo A. Logo,

s Parax=0,
—pA_‘sen(p-O)+pr cos(p-0)=0 = .. B_=0

= Parax=a,

-pA_sen(p-a)=0 — sen(p-a)=0 — Lop=irfa ,i=123,..

Desta forma.
IT . .
F=A_cos(px)=A_cos— ,i=123, .
a

Na direcio y expressa por (B .43b), tem-se um processo analogo. ou seja.

F=A, cos(py)=A, cos® | j=123,..
' a

Desta forma. a solugdo para a equagéo de Laplace V* ¢ é:

A + Vie i
_Agcoshm(z+h) imx jmy
o cosh(mh) a

d)::

onde

17TX i
F= cos—cosﬂ
a

A solugdo geral torna-se:

(B.47)

(B.48)

(B.49)

(B.50)

(B.51)

(B.52)



4’:‘;‘2 B CT m"(Z+h)-cosﬂcos;lﬁ (B.53)
oidan O, cosh(mnh) a b
onde
o) =m_ gtanh(m h) (B.54)
<,
2 2 2
mn =p| +qJ (B.SS)
Discussdes

E importante observar que. para o problema bidimensional (ondas no plano x-z) a
equagdo de movimento (B.31) mostra que a curvatura ¢%F/¢x? da superficie livre na
dire¢do x € proporcional a elevagdo de superficie livre. Similarmente para o caso
tridimensional, a equagdo de movimento (B.15b) onde aparece as curvaturas nas diregdes x
ey (0%/¢x%e ¢ %F/Cy?), nota-se que a soma destas duas curvaturas € proporcional a

elevagdo da superficie livre



ANEXO C

PROBLEMAS ACUSTICOS

C.1 PROBLEMA DE VALORES PROPRIOS PARA UMA CAVIDADE
PRISMATICA

Este estudo corresponde a uma extensdo dos estudos tratados no Anexo B, pois
aplica a metodologia anterior para a solugdo do problema acustico tridimensional para
outras condi¢des de contorno. As dedugdes apresentadas estdo calcadas no trabalho de

Pedroso (2000).

by

h
Z
/
il it el e ——
b
vy L~ A .X
< o —»

Figura C.1 - Cavidade prismatica tridimensional.

C.1.1 Cavidade com paredes rigidas
Para a solugdo de problemas acusticos, € necessario solucionar a equagdo de

Helmbholtz.
.
V2¢_C—z¢=0 (C.1)

com as seguintes condi¢des de contorno,



. ‘x=0,x=a
@:o = ff_:O ,paraiy=0, y=b (C.2)
on cn
|z=0 z=h

~

O potencial de velocidade ¢ pode ser dado pelo produto das seguintes fungdes:
¢ =F(x,y,z)- T(t) (C.3)

Aplicando a técnica de separagao de variaveis, chega-se,

:—3—: m- (C,4)

F c T
2 N2 N2
ou seja, (62+(,+(2+m‘ ]F:O (C.5a)
&y
& . .
e, ( ~—Cc'm IT: 0 (C.5b)
\at_ ry

&
——+p'[F=0 C.6a
P J (C.6a)
(a +q° IF=O (C.6b)

‘~( j P

a8
e, —+1° |[F=0 (C.6¢)

. CZ y
onde m?=p*+q°+r (C.7)

Como foi visto no anexo B, cada uma das equagdes (C.6) conduz ao mesmo tipo de
solu¢do quando resolvida individualmente e aplicada as condi¢des de contorno (C.2). A
solugdo das Eqs.(C.6) e (C.7) assemelha-se a resolugdo de uma equacdo de onda
unidimensional para cada dire¢do do espago. transformada por Fourier, seguindo o mesmo
procedimento do problema de valores proprios de um tubo fechado-fechado no Anexo A.

Logo,
F(x,y,z) = A cos(px) cos(qy) cos(rz) (C.8)

ou ainda,



(i (jm’\ (knz
F(x,y,z)= A, | — |cos| — | —— C.93)
(x,y,2) chosk j § Jcosk b ._| (
) -2 2
onde m’ :1t:-(l—‘+i,—+k—2 (C.9b)
La~ b” h

m? =& (C.10)
e
TR l 1=0123,..
Logo, 0, = TC- \f’— = # +i3 .panyi=0123. (C.11)
¢ |k =0,1,23,..
Enfim, a solug@o para o problema torna-se
I imx ) (jmy) knz i
o= AL cos[— 'cosL~—"~ ‘cos[— i-e* (C.12)
D T Yy

Como p =pd, as formas modais em termos de pressdo sdo facilmente obtidas,

assim como guardam o mesmo aspecto das formas modais em fung¢do de ¢.
C.1.2 Cavidade aberta na direcioz paraz=nh
Para a solugdo de uma cavidade aberta em z=h, a metodologia empregada ¢ a
mesma do item precedente. No entanto. precisa-se resolver a Eq.(C.6¢c) com novas
condigdes de contorno, ou seja,
4 :_1_ \

0 [F=0 (C.13)
\ /

”?:0 = i=o
on én

com, .paraz=0 (C.14a)

e, =0 = F=0 ,paraz=h (C.14b)
A solugdo de (C.13) € do tipo da solug@o dada por,
F=A,cosrz+B,senrz (C.15)

Aplicando as condigdes de contorno (C.14), chega-se a:

= Paray=0,



F(0)= —rA,sen(r-0)+ 1B, cos(r-0)=0 = . B,=0

» Paraz=h,

F(h)= A _cos(rh)=0 > cos(rh)=0 = .. r=km/2h k=135,

Logo,
F=A, cos (—nJ k=135,

A solugao do problema toma a forma:

e, a Eq.(C.11) torna-se:

TR , i=0123,..
Ojix = “C'\/]—»+ J, h= ,para j=0,123, .
a~ b~ 4h”
k=0123,.

C.1.3 Cavidade aberta nas extremidadesz=0ez=h

(C.16)

(C.17)

(C.18)

(C.19)

(C.20)

Basicamente, este item € a repetigio da solu¢io da Eq(C.13) agora com as

condigdes de contorno aberta para z =0 e z = h. De fato, reproduzindo o procedimento do

item anterior, chega-se:

A,=0 e B,sen(rh)=0 — r=krn/h ,k=012,.

U
e, F:B,sen(gzj .k=012...
. \ h
Logo,
6= 2> A, cos(E zjcos(E yJoos(E ] e
0 50 k-1 a b h
<,
1=0123,...
,para< j=0,1.23, .
k=0,123,..
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(C.21)

(C.22)

(C.23)

(C.29)
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