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Resumo 

 
ANÁLISE DINÂMICA DE CABOS DE PONTES ESTAIADAS 

CONSIDERANDO ALEATORIEDADE NA CONDIÇÃO DE CONTORNO 

E NA EXCITAÇÃO 

Autor: Vinícius Mendes de Sousa 

Orientadora: Marcela Rodrigues Machado, Dra. 

Coorientador: Maciej Dutkiewicz, Dr. 

Programa de Pós Graduação em Integridade de Materiais da Engenharia  

Brasília, 01 de fevereiro de 2021. 

 

Nos últimos anos, grandes estruturas como as pontes estaiadas têm chamado a 

atenção com seus projetos complexos, com estruturas cada vez mais esbeltas e leves, mas 

o que deve ser destacado são os fenômenos vibratórios, que afetam o seu comportamento 

estrutural, provocando variações nos valores das frequências, modos de vibração e nos 

coeficientes de amortecimento. Por este motivo, modelos numéricos vêm sendo 

desenvolvidos com o objetivo de proporcionar respostas precisas para verificação da 

integridade da estrutural, da durabilidade e da confiabilidade. O MEE (Método do 

Elemento Espectral) é um método derivado da equação analítica da onda. O elemento de 

viga via MEE apresenta a solução exata em vibrações necessitando de poucos elementos 

para descrever o problema e exigindo um esforço computacional menor em comparação 

a outros métodos para a solução de problemas dinâmicos em média e alta frequências. 

Foram modelados os estais e o pilone com elementos de cabo e viga respectivamente. 

Excitações com cargas de vento e chuva foram aplicadas na análise da dinâmica da ponte 

estaiada. Levando em consideração que os modelos numéricos não apresentam uma 

exatidão em relação aos experimentais causando incertezas nos resultados, considerou-se 

a partir destas incertezas nas condições de contorno através da inclusão de variáveis 

aleatórias. O Método de Monte Carlo foi utilizado para geração das amostras utilizadas 

na análise estatística. Resultados numéricos considerando excitações por vento e chuva 

determinísticas e aleatórias são estimados no estais. Alterações significativas na resposta 

dinâmica dos estais são demonstrados após a inclusão da aleatoriedade nas molas de 

contorno, evidenciando a importância da inclusão desta informação no modelo numérico. 

 

Palavras-Chaves: Ponte estaiada; Método do Elemento Espectral; Excitação Aleatória; 

Análise Dinâmica; Quantificação de Incertezas. 
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Dynamic analysis of cable-stayed bridge cables considering 

randomness in boundary condition and excitation  
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In recent years, large structures such as cable-stayed bridges have attracted 

attention for their complex designs and the use of slim and light structures. Therefore, the 

vibratory phenomena affect their structural behavior, causing variations in the resonance 

frequencies, vibration mode shape and damping coefficients. For this reason, numerical 

models have been developed to provide precise statements to verify the structural 

integrity, durability and reliability.  The Spectral Element Method (SEM) is a method 

derived from the analytical wave equation, leading to less computational effort. It requires 

a reduced number of mesh elements to solve dynamic problems in medium and high 

frequencies. The stays and the pylon were modelled with cable and beam elements, 

respectively. Excitations with wind and rain loads were applied in the analysis of the 

cable-stayed bridge dynamics. Considering that the numerical models do not present 

accuracy concerning the physical phenomena caused by uncertainties intrinsic in the real 

system, it was considered uncertainties in the model's boundary conditions. Hence, 

random variables were associated with the boundary condition model. The Monte Carlo 

Method was employed to generate the samples used in the statistical analysis. Numerical 

results considering deterministic and random wind and rain excitations are estimated. 

Significant changes in the stays' dynamic response are demonstrated after the inclusion 

of randomness in the boundary condition modelled by rotational springs, showing the 

importance of including this information in the analysis. 

 

Key-words: Cable-stayed bridge; Spectral Element Method; Random Excitation; 

Dynamic Analysis; Quantification of Uncertainties. 
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1 Introdução 

 

Os avanços tecnológicos e as constantes pesquisas em engenharia civil 

aprimoram as técnicas e a construção de estruturas (MOREIRA e LAIER, 2017). 

Dentre as estruturas existentes, as pontes, tem grande destaque e importância para a 

arquitetura e economia, cuja função é a integração de regiões, além de proporcionar 

um marco arquitetônico na paisagem urbana. Entre os projetos das pontes, podemos 

destacar as pontes suspensas por cabos, que é constituído por um tabuleiro, uma ou 

mais torres e os cabos de suporte. O comportamento estrutural depende de várias 

características, como configuração dos estais, rigidez da torre e do tabuleiro, 

conexões entre componentes e entre outras (COUTO et al. 2013). 

As pontes estaiadas têm chamado a atenção devido a complexibilidade nos seus 

projetos, apresentando estruturas com maiores vãos e cada vez mais esbeltas e leves. Mas, 

quanto maior a esbeltez e a leveza, maior deve ser a atenção aos fenômenos vibratórios, 

que afetam o seu comportamento estrutural, provocando variações nos valores das 

frequências, nos modos de vibração e nos coeficientes de amortecimento. Por este motivo, 

modelos numéricos e avaliações através de técnicas de análise dinâmica vêm sendo 

desenvolvidos com o objetivo de proporcionar respostas precisas para verificação do 

comportamento dinâmico (SANTOS, 2018). A partir disso, realizar a representação da 

estrutura é de suma importância para análise dinâmica, e o modelo numérico baseado no 

Método dos Elementos Espectrais (MEE) é muito eficaz em se tratando desse assunto. O 

MEE é aplicado na análise do comportamento dinâmico do elemento estudado através 

da função de resposta em frequência. A partir da FRF (função de resposta em 

frequência) podem ser extraídas as frequências de ressonância, os modos de vibrar e 

estimar o amortecimento.  

Devido as qualidades apresentadas pelo MEE em pesquisas, os estudos foram 

desenvolvidos utilizando este método que será abordado neste trabalho. Segundo LEE 

(2004), a matriz de rigidez dinâmica do elemento espectral é consequência da resposta 

exata da propagação da onda no meio. Devido ao MEE apresentar uma matriz dinâmica 

exata, ele desenvolve uma resposta precisa com pouco esforço computacional e com um 
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excelente nível de acurácia. 

Nessa perspectiva, a dissertação apresenta desde as premissas e considerações no 

desenvolvimento do modelo numérico de uma estrutura de uma ponte estaiada, onde as 

propriedades dinâmicas são extraídas diretamente da resposta em deformação. As forças 

serão assumidas como cargas pontuais unitárias, além das forças causadas pela pressão 

do vento e chuva, que serão implementadas de forma determinista e randômica. 

Considerando que os modelos numéricos não apresentam uma exatidão em 

relação as análises experimentais porque o modelo numérico não prevê erros associados 

a ruídos nas medições, condições de contorno e variabilidade de parâmetros. Para tratar 

modelagem da condição de contorno dos estais, considerou-se incertezas paramétricas 

nas condições de contorno que foi modelado por molas torcionais. O Método de Monte 

Carlo foi utilizado para geração das amostras utilizadas na análise estatística, que 

permitirá alcançarmos resultados mais realistas em relação ao comportamento das cargas 

atuantes na ponte. 

 

1.1 Objetivos 

O objetivo geral deste trabalho é utilizar o MEE para estimação da resposta 

dinâmica como a FRF (Função de resposta em frequência) e a densidade espectral e 

potência (PSD), bem como o efeito da aleatoriedade presente no contorno devido a 

conexão dos cabos na base. Dentro deste podemos salientar os objetivos específicos tais 

quais: 

 

• Validar o MEE para uma estrutura de uma ponte estaiada; 

• Estudar o comportamento do cabo excitado com força determinística e aleatória 

de forma concentrada com cargas unitária, de vento, chuva e vento e chuva 

simultâneas. 

• Investigar o efeito de aleatoriedades presente na modelagem das condições de 

contorno dos cabos e através da análise estatística. 
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1.2 Metodologia 
 

A metodologia desenvolvida na presente pesquisa compreende um breve 

referencial teórico da temática abordada e no desenvolvimento da modelagem numérica 

da estrutura de cabo baseado em MEE na plataforma MATLAB. Posteriormente as 

mesmas modelagens foram realizadas utilizando o Método dos elementos finitos (MEF) 

na plataforma MATLAB, com a intenção de validar os resultados obtidos com os modelos 

com MEE. Após a validação, foram implementados de forma pontual e distribuída, forças 

de vento, chuva, e ambos de forma simultânea. As análises foram feitas com cargas 

determinísticas e aleatórias com 3 espectros de densidade de potência diferentes, sendo 

eles, ruído branco, Kaimal e Kanai-Tajimi. Levando em consideração que os modelos 

numéricos não apresentam uma exatidão, considerou-se incertezas nas condições de 

contorno através da inclusão de variáveis aleatórias. O Método de Monte Carlo foi 

utilizado para geração das amostras utilizadas na análise estatística, que permite 

alcançarmos resultados mais realista. 

 

1.3 Organização do trabalho 
 

O presente trabalho está organizado em seis capítulos. O capítulo 1 consiste em 

uma introdução ao tema, abordando sobre a motivação que levaram a realização do 

trabalho, a metodologia, os objetivos e organização do texto. Em seguida, no capítulo 2, 

é realizada uma revisão bibliográfica abordando os principais trabalhos e os campos 

trabalhados na área do tema abordado. O capítulo 3 é destinado a descrever as excitações 

aleatórias e os espectros de potência. A descrição dos materiais e métodos e os resultados 

obtidos são apresentados posteriormente no capítulo 4. E por fim, no capítulo 5, são 

apresentadas as conclusões. 
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2 Revisão Bibliográfica 
 

Esta seção apresenta-se informações e conceitos embasadores para o 

desenvolvimento da pesquisa. A estrutura base das pontes estaiadas constitui de um 

tabuleiro suportado por cabos de aço retos e inclinados denominados de estais, os quais 

são fixados em torres. Além de apresentar os principais trabalhos sobre análise dinâmica 

de estruturas estaiadas, como pontes estaiadas e trabalhos com a utilizando o método do 

elemento espectral. 

 

2.1 Pontes estaiadas 

 

A parte estrutural de uma ponte estaiada é formada por uma ou mais vigas 

principais que se distribuem ao longo de seu comprimento e cabos inclinados e 

tensionados fixados em torres e no tabuleiro (FONSECA JUNIOR, 2018). A ponte 

estaiada tem ganhado visibilidade por causa da fácil construção e custo reduzido.  

A configuração e disposição dos cabos da ponte estaiada classifica o tipo da ponde 

em mono, leque, harpa e semi-harpa, como ilustrado na Figura 2.1. 

 

Figura 2. 1: Diferentes configurações longitudinais de cabos 

Fonte: Adaptado de LIN e YODA (2017). 

 

Pontes estaiadas com configuração em leque têm os cabos conectados paralelos 

ou cruzados no topo da torre. Este tipo de configuração é vantajoso em relação as outras, 

pois os estais são dispostos com uma inclinação maior, o que acarreta maior componente 

vertical da força, proporcionando menores esforços axiais no tabuleiro. A desvantagem 
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da ponte em leque é a tração no topo das torres devido a convergência da ancoragem dos 

estais requerendo um reforço maior (FONSECA JUNIOR, 2018). As pontes estaiadas 

com configuração em harpa têm os cabos são conectados paralelamente, de forma que a 

altura da fixação deles na torre seja proporcional à distância de suas posições no tabuleiro. 

Este tipo de configuração não possui vantagens estruturais sobre as pontes com 

configuração em leque, sendo estas a mais utilizadas devido a fatores estéticos.  

Já as pontes estaiadas com configuração em semi-harpa são utilizadas com o 

objetivo de evitar a aglomeração de cabos no topo da torre. Proporcionando assim melhor 

acesso a estes em casos de inspeção em manutenção (GIMSING e GEORGAKIS, 2012).  

 

2.1.1 Componentes estruturais 

A estrutura de uma ponte estaiada é definida a partir de três componentes estruturais 

sendo: o pilone (torre), o tabuleiro e o sistema de cabos como mostrado na Figura 2.2. 

 

Figura 2. 2: Componentes Estruturais da Ponte Estaiada 

Fonte: MAZARIM (2011). 

 

2.1.1.1 Torre (Pilone) 

A torre, também conhecida como pilone é responsável por transmitir as cargas 

resultantes das ancoragens dos estais e esforços do tabuleiro para as fundações. Dentre as 

diferentes formas geométricas que o pilone pode-se destacar as em formato de “A”, em 

forma de diamante (TOLEDO, 2014) e pilones isolados.  Como exemplificado na Figura 

2.3. 
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Figura 2. 3: Formas usuais de pilone: (a) em coluna; (b) portal; (c) “A”; (d) diamante 

Fonte: WALTHER et al. 1999 

 

SVENSSON (2011) afirma que os pilones são comumente construídos em 

concreto armado, capazes de absorver as cargas de compressão. Um pilone construído em 

aço seria vantajoso apenas quando se encontrasse sob condições desfavoráveis de 

fundação e precisasse ter uma altura bem elevada, recomendando-se o pilone em concreto 

armado. 

Para que o comportamento do nosso elemento seja o mais próximo da realidade, 

e os cálculos confiáveis, considerar elementos adequados durante a idealização do modelo 

é de suma importância, como exemplo de estudo de modelagem numérica, temos 

CUNHA e CAETANO (2016) que desenvolveu um modelo numérico da Ponte Estaiada 

sobre o Rio Árabe, onde usou o elemento de viga para modelar a torre/pilone da ponte 

estaiada. Portando, nessa pesquisa será utilizado o elemento de viga para análise da 

estrutura abordada. 

 

2.1.1.2 Tabuleiro 

O tabuleiro é responsável por absorver os esforços axiais de compressão 

resultantes das componentes horizontais das forças dos estais e, suportar as cargas móveis 

que percorrem pela ponte. O principal objetivo do tabuleiro é transferir as cargas 

permanentes e móveis para os pontos de ancoragem dos estais. A seção transversal do 

tabuleiro é construída somente em concreto armado ou misto (aço e concreto), sendo as 

lajes de concreto armado e as vigas em concreto ou aço.  

Uma característica importante em relação a concepção da seção transversal do 

tabuleiro é a sua rigidez à torção (GIMSING e GEORGAKIS, 2012). Dependendo da 



23 
 

disposição dos estais, se estão em um plano único centrado no tabuleiro ou não, o 

tabuleiro necessitará de uma rigidez à torção elevada. CLAUDIO (2010) estudou as 

tipologias das pontes estaiadas com tabuleiro de concreto. CARVALHO (2017) simulou 

uma estrutura baseada na ponte estaiada Anita Garibaldi, comparando a distribuição dos 

estais, e analisando o comportamento do tabuleiro, o qual se mostrou análogo a uma viga 

continua sobre apoios elásticos. 

 

2.1.1.3 Estais 

Os estais são ancorados na extremidade do pilone e no tabuleiro (TOLEDO, 

2014). Os estais são responsáveis pela transferência das cargas do tabuleiro para o pilone. 

De acordo com a Norma Brasileira 7483 - Cordoalhas de aço para estruturas de concreto 

protendido (2008), os estais são constituídos por cordoalhas especiais composta por 7 

fios, sendo 6 fios com mesmo diâmetro, em uma forma helicoidal, com um passo 

uniforme, em torno de um fio central, cujo diâmetro é maior do que o dos demais, 

envolvida por cera de petróleo e recoberta por um tubo de HDPE (High Density 

Polyethylene), que é conhecido também como PEAD (Polietileno de Alta Densidade) 

(TOLEDO, 2014). A Figura 2.4 apresenta o detalhe de uma cordoalha. 

 

Os tubos protetores das cordoalhas de HDPE que envolvem os estais devem dispor 

de mecanismos que amenizem as cargas aerodinâmicas. CAETANO (2007) apresenta de 

Figura 2. 4: Esquema dos componentes de uma ancoragem regulável 

Fonte: adaptado de ALGA (2013) 

 

Legenda: 

1   – Cabeça de Ancoragem 

2   – Anel de Regulagem 

3   – Placa de Apoio 

4   – Capa de Proteção 

5   – Unidade Terminal 

6* – Ligação Trefilada 

7   – Luva de Borracha 

8   – Anel de Amortecimento 

9   – Tubo fôrma 

10 – Tampa 

11 – Cunha 

12 – Dispositivo Antrifricção 

13 – Cordoalha 

14 – Tubo Protector de Cordoalha de HPDE 

15 – Tubo Principal de HDPE 

16 – Desviador 

17 – Produto anticorrosão injetado 

18 – Compatimento de Proteção 
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forma especifica os efeitos que regem os fenômenos causadores das vibrações em estais. 

Além de apresenta os métodos utilizados para diminuir ou anular esses efeitos, como a 

utilização de fios dispostos helicoidalmente ao longo do estai e a introdução de 

protuberâncias ou covas no tubo de HDPE. 

As ancoragens de um estai, estão localizadas em suas extremidades, onde são 

responsáveis pela transferência de força do estai tensionado para os elementos estruturais 

que se encontram ancorados. Uma ancoragem regulável, ou ativa, permite que seja 

ajustado o comprimento do estai sem que ocorra movimento relativo das cordoalhas em 

relação à ancoragem (FIB, 2005). A ancoragem regulável também possibilita o 

tensionamento ou retensionamento do estai, onde através de um macaco hidráulico se 

ajusta a tensão das cordoalhas, chegando assim na força de projeto calculada do estai. Já 

a ancoragem fixa, ou passiva, não permite o ajuste do comprimento do estai e nem o 

retensionamento dos estais. 

É essencial para o conhecimento do comportamento dinâmico dos estais, devido 

à flexibilidade e aos baixos coeficientes de amortecimento (VIEIRA, 2014). Os cabos são 

sensíveis às vibrações, o que pode comprometer a durabilidade e a confiabilidade 

estrutural. A dinâmica dos cabos intenta aos aspectos de fadiga nas ancoragens, causadas 

pelo uso das pontes (veículos) e ações naturais como o vento, além de analisar e 

determinar a carga de tração, elas são submetidas (VIEIRA, 2014). 

As incertezas são intrínsecas em relação as propriedades geométricas e mecânicas 

das grandes estruturas, bem como nas montagens ou juntas estruturais. Na pesquisa de 

SOUSA et al. (2019) afirmam que a análise estocástica, considerando a incerteza na 

condição de contorno, mostra que para o cabo, um efeito significativo do mapeamento 

não-linear, distorcendo a resposta estatística, apresentando uma influência considerável 

na resposta estrutural. Isso mostra que representar corretamente o modelo de condição de 

contorno é uma informação essencial e crucial no controle de vibrações e na 

confiabilidade estrutural. 

Será considerado o elemento de cabo que irá representar os estais nesta pesquisa 

assim como no trabalho de TOLEDO (2014) que realizou um estudo sobre o 

dimensionamento de vigas de rigidez de concreto de pontes estaiadas e CLAUDIO (2010) 

que estudou as tipologias das pontes estaiadas com tabuleiro de concreto, onde afirmam 

que os estais podem ser modelados como elementos de cabo. 
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2.3 Análise dinâmica 

 

A análise dinâmica tem como objetivo identificar dos parâmetros modais, bem 

como o comportamento da estrutura quando submetida a forças externas, que podem ser 

oriundas de diferentes fontes, tais tráfego de pessoas e veículos, o peso próprio da 

estrutura, cargas procedentes de fenômenos naturais como vento e a chuva (FONSECA 

JUNIOR, 2018). 

Pesquisas abordando análises de dinâmica estrutural em pontes estaiadas. 

WISLON e GRAVELLE (1991), onde os autores apresentaram uma descrição detalhada 

do desenvolvimento de uma classe de modelo de elementos finitos elásticos lineares para 

a análise dinâmica da ponte estaiada Quincy Bayview em Illinois. CUNHA (2011 apud 

INGLIS, 1934) abordou em sua pesquisa o efeito dinâmico em pontes ferroviárias, onde 

admitiu que a resposta dinâmica de uma viga bi-apoiada apresentava sempre a mesma 

resposta do seu primeiro modo de vibração. SAMPAIO et al. (2010) em sua pesquisa 

descreveu a análise modal experimental de uma ponte ferroviária da Estrada de Ferro 

Carajás (EFC). RIMOLA et al. (2017) desenvolveu uma análise para o estudo da resposta 

dinâmica e determinação da vida útil à fadiga de pontes rodoviárias mistas. 

Com o desenvolvimento tecnológico e surgimento das ferramentas 

computacionais, as análises de vibrações em pontes passaram a ser desenvolvidas a partir 

de métodos. CUNHA (2011 apud FRÝBA, 1980) apresentou uma solução analítica para 

solução de problemas de vibrações em vigas submetidas a cargas em movimento.  

FUGANTI (2012 apud LIN e YANG, 2005) utilizou um carro para escanear as 

frequências de uma ponte. Concluíram que a frequência de vibração das pontes possui 

uma relação com a sua rigidez, onde, caso a frequência apresente redução, ocasionaria 

então a deterioração da rigidez, acusando assim, danos nos componentes estruturais da 

ponte. LIN e YANG (2005) apresentaram diversas técnicas com objetivo medir as 

frequências nas pontes, de acordo com sua fonte de vibração, forças de vento, 

carregamento de tráfego, vibração forçada, forças de impacto, entre outras. 

CARVALHO (2008) analisou a perda de estabilidade estática e dinâmica em 

estruturas estaiadas, verificou-se que houve uma grande influência do tensionamento dos 

cabos, das imperfeições geométricas iniciais e na instabilidade global das torres estaiadas. 

FUGANTI (2012) analisou o comportamento dinâmico de uma ponte submetida a 

diferentes carregamentos móveis e com diferentes velocidades, comparando-os com a 
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análise estática, desenvolve-se dois modelos, utilizando o método dos elementos finitos, 

um modelo composto por elementos de barra, e outro composto por elementos de placa. 

DIENG et al. (2013) realizou uma análise qualitativa e quantitativa da eficiência 

de amortecedores de Ni – Ti (Níquel – Titânio) para reduzir as amplitudes de vibração de 

cabos de pontes. SONG et al. (2016) abordou em sua pesquisa a resposta dinâmica de 

uma ponte estaiada excitada por uma sequência contínua de forças móveis idênticas e 

igualmente espaçadas. NAGUIB et al. (2014) abordou um estudo do efeito da ruptura de 

cabos em pontes estaiadas, onde realizou uma análise estática e dinâmica em uma ponte 

com cinco vãos com um único plano de cabos em forma de harpa. 

SANTOS (2018) abordou uma atualização do modelo numérico de uma ponte 

estaiada, com base em dados experimentais, com o intuito de avaliar a integridade 

estrutural, durabilidade e confiabilidade de pontes estaiadas. FONSECA JUNIOR (2018) 

realizou uma análise dinâmica em um protótipo de pontes estaiada, em escala reduzida, 

com molas superelásticas de uma LMF (Liga com Memória de Forma) NiTi (Nitinol), 

utilizando ferramentas analíticas, numéricas e experimentais, onde verificou-se que as 

molas de LMF NiTi (Nitinol) apresentou um desempenho de dissipação de efeitos de 

vibração aplicados no protótipo, os modelos numéricos permitiram uma melhor previsão 

na resposta da estrutura.  

ISOLDI et al. (2003) realizou uma análise numérica da dinâmica nos cabos 

altamente extensíveis, onde observou que a tração estática inicial no cabo é um fator 

importante, e que um tempo de ruptura maior possibilita uma melhor dissipação de 

energia ao longo do cabo. CARVALHO et al. (2016) apresentou uma metodologia para 

a análise dinâmica de cabos submetidos ao vento, considerando as não-linearidades 

geométricas e o amortecimento aerodinâmico, comprovando que através do 

amortecimento os resultados apresentaram redução de resposta do cabo.  

Os trabalhos referenciados nessa seção utilizaram diferentes modelos numéricos 

na análise dinâmica dos cabos. Como proposta, este trabalho abordará um estudo do 

comportamento dos cabos de uma ponte estaiada excitados com força determinística e 

aleatória de forma concentrada, com cargas unitária, de vento, chuva e vento-chuva 

simultâneas via MEE, além de investigar as condições de contorno dos cabos conectados.  
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2.4 Método do elemento espectral 
 

A análise espectral, também conhecida como análise de Fourier ou análise no 

domínio da frequência, teve sua primeira abordagem em 1822 por Joseph Fourier com  a 

Theorie analytique de la chaleur (LEE, 2004). Nesta pesquisa Joseph Fourier demonstrou 

como analisar a condução de calor em sólidos a partir de uma série de funções de senos 

e cossenos. A pesquisa de Joseph Fourier com o uso de séries trouxe desconfiança 

acarretando a não aceitação do método. Com o decorrer dos anos diversos matemáticos 

como Dirichlet e Riemann realizaram pesquisas em busca da validação das séries de 

Fourier. 

Uma das primeiras pesquisas que apresentou a derivação da matriz rigidez 

dinâmica para uma vida de Euler-Bernoulli foi realizada por KOLOUSEK (1973). Já o 

Método do Elemento Espectral foi abordado pela primeira vez por BESKOS e 

NARAYANAN (1978) onde formulou-se a matriz de rigidez dinâmica para uma viga de 

Euler-Bernoulli uniformes de dois nós em relação ao domínio da frequência aplicando a 

teoria (Discrete Fourier Transform - DFT). A partir dessa formulação foram realizadas 

diferentes abordagens com a aplicação do MEE, dando destaque para as formulações dos 

elementos barra, viga, eixo e placa. 

Em se tratando de livros, temos três publicações abordando o MEE, o primeiro 

livro publicado por DOYLE (1997) intitulado Wave Propagation in Structures, que 

apresentou diversas abordagens em relação a propagação de onda com aplicação do MEE 

em elementos estruturais. O segundo livro foi publicado por LEE (2004), intitulado 

Spectral Elements Method in Structural Dynamics, onde aborda-se uma extensa pesquisa 

buscando novas aplicações utilizando o MEE, como em compósitos laminados, treliças 

periódicas e materiais inteligentes e controle de vibração ativa. O terceiro livro foi 

publicado por GOPALAKRISHNAN et al. (2005), intitulado Spectral Finite Element 

Method: Wave Propagation, Diagnostics and Control in Anisotropic and Inhomogeneous 

Structures, abordando o comportamento das ondas em materiais compósitos, meios não 

homogêneos.  

Na literatura pode-se encontrar pesquisas abordando análises de dinâmica 

estrutural e propagação de ondas, adotando como solução a aplicação da formulação do 

MEE. LEE (2004) sugeriu o uso do MEE em análises de vibração em placas finas sujeitas 

a uma força de ponto móvel. MACHADO et al. (2020) desenvolveu um elemento 

espectral para o cabo condutor de transmissão, incluindo o efeito de amortecimento 
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histerético e aerodinâmico usando o MEE. A eficiência do MEE para calcular a resposta 

dinâmica do cabo foi explorada em DUTKIEWICZ e MACHADO (2019a, 2019b, 2019c, 

2019d). Os resultados do MEE mostraram uma precisão muito boa em comparação com 

as medidas experimentais. SOUSA et al. (2019) utilizaram o MEE para modelar os estais 

de uma ponte estaiada simplificada considerando a condição de contorno por molas. 

SOARES (2020) abordou em sua pesquisa a modelagem dinâmica de Linhas de 

Transmissão aérea utilizando o MEE.  

Os trabalhos referenciados nessa seção utilizaram o MEE para diferentes 

aplicações em suas pesquisas. Como proposta, este trabalho abordará a aplicação do MEE 

em estruturas de pontes estaiadas, para estimação das respostas dinâmicas (FRFs e PSDs) 

além do efeito da aleatoriedade presente no contorno devido a conexão dos cabos no 

tabuleiro.  

 

2.5 Quantificação de incertezas, Variáveis aleatórias e 

Método de Monte Carlo 

 

Nos últimos anos surgiram diferentes ferramentas de simulação computacional, 

objetivando o conhecimento da concepção de projetos e análise de modelos de estruturas 

complexas, como as pontes estaiadas. Entretanto, KLIR (2005) afirma que essas 

ferramentas de simulação computacional, apresentam uma discordância significativa nos 

resultados quando comparado aos experimentais, pelo nível de incertezas associados aos 

testes. 

 Análise de incertezas é de suma importância, pois proporcionam maior 

confiabilidade ao modelo numérico (SANTOS, 2018). Uma forma a qual podemos 

representar as incertezas é através de variáveis aleatórias. Variável aleatória é um valor 

numérico, cujo valor que depende do resultado de um experimento ou circunstância 

aleatória (PORTNOI, 2010). 

 Existem métodos probabilísticos que se baseiam na utilização de variáveis 

aleatórias com o objetivo de solucionar problemas, isto é, proporciona a geração de muitas 

amostras randômicas de cada parâmetro incerto que foi modelado, um deste métodos é 

conhecido como Método de Monte Carlo. O Método de Monte Carlo é um método 

probabilístico, que tem como objetivo a geração de um valor com base em simulações 

realizadas com elevado número de repetições, baseados em amostragem randômica 
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usados em aproximação, evidenciando reduzir o erro e o custo de computação 

(SAMPAIO, 2012). O método de Monte Carlo apresenta competências em conseguir 

atingir aproximações numéricas para problemas com um certo grau de complexidade 

(SAMPAIO, 2012). 

PALIGA (2008) apresentou em sua pesquisa um modelo para análise 

probabilística de vigas de concreto armado recuperadas à flexão, através da utilização 

conjunta do método de simulação de Monte Carlo e do método dos Elementos Finitos, 

onde os resultados apresentaram um bom nível de segurança no projeto de vigas de 

concreto armado. TREVISAN (2015) avaliou em sua pesquisa a incerteza de medição em 

curvas de fadiga S-N através do método de Monte Carlo. O desenvolvimento do cálculo 

das incertezas de medição foi realizado para três níveis de rugosidade, com o intuito de 

verificar a influência dessas no valor da tensão corrigida. Por fim, foi o método de Monte 

Carlo foi comparado com o método Kragten, optando-se pelo método de Monte Carlo por 

não exigir linearidade do modelo. VILLELA (2017) em sua pesquisa realizou um 

procedimento de avaliação de incerteza da prevalência do incômodo causado por ruído, 

utilizando o método de Monte Carlo e considerou em seu modelo matemático a incerteza 

dos parâmetros da relação funcional. Verificou que as incertezas dos parâmetros da 

relação funcional não devem ser desconsideradas no modelo, além da ferramenta se 

apresentar eficaz para orientar quais fontes de incerteza devem ser reduzidas.  

MONTEIRO (2020) mostrou em seu estudo de obras variabilidade de custos em 

orçamentos de obras residenciais utilizando o método de Monte Carlos, onde levou em 

consideração as incertezas e os riscos. O método de Monte Carlo é boa alternativa no 

auxílio de tomada de decisões financeiras da obra. 

Os trabalhos referenciados nessa seção utilizaram o método de Monte Carlos para 

diferentes aplicações em suas pesquisas. Como proposta, este trabalho abordará a 

aplicação do método de Monte Carlo para geração das amostras utilizadas na análise 

estatística. 
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3 Formulação Teórica 
 

O presente capítulo tem o objetivo de apresentar o MEE para estruturas de viga, 

cabo e pórtico. Em seguida é apresentado a teoria sobre o Método de Monte Carlo e os 

efeitos das cargas de vento e chuva em estruturas dinâmicas e uma breve abordagem 

acerca de espectros de potência. 

 

3.1 Formulação geral da matriz espectral do elemento 

 

 DOYLE (1997) e LEE (2004) apresentam a formulação geral do elemento 

espectral, utilizando da aplicação dos conceitos de equilíbrio e a compatibilidade com a 

solução exata da equação governante do movimento, que estão relacionados com as forças 

e deslocamentos nodais. A apresentação das equações governamentais do movimento de 

uma estrutura é dada por: 

ℒ𝑢(𝑥, 𝑡) + Μ𝑢̈(𝑥, 𝑡) = 𝑝(𝑥, 𝑡) 

sendo ℒ o operador estrutural diferencial linear no domínio do tempo 𝑡 e coordenada 

espacial 𝑥, e M o operador inercial. Os pontos (˙) na equação representam as derivadas 

em relação ao tempo, u (𝑥, 𝑡) e p (𝑥, 𝑡) são respectivamente os vetores dos campos de 

deslocamento e de forças externas. Considerando que as forças externas podem ser 

representadas na forma espectral pela equação 

𝑝(𝑥, 𝑡) =  
1

𝑁
∑𝑃𝑛(𝑥, 𝜔𝑛)𝑒

𝑖𝜔𝑛𝑡

𝑁−1

𝑛=0

 

onde 𝑃𝑛(𝑥, 𝜔𝑛) representam os componentes espectrais das forças externas p(𝑥, 𝑡). A 

solução da Equação (3.1) é representada pela Equação (3.3): 

𝑢(𝑥, 𝑡) =  
1

𝑁
∑𝑈𝑛(𝑥,𝜔𝑛)𝑒

𝑖𝜔𝑛𝑡

𝑁−1

𝑛=0

 

sendo 𝑈𝑛(𝑥, 𝜔𝑛) a representação dos componentes espectrais dos campos de 

deslocamentos u (𝑥, 𝑡). Substituindo as Equações (3.3) e (3.2) na Equação (3.1) e 

(3.1) 

(3.2) 

(3.3) 
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considerando que os componentes espectrais 𝑈𝑛(𝑥,𝜔𝑛) e 𝑃𝑛(𝑥, 𝜔𝑛) atendem a Equação 

(3.1) em cada frequência discreta 𝜔𝑛, resultando na seguinte equação: 

ℒ𝑈𝑛(𝑥, 𝜔𝑛) − 𝜔𝑛
2Μ𝑈𝑛(𝑥, 𝜔𝑛) = 𝑃𝑛(𝑥, 𝜔𝑛) 

As funções de forma dependentes da frequência, chamadas de funções de forma 

dinâmica são utilizadas para formular a matriz do elemento espectral, que são obtidas a 

partir da equação homogênea: 

ℒ𝑈𝑛(𝑥) − 𝜔𝑛
2Μ𝑈𝑛(𝑥) = 0 

A Equação (3.5) é as frequências discretas e cada frequência discreta 𝜔𝑛 se torna 

um parâmetro.  

Utilizando como solução geral da Equação (3.5) na seguinte forma: 

𝑈(𝑥) =  𝑐𝑒𝑖𝑘𝑥 

sendo c é um vetor de constantes e 𝑘 é o número de onda. Substituindo a Equação (3.6) 

em (3.5) obtém-se um problema de autovalor, 

𝐴(𝑘,𝜔)𝑐 = 0 

formulando uma equação característica onde as raízes são para os números de ondas 𝑘 da 

seguinte forma: 

𝑘𝑝 + 𝛼(𝑝−1)(𝜔)𝑘
(𝑝−1) + 𝛼(𝑝−2)(𝜔)𝑘

(𝑝−2) +⋯+ 𝛼1(𝜔)𝑘
+𝛼0(𝜔) = 0 

A Equação (3.8) é denominada relação de dispersão ou de relação de espectro. 

Supondo que 𝑘1, 𝑘2, ..., 𝑘𝑝 sejam raízes especificas de uma determinada frequência 𝜔. De 

maneira que o autovetor c𝑖 seja calculado a partir da Equação (3.7) 

𝑐𝑖 = 𝑎𝑖 {
1
𝛽1
} = 𝑎𝑖𝜙𝑖          (𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑝) 

sendo o autovetor c𝑖 normalizado para que um componente do vetor normalizado 𝜙 se 

torne unitário e os demais assuma 𝛽𝑖. Com as condições de contorno são obtidas as 

constantes 𝑎𝑖. De posse dos autovetores 𝑘𝑖 e 𝑐𝑖, para satisfazer o problema de autovalor 

na Equação (3.7) a solução geral para a Equação (3.5) é dada como: 

𝑼(𝑥) =  ∑𝜙𝑖𝑒
−𝑖𝑘𝑖(𝜔)𝑥

𝑝

𝑖=1

𝑎𝑖 = 𝑬(𝑥; 𝜔)𝒂 

sendo: 

𝑬(𝑥;𝜔) = [𝜙1    𝜙2    𝜙3    ⋯     𝜙𝑝]𝚲(𝑥; 𝜔) 

 

𝚲(𝑥; 𝜔) = 𝑑𝑖𝑎𝑔[𝑒−𝑖𝑘𝑖(𝜔)𝑥] 

 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) (3.6)  

(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 

(3.10) 
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𝒂 = {𝑎1     𝑎2     𝑎3     ⋯     𝑎𝑝}
𝑇
 

Para um determinado elemento com comprimento 𝐿, com características homogêneas, a 

Equação (3.10) apresentará as condições de contorno em seus nós 𝑥 = 0 e 𝑥 = 𝐿, obtidas 

pelos deslocamentos e inclinações nos nós, também conhecidos como variáveis primárias,  

𝐷(𝑥) = 𝐿𝐺𝐵𝑈(𝑥) 

onde 𝐿𝐺𝐵 é o operador diferencial linear para as condições de contorno. Aplicando a 

relação da Equação (3.10) na Equação (3.11) e levando em consideração os graus de 

liberdade nodais “d” especificados em dois nós do elemento finito, têm-se: 

d = {
𝐷(0)
𝐷(𝐿)

} = [
𝐿𝐺𝐵𝐸(𝑥; 𝜔)|𝑥=0
𝐿𝐺𝐵𝐸(𝑥; 𝜔)|𝑥=𝐿

] 𝒂 =  𝑯(𝜔)𝒂 

sendo “d” o vetor de deslocamento nodal espectral, onde a pode ser definido como: 

𝒂 = 𝑯(𝜔)−1𝒅 

A solução pode ser reescrita em termos das condições nodais, substituindo a 

Equação (3.13) na Equação (3.10), obtém-se: 

𝑼(𝑥) = 𝑁(𝑥, 𝜔)𝑑 

onde 𝑁(𝑥, 𝜔) é a função de forma dinâmica dada por: 

𝑵(𝑥,𝜔) = 𝑬(𝑥, 𝜔)𝑯−𝟏(𝜔) 

LEE (2004) demonstra que as forças e momentos internos são variáveis secundárias 

e suas especificações constituem as condições de contorno naturais. Sendo assim, a 

resistência dos materiais determina a relação entre variáveis secundarias e os campos de 

deslocamento na forma, 

𝐹(𝑥) = 𝐿𝑁𝐵𝑈(𝑥) 

onde 𝐿𝑁𝐵 é o operador diferencial linear para as condições de contorno naturais. 

Substituindo a Equação (3.14) na Equação (3.16) e considerando a força nodal 𝑓, que são 

as cargas concentradas nos nós do elemento finito, tem-se: 

𝒇 = {
−𝐹(0)
+𝐹(𝐿)

} = [
−𝐿𝑁𝐵𝑁(𝑥; 𝜔)|𝑥=0
+𝐿𝑁𝐵𝑁(𝑥; 𝜔)|𝑥=𝐿

] 𝒅 =  𝑺(𝝎)𝒅 

onde: 

𝑺(𝝎) = [
−𝐿𝑁𝐵𝑁(𝑥; 𝜔)|𝑥=0
+𝐿𝑁𝐵𝑁(𝑥;𝜔)|𝑥=𝐿

] = 𝐺(𝜔)𝐻−1(𝜔) 

sendo: 

𝑮(𝝎) = [
−𝐿𝑁𝐵𝐸(𝑥; 𝜔)|𝑥=0
+𝐿𝑁𝐵𝐸(𝑥; 𝜔)|𝑥=𝐿

] 

(3.11) 

(3.12) 

(3.13) 

(3.14) 

(3.15) 

(3.16) 

(3.17) 

(3.18) 

(3.19) 
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A matriz S(𝜔) representa a matriz de rigidez dinâmica exata dependente da 

frequência, também chamada de matriz de rigidez dinâmica do elemento espectral. 

 

3.1.1 Elemento espectral de viga 

O elemento de viga composto de dois nós e dois graus de liberdade e, cada 

relativos aos deslocamentos transversais 𝑣 e a rotacionais 𝜙̂, sendo que a rotação é 

resultado da deformação transversal como 𝜙̂ = 𝜕𝑣/𝜕𝑥. As forças atuantes no elemento 

de viga são o cisalhamento 𝑉̂ e momento fletor 𝑀̂, que também podem ser expressos a 

partir do deslocamento espectral transversal (DOYLE, 1997), como 

𝑀̂ = 𝐸𝐼
𝜕2𝑣̂

𝜕𝑥2
= 𝐸𝐼𝑣′′(𝑥), 𝑉̂ = −𝐸𝐼

𝜕3𝑣̂

𝜕𝑥3
= 𝐸𝐼𝑣′′′(𝑥) 

Os deslocamentos nodais 𝑣 e 𝜙̂ e a forças nodais atuantes na viga de comprimento 

𝐿 são apresentados na Figura 3.1.  

 

Figura 3. 1: Elemento espectral de viga com dois nós com dois graus de liberdade e duas cargas nodais 

em cada nó 

A equação do movimento para o elemento de viga de Euler Bernoulli é 

representada por 

𝐸𝐼
𝜕4𝑣(𝑥,𝜔)

𝜕𝑥4
−𝜔2𝜌𝐴𝑣(𝑥, 𝜔) = 𝑞 

e a resposta espectral expressa da seguinte forma:  

𝑣(𝑥,𝜔) = 𝐴1𝑒
−𝑖𝑘𝑥 + 𝐴2𝑒

−𝑘𝑥𝐴3𝑒
𝑖𝑘(𝐿−𝑥) + 𝐴4𝑒

𝑘(𝐿−𝑥) = 𝒆(𝑥;𝜔)𝒂 

onde, 

𝒆(𝑥,𝜔) = [𝑒−𝑖𝑘𝑥 , 𝑒−𝑘𝑥 , 𝑒−𝑖𝑘(𝐿−𝑥), 𝑒−𝑘(𝐿−𝑥)] 

 

𝒂 = [𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4]
𝑇 

Os deslocamentos nodais espectrais e as inclinações do elemento de viga estão 

relacionados ao campo de deslocamento no nó 1 em (x = 0) e no nó 2 em (x = L), 

determinados por: 

(3.20) 

(3.21) 

(3.22) 
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𝒅 = 

[
 
 
 
𝜐1̂
𝜙1̂
𝜐2̂
𝜙2̂]
 
 
 

=

[
 
 
 
 
𝜐(0)

𝜐′̂(0)
𝜐(𝐿)

𝜐′̂(𝐿)]
 
 
 
 

  

Substituindo a Equação (3.22) no lado direito da Equação (3.23) e escrito em 

forma de matriz, obtém-se: 

𝒅 =  

[
 
 
 
𝑒(0,𝜔)

𝑒′(0,𝜔)
𝑒(𝐿, 𝜔)

𝑒′(𝐿, 𝜔)]
 
 
 

 𝒂 = 𝑯(𝜔)𝒂 

onde: 

𝒂 = 𝑯𝑩(𝜔)
−1𝒅 

sendo: 

𝑯(𝜔) = [

1 1 𝑒−𝑖𝑘𝐿

−𝑖𝑘 −𝑘 −𝑖𝑒−𝑖𝑘𝐿𝑘
𝑒−𝑖𝑘𝐿 𝑒−𝑘𝐿 1

−𝑖𝑘𝑒−𝑖𝑘𝐿 −𝑒−𝑘𝐿𝑘 𝑖𝑘

    

𝑒−𝑘𝐿

𝑒−𝑘𝐿𝑘
1
𝑘

] 

 

Os deslocamentos nodais do elemento podem ser definidos a partir dos seus graus 

de liberdade, que são determinados pelo vetor d e a partir da eliminação do vetor de 

constantes têm-se: 

𝒗̂(𝑥) = 𝒆(𝑥, 𝜔)𝑯𝑩
−𝟏(𝜔)𝒅 

As forças e os momentos de flexão nodais determinados para a viga podem ser 

relacionados com as forças e os momentos que são definidos por 

𝒇 =  

{
 
 

 
 𝑉̂1
𝑀̂1

𝑉̂2
𝑀̂2}
 
 

 
 

=

{
 

 
−𝑣(0)′′′

−𝑣(0)′′

𝑣(𝐿)′′′

𝑣(𝐿)′′ }
 

 

 

As forças espectrais nodais que são as força de cisalhamento e o momento fletor 

localizados ao lado esquerdo da viga onde 𝑥 = 0 e do direto 𝑥 = 𝐿. Aplicando as condições 

de contorno na Equação (3.27) teremos a seguinte 

𝒇 = 𝐸𝐼 [

−𝑖𝑘3 𝑘3 𝑖𝑒−𝑖𝑘𝐿𝑘3 −𝑒𝑖𝑘𝐿𝑘3

𝑘2 −𝑘2 𝑒−𝑖𝑘𝐿𝑘2 −𝑒−𝑘𝐿𝑘2

𝑖𝑒−𝑖𝑘𝐿𝑘3 −𝑒−𝑘𝐿𝑘3 −𝑖𝑘3 𝑘3

−𝑒−𝑖𝑘𝐿𝑘2 𝑒−𝑘𝐿𝑘2 −𝑘2 𝑘2

] 𝒂 = 𝑮(𝜔)𝒂 

Substituindo a Equação (3.25) na (3.28)  

𝒇 = 𝑮(𝜔)𝑯𝑩
−𝟏(𝜔)𝒅 

𝒇 = 𝑺𝑩(𝜔)𝒅 

onde, 𝑺𝑩(𝜔) = 𝑯𝑩
−𝟏(𝜔)𝑮(𝜔) é a matriz de rigidez dinâmica da viga de Euler-Bernoulli.  

(3.23) 

(3.24) 

(3.26) 

(3.27) 

(3.28) 

(3.25) 

(3.29) 
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3.1.2 Elemento espectral de cabo 

A equação de movimento do feixe de Euler-Bernoulli sem amortecimento 

submetido à força axial e sob vibração de flexão é governada por 

𝐸𝐼(𝑥)
𝜕4𝑣

𝜕𝑥4
(𝑥, 𝑡) + 𝜌𝐴(𝑥)

𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
(𝑥, 𝑡) − 𝑇

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
(𝑥, 𝑡) = 𝑞 

 
A Figura 3.2 mostra um elemento elástico de dois nós com uma seção transversal 

retangular uniforme submetido a uma força axial. O amortecimento estrutural interno é 

introduzido por um módulo de Young complexo, 𝐸 = 𝐸(1 + 𝑖𝜂) onde 𝜂 é o fator de perda 

estrutural histérica e 𝑖 = √−1. 

 

Figura 3. 2: Viga Euler-Bernoulli sujeito a uma carga axial. 

 

Ao considerar um coeficiente constante, a solução de deslocamento vertical pode 

ser assumida da forma: 

𝑣(𝑥, 𝑡) = 𝑣0𝑒
−𝑖(𝑘𝑥−𝜔𝑡) 

onde 𝑣0 representa a amplitude, 𝜔 é a frequência angular e 𝑘 é o número de onda. 

Substituindo a Equação (3.38) na Equação (3.37), a equação de dispersão é obtida como: 

𝐸𝐼𝑘4 + 𝑇𝑘2 − 𝜌𝐴𝜔2 = 0 

 resolvendo o polinômio em função de 𝑘, temos os números de ondas são dados por: 

𝑘1,3 = ±√
−𝑇 +√𝑇2 + 4𝐸𝐼𝜌𝐴𝜔2

2𝐸𝐼
 

𝑘2,4 = ±√
−𝑇 − √𝑇2 + 4𝐸𝐼𝜌𝐴𝜔2

2𝐸𝐼
 

Na solução geral, representada na Equação (3.29), utiliza-se modos de propagação 

de ondas, sendo dois modos incidentes e dois refletidos, cada par contendo uma onda 

propagante e outra evanescente. Os deslocamentos nodais espectrais e as inclinações do 

elemento de viga estão relacionados ao campo de deslocamento no nó 1 e no nó 2 

determinada pela Equação (3.23). Substituindo a Equação (3.22) no lado direito da 

equação (3.23) e aplicando as equações de contorno obtemos a matriz na 

(3.30) 

(3.31) 

(3.32) 

(3.29) 
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𝑯(𝜔) = [

1 1 𝑒−𝑖𝑘𝐿

−𝑖𝑘 −𝑘 −𝑖𝑘𝑒−𝑖𝑘𝐿

𝑒−𝑖𝑘𝐿 𝑒−𝑘𝐿 1
−𝑖𝑘𝑒−𝑖𝑘𝐿 −𝑘𝑒−𝑘𝐿 −𝑖𝑘

    

𝑒−𝑘𝐿

−𝑘𝑒−𝑘𝐿

1
−𝑘

] 

 

onde 𝒂 ser definido como: 

𝒂 = 𝑯−𝟏(𝜔)𝒅 

assim as forças nodais são: 

𝒇 = [

−𝑉(0)

−𝑀(0)
𝑉(𝐿)
𝑀(𝐿)

] = 𝐸𝐼 [

−𝑖𝑘3 𝑘3 𝑖𝑘3𝑒−𝑖𝑘𝐿 −𝑒𝑖𝑘𝐿

𝑘2 −𝑘2 −𝑘2𝑒−𝑖𝑘𝐿 −𝑘2𝑒−𝑘𝐿

𝑖𝑘3𝑒−𝑖𝑘𝐿 −𝑘3𝑒−𝑘𝐿 −𝑖𝑘3 𝑘3

−𝑘2𝑒−𝑖𝑘𝐿 𝑘2𝑒−𝑘𝐿 −𝑘2 𝑘2

] 𝒂 = 𝑮(𝜔)𝒂 

 

Substituindo a Equação (3.34) na Equação (3.35) relacionamos os deslocamentos 

com as forças, obtendo assim a matriz de rigidez espectral para o elemento de cabo 

relacionamos 𝑺(𝜔) = 𝑮(𝜔)𝑯−1(𝜔), como, 

𝒇 = 𝑮(𝜔)𝑯−𝟏(𝜔)𝒅 

 

3.1.3 Elemento espectral de pórtico 

O modelo elementar de pórtico ilustrado na Figura 3.3 inclui em sua formulação os 

graus de liberdade longitudinal, vertical e rotacional. Tendo como base o elemento de 

viga ou cabo e assumido deformação pequena, pode-se negligenciar o acoplamento entre 

a duas deformações. Como resultado, a matriz de rigidez do elemento pórtico considerará 

as rigidezes longitudinais e flexurais.  

 

Figura 3. 3: Modelo Elementar de Pórtico 

(3.33) 

(3.34) 

(3.35) 

(3.36) 
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Partindo das soluções espectrais relacionadas com os deslocamentos longitudinais 

e verticais temos: 

𝑢̂(𝑥,𝜔) = 𝐴1𝑒
−𝑖𝑘𝑟𝑥 + 𝐴2𝑒

𝑖𝑘𝑟(𝐿−𝑥) 

𝑣(𝑥,𝜔) = 𝐴3𝑒
−𝑖𝑘𝑥 + 𝐴4𝑒

−𝑘𝑥+𝐴5𝑒
𝑖𝑘(𝐿−𝑥) + 𝐴6𝑒

𝑘(𝐿−𝑥) 

onde, 

𝒆(𝑥,𝜔) = [𝑒−𝑖𝑘𝑟𝑥 , 𝑒−𝑖𝑘𝑥 , 𝑒−𝑘𝑥 , 𝑒𝑖𝑘𝑟(𝐿−𝑥), 𝑒−𝑖𝑘(𝐿−𝑥), 𝑒−𝑘(𝐿−𝑥)] 

 

𝒂 = [𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4, 𝐴5, 𝐴6]
𝑇 

Os deslocamentos nodais espectrais e as flexões do elemento de pórtico estão 

relacionados com as condições de contorno no nó, onde o nó 1 (x = 0) e no nó 2 (x = L), 

determinados por: 

𝒅 =  

[
 
 
 
 
 
 
𝑢1
𝜐1̂

̂

𝜙1
𝑢2̂

̂

𝜐2̂
𝜙2̂]
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
𝑢̂(0)

𝜐̂(0)

𝜐′̂(0)
𝑢̂(𝐿)
𝜐̂(𝐿)

𝜐′̂(𝐿)]
 
 
 
 
 
 

 =  

[
 
 
 
 
 
 
𝑒(0,𝜔)
𝑒(0,𝜔)

𝑒′(0,𝜔)
𝑒(𝐿,𝜔)
𝑒(𝐿,𝜔)

𝑒′(𝐿,𝜔)]
 
 
 
 
 
 

 𝒂 = 𝑯(𝜔)𝒂 

 sendo 𝒂 = 𝑯(𝜔)−1𝒅. Aplicando as condições de contorno em H obtemos a matriz 

espectral nodal representada da seguinte forma 

{
  
 

  
 
𝑢1
𝑣1̂

̂

𝜙1
𝑢2̂

̂

𝑣2̂
𝜙2̂}
  
 

  
 

=

[
 
 
 
 
 
1 0 0 𝑒−𝑖𝑘𝑟𝐿 0 0
0 1 1 0 𝑒−𝑖𝑘𝐿 𝑒−𝑘𝐿

0 −𝑖𝑘 −𝑘 0 𝑖𝑘𝑒−𝑖𝑘𝐿 𝑘𝑒−𝑘𝐿

𝑒−𝑖𝑘𝑟𝐿 0 0 1 0 0
0 𝑒−𝑖𝑘𝐿 𝑒−𝑘𝐿 0 1 1
0 −𝑖𝑘𝑒−𝑖𝑘𝐿 −𝑘𝑒−𝑘𝐿 0 𝑖𝑘 𝑘 ]

 
 
 
 
 

{
 
 

 
 
𝐴1
𝐴2
𝐴3
𝐴4
𝐴5
𝐴6}
 
 

 
 

=  𝑯(𝜔)𝒂 

onde 𝑘 é o número do cabo dado nas Equações (3.32) e (3.33); 𝑘𝑟 = 𝜔√E/A  é o número 

de ondas de um elemento de barra dado em (DOYLE, 1997).  As forças nodais de 

cisalhamento e momento são expressas pela Equação (3.18), a força nodal normal é 

formulada por 𝑃̂ = −𝐸𝐴
𝜕𝑣̂

𝜕𝑥
= 𝐸𝐴𝑣′(𝑥). Assim, aplicando as condições de contorno 

nodais, resolvendo as equações diferenciais obtém-se a matriz de forças nodais: 

{
  
 

  
 
𝑃̂1
𝑉̂1
𝑀̂1
𝑃̂2
𝑉̂2
𝑀̂2}
  
 

  
 

=

[
 
 
 
 
 
 

𝐸𝐴𝑖𝑘𝑟 0 0 −𝐸𝐴𝑖𝑘𝑟𝑒
−𝑖𝑘𝑟𝐿 0 0

0 −𝐸𝐼(𝑖𝑘𝑏)
3 −𝐸𝐼(𝑘𝑏)

3 0 𝐸𝐼(𝑖𝑘𝑏)
3𝑒−𝑖𝑘𝑏𝐿 𝐸𝐼(𝑘𝑏)

3𝑒−𝑘𝑏𝐿

0 −𝐸𝐼(𝑖𝑘𝑏)
2 −𝐸𝐼(𝑘𝑏)

2 0 −𝐸𝐼(𝑖𝑘𝑏)
2𝑒−𝑖𝑘𝑏𝐿 −𝐸𝐼(𝑘𝑏)

2𝑒−𝑘𝑏𝐿

−𝐸𝐴𝑖𝑘𝑟𝑒
−𝑖𝑘𝑟𝐿 0 0 𝐸𝐴𝑖𝑘𝑟 0 0

0 𝐸𝐼(𝑖𝑘𝑏)
3𝑒−𝑖𝑘𝑏𝐿 𝐸𝐼(𝑖𝑘𝑏)

3𝑒−𝑘𝑏𝐿 0 −𝐸𝐼(𝑖𝑘𝑏)
3 −𝐸𝐼(𝑘𝑏)

3

0 𝐸𝐼(𝑖𝑘𝑏)
2𝑒−𝑖𝑘𝑏𝐿 𝐸𝐼(𝑖𝑘𝑏)

2𝑒−𝑘𝑏𝐿 0 𝐸𝐼(𝑖𝑘𝑏)
2 𝐸𝐼(𝑘𝑏)

2 ]
 
 
 
 
 
 

{
  
 

  
 
𝐴1
𝐴2
𝐴3
𝐴4
𝐴5
𝐴6}
  
 

  
 

= 𝑮(𝜔)𝒂 

 

 

(3.38) 

(3.37) 

(3.41) 

(3.39) 

(3.40) 
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 Ao relacionar forças nodais com os deslocamentos 𝒇 = 𝑮(𝜔)𝑯−1(𝜔)𝐝 , obtém-

se a matriz de rigidez dinâmica para o elemento pórtico da forma 𝑺(𝜔) = 𝑮(𝜔)𝑯−1(𝜔). 

A matriz do elemento é formulada no sistema local de coordenadas, ou seja, seguindo o 

eixo do elemento. Para simulação que demande mais elementos de diferentes ângulos e 

posições é necessário aplicar transformação de cada elemento do sistema local para o 

sistema global de coordenadas.  Essa transformação de sistemas utiliza-se a matriz de 

rotação 𝑹 descrita por  

𝑹 =  

[
 
 
 
 
 
cos𝛼 sin 𝛼 0 0 0 0
− sin 𝛼 cos𝛼 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 cos𝛼 sin 𝛼 0
0 0 0 − sin 𝛼 cos 𝛼 0
0 0 0 0 0 1]

 
 
 
 
 

 

Aplicando a ortogonalidade da matriz de rotação (𝑹𝑇 = 𝑹−1) e multiplicando a 

matriz do elemento, formula-se a matriz de rigidez do pórtico plano em coordenadas 

globais da forma 

𝑺𝑔(𝜔) = 𝑹𝑇𝑺(𝜔) 𝑹 

onde 𝑺𝑔(𝜔) é a matriz do elemento complexa nas coordenadas globais.   

 

3.2 Variáveis aleatórias: Conceitos iniciais 

 

3.2.1 Função densidade de probabilidade 

A função densidade de probabilidade, do inglês probability density function  (PDFs) 

é associa a cada valor assumido pela variável aleatória e à probabilidade do evento 

correspondente. A função cumulativa da probabilidade da variável aleatória 𝑥 é tal que 

𝐹(𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥). A PDF 𝑓(𝑥) é usualmente definida como (RITTO e CASTELLO, 

2016) 

𝑓(𝑥) =
𝑑𝐹(𝑥)

𝑑𝑥
 

 

onde 𝑥 é um valor específico da variável aleatória e 𝐹(𝑥) uma função contínua à direita 

e limitada à esquerda. A PDF segue as seguintes propriedades 

𝑓(𝑥) ≥ 0            𝑒     ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =  1
∞

−∞

 

 

(3.42) 

(3.43) 

(3.44) 

(3.45) 
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Dentre as principais PDFs, a distribuição Gaussiana ou Normal é tem um suporte 

simétrico, um valor médio e variância de ±∞. A PDF Gaussiana é expressa por  

𝑓(𝑥) =
1

𝜎𝑥√2𝜋
𝑒𝑥𝑝 [−

1

2
(
𝑥 − 𝜇𝑥
𝜎𝑥

)
2

]  , −∞ < 𝑥 < +∞  

 

3.2.2 Valor esperado (esperança matemática, média) 

Para uma variável aleatória discreta X com valores possíveis 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3…𝑥𝑖 e com 

as suas probabilidades representadas pela função 𝑝(𝑥𝑖), o valor esperado calcula-se pela 

série: 

𝔼[𝑋] =  ∑𝑥𝑖𝑝(𝑥𝑖)

∞

𝑖=1

 

Para uma variável aleatória contínua X o valor esperado calcula-se mediante o 

integral de todos os valores de 𝑓(𝑥): 

𝔼[𝑋] = ∫ 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥
∞

−∞

 

O termo 𝔼 [X] é uma média ponderada de todos os possíveis valores de X em que 

os pesos são determinados pela PDF (FREIRE, 2020 apud DAMASCENO et al. 2008) 

 

3.2.3 Variância e Desvio Padrão 

A esperança do quadrado da variável aleatória discreta X é dada por (FREIRE, 2020 

apud DAMASCENO et al. 2008): 

𝜎2 = 𝑉𝑎𝑟(𝑋) = 𝔼{[𝑋 −  𝔼[X] ]2} 

Outra forma de calcular a dispersão é pelo desvio padrão (𝜎) que é a raiz quadrada 

da variância 

𝜎 = √𝑉𝑎𝑟[𝑋] 

 

3.3 Método de Monte Carlo 

 

Na simulação de Monte Carlo gera-se números aleatórios associados a uma 

distribuição de probabilidade, o qual é a base desta técnica. Entretanto, os computadores 

não possuem a capacidade de gerar números aleatórios não sequenciais, e sim uma 

sequência de números que apresentam propriedade estatísticas conforme a determinada 

distribuição pois fazem uso de algoritmos (DUTANG e WUERTZ, 2009). 

(3.47) 

(3.48) 

(3.49) 

(3.50) 

(3.46) 
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Na sua forma mais simples, o método de Monte Carlo é bastante utilizado para 

aproximação de cálculos de integrais multidimensionais (ROSS, 2006). Considerando a 

seguinte integral 

𝑝𝑓 = ∫𝐼(𝑥)𝑓(𝑥)𝑑𝑥 

𝑓(𝑥) é uma função densidade de probabilidade (PDF) associada a um vetor aleatório 

(𝑥) ∈ ℝ𝑑. Supondo que seja possível a geração de N variáveis aleatórias com distribuição 

de probabilidade dada por  𝑓(𝑥), um estimador não polarizado para 𝑝𝑓 é expresso por 

𝑝𝑓 =
1

𝑁
∑𝐼(𝑥𝑖)

𝑁

𝑖=1

 

sendo 𝑥𝑖 amostras do vetor aleatório (𝑥) com densidade 𝑓 e 𝐼 uma função determinada a 

partir de 

𝐼(𝑥) = {
1   𝑖𝑓 𝑔(𝑥) ≥ 0

0   𝑖𝑓 𝑔(𝑥) < 0
} 

 

Esta abordagem apresentada usa a chamada amostragem aleatória simples, que na 

maioria dos casos se apresenta ineficiente. Na Equação (3.52) fica evidente que a precisão 

da estimativa depende do número de amostras. Dessa forma é possível estimar um 

intervalo de confiança, mesmo sem conhecer a PDF de 𝑝𝑓. Temos como solução, 

aproximá-lo do intervalo de confiança de uma distribuição normal, recorrendo assim ao 

teorema limite central (FABRO, 2010). 

 

3.4 Excitação determinística e aleatória 

 

As velocidades e direções dos fluxos de vento e chuva mudam com o espaço e o 

tempo. Atualmente essas cargas são determinadas a partir de testes de túnel de vento, 

simulações de campo ou numéricas. Esta seção trata sobre os efeitos das cargas de vento 

e chuva em estruturas dinâmicas. A abordagem está limitada a resposta devido as cargas 

ao longo das estruturas.  

 

3.4.1 Carga de vento 

A NBR 7187 - Projeto de pontes de concreto armado e de concreto protendido – 

Procedimento, não apresenta nenhuma recomendação em relação ao procedimento para 

se determinar a ação do vento em pontes, somente recomenda seguir o apresentado na 

NBR 6123 – Força devidas ao vento em edificações, que explana sobre a ação do vento 

em edifícios.  

(3.51) 

(3.52) 

(3.53) 
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Os procedimentos para execução do cálculo de forças devido ao vento seguem as 

indicações da NBR 6123, 

𝐹𝑐𝑎 = 𝐶𝑎𝑞𝑙𝑑 

sendo 𝐶𝑎 representado pelo coeficiente de arrasto para fios e cabos, 𝑞 é a pressão 

dinâmica, 𝑙 é o comprimento do cabo e 𝑑 é o diâmetro da seção do cabo. A pressão 

dinâmica é obtida através da velocidade de projeto 𝑉𝑝 é determinada por: 

𝑞 =
1

2
𝜌𝑣𝑉𝑝

2 = 0,613𝑉𝑘
2 

onde 𝑉𝑝 é a velocidade básica corrigida pelos fatores de topografia, da influência da 

rugosidade do terreno além do fator relacionado a conceitos probabilísticos e 𝜌𝑣 a massa 

específica do ar obtida por: 

𝜌𝑣 =
1,293

(1 + 0,00367)𝑡𝑒𝑚𝑝
(
16000+ 64𝑡𝑒𝑚𝑝 − 𝐴𝐿𝑇

16000+ 64𝑡𝑒𝑚𝑝 + 𝐴𝐿𝑇
) 

sendo 𝑡𝑒𝑚𝑝 representado pela temperatura, em ˚𝐶 e ALT a altitude da região. 

Incidindo o vento a um ângulo  em relação à direção perpendicular ao cabo, a 

força de arrasto nesta direção é determinada por: 

𝐹𝑛𝑐𝑎 = 𝐶𝑎𝑞𝑙𝑑𝑠𝑒𝑛
2𝜃 

O número de Reynolds (Re) para o cálculo do coeficiente de arrasto para cabos é 

determinado por 

𝑅𝑒 = 70000𝑉𝑘𝑑 

onde 𝑉𝑘  representa a velocidade característica do vento, determinada por 

𝑉𝑘 = 𝑉0𝑆1𝑆2𝑆3 

onde: 

Vk = Velocidade característica do vento, em m/s; 

V0 = Velocidade básica do vento, em m/s; 

S1 = Fator Topográfico; 

S2 = Fator de rugosidade do terreno, Dimensão da estrutura e Altura acima do terreno; 

S3 = Fator estatístico. 

 

De acordo com a NBR 6123, a velocidade básica do vento é”[...] a velocidade de 

uma rajada de 3 segundos excedida em média uma vez em 50 anos, a 10 metros acima do 

terreno, em campo aberto e plano.” Essa velocidade, segundo a localidade da estrutura 

analisada, pode ser obtida a partir do mapa de isopletas do vento, conforme a Figura 3.4.  

(3.75) 

(3.57) 

(3.54) 

(3.58) 

(3.55) 

(3.56) 
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Figura 3. 4: Mapa das isopletas do vento (V0 em m/s). 

Fonte: NBR 6123 

O fator 𝑆1 considera a topografia e as variações do relevo do terreno. 

 

Tabela 3. 1: Classes de relevo do terreno 

S1 Tipo de Relevo do Terreno 
1,0 Terreno Plano ou fracamente acidentado 

VARIÁVEL Taludes e Morros 

0,9 Vales Profundos e protegidos de ventos de qualquer direção. 

Fonte: NBR 6123 

 

Para mais informações sobre a determinação do Fator Topográfico, ver o item 5.2 

da NBR-6123. A norma recomenda que casos de combinação de vales e montanhas com 

dificuldades de se estabelecer a direção predominante dos ventos que seja feita ensaio em 

Túnel de Vento.  

O fator 𝑆2 , considerando a rugosidade do terreno, as dimensões da edificação (no 

caso da ponte), o período de integração e a altura acima do terreno, é determinado por: 
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𝑆2 = 𝑏𝐹𝑟 (
𝑧

10
)
𝑃

 

com 𝑧 determinando a altura do centro do painel, 𝑏 e 𝑝 são os fatores meteorológicos 

determinados a partir da função das categorias de rugosidade do terreno, das classes da 

edificação e da altura do contorno superior da camada atmosférica. 

De acordo com a NBR-6123, os terrenos podem ser classificados em uma das 

categorias seguintes: 

 

Tabela 3. 2: Categorias de Rugosidade do Terreno 

Categoria Tipo de Superfície do Terreno 

I 
Superfícies Lisas de grandes dimensões, com mais de 5 km de extensão, medida na direção 

e sentido do vento incidente. 

II 
Terrenos abertos em nível ou aproximadamente em nível, com poucos obstáculos isolados, 

tais como árvores e edificações baixas. Obstáculos com altura média abaixo de 1,0 metros. 

III 
Terrenos planos ou ondulados com obstáculos, tais como sebes e muros, poucos quebra-

ventos. Obstáculos com altura média de 3,0 metros. 

IV 
Terrenos cobertos por obstáculos numerosos e pouco espaçados, em zona florestal, 

industrial a urbanizada. Altura média dos obstáculos de 10 metros. 

V 
Terrenos cobertos por obstáculos numerosos, grandes, altos e pouco espaçados. Obstáculos 

com altura média de 25 metros ou mais. 

Fonte: NBR 6123 

 

Além das características de rugosidade do terreno, devemos levar em 

consideração as dimensões do edifício. 

 
Tabela 3. 3: Classes de Edifícios em função de suas dimensões. 

Classe Dimensões do Edifício 

A 

Todas as unidades de vedação, seus elementos de fixação e peças individuais de estruturas sem 

vedação.  Toda edificação na qual a maior dimensão horizontal ou vertical seja inferior a 20 

metros. 

B 
Toda edificação ou parte de edificação para a qual a maior dimensão horizontal ou vertical da 

superfície frontal esteja entre 20 e 50 metros. 

C 
Toda edificação ou parte de edificação para a qual a maior dimensão horizontal ou vertical da 

superfície frontal exceda 50 metros. 

Fonte: NBR 6123 

 

Juntando a Categoria do Terreno com a Classe do Edifício, entramos na tabela 

seguinte, obtendo o Fator Rugosidade S2 para diversas alturas de edifício: 

 

 

(3.59) 
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Tabela 3. 4: Fator S2 

Altura 

Z (m) 

Categoria de Rugosidade do Terreno 

I II III IV V 

CLASSE CLASSE CLASSE CLASSE CLASSE 

A B C A B C A B C A B C A B C 

≤ 5 1,06 1,04 1,01 0,94 0,92 0,89 0,88 0,86 0,82 0,79 0,76 0,73 0,74 0,72 0,67 

10 1,10 1,09 1,06 1 0,98 0,95 0,94 0,92 0,88 0,86 0,83 0,80 0,74 0,72 0,67 

15 1,13 1,12 1,09 1,04 1,02 0,99 0,98 0,96 0,93 0,90 0,88 0,84 0,79 0,76 0,72 

20 1,15 1,14 1,12 1,06 1,04 1,02 1,01 0,99 0,96 0,93 0,91 0,88 0,82 0,80 0,76 

30 1,17 1,17 1,15 1,10 1,08 1,06 1,05 1,03 1 0,98 0,96 0,93 0,87 0,85 0,82 

40 1,20 1,19 1,17 1,13 1,11 1,09 1,08 1,06 1,04 1,01 0,99 0,96 0,91 0,89 0,86 

50 1,21 1,21 1,19 1,15 1,13 1,12 1,10 1,09 1,06 1,04 1,02 0,99 0,94 0,93 0,89 

60 1,22 1,22 1,21 1,16 1,15 1,14 1,12 1,11 1,09 1,07 1,04 1,02 0,97 0,95 0,92 

80 1,25 1,24 1,23 1,19 1,18 1,17 1,16 1,14 1,12 1,10 1,08 1,06 1,01 1 0,97 

100 1,26 1,26 1,25 1,22 1,21 1,20 1,18 1,17 1,15 1,13 1,11 1,09 1,05 1,03 1,01 

120 1,28 1,28 1,27 1,24 1,23 1,22 1,20 1,20 1,18 1,16 1,14 1,12 1,07 1,06 1,04 

140 1,29 1,29 1,28 1,25 1,24 1,24 1,22 1,22 1,20 1,18 1,16 1,14 1,10 1,09 1,07 

160 1,30 1,30 1,29 1,27 1,26 1,25 1,24 1,23 1,22 1,20 1,18 1,16 1,12 1,11 1,10 

180 1,31 1,31 1,31 1,28 1,27 1,27 1,26 1,25 1,23 1,22 1,20 1,18 1,14 1,14 1,12 

200 1,32 1,32 1,32 1,29 1,28 1,28 1,27 1,26 1,25 1,23 1,21 1,20 1,16 1,16 1,14 

250 1,34 1,34 1,33 1,31 1,31 1,31 1,30 1,29 1,28 1,27 1,25 1,23 1,20 1,20 1,18 

300       1,34 1,33 1,33 1,32 1,32 1,31 1,29 1,27 1,26 1,23 1,23 1,22 

350             1,34 1,34 1,33 1,32 1,30 1,29 1,26 1,26 1,26 

400                   1,34 1,32 1,32 1,29 1,29 1,29 

420                   1,35 1,35 1,33 1,30 1,30 1,30 

450                         1,32 1,32 1,32 

500 
            

1,34 1,34 1,34 

Fonte: NBR 6123 

 

O fator  𝑆3 leva em consideração o grau de segurança solicitado e a vida útil da 

edificação. A velocidade básica do vento é determinada para um certo período de 

recorrente de 50 anos, e a probabilidade de que esta velocidade seja igual ou maior neste 

período é de aproximadamente 63%. A Tabela 3.5 determina o fator S3 para alguns níveis 

de probabilidade e para os períodos de exposição da edificação à ação do vento. 
 

Tabela 3. 5: Valores Mínimos do Fator Estatístico S3 

Grupo Descrição S3 

1 
Edificações cuja ruína total ou parcial pode afetar a segurança ou possibilidade de 

socorro a pessoas após uma tempestade destrutiva (hospitais, quartéis de bombeiros e 

de forças de segurança, centrais de comunicação etc.) 

1.10 

2 Edificações para hotéis e residências. Edificações para comércio e indústria com alto 

fator de ocupação 
1.00 

3 Edificações e instalações industriais com baixo fator de ocupação (depósitos, silos, 

construções rurais etc.) 
0.95 

4 Vedações (telhas, vidros, painéis de vedação etc.) 0.88 

5 Edificações temporárias. Estruturas dos grupos 1 a 3 durante a construção. 0.83 

Fonte: NBR 6123 
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3.4.2 Carga de Chuva 

De acordo com a pesquisa de SOARES (2020), o espectro vertical da gota de 

chuva é calculado com as taxas de captura específicas obtidas a partir de dois conceitos 

diferentes. A trajetória da gota de chuva e determinada de acordo com a pesquisa de CHOI 

(1997). 

𝑚
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= 6𝜋μ𝑎𝑟𝑟 (𝑈 −

𝑑𝑥

𝑑𝑡
)
𝐶𝑎𝑅𝑒

24
 

𝑚
𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
= 6𝜋μ𝑎𝑟𝑟 (𝑉 −

𝑑𝑦

𝑑𝑡
)
𝐶𝑎𝑅𝑒

24
 

𝑚
𝑑2𝑧

𝑑𝑡2
= 6𝜋μ𝑎𝑟𝑟 (𝑊 −

𝑑𝑥

𝑑𝑡
)
𝐶𝑑𝑅𝑒

24
−𝑚𝑔 (1 −

𝜌𝑎
𝜌𝜔
) 

sendo 𝑟 representando o raio da gota de chuva, 𝜇ar a viscosidade do ar, 𝜌𝑎 a densidade do 

ar, 𝜌𝑤 a densidade da água, 𝑈, 𝑉 e 𝑊 são as componentes da velocidade do vento nas 

direções 𝑥, 𝑦 e 𝑧 respectivamente, 𝑅e o número de Reynolds e 𝐶a o coeficiente de arrasto 

e 𝑚 a massa da gota de chuva determinada por: 

𝑚 = (
4𝜋𝑟3

3
)𝜌𝑤 

O número de Reynolds é determinado a partir da seguinte equação: 

𝑅𝑒 = (
2𝜌𝑎𝑟

3
)√(𝑈 −

𝑑𝑥

𝑑𝑡
)
2

+ (𝑉 −
𝑑𝑦

𝑑𝑡
)
2

(𝑊 −
𝑑𝑧

𝑑𝑡
)
2

 

Substituindo (3.81) em (3.79) temos: 

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
=
3𝐶𝐷𝑥𝜌𝑎
8𝑟𝜌𝑤

(𝑈 −
𝑑𝑥

𝑑𝑡
)√(𝑈 −

𝑑𝑥

𝑑𝑡
)
2

+ (𝑉 −
𝑑𝑦

𝑑𝑡
)
2

(𝑊 −
𝑑𝑧

𝑑𝑡
)
2

 

 

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
=
3𝐶𝐷𝑦𝜌𝑎
8𝑟𝜌𝑤

(𝑉 −
𝑑𝑦

𝑑𝑡
)√(𝑈 −

𝑑𝑥

𝑑𝑡
)
2

+ (𝑉 −
𝑑𝑦

𝑑𝑡
)
2

(𝑊 −
𝑑𝑧

𝑑𝑡
)
2

 

 

𝑑2𝑧

𝑑𝑡2
=
3𝐶𝐷𝑧𝜌𝑎
8𝑟𝜌𝑤

(𝑊 −
𝑑𝑧

𝑑𝑡
)√(𝑈 −

𝑑𝑥

𝑑𝑡
)
2

+ (𝑉 −
𝑑𝑦

𝑑𝑡
)
2

(𝑊 −
𝑑𝑧

𝑑𝑡
)
2

− 𝑔 (1 −
𝜌𝑎
𝜌𝑤
) 

 

sendo x, y e z os coeficientes de arrasto determinados por 𝐶𝐷𝑥, 𝐶𝐷𝑦 e 𝐶𝐷𝑧 respectivamente, 

onde 𝐶𝐷𝑧 é tomado partir dos resultados calculados por GUNN e KINZER (1948) e 𝐶𝐷𝑥, 

𝐶𝐷𝑦 são igualados ao coeficiente de arrasto de uma esfera, que é aproximadamente 0,47. 

Os fatores aplicados no estudo das características da carga de chuva no plano 

vertical e sua velocidade horizontal são a taxa de captura específica 𝜂(𝑑) que são 

(3.61) 

(3.62) 

(3.63) 

(3.60) 
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referentes ao diâmetro da gota de chuva 𝑑, e à razão de velocidade 𝛾(𝐻, 𝑑, 𝛼) referentes 

ao diâmetro da gota de chuva, sua altitude 𝐻 e ao expoente da lei de potência 𝛼: 

𝜂 =
𝑅𝑣
𝑅ℎ

 

onde 𝑅𝑣 e 𝑅ℎ são as intensidades da chuva no sentido vertical e horizontal. 𝛾 é determinada 

por: 

𝛾(𝐻, 𝑑, 𝛼) =
𝑉ℎ(𝐻, 𝑑, 𝛼)

𝑉𝑝(𝐻, 𝛼)
 

onde 𝑉ℎ é a velocidade de uma gota de chuva e 𝑉𝑝 é a velocidade do vento na direção 

horizontal. 

FU et al. (2015) verificou-se as seguintes afirmações através de seus estudos. As 

pequenas gotículas possuem uma inércia menor e são sujeitas a forças de arrasto que em 

o movimento se modifica acarretando sua velocidade próxima a 1. As gotas maiores 

possuem velocidade maiores. Maior o diâmetro da gota maior será expoente e a da lei de 

potência acarretando uma consistência ruim da velocidade do vento horizontal e da gota 

de chuva. Abreviando, 𝛾 é proporcional ao diâmetro da gota de chuva e a 𝛼 é 

inversamente proporcional a 𝐻. O ajuste para a razão de velocidade é determinado por: 

𝛾(𝐻, 𝑑, 𝛼) = (0,2373𝐻(−0.5008)) (
𝑑

3
)
0.8

(
𝛼

0,12
) + 1 

sendo 𝐻 em metros e 𝑑 em milímetros. 

Existe entre a intensidade da chuva no plano horizontal e vertical uma relação que 

é determinada pela taxa de captura específica 𝜂 que é idêntica à taxa de fluxo da chuva 

por unidade de área no plano vertical em relação ao plano horizontal. Sendo assim 𝜂 pode 

ser determinado por: 

𝜂(𝑑) =
𝑅𝑣(𝑑)

𝑅ℎ(𝑑)
=

𝑉ℎ
𝑉𝑡𝑒𝑟𝑚

=
𝑉𝑝𝛾

𝑉𝑡𝑒𝑟𝑚
 

sendo 𝑉ℎ representado pela velocidade horizontal e 𝑉𝑡𝑒𝑟𝑚 a velocidade terminal na direção 

vertical. 𝑉𝑡𝑒𝑟𝑚 de uma gota de chuva determinada pela fórmula de ajuste (VAN MOOK, 

2002). 

𝑉𝑡𝑒𝑟𝑚(𝑑) = 9,40(1− 𝑒−0,557𝑑
1,15
) 

na condição de 𝑉𝑡𝑒𝑟𝑚 ser maior que 𝑉ℎ então teremos que a velocidade da chuva na vertical 

será maior que a velocidade horizontal. 

Para uma chuva qualquer com diâmetros de gota 𝑑 temos a intensidade 

determinada por: 

(3.65) 

(3.66) 

(3.67) 

(3.68) 

(3.64) 



47 
 

𝑅(𝑑) = 3600𝑉𝑔𝑜𝑡𝑎𝑛(𝑑)
𝜋𝑑3

6
 

sendo 𝑉𝑔𝑜𝑡𝑎 representado pela velocidade de uma gota perpendicular ao plano do espectro 

da gota de chuva e 𝑛(𝑑). Sendo 𝑛(𝑑) o número de gotas de chuva com diâmetro 𝑑 por 

unidade volume. Deste modo 𝜂 é obtido por 

𝜂(𝑑) =
𝑅𝑣(𝑑)

𝑅ℎ(𝑑)
=

3600𝑉ℎ𝑛𝑣(𝑑)(
𝜋𝑑3

6⁄ )

3600𝑉𝑡𝑒𝑟𝑚𝑛ℎ(𝑑)(
𝜋𝑑3

6⁄ )
=

𝑉ℎ𝑛𝑣(𝑑)

𝑉𝑡𝑒𝑟𝑚𝑛ℎ(𝑑)
 

Considerando a Equação (3.70) e a Equação (3.67) idêntica, então o espectro no 

sentido horizontal 𝑛ℎ e no sentido vertical 𝑛𝑣 são idênticos. De maneira que espectro da 

chuva é determinado por MARSHALL e PALMER (1948) como: 

𝑛ℎ(𝑑) = 𝑛0𝑒
(−Λ𝑑) 

onde 𝑛0 = 8x10³ em 1/(𝑚³𝑚𝑚) e Λ = 4.1𝑅h
−0.21 em 1/𝑚𝑚, 𝑅ℎ é a intensidade da chuva 

horizontal. 

A carga da chuva com um diâmetro específico 𝑑 atuando na estrutura com um 

volume unitário precisa-se adotar o espectro no plano vertical de modo que 𝐹𝑑 é 

terminando por: 

𝐹𝑑 = 𝐹(𝜏)𝑛𝑣(𝑑) 

Logo, a carga da chuva agindo na estrutura é determinada pela seguinte equação: 

𝐹𝑟 = 𝐹𝑑𝑉 =
1

3
𝜌𝜋𝑑3𝑛𝑣(𝑑)𝑉ℎ

2𝐴 =
1

3
𝜌𝜋𝑑3𝑛ℎ(𝑑)(𝛾(𝐻, 𝑑, 𝛼)𝑉𝑎(𝐻, 𝑡))

2𝐴 

 

sendo 𝑉 representado pelo volume do fluxo agindo na estrutura. E, a pressão da chuva 

é dada por: 

𝑃𝑐 =
1

3
𝜌𝑐𝜋𝑑

3𝑛ℎ(𝑑)(𝛾(𝐻, 𝑑, 𝛼)𝑉𝑝(𝐻, 𝑡))
2 

3.4.3 Carga de Vento e Chuva 

A ação das chuvas é bem significativa nas propriedades aerodinâmicas dos cabos 

de pontes estaiadas e o acoplamento das cargas de vento e de chuva são bem complexos 

do que analisar apenas a carga de vento. Sendo assim, é preciso realizar uma análise das 

cargas de vento e de chuva simultaneamente objetivando um melhor entendimento do 

comportamento destas cargas na estrutura. A formulação para se calcular a ação das 

cargas de chuva e de vento atuando de forma simultânea na estrutura é determinada a 

partir do somatório destas atuando separadamente (FU e LI, 2016), 

𝑃𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = 𝑃𝑣 + 𝑃𝑐 

(3.69) 

(3.70) 

(3.71) 

(3.72) 

(3.73) 

(3.74) 

(3.75) 
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3.4.4 Densidade Espectral de Potência 

SOARES (2020) determina as cargas provenientes de fenômenos naturais 

empregando as densidades espectrais de potência (PSD) devido as suas irregularidades e 

dinâmicas. MACHADO (2018), apresenta diferentes tipos de espectros para excitações 

dinâmicas específicas, como por exemplo, Ruído branco, Kaimal, Kanai-Tajimi e FOF 

(First Order Filter). O ruído branco é um espectro que apresenta um comportamento mais 

dispersivo em torno da média e não apresenta significância física, mas devido sua 

simplicidade se torna um espectro bastante utilizado. Kanai-Tajimi, é um espectro de 

segunda ordem, que apresenta uma grande dispersão, mas apresenta respostas em relação 

ao domínio de tempo mais suave que o espectro de ruído branco. Já o espectro de Kaimal, 

é um espectro de primeira ordem, que apresenta um perfil mais significativo apresentando 

assim uma boa autocorrelação (MURTAGH et al. 2004).  

O ruído branco é um espectro cobre toda a escala de frequências uniformes. 

Apesar deste espectro ser idealizado, o ruído branco proporciona uma forma analítica para 

a realização de estudos de vibrações aleatórias em estruturas (ZULUAGA GÓMEZ, 

2007). 

A densidade espectral de potência do ruído branco é demonstrada por 𝑆(𝜔) = 𝑆0. 

Existe um pensamento no qual afirma que a frequência do sinal é distribuída 

homogeneamente pela banda de frequência. Essa suposição não é comprovada, mas 

podemos utilizar outros modelos de PSD que dispõem de acurácia e precisão nas 

formulações. 

O modelo FOF é determinado por: 

𝑆𝑥𝑥(𝜔) =
𝑆0

𝑉𝑚2 + (2𝜋𝜔)2
 

já o modelo de espectro Kaimal é determinado por: 

𝑆𝑥𝑥(𝜔) =  [
4𝑆0

2𝐿1𝑢/𝑉𝑝/

(1 + 6𝜔𝐿1𝑢/𝑉𝑝)
]

5/3

 

sendo que 𝐿1𝑢 é a escala referente ao comprimento que é determinado como: 

 
𝐿1𝑢 = 150𝑚, 𝑜𝑢 5ℎ 𝑝𝑎𝑟𝑎 ℎ < 30 

 

O modelo de segunda ordem, Kanai-Tajimi, é definido por: 

𝑆𝑥𝑥(𝜔) =

1 + 4𝜉𝑔
2 (
𝜔
𝜔𝑔
)

(1 + (
𝜔
𝜔𝑔
)
2

+ 4𝜉𝑔
2 + (

𝜔
𝜔𝑔
)
2 𝑆0 

(3.76) 

(3.79) 

(3.77) 

(3.78) 
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sendo 𝑆𝑥𝑥(𝜔) a densidade espectral da aceleração na frequência f, o 𝜔𝑔 a frequência 

característica dos mantos de solo do local, em Hertz e ξg a razão de amortecimento dos 

mantos de solo do local. O coeficiente de amortecimento característico ξg e a frequência 

característica 𝜔𝑔 são ajustadas de acordo com a carga aleatória e o sistema. O filtro Kanai-

Tajimi amplia as frequências em torno de 𝜔𝑔, atenua as frequências mais altas, mas não 

altera a amplitude de frequências muito baixas (ALKMIM, 2017). 

 

3.4.5 Autocorrelação e Correlação Cruzada 

A autocorrelação de um sinal pode ser obtida através da equação a seguir: 

𝑅𝑥𝑥(𝜏) = 𝐸[𝑥(𝑡)𝑥(𝑡 − 𝜏)] 

onde 𝜏  representa o tempo de defasagem da análise. A autocorrelação destaca a relação 

linear que existe entre um sinal em um determinado instante de tempo com o mesmo sinal 

com uma defasagem de 𝜏. O teorema de Wiener-Khinchin associa uma função de 

autocorrelação 𝑅𝑥𝑥(𝜏) com o domínio de frequência. Como na equação a seguir: 

𝑆𝑥𝑥(𝜔) =
1

2𝜋
∫ 𝑅𝑥𝑥(𝜏)𝑒

−𝑖𝜔𝑡𝑑𝜏
∞

−∞

 

onde 𝑆𝑥𝑥(𝜔) é definida como a PSD. Os ruídos considerados neste trabalho são definidos 

através da PSD. 

Podemos definir a correlação cruzada a partir da análise dos sinais de entrada 𝑥(𝑡) 

e saída 𝑦(𝑡) do sistema, relacionando o valor de 𝑥 em um instante 𝑡 e 𝑦 em um instante 

de 𝑡 + 𝜏. 

𝑅𝑥𝑦(𝜏) = 𝐸[𝑥(𝑡)𝑦(𝑡 + 𝜏)] 

𝑅𝑥𝑦(𝜏) = 𝐸 [∫ 𝑥(𝑡)ℎ(𝜏1)𝑥(𝑡 + 𝜏 −
∞

0

𝜏1)𝑑𝜏1] 

No livro de SHIN e HAMMOND (2008), podemos conseguir uma maior 

explanação da Equação (3.82), que é adquirida pela relação de um sistema linearmente 

invariante no tempo com uma entrada e uma saída. O sinal 𝑦 (𝑡 + 𝜏) pode ser adquirido a 

partir da determinação da relação entre entrada e saída dada pela integral de convolução.  

Levando a equação de correlação cruzada para o domínio da frequência a partir da 

Transformada de Fourier (Equação 3.82), pode-se obter a densidade espectral de potência 

cruzada que é caracteristicamente relacionada com a Função de Resposta em Frequência 

(FRF). 

(3.80) 

(3.81) 

(3.82) 

https://www.lexico.pt/caracteristicamente/
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𝑆𝑥𝑦(𝜔) = ∫ 𝑅𝑥𝑦(𝜏)𝑒
−𝑖𝜔𝑡𝑑𝜏

∞

−∞

 

Aplicando a Equação (3.102) em (3.103) pode-se obter a seguinte equação: 

𝑅𝑥𝑦(𝜔) = ∫ ℎ(𝜏1)𝑒
−𝑖𝜔𝑡1𝑑𝜏1

∞

0

∫ 𝑅𝑥𝑥(𝜏 − 𝜏1)𝑒
−𝑖𝜔(𝜏−𝜏1)𝑑𝜏

∞

−∞

 

a primeira integral representa a definição da função de transferência no domínio do 

tempo, já a segunda integral representa a densidade espectral de potência do sinal de 

entrada. A partir disso teremos a resposta do sistema a um PSD de entrada que é 

determinada por SHIN e HAMMOND (2008): 

𝑆𝑥𝑦(𝜔) = 𝐻(𝜔)𝑆𝑥𝑥(𝜔) 

onde, 

𝐻(𝜔) = 𝑆−1(𝜔) 

sendo o H(𝜔) representado pelo valor absoluto da função de transferência entre a entrada 

𝑆𝑥𝑥 e a saída 𝑆𝑥𝑦(𝜔). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(3.85) 

(3.83) 

(3.84) 
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4 Resultados 
 

No presente capítulo serão apresentados os resultados numéricos obtidos nas 

implementações computacionais dos elementos apresentados no capítulo 3. Para 

validação do modelo, os resultados obtidos para uma ponte simplificada utilizando o MEE 

foram comparados com os resultados calculados via Elementos Finitos. Em seguida, uma 

estrutura mais completa da ponte é utilizada e sua resposta dinâmica analisada quando 

está exposta a cargas determinísticas e randômicas simulando os fenômenos naturais, 

além da inclusão de aleatoriedade na condição de contorno dos cabos. Uma estudo 

estatístico é apresentado na seção 4.6, onde é demonstrado o efeito das aleatoriedades 

devido a cargas e contornos na resposta dinâmica do sistema. 

 

4.1 Metodologia 

 

Dentre as subestruturas utilizadas para a criação da ponte estaiada, é necessário a 

implementação e a validação do modelo numérico. A estrutura simplificada do modelo 

da ponte (SOUSA et al. 2019), é composta por um conjunto de 4 cabos com dimensões 

como mostrado na (Figura 4.1). Os cabos têm uma geometria circular de diâmetro 75,2 

mm e a área da seção transversal igual a Ac = 0,000149 m2, o momento de inércia Ic = 

0,197×10−8 m4 e o momento de inércia torcional It = 0,123 × 10−8 m4. As propriedades 

mecânicas são o módulo de Young de E = 195 GPa e a densidade 𝜌 = 7800 kg ∕ m3. O 

fator de amortecimento estrutural é 0,01. Contudo, comparou-se os resultados obtidos 

pelo MEF objetivando a validação da implementação do MEE implementada no Software 

MATLAB. 
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Figura 4. 1: Estrutura Simplificada do Modelo 

Fonte: adaptado de Zhang et al. (2018) 

 

Os pontos vermelhos e azuis denotam pontos de medição. A excitação unitária em 

vertical é imposta no ponto vermelho de coordenada (3,21). As 15 primeiras frequências 

de ressonância foram extraídas das FRFs e comparadas com as frequências naturais do 

sistema e com as calculas via SEM e FEM sem amortecimento conforme demonstrados 

na Tabela 4.1. 

 

Tabela 4. 1: Comparação entre as 15 primeiros frequências naturais e as frequências de ressonâncias 

obtidas com o modelo de MEE e MEF. 

Modo 
Frequência Natural 

 𝝎 (Hz) 

Frequência de Ressonância 

MEE MEF 

1º 0,35 - - 

2º 0,50 0,50 - 

3º 0,60 0,60 0,60 

4º 0,70 - - 

5º 0,80 0,78 - 

6º 0,92 0,92 - 

7º 1,00 - - 

8º 1,05 1,07 1,05 

9º 1,14 1,14 1,13 

10º 1,24 1,25 - 

11º 1,34 1,37 1,35 

12º 1,46 - - 

13º 1,53 1,53 1,52 

14º 1,65 - - 

15º 1,72 1,70 1,79 

 

As frequências de ressonância obtidos pelo MEE e MEF estão próximos da 

frequência natural do sistema. MEE não conseguiu identificar a 1ª, 4ª, 7ª, 12ª e 14ª 

frequência de ressonância. Enquanto o MEF não conseguiu identificar 1ª, 2ª, 4ª a 7ª, 10ª, 

12ª e 14ª. Essas falhas de identificação dos métodos podem ser decorrentes do ponto de 



53 
 

excitação e medição escolhido. Assim, a frequência ressonante não identificada é devido 

a não excitação dos modos. Porém, é verificável que MEE é apresentou mais acurácia na 

estimação das frequências que o MEF. Na modelagem da ponte por MEE usou-se 8 

elementos espectrais ao todo, enquanto por MEF foi-se necessário uma discretização em 

45 elementos cada cabo. As FRFs obtidas no ponto vermelho (3, 21) mostradas na Figura 

4.2 foram calculadas usando MEE e MEF. 

 

Dado o caso simplificado é verificado que o MEE usado para modelar estruturas 

mais complexas apresentou eficiência e robustez. Assim, o caso da ponte mais completa 

é modelada apenas utilizando o MEE. 

 

4.2 Caso de aplicação 

Nesta seção uma ponte estaiada mais completa é analisada. Esta é composta por 

10 estais (cabos), o pilone, a base e a inclusão da condição de contorno através de molas 

torcionais, como ilustrada na Figura 4.3. Os pontos azuis são pontos de obtenção das 

repostas dinâmicas nos cabos e os em cor vermelha são pontos de análise na estrutura de 

concreto. O ponto de excitação é assumido no nó 5 no GDL vertical.  

Os cabos estão conectados nos na base, este é modelado por um suporte fixo 

contendo o GDL de rotação livre. A conexão de cabo-base é modelada por uma mola 

rotacional Kϕ incluída em cada ponto de conexão. 

 

Figura 4. 2: FRF do Ponto Vermelho (3, 21) 
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A geometria dos cabos e as propriedades mecânicas adotadas foram as mesmas 

utilizadas para a estrutura apresentada na Figura 4.1. O pilone têm uma geometria 

retangular e a área da seção transversal igual a Ac = 4,225 m2, o momento de inércia Ic = 

24,20 m4. As propriedades mecânicas são o módulo de Young de E = 35,42 GPa e a 

densidade 𝜌 = 2500 kg ∕ m3. 

Análises da resposta dinâmica da ponte considerando cargas pontuais unitária, de 

vento, chuva e vento-chuva são presentados. Dois casos de estudo são realizados, um 

considerando a mola no contorno e outro sem a mola. A rigidez média da mola igual a 

Kϕ = 100 kgf/m². Em sequência, considerou-se cargas aleatória expressas por espectros 

de Ruído branco, Kaimal e Kanai-Tajimi, todos com amplitude associada à carga de 

vento-chuva. As características das excitações oriundas das cargas de vento e chuva estão 

dispostas nas Tabelas 4.2 e 4.3. 

Tabela 4. 2: Características do Vento 

Propriedades Valor Adotado 

Velocidade base [m/s] 20 

Densidade do ar [k𝑔/𝑚³] 1225 

Fator topográfico (S1) 1,0 

Categoria de rugosidade do terreno III 

Classes de edifícios em função da dimensão B 

Coeficiente de rugosidade 𝐾r (S2)  1,03 

Fator estatístico (S3) 1,10 

Temperatura[∘𝐶] 25 

Coeficiente de arrasto Ca 1,00 

Figura 4. 3: Modelo da Estrutura Analisada 
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Tabela 4. 3: Características da Chuva 

Propriedades Valor Adotado 

Densidade da gota de chuva [k𝑔/𝑚³] 1000 

Intensidade da chuva [mm/h] 150 

Diâmetro da Gota de Chuva 0,003 

 

4.2.1 Análise dinâmica da ponte 

As FRFs da ponte foram estimadas nos pontos de cor azul, para isso, impôs-se um 

forçamento unitário no nó nº 5.  

Para checar a simetria resposta dinâmica da estrutura obtiveram-se as FRFs nos 

pontos 5, 6, 7 e 8 no GDL vertical. A Figura 4.4 (a) mostra as FRFs obtidas nos nós 5 e 8 

e Figura 4.4 (b) nos nós 6 e 7, em ambos os casos podemos observar que as repostas são 

idênticas aos nós analisados, demostrando a simetria da estrutura e comportamento 

dinâmico. A simetria de estruturas é um fator importante na análise, principalmente   em 

modelos que demandem alto tempo de processamento. Isso porque pode-se utilizar 

apenas metade ou parte da modelagem na simulação. 

 (a) 



56 
 

  

  

As Figuras 4.5 e 4.6 apresentam a resposta dos cabos para uma excitação unitária 

no nó nº 5 nos nós 1 a 6 da ponte. O início das FRFs apresenta alta densidade modal e as 

FRFs calculadas nos pontos 1 e 2 apresentam maior amplitude de resposta seguidos pelos 

pontos 3-4 e 5-6, isso devido ao comprimento dos cabos associados aos pontos. Embora 

as amplitudes sejam diferentes das frequências de ressonância são similares. A Figura 4.6 

mostram as FRFs calculadas nos nós 7 a 12. Comportamento similar ao da Figura 4.5 são 

observados. 

 

(b) 

Figura 4. 4: Simetria entre as FRFs dos Pontos 5 e 8 (a) e 6 e 7 (b) com excitação de carga unitária no 

GDL nº 5 

 

Figura 4. 5: FRFs dos Ponto de 1 a 6 com excitação de carga unitária no GDL nº 5 
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A FRF calculada no ponto vermelho, na conexão entre o cabo e a base, é mostrada 

na Figura 4.7. Nestes pontos observa-se a interação do cabo com a ponte, é possível 

perceber um aumento da influência do cabo na resposta vibracional. 

Quando a excitação é no acoplamento do cabo com a estrutura, as FRFs 

apresentaram uma maior densidade modal, com maiores amplitudes em suas respostas. 

Uma questão que deve ser levada em consideração no projeto de uma ponte 

estaiada é o desempenho dos estais no decorrer de seu funcionamento pois estão 

suscetíveis a esforços, do vento, chuva, tráfego etc. A ocorrência alternada desses 

carregamentos no elemento acarreta um desgaste nos estais e em seus elementos de 

Figura 4. 6: FRFs dos Ponto de 7 a 12 com excitação de carga unitária no GDL nº5 

Figura 4. 7: FRFs do Acoplamento no Engaste e no Acoplamento na estrutura com excitação de carga 

unitária no GDL nº 5 
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ligação que são as ancoragens. Essa ocorrência é conhecida como fadiga, um dos 

principais motivos da degradação, pois estão suscetíveis a cargas que variam com o 

tempo. 

A fadiga atuante nos estais e em seus elementos de ligação é classificada em 

fadiga axial e fadiga devido a flexão. Sendo a fadiga axial ocasionada pela variação de 

carga acidental que pode ser corrigida reduzindo-se a tensão limite do cabo. No caso da 

fadiga devido a flexão é ocasionada devido a vibração dos cabos provocados pelo vento 

ou pela rotação do tabuleiro da ponte tendo uma correção a utilização de mecanismos que 

realizam o controle das vibrações e através de atenuadores de flexão (ISHII, 2006). 

No intuito de checar a influência da condição de contorno na reposta vibracional 

da ponte, foi realizada a inclusão das restrições nos engastes através da inclusão de molas 

torcionais nesses pontos de conexão. A FRF impressa em linha de cor roxa é a resposta 

considerando a mola rotacional de valor médio Kϕ = 1e² kgf/m² em cada engaste. As 

Figuras 4.8 e 4.9 demonstram resposta dinâmica da ponte com e sem a inclusão da mola 

no contorno nos pontos 4 e 5, respectivamente. Em ambas as análises houve uma mudança 

significativa na resposta em baixa frequências. Observa-se uma alteração nas frequências 

de ressonância até aproximadamente 1 Hz, após essa faixa as curvas da estrutura com e 

sem mola são próximas, tanto para o modo quanto para as frequências. 

 
 

 

 
 

 

Figura 4. 8: FRFs do Ponto 4 sem e com adição da mola com excitação de carga unitária no GDL  nº5 
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4.2.2 Excitações por cargas pontuais de vento e chuva 

Nessa seção são apresentadas as análises das respostas dinâmicas da ponte 

submetidas as cargas pontuais como recomendado pelas normas brasileiras NBR-7187 

(2003), NBR-6123 (1988) para cargas de vento, e em FU e LI (2016) para as cargas de 

chuva e vento com chuva. 

Todas as estruturas estão sujeitas as vibrações devidas as cargas causadas por 

veículos, pessoas ou fenômenos naturais (efeitos de ventos, chuva e entre outros). 

Segundo CHOI (2001), caso coincida as frequências da força de excitação com as 

frequências naturais da estrutura, poderá ocorrer um fenômeno chamado ressonância, 

fenômeno esse que acarreta o aumento das amplitudes de oscilação em sistemas que 

possuem baixo amortecimento, ocasionando degradação de elementos estruturais, 

resultando em efeitos catastróficos. Na Figura 4.10 o cabo é excitado de forma pontual 

com a força de vento, chuva e vento com chuva com velocidades básicas de 20 𝑚/𝑠, 

considerando a categoria de terreno que correspondem a terrenos planos ou ondulados 

com obstáculos, tais como sebes, muros e poucos quebra-ventos. Os obstáculos têm altura 

média de 3,0 metros. 

Figura 4. 9: FRFs do Ponto 5 sem e com adição da mola com excitação de carga unitária no GDL nº5 
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As FRFs obtidas apresentaram uma diferença nas amplitudes mantendo mesmo 

modos de vibrar e frequências de ressonância, tendo maior magnitude aquelas que foram 

excitadas com vento e chuva que somadas apresentam uma maior intensidade de força.  

A resposta da ponte estaiada para uma carga de chuva foi estudada considerando 

uma excitação nos pontos de cor azul nos cabos, e na cor vermelha na estrutura da ponte, 

sendo no ponto de acoplamento e no engaste conforme demonstrados na Figura 4.3. A 

resposta dinâmica devida a essa carga é mostrada nas Figuras 4.11 a 4.13, tem-se que para 

excitação com carga de chuva as receptâncias apresentam alteração na amplitude, mas 

com as mesmas frequências de ressonância.  

 

 

Figura 4. 11: FRFs dos Ponto de 1 a 6 com excitação de carga de chuva no GDL nº5 

Figura 4. 10: FRF medida no ponto 5, dada excitação por vento, chuva e vento-chuva no GDL nº 5 
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 ressonância.  

 

Assim como foi na análise de excitação de carga pontual unitária, inclui-se a mola 

no apoio. Observa-se uma mudança da resposta dinâmica e das receptâncias para a ponte 

com e sem mola como mostrado nas Figuras 4.14 e 4.15. A FRF impressa em linha de 

cor roxa é a FRF considerando a mola rotacional de Kϕ = 100 kgf/m² em cada engaste. 

Em baixa frequência há uma diferença na receptância e após 1 Hz ela diminui, 

apresentando um pequeno aumento de amplitude para o modelo sem as molas no 

contorno. 

 

Figura 4. 13: FRFs do Acoplamento no Engaste e no Acoplamento na estrutura com excitação de carga 

de chuva no GDL nº5 

 

 

 

Figura 4. 12: FRFs dos Ponto de 7 a 12 com excitação de carga de chuva no GDL nº 5 
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Assumindo uma carga de excitação devido ao vento, com as características 

apresentadas na Tabela 4.2, obtém-se a receptâncias nos pontos de 1 a 12 dada excitação 

pontual por vento no nó 5. Da Figura 4.16 a 4.18 são representadas as FRFs oriundas das 

excitações pontuais do ponto com a carga de vento, que têm o comportamento dinâmico 

similar as análises anteriores com mudança apenas nas amplitudes. 

 

 

 

Figura 4. 14: FRFs do Ponto 5 sem e com adição da mola com excitação de carga de chuva no GDL nº5 

Figura 4. 15: FRFs do Ponto 4 sem e com adição da mola com excitação de carga de chuva no GDL nº5 
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Figura 4. 16: FRFs dos Ponto de 7 a 12 com excitação de carga de vento no GDL nº 5 

Figura 4. 17:  FRFs dos Ponto de 1 a 6 com excitação de carga de vento no GDL nº 5 
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As Figuras 4.19 e 4.20 ilustram as receptâncias nos pontos 4 e 5 com adição da 

mola no contorno sob a ação da carga de vento no nó 5. Essas seguem a dinâmica dos 

outros casos apresentados. 

 

 

 

 

 

 

Figura 4. 18 FRFs do Acoplamento no Engaste e no Acoplamento na estrutura com excitação de carga de 

vento no GDL nº5 

Figura 4. 19: FRFs do Ponto 4 sem e com adição da mola com excitação de carga de vento no nó nº 5 
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Comparando as FRFs resultantes da excitação com carga de chuva (Figuras 4.11 

a 4.15) com as FRFs resultantes da excitação com carga de vento (Figuras 4.16 a 4.20), 

percebe-se que o comportamento referente a ação do vento, é semelhante ao 

comportamento da ação da carga chuva, pois as duas cargas não influenciam o padrão da 

resposta dinâmica, mediante aos valores das cargas adotadas. Devido ao aumento da 

magnitude da força empregada, tem-se que as respostas apresentam uma diferença na 

amplitude em comparação com a análise considerando a força da chuva. 

Na análise de excitação do sistema por vento e chuva simultaneamente, foram 

adotados os mesmos valores das análises anteriores, mantendo também os pontos de 

excitação e medição das respostas. Nas Figuras 4.21 a 4.23 estão representadas as 

receptâncias oriundas das excitações pontuais da ponte com a carga de vento e chuva 

simultâneos 

 

 

 

 

 

Figura 4. 20: FRFs do Ponto 5 sem e com adição da mola com excitação de carga de vento no nó nº 5 
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Figura 4. 22: FRFs dos Ponto de 7 a 12 com excitação de carga de chuva e vento simultâneas no nó nº 5 

 

 

 
 

 

 

Figura 4. 21: FRFs dos Ponto de 1 a 6 com excitação de carga de chuva e vento simultâneas no nó nº 5 
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Para a análise de excitação de carga pontual de vento e chuva simultâneos, 

faremos também a inclusão das restrições nos engastes como podemos observar nas 

Figuras 4.24 e 4.25. 

 

 

 

 

 

 

Figura 4. 23: FRFs do Acoplamento no Engaste e no Acoplamento na estrutura com excitação de carga 

de chuva e vento simultâneos no nó nº5 

Figura 4. 24: FRFs do Ponto 4 sem e com adição da mola com excitação de carga de chuva e vento 

simultâneos no GDL nº 5 
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A excitação de vento e chuva na estrutura apresentou o mesmo comportamento 

dinâmico que as demais análises, com predominância do modo pertencente da estrutura 

excitada. Devido ao aumento da magnitude da força empregada, que é o somatório das 

ações isoladas, tem-se que as respostas apresentam uma diferença na amplitude em 

comparação com a análise considerando a força da chuva e no caso da força do vento 

apresentou uma mesma magnitude em relação a excitação pontual de vento e chuva. 

 

4.2.3 Excitações aleatórias 

Nessa seção demonstra-se as análises das respostas da estrutura submetidas a 

cargas aleatórias, seguindo as recomendadas das normas NBR-7187 (2003) e NBR-6123 

(1988) para cargas de vento e as pesquisas realizadas por FU e LI (2016b) para as cargas 

de chuva e vento com chuva. Nessa pesquisa foram utilizadas as PSDs de ruído branco, 

Kaimal e Kanai-Tajimi, levando em consideração que as mesmas apresentaram 

decaimentos diferentes, onde a PSD de ruído branco se manteve constante, em toda faixa 

de frequência de excitação, a PSD de Kaimal apresenta um decaimento na potência 

partindo do início da faixa de frequência de excitação e a PSD de Kanai-Tajimi inicia 

constante na frequência e após 100 Hz apresenta um decaimento da potência do sinal, 

conforme demonstrado na Figura 4.26. 

 

Figura 4. 25: FRFs do Ponto 5 sem e com adição da mola com excitação de carga de vento e chuva 

simultâneos no GDL nº 5 
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A Figura 4.27 ilustra as PSDs no domínio do tempo de ruído branco, Kaimal e 

Kanai–Tajimi, onde é visível o comportamento individual de cada espectro. 

 
 

4.2.4 Análise dinâmica da ponte estaiada sob excitação aleatória 

Os espectros de carregamentos aleatórios foram aplicados de forma pontual no cabo 

no GDL nº 5, para observar a resposta na banda de frequência analisada foi de 0 a 5 Hz, 

assim como as análises apresentadas em seção 4.2.2. Na Figura 4.28 apresenta o PSD da 

ponte estaiada submetida a excitação aleatória com PSD de ruído branco relacionado com 

uma carga de chuva.  Na Figura 4.28(a) apresenta PSD obtida no ponto 4 e a 4.28(b) no 

Figura 4. 26: PSD da força de excitação para ruído branco (azul), Kaimal (roxa) e Kanai – Tajimi 

(vermelha). 

Figura 4. 27: PSDs no domínio do tempo de Ruído Branco, Kaimal e Kanai-Tajimi para a carga de vento. 
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ponto 5. Em ambos os pontos de análise a linha roxa é a PSD da resposta dinâmica e a 

curva em azul a FRF. Comparando as duas curvas, roxa e azul, observa-se que excitação 

aleatória impõe uma variabilidade na curva, porém ainda segue as frequências de 

ressonância e modas compondo a FRF do ponto analisado. O espectro da resposta da PSD 

mantém a sua amplitude em toda faixa de frequência analisada. 

 

 

 

A Figura 4.29(a) apresenta PSD obtida no ponto 4 e a 4.29(b) no ponto 5 dada uma 

excitação por ruído branco relacionado com uma amplitude de vento. Em ambos os 

pontos de análise a linha roxa é a PSD da resposta dinâmica e a curva em azul a FRF. 

Comparando as duas curvas, roxa e azul, observa-se que excitação aleatória impõe uma 

variabilidade na curva seguindo o comportamento do caso anterior. 

 

 

Figura 4. 28: FRF com espectro de excitação de ruído branco (Linha Roxa) com carga de chuva (Linha 

Azul): Ponto 4 (a) e Ponto 5 (b) 

 

(a) (b) 

(a) (b) 

Figura 4. 29: FRF com espectro de excitação de ruído branco (Linha Roxa) com carga de vento (Linha 

Azul): Ponto 4 (a) e Ponto 5 (b) 
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Na Figura 4.30 apresenta o PSD da ponte estaiada submetida a excitação aleatória 

com PSD de ruído branco e carga de vento e chuva simultâneas. Neste caso, a PSD para 

as análises apresentadas nas Figuras 4.28 e 4.29 apresentam diferença apenas nas 

amplitudes. 

 

 

A Figura 4.31 apresenta o PSD da ponte estaiada submetida a excitação aleatória 

com PSD de Kaimal e combinado com uma amplitude de força de chuva. A curva roxa é 

a PSD e a azul a FRF obtidas nos pontos 4 (Figura 4.31 a) e 5 (Figura 4.31 b).   

. 

 

A Figura 4.32 apresenta o PSD da Ponte Estaiada submetida a excitação aleatória 

com PSD de Kaimal combinado com uma amplitude de força de vento. A curva roxa é a 

PSD e a azul a FRF obtidas nos pontos 4 (Figura 4.32 a) e 5 (Figura 4.32 b). 

 

(a) (b) 

Figura 4. 30: FRF com espectro de excitação de ruído branco (Linha Roxa) com carga de vento-chuva 

(Linha Azul): Ponto 4 (a) e Ponto 5 (b) 

 

(a) (b) 

Figura 4. 31: FRF com espectro de excitação de Kaimal (Linha Roxa) com carga de chuva (Linha Azul): 

Ponto 4 (a) e Ponto 5 (b) 
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A Figura 4.33 apresenta o PSD da ponte estaiada submetida a excitação aleatória 

com PSD de Kaimal com carga de vento e chuva simultâneas. A curva roxa é a PSD e a 

azul a FRF obtidas nos pontos 4 (Figura 4.33 a) e 5 (Figura 4.33 b).   

Todas as análises de vento, chuva e vento-chuva combinado com espectro 

aleatório de Kaimal apresenta um decaimento de amplitude do espectro da PSD ao longo 

da frequência. Esse efeito é lincado com a potência de Kaimal como demostrado na Figura 

4.26, onde para frequências mais baixas a densidade de potência é alto e decai ao longa 

da banda. 

 

 

 

(a) (b) 

Figura 4. 32: FRF com espectro de excitação de Kaimal (Linha Roxa) com carga de vento (Linha Azul): 

Ponto 4 (a) e Ponto 5 (b) 

(a) (b) 

Figura 4. 33: FRF com espectro de excitação de Kaimal (Linha Roxa) com carga de vento-chuva (Linha 

Azul): Ponto 4 (a) e Ponto 5 (b) 
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As Figuras 4.31 a 4.33 mostram os resultados das PSD Kanai-Tajimi, onde 

observa-se um decaimento dos resultados em relação a excitação por ruído branco, esse 

filtro de primeira ordem aproxima melhor os efeitos das cargas transmitidas na ponte 

estaiada. 

A Figura 4.34 apresenta o PSD da ponte estaiada submetida a excitação aleatória 

com PSD de Kanai-Tajimi combinado com uma amplitude de força de chuva. A curva 

roxa é a PSD e a azul a FRF obtidas nos pontos 4 (Figura 4.34 a) e 5 (Figura 4.34 b). 

 

 

 

 A Figura 4.35 apresenta o PSD da Ponte Estaiada submetida a excitação aleatória 

com PSD de Kaimal combinado com uma amplitude de força de vento. A curva roxa é a 

PSD e a azul a FRF obtidas nos pontos 4 (Figura 4.35 a) e 5 (Figura 4.35 b). 

 

 

 

 

(b) (a) 

(b) (a) 

Figura 4. 34: FRF excitada com o espectro Kanai-Tajimi (Linha Roxa) para carga de chuva (Linha 

Azul): Ponto 4 (a) e Ponto 5 (b) 

Figura 4. 35: FRF excitada com o espectro Kanai-Tajimi (Linha Roxa) para carga de vento (Linha Azul): 

Ponto 4 (a) e Ponto 5 (b) 
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A Figura 4.36 apresenta o PSD da ponte estaiada submetida a excitação aleatória 

om PSD de Kanai-Tajimi com carga de vento e chuva simultâneas. A curva roxa é a PSD 

e a azul a FRF obtidas nos pontos 4 (Figura 4.36 a) e 5 (figura 4.36 b).   

 

 

Em todo os casos, os efeitos das excitações aleatórias exerceram uma grande 

influência nas PSDs da ponte. Os casos apresentaram decaimentos diferentes para cada 

PSD em comparação com a FRF. Onde a amplitude da PSD de ruído branco se manteve 

constante em toda faixa de frequência de excitação, a PSD de Kaimal apresenta um 

decaimento na potência partindo do início da faixa de frequência de excitação e a PSD de 

Kanai-Tajimi inicia constante na frequência, mas apresenta um decaimento da potência 

do sinal na faixa de frequência de excitação. O decaimento de amplitude da PSDs não 

afeta a análise dinâmica da ponte. 

 

4.2.5 Análise dinâmica da ponte dada excitações de cargas 

determinísticas e inclusão de incerteza na condição de contorno 
 

Nessa seção são apresentadas as análises das respostas submetidas as cargas 

determinísticas de vento, chuva e vento-chuva com inclusão de incertezas na condição de 

contorno para cargas. 

Ao incluir as restrições nos suportes, mudanças significativas ocorreram na 

resposta dinâmica da estrutura submetidas a cargas aleatórias com incertezas na condição 

de contorno. O método de Monte Carlo foi utilizado para geração das amostras utilizadas 

na análise estatística. Resultados numéricos considerando excitações por vento e chuva 

com condição de contorno aleatórias são estimados no estais.  

(b) (a) 

Figura 4. 36: FRF com espectro de excitação de Kanai-Tajimi (Linha Roxa) com carga de vento-chuva 

(Linha Azul): Ponto 4 (a) e Ponto 5 (b) 
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As Figuras 4.37 a 4.39 apresentam a FRF impressa em linhas vermelhas estimada 

considerando com valor nominal de Kϕ aleatório para cada engaste. A curva impressa em 

linhas azuis é a FRF média. A FRF média foi estimada considerando 300 amostras. A 

aleatoriedade considerada na mola do engaste tem valor médio de Kϕ = 100 kgf/m² e 

coeficiente de variação de 20%. A distribuição Gama foi assumida para a rigidez da mola 

MACHADO et al. 2019). 

 

 

Figura 4. 37: A linha vermelha é a FRF determinística com excitação com carga de chuva obtido no ponto 

5; A linha azul é a FRF média e as linhas amarelas são as amostras de nuvem, ambas calculadas em 5. Em 

todos os casos, as FRFs foram simuladas via MEE 

Figura 4. 38: A linha vermelha é a FRF determinística com excitação com carga de vento obtido no 

ponto 5; A linha azul é a FRF média e as linhas amarelas são as amostras de nuvem, ambas calculadas em 

5. Em todos os casos, as FRFs foram simuladas via MEE 
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A partir da realização da análise estocástica considerando a incerteza na condição 

de contorno, observou-se uma alteração significativa do mapeamento não linear, 

distorcendo a resposta estatística, apresentando uma influência considerável na resposta 

estrutural. Representar corretamente o modelo de condição de contorno é essencial e 

crucial para gerenciamento de informações sobre controle de vibração e confiabilidade 

estrutural. 

 

4.2.6 Análise dinâmica da ponte dada excitações por espectros 

aleatórios e inclusão de incerteza na condição de contorno 

Demonstra-se nessa seção as análises das respostas da estrutura submetidas a 

cargas de vento, chuva e vento-chuva associados aos espectros aleatórios com incertezas 

na condição de contorno.  

Os carregamentos aleatórios foram aplicados de forma pontual no cabo com o 

intuito de observar a interferência dos modos da ponte na resposta a banda de frequência 

analisada foi de 0 a 5 Hz. O método de Monte Carlo foi utilizado para geração das 

amostras utilizadas na análise estatística. Devido as FRFs apresentarem uma diferença 

apenas nas amplitudes, foi considerado nessa análise somente a excitação com carga de 

vento e chuva simultâneas, nas Figuras 4.40 a 4.42 são apresentados o PSD da ponte 

estaiada submetida a excitação aleatória com incerteza nas condições de contorno com 

carga de chuva e vento com o PSD de ruído branco, Kaimal e Kanai-Tajimi.  

Figura 4. 39: A linha vermelha é a FRF determinística com excitação com carga de chuva-vento obtido 

no ponto 5; A linha azul é a FRF média e as linhas amarelas são as amostras de nuvem, ambas calculadas 

em 5. Em todos os casos, as FRFs foram simuladas via MEE 
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A  Figura 4.40 apresenta a PSD submetida a excitação com carga de chuva e vento 

com o PSD de ruído branco. 

 

Na Figura 4.41 é apresentado a PSD submetida a excitação com carga de chuva e 

vento com o PSD de Kaimal. 

 

Figura 4. 41: As linhas roxas é a PSD de Kaimal com excitação com carga de chuva e vento simultâneas 

obtidas no nó 5; A linha preta é a PSD média também calculada no nó 5. 

Figura 4. 40: As linhas roxas é a PSD de Ruído Branco com excitação com carga de chuva e vento 

simultâneas obtidas no nó 5; A linha preta é a PSD média também calculada no nó 5. 



78 
 

Por último, na Figura 4.42 é apresentado a PSD submetida a excitação com carga 

de chuva e vento com o PSD de Kanai-Tajimi. 

 

Em todo os casos, os efeitos das excitações aleatórias tiveram uma grande 

influência nas respostas do sistema onde é notório que a excitação de maior intensidade 

exerça maiores alterações nas amplitudes. Alguns casos apresentaram decaimentos 

diferentes em torno da média. A PSD de ruído branco se manteve constante em toda faixa 

de frequência de excitação, a PSD de Kaimal apresenta um decaimento na potência 

partindo do início da faixa de frequência de excitação e a PSD de Kanai-Tajimi inicia 

constante na frequência, mas apresenta um decaimento da potência do sinal na faixa de 

frequência de excitação. Nas Figuras 4.40, 4.41 e 4.42, as curvas em preto representa a 

média das PSDs e a roxa a nuvem de amostras geradas. 

 

4.2.7 Análise estatística 

 As incertezas são intrínsecas nas propriedades geométricas e mecânicas das 

estruturas, bem como nas montagens ou juntas estruturais. As incertezas nas condições 

de contorno combinado com a excitação aleatória podem influenciar no tipo da 

aleatoriedade na resposta dinâmica estrutural e em alguns casos induzir não-linearidades. 

Nesta seção é apresentada análise estatística das respostas aleatórias geradas na seção 

4.2.6. Para a análise estatística é realizada baseada na função de densidade de 

probabilidade (PDF) que foi estimada utilizando o valor Root Mean Square (RMS) de 

Figura 4. 42: As linhas roxas é a PSD de Kanai-Tajimi com excitação com carga de chuva e vento 

simultâneas obtidas no nó 5; A linha preta é a PSD média também calculada no nó 5. 



79 
 

cada PSD. As PDFs foram calculadas para amostras de 300 pontos representados pelo 

valor RMS de cada curva PSD gerada, utilizando a simulação de Monte Carlo, e a PDF 

foi estimada usando a função ksdensity do MATLAB. 

A Figura 4.43 mostra o PDF da mola assumida como variável aleatória de média 

100 kgf, COV de 0,2 sob o suporte da distribuição Gama. 

 

A Figura 4.44 mostra o PDF da FRF com mola aleatória assumida como variável 

aleatória de média 100 kgf, COV de 0,2 sob o suporte da distribuição Gama. 

 

Cada PDF representa o efeito de incertezas dos parâmetros combinadas com as 

três excitações aleatórias na resposta dinâmica, podemos observar que as respostas da 

Figura 4. 43: PDF da mola de média 100 kgf e covariância 0.2 

Figura 4. 44: PDF da FRF com mola aleatória 
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PDF em relação a FRF com contorno aleatório com excitação pontual no nó nº 5 

apresentaram basicamente o mesmo comportamento, apresentando uma diferença apenas 

nas amplitudes. 

 A Figura 4.45 (a) mostra o PDF da excitação de ruído branco no domínio 

temporal, (b) é a PDF da excitação Kaimal e (c) a PDF de excitação Kanai-Tajimi. As 

PDFs estimadas seguem uma PDF de suporte gaussiano. Para a excitação de ruído branco, 

esta é gaussiana. O Kaimal e Kanai-Tajimi tem um suporte marginal gaussiano com 

amplitude e de mais alta ordem, o que não altera o suporte da PDF. 

 

(a) 

(b) 
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A Figura 4.46 (a-c) apresentam as PDFs marginais do valor RMS das densidades 

espectrais de potência estimadas no nó nº 5 sem considerar aleatoriedade de contorno.  A 

forma das PDFs sofreu um espalhamento em torno do valor médio do RMS da resposta, 

se manteve com todo o suporte positivo e a distribuição se apresenta como uma PDF 

conjunta, onde não é possível identificar o seu tipo sem estudos mais aprofundados como 

os de entropia por exemplo. 

(c) 

Figura 4. 45: Sinal da PDF em relação ao Espectro: (a) Ruído branco, (b) Kaimal e (c) Kanai-Tajimi 

(a) 

(b) 
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Na Figura 4.47 foi realizado a mesma análise apresentada na Figura 4.46, 

considerando a aleatoriedade da mola. Neste caso, a PDF ao realizar a comparação entre 

a Figura 4.46 e 4.47 podemos verificar que a forma da PDF se alterou após a inclusão da 

aleatoriedade na mola, mostrando assim que a aleatoriedade na condição de contorno 

aparentemente tem um pequeno efeito na resposta dinâmica estrutural.   

Neste caso, a Figura 4.47 (a-c) apresentam as PDFs marginais do valor RMS das 

densidades espectrais de potência estimadas no nó nº 5 com aleatoriedade de contorno.  

Para cada tipo de excitação aleatória a forma das PDFs se altera indicando a influência da 

aleatoriedade mola na resposta do sistema. Em todos os casos as PDFs se mantiveram 

com todo o suporte positivo e a distribuição se apresenta como uma PDF conjunta. Ainda, 

com a inclusão da aleatoriedade da mola observa-se a propagação da incerteza associada 

a este componente na resposta do sistema.  

A resposta estatística confirma as análises apresentadas onde a modelagem da 

condição de contorno é indispensável para uma análise dinâmica da ponte, o tipo de 

excitação que a ponte está sujeita afetará sua resposta vibracional. A inclusão de 

aleatoriedades no contorno e na excitação incorpora ao modelo numérico efeitos adversos 

que são de suma importância para projeto, controle de vibrações, confiabilidade 

estrutural, análises de fadiga e monitoramento dos cabos de ponte estaiada. 

 

 

Figura 4. 46: Sinal da PDF em relação ao PSD sem considerar a aleatoriedade do contorno: (a) Ruído 

branco, (b) Kaimal e (c) Kanai-Tajimi 

(c) 
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(a) 

(b) 

(c) 

Figura 4. 47: Sinal da PDF em relação ao PSD considerando a aleatoriedade do contorno: (a) Ruído 

branco, (b) Kaimal e (c) Kanai-Tajimi 



84 
 

 

 

 

5 Conclusão 
 
5.1 Considerações Finais 
 

Neste trabalho foi apresentado uma abordagem da análise dinâmica para uma 

ponte estaiada sujeita a diferentes cargas de excitação. O processo de implementação foi 

baseado no Método dos Elementos Espectrais (MEE) desenvolvido e validado com o 

Método dos Elementos Finitos (MEF) utilizando a mesma linguagem MATLAB. 

Dentre as subestruturas utilizadas para a criação da ponte estaiada, foi necessário 

a implementação e a validação do modelo numérico, para isso comparou-se os resultados 

obtidos pelo MEF objetivando a validação da implementação do MEE implementada no 

Software MATLAB. A ponte estaiada foi submetida a carregamentos pontuais com 

pressão do vento, chuva e vento-chuva. Foi analisado o efeito que a variação da carga 

causa nas amplitudes de deslocamento do sistema. 

Ao incluir as restrições nos engastes, uma mudança na resposta dinâmica poder 

ser analisada. Com a adição da incerteza nas condições de contorno, apresentou uma 

alteração na resposta dinâmica, com redução na amplitude dos primeiros modos de vibrar.  

A partir da realização da análise estocástica considerando a incerteza na condição 

de contorno, observou-se uma alteração significativa do mapeamento não linear, 

distorcendo a resposta estatística, apresentando uma influência considerável na resposta 

estrutural. Que comprova a importância da representação correta nas condições de 

contorno para controle de vibração e confiabilidade estrutural. 

Ao analisar os efeitos das excitações aleatórias, elas apresentaram uma grande 

influência nas respostas do sistema onde podemos perceber que a excitação de maior valor 

provoca alterações maiores nas amplitudes. Os casos apresentaram decaimentos 

diferente, a PSD de ruído branco se manteve constante em toda faixa de frequência de 

excitação, a PSD de Kaimal apresenta um decaimento na potência partindo do início da 

faixa de frequência de excitação, e a PSD de Kanai-Tajimi inicia constante na frequência, 

mas apresenta um decaimento da potência do sinal na faixa de frequência de excitação 

Ao realizar a análise estatística sobre a função de densidade de probabilidade 

(PDF) confirma as análises apresentadas onde a modelagem da condição de contorno é 
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indispensável para uma análise dinâmica da ponte, o tipo de excitação que a ponte está 

sujeita afetará sua resposta vibracional. A inclusão de aleatoriedades no contorno e na 

excitação incorpora ao modelo numérico efeitos adversos que são de suma importância 

para projeto, controle de vibrações, confiabilidade estrutural, análises de fadiga e 

monitoramento dos cabos de ponte estaiada. Que mais uma vez mostra a importância de 

representar corretamente o modelo de excitação aleatória, sendo uma informação de suma 

importância para o controle de vibrações, confiabilidade estrutural e para análises de 

fadiga. 
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