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Resumo

Nas ultimas duas décadas a cosmologia observacional se estabeleceu como uma area de
grandes levantamentos com uma vasta quantidade de dados em diferentes faixas do espec-
tro eletromagnético. Levantamentos como o Legacy Survey of Space and Time e o satélite
FEuclid, por exemplo, nos levarao a um novo patamar nos que diz respeito ao volume de
dados de alta qualidade nos proximos 10 anos. Isso gerou uma demanda por algoritmos
eficientes e precisos. Estabelecer essa precisao e eficiéncia demanda a existéncia de co-
digos independentes que possam ser comparados a fim de serem validados. Esse é um
passo fundamental a ser realizado de forma a garantir que as analises cosmoldgicas e as-
trofisicas nao possuam erros e vieses nos seus resultados de origem numérica. Ao mesmo
tempo, nao podemos focar somente na precisao do calculo, ja que as analises estatisticas,
em geral, demandam muito tempo e possuem um alto custo computacional. A eficiéncia
dos cédigos deve ser atingida tendo conhecimento da precisao numérica de cada célculo
realizado. Neste trabalho, realizamos a comparacao e validagao de parte de duas biblio-
tecas de programacao, a Numerical Cosmology (NumCosmo) e a COsmology, haLO, and
large-Scale StrUcture toolS (Colossus). Focamos nas quantidades basicas da cosmologia,
como a funcdo de Hubble e distancias cosmolégicas, até o calculo de perfis de densidade
de matéria de halos e o excesso da densidade superficial de massa AX(R). Sabe-se que
o célculo de AY(R) deve levar em conta diferentes fatores como a estrutura em grande
escala e o miscentering. Logo, completamos este trabalho desenvolvendo um cédigo para

calcular o termo de miscentering e comparamos o mesmo com a biblioteca cluster-lensing.

Palavras-chaves: aglomerados de galaxias, lenteamento gravitacional, calculo numérico,

validacao de algoritmos.






Abstract

In the last two decades, observational cosmology has established itself as an area of large
surveys and a vast amount of data in different bands of the electromagnetic spectrum.
Surveys like the Legacy Survey of Space and Time (LSST) and the Euclid satellite, for
example, will take us to a new level in terms of high quality data volume in the next 10
years. This has generated a demand for efficient and accurate algorithms. Establishing this
accuracy and efficiency requires the existence of independent codes that can be compared
in order to be validated. This is a fundamental step to be carried out in order to ensure that
cosmological and astrophysical analyzes do not have errors and biases in their numerical
results. At the same time, we cannot focus only on the accuracy of the calculation, since
statistical analysis, in general, is time-consuming and has a high computational cost. The
efficiency of codes must be achieved with knowledge of the numerical precision of each
calculation performed. In this work, we compared and validated part of two programming
libraries, Numerical Cosmology (NumCosmo) and COsmology, hal.O, and large-Scale
StrUcture toolS (Colossus). We focus on the basic quantities of cosmology, such as the
Hubble function and cosmological distances, to the calculation of halo matter density
profiles and excess surface mass density AX(R). It is known that the AX(R) calculation
must take into account different factors such as large-scale structure and miscentering.
Therefore, we completed this work by developing a code to calculate the miscentering

term and compared it with the cluster-lensing library.

Key-words: galaxy clusters, gravitational lensing, numerical calculation, algorithm vali-

dation.
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Introducao

Antes de abordarmos o tema especifico desta dissertacao, iremos falar sobre alguns
conceitos e aspectos historicos da area. Iniciamos entao nos fazendo a seguinte pergunta,
o que é Cosmologia? O que a diferencia de outras areas da fisica como a Astronomia e
a Astrofisica, por exemplo? Bem, a resposta inicial que em geral os cosmdélogos dao a
essa pergunta é “Cosmologia é o estudo do universo ou do cosmo”, trata-se de um estudo
mais abrangente, onde nés nao olhamos apenas para um objeto em especifico, mas para o
cosmo como um todo. Podemos entao parafrasear a nossa resposta e dizer que Cosmologia
¢ o estudo da historia do universo, de como ele comegou, como se tornou o que é hoje e

qual sera o seu “destino” daqui a alguns bilhoes de anos.

Uma alusao interessante que o escritor Edward Robert Harrison faz com a Cosmo-
logia em seu livro “Cosmology - the science of the Universe” é a de um quebra-cabecas.
Do ponto de vista de Harrison a especializacao é bastante dificil na cosmologia, ou seja,
estudar peca por peca do quebra-cabegas, ja que objetivo principal dessa ciéncia é monta-
lo. Dessa forma “enquanto outros cientistas estao dividindo o universo em pedacos cada

vez mais detalhados, os cosmoélogos estao esforgando-se para colocar as pegas juntas para
ver a imagem do quebra-cabega.” (HARRISON, 2001)

Temos que ter em mente que a cosmologia introdutoria nao é um ramo da astrono-
mia. Ela é mais do que um inventario do contetido do universo, ou um “catalogo” contendo
dados astrondémicos descritivos. Seu principal objetivo é o estudo dos constituintes césmi-
cos primarios, como a origem e a histéria dos elementos quimicos e do espago-tempo que

formam a estrutura do universo em expansao.

E importante enfatizarmos que, em tltima anélise, a cosmologia se baseia na ob-
servagao do universo ao nosso redor. Mesmo nos tempos antigos a cosmologia se baseava
nesse principio, ainda que de forma rudimentar. Os antigos egipcios, por exemplo, ao
observarem o céu a sua volta, desenvolveram um modelo do universo no qual uma terra
plana era coberta por uma ctpula sélida e sob essa cipula o disco do Sol era carregado

de leste a oeste pelo deus do sol Ra.

Os gregos foram um pouco mais precisos em suas observagoes. Astronomos da
Grécia Antiga deduziram, a partir de suas observagoes, que a Terra e a Lua sao esféricas e
que o Sol esta muito mais distante da Terra do que a Lua. Com base nesse conhecimento
os filésofos gregos criaram alguns modelos do universo, sendo o modelo de “duas esferas”

o mais conhecido, ja que posteriormente foi adotado pelos Cristaos, Judeus e Islas.

Algumas vezes na historia da cosmologia as observacoes ficaram temporariamente

atras da teoria, como foi o caso de Copérnico que propds o modelo heliocéntrico. Copérnico
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Figura 1 — A visdo do Antigo Egito com relagdo ao cosmos: A deusa do
céu Nut sendo sustentada pelo deus do ar Shu; logo abaixo
deles esta o deus da terra Geb.
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****#_*J"*(

Fonte:(BUDGE; BUDGE, 1969)

nao baseou seu modelo em novas descobertas observacionais, na verdade ele acreditava
que ao colocar a Terra em movimento ao redor do Sol seu modelo do universo ficaria con-
ceitualmente mais simples e atraentes. Evidéncias observacionais de que a Terra gira em
torno do Sol surgiram a partir da descoberta da aberracao da luz das estrelas em 1728 pelo
astronomo James Bradley, dois séculos depois da morte de Copérnico. Embora determina-
das observagoes sejam realizadas apos as suas previsoes tedricas, todo modelo cosmoldgico
que eventualmente nao seja apoiado por evidéncias observacionais deve permanecer pura

especulagao.

Se estamos considerando que o principal objetivo da cosmologia é montar o quebra-
cabeca cosmico, precisamos nos organizar para construir esse grande “quadro”. O primeiro
passo a ser dado é descobrirmos o tamanho desse quebra-cabecas. Inicialmente, ndo vamos
considerar o tamanho exato, mas levaremos em conta distancias bem maiores do que a
de Siena a Alexandria', ou da terra a Lua por exemplo. Na verdade, as distdncias que
iremos levar em conta sao tao grandes que o metro, unidade de medida de distancia no

Sistema Internacional de Unidades (SI), ndo é muito usual para nossas propostas.

Uma unidade muito usada pelos astrénomos é a Unidade Astronémica (UA), que é
a distancia entre a Terra e o Sol, em metros temos que 1UA = 1,50 x 10! m, o que equivale

a irmos na Lua e voltarmos quase 196 vezes. Mesmo sendo uma distancia consideravel,

L A distdncia entre essas duas cidades foi utilizada no famoso calculo da circunferéncia da Terra feito

pelo gedgrafo e matematico Eratéstenes de Cirene (ERATOSTHENES, ).
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a Unidade Astronomica é um bom parametro apenas para distancias dentro do nosso
sistema solar. Quando se trata de distancias para outras estrelas a unidade usual é o
parsec (pc) que equivale a distdncia na qual 1UA subentende um segundo de arco. 1 pc é
igual a 3,09 x 10'® m, isso equivaleria a muitas idas e vindas a Lua, mais, bem mais que
40.000.000 de vezes. Ainda assim, em se tratando de distancias cosmolédgicas, o parsec

nao é a melhor unidade a ser utilizada.

A melhor unidade de medida para medir distancias intergalacticas é o megaparsec
(Mpc), em se tratando de cosmologia, estamos querendo ter uma perspectiva global do
universo e para isso precisamos sair do nosso “pequeno” sistema solar e ir além, até mesmo,
da nossa prépria galdxia. 1 Mpc equivale a 3,09 x 10?2 m, distdncias nessa escala com
certeza nos permitem sair do campo de visao onde s6 vemos pontinhos, comparando o
universo com um quadro impressionista, e comecamos a ter uma perspectiva do quadro

como um todo.

S6 para finalizarmos essa pequena consideracio sobre unidades de distancias cos-
moldgicas, vamos introduzir outras unidades muito utilizadas na Cosmologia. A unidade
de medida de massa, ja que estamos falando de objetos muito grandes, é a massa solar
Mg que em quilogramas é igual a 1,99 x 10%° kg. Utilizamos o Sol como referéncia para o
calculo de luminosidades também, a luminosidade solar L, equivale a 3,83 x 10% watts.
Por fim, para tempos muito maiores do que segundos, minutos e horas, como unidade de
medida de tempo na cosmologia temos o ano (yr) - como em inglés ano é “year”, vamos
utilizar a abreviacao “yr” no presente trabalho - que ¢ igual a aproximadamente 3, 16 x 107

S.

Assim, podemos concluir nossa breve introducao tendo em mente que o nosso
quebra-cabecgas césmico é realmente grande e como veremos mais na frente, ele esta au-
mentando. Cada uma dessas unidades sera muito 1til para nossa compreensao de conceitos
como homogeneidade e isotropia, os quais compoe o pano de fundo do modelo padrao da

Cosmologia.






23

1 Introducao ao Modelo Cosmologico Padrao

Neste capitulo introduziremos alguns aspectos e conceitos do modelo padrao da

cosmologia.

1.1 O Universo é Homogéneo e Isotropico

Por muito tempo, no decorrer da historia, a humanidade achou ter um lugar espe-
cial no universo. Aristdteles (384 a.C. - 322 a.C.), o conhecido filésofo grego, acreditava
que a Terra estava estatica no centro do Universo sendo rodeada pelos outros corpos ce-
lestes que estavam presos em esferas, conhecidas como esferas celestes, que giravam para
movimenté-los (CARVALHO; NASCIMENTO, 2019). Esse sistema ficou conhecido como
“aristotélico-ptolomaico”, ja que o modelo matematico e geométrico foi apresentado por
Ptolomeu anos mais tarde, sendo o mais aceito na época. Mas com a publicacao em 1543
do livro “Da revolucao de esferas celestes” de Nicolau Copérnico, o modelo geocéntrico

comegou pouco a pouco a cair em desuso (BUTTERFIELD, 1949).

Anos se passaram desde a revolugdo de Copérnico e hoje sabemos que nao sé a
Terra nao estd no centro do Universo, como também o Sol nao esta. Na verdade, um
dos primeiros elementos do modelo padrao da Cosmologia é o principio cosmolégico de
que o universo € homogéneo e isotrépico. Homogéneo no sentido de que nao ha locais
preferenciais no universo, ele vai parecer o mesmo nao importa onde vocé configura o seu
telescopio, e isotropico no sentido de que nao existem dire¢oes de preferéncia, ndo importa

em que direcdo vocé aponta o seu telescépio o universo serd o mesmo.

E importante ressaltarmos que esse principio sé é véalido para distancia significa-
tivamente grandes, ou seja, levando em conta o que foi falado na Introducao, da ordem
de 100 Mpc. Para distancias menores o universo é claramente inomogéneo, pois a con-
centragao de densidade de matéria passa a ser significativamente maior (ou menor) que a
densidade média do universo. Para entendermos isso melhor, imagine uma esfera centrada
no seu umbigo cujo raio ¢ igual a trés metros e a densidade ¢ de 100 kg/m?, considerando
que a densidade do universo como um todo é py ~ 2,7 x 1072" kg/m?, temos que essa
pequena parte do cosmo que nos rodeia a um raio de trés metros é 28 ordens de magni-
tude mais denso que a média. Essa “sobredensidade” ainda é observada dentro do nosso
sistema solar e até mesmo para um sistema que inclua a Via-Lactea e a M31. Somente
para distancias da ordem de 100 Mpc, como ja foi dito, é que uma esfera centrada no seu

umbigo nao é mais densa em comparagdo com o universo como um todo.

Assim, podemos dizer que os Cosmoélogos adotaram o principio Copernicano que
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diz “Nao ha nada de especial ou privilegiado na nossa localizacdo no universo.” Vale
ressaltar, mais uma vez, que ele s6 é valido para escalas de ou maiores que 100 Mpc,
ou seja, ao olharmos para distancia dessa ordem iremos encontrar a mesma distribuicao
de superaglomerados de galaxias e de vazios - homogeneidade - nao importa para qual
dire¢do olhemos - isotropia. Concluimos, entao que, “a isotropia observada do universo
em escalas de 100 Mpc ou mais, combinada com a suposi¢ao do principio de Copérnico,
nos leva a afirmar ‘O universo (em grandes escalas) é homogéneo e isotropico’ 7 (RYDEN,
2017).

1.1.1 A constante de Hubble

Em 1912 o astronomo norte-americano Vesto Melvin Slipher iniciou um programa
de pesquisa em que as velocidades radiais de galaxias espirais, em relagao ao observador,
eram medidas indiretamente por espectroscopia. As mudangas no comprimento de onda do
espectro, interpretando em termos do efeito Doppler, indicavam uma velocidade radial de
deslocamento da fonte em relacao ao observador. Em 1917, Slipher analisou o espectro de
25 galaxias, 21 apresentaram um desvio para o vermelho - redshift - e as outras quatro um
desvio para o azul - blueshift. Inicialmente ninguém suspeitou ou imaginou a importancia
desses resultados para o futuro da cosmologia, mas em 1923 Slipher fez novas medicoes,
dessa vez com uma amostra de 41 galaxias, das quais 36 apresentaram um desvio para o
vermelho. O cosmélogo George Lemaitre ao ter contato com o trabalho de Vesto e analisar
a velocidade radial média das galaxias, percebeu que elas eram muito altas, v = +600
km s—1, em comparagao com a velocidade média das estrelas em nossa galaxia. Lemaitre

concluiu entao que isso poderia resultar de uma expansao do universo (LUMINET, 2013).

Em seu artigo publicado em 1929, o astronomo Edwin Hubble constatou que de
fato o universo estava se expandindo. Como ele fez isso? De maneira similar a Lemaitre,
Hubble estudou uma amostra de 20 galaxias cujo redshift era conhecido, o diferencial
dele, nesse caso, foi estimar a distancia de cada uma dessas galaxias observando estrelas
variaveis, que ele identificou como Cefeidas, e isso permitiu que ele estudasse o movimento
das galaxias com mais detalhe. Hubble notou que galaxias mais distantes tem redshifts
maiores e ajustou os dados com a relacao linear que mais tarde viria a ser conhecida como
lei de Hubble!

v = Hyr, (1.1)

onde Hy é a constante de Hubble. Como o redshift, na relacao nao relativistica para o
desvio Doppler, é dado por z = v/c, uma outra maneira de escrevermos a lei de Hubble
é

z=—T. (1.2)

L' Em 2018 a Unido Astronémica Mundial a renomeou como Lei de Hubble-Lemaitre.
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Figura 2 — Relacao velocidade - distancia das galaxias anali-
sadas por Hubble. Esse grafico foi apresentado ori-
ginalmente em seu artigo “A relation between dis-
tance and radial velocity among extra-galactic ne-
bular” e veio a ser a confirmagao de que o universo
estd mesmo em expansao. Os pontos pretos e a li-
nha representam a “solugao para o movimento solar
usando as galaxias individualmente”; os circulos e
os tragos representam a solugdo para a combinagao
de varios grupos.
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Fonte: (HUBBLE, 1929)

Atualmente o valor da constante de Hubble estimada a partir dos dados da radiacao
cosmica de fundo é (COLLABORATION et al., 2018)

Hy = 67,66 + 0.42kms ' Mpc . (1.3)
O valor que Hubble encontrou para Hy foi de
Hy = 500kms ™" Mpc ™. (1.4)

O principal motivo para essa discrepancia nos valores de Hy foi o erro no célculo da
distancia de algumas galaxias individuais, Hubble subestimou severamente alguns valores.
Mas temos que admitir que ele obteve resultados muito convincentes, levando em conta a
tecnologia disponivel na época e foram esses resultados que revolucionaram a cosmologia

na época.

Agora que estamos cientes da expansao do universo, podemos nos fazer a seguinte
pergunta “A expansao do universo nao viola o principio cosmolégico de homogeneidade e
isotropia? Ja que para esses corpos se afastarem de nos temos que estar em uma localizagao
privilegiada.” Vamos analisar matematicamente o que queremos dizer com homogéneo e
isotropico, assim fica mais simples de responder essa pergunta. Para isso, analisemos um

sistema de trés galaxias nas posicoes 71, r3 e r3. Elas estao localizadas de tal forma que
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podemos formar um tridngulo cujos lados sao

T = |11 — 73 (1.5)
To3 = |13 — 73 (1.6)
T3 = |r3 — 71 (1.7)

Como o movimento das galdxias deve ser homogeéneo e isotropico os tridngulos antes e
depois da expansao devem ser semelhantes, com os mesmos angulos e comprimento de
cada lado escalados pelo mesmo fator (PEEBLES; PEEBLES, 1993), da seguinte maneira

T12(t) = a(t)ria(to) (1.8)
T23(t) = a(t)ras(to) (1.9)
ra1(t) = a(t)rai(to), (1.10)

onde a(t) é conhecido como fator de escala, ele nos diz qual é o fator de expansido do
universo e ty € o tempo em um redshift z = 0. Vamos agora derivar essas relacoes para

encontrar as velocidades de recessao das galdxias dois e trés com relagao a um observador

em um J )
T . a

722 = V12 = G,Tlg(to) = 57‘12@) (111)
dr . a

TEI = V31 — argl(t0> = g?’gl(t). (112)

A relagdo a/a vai desempenhar o papel da constante de Hubble, ou seja, ela é a
taxa de variacao do fator de expansao - fator de escala - do universo. Por convencao H,
¢ o valor da constante de Hubble no redshift z = 0. Dessa forma, e considerando que
as relacgoes lineares que obtemos para a velocidade e distancia também sao validas para
um observador na galaxia dois ou trés, concluimos que para um sistema qualquer de trés
galaxias inserido em um universo homogéneo e isotropico a relagdo velocidade-distancia

toma a forma linear v = Hr com H = %

Se considerarmos que duas galaxias a uma distancia r estao se afastando uma da
outra com uma velocidade v = Hyr, sem forcas atuando para desacelerar ou acelerar o
movimento relativo, podemos calcular o tempo decorrido desde que elas estiveram em

contato,
T T

T -1
o= =5y =Mo" (1.13)
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Figura 3 — Nessa imagem podemos ver como trés ga-
laxias definem um tridngulo em um uni-
verso expandindo uniformemente. E im-
portante ressaltar que a lei de expansao
homogénea se refere a galaxias distantes o
suficiente para que certas irregularidades
locais, como a instabilidade gravitacional
por exemplo, sejam ignoradas (PEEBLES;
PEEBLES, 1993).
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Fonte: (RYDEN, 2017)

onde Hy' ¢ o tempo de Hubble (RYDEN, 2017). Observe que no calculo anterior consi-
deramos v constante e que inicialmente, em tj, as duas galdxias estavam em contato, se
estendermos essa suposicao a todas as galdxias do universo obteremos, naturalmente, uma
teoria do Big Bang. Esse modelo, também conhecido como o Big Bang quente, é definido
como um modelo no qual o universo se expande de um estado inicial denso e quente para

um estado atual de baixa densidade.

1.2 A Meétrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker

E completamente consistente com as observacoes considerar o universo homogéneo,
isotropico e que ele estda evoluindo com o tempo. Em termos da Relatividade Geral,
isso significa que o universo pode ser modelado em fatias do espaco, em que cada fatia
tridimensional é maximalmente simétrica, ou seja, M = Rx ¥, em que M é a a variedade?
quadridimensional, R representa a direcao temporal e ¥ a secao espacial maximalmente
simétrica em trés dimensoes. Assim sendo, podemos escrever a métrica do nosso espaco-

tempo da seguinte maneira,
ds® = —cdt* + a*(t)y; da’ da?, (1.14)

onde a funcdo a(t) é fator de escala, ela nos diz o quanto as escalas espaciais fisicas

variam com o tempo, consequentemente a nos diz o quanto a nossa fatia do universo,

2 Variedade é um espaco topoldgico que localmente pode ser aproximado a um pedaco n-dimensional

de um espago Euclidiano R”, assim, se temos um espago curvo, ou com uma topologia complicada,
localmente ele se parecerd com um espaco R™. Toda a topologia do espaco pode entao ser construida
“costurando-se” essas regioes locais.
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ou a nossa hiper-superficie, ¥, evolui com o tempo ¢. O termo ;; é a métrica espacial,
em coordenadas coméveis, definida em um espago tridimensional arbitrario de curvatura
constante. Com esses conceitos em mente vamos analisar, para hiper-superficies em que t
é constante, a forma que a nossa métrica espacial - que por questoes praticas sera definida
como do? - assume em diferentes espacos de trés dimensoes. No espaco Euclidiano plano,

ou seja, sem curvatura, a métrica assume a forma,
do® = | dx|* = 6;; dx' dx’. (1.15)

No caso de uma hiperesfera de raio a embutida em um espaco Euclidiano de quatro
dimensoes temos,
do? = | dx|* + dz*. (1.16)

Com o vinculo 22 + |x|?> = a®. Por fim, vamos considerar ainda, um hiperboloide em um

espaco pseudo-euclidiano de quatro dimensoes, cujo vinculo é dado por 22 — |x|?> = a? e a

métrica,
do® = | dx|? — dz*. (1.17)

Vamos manipular as relacdes anteriores de forma a condensarmos em uma tnica
expressao. Para isso, observe que os casos da hiperesfera e do hiperboloide podem ser

escritos de forma sistematizada,
do* = | dx*| + dz?, 22 £ |x|? = a”. (1.18)
Diferenciando o termo referente ao vinculo obtemos,
zdz = Fx - dx. (1.19)

Dessa forma nossa métrica assume a forma,

- dx)?
do? = | dx]? & X 1.20
ot = i+ G (1.20)
De forma ainda mais compacta,
- dx)?
do? = |dx]? + K 1.21
ot =l K 2 (1.21)

onde K é o parametro que ao assumir os valores de —1,0 ou 1, faz com que a métrica

tenha a forma de um dos trés casos que foram definidos inicialmente.

O proximo passo é escolher um sistema de coordenadas para o nosso x e obter a
sua métrica. Em coordenadas esféricas | dx|? = dr® + r? d?, onde d2? é o angulo sélido
definido por,

dQ? = db* + sin® 0 d¢”. (1.22)
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Usando a relagdo x - dx = 1/2d|x|*> = rdr e substituindo na equacido 1.21 obtemos o
seguinte resultado: o

do? = T r? d©?. (1.23)
Normalizando essa expressao, utilizando r — r/a, e substituindo do? em 1.14, obtemos,

por fim, a métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW)

dr?

2 2 2 2
ds® = —c*dt +a (t><1—f{7’2

+ 72 dQ2> : (1.24)
A equacao 1.24 em notacao de Einstein pode ser escrita como,
ds® = g, dz" dz” (1.25)

onde o termo g, ¢ dado pela matriz

—c? 0 0 0
2
& 0 0
1—K12
- 1.26
o 0  a*r? 0 (1.26)

A métrica FLRW foi desenvolvida de forma individual por cada autor respectivo.
Ela foi apresentada inicialmente por Friedmann (1922, 1924), em seguida derivada com
base na isotropia e homogeneidade por Robertson (1935, 1936) e Walker (1937). O tra-

balho de Lemaitre (1931) também foi essencial para desenvolvé-la.

1.3 Equacdes de Campo de Einstein e Equacdes de Friedmann

Agora que a geometria do espago-tempo ja foi especificada para o nosso modelo
Cosmologico é necessario, ainda, acrescentarmos ao nosso modelo um contetido de maté-
ria/energia e da interagdo da geometria e da matéria/energia. No contexto da Relatividade
Geral, a matéria determina a geometria que por sua vez determina o movimento da maté-
ria. As equagoes de campo de Einstein (Einstein’s relativistic gravitational field equation
(EFE)) (ELLIS, 1998) sao dadas por,

(G

1
Gp,z/ + Ag/“/ = RMV — igij + Ag/‘«l’ = 77—}“,, (127)

sendo G, e R, as componentes dos tensores de Einstein e Ricci, respectivamente, sendo

ore,, —ore
Ry, = -k — — 2 412, Y
a Oz Ox” T pa

—T,I7 ., (1.28)

uv
em que,
9" 090w | 095, OYap

r“  =<— — 1.29
ap 2 | 0xP + oz oz” |’ ( )
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é a conexao da métrica ou simbolo de Christoffel do segundo tipo. R é o escalar de Ricci,

ele pode ser obtido através de R,,, mais especificamente por meio de sua contragao,
R=g"R,,. (1.30)

T, ¢ o tensor energia-momento e A é constante cosmoldgica®.

Vamos, entdo, calcular o tensor de Ricci Eq. (1.28) para a métrica de FLRW
Eq.(1.24), para isso calculamos os simbolos de Christoffel de segundo tipo conforme apre-
sentado na Eq. (1.29), os tnicos nao nulos sio (MULLER; GRAVE, 2009)

a a a
Iy = a’ Fet@ = a’ F¢t¢ = a’ (131)

aa Kr 1
‘o= rr.=——- r‘, == 1.32
(1 - Kr?) T K2 0= (1.32)

1 24
F¢T¢ = ;’ Ft@@ = G;Cla FT@@ = (KT’2 — 1)7’, (1.33)
2 q; 26-

Fd)(w = cot 0, Iy = w, "4y = (Kr? — 1)rsin’6, (1.34)
F9¢¢ = —sinf cosf. (1.35)

onde a = da/dt. Deste modo, temos que as componente nao nulas do tensor de Ricci nesse

caso sao
a ai +2(a* + Kc?)
R _= —3— RT‘T = 9 136
" a’ (1 — Kr?) (1.36)
. 2 .2 K 2 . 2 .2 K 2
R99 = 7”2aa+ (CL2+ € ), R¢¢> = 7"2 sin29aa+ (a2+ ¢ ) (137)
c C

Podemos perceber que o tensor de Ricci é diagonal, sendo assim, podemos sumarizar os

resultados obtidos

i
Ry = —3— 1.38
tt CL’ ( )

R = 0. ai + 2(a* + Kc?)

: (1.39)

a?c?

onde o indice ¢ designa componentes espaciais. Finalmente podemos obter o escalar de

. 2
6 [a a Kc?
R=—|- — —. 1.40

O termo constante cosmolédgica pode causar certo estranhamento a priori, j4 que o universo esta
evoluindo com o tempo. Mas as razdes para esse termo ter sido adicionado as equagoes de campo de
Einstein tem seus motivos historicos. Em 1915, os astronomos desconheciam a existéncia da expansao
do Universo e as observagoes de galaxias além da nossa eram bastante limitadas. Assim, ao olhar para o
movimento das estrelas dentro da nossa propria galdxia, Einstein concluiu que o universo era estatico,
ja que nao havia evidéncia observacional de que a galaxia estava se expandindo ou se contraindo,
assim ele adicionou o termo A a sua equacdo para poder descrever um universo estatico. Atualmente,
ele continua sendo usado gracas a novas observagoes que indicaram que a expansao do universo tem
uma aceleragao positiva.

Ricci

3
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Assumindo que a matéria e energia que compoem nosso universo podem ser des-
critas por um fluido perfeito, temos entao, que a forma do tensor energia-momento é dada
por

T = (P + g) U.Uy + pgpuw,s (1.41)

onde p(t) é a densidade de massa de repouso, p(t) é a pressao, e U, é o quadri-vetor

velocidade. No referencial da métrica de FLRW, o tensor Energia-Momento é entao

ctp 0 0 0
2
o (1—%2)19 0 ! (1.42)
0 0 (a®*r?)p 0
0 0 0 (a*r?sin? 0)p
ou
T, = diag(—gooc®p, giip)- (1.43)

De forma que o traco é dado por,
T = g"™T,, = c*p+ 3p. (1.44)

Agora que calculamos e derivamos todos os elementos presentes na equacgao de campos de
Einsteins para a métrica de FLWR podemos substitui-los na Eq. (1.27) e obtermos suas
componentes. Mas antes, seria interessante considerarmos a lei de conservacao de energia,
V., T, em que,

VIV =9,T" +T", T —T*, T =0. (1.45)

va~ v pur— o

Calculando a componente v = 0 dessa expressao,

0=V,T§
= 0, T} +T" \ Ty — T, T}

' .
+ j, . 1.4
P 3 (p CQ> ( 6)

A equagao aqui obtida também é conhecida, da dindmica dos fluidos, como equacao de
continuidade. Vamos guardar essa relacao por enquanto e retornar a ela novamente mais

tarde.

De volta a Equacao de Campo de Einstein e comecando pela sua componente

temporal,
1 8rG
Ry — iRgtt + Agu = 7Ttt
. . A\ 2
K 2
324324 3(“) +37 — A = 87Gp(t)
a a a a

3 a? 3

a

8rGp(t) Kc? n Ac? (d) 2' (1.47)
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Agora podemos estudar a parte espacial. Para cada componente espacial obtemos a mesma
equacao, ja que nossa métrica é diagonal.

(G

1
Rii — S Rgii + Agii = — T
5 9ii + g A

. A\ 2 9
. . Gii 3|a a Kc 8mg
(ad + 24° + 2KC2)a202 — 2 [a + <a> + cﬂ]gii + Agii = A PYiis

removendo a métrica de ambos os lados obtemos,

. L\ 2 .. S\ 2
2K Ke? 8
a+2<“> + =0 —3a—3<“> 30 b AP =Y
a a C

a a a? a
. 2
a a Kc? 871G
2+<> o= (1.48)
a c

a

A equacgao (1.47) é conhecida como a primeira equagao de Friedmann e ao manipularmos

ela e a Eq. (1.48) nds obtemos a segunda equagio de Friedmann

) o

3 c?
ambas as Equacoes de Friedmann determinam juntas a evolucao temporal do fator de
escala, este por sua vez, vai estabelecer a proporc¢ao entre a distancia comével e a distancia

fisica, em um determinado instante. Em um universo em expansao, as distancia fisica entre

dois pontos aumenta com o tempo, a(t) aumenta, mas a distancia comdvel ndo muda.

1.4 Parametros de Densidade

Em cosmologia a densidade de massa p e a pressao p sao geralmente relacionadas

pela equagao de estado

p = wpc?, (1.50)
onde w ¢ uma grandeza adimensional. Dessa forma podemos reescrever a Eq. (1.46) na
forma, _ _

p a
- =-3(1 —. 1.51
| =31+ w); (151)

Ao resolvermos essa equagao diferencial obtemos a seguinte solucao,
p ox a3+, (1.52)

Definindo py = p(ap = 1) = p(z = 0) como sendo a densidade definida hoje, temos

Po

Essa expressao nos mostra a relacao de dependéncia entre o parametro de densidade e
o fator de escala. E importante ressaltar que para diferentes componentes, w assume

diferentes valores, alguns desses valores sdo de particular interesse para a Cosmologia.
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Para o caso de um universo dominado por matéria - ou poeira - j4 que a matéria
¢ um conjunto de particulas nao relativisticas que tém pressao zero, p = 0 (YDRI, 2017),
entao, consequentemente w = 0. Em um cenario onde o universo ¢ dominado por radiacao,
suas principais componentes sao fotons e outras particulas relativisticas, w = 1/3. Por
fim, no caso em que o universo é dominado por uma constante cosmoldgica w = —1.

Assim, para cada um dos trés valores de w a Eq. (1.51) assume as formas,

Pm,0
a3’

) = £ pa(@) = pao.  (L54)

p’)’(a CL4 )

pm(a) =

Em geral, matéria, radiagdo e vacuo podem contribuir simultaneamente para a

evolugao do universo, o que nos leva a escrever a primeira equagao de Friedmann como

K LA
H? SWGZ 2e ; (1.55)

E conveniente introduzir aqui os parametros de densidade €2, tais que

i K 2 A 2
p Qk — ¢ QA = 76,
Perit (GH)2 3H2

QiE

(1.56)

em que Py = 3H? /81G é a densidade critica do universo, sua relagdo é encontrada ao
incorporamos A na densidade p e considerarmos um universo plano no qual a primeira
equagdo de Friedmann ¢ simplesmente H? = 87Gp/3, assim se p(t) > peri(t) 0 universo
é positivamente curvado (K = +1), caso contrario, p(t) < pei(t), ele é negativamente

curvado.

Assim sendo, vamos reescrever a Eq. (1.55) em termos de €2, para isso, vamos

multiplicar ambos os lados por 1/H? e usar o termos da Eq. (1.56),

SWGZ B Kc? N /\702
32 &P (a2 T 3H?
= Z pz + Q) +Q
Perit
= Qi+ Qp + Q. (1.57)

Também podemos multiplicar ambos os lados da Eq. (1.55) por 1/Hg e utilizar as relagoes
para os parametros de densidade obtidas na Eq. (1.56), considerando as componentes i

para matéria e radiacao,

H? &G [Pw,o Pm,o] K A

o2 3 B | " e 3
2 H2 -3 —4 -2
E° = E = Qmﬁa + Qnoa + Qk,oa + QA,O
0

E? = Qo1+ 2)7 + Quo(1T+2)"* + Qo1+ 2) 72 + Qpp, (1.58)
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onde E? taxa de expansdao normalizada e a Eq. (1.58) é a equacdo de Friedmann adi-
mensional (CHAVEZ, 2019). E uma pratica comum na literatura descrever a evolucio do

parametro Hubble usando a variavel adimensional A definida via

Km/s
Hy = 100h ) 1.59
0 Mpc ( )

Também podemos usar a escala de distancia

c 2.997 x 10°km/s
— = = 2997 Mpc/h. 1.
Hy  100km/s(Mpc/h)~1 997 Mpe/ (1.60)

1.5 Distancias Cosmoldgicas

Nas se¢oes seguintes vamos apresentar varios conceitos de distancias em cosmo-
logia, para discussoes mais detalhadas ver (HOGG, 1999), (HOBSON; EFSTATHIOU;
LASENBY, 2006).

1.5.1 Distancia Comoével Longitudinal

Fétons se movem em geodésicas nulas, ou seja ds? = 0, se considerarmos que eles
estao se movendo por uma trajetéria radial - com 6 e ¢ fixos e, consequentemente d?§) = 0
- temos entao a distancia comoével longitudinal de um objeto no redshift z. Nesse cenario
a métrica de FLRW se torna

—cdt* +a*(t)dx*® = 0, (1.61)
onde p
.
dYy = ——. 1.62
ViR (162)
Assim,

& dt* = a®(t) dy*
dt
dxy = c—. 1.63
X = (1.63)
Para dois objetos em diferentes redshifts - z; e zo sendo zo > 2z; - dx pode ser

calculado da seguinte maneira

t(zz) dt

D.(z1,2) = / dx = C/t(z1) a(t)

/a(zl) da
= C —_—
a(z2) a2H(a)
2 dz
=D — 1.64
"l E(z) (1.64)
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onde Dy = ¢/Hj ¢é a distancia de Hubble. Vamos supor agora que queiramos calcular a
distancia comével de um certo objeto, em um redshift z, a Terra - que estd em redshift
z=0 (oua(z)=1)-aEq. (1.64) assumiria a forma

c [* d7
T HyJo E (z)

Em certo sentido, a distancia comével longitudinal é a medida de distancia fundamental

D.(z) = x(z)

. (1.65)

na cosmologia, uma vez que, como sera visto abaixo, todas as outras sao simplesmente

derivadas em termos dela.

1.5.2 Distancia Comoével Transversal

Vamos integrar a expressao 1.63 em ambos os lados para os possiveis valores da

curvatura - K = —1,0 ou —1 - em uma trajetéria radial igual a r
r dr’
= | —/—. 1.66
X /0 1— Kr? (1.66)

Resolvendo a integral obtemos os seguintes resultados,

arcsinr se K =1
X = r se K=0 (1.67)

arsinh r se K = -1.
O que implica em
\/% sin(vKx) se K> 0
r= filx] = X se K=0 (1.68)
ﬁSinh(\/jX) se K <0,
r é a coordenada radial e representa a distancia comével transversal, em inglés transverse

comoving distance. Assim a métrica de FLRW pode ser reescrita em termos de dy e fi[x],

ds® = —c*dt* + a*(t)[dx® + fr[x]*(d6* + sin® 0 d¢?)). (1.69)

Se considerarmos entdao dois eventos separados no céu por um certo angulo 06,
mas ocorrendo no mesmo redshift, a distancia comoével entres os dois eventos é D00 e

ela esta relacionada a distancia comével longitudinal, D, da seguinte maneira

Di_ ginh (—VSI’;ODC(ZD para Q9 > 0

V%o
D (2) = fulx(2)] = De(2) para Qo = 0 (1.70)

\/%H | sin ( V l';):’(J'DC(z)) para Qo = 0,
k,0

sendo que, {2 o ¢ 0 pardmetro de curvatura conforme apresenta na equagao 1.56, mas nesse

caso para o fator de escala a em z = 0, ou seja, a(z = 0) = ap = 1, consequentemente,
_ 2 /172
Qk,O =—Kc /HO
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1.5.3 Distancia Diametro Angular

A distdncia didmetro angular (em inglés, angular-diameter distance) é definida

CcOomo

L
Dy=— 1.71
= (1.71)

onde L é a largura, ou o tamanho transversal do objeto e Af é o angulo subentendido
por ele. Pela métrica de FLRW

L= ds=a(t)fi[x]A0 = (1 +2)"'r(2)AH, (1.72)

isso implica em,
Da=(1+2)" filx] (1.73)

Agora considere um observador em redshift z;, plano 1, e uma fonte em redshift zo > 2,

plano 2. A distancia de didmetro angular do plano 1 ao plano 2 é

Da(z1,22) = (14 22) 'ria(z1, 22) = (14 20) 7 fi(x2 — x1) (1.74)

Como o célculo de fi[x] ¢ diferente conforme o valor de K, vamos analisar a forma de

D (71, z9) para cada caso. No caso em que K =1 temos

filDe(21, 22)] = frlxe — x1]

sin(VE (x2 = x1))

[Sln(\/_X2) cos(VEK x1) = sin(VK x1) cos(VEx»)]

L sin(VEx2)y/1 —sin®(VE ) — sin(VExa)y/1 — sin?(VE x2)]
= fixe\/1 —sin®(VE 1) — foxay/1 - sin?(VE xo)

—

a -5

= fixe\/1 — K filxal — fixay/1 — K fExa]. (1.75)

Para o caso em que o universo ¢ plano, K = 0, temos
fr[De(z1, 22)] = felx2 — x1) (1.76)
= felxe] = felxal- (1.77)

O resultado anterior é o mesmo que obtemos ao considerar K = 0 na Eq. (1.75). Quando

analisamos fi[D.(z1, 22)] para K = —1,

felDe(z1,22)] = sinh(vV=K(x2 — x1))

[sinh(v/—K x2) cosh(v/—K x1) — sinh(v/ =K x1) cosh(v =K x3)]
[sinh(v =K x2)y/1 + sinh® (V=K y,)]

\/1+smh2 V=Kx1) — frlxi] \/1+smh (V—Kx1)

o\ 1 = K fIxa] — frlxaly/1 — K fZx2])- (1.78)

— ]| =
h

- g

Q

|
>
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podemos observar que o resultado é idéntico ao da Eq. (1.75), podemos afirmar entao que

o caso K =1 é valido para todo K. Sendo assim, a distancia de didmetro angular entre

Dm(ZQ)J 1+ Qk,()(D”l"‘)(;l))Z - DM(zl)\J 1+ Qk,()(D”Z;(;?))Z] :
(1.779)

a fonte e o observador é

1

DA(Zl,ZQ) = m

Existem dois casos interessantes a serem considerados aqui, o primeiro é aquele

em que o observado estd em z; = 0, o que implica em

D = . 1.80

az) 1+ 2) (1.80)
No segundo temos um universo sem curvatura, Qkp =0,
(1 -+ 21)

D, (z, =D —— 2D , 1.81

(21 22) A(Zz) (1 I 22) A(Zl) ( )

o que nos leva a concluir que D4(z1, 22) # Da(22) — Da(z1).

1.5.4 Distancia de Luminosidade

Um forma de usar propriedades intrinsecas de um objeto para atribuir uma dis-
tancia é o método da vela padrao, em inglés standard candle. Um vela padrao ¢ um
objeto cuja luminosidade L é conhecida, as supernovas tipo Ia sdo um exemplo de vela
padrao. Conhecendo a luminosidade do objetos podemos medir o seu fluxo para calcular

a distancia de luminosidade, definida como
D =/—— (1.82)

onde F' ¢é o fluxo de luminosidade por area.

Os fétons emitidos pela vela padrao em um certo redshift z, a(t.), estao no mo-
mento presente, z = 0, espalhados por uma esfera de raio préoprio r = fi[x] e, consequen-

temente, por uma area de superficie
Alto) = 4r f2[] (1.83)

Ao chegar até o observador o f6ton emitido pela fonte nao tem a mesma energia £ = hc/A,
pois devido a expansao do universo o seu comprimento de onda tera aumentado e a sua

energia tera entao decaido de forma que

dEO —

ek dEa. (1.84)

Da mesma forma o intervalo de tempo entre a emissao de dois fétons consecutivos

também é diferente para o observador
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Isso pode ser mostrado facilmente por meio da métrica de FLRW. Nesse caso, ds? =0, e
0, ¢ fixos, assim, cdt = a(t)dy e cdty = a(ty) dx, considerando o mesmo dx na fonte e

na localizacao do observador.

Por fim,o fluxo e a luminosidade observados sao dados pelas férmulas

dEy dE
dtoA(to) dt’ (1.86)
isso implica em
2
po_ ¢ dE L dE (1.87)

dnfE dt — AnfE(L+2)? di
Dessa forma,

D=\ 5m = 10+ 2). (1.8)
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2 Formacao de Estruturas

O universo nao é homogéneo em pequenas escalas, essas afirmagao pode soar um
pouco contraditoria com relagdo ao que foi visto até aqui, mas na verdade ela é comple-
mentar. Se o universo nao fosse inomogéneo em certas escalas nés nao estariamos aqui
nesse momento, pois a formacao de estruturas como galaxias e aglomerados de galaxias,
por exemplo, se deve ao fato de que pequenas flutuagoes no campo de densidade de
matéria aumentaram com o tempo. Nas proximas se¢des vamos analisar a evolucao das
perturbagoes de densidade. As principais fontes utilizadas aqui foram (MAKLER, 2001)
(segoes 1.2 e 1.3), (BERTSCHINGER, 1995) (secoes 1.1, 2.1 e 2.2), (SCHNEIDER, 2014)
(cap. 7) e (MARTINS, 2015) (segoes 3.1 e 3.2).

2.1 Teoria de Perturbacao Linear

Inicialmente vamos considerar que a matéria que compoe 0 nosso universo pode
ser descrita por um fluido'. O comportamento do fluido pode ser descrito pelas leis de
conservacao da massa e do momento. A lei de conservacao da massa é dada pela equacao
da continuidade 5

otV (o) =0. (2.1)

Essa expressao nos indica que se o fluido tem um campo de velocidades v divergente a
densidade p diminui, ou seja, as particulas estdo se afastando umas das outras. Por sua
vez, se U é convergente entao temos um aumento na densidade. A conservacao do momento

é representada pela equacao de Euler,

w5V
L v O (2.2)
dt p

Podemos observar aqui que a derivada temporal da velocidade, lado esquerdo da equa-
cdo, é afetada pelo potencial gravitacional ¢ e pelo gradiente de pressao. Vamos focar

momentaneamente em ¢, ele pode ser obtido pela solu¢do da equacgao de Poisson,
V26 = 4nGp(7,1t). (2.3)

Para determinarmos ¢ precisamos fornecer condigoes de fronteira, inicialmente parece
nao ser possivel determinarmos ¢, ja que em um universo infinito nao hd um critério

para definir essas condi¢oes. Entretanto, se assumirmos que no infinito a densidade cai

1 Um fluido é um conjunto de particulas tratado como um continuo. Vale ressaltar ainda que as equa-

¢oes de fluido aqui apresentadas estao sob um regime newtoniano. Isso se deve ao fato de estarmos
considerando perturbacoes de densidade em escalas bem menores que o raio de Hubble. Além disso,
essas equacgoes aplicam-se a gases com colisoes, ou a matéria escura antes da intersecao de trajetorias.
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suficientemente rapido entao podemos considerar que ¢ — 0 para r — 00, 0 que nos

permite calcular o potencial da seguinte maneira
, p(7 1)
$(7,t) = —G / md?’r’. (2.4)

Qual seria o valor do campo gravitacional § nesse meio infinito e homogéneo? Pelo
teorema de Gauss o valor de § dentro de uma esfera finita de raio R é § = —(47/3)Gpr”
(para r < R). Como essa expressao nao depende de R entdo a priore poderiamos afirmar
que para R — oo o resultado nao mudaria. Mas se considerarmos que estamos no interior
de um esferoide com excentricidade e > 0, vamos observar que o campo muda em todos
os pontos (com excegao de r = 0), j& que ele ndo é radial. Dessa forma podemos perceber

que o campo gravitacional depende das condi¢oes de contorno no infinito.

Como podemos contornar o problema de condigbes de contorno no infinito e a
dependéncia de g com relagdo a posicao e a origem do sistema de coordenadas? Bem,
inicialmente podemos fazer algumas mudancgas nas nossas coordenadas e observar como

essas modificagoes irao englobar as condi¢des de contorno no infinito.

No capitulo anterior vimos que as observagoes de objetos distantes mostram que
o universo estd se expandindo e que, se essa expansao for uniforme, as separagoes entre
esses objetos coméveis mudaria com o mesmo fator de escala a(t). A verdade é que a
expansao nao ¢ uniforme, mas se fatorarmos a expansao média podemos assumir isso e é
nesse processo que a indeterminacao do campo gravitacional ird desaparecer. Resgatando

a expressao de coordenadas comoveis temos que

77
r=—-:. 2.5
=00 (2.5)
Vamos definir também o tempo conforme 7,
dt
dr = —. (2.6)

a(t)

Derivando a Eq. (2.5) com relagdo a dr obtemos a velocidade em coordenadas
co-moveis,
dr  1dr da/dr dr
U= —=——— r=— — HT 2.7
B A A (27)

i é denominada velocidade peculiar. O parametro de Hubble em termos do tempo co-

movel é dado por
1 da 1da
Ht)= ——=—-——. 2.8
*) a?dr adt (2:8)
Para descrever a distribuicao de massa de um meio nao uniforme num universo

em expansao vamos usar a expressao

p(E,7) = p(7) + 0p(T, 7), (2.9)
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sendo p a densidade média do universo? em 7 e Jp a variacdo da densidade em Z. O
nosso objetivo é obter uma expressao para o potencial gravitacional onde as condigoes de

contorno no infinito ja estejam embutidas, vamos entao partir da equacdo de Newton

—y

A7 F—7
N - _G/ 2.10
dt? pf 7?713 (2.10)

e reescreve-la em termos das coordenadas comoéveis e tempo conforme,

£ 1af1d )

A2 adr|adr
~adr|a dr
1dfa adi¥ 1d*%
=7——| - —_——t+ ——. 2.11
Yadr (a) a?dr  adr? ( )
Dessa forma, obtemos
d*z d (a a dr 9 r—17
IR Sl s = 0 (%, 7)) ———d3x’. 2.12
dr? +xd7’ (a) + adr Gia /(p(T)+ p(I’T))|f—f’|3 * (2.12)

O primeiro termo do lado direito da equacao é o campo gravitacional gerado por
uma distribuicao uniforme de matéria, se considerarmos que o universo a grandes distan-

cias é em média esfericamente simétrico, entdo pelo teorema de Gauss esse termo é igual

a —(47/3)Ga’pz. O termo %(a/ a) pode ser obtido por meio da equagao de Friedmann?®

(1.47)

— 2 . 2
&TG’;@)“ — K = (“) a2, (2.13)

além disso, temos pela Eq. (1.52) que em um universo dominado por matéria
poxa® (2.14)
e a equacao de Friedmann pode ser reescrita como,
1da\’ da 8rGp;al
Bt IR B K 2.15
(a dT) ( dt ) 3 a ¢ ( )

onde p; e a; sdo os valores de p e a num tempo t; dado. Por fim, derivando a Eq. (2.15)

2 A densidade média do universo é tal que p = (1/V) [, p(&,7)d?
do universo.
Aqui usamos a equac@o de Friedmann no caso de um universo com curvatura K composto apenas por

matéria, ou seja, sem uma constante cosmoldgica A.

x, sendo V' um volume representativo

3
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com relagao a 7

dr 3 a
5 a\d fa) 87TG,016L 1 da
aldr\a) 3 a?dr
i ay drGpal 1
dr\a) 3 a
4
_ IG5 (2.16)
3
Em vista disso a equacao de Newton pode reescrita como,
P’ AnG ,__  ad¥ ArG (f )
P71 o BT 4G e e [ 5o,y T o
dr? 3 apx+ad7 3 @i ¢ L ]_’ |3
d*7  adr (:v )
ax aat _ 5 d3 /
d7'2+adr Ga® / pLE7) |7 — 2|3
=V, (2.17)
onde,
- (T
o(z,7) = —Ga? P, T)de' (2.18)
|7 — 7|

é o potencial gravitacional peculiar, observe que [, dpd*x — 0 em grandes escalas, o que
faz com que o campo ¢ seja finito e bem definido, ndo hd mais ambiguidade na equacao
de movimento para Z(7). Além disso, o campo gz~5 nao varia muito com a origem do sistema
de coordenadas. Todos esses aspectos fazem de ¢ o potencial adequado para a cosmologia
Newtoniana, desde que estejamos usando coordenadas co-méveis. Sintetizando as equagoes

de movimento temos:

A’ ad¥ >~ 27 2

Com isso em mente, podemos retornar as equacoes de fluido que apresentamos

inicialmente e escreve-las em coordenadas comoveis, o primeiro termo da equacao da

continuidade em funcdo de Z e 7 ¢é*

dp 0 a_ =
(&), (@) o >

Quando transformamos as coordenadas de (7,t) para (Z,t) nés também precisamos transformar as
derivadas parciais nas equagdes de fluido (MO; BOSCH; WHITE, 2010). No caso de uma funcio
qualquer f fixar ¢ é o mesmo que fixar 7. Mas a derivada em Z fixo é um pouco mais sutil. Em geral,

of

or

S+ =

df = ot |

t

Usando as relagbes que obtivemos para as Coordenadas/tempo comoveis/conforme e derivando essa
expressao com relacdo a t com 7 fixo, obtemos

QJ‘%
ST AN

a,
e N
ot|- Ot|; a

T
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J& o segundo termo pode ser escrito da seguinte maneira,

V.- (pi) = v:f (p?)
:i? |p(ai + )] )
= LoV B+ L (Fap) T2 (o) #
:ZpC§Z>%Z)+%g?>+ZGZM F+— - (pi)
= 5. (1) +3%p + 22+ (V). (2:21)
Somando as Egs. (2.20) e (2.21), obtemos
(gﬁ)f+3zp4—iﬁx-@a):0. (2.22)

Agora vamos reescrever a densidade fatorando o seu comportamento médio
p=p(l+9), (2.23)

onde § = dp/p é o contraste de densidade, além disso vamos usar que p oc a—>. Dessa
forma obtemos a equacao da continuidade em coordenadas comoveis

=

o) V. S
(5) =100 =0
gi + V.- [(1+0)d] =0. (2.24)

Fatorando o comportamento médio da velocidade U, temos

dr
v=—=Hr+u, 2.25
o (2.25)
sendo 4 a velocidade peculiar. Com isso, o primeiro termo do lado esquerdo da equacao
de Euler pode ser escrito da seguinte maneira,

dv d rd{a a 1du
— (Hf+ @) = =2 — 07— —_— 2.2
o dt< T+ ) < >+u + (2.26)

adr\a a’>  adr
Como vimos anteriormente o campo gravitacional é

L 4 1. -
G=-V,o= ;Gpa:z«‘ ~ Vb (2.27)

Substituindo essas relagoes na equagao de Euler e usando a Eq. (2.16) chegamos a seguinte

expressao
du

a - 1-
4 li=-Vo— -Vp. 2.28
p + au Vo pr ( )
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Para simplificarmos a notagao, a partir daqui fica implicito que o potencial ¢ é o potencial

peculiar ¢ e a derivada V é em relacao a coordenada comével T °.

Agora vamos procurar solu¢oes aproximadas do conjunto de equagoes acima. Con-
sideraremos apenas os termos de primeira ordem dos parametros 0 e i, desprezando termos
que contenham 0 (i.e., quadraticos), como é o caso de (@ - V)u. As equagoes de Euler e

da continuidade linearizadas sao dadas por,
& = — a'l,_[: a — = ]_ -
0+V -u~0, —+-u~-Vo—-Vp. (2.29)
or  a p
Podemos obter a pressdao por meio da equagao de estado p = p(p, S), onde S é a entropia.

Para uma gas ideal, nao-relativistico, temos a lei dos gases ideais
pV = NET, (2.30)

onde N é o nimero de moléculas em um certo volume de gas, k é a constante de Boltzmann

e T ¢é a temperatura. No caso desse ga ser monoatdémico sua energia interna é tal que

U= ;)kT. (2.31)

Além disso, pela primeira lei da termodindmica temos que

TdS = dU + pdV. (2.32)

Dessa maneira, manipulando a Eq. (2.30), obtemos

3
U= -NET
2

3 pV
=3 k(m;)
3

— V. 2.33
5P (2.33)

Portanto, a Eq. (2.32) fica na forma

TdS:d<3p> —|—pd<1>

2p p
=L Lgp— 2L 2.34
ale (2.34)

Usando a Eq. (2.23),

2TdS = d’f’ - g;pdé, (2.35)
0 que nos leva a
;ﬁp = V6 + zTﬁS, (2.36)
onde definimos d como sendo o operador Ve % a velocidade do som ao quadrado definida
por
2= _5p (2.37)

dp  3p
O termo % denota a derivada de tempo total a qual da a evolugdao no tempo de uma quantidade em
um referencial que estd se movendo junto com o fluido (DIJKSTRA, 2014).

5
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2.1.1 O critério de Jeans

Agora iremos estudar as equagoes de fluido que obtivemos na secao anterior para o
caso em que as flutuagoes sao isentropicas, ou seja, quando nao héa gradientes de entropia

entre elementos vizinhos (BERTSCHINGER, 1995) e consequentemente VS = 0. Nesse
1

p
linearizadas do fluido e do campo gravitacional, nesse caso, sao
ou
or

Vamos combinar essa trés equagoes de forma a obtermos uma tnica expressao para a

caso, o termo * na equagao de Euler serd definido apenas em termos de ¢2V§, as equagoes

§+V-id=0, + gﬁ = Vo — AV, V2p = dnGpa®s. (2.38)

flutuacao de densidade, d. Inicialmente aplicamos o operador V na equacao de Euler

gt(ﬁ (@) + (V) = =V - (Vo) =V - (V9). (2.39)

combinando com as outras duas equacoes obtemos uma expressao de onda acustica forgada
e amortecida para 6 (MAKLER, 2001):

B S NSRSt
(0= 2(8) = =V — 2V

5+ 26 = 4nGpa2s + 2V, (2.40)
a
O segundo termo do lado esquerdo da equagao é denominado amortecimento de Hubble.

Exceto por ele e pelo termo gravitacional, a Eq. (2.40) é idéntica a que obteriamos para

ondas de som em um meio estatico.

Aplicando a transformada de Fourier na equacao de onda de forma a eliminarmos

o laplaciano obtemos

.G - B
o+ 55 = (4nGpa”® — k*c2)0 = (k7 — k)2, (2.41)
onde 1o
4G pa®
= (1) oo

¢ o numero de onda de Jeans comodvel. Considerando que a derivada de segunda ordem
¢ dominante em relagao a taxa de expansao do universo podemos desprezar o termo de

amortecimento de Hubble

0= (k5 — k*)c2o
= —w? (2.43)

de modo que a solugdo dessa equagao é § x exp(—iwt) com
w? = —wi + kK wy = kye,, (2.44)

e wy sendo a frequéncia de Jeans.
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O comprimento comovel de Jeans é definido por
A== (2.45)

Quando uma perturbagao de tamanho A = 27a/k é menor do que A\;(k > k;) temos que
as oscilagoes sao amortecidas, as flutuagoes de densidade nao crescem. Ja no caso em que
A > \; os modos gravitacionais k < kj sdo instdveis (w? < 0) e quando o tempo que se
leva para formar o gradiente de pressao é maior que o tempo de queda livre ~ (Gp)_l/ 2
entao as forcas de pressao nao podem evitar o colapso gravitacional. Se incluirmos o
termo de amortecimento, a instabilidade de Jeans passa a ter um comportamento em
lei de poténcia, em vez de exponencial, para k < kj;. Geralmente temos uma solugao

crescente e outra decrescente para d(k, 7), as quais podemos denotar por o4 (k, 7).

2.1.2 Matéria Escura Fria

Partindo agora da Eq. (2.40) para o caso em que 0 nosso universo é composto por

um fluido nao relativistico e sem colisdes, nesse caso ¢ ~ 0, o que nos leva a
.-
§ + —0 = 4wGpa’s. (2.46)
a

A equagao de Friedmann no caso de um universo plano, também conhecido como universo

de Einstein-de Sitter é simplesmente
N 2 _
a 8rGpal 1
-] =—= 2.47
() il (247

onde a foi definido em termos de 7, desse modo

/1 da /T 8rGpal 1/2d
e ST pidi -
ap a1/2 T0 3
anGpiad\ '’
20,1/2 = (W piti ) (T — T())
3
2
a(r) = L= (2.48)
Ti
sendo 77 = 3/(2rGp;a3). Escolhendo 75 = 0 podemos observar que a o< 72. Para fazermos

a conversao para o tempo préprio, basta notarmos que t = [a(7)dr, ou seja, T x t/3 e

2
AnGpa* = 3(;)

consequentemente a t2/3, Assim,

2

_ 0 (2.49)

=

O que nos leva a obter a seguinte expressao,

. 9.
5+ 26 = %5. (2.50)
T T
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Supondo que a solugao para a equagao acima tem a forma de lei de poténcia C7t"

(RYDEN;, 2017), inserir essa suposi¢ao na equagao nos leva a
n—2 2 n—1 6 n
n(n—1)Ct" =+ -nC7"" — 5C7" =0
T T
ou

nn—1)+2n—-6=0
(n—2)(n+3) =0.

As duas possiveis solugoes para essa equacao quadratica como podemos observar na ultima
linha sao n = 2 e n = —3. Portanto, a solucao geral para a evolu¢ao no tempo conforme
das perturbacoes de densidade em um universo plano e preenchido por matéria escura
fria é

5(t) = Ci72 + Cyr 3. (2.51)

Os valores C e Cy sao determinados pelas condigoes iniciais para d(7). O modo decres-
cente eventualmente torna-se muito pequeno quando comparado ao modo crescente o< 72,

quando 72 é o tinico modo restante, entdao as perturbacoes de densidade crescem a taxa

§ o< 7% o t23 o aft). (2.52)

Comumente na cosmologia a evolu¢ao do modo crescente das perturbagoes é se-
parada em um termo independente do redshift d(k,0), e outro §(¢) = D(z) independente
de k de forma que

d(k,z) = D(z)0(k,0). (2.53)

D(z) é denominado fator de crescimento.

Suponha agora que ¢? # 0 e que a temperatura do gds é da ordem da temperatura

4

dos fétons (T, =~ Tyss). Em um gas composto por fétons p, Tff e py o< a” ", e portanto

T, x a~' (PTATTELLA, 2018). Dessa forma, para um gas ideal p/p o< Ty, assim ¢ =
ct.a™t, sendo ¢y, constante. Em um universo de Einstein-de Sitter, a Eq. (2.41) se torna

J

T2

. 2.
0+ -0= (6 — k*ca,70) (2.54)
Novamente vamos considerar que esta equagao tem solucao na forma B7",

Bm™
2

2
n(n —1)B7r" 2 + ZBn7t" ! — (6 — k*c3,77) =0
T

n(n —1)+2n — (6 — k*c3,7) =0

n? +n—(6—kc,13) =0,

0 que nos leva a

—1 4 /25 — 4(kcoso)?
oY e (2.55)
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Quando ke < V6 ~ 2.45, temos solucdes crescentes e decrescentes. Para kegomy > 5 /2
o termo na raiz fica negativo e temos, portanto, oscilagoes amortecidas (pois n? < 0 e

Re(n) < 0). Note que temos um nimero de onda critico
= (5/2)(1/es070)- (2.56)

Se substituirmos o termo 47Gpa® por 6/7¢ no nimero de onda de Jeans kj, é possivel

observar que k.. é muito préoximo de kjy

k;y =6 > ().98k,. (2.57)

Cs0T0

No limite em que k < kj, n = (—1 & 1/25)/2, as solugdes serdo as mesmas que
obtivemos em §(t) ~ C17% + Co7. No limite em que k > kj, n ~ (—1 % 2ikeyn)/2 0

que nos leva a obter solucoes oscilatorias do tipo
0y oc 7 V/2Hikesoto — p—1/2%ikesoro — p=1/2 exp(Fikcsmo In (7)), (2.58)

ou seja, uma onda plana.

Esse cenario se repete em situagoes mais genéricas em que as solucoes oscilatorias
para k > k; sdo ondas sonoras que suprimem o crescimento para pequenos comprimentos
de onda e, para k < kj;, o comportamento ¢ idéntico ao da poeira. Em casos mais gerais

a solugdo para §(Z,7) é
5(Z,7) / AL ()3, (b, 7)) 4 / A_(R)5_(k, 7)™, (2.59)

onde Ai(/;) sao constantes determinadas pelas condic¢oes iniciais para cada k. Um dos
problemas fundamentais em cosmologia é a determinac¢ao de d(k,7;) em certo tempo
inicial 7;. Essa funcao pode ser especificada a partir de consideracoes fisicas, o que é

essencial para termos uma teoria de formagao de estruturas completa.

2.1.3 Evolucao do potencial gravitacional

Podemos usar a equacio de Poisson V2¢ = 4rGa?pd para reescrevemos a Eq. (2.41)

em termos de ¢, em vez de . Primeiro aplicamos a transformada de Fourier,

= _AnG
ok, 1) =~

a?pé(k,7) o< a”'é. (2.60)

Substituindo a Eq. (2.60) em (2.41) e usando a equacao de Friedmann obtemos a

expressao

¢+ 3Z<b - (Z — 5 3K02><Z> + k2o = 0. (2.61)
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Para simplificar ainda mais a equacao anterior vamos utilizar novamente a equagao de

Friedmann juntamente com a Eq. (2.16) para obter a relagao

a 1) a? 1
A () P 2.62
a <2>a2 2 (262)
0 que nos leva a, _
é+3%% + (k2 — 2K)p = 0. (2.63)
a

Observe que quando escrito em termos de ¢ a equagao de onda perde o termo de
fonte gravitacional. Com isso em mente, vamos considerar novamente que estamos em um
universo de Einstein-de Sitter composto de um gas ideal e obter a evolucao do potencial

gravitacional nesse caso. Usando a aproximagao ¢ = c3,a™ ! a Eq. (2.63) fica

. 6. ¢
- kcosto)?—= = 0. 2.64
¢+T¢+(COTO) =3 (2.64)
Considerando uma solucao na forma de lei de poténcia, as solucoes dessa equagao sao tais
que
=5+ /25 — 4(kcosTp)?
du(k,7) o T, m = Y 5 (heosmo)* (2.65)

No caso de grandes comprimento de onda (kcsT < 1) modos crescentes tem po-
tencial constante ¢, = const., enquanto que os modos decrescentes tém ¢_ oc 77°. Em
um universo de Einstein-de Sitter esse comportamento se repete para qualquer equacao
de estado usual. No caso em que kecgm > 5/2 as solugdes oscilam e quando kegm > 0 elas

sao amortecidas.

2.2 Evolucao do campo de densidade de matéria linear

Até aqui vimos alguns cenarios da evolucao das perturbagoes lineares em um uni-
verso em expansao. Agora vamos desenvolver algumas ferramentas tteis para descrever
como todo o campo de densidade evolui em fun¢do do tempo. Vamos perceber que um
dos principais objetivos da cosmologia ¢ fazer uma descricao estatistica do campo de flu-
tuacoes de densidade 0(%,t) sem precisar especificar o valor real de  em cada local do
espaco tempo. Nas se¢Oes que se seguem iremos apresentar o espectro de poténcias linear

de matéria, a funcao de correlagao, a funcao transferéncia e a varidncia de §. As principais
fontes utilizadas foram (LIMA, 2010), (COORAY; SHETH, 2002) e (ZENTNER, 2007).

2.2.1 Espectro de Poténcias

Como vimos nas se¢oes anteriores, as flutuagoes no campo de densidade de matéria

p(Z) sao descritas pelo contraste de densidade

57, 2) = P& »;)mzjm@) (2.66)
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onde p,, é a densidade média de matéria no redshift z.

As propriedades estatisticas do campo de densidade de matéria podem ser deter-

minadas pelas fungoes de correlagao de N-pontos

(0(71)0(73)) = &

(0(21)0(22)0(73)) = &3

(0(21)0(42)0(23)0 (1)) = &
(0(21)0(22)0(75)...0(xx)) = &En-

De acordo com o modelo padrao da cosmologia o universo ¢ homogéneo e isotropico.
Homogeneidade implica que a funcao de correlagao de dois pontos &, por exemplo, é
invariante sobre translagoes, dessa maneira, (27, 73, 2) é funcdo apenas do vetor que
separa os pontos 7 e Z3. Por outro lado, a isotropia implica que & é também invariante
sobre rotagoes, sendo funcao apenas da distancia entre z7 e 3, ou seja, &o(77, 23, 2) =

& (|71 — a3, 2).

Vamos agora definir a transformada de Fourier do campo de densidade de matéria

5(k, 2) = / 5(Z, 2)e"F P, (2.67)
A transformada inversa é
- 1 7 ik-z 137
6, 2) = 2n)? /5(k5,z)e d’k. (2.68)

Em vista disso podemos calcular a funcao de correlagao de dois pontos da seguinte maneira

&2(r, 2) = (0(7 + 7)d(7))

1

2 pm o0 |

e / / / e eost P ) k2dpdOdk
m 0 0 0

1

— / k2P (k, 2)jo(kr)dk, (2.69)
272 Jo

onde na terceira linha usamos a definicdo do espectro de poténcias das flutuagoes de

densidade de matéria P(k, z)

(0(k, 2)8*(K', 2)) = (27)6 pirac(k — k) P(k, ) (2.70)
em que k = |k|. Além disso também usamos a identidade

/7r ekreost gin 0dh = 24 (kr) (2.71)
0
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em que jo(kr) = sin kr/kr é a funcao esférica de Bessel (ARFKEN; WEBER, 1985)(segao
11.7) de ordem zero, com 6 sendo o angulo entre os vetores k e 7. Podemos concluir a
partir da equacao acima que a fungao de correlacao de dois pontos é a transformada de

Fourier do espectro de poténcias.

2.2.2 Variancia do Contraste de Densidade de Matéria

O campo de densidade em uma escala particular R é dado por
87 R.2) = [ W7 - &, R)o(F. 2)d%. (2.72)

A funcdo W (| — Z|, R) é denominada funcdo janela. Por meio dessa definicio é possivel

observarmos que a fungao janela tem unidade de inverso do volume.

As flutuagoes de densidade se distribuem como uma Gaussiana, além disso, (0(7, z)) =

0 (conforme a Eq. (2.66)), sendo assim, podemos determinar §(Z, z) pela sua variancia
Podemos entao escrever a variancia em termos da fungao janela da seguinte maneira,

0*(R, 2) = (0*(Z, R, 2))
= [@yW (15~ 71, R) [ d*yW (I — 7, RO, )57, 2)

= [ @i —al. By [ @7 R [ [ SRR (E 25 (7, 2)

= [ @i R) [ ey o) [ S5 [ e e sy - B)P(
- (2;)3 [ kP, 2) [ @y (17—, Rje ™ [ dby Wy - 7|, R)e™

= oy [ P2 [T (= R [y 8, Ry

-/ (;l:;p(k,z)w(k,mﬁ

- 2;2 /0 T R2@n Y Pk, 2)|W (k, R)|%dE. (2.74)

Uma escolha usual para a fungdo janela é uma regiao esférica no espago real co-

nhecida como funcao janela do tipo cartola.

. 3 <R
Wrn(z, R) = {R N (2.75)

0, sex >R’
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No espacgo de Fourier essa funcao é dada por,
WTH = /VNVTH(IL‘, R)GZEfd?)f
27 pmopo0 )
= / / / W (z, R)e*%0 22 sin 0 da df de
o Jo Jo

3 T rR .
= YD / / 059 22 6in 0 dx db
o Jo
3 R

= @/0 sin kxx dx

— (l{j%)?’ (sinkR — (kR) coskR)

= —ji(k, R), (2.76)

em que j; é a fungdo esférica de Bessel de ordem um.

2.3 Crescimento Nao-Linear das Pertubacoes

A teoria de perturbacao linear desenvolvida nas se¢oes anteriores é valida apenas
para regimes em que |§| < 1, quando o contraste de densidade comega a se aproximar de
um essa teoria falha. Como a maioria das estruturas observadas atualmente no universo
- galaxias, aglomerados de galaxias, entre outras - tém 0 muito maior do que um, para
que a formacao e evolugao dessas estruturas sejam compreendidas precisamos estudar as

perturbagoes nao-lineares, conforme faremos nesta secao.

2.3.1 Modelo do Colapso Esférico

Na teoria de pertubagao linear a transformada de Fourier do contraste de densidade
foi util para os nossos estudos gracas a evolucao independente de cada modo. Isso nao é
necessariamente verdade no regime nao-linear, nesse caso ¢ melhor estudarmos a evolugao

de §(Z,t) diretamente no espaco de coordenada .

Vamos fazer isso da seguinte forma: dado um contraste de densidade §(Z, ;) em
um certo tempo t;, certas regioes no universo apresentarao o contraste de densidade 6 > 0
enquanto que outras terdao < 0, vamos chamé-las de regides superdensas e subdensas,
respectivamente. Quando o universo é dominado por matéria essas regides mais densas
se expandem a uma taxa progressivamente mais lenta em comparagao com o universo de
fundo (PADMANABHAN, 1993). Se a densidade dessas localidades for grande o suficiente
elas irao colapsar se tornando objetos gravitacionalmente ligados, com isso, mais matéria

das regioes subdensas circundantes sera atraida para esses locais.

A forma mais simples de estudarmos o processo de formacao dessas regides é por

meio do modelo do colapso esférico, primeiramente descrito por Gunn e Gott (GUNN;
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GOTT J. RICHARD, 1972), onde assumimos que a regiao superdensa tem simetria es-

férica. Vamos supor que a distribuicdo de densidade inicial nas regioes mais densas é,

p(1+6) ,parar <R
p(r) = { . (2.77)
0 ,parar > R
Além disso, vamos considerar que sua dindmica se da de forma newtoniana:
d*R GM
I 2.

em que R e M sao o raios e a massa da regiao esférica, respectivamente. Integrando essa

equagao obtemos a expressao da energia F do sistema

L (dR) _Me_ g (2.79)

2\ dt R
cuja solucao para o caso em que F < 0, é dada na forma paramétrica

R = A(1 — cosf) (2.80)

t+T = B(0 —sinf), (2.81)

sendo T uma constante que nos permite definir as condig¢oes iniciais. As constantes A e

B se relacionam da seguinte maneira

A3

= = GM. (2.82)

Observe que conforme 6 se aproxima de 0 a perturbacao se expande até o raio R
atingir um valor méximo e depois comeca a diminuir. Vamos normalizar ¢t e R com relagao

a esse valor maximo atingido pelo raio, que ocorre na época denominada de turn-around,

Ry, = R(0 =) = 2A. (2.83)

Escrevendo as Egs. (2.80), (2.81) e (2.82) em funcao de t;, e Ry, obtemos

Ry,
R= 2t (1 — cosb), (2.84)
tta .
t = —(0 —sinb), (2.85)
7r
¢ 3 2
™ _ o (2.86)
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O termo (1 4 J) na Eq. (2.77) é definido como uma sobredensidade A, de forma
que A = (14 9) = p/p, sendo p = 3M /47 R® a densidade dentro da esfera, e

B B 3H? B 1
— Pm = 817G 67GH?’

P (2.87)

é a densidade do universo. Na tultima igualdade usamos a relagdo entre H e t para um

universo de Einstein-de Sitter, i.e., H = %til. Com isso,

3M 8nG 9t

Utilizando as relagoes obtidas em (2.84), (2.85) e (2.86) chegamos a expressao

_ain )2
A= 3519_22?)3 (2.89)
Conforme 6 — 27, temos o colapso e a virializagao da perturbacao,
toir = teog = £(0 = 27) = 2t,, (2.90)
e
Ryir = R(0 = 21) — 0. (2.91)

Nesse caso, a sobredensidade A,;. = A(f = 27) diverge. Para driblarmos essa indefini¢ao
em A,;, vamos utilizar a conservacao da energia do sistema, levando em conta que a

energia cinética no turn — around T;, ¢ igual a zero,

Uta - Tm‘r + Uvir- (292)
Pelo teorema do virial® T,;, = —1 / 20U, 0 que nos leva a,
_ 1_
Uta - iUvir' (293)

Como a energia potencial é proporcional a r~!, temos que R, = %Rm. Substituindo essa

relagdo juntamente com as Eqgs. (2.86) e (2.90) em (2.88), chegamos a
Ayirpas = 187% ~ 178, (2.94)

de forma que o contraste de densidade critico nao-linear em um universo de Einstein-de
Sitter é dado por
52%;5@%7" — 5(251,”) = A(tvz‘r) —1=177. (295)

6 O teorema do virial é “uma relacdo entre a energia cinética total e a energia potencial total de um

sistema em equilibrio”(HANSEN, 2009). Ele foi proferido pela primeira vez por Rudolf Clausius em
1870 em seu trabalho intitulado “On a Mechanical Theorem Applicable to Heat”(CLAUSIUS, 1870).

A palavra virial vem do Latin vis que quer dizer “forte”,“enérgico” ou “viril” e foi o termo por ele
usado para descrever a energia do sistema.
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A Eq. (2.94) nos mostra que a regido virializada é uma esfera com uma densidade
média ~ 200 vezes maior do que a densidade do Universo na época do colapso. Em tese,
podemos concluir que o modelo do colapso esférico supoe que uma regiao sé ira colapsar
e formar uma estrutura ligada em um certo redshift z, se o contraste de densidade dessa

regiao de raio R for maior que o contraste de densidade critico em questao.

Outras expressoes correspondentes a A, pgs podem ser derivadas, afinal de contas

o modelo de Einstein-de Sitter nao ¢ o inico. No caso em que €259 = 0,

Avir (0 =0 (2) = 187 + 82z — 392, (2.96)
e para {2y o = 0,

Ayir, (@ 0-0)(2) = 187 + 60z — 3227, (2.97)
sendo z = Q,,,(2) — 1I(BRYAN; NORMAN, 1998) (secao 2.1).

Um tltimo ponto a ser considerado é que no limite em que ¢ pequeno (o que equivale
a 6 pequeno), nés podemos recuperar a evolugao linear do contraste de densidade. Para

isso, expandimos em séries de Taylor as Eqgs. (2.84), (2.85) e (2.89) para 6 < 1,

R= ]zt“ 0> + O(0%), (2.98)
Y R (2.99)
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3 2 4
A= 1+2—09 + O(0%), (2.100)
de modo que
b=A—-1= 23002 +O(6%). (2.101)

Substituindo essa ultima equagao em (2.99), obtemos a seguinte relagao

5(t) ~ — (67r>2/3. (2.102)

Conforme vimos na secao 2.1.2 no regime linear § oc t*?. Assim, em um universo de
Einstein-de Sitter onde t,;,. = 2t;,, temos que o contraste de densidade critico para colapso
no regime linear é tal que

inear 3 37T 2
Sy = 5<2> ~ 1,686. (2.103)

2.4 A Funcao de Massa

Agora que ja falamos um pouco sobre o campo de densidade de matéria, introdu-
zimos o espectro de poténcias linear e estudamos brevemente modelos de evolugao linear
e nao-linear, vamos agora estudar o célculo da fun¢ado de massa n(M) e como podemos

utiliza-lo para fazer previsoes aproximadas da abundancia de halos de matéria escura.
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2.4.1 O formalismo de Press & Schechter

O formalismo mais conhecido para a funcao de massa atualmente é o de Press &
Schechter (PRESS; SCHECHTER, 1974), que é baseado no modelo do colapso esférico

para a formacao de halos de matéria escura.

Esse modelo nos permite fazer previsoes sobre a abundancia de certas estruturas
coOsmicas em um intervalo de massas, considerando um campo de perturbagoes de den-
sidade gaussiano. Primeiramente ele supoe que a funcdo de massa depende da fracao de
objetos F'(M;z) colapsados em um certo tempo z com massa maior que M da seguinte
maneira oF

p
n(M)dM = M 9M dM, (2.104)
onde n(M)dM fornece o nimero de aglomerados de matéria escura gravitacionalmente

ligados, por unidade de volume, em um certo intervalo de massa M e M + dM.

Como nesse formalismo levamos em conta o modelo nao-linear do colapso esférico,
podemos determinar F'(M) levando em conta regides com dr > 0., que sao regides que
irdo colapsa e formar estruturas. A partir da distribuicao gaussiana, podemos encontrar

a probabilidade de um certo campo de densidades tenha um valor g em um certo z

P(5R):16Xp< Ok ) (2.105)

210%(2) - 20%(2)

onde o2 j4 foi discutido e apresentado na Eq. (2.74). E importante ressaltar que a regiao
do espaco é filtrada por uma fungao janela (2.75), a funcao desse filtro é associar um valor
de contraste de densidade ¢ para essa regiao especifica de tamanho R, fazendo uma média
sobre as flutuagdes menores que R. A massa pode ser associada a essa escala através de

R, da seguinte maneira

4
M = ngR?’ 5, (2.106)

onde o fator fyr depende da forma da funcéo janela, no caso dela do tipo cartola, temos
que fir = 1.
Se um regiao com amplitude de densidade dg > ¢, formar um objeto gravitacional-

mente ligado de massa M, entdo podemos calcular a fracao de objetos com massa maior
que M da forma (PADMANABHAN, 1993)

F(M) = /5 P(0g) = Ny / exp ( — 20%) ds. (2.107)
c R (&

Fazendo a substituicio x = d/0rV/2, em que d§ = v/20x dz obtemos

o0

F(M) = \/1% 3

exp(—2?) du, (2.108)
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0 que nos leva a

ﬁ dO'R 1 50 o —(52 M
= ———— | ——eXx —
M dM | Varos P\ 202

ﬁ 1 50 1 dO’R _502
_ P L o1 dor dM. 2.1
M\/QWUR<O'R aM ) P\ 20 (2.109)

A integral da fragao de massa OF/0M sobre todas as massas deveria ser 1, porém

Esse problema ¢é conhecido como o problema da normalizacdo da funcao de massa e ele
ocorre porque regioes subdensas podem ser incluidas em regioes superdensas maiores,
dando a elas uma probabilidade finita de serem incluidas em algum objeto colapsado
maior. Para solucionar esse problema Press & Schechter multiplicaram a funcao de massa
por uma fator de normalizacdo 2. Dessa forma, com o fator de correcao, a densidade

numérica de objetos virializados fica,

p [2( 0. dogr(z) 52
M)dM = ——/— — —<-|dM. 2.111
n(M) M W(U%(z) avt )P 20% ( )

Um dos problemas do formalismo de PS é a utilizacao apenas do contraste de
densidade § como critério para determinar quais regides vao colapsar em z = 0, restrin-
gindo o calculo de d. ao modelo do colapso esférico. Isso faz com que o modelo de PS seja
muito simples e baseado em suposi¢oes que nao sao realmente justificadas detalhadamente.
Apesar de suas previsoes estarem em surpreendente concordancia com a abundéncia de
halo determinada a partir de simulagdes, no ano de 1974. A partir da década de 1990, a
precisao das simulagoes numéricas se tornaram mais precisas e comegaram a apresentar

discrepancias significativas com o modelo de Press & Schechter (LIMA, 2010).

A descricao analitica também foi melhorada e o colapso elipsoidal, mais realista
que o modelo do colapso esférico foi investigado. Além disso, foram encontradas fungoes
de ajuste simples que se encaixam muito bem na abundancia de halos em simulacoes
numéricas, como as simulagoes de N-corpos. Mas vale ressaltar que todos esses ajustes sao
largamente inspirados na propriedade de universalidade de PS a qual é muito importante

para utilizar a funcao de massa como observavel para restringir modelos cosmolégicos.
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Ao definir a varidvel v = §./0 a funcdo massa PS pode ser escrita de uma forma

mais compacta
1 dog(z)
or(z) dM

n(M)dM =~ fpg(v) (2.112)

onde

frs(v) = \/f (607" exp [~0%072/2]) = \/z/ (2.113)

¢é conhecida como func¢ao de multiplicidade e toda dependéncia do processo de colapso e
formacao do halo estd contida nessa funcao. A largura da janela no espaco k e a largura
da janela no espaco real sao inversas. Assim, grandes massas irdo corresponder a pequenos
valores de 0%, enquanto que para pequenas massas temos os valor de 0% grande. Portanto,
a melhor maneira de descrevermos o nimero de objetos colapsados é massa, pois essa

variavel é conservada mesmo que o tamanho da regiao varie.

2.4.2 Func3o de massa a partir da simulacdo de N-corpos

Os modelos descritos até aqui sao capazes de desenvolver apenas casos especificos
de formagao de estruturas. Como a dinamica gravitacional é muito complicada para ser
analisada analiticamente em detalhes, foram desenvolvido métodos numéricos para simu-
lar a formagao de estruturas. Os resultados das simulag¢oes quando comparados com as
observagoes, contribuiram consideravelmente para estabelecer o modelo padrao da cosmo-
logia. Nesta secao vamos estudar métodos de identificar halos em simulagoes de N-corpos,

mais especificamente o friends-of-friends (DAVIS et al., 1985) e o spherical overdensity
(LACEY; COLE, 1994).

e Friends-of-Friends(FoF) Talvez esse seja o método mais frequentemente utilizado.
Ele consiste, basicamente, em ligar todas as particulas cuja separacao ¢ menor que
uma fragdo b da separacao média de particulas \/1/7, sendo n = N/L? a densi-
dade numérica de particulas. As particulas que sao conectadas por um vinculo sdo

consideradas membros de um halo.

e Spherical Overdensity (SO) Esse método identifica os halos crescendo em formato
esférico até essa regiao atingir uma densidade limite dp,.;. O centro dessa esfera ¢
estimado a partir da densidade local em torno de cada particula onde as regioes
mais densas determinam o centro. Apods esse procedimento o centro de massa da
esfera é calculado e, a partir desse centro, é definida a esfera que determinara a

massa do halo.

Existe um procedimento muito comum, que consiste em combinar os dois métodos

em passos diferentes. Primeiro aplicamos a técnica de FoF para identificar os grupos de
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particulas e definir o centro, em seguida utilizamos o algoritmo SO para definir o halo e

a sua massa (REED et al., 2003), a qual pode ser dada pela seguinte relagao

4
Mp = %Apref}zg. (2.114)

A denota quantas vezes mais densa é a regiao onde o halo se encontra em relagdo a Ra,
que é o raio dessa regiao esférica, e p,.r que ¢ a densidade de referéncia. Essa densidade
pode ser definida como sendo a densidade média de matéria do universo p,,, ou como a

densidade critica do universo p..;;, ou ainda como a densidade de virial p,;..

Apébs obtermos a distribuicdo de halos em func¢do da sua massa, é possivel encon-

trarmos a fungdo de multiplicidade utilizando a Eq. (2.112),

——ﬁa z don(2) 71n
f == 50n )( ) (M)dM. (2.115)

dM
Muitas simulacoes ja forma feitas para diferentes modelos cosmolégicos com dife-
rentes espectros iniciais. O que se pode observar em cada um delas foi a semelhanca das

func¢des de multiplicidade, o que comprova a universalidade do modelo de PS.
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3 Halos de Matéria Escura

O estudo de halos de matéria escura é de particular interesse dos cosmologos,
pois é nesses halos que a maior parte da matéria barionica se aglomera, esfria e condensa,
formando estruturas como galaxias e aglomerados de galaxias. Mas como a matéria escura
estd distribuida nesses objetos? Uma das formas de responder a essa questao é por meio
dos modelos de perfis de densidade de halos de matéria escura, pois eles propiciam um
ajuste adequado aos resultados das simulagoes. Vamos agora estudar alguns dos principais

perfis presentes na literatura e conhecer suas principais caracteristicas e implicagoes.

3.1 Perfil NFW

Em uma série de artigos publicados durante os anos noventa, Julio Navarro, Carlos
Frenk and Simon White, realizando simulagoes de N-corpos de alta resolucao, descobriram
que todo perfil de densidade de halo de matéria escura virializada tem a mesma forma
independente da massa do halo, do espectro de poténcias das flutuagoes iniciais e valores
de pardmetros cosmoldgicos’ (NAVARRO; FRENK; WHITE, 1997).

Eles concluiram que fusoes e colisoes durante a formagao do halo atuam como um
mecanismo de relaxamento para produzir um equilibrio que é amplamente independente
das condicoes iniciais. Esse processo chamado de relaxamento violento - do inglés “violent
relaxation” - foi proposto por Lynden-Bell para explicar as regularidades observadas em
estruturas de galaxias elipticas (LYNDEN-BELL, 1967).

O perfil NFW é descrito da seguinte forma
50&7”

(B)+z)"

o raio de escala, d.pqr ¢ a densidade caracteristica (adimensional) e pe.y =

PNEW(T) = Perit (3.1)
onde r, é

3H?/87G é a densidade critica. A massa de um halo usualmente é definida como na
Eq. (2.114), ou seja, uma regiao esférica cujo centro coincide com o centro do halo e cuja

densidade é igual a A vezes uma densidade caracteristica do universo.

A massa total do halo pode ser calculada da seguinte maneira

Ma(z) = /OTA(Z) 4rp(r)r? dr. (3.2)

Para chegar a essas conclusoes eles consideraram uma vasta quantidade de modelos hierarquicos de
agrupamento, incluindo matéria escura fria e espectros de flutuacdo inicial de lei de poténcia, bem
como diferentes valores de pardmetros cosmoldgicos. Foram utilizados oito diferentes cosmologias,
cinco do tipo Einstein-de Sitter com diferentes espectros de poténcias, duas considerando um universo
aberto variando apenas os indices de lei de poténcia, por fim, uma considerando um modelo de matéria
escura fria de baixa densidade com geometria plana.
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Para o perfil NFW essa relagao se torna,

A 6car 2
Mn Z/ AT\ perit————— |7~ dr
0 r T
(TS) (1 + 7‘5)
re ™
= 47 peritOearr>|In (r +14) + —
T+ s
&
= AT peritOearr | In (1 — 3.3
bt (140 = 53
em que ¢ = ra/rs é o pardmetro de concentracao. Usando a expressdo 2.114 na 3.3

obtemos a relacao

- C] . (3.4)

Se definirmos pa como sendo igual a 200 vezes a densidade critica do universo, chegamos

1
pA = 3pcrit5carg [ln (1 + C) —

a uma expressao para a densidade caracteristica, nesse caso,

3
2 €200

Ocar = = : 3.5
3 In (1 + 6200) — 0200/(1 + CQOO) ( )
Derivando a equacao 3.1 em relacao a r temos que
1 T r
—pNnrw () = —pNFW ( S> . (3.6)
dr Ea (1 + L)

Ts Ts

de tal forma que a derivada logaritmica é dada por

dln (prw) _ 2%
Ly - (1+(1+T)), (3.7)

que para valores de r < 1y, poc r—t e para r > r,, pocr S,

Como a massa do halo e seu raio de virial estao relacionados por meio de Msyy =
200pcrit (47 /3) 3, podemos afirmar que os parametros independentes no perfil NFW sao
efetivamente a massa do halo e a concentragao. Além disso, em seu artigo de 97, Navarro
et al. mostraram que essas propriedades estao correlacionadas, no sentido de que halos
de baixa massa sdo mais concentrados que halos de grandes massa®, o que fez com que

diversos autores estudassem extensivamente a relacdo massa-concentragao por meio de

simulagoes ((DUTTON; MACCIO, 2014), (DUFFY et al., 2008),(PRADA et al., 2012)).

3.2 Perfil Hernquist

O perfil Hernquist (HERNQUIST, 1990) foi proposto para descrever a distribuigao

da matéria em galaxias elipticas. O modelo de Hernquist pode ser usado para previsoes
2

Isso geralmente é interpretado em termos da densidade média do universo no momento de formacao
de um halo. Como os sistemas de baixa massa normalmente colapsam em um redshift mais alto, a

densidade e a concentragdo caracteristicas de tais sistemas sao maiores em relacdo aos sistemas de
grande massa (HAYASHI; WHITE, 2008).
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tedricas e observacionais. As propriedades cinematicas deste modelo podem ser usadas
para inferir aspectos dinamicos de galaxias diretamente das observagoes. Este perfil é

dado por
Ps

(B)+2)"

sendo ps a densidade caracteristica e r4 o raio de escala.

puer(r) = (3.8)

Vamos agora obter a massa para o perfil Hernquist da mesma forma que fizemos
para o perfil NFW,

MA:/A47T Pe 3 r?dr
v ()
3
c
= 2mp,r? : 3.9
TPsTs SEE (3.9)
Com isso, obtemos
2
D5 = gpAC(l +¢)% (3.10)
Se derivarmos 3.8 com relacao a r, obtemos
1 T T
——puEr(T) = —puER ( ) : (3.11)
& H1+3)
de maneira que sua derivada logaritmica é dada por
dlnpygr -
= |14+ _—Ts | 3.12
dlnr + (1 + L) (3.12)

Observe que para r < 7, p(r) o< v~ - da mesma forma que o perfil NFW - e para r > r,,
p(r) o< v~ Dubinski & Carlberg (DUBINSKI; CARLBERG, 1991) usando simulagdes de
de N-corpos observaram que o perfil de Hernquist descreve bem a distribuicao de densidade
de halos até aproximadamente r ~ 2r,. Além disso, eles concluiram que as regioes centrais

dos halos de matéria escura (r < 25kpc) sdo mais planas do que as regioes externas.

3.3 Perfil Einasto

Em seu artigo de 2004, Navarro et al., utilizando simula¢oes de N-corpos de alta
resolucao, mostraram que a taxa na qual a inclinagao do perfil de densidade muda com o
raio é mais gradual do que a féormula NFW prevé (NAVARRO et al., 2004). Isso os levou

a propor uma férmula de ajuste melhorada com o seguinte formato

1npp_"‘2:—il<7;)a—1], (3.13)
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onde r_5 e p_s sdo o raio e a densidade cuja a inclinacao da derivada logaritmica do
perfil de densidade é dlog p,/dlogr = —2. O pardmetro « controla a taxa de variagao da

inclinagao logaritmica com o raio.

Merritt et al. (MERRITT et al., 2005) apontaram que esta é a mesma relagdo
entre inclinacao e raio que define a lei de Sérsic (SERSIC, 1963), com a diferenga de que
a lei de Sérsic é tradicionalmente aplicada as densidades projetadas (de superficie) das
galaxias, nao a densidade espacial. Vale ressaltar que a expressao 3.13 é conhecida como
perfil Einasto (EINASTO, 1965), ja que este - a partir do trabalho de Sérsic - fez o uso

inicial e extensivo dessa relagao para modelar as distribuicoes de luz e massa de galaxias.

Vamos reescrever a Eq. (3.13) (ver (RETANA-MONTENEGRO et al., 2012)) como

1
r\n
pEIN(T) = poexp [— (h) ], (3.14)
onde realizamos as seguintes substituigoes

(2n)™

: po = pse, h = (3.15)

Dessa forma podemos calcular a massa para o perfil Einasto,

Mp = /07”A 47r{p0 exp [— (2)’11 }1"3 dr. (3.16)

. . . o~ 1 1-n
Para resolver esta integral vamos fazer a substituicdo u = (;)=, du = *—dr,

TA)%
h _ _
e P du

MA = 47Tp0h377,/
0

= dnpoh*ny(3n, x), (3.17)

sendo v(3n, z) a fungao gamma incompleta inferior, v(a,x) = [y et~ 'dt. Também po-

demos escrever essa equacio em termos da fungao gamma I'(a) = [5° e 't "1dt da seguinte

maneira
Ma = 4mpohnI(3n) P (Sn, 2) , (3.18)
em que P(a,z) = % Portanto,
- 3 3 2c”
M = 47Tp57“§62a2_12adr<>P<, C), (3.19)
o o«

onde utilizei as igualdades p_s = ps e r_o = r, para a densidade e o raio, respectivamente.
Com isso, chegamos a
3 1-3453
CAPAQ a2
Ps = 2 .
2n(3\p(3 2
Beal(2)P(2, %)

o’

(3.20)
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De acordo com Gao et. al. (GAO et al., 2008) o pardmetro «a deve ser usado para
melhorar a descricao dos perfis de densidade de halo simulados e para eliminar possiveis
vieses nas estimativas de sua concentracao. Nesse artigo em questao eles mostram que «
depende sistematicamente da massa do halo e do redshift. Essas dependéncias podem ser
sintetizadas em uma dependéncia simples com a altura de pico v(M, z) = 6.(2) /o (M, z),
dada por

a(v) = 0.155 + 0.0095%, (3.21)

3.4 Perfil Externo

2 Rvir .

~Y

Os modelos anteriores nao apresentam-se como boas descri¢oes para r
Fisicamente, observamos um excesso de densidade em grandes raios que ocorre devido a
uma combinacao da entrada nao linear de matéria no halo e a contribuicao estatistica
dos halos vizinhos (DIEMER, 2018). Esses termos nao sao bem modelados pelos perfis
até aqui apresentados, usualmente denominados “perfis internos”, a estes perfis vamos
adicionar um perfil de densidade externa pe.(r), o que faz com que os modelos se tornem

mais realistas para grandes raios. Dessa forma,

Ptot(T) = Pz’m&(T) + pext(r)- (3-22)

Vamos agora analisar como o termo p..(r) é calculado, ja que, p;(r) é dado, por exemplo,
pelas Eq. (3.1), (3.8) e (3.13).

3.4.1 Termo de densidade média de matéria

Prada et al.(PRADA et al., 2006) usaram as férmulas NFW e Einasto para ajustar
perfis de densidade de halo com raios muito além do raio virial. Usando simulagbes de
N-corpos para o modelo padrao ACDM, esses autores chegaram a conclusao de que a
densidade média fornece uma contribuigdo significativa para o perfil de densidade em

grandes distancias, ou seja, o perfil do halo é melhor ajustado por,

Phato(T) = pEIN(T) + pm(2), (3.23)

sendo pm(2) = pmo(1 + 2)* = peritoQmo(1 + 2)* conforme apresentado na segao 1.4.

3.4.2 Termo de densidade de 2-halo

Os perfis NFW, Hernquist e Einasto descrevem a densidade “1-halo” de halos, ou
a densidade de uma halo dentro do seu limite. No entanto, halos tendem a ser encontrados
proximos de outros halos, isso faz com que a densidade média de halos precise de um termo
de “2-halo”. O que estamos tentando dizer ¢ que, a medida com que nos afastamos do

centro do halo a fungao de correlagao halo-matéria, &, (r), se torna o termo “2-halo”, ou
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a probabilidade de que um halo esteja em um segundo. A partir desses conceitos Hayashi
& White construiram um modelo simples para &, dado da seguinte maneira (HAYASHI;
WHITE, 2008),

Ein(r),  se &n(r) = Ean(r)
model T,M = 3.24
¢ ( ) {f%(?“), se {1 (r) < &on(r) ( )
Eun(r) = phal"(r’pM) —Pm (3.25)
&on (1) = b(M)&in(r), (3.26)

em que &, (r) é a funcdo de autocorrelagdo de massa prevista pela teoria linear., sendo

Prato(T, 2) = pint (1) + pm(2) conforme o ajuste proposto por Prada et. al.

Observe que o termo &g, (r) estd diretamente relacionado a fungéo de correlagao
matéria-matéria &, e a um viés denominado fator de viés de halo, b(M) - do inglés halo
bias. Existem diversos modelos para o viés de halo. Mo & White derivaram uma relagao

de viés da forma
v?—1

o
onde v é a altura de pico e . é a densidade para qual uma perturbacgao esférica colapsaria

no redshift = (MO; WHITE, 1996).

b(v) =1+ (3.27)

Testes adicionais contra simulagoes de alta resolucao levou a modificacoes e me-

lhorias no modelo. O modelo de Tinker et. al. ¢ um exemplo disso, dado por

(67

bv)=1-A Bvb + Cv° 3.28
() g TV OV, (3.28)
com
A=140,24yexp—(4/y)*, a=0,44y — 0, 88,
B:0,183, b:1757
C =0,019+ 0,107y + 0, 19 exp —(4/y)*, c=24, (3.29)

sendo y = log;, A (TINKER et al., 2010). Assim sendo, temos que o termo de densidade

de 2-halo é dado da seguinte maneira,

pan(r; 2) = pm(2)€an(r, 2). (3.30)
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4 | enteamento Gravitacional

A matéria escura presente no Universo foi uma das principais responsaveis por sua
evolucao e formagao de grandes estruturas, conduzindo e dirigindo a matéria baridnica
e a forma como essa se aglomerava em regides de grande densidade ou simplesmente “se
afastava” em regides de baixa densidade. Mas, ndo devemos reduzir os efeitos da presenca
da matéria escura somente a isso. Como o préprio Einstein percebeu, “a matéria afetard
nao apenas a trajetéria da matéria, mas também a trajetoria dos fétons” (RYDEN, 2017).
Sendo assim, podemos concluir que a matéria escura pode atuar como uma lente gravi-
tacional, causando a deflexdao dos feixes de luz. Isso tem sido usado como uma poderosa
ferramenta para se estudar halos de matéria escura presentes em galaxias e, principal-

mente, em aglomerados, onde o fendmeno de lenteamento é mais facilmente observado.

No presente capitulo vamos abordar os principais aspectos fisicos e matematicos
envolvendo a teoria de lenteamento gravitacional, para um estudo mais aprofundado de
cada um dos assuntos aqui tratados consultar as seguintes referéncias (BOVY, 2017),
(NARAYAN; BARTELMANN, 1996), (UMETSU, 2020), (SCHNEIDER, 2006) e (ME-
NEGHETTI, 2021).

4.1 O fendomeno de deflexao da luz

Vamos iniciar introduzindo os elementos bésicos da teoria da relatividade geral
que precisamos para estudar as lentes gravitacional, os quais sao a deflexdo e o atraso
de tempo experimentado pela luz que viaja através de um campo gravitacional. Como os
campos gravitacionais envolvidos, nesse caso, sao fracos, podemos assumir que o potencial
Newtoniano préximo a lente é tal que |[®y/c?| < 1 para ®y — 0 quando 7 — co. Nesse

limite a métrica do espaco-tempo perturbado pode ser escrita como

ds? = G dx dx”

= —(1+20y/A) P dt* + (1 — 20y /) [(dz')? + (d2?)? + (dx?)?), (4.1)

em que 7" = (ct,x', 2%, 23). Vamos considerar a métrica apresentada na Eq. (4.1) como
sendo a soma de uma métrica de fundo, nao perturbada, gg’,j), e uma pequena perturbacao
h

vy ASSIM

Guv = 9,(3,) + h/w? (42)

com |h,,| < 1, além do mais,

9t) = nu = diag(—1,1,1,1)
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hy = diag(—2®y, 20y, —2®y, —20y) /.

As métricas inversas, g"” e g sio definidas de forma que g*°g,, = 5" e g®H° gff’) = o,

sendo 0* o delta de Kronecker. Dessa forma, em primeira ordem de h, nés temos que *
g = g _ g (4.4)
sendo h*" definido como

N g(b)“”g(b)”"hpg = 11" R (4.5)

A luz se propaga por uma geodésica nula, ou seja,

dz* dz¥

=, 4
I ™\ "dn (4.6)

no caso da métrica perturbada (4.2) isso precisa ser mantido em ordens iguais a zero e
um. Vamos entao decompor a nossa trajetoria defletida z#(\) em uma trajetéria de fundo

(™" ¢ uma perturbada d2#(\) de tal forma que,
zt(N) = 2OP(N) + sz (N) (4.7)

sendo |dx#| < |z®)#|. Feito isso vamos introduzir o vetor quadrimomento definido como,

dxt(N)
Kt = 4.8
2 (48)
dessa forma
BN = O (N) 4 kM (N). (4.9)
Além disso,
guukuky = 07 (410)
e consequentemente
dk* b v
ﬁ = —F V)\kf k y (411)

1 Observe que as Eqgs. (4.4) e (4.5) implicam em g"*g,, = 6,

g“”gpl, _ (g(b)up _ h“”)(gg’,) + hpl/)
= g(b)upggl;) + g(b)""hpl, _ h“pgf(f’y) — h¥h,,
=6+ g(b)uphPV _ hupg/()l;/) + C’)(hQ)
=0+ g(b)“”hpl, _ g(b)“ag(b)pﬂgs;)hag + O(h?)
=04 + g hpy — g6 hap + O(h?)
= oM + g(b)“php,, _ g(b)“"hm, + (f)(hQ)
= 6 + O(h?). (4.3)
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onde I'* , é o simbolo de Christoffel de segunda ordem, conforme foi apresentado na
Eq. (1.29). Como a métrica de fundo é dada pela métrica de Minkowski - gfg,) = N -
F(b)uy

, = 0, assim na ordem zero temos simplesmente que

Nk E®Y = 0. (4.12)

Isso implica em uma equagao da geodésica de ordem zero dada por

dl®p
=0 4.13
d)\ ) ( )

e kr ¢ portanto, constante, ou seja, z("# é uma trajetoria reta. Se considerarmos, entéo,

3

que um raio de luz esta se propagando na direcao x° na métrica de fundo sua trajetéria

vai ser dada por

z®H(\) = (X,0,0,)), (4.14)

temos entao que

EOr = (1,0,0,1). (4.15)
O termo de primeira ordem, por sua vez, pode ser obtido da seguinte maneira

Gk K = (N + hy ) (KOF 4 k1) (KO + 6EY)
~ (N + Ty ) (KOHEOY 4 g Orsgy O sy
~ Nk PR 0 kORSEY + 1, kORSE + Ry, KOHERY = 0. (4.16)

Mas como nm,k(b)“k(b)” = 0, logo
R kOHEOY 4 2n KORGEY = 0. (4.17)

A equacao da geodésica de primeira ordem ¢é tal que 2,

d(okH

(dA ) _ ENNOTNOT TR A CIACS (4.19)

2
n
D O, T, RO 4 3RO 4 5
~ _(F(b)uyA 4T ) (kOREDY 4 opOrsEy)
~ _F(b)ﬂu)\k(b)uk(b)u _ QF(b)Hu/\k(b)u(Sk(b)y _ 6F;LU>\k(b)uk(b)v (418)
mas SEON) _ _pO# p@ugbe o dE _ dEON A o
d(6kM)

— —or® kOvspA —sTr | OV EOA,

d\
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sendo 6T, = (1/2)7"*(haw,p+ hapw — hupr) +O(h?)? o simbolo de Christofell perturbado.

Vamos entao calcular as componentes da Eq. (4.19). Para simplificar as contas,

mas sem perda de generalidade, vamos assumir que o angulo de deflexdo pertence ao

plano z°z' com 22 = 0. Além disso, vamos denotar (z!,z%) = (z*, zl). Como condicdo de

contorno vamos assumir que em A — 00, 0k*(—oc) = 0. Assim, para u = 1, temos que a
EQ. (4.19) se torna
d(okY)

= —oTt kO RO, (4.21)

(b)p

onde a condi¢do I'"* | = 0 foi usada. Devido ao produto k®"k(®)? os tinicos termos do lado

direito da equagao que nao serao nulos sao aqueles em que (v, p) = {(0,0), (0, 3), (3,0), (3,3)}.

Com isso, podemos obter os simbolos de Christofell perturbados,

5F100 = 1/2(—h0071)
0T g3 = 1/2(—hss1),

(4.22)
sendo que,
200y 200y
hoo1 = hssz1 = T2 @ opl (4.23)
Assim,
d(0k™) 200y
D o (4.24)
Integrando obtemos,
2 +oo abe
Sk* =—= —=d\. 4.2
(+00) 2 J-se Oxt (4.25)
Pra p = 3, temos que
6kl (4-00) = 0, (4.26)

isso porque ao calcularmos os simbolos de Christofell para (v, p) = {(0,0), (0, 3), (3,0), (3,3)}

obtemos os seguintes resultados

3 Podemos obter a expressio do simbolo de Christofell perturbado da seguinte forma,

1 b b b
I, = 50 = W00, 9 — G + B g = o)
1 b b b 1
= §(g(b)u/\ - hw\)(gf\y),p + 9&,%, - 91(1,7)7,\) + ig(b)u)\(h)\t/,p =+ h)\p,u - hvp,)\) + O(hQ)
1 b b b 1
= QQH)\(QE\V),/) + gg\p),,, - g;sp)’)\) + ig(b)l”\(hkl/,p + h/\p,l/ - hup,)\) + O(h‘Q)

_ 1 b
=Tk, 47O (4.20)
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5F330 = (5F303 - 1/2(h3370)
5F300 - 1/2(—}10073)
5F333 - 1/2(h33,3)7

(4.27)
onde
h33’0 == O (428)
e
hoo,3 = hss 3, (4.29)

o que nos leva ao resultado da Eq. (4.26).

Por fim, vamos obter a componente p = 0. Os simbolos de Christofell perturbados

nesse caso sao

5F030 = 5F003 = 1/2(—hoo3)
6T, = 1/2(—hgoo) =0
0T, = 1/2(hs30) = 0,
(4.30)

0 que nos leva a

+0o0

Sk (+o00) = — / 5TO, KO 0 g\
2 oo 9D

= LN (4.31)

2 ) Ox3

Como a Eq. (4.26) implica em A = 2/(\) + O()), entdo

_ TN g
2 J_oo Oxl de
2
- _?q)N()\)' (4.32)

5K = 2/+°° 0Py

O angulo de deflexdo, &, é a quantidade pela qual o vetor de onda espacial é
defletido a medida que viaja da fonte para o observador. No limite em que & < 1, esse

angulo pode ser calculado da seguinte maneira

1 1 2+ 9D (1t 2
kIl (400) 140 ?J-oo Ozt
Como o angulo de deflexdao estd contido no plano z3x!, entdo, r* = (2')? + (%)% e o

potencial de Newton pode ser escrito como
GM
Oy (zt,zl) = - . (4.34)
(1) + (1)
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Derivando com relacdo a x+,
0P +
N ° . (4.35)
Ot~ T (@) + (al)?)?
e substituindo na integral
2GM +o0 1 2GM I < 2GM
&~ — :cL/ 5 dall = == wL[ ‘ ] = ——a"
c —oo ((z+)2 + (2l)?)2 c (21)21/(21)2 + (21)2] o c

Usualmente o pardmetro de impacto z+ é definido pela letra b, o que nos leva a forma

final do angulo de deflexao
AGM

b

A~
o~

(4.36)

O atraso de tempo experimentado pelo feixe de luz que viaja através de um campo
gravitacional foi apontando por Shapiro em 1964. Acontece que ao passar por um campo
Newtoniano, os fétons parecem “desacelerar” em relacao aos cones de luz de fundo, levando

a um atraso de tempo adicional de
% dyz®
Algrar = | d
“he e dA
— / S (\) dA

— 9 /_ T ey (V) (4.37)

que também é conhecido como atraso de Shapiro.

4.2 Equacao da Lente

Na Figura 4.2 podemos ver um feixe de luz que se propaga de uma fonte (S)
posicionada em 77, passa pela posi¢cao é’ no plano da lente, onde ¢é desviada por um angulo
de curvatura &, até chegar a um observador (O). Cada plano - fonte, lente e observador
- ¢é perpendicular ao eixo 6ptico. O angulo entre esse eixo e a fonte nao lenteada é (3, e
o angulo entre o eixo éptico e a imagem (I) é . As distancias D;, Dy e D5 representam
as distancias entre a lente (L) e o observador (O), entre o observador (O) e a fonte (S) e

entre o observador e a fonte, respectivamente.

Com essas informagoes em mente, podemos usar semelhanca de triangulos para

encontrarmos que

7= "€~ Dua(§). (4.38)

(4.39)
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Figura 4 — llustracao de um sistema de lentes tipico.

Lens plane Source plane

\ £ r-——-<4-____ Optic axis

|
D " Ds
Ds
Fonte:(UMETSU, 2020)
obtemos
— — D s — — B
B=60- D’ a(Dif) =6 — a(0), (4.40)

onde @(0) = (Dy,/D,)& é definido como sendo o angulo de deflexdo reduzido. A Eq. (4.40)
¢ chamada de equacao da lente, a qual relaciona a posicao angular verdadeira B a posicao

angular aparente g da fonte.

4.3 Densidade Superficial de Massa e Convergéncia

Se o campo gravitacional gerado por um aglomerado de galédxias, por exemplo,
é fraco, entao os efeitos causados por esse campo podem ser linearizados. Considerando
ainda que a extensao da massa da lente ao longo do eixo éptico é pequena quando compa-
rada com as distancias entre o observador e a lente (D;) e a lente e a fonte (Dy;), podemos
assumir que todos os elementos de massa estao localizados a mesma distancia Dy, Essa
situacao fisica é chamada de lente geometricamente fina. Supondo que temos uma distri-
buigdo de N massas M; (1 < i < N) pontuais em um plano cujas posigoes sdo dadas por
&, o angulo de deflexdo de um feixe de luz passando em E - parametro de impacto ou

vetor de impacto - pode ser escrito como

— —

K 5o 4G c_ ¢
a(§) = Z@@ —&) = CZZMZE_ § (4.41)

S5
&il?
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No caso de uma distribui¢do continua de massa, podemos subdividir a lente em
elementos dM = 2(5) d*¢, onde o termo 2(5) ¢ a densidade superficial de massa da lente

na posicao é’ sendo calculado da seguinte maneira
2@ = | o€ )z, (4.42)

em que p(€, z) é a densidade tri-dimensional.

Escrevendo o angulo de deflexdo em termos da contribui¢ao do elemento de area,

obtemos L
S Ar o Y
aé =T e S5 (4.43)
¢ € =&
consequentemente,
= 4G 21NV # 5_ 6,
= — )y - 4.44
i=g [ e @ (4.44)
Com isso, podemos obter a relagao para o angulo de deflexao reduzido
o= 4G DDy = (5 5)
0) = — XD )-—== d*¢'
i) =G5 | 0N
1o o -0
= — H(e/)ﬁ d29/, (445)
T Jeoo i
em que
S (D0
K(0) = (D >, (4.46)
Ecrit

¢ a densidade superficial de massa adimensional ou convergéncia. O termo X..; ¢ a den-
sidade superficial de massa critica dada por,
> 2 D,
crit —
A G DlDls

(4.47)

cujo valor caracteristico ¢ a linha divisoria entre lentes “fracas” e “fortes”. Pois quando
Y 2 Yy temos uma distribuicao de massa k 2 1 o que produz varias imagens para uma

fonte posicionada na origem caracterizando um efeito de lenteamento forte.

4.4 Potencial da Lente

- =

Na segao 4.1 nds encontramos que o angulo de deflexdo @&(f), no limite em que

&< 1, pode ser calculado da seguinte maneira

0) =5 /WW@‘ (4.48)

No caso 2t = D,0 e z!l = 2, temos
)

Oy

ald) ==

¥ Dz/ ¥ 4®(Dib, 2) (4.49)
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consequentemente, o angulo de deflexao reduzido pode ser escrito como

— V(). (4.50)

Na tltima linha introduzimos o potencial efetivo da lente, definido como

— 2 o0 Dls
2

U (6) [ 5p i) d, (4.51)

C

ele é a projecao do potencial newtoniano tridimensional no plano da lente. Como podemos
observar pela Eq. (4.50), o gradiente de ¥ com relagao a 0éo angulo de deflexao reduzido,
a funcdo W ¢é, portanto, uma funcao escalar que contém as informacoes necessarias para
o calculo de uma deflexdo bidimensional no céu. Vamos, entao, calcular o seu Laplaciano

e ver a relagao fisica obtida

Dls 3
Dle 2

DDy 2 >,
- s [wvs¢(§,z)dz
_ Dlle2/oo [18<R8®(R7¢72)> +182®<R,¢,Z)] dz

Vil =

/:)o V2o (D0, 2)dz

Dy 2J-oo |ROR OR R2  9¢?
o DDy 2 [ 8<I>(R, ¢,Z)
=D = /_ N [477Gp(R,¢,z)—822 dz
DD, 2
= 47G D, S5(R.9), (4.52)

onde o Laplaciano angular V3 foi convertido no espacial Vg e em seguida escrito em
coordenadas polares*, por fim nds usamos a equacao de Poisson em coordenadas cilindricas

para substituir o Laplaciano pela densidade®.

, 10/ 0 1 o2
_1o (0N, 1 & 4
Vi=ror\"sr ) T marg (4.53)

4

®  Podemos representar o potencial de uma densidade altamente achatada por p(R, ¢, z) = X(R, ¢|2)¢(2),

com X(R, ¢|z) sendo a densidade superficial de uma camada na altura z e ((z) sendo definido de
forma que f ¢(z)dz = 1. Para tal densidade a equagdo de Poisson se encaixa melhor em coordenadas
cilindricas, o que nos leva a expressao

10 (Ra<1>(R,¢,z)> LBQQ(R,¢>,Z)+62(I>(R,¢,Z)

ROR R2  9¢? 022

OR = 4rGE(R, ¢|2)((2). (4.54)

E importante ressaltar que no caso da Eq. (4.52) nés assumimos que o termo 9P/Jz tende a zero
conforme |z| — 0.
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Escrevendo a Eq. (4.52) em termos de k obtemos

(D)
ECT; = 2k(6), (4.55)

ou seja, o Laplaciano de W é duas vezes a convergéncia, além disso e como ja foi observado,

ViU =2

a Eq. (4.55) é a equagao de Poisson em duas dimensoes. Podemos observar a similaridade
entre essas relagoes de lente e a gravidade em trés dimensoes, onde ¥ corresponde ao
potencial gravitacional @y, @ corresponde ao vetor aceleracao e x a densidade de massa

volumétrica p.

A solucao da equacgao de Poisson em duas dimensoes para uma massa pontual
é ~ In R, dessa forma podemos escrever ¥ em termos de k a partir da Eq. (4.55), da

seguinte maneira
— 1 — — -
w(d) = f/ﬁ( VIn|d — | d26. (4.56)
s

0—-0'
|0—07|2
Eq. (4.45). As discussoes acima nos mostram, entao, que o fenémeno de lenteamento é de-

obteremos a

Observe que se tomarmos o gradiente de (f) e usarmos 69 In|0—@| =

terminado pela densidade de superficie ¥ integrada, ou equivalentemente, a convergéncia

K.

4.5 Convergéncia e cisalhamento

Uma das principais consequéncias do lenteamento gravitacional é a distor¢ao da
imagem. Essa distor¢ao ocorre porque os feixes de luz sao desviados. Idealmente, nos
podemos determinar a forma das imagens ao resolvermos a equagdo da lente para todo

os pontos de origem estendidos.

Se a fonte for muito menor do que a escala angular em que o campo do angulo
de deflexdao da lente muda, podemos linearizar localmente a relagdo entre as posicoes da
fonte e da imagem. No caso de uma fonte extensa, temos que os pontos 97) e Qj no plano
da lente, estao sendo mapeados em B’O e B’ = B’O + df no plano da fonte, isso implica que
o vetor dff = (5— EO) serd dado por,

da

AF = di — “dd (4.57)
(5—5)—(1—d&>d5 (4.58)
0) — dﬁ—» . .

E mais comum encontrarmos a seguinte notacao
85; = Ayob;, (4.59)

onde A é a matriz Jacobiana,

—

98 O L 10
AT (5, ) () )
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Figura 5 — Nesta figura temos a esquematizagao de uma mapeamento li-
near entre a lente e a fonte, assumindo um angulo de deflexao
que varia lentamente, é importante ressaltar que o tamanho
da fonte ¢ muito menor do que a escala desse angulo, o que
faz com que possamos linearizar localmente as posi¢oes da
fonte e da imagem.

6=00+db, B=PB+d

o Py :9——‘

& = o+ g ¢
7 I

— e e

=
———

— el —

— ] ——
—— -

—— —

By, @o Bo = 6o — do
Lens plane Source plane

Fonte: (MENEGHETTI, 2021)

Vamos agora decompor A em uma matriz diagonal e uma matriz sem traco. Para

obtermos a matriz sem traco fazemos a seguinte operacao

1 1
(A - §tI'A . I) - = (5@' - \Ifz'j — 5(1 - \1111 + 1-— ‘;[122)(51']'

)

1
= - + 5(‘1’11 + Wop)dij

LT -V
_ 5 (Ui 22) 1 12 7 (4.61)
—Wp 3(W11 — Vo)

~ 0206 _ . .
onde usamos a notacao - 8(9? = U,;. Com isso obtemos o tensor de cisalhamento
100

702 ’ (4.62)
Yoo N

r

cujas componentes sao

1
I'i=m= 5(‘1’11 — Wyy) [og = —m [ =Ty =7 = Vs (4.63)
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Agora vamos obter a parte diagonal de A,

1 [ 1
<2tI'A . Z) =|1- 5(\1/11 -+ @22)] 5@'3’

i L
[ 1( 0%V 0%
=|1—= + 5ij
I 2\ 00,00, 00500,

_ - ;(v%p)] 5,

= (1 = K)dyj, (4.64)

onde fizemos a substituicao do potencial ¥ pela convergéncia

—

K(0) = ;(\Ijll + W) (4.65)

E conveniente escrever o cisalhamento como um niimero complexo, v = vy + 17, =

|v|e%¢, em que |7(§)| = \/712(5) — 7%(5) é a magnitude e ¢ é o angulo polar entre as duas

componentes do cisalhamento. Assim, a matriz Jacobiana pode ser escrita da forma

1—x— —
A= Al 2
—2 I—rk+m

1« 10} cos (2¢)  sin (2¢)
=(1=r) (0 1) g (sin (2¢) —cos (2(}5)) ' (4.66)

Os autovalores dessa matriz sdo \; = 1—k—=, com autovetor correspondente (sin ¢, — cos ¢),
e A = 1 — K+ 7, de autovetor (cos ¢, sin ¢). Os indices t e r indicam o tipo de distor¢ao
que uma lente axialmente simétrica sofre, nesse caso o angulo de deflexao aponta ao longo
de (cos¢,sin¢) e A\, portanto, fornece a distorgdo tangencial em relacdo ao angulo de

deflexao, enquanto que A, fornece a distor¢ao radial.

O termo de convergéncia representa a parte diagonal da matriz representando,
portanto, um aumento ou uma diminui¢ao isotropica do tamanho da imagem da fonte.
O cisalhamento, por sua vez, é a parte sem traco de A, quantificando um alongamento
anisotrépico da imagem da fonte, transformando dessa maneira uma distribuicao de luz
circular em uma eliptica. Sendo assim, o efeito de convergéncia e cisalhamento ird mapear

uma fonte circular de raio » em uma elipse cujos eixos semi-maior e semi-menor sao

r r

a b (4.67)

S 1-k—|y S l-k—-]

Sua elipticidade é dada por
a—b v
a+b 1—k

(4.68)
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Figura 6 — Demonstracao do efeito da convergéncia k e cisalhamento
em uma fonte circular. O diagrama mostra a fonte sem lente
(circulo cinza s6lido) e a imagem final com lente (contorno
preto), para valores positivos e negativo de k e as compo-
nentes de 7.

fo=—40.2 mo=+02 ¢ =0° o = +0.2; @ = +45°

oe®6
-

v = —0.2 ¢ =00° Ao .

® @

Fonte:(BOVY, 2017)

4.6 Magnificacao

Uma consequéncia importante do efeito de lenteamento é a magnificacdo. A matriz
inversa da Jacobiana é denominada matriz de magnificacio M, ela determina como as

fontes sdo mapeadas nas imagens e o seu determinante é definido como a magnificacao,

1 1
= detM = det(A) = 1= r) =2 (4.69)

seus autovalores sao dados por,

SR (4.70)
ut_)\t_l—/i—fy ’
1 1
L , 471
K A 1—K+7y ( )

e eles medem a amplificacdo nas diregoes radial e tangencial, respectivamente. Assim
sendo, n6s podemos escrever p em termos de \; e A, da seguinte maneira

_ 1
=3

(4.72)

Observe que se qualquer um dos autovalores for zero, a magnificacao diverge e
com isso temos a formagao das denominadas curvas criticas radial (A, = 0) e tangencial
(A+ = 0). O mapeamento dessas curvas no plano da fonte forma as cdusticas conforme

podemos observar na figura 7.
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Figura 7 — Geometria de uma lente eliptica. Na imagem & direita em ambos os
painéis podemos observar as posicoes de cada uma das fontes sendo
representadas, cada uma correspondendo a uma cor diferente. As ima-
gens das fontes estao representadas a esquerda, observe que depen-
dendo da posigao temos a formagao de 1, 3 ou 5 imagens. As curvas
no plano da lente em que p — 0o sdo as curvas criticas, ao mapear-
mos essas curvas no plano de origem a equacao da lente obtemos as
causticas.

Fonte: (NARAYAN; BARTELMANN, 1996)

4.7 Lenteamento Gravitacional Fraco

Agora que vimos a teoria geral de lenteamento gravitacional, vamos o nosso es-
tudo no efeito de lenteamento gravitacional fraco. Para isso, vamos considerar que um
grupo distante de galaxias de fundo estao sendo lenteadas por um aglomerado de gala-
xias. Nesse caso, dois efeitos principais podem ser observados, o efeito de lenteamento
forte que ocorre quando o observador, a lente, e as galaxias distantes estao alinhados e o
efeito de lenteamento fraco que ocorre quando o alinhamento é menor, ou seja, as gala-

xias de fundo estao relativamente distantes (projegao) do centro do aglomerado (KNEIB;
NATARAJAN, 2011).

No caso do regime forte as imagens miultiplas do objeto em questao tendem a for-
mar arcos gravitacionais gigantes, sendo distorcidas e altamente ampliadas. Ja no regime
fraco a distor¢ao induzida pelo aglomerado nao serd tao evidente e métodos estatisticos
sao necessarios para detectar mudancgas na forma de galaxias de fundo. Mas indepen-
dentemente do tipo de lenteamento, as distor¢oes causadas por aglomerados sao pecas
fundamentais para se obter a distribui¢do de massa tanto da lente quanto do objeto lente-
ado. Nesta se¢ao iremos apresentar conceitos basicos sobre como a distribuicdo de matéria
de um aglomerado que atua como lente pode ser obtida a partir das pequenas distor¢oes

causadas no regime fraco.
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4.7.1 Reconstrucao de Massa de Lente Fraca

Na secOes anteriores estudamos que no regime linear a imagem de uma fonte

circular serd eliptica, com eixos dados por

r r
— h= — 4.73
¢ l—k—79" 1—rk—7’ (4.73)

e elipticidade
a—>
— . 4.74
‘ a+b ( )

Noés também podemos escrever a elipticidade em termos das suas componentes, assim

como o cisalhamento, nesse caso

a—2>b ;
— € = i(2¢) 4.75
€ =€ +i€e ¢ (4.75)
ou ainda,
1—r . b
= ) == 4.76

onde ¢ é o angulo de posigdo da elipse. Podemos ver por meio da Eq. (4.68) que a

elipticidade média induzida pela lente é

() = <1 j Fv>- (4.77)

No limite de lenteamento fraco temos que k < 1 e |y| < 1 e isso implica que,

— — —

(11(0)) = (e1(0), (12(0)) = (e2(0))- (4.78)

Agora vamos supor que conhecemos ~ para varias posicoes € ao longo do aglome-
rado, como podemos encontra sua distribuicao de massa? Para responder a essa pergunta

devemos olhar para a relacao x, v e o potencial 1. Para isso, vamos definir o operador

0 0
= — 4+ 71— 4.
0 891+Z86’2 (4.79)

e reescrever a convergéncia (4.5) e o cisalhamento (4.64) em termos desse operador, da

seguinte forma

k() = ;a*a\y(é) (4.80)
(@) = ;aaxp(e*) — DU, (4.81)
onde ) )
1 1[[ 0 9 9 0

¢ um operador de spin-2 que se transforma como D’ = De?? 6

6 Em geral, uma quantidade complexa, como no caso do nosso operador D, é chamada de spin-n se ela

se transforma como D? = D expin¢ sob uma rotacao de coordenadas no sentido horario de angulo ¢.
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— — —

Tanto () quanto k(f) sdo combinagoes de segundas derivadas de ¥(6), dessa

forma, eles estao relacionados um ao outro da forma (KAISER, 1995)

— —

0 0k(0) = 0"9"(0), (4.83)

ou ainda
V2k(0) = 0*0"y(0) = 2D*4(6). (4.84)
Vamos resolver essa equacao diferencial para obter a inversao de cisalhamento para massa,

—

k(0) = (V5)~1(0,0)]0"0"(07)). (4.85)

Usando (V2)"4(4,6) = In |6 — &'|/(27), podemos resolver a equago anterior e obter uma

relacao entre k e v,
w(B) =2 [ D*(V3) (@) %0
1 A -
- /D* |0 — 0'|(§) 20
T

1 — — -
_— / D*(f — §)(@) 20, (4.86)
n

com D(§ — &) =Dlnl|d — 0§

Assim a convergéncia pode ser calculada a partir do cisalhamento e consequen-
temente, ver Eq. (4.46), a densidade superficial de massa da lente pode ser obtida. Esse
formalismo é frequentemente denominado de algoritmo de Kaiser & Squires (KAISER;

SQUIRES, 1993).

Infelizmente nem tudo sao flores quando se trata do KS93 e existem alguns proble-
mas com essa abordagem. Em geral a quantidade que observamos no lenteamento fraco

nao ¢ o cisalhamento 7, mas o cisalhamento reduzido

(4.87)
Um problema de principio surge ao multiplicarmos o Jacobiano por um fator A # 0,
A= dA=A. (4.88)

Escalar o Jacobiano dessa maneira simplesmente amplia as fontes, mas nao altera sua

forma, o que faz com que transformagdes como
1—'=X1—-k) =K =1=-X+Xs (4.89)
deixem o cisalhamento reduzido invariante. No casode A\=1—-0 =~ 1

K &0+ K, (4.90)
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Figura 8 — Na imagem da esquerda podemos observar o campo de cisalhamento
do aglomerado Cl 0024417, ele é indicado por tragos cujo compri-
mento e direcdo representam a forca e orientagdo do campo gravi-
tacional de maré. Na imagem da direita os contornos representam a
densidade superficial de massa, obtida por meio do efeito de lentea-
mento fraco.

Credit: optical image: HST/NASA

o que corresponde a adicionarmos a lente uma folha de densidade superficial de massa
constante, esse problema ¢é portanto conhecido como degenerescéncia da folha de massa
(MENEGHETTI, 2021).

Uma forma de quebrar essa degenerescéncia e evitarmos ambiguidades no campo

k(0) é obtendo a medida da magnificagao, ja que

() — 1 (0) = A7 p(6). (4.91)

4.7.2 Componentes tangencial e rotacionada do cisalhamento

As componentes de cisalhamento v; e 72, conforme apresentando na secao 4.5, sdo
coordenadas dependentes, definidas com relacao a um referencial cartesiano de coordena-
das (escolhido pelo observador). Vamos entao definir um sistema de coordenadas polares

com origem em um ponto arbitrario 0_; do céu, de forma que
0 = (Rcos ¢, Rsin¢) + 0, (4.92)

sendo R a coordenada radial e ¢ a coordenada azimutal. Agora vamos expressar o cisa-
lhamento relativo a uma direcdo especifica, definindo as componentes tangencial e rota-

cionadas do cisalhamento da seguinte maneira

— —

1+(R, ) = —Rel[y(#)e™™7]; Yx (R, ¢) = —Im[y(6)e™™] (4.93)
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0 que equivale a

7+ (R, 6) = =1 (R, 8) cos 26 — 72(R, ¢) sin 26,
(R, @) = =1 (R, 6) sin 26 — 12(R, 6) cos 26. (4.94)
Conforme apresentado na figura 4.7.2 v, = £1 e 7« = 0 significa um alinhamento tangen-

cial ou radial do cisalhamento com relagao ao ponto de referéncia, enquanto que v, = £1
e v+ = 0 descreve padroes do tipo ondulagdo (HARTLAP, 2009).

Vamos agora escrever 7, () e 72(f) em termos de R e ¢, para isso vamos usar as

segundas derivadas parciais do potencial da lente W ;; (4.60) da seguinte maneira

0
Y= 50,00,
C(OR O 0 9\[OROY 0 OV
- (aelaR*aelaas) (a&w*ams)
000 (000 00 070 (00v om0
90, 06\ 96, 06 96, 0R) 96, OR\ 00, 06 | 00, OR
sing 0 sin ¢ OV ov 0 sin ¢ OV ov
= R &b<_ I a(b—l—cosqﬁaR)+cos¢aR<— I 8¢+COS¢8R>
_ 2singcos ¢ OV sing? 00 2singcos¢ 0*0 | sing® 9PV cos , PV
R 06 R OR R 0RO6 = R 00 OR?’
(4.95)
.22 — _ 2singcos ¢ 0¥ N cos ¢* OU N 2singcos¢ 0?°W  cos ¢ 9P © sin 2827\11.
R? 0¢p R OR R 0RO R? 0¢? OR?
(4.96)

Dessa forma,
- 1

1(0) = (T — V)
_ sin(29) 00 cos(29) OV sin (2¢) 0*W  cos(2¢) *¥ N (2@827\1’
"R 9 R OR R 0Roe R og OV YoRe
(4.97)
72() = ‘I’,12
_ cos(2¢) 0¥ sin(20) 0¥  cos(2¢) O*T  sin(2¢) *F  sin (2¢) 2P
N R2  9¢ 2R OR R ORO¢ 2R? Qg2 2 OR?
(4.98)
Sendo assim, podemos reescrever as Egs. (4.94) como
10U 1 0% 100
O = 5hor T o as  20m
2
(R - LY (4.99)

OR?’
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Figura 9 — Ilustracao das componentes tangencial e rotacio-
nada do cisalhamento, na imagem da esquerda te-
mos vy = 0, sendo v, = 1 para as elipses externas -
tangenciais - e 74 = —1 para as elipses internas - ra-
diais - o que faz com que vy, também seja conhecida
como componente tangencial-radial. Na imagem da
direita 7, = 0 e v« = 1 para as elipses externas e
v« = —1 para as elipses internas.

‘\-\|
- g V 4
l\-

Fonte: (HARTLAP, 2009)

=

.\

lov 10w
R20¢ ROROG

V< (R, ¢) = (4.100)

Na Eq. (4.99) usamos o fato de que a convergéncia r(6) = 1(W11+Vs) e consequentemente

100 1 0°V

R @)= ——-+—= . 4.101
Vamos agora calcular o cisalhamento tangencial /rotacional médio (KAISER, 1994)
dados por
1

= — d 4.102
(R) = 5= § 7+(R.0)do, (4.102)
= o § (R 6)ds (4.103)

27T CIYX ) ) .

sendo C' um contorno circular. Para resolver essas integrais vamos utilizar o teorema de

Gauss para duas dimensoes de forma a obtermos
R, -
/ vv\pdﬁ?:}zj{v\y.ﬁ, (4.104)
0

onde a integral do lado esquerdo da equacao se estende sobre a area de um circulo de raio
R (com seu centro escolhido como a origem do sistema de coordenadas), a integral a direita
se estende sobre o circulo com raio R, sendo 7 um vetor unitario que representa normal

direcionada para fora neste circulo (SCHNEIDER; KOCHANEK; WAMBSGANSS, 2006).
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Se definirmos V¥ = (%v%) e 1 = (cos¢,sin@), temos que VU - h = g%,
portanto
2t rR , , , ov
2/ / k(R ¢)R dR' dp = PL]( 9% 4o, (4.105)
o Jo c OR
ov
"R'dR' d 4.1
= / (R)R AR = o § 5= do, (4.106)
em que

W(R) = 5 74 k(R, 6) do. (4.107)

Vamos agora derivar a Eq. (4.106) com relacao a R e obter

0V 2 2 d
O 4y — —/ RYR AR + = [ w(R)R dR
or | OR? R? w(R) + RdR ( )
= —k(R) + 2k(R), (4.108)
em que
) o1 Ji k(R R dR'
= 4.1
R(F) ot (4109)
é a convergéncia média dentro de um circulo de raio R centrado em @
Substituindo as Eqgs. (4.99), (4.108) na Eq. (4.102), obtemos
92U
il )dp — —
T o % (£, 9) do or Je OR?
= K(R) — [-K(R) + 2k(R)]
— R(R) — K(R). (4.110)
Por fim, se usarmos a Eq. (4.46) na equagao anterior chegamos a
AS(R) = Sanys (R) (4.111)
em que AX(R) é o excesso de densidade superficial de massa dado por,
AY(R) = (R) — %(R), (4.112)
onde "
B ) S(RNR' /
S(R) = Zh BHE)R AR (4.113)
T R?
¢ a densidade superficial de massa média dentro de um circulo de raio R.
Se, no entanto, definirmos VU = (— gg’), 50, tal que VU -h = —%% temos que
1\
O 16 = / g + Uy dP = (4.114)
c 09
Dessa maneira
11 0
v« (R) = do — —dp =0 (4.115)

R227 Jo ¢ 27rR8R a¢
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Uma implicac¢ao importante da Eq. (4.110) é que com as medidas do cisalhamento
tangencial de galaxias-fonte individuais nés podemos determinar diretamente o excesso de
densidade superficial AY(R) em torno da lente no regime de lenteamento fraco, mesmo que
a distribui¢do de massa X (R) nao seja simétrica em torno de 6,. Além disso, a Eq. (4.115)
nos diz que o cisalhamento rotacionado deve ser estatisticamente consistente com zero
em um regime fraco, o que faz com que essa componente seja utilizada para se identificar

erros sistematico na obtencao do sinal de lentes fracos (UMETSU, 2020).

4.8 Modelos de Lente para os Perfis

Vimos na secao anterior que a densidade superficial de massa pode ser calculada
a partir da Eq. (4.111), mas conforme estudamos em 4.3, ela também pode ser obtida a
partir de p(r) da seguinte maneira

S(R) = / p(VRE+ 22) dz. (4.116)

o0

Nesse caso, precisamos levar em consideracao qual modelo de perfil de densidade de ma-
téria escura estamos usando para com isso encontrarmos as fungoes analiticas para X (R)
e, consequentemente para AX(R) e ¥(R). Vamos ver entdo quais sdo os modelos de lentes

referentes a cada perfil.

48.1 Lente NFW

Para calcularmos ¥(R) para o perfil NFW vamos considerar

rdr
- 2/ T (4.117)

onde fizemos as substituigoes r = v/ R? + 22 e consequentemente dz = rdr/v/r?> — R?,
além disso, é importante ressaltar que alteramos o intervalo de integragao de [  para

2 [>°. Substituindo p(r) por pnrw (7), temos que

oo rdr
R) - pcritéc/ p)
P14 2 VTSR

—R /7R 4 R—rs rR) 00
e )
e (R - Tc) (R + Ts)(T + Ts) (R - Ts)3/2(R + T5)3/2 R .
Definindo, z = R/r, obtemos
- 5 . /7‘2/7“52—922 2 arctan (w/mﬂ 1/ :;:;i) (4 119)
= PecritOcTs (iL’Q — 1)(T/7"5 T 1) {['2 — 1 3/2 .
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Vamos agora aplicar os limites de integragao no caso em z > 1. O primeiro termo

/1212 — 22 1
/ (4.120)

A D)D) @ =)

quando r — 400 é

ja o segundo é dado por

r/rs —x
lim = 1. (4.121)
r—+00 T/Ts +

i

Dessa forma, para = > 1

arctan (4.122)

1 . 2 r—1
x2—1 V2 —1 1+z)/)

2 (l’) - 2pcrit5crs

Repetimos o mesmo processos para os casos em que * < 1 e x = 1 de forma a

obtermos a densidade superficial de massa para o perfil NFW,

1 2 iz
= (1 — marctanh H—x) r <1,

Z:NFW(:K) = 2pcrit50rs % Tr = 1, (4123)

rz—1

5132%1 (1 — \/%arctan m) x> 1.
A partir de ¥(R) podemos entdo calcular X(R), conforme a Eq. (4.113) de maneira que

%2 {ﬁamtanh L‘_—ﬁ +1In (g)} r <1,

Snew () = 4peritders 1+1n(}) z=1,, (4.124)
m% [\/xgi_larctan %4—11&(%)] x>1

é a densidade superficial de massa média para o perfil NFW (WRIGHT; BRAINERD,
2000).

4.8.2 Lente Hernquist

Para o perfil Hernquist temos que a densidade superficial de massa e de massa
média sdo dadas por (SHIN; EVANS, 2007)

-1
pcritécrs [(2 + x2)sech_ 293 - 3] O S iy S 1,
EHerqu”Ln'st(x) = 7T _o\o sei_fx (4125)
(1—22)? [(2 ’) @21 } vz
_ 1 1 (sechflac _ %) 0 << 1
X ernquis =2 cri 50 s | o PR . v B - 4.126
Hernguist(T) = 2Peritder $2+1_x2{<§ec23_;2) e (4.126)

sendo x = R/7s.
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4.8.3 Lente Einasto

Se inserirmos a Eq. (3.14) em (4.116), obtemos a seguinte expressao

_l/n
e %" sds

S(R) = 2p0h /: T (4.127)

sendo s =r/h e x = R/h = (2n)"R/r,. Infelizmente essa integral ndo pode ser expressa
em termos de fungoes elementares para todos os valores de n. Parece entao nao haver uma
forma analitica de resolvermos essa expressao. Entretanto, em um artigo publicado em
2012 Renata et al. (RETANA-MONTENEGRO et al., 2012), baseados em alguns traba-
lhos anteriores, usaram a transformada de Mellim para resolver a Eq. (4.127), mostrando

que a solucao pode ser escrita em termos de uma funcao H de Fox, da forma

R I (R B I
Ypin(z) = (2n)" Hiy LO’ 2m), (_%’ 1) ] ’ (4.128)
S _ 2ps7“s€2n\/ﬁx 2,1 (_%7 1)7 (0’ 1) 72
Ypin(z) = 4(271),17 2,3 LO’ o), (_%7 1), (_%7 1) ] ) (4.129)

ou ainda, em ralacdo a funcao G de Meijer, no caso em que n é um inteiro ou

metade de um inteiro, tal que

2
. pcrit(scrse n\/ﬁ 2n,0 <_

> =
EIN('I) (27T)”_1(2n)” x 0,2n b

v ) , (4.130)

(2n)2n

2

< pcm'técrrs(aQn\/ﬁ 2n,1 —1 i
Ypin(®) = S S PG ( 2 o (4.131)
(2m)"=1(2n) b,—3| (2n)?
sendo que
1 2n—1 1
b=<:{—,.. —— 4.132
{Zn’ " 2n 72 }’ ( )

é um vetor de tamanho 2n.
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5 Miscentering Offsets

O lenteamento gravitacional fraco tem se mostrado como uma excelente ferramenta
na investigacao da massa de aglomerados de galaxias, uma vez que o lenteamento é sensivel
a massa total e nao ao estado dinamico da massa subjacente do aglomerado, como ocorre

com processos como riqueza, efeitos de espalhamento, medidas no raio-X, entre outros.

Um fator importante a ser levando em conta nas medig¢oes de lentes fracas “empi-
lhadas” de aglomerados é o efeito de desvio do centro, ou em inglés miscentering offset.
Ele ocorre quando o centro do halo de matéria escura “nao coincide perfeitamente com
o centro assumido em torno do qual os perfis de cisalhamento tangencial estdao sendo
medidos” (FORD; VANDERPLAS, 2016). E importante termos em mente que o centro
de um aglomerado de galaxias pode ser escolhido a partir de fontes observacionais, como
uma galdxia central dominante localizada perto do pico de densidade do gas intracluster

quente, como observado em raios-X.

Observagao de outros efeitos de gas quente, como o Sunyaev-Zeldovich (SUNYAEV;
ZELDOVICH, 1972), também podem ser usados para encontrar centros de halo, mas como
ja foi dito inicialmente, a escolha particular do centro pode estar deslocada do centro ver-
dadeiro devido a processos fisicos como a evolugao do aglomerado ou até mesmo a medic¢ao
incorreta da fonte em questao (JOHNSTON et al., 2007a) e isso pode levar a diversos

erros estatisticos na analise do aglomerado ou dos aglomerados.

Para solucionarmos o problema do desvio de centro no caso de medidas de len-
teamento gravitacional fraco, onde estamos analisando varias lentes empilhadas, vamos
incluir o efeito de miscentering em uma modelagem adequada da medic¢ao. Esse tipo de
modelagem pode ser encontrado em outras literaturas como (JOHNSTON et al., 2007b);
(FORD et al., 2014); (GEORGE et al., 2012), todos eles seguem o formalismo de halo
offsets descrito pela primeira vez por (YANG et al., 2003) no contexto de galaxias satéli-
tes. Nas secoes que se seguem iremos mostrar como fizemos essa modelagem para incluir

o efeito de miscentering no calculo dos perfis de densidade de lentes fracas.

5.1 Calculo do miscentering

Nas secOes anteriores estudamos os perfis de densidade superficial de massa de halo
de matéria escura centrados, onde assumimos que o pico da distribuicao de densidade do
halo coincide perfeitamente com o seu centro. Mas, como ja foi dito anteriormente, os
candidatos a centro do aglomerado podem estar deslocados dos centros dos halos de

matéria escura. Se considerarmos um deslocamento R,ss no plano da lente entre o centro
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Figura 10 — Esquematizacao de lentes empilhadas em torno de diferentes cen-
tros candidatos. A coluna a esquerda mostra dois grupos de galaxias
separados (elipses vermelhas) e seus correspondentes mapas de ci-
salhamento (tracejado cinza). O losango roxo e o tridngulo azul sao
os candidatos a centro em cada grupo. Na coluna do meio estao re-
presentados os mapas de cisalhamento sobrepostos em torno dessas
posigoes. Os graficos a direita mostram o sinal de lente resultante
AY medido radialmente a partir do centro candidato. Observe que
a amplitude do sinal de lente é suprimido quando o centro nominal
se desvia do centro verdadeiro.
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Fonte: (GEORGE et al., 2012)

verdadeiro e a posigdo usada para medigdo, o perfil ¥(R) serda dado por

1 2
ST (R|Rog) = — / SR, 0| Rogr) db), (5.1)
21 Jo
em que
XM (R, 0| Rog) = X(\/R? + B2 + 2R Rog cos0) (5.2)

¢ a convolugdo da densidade superficial de massa (4.117) medida nas coordenadas (R, 0)

em relacao a posicao de deslocamento.

Se tivermos uma certa distribuicio P(R.g) de deslocamento (offsets) podemos
calcular a média sobre ela para obter o perfil de massa “empilhado” (em inglés stacked)

em torno das posi¢oes de deslocamento

S (RIP(Ror)) = [ P(Rur) S (Rl Rur)d o (5.3)
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A densidade superficial média dentro de um raio R é entao
_ 2m
Sof (< R|IP(Rog)) = R2/ / / Rog) XM (R, 0| Rogt) x R dR' d0 dRog
T

off
- ﬁ/ St (R'|P(Rog))dR. (5.4)
Em seu artigo Johnston et al. usando o sinal de lente de uma grande amostra de
aglomerados de galaxias encontrados em torno de BCGs - Brightes Cluster Galaxy -
mostraram que uma fragdo de BCGs identificou corretamente os centros dos halos (Rog
= 0), enquanto os demais aglomerados tiveram uma distribuicdo de deslocamento dada

por

R, R?
P(Rog) = —Z exp ( — ot ) (5.5)

Ooff 2054

que é uma distribui¢do gaussiana bidimensional ou distribui¢do de Rayleigh.
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6 Resultados

Neste capitulo iremos apresentar e discutir os resultados obtidos neste trabalho.
Realizamos uma comparagao e validagao entre as bibliotecas Numerical Cosmology (Num-
Cosmo) (VITENTI SANDRO E PENNA-LIMA, 2014) e Colossus (DIEMER, 2018). Para
tanto, desenvolvemos um conjunto de cédigos em Python no formato jupyter notebook uti-
lizando diferentes ferramentas disponiveis (NumPy (HARRIS et al., 2020), SciPy (VIRTA-
NEN et al., 2020), Matplotlib (HUNTER, 2007)) para melhor visualiza¢ao dos resultados.
Foram desenvolvidos cinco notebooks no total e os resultados obtidos sao apresentados em
cada uma das cinco se¢oes apresentadas aqui. Os codigos escritos podem ser encontrados

em <https://github.com/anamanso3006/cosmology code>.
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6.1 Observaveis do modelo de fundo
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Figura 11 — Contribuicoes dos parametros de densidade da matéria escura fria, barions,
radiagdo e energia escura. Os resultados foram obtidos para um universo
plano com Hy = 67.66, conforme apresentado em (COLLABORATION et
al., 2018), Tabela 2.

Esta se¢do contém as figuras dos parametros de densidade, das distancias cosmo-
logicas e do parametro de Hubble. Um fato a ser ressaltado aqui, é que todas as figuras
contém duas partes: os graficos no topo da figura representam os resultados obtidos tanto
pela NumCosmo (NC), quanto pela Colossus (Col), ja os graficos na parte inferior apresen-
tam um comparativo (diferenga relativa) entre as duas bibliotecas, esse padrao se repete

para todos os gréficos.

Na Figura 11 podemos observar como os parametros de densidade evoluem com
o redshift, mais especificamente o parametro da matéria escura fria, barions, radiacao e
energia escura. Cada parametro ¢ obtido por meio das equagoes apresentadas na secao
1.4.
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Figura 12 — Pardmetro de Hubble em fun¢ao do redshift (a esquerda). Pardmetro de Hub-
ble normalizado em funcao de z (& direita). Os resultados foram obtidos para
um universo plano com parametros Hy = 67.66, (2,,, 0 = 0.311 e €, o = 0.0490.

Na Figura 12 o parametro de Hubble pode ser obtido por meio da Eq. (1.58).
Por exemplo, para z = 0.1, vamos perceber que a taxa de expansio foi 5% maior do
que hoje (H(z = 0) = 67.66). Calculamos também a fun¢do de Hubble normalizada,
E(z) = H(z)/Hy. No intervalo de redshift avaliado, z € [0,10], temos que a diferenga

relativa entre a Colossus e a NumCosmo varia entre [~ 1072, ~ 1077].

Antes de usar as fungoes que calculam distancias e quantidades relacionadas ao
tempo na NumCosmo, precisamos inicializar o objeto NcDistance, conforme apresentamos

a seguir

z_max = 10.0
dist = Nc.Distance.new (z_max)

dist.prepare(cosmo)

Este objeto calcula as distancias cosmologicas e as quantidades relacionadas ao tempo.
O argumento da funcao new corresponde ao desvio para o vermelho méximo,z,,.., até o

qual a spline® da distancia comével serd preparada.

1 <https://mathforcollege.com /nm/mws/gen/05inp/mws_gen_inp_ ppt_ spline.pdf>
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O tempo césmico, conforme apresentado na Figura 13, nos fornece a idade do
universo em um certo redshift, para obtermos esses valores utilizamos a definicao do
pardmetro de Hubble. Por exemplo, considere uma galaxia com redshift z = 2, o tempo
cHésmico no universo que estamos considerando é de 10.5 Gyr, ou seja, estamos vendo uma
imagem desviada para o vermelho dessa galdxia como era 10,5 bilhoes de anos atras. Ja
o tempo de lookback é a diferenca da idade do universo no momento t., em que um féton

¢é emitido, e a idade do universo no momento £, em que ele é observado.
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Figura 13 — Tempo césmico em func¢ao de z (a esquerda) e o tempo de lookback (a direita),
também em funcao de z . Os resultados foram obtidos para um universo plano
com parametros Hy = 67.66, €, = 0.311 e ¢ = 0.0490 .

A distancia comével entre dois objetos, conforme vimos no capitulo 1, é a distancia
entre eles que permanece constante conforme o universo se expande. Podemos obsernar
na Fig. 14 que no caso das distancias transversal, de luminosidade e de diametro angular
para pequenas extensoes todas as distancias se comportam da mesma forma. Isso se deve
ao fato de o espaco parecer plano e euclidiano em pequenos trechos, o que nao ocorre para

grandes extensoes, onde cada uma das distancias difere significativamente.

Durante o processo de comparagao entre as bibliotecas dos resultados obtidos
encontramos resultados interessantes: para definirmos a cosmologia na biblioteca Colossus

utilizamos a func¢ao cosmology.setCosmology (). O médulo do qual essa funcao faz parte
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¢é otimizado para desempenho mais rapido, o que pode nos levar a perder um pouco
da precisao no calculo de certas fung¢oes. No caso do calculo das distancias transversal
e angular, ao usarmos a definicdo padrao da biblioteca, Interpolation=True obtemos
uma diferenca relativa da ordem de 107%, mas ao definirmos Interpolation=False essa

diferenca diminui para 1077,
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Figura 14 — Distancia comével em funcao de z (a esquerda). Disténcias transversal, de
luminosidade e de didmetro angular em fungao de z (a direita). Os resultados
foram obtidos para um universo plano com parametros Hy = 67.66, €2, =
0.311 e 2o = 0.0490.

6.2 Formacao de Estruturas

Aqui apresentamos, inicialmente, o cdlculo da funcdo de massa e do viés de halo
para diferentes modelos. A NumCosmo calcula o viés em fungao de sigma, o(R), enquanto
que a Colossus faz o cdlculo em termos da altura de pico, v, dessa maneira, no coédigo
definimos o(R) como sendo uma “array” e usamos a relagdo v = d0.(z) /o (M) para obter
v e assim fazer as comparacoes. Por fim, mostramos os graficos do espectro linear de

matéria, da variancia, funcao de correlacio e funcao de crescimento.
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6.2.1 Funcao de massa de halo e viés
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Figura 15 — Comparacao dos modelos de fun¢do de massa do halo implementados na

biblioteca NumCosmo (a esquerda). Todas as fungoes de massa apresentadas
sao friends-of-friends. Comparacdo dos modelos de halo bias implementados
na NumCosmo (a direita), calculados para uma defini¢ao de massa Maggy,. Os
resultados foram obtidos para um universo plano com parametros Hy = 67.66,

Qm,() =0.311e Qb,O = (0.0490.

Existem varios modelos para a funcao de multiplicidade implementados no Num-
Cosmo, aqui usamos apenas os modelos NcMultiplicityFuncPS, NcMultiplicityFuncST,
NcMultiplicityFuncJenkins, NcMultiplicityFuncWarren e NcMultiplicityFuncCrocce,
que coincidem com os modelos presentes na Colossus. Esses modelos sao necessarios para
implementarmos a fungao de massa, na Figura 15 a esquerda, conforme apresentamos na
Eq. (2.112).

O viés de halo, do inglés halo bias, quantifica o excesso de agrupamento de halos
sobre o agrupamento de matéria escura. A NumCosmo implementa quatro modelos de
halo bias, Figura 15 a direita, mas apenas dois deles correspondem aos modelos apresen-

tados pelo Colossus, sendo esses NcHaloBiasTypeSTE1lip e NcHaloBiasTypeTinker. No

notebook, calculamos o viés de duas maneiras, uma definindo o(R) como um determinado
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intervalo e outra na qual usamos a fungao ncm_powspec_sigma_tophat_R() para calcular
o seu valor a partir da Eq. (2.74).

6.2.2 A distribuicao da matéria
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Figura 16 — Espectro de poténcias de matéria linear em funcao do nimero de onda k (a
esquerda). Tanto a NumCosmo quanto a Colossus, calculam o espectro de
poténcias da matéria usando um modelo para a funcao de transferéncia, mais
especificamente a aproximagao de (EISENSTEIN; HU, 1998). A varidncia em
fungao do raio R, calculada usando integragdo numérica em z = 0 (a direita).
Para calcularmos o(R) é necessario, inicialmente, definirmos o filtro/fungao
janela. Na NumCosmo existem dois tipos de filtros, ja definidos, o filtro top-
hat e o gaussiano, conforme apresentados no grafico. Os resultados foram
obtidos para um universo plano com parametros Hy = 67.66, 2,0 = 0.311 e
Q0 = 0.0490.

No codigo definimos nosso espectro de poténcia como ps_eh, mas antes de fa-

zermos isso foi necessirio primeiro definir a funcdo de transferéncia?. O motivo fica

2 Podemos descrever o espectro de poténcias em termos da fungio de transferéncia, T'(k) e da funcio

de crescimento D (k)
P(k,2) = Pprim (k)T (k)*D(z)?,

onde Py, (k) é 0 espectro de poténcias primordial. A fungéo de transferéncia, sistematiza a evolugio
dos modos k, e pode ser obtida resolvendo-se as equagoes de Boltzmann acopladas de cada componente



102 Capitulo 6. Resultados

claro quando vemos a estrutura da fungdo nc_powspec_ml_transfer new() na docu-
mentacao da NumCosmo onde o pardmetro requerido por ela aponta para uma classe

NcPowspecMLTransfer, da seguinte maneira,

NcPowspecMLTransfer *

nc_powspec_ml_transfer_new (NcTransferFunc *tf);

Por meio da func¢ao ncm _model add_submodel () adicionamos mais dois submo-
delos a nossa cosmologia, um implementando um modelo de reionizagao homogéneo e
isotrépico feito em CAMB, NcHIReionCamb, e 0 outro implementando um modelo de lei
de poténcia para um espectro primordial, NcHIPrimPowerLaw. Este processo de adicao
de submodelos é necessario para a construcao do nosso espectro, cujos modos k estao

intrinsecamente ligados a evolucao e consequente composi¢ao do nosso universo.
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Figura 17 — Funcao de correlagao calculada em z
mento em termos do redshift (& direita). Os resultados foram obtidos para
um universo plano com parametros Hy = 67.66, €2, o = 0.311 e €2 o = 0.0490.
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Na biblioteca NumCosmo existem duas maneiras de construirmos a funcao &: defi-

nimos toda a cosmologia de background, definimos o espectro de poténcias - nc_powspec_ml

material do universo no periodo dominado pela radiagdo ate o periodo do desacoplamento (LIMA,
2010).
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_transfer_new - e chamamos diretamente a funcao £ utilizando ncm_powspec_corr3d ();
A outra maneira de calcularmos ¢ é chamando a fun¢do ncm_powspec_corr3d_new e a
partir dela calcular a fungao de correlagdo usando ncm_powspec_corr3d_eval xi (). O
tempo de execucao muda consideravelmente de uma maneira para a outra, no primeiro
caso levamos cerca de 3.389332e+01s para calcular £, ja do segundo modo gastamos cerca
de 7.703304e-04s.

A documentacao da NumCosmo recomenda o uso da ncm_powspec_corr3d ()
para os casos em que os valores do intervalo r e z sao pequenos, pois o método de integracao
usado no calculo dessa funcao acaba requerendo mais desempenho computacional, por ser
uma calculo mais “bruto”. Apesar das diferencas no tempo de execucao, os valores obtidos
por ambas as fungoes sdo iguais, com uma diferenca relativa de [~ 107°, ~ 1072] entre as

duas bibliotecas.

6.3 Perfil de densidade de halos de matéria escura
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Figura 18 — No grafico a esquerda temos os perfis de densidade de halos de matéria escura
para diferentes modelos de perfis internos de Navarro-Frenk-White - NF'W,
Hernquist - HER e Einasto - EIN, calculados em z = 0, com M,;, = 10° M
€ Cyiy = O, para um universo plano com parametros Hy = 67.66, 2,0 = 0.311
e 0 = 0.0490. Do lado direito da imagem temos as derivadas logaritmicas
de cada perfil interno.
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Nesta secao implementamos, inicialmente, perfis internos de densidade de halos de
matéria escura (Navarro- Frenk-White, Hernquist e Einasto) e suas derivadas logaritmicas.
Em seguida, desenvolvemos o calculo dos perfis externos para os casos em que temos
somente a densidade média de matéria, pe,(r) = pm(2), somente o termo de de densidade
de 2-halo, pest(r) = pon(r), € quando temos ambos 0s termos pe.¢ (1) = pon(r)+pm(z) dados
por OuterTermMeanDensity, OuterTermCorrelationFunction e OuterTermPowerLaw na

biblioteca Colossus, respectivamente.

O codigo para calcular os perfis externos esta sendo desenvolvido na NumCosmo.
Portanto, fizemos algumas adaptagoes no codigo com fungoes ja presentes na biblioteca
para calcular a densidade média e o termo de 2 halos. Para enriquecer ainda mais nossa
discussao sobre perfis de densidade, também incluimos o calculo das derivadas e derivadas

logaritmicas dos perfis, que em breve serao implementadas na NumCosmo.
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Figura 19 — Perfis de densidade de halos de matéria escura, considerando também os perfis
externos, no caso a densidade média de matéria, p,,(2), o termo de densidade
de 2-halo, poy(r, z) e a soma de ambos os termos. Da esquerda para a direita
temos as plotagens para os perfis de Navarro-Frenk-White - NF'W | Hernquist
- HER e Einasto - EIN, respectivamente. Os resultados foram obtidos para
um halo em z = 0, com M,; = 10 M e c,;, = 5, para um universo plano
com parametros Hy = 67.66, €2, o = 0.311 e €, o = 0.0490.

Observe que o perfil externo para o caso em que o perfil interno é o de Einasto
- Figura 19 grafico da segunda coluna - a diferenga relativa entre as bibliotecas é de [~
1073, ~ 1072], uma discrepancia maior em relagio aos outros dois perfis. Isso ocorre porque
na Colossus quando usamos pgrn(r) e adicionamos a ele algum pgxr, ps (3.20) é calculado

em termos de ambos os perfis, pg;y € pexT, 0 que ndo ocorre para os casos NFW e
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Hernquist, em que considera-se apenas pyrw € pgpr para o calculo de p,, respectivamente.

Como na implementacao da NC nds consideramos apenas os perfis internos para o calculo

de ps, obtivemos essa discrepancia entre os codigos, no caso do perfil Einasto.
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Figura 20 — Derivadas logaritmicas dos perfis apresentados na imagem 19, consideramos
a mesma cosmologia e valores para massa e redshift.

Um ponto interessante a ser ressaltado ainda é que para o caso em que ppx7(r) =
pan a diferenga relativa - [~ 10~7a ~ 1072] no caso dos perfis NFW e Hernquist - é maior
do que no caso em que ppxr(r) = pm(2), [~ 107'2]. Isso ocorre, porque a NC calcula
a funcio de correlacio &(r,z) do espectro de poténcia usando a abordagem FFTLog®,
enquanto que a Colossus usa o método de interpolagao. Isso se reflete também no caso

em ppx7(r) = pon + pm(2) e nas derivadas logaritmicas.

6.4 Densidade superficial de massa

Aqui estao presente os termos de densidade superficiais de massa, ¥(R) e o excesso
de densidade superficial de massa AYX(R) para cada um dos trés perfis internos (Navarro-

Frenk-White, Hernquist e Einasto).

3 <https://jila.colorado.edu/~ajsh/FFTLog/>
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Figura 21 — Densidade superficial de massa para diferentes modelos de perfis internos
(NFW, HER e EIN) (& esquerda) e excessos de densidade superficial de massa
dos mesmos perfis a direita. Os resultados foram obtidos para um halo em
2z =0, com M, = 10 M e ¢y = 5, para um universo plano com parametros
Hy = 67.66, Q0 = 0.311 e o = 0.0490.

Tanto a NC queanto a Col implementam as solugoes analiticas para > e AY com
a parametrizacado NFW. A figura 21 mostra uma excelente concordancia entre ambas,
observe que as diferencas relativas, linha azul, em gy é de [~ 107!%] e em AXypw
é de [~ 107%]. Como os perfis Einasto e Hernquist requerem integragdo numérica as

discrepancias entre as bibliotecas sdo um pouco maiores, mas nunca excedem 1076,

6.5 Miscentering Offsets

Esta ultima secao esta ligeiramente diferente das outras. Nela nao estamos com-
parando as biblioteca NumCosmo e Colossus como vinhamos fazendo, isso ocorre porque
nenhuma dessas bibliotecas implementa fungoes que calculem especificamente o desvio
de centro (miscentering). Dessa forma, desenvolvemos o cédigo “Teste” e para fazermos
as validagoes utilizamos a biblioteca cluster-lensing (FORD; VANDERPLAS, 2016), que

contém o calculo do miscentering para o perfil interno NFW.
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Figura 22 — Excesso de densidade superficial de massa para diferentes modelos de perfis
internos (NFW, HER e EIN) para o caso em que o centro nominal é igual
ao centro verdadeiro, AX(R) e para o caso em que se desvia desse centro,
AY°!f(R) (ambos & esquerda). A direita temos a densidade superficial de
massa para o caso em que o centro nominal é igual ao centro verdadeiro,
Y(R) e para o caso em que se desvia desse centro, 3°//(R). Os resultados
foram obtidos em 2z = 0.5 e Mayygir = 10** M), 0 pardmetro de concentracio
foi calculado analiticamente conforme definido por (DUTTON; MACCIO,
2014). Consideramos ainda um universo plano com parametros Hy = 67.8,
Qo = 0.307 e Qo = 0.048, conforme (COLLABORATION et al., 2013),
Tabela 5.

O erro relativo em ¥ e AY é da ordem de 107!, o que era esperado, ja que o
calculo ¢é analitico e os parametros NFW usados sdo os mesmos. Mas observe que para
Yol e A0/ a discrepancia é consideravelmente maior [~ 1072]. Investigamos todos os
elementos internos que compoem o calculo, exceto pela distribuicao P(R,s). Os elementos
testados nao justificam essa diferenca relative da ordem de 1072. Essa investigacao serd

ainda explorada futuramente.
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Conclusao

No presente trabalho fizemos uma breve introducdo ao modelo padrao da Cos-
mologia, em seguida revisamos a teoria linear de formacgao de estruturas e apresentamos
alguns modelos do regime nao-linear, tudo isso para construirmos um background para o
assunto principal que é o efeito de lenteamento gravitacional fraco por aglomerados de
galaxias, um tema que tém sido muito discutido na literatura. Isso se deve ao fato do
numero de levantamentos e dados que cresceram muito nos tltimos anos e que aumentara

significativamente com os levantamentos como o satélite Fuclid e o Legacy Survey of Space
and Time (LSST).

Com essa grande quantidade de dados, diversas bibliotecas de calculo numérico
tém sido desenvolvidas. Nesse trabalho utilizamos a NumCosmo, a Colossus e cluster-
lensing, que realizam célculos como as distdncias cosmoldgicas a integrais elaboradas
como as de miscentering offsets. Esse tipo de desenvolvimento computacional sempre
nos leva a questionar o quao eficiente é uma implementacao e como podemos estabelecer
vinculos nas estimativas dos parametros e das barras de erro. Com o objetivo de investigar
esses aspectos, fizemos validagoes entre as bibliotecas visando mostrar a precisao dos
calculos por elas realizados, também mostramos como a escolha de candidatos a centro de
aglomerados de galaxias que estao desviados do centro verdadeiro pode suprimir o sinal

da lente e consequentemente o perfil de densidade superficial de massa.

Podemos concluir, a partir dos resultados obtidos, que a computagao numérica é
uma 6tima ferramenta para a andlise de dados e validagdo de modelos. Aqui nao tra-
balhos com dados reais, isso seria uma etapa seguinte a comparagao das bibliotecas e
construgao do célculo de miscentering, mas existem bibliotecas como a CCL (Core Cos-
mology Library) (CHISARI et al., 2019) e a Cluster Toolkit* que implementam esse tipo

de analise.

4 Cluster Toolkit - disponivel em <https://cluster-toolkit.readthedocs.io/en/latest/index.html>.
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APENDICE A - EQUACAO DA
GEODESICA E SIMBOLO DE CRISTOFFEL

Podemos descrever o caminho percorrido por uma particula, na auséncia de forcas,
por sua geodésica. Ao generalizarmos a equacao de Newton podemos descrever esse caso

matematicamente da seguinte maneira
— =0, (A.1)

para um universo em expansao. Vamos agora generalizar essa relagao introduzindo o
exemplo simples de uma particula em movimento em plano cartesiano de duas dimensoes,
nesse caso r' = (x,y) e A.1 se torna

d*x’

dt?

~0. (A.2)

Mas e se nds tivéssemos utilizado coordenadas polares, onde z* = (r, ), nés teria-
mos encontrado o mesmo resultado da equacao A.27 A resposta é nao, pois os vetores de
base para coordenadas polares 7, 0 variam no plano cartesiano. Assim, precisamo determi-
nar a equacao satisfeita pelas coordenadas polares. Vamos partir da equagao cartesiana,
aplicando o conceito de transformagao de coordenadas da seguinte maneira

dx’ _ox' dx"
dt Oz dt

(A.3)

onde 0x'/0x? é a matriz de transformagdo de uma base para a outra.

Vamos derivar novamente a equagao A.3 com relagdo ao tempo para encontrarmos

a equacao da geodésica

d [dx! d [ 0x" da
el - | = A4
dt [ dt ] dt L(%’J dt ] (4.4)
Pela regra do produto, temos que
d [ 0x' da d (02t \da"  Ox' d*a
— . = — . . ) A5
dt [ﬁx’ﬂ dt ] dt (aw) dt " 9wl ar (A-5)

Vamos agora analisar o primeiro termo do lado direito da equacao. Para manipula-lo
podemos levar em conta que podemos fazer uma expansao do operador d/dt em termos

das coordenadas x'7

d 0 dx"

dt 0z dt

i ox’ B 0 dx" oz’ B 0*xt dx'* (A7)
dt\oxii ] \ox dt oxi | oxlidx’* dt ’

(A.6)

assim
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Se isso nao ficou muito claro, imagine que estamos em um sistema de coordenadas polares,

isso implica em

d _drd d9o

— =4 ——. A.
&t~ dtor ' diog (A.8)
Considerando z¢ = z,
d(ory (0 d80\ox_drds  do 0% "
dt\or) \dtor dtod)or dtor:  dtordd’ '
que é a equacao A.7 para esse sistema em especifico.
Voltando entao para equacao A.5, obtemos
d | 0zt dz' Ozt d?z" 0%zt dx'* da
dt l@x’j dt ] Ozl dt? + Oz’ dt dt 0 (A.10)

Como foi dito anteriormente dx'/dz” é a matriz de transformacdo. Assim, se
multiplicarmos a equagao A.10 pela matriz de transformacao inversa, vamos obter o termo

da segunda derivada “sozinho” da seguinte maneira

A2z or “"W\' 9%z | da™ dxi
— - = A1l
dt? * K{@x’ }>i8:r’38:v’k dt dt 0, ( )

que também pode ser escrita como

de/l . dl’lk d:E/j
, - A12
i g = (A.12)
onde I‘ék é o simbolo de Christoffel, dado por
oz 0%t
1o
o = { o’ }63:’3633”“' (A.13)

Assim encontramos a equacao da geodésica para coordenadas nao cartesianas, na
verdade encontramos a equacao da geodésica generalizada, pois ela também é valida para
sistemas cartesianos, mas nesse caso Fé-k = 0 e consequentemente d?z"/dt* = 0. A razdo
pela qual esta equacao ¢ tao importante é que “em um espaco-tempo nao trivial, como
0 universo em expansao, nao ¢ possivel encontrar um sistema de coordenadas cartesianas
fixas, entdo precisamos saber como as particulas viajam no caso mais geral”(SCOTT,
2003).

Para incorporarmos a equacao A.12 na relatividade geral, precisamos fazer duas
pequenas mudancas. Primeiro vamos permitir que os indices variem de 0 a 3 para as
coordenadas temporal e espaciais serem incluidas, consequentemente, como o tempo agora
passa a ser uma de nossas coordenadas, vamos ter que usar outro parametro que descreva

a evolugao do sistema, vamos introduzir entdo o parametro \. Portanto,

Azt A dz?

e = Tes g g (A.14)
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A.0.1 Simbolos de Christoffel em termos do tensor métrico

Nos podemos calcular o simbolo de Christoffel diretamente da equacao A.13. Mas
a relacao mais usual ¢ obtida diretamente da métrica g;,. Nessa secao iremos demonstrar
cuidadosamente como podemos obter esse resultado. Para isso, vamos reescrever a relacao

A.13 da seguinte maneira

ox™ ox') 9%t [Ox™ ox' dx™\ 0%zt
| : : = , : Al
((%’l > ik { ozt }8$’30$’k <8:B’l ) ((%Z oz > 0z 0x'k’ (A1)

onde basicamente multiplicamos ambos os lados pela matriz de transformagao inversa de

0x" /Oxt, isso implica em

oz Ox™ ox™
, e A.16
<8x1 Oxt ) ox? ! ( )
O termo 0" é a Delta de Kronecker, assim se m =14,0 =1 e se m # 7,0 = 0. Portanto,
o'\ 0t
Nosso proximo passo é manipular o tensor métrico. Por defini¢cdo temos que
oz" Ox
9jk = ﬂnl%wa (A.18)
por simetria
oz" Oz
ki = Mgy 5 5 T (A.19)
Substituindo n por m
or™ oz
Gk = Tt 555 57 (A.20)
e k porn
ox™ Ox!
Gnj = Nmi Ozl ax‘m- (A.Ql)
Calculando a derivada de A.21 com relacdo a 2'%, obtemos
OGn; 0 oz™ Ox O?z™  Ox! oz™ 0%
= m . =i +t e - A.22
ox’t  Ox'k (77 Yox'i o' Tl gk 97 §m i Yox'd QxR ( )
Pela equacao A.17
O?x™ ox™ 0! oz
_ q _ q
dx'*dxli Oz’ iy e dr'*koxm 8$’qu”' (A.23)
Utilizando as relagoes A.18 e A.23 podemos reescrever A.22 da seguinte maneira
OGni

Repetimos os mesmos processos para encontra as derivadas parciais de g,; com relagdo a

z" e gj, com relagao a z™, obtendo

agnk
ox'I
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89j1<;
ax/n

= Ggilkn + gl ;- (A.26)

Vamos agora para parte final dos nosso calculos, onde iremos somar as expressoes

A.24 e A.25 e subtrai-las de A.26, obtendo dessa forma a seguinte expressao

Gn; | Ognk _ Agjk
oz'k — Oxi Oz

= gangk + gquZn + ganZj + gqugn - gquZn - gqugzj =2 X gan?k-
(A.27)
Multiplicando ambos os lados pela métrica inversa ¢ para obteremos o simbolo de Cris-

toffel em termos da métrica

1 OGnj . OGnk  Ogjk
In <l - In n n
9" gnglj = 0,15 = 29 <8x,,ﬂ e 8;’” : (A.28)

Vamos substituir os termos latinos por i, o, § e v e definir o nosso sistema de coordenadas

em termo de x ao invés de x’. Assim,

uv

g
Tap = o (gowﬁ + 9pva = ga,@,u), (A.29)

onde usamos a notagao

o _ g
oxB — Jevh

(A.30)

Como exemplo, iremos calcular o simbolo de Cristoffel em um universo homogéneo
e em expansao descrito pela métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW). A métrica

g, € dada por

-1 0 0 0
0 at) 0 0

o 0 0 a*t) 0 (4.31)
0 0 0 a2(t)

A métrica inversa, g" é dada pelo inverso dessa matriz. Nao fazermos essa calculo aqui,
mas nao ¢ tao dificil perceber que g"” ¢ idéntica a g, exceto pelos termos espaciais que sao
dados por 1/a? ao invés de a®. Assim, usando as expressoes A.31 e A.29 iremos calcular o

simbolo de Cristoffel. Vamos comecar com I’gﬁ. Como temos apenas os termos da diagonal

na nossa métrica, todos os termos ¢°” em que v # 0 desaparecem. Como g% = —1,
-1 agaO ag,BO agaﬁ
N, =— + - : A.32
of 9 <8xﬁ dx~  0xV ( )

Jao € gpo serao diferentes de zero apenas quando a = 0 e 3 = 0. Mas como o elemento gg
da métrica é uma constante, os primeiro dois termos da equacdo somem, e a expressao se
) b

torna

FO . 18ga5

= 5 (A.33)
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A derivada s6 sera diferente de 0 quando os indices « e [ forem espaciais. Assim,

I, =0
Fgﬂ - Fgo =0

Seguindo a mesma linha de raciocinio, podemos encontrar os outros termos, que serao

diferentes de zero apenas quando um dos subindices for zero e o outro for espacial, assim

i i a
0; = L0 = 51']‘5- (A.34)



