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Resumo

MODELOS ESPECTRAIS DE ESTRUTURAS HONEYCOMB ACOPLADAS A
PIEZOELÉTRICOS COM CIRCUITO SHUNT PARA CONTROLE E ATENUAÇÃO
DE VIBRAÇÕES

Autor: Matheus Canedo Ribeiro Borges

Orientadora: Marcela Rodrigues Machado, Dra. Univ (ENM/UnB)

Programa de Pós Graduação em Ciências Mecânicas

Brasília, 24 de abril de 2023

A utilização de metaestruturas combinadas com funcionalidades de materiais inteligen-
tes possibilita a inovação de materiais funcionais, da classe de metamateriais inteligentes
e metaestruturas inteligentes. Algumas dessas metaestruturas utilizam materiais piezoelé-
tricos (PZT) que, por meio da adição de circuitos com configurações distintas, conseguem
modificar as propriedades de rigidez e amortecimento da estrutura. Em geral, os contro-
les passivos de PZT com circuitos shunt são realizados utilizando topografias de circuitos
passivos compostos por elementos capacitivos, indutivos e resistivos. Diversas configura-
ções estão disponíveis, e cada tipo de circuito shunt pode influenciar o comportamento das
vibrações e propagações de onda de uma estrutura de forma específica. Baseado nesses con-
ceitos, este trabalho explora a aplicação de tal controle em três metaestruturas, um viga, uma
célula hexagonal e uma placa honeycomb. Essas estruturas estão equipadas com camadas
de PZTs contendo circuitos shunt em configurações resistivas (R), indutivas (L), capaci-
tivas (C), indutivo-capacitivas (LC), resistivo-indutivas (RL), resistivo-indutivo-capacitivas
(RLC), multi-impedâncias (multishunt) e arco-íris (Rainbow ou graded). Para a modelagem
matemática e analítica dessas metaestruturas foi utilizado o Método do Elemento Espec-
tral (MEE). Com esses modelos espectrais, foram extraídas as Funções de Respostas em
Frequência (FRF) das metaestruturas para apresentação de uma análise dinâmica dos siste-
mas estudados. Os resultados mostram que a formulação espectral adotada e a implementa-
ção de controle passivo utilizando circuitos shunt são adequadas para viabilizar projetos de
controle de vibrações em metaestruturas. O controle das estruturas se mostraram eficazes
para atenuação e mitigação de vibrações nas faixas de frequências de projeto.

Palavras-chave: Metaestrutura e Metamaterial; Controle Passivo de Vibrações; Circui-
tos shunt Rainbow; Método do Elemento Espectral; Placas Honeycomb.
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Abstract

SPECTRAL MODELS OF HONEYCOMB STRUCTURES COUPLED TO PIE-
ZOELECTRICS WITH SHUNT CIRCUIT FOR VIBRATION CONTROL AND AT-
TENUATION

Author: Matheus Canedo Ribeiro Borges

Supervisor: Marcela Rodrigues Machado, PhD. Univ (ENM/UnB)

Master Program in Mechanical Sciences

Brasília, April 24, 2023

The use of metastructures combined with the functionalities of smart materials enables
the innovation of functional materials from the class of smart metamaterials and smart me-
tastructures. Some of these metastructures use piezoelectric materials (PZT) that modify the
structure’s stiffness and damping properties by adding circuits with different configurations.
Passive PZT controls with shunt circuits are generally realized using capacitive, inductive,
and resistive circuit topographies. Several configurations are available, and each type of
shunt circuit can influence the behaviour of vibrations and wave propagation of a structure in
a specific way. Based on these concepts, this work explores the application of such control
in three metastructures, a beam, a hexagonal cell and a honeycomb plate. These structu-
res are equipped with layers of PZTs containing shunt circuits in resistive (R), inductive
(L), capacitive (C), inductive-capacitive (LC), resistive-inductive (RL), resistive-inductive-
capacitive (RLC) configurations ), multi-impedance (multishunt) and rainbow (rainbow or
graded). For the mathematical and analytical modelling of these metastructures, the Spectral
Element Method (SEM) was used. These spectral models extracted the Frequency Response
Functions (FRF) of the metastructures to present a dynamic analysis of the studied systems.
The results show that the adopted spectral formulation and the implementation of passive
control using shunt circuits are adequate to enable vibration control projects in metastructu-
res. The control of the structures proved effective for attenuating and mitigating vibrations
in the design frequency ranges.

Keywords: Metastructure; Metamaterial; Passive Vibration Control; Piezoelectrics;
Shunt Circuits; Spectral Element Method; Honeycomb; Rainbow.
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Capítulo 1

Introdução

Vibrações podem causar diversos problemas em sistemas e estruturas mecânicas,
como: falha por fadiga, desgaste excessivo, desalinhamento, ruído e desconforto e de-
sempenho reduzido. Sendo assim é justificável e importante usar métodos de con-
trole de vibração para prevenir ou mitigar esses problemas ([Christensen et al. 2015,
Moura, Borges e Machado 2020]). O amortecimento piezoelétrico em shunt, que consiste
em conectar transdutores piezoelétricos integrados em uma estrutura a circuitos elétri-
cos ou eletrônicos, é uma técnica atraente que oferece uma solução simples e potenci-
almente econômica para a atenuação de ondas e vibrações em estruturas. O elemento
chave para essa técnica de controle é uma rede elétrica passiva conectada diretamente aos
eletrodos do dispositivo piezoelétrico montado na estrutura vibratória [Gripp e Rade 2018,
Ruzzene e Airoldi 2011, Flemming, Behrens e Moheimani 2003].

O amortecimento piezoelétrico tipo shunt é um conceito atribuído principalmente a
[Hagood e Von Flotow 1991]. Essa técnica envolve o uso de um circuito indutor-resistor
(RL) em série para reduzir significativamente a vibração estrutural de um modo especí-
fico. O circuito, juntamente com a capacitância do transdutor piezoelétrico, é ajustado
para a frequência de ressonância do modo que se deseja amortecer [Wu 1996]. Essa
abordagem é análoga a um absorvedor de vibrações mecânicas sintonizado, pois intro-
duz uma dinâmica no sistema que aumenta o amortecimento estrutural efetivo [Silva 2016,
Viana e Valder Steffen 2006]. A maioria dos circuitos shunts é caracterizada por sua na-
tureza passiva, o que significa que podem ser implementados usando componentes pas-
sivos, como resistores, indutores e capacitores [Wang et al. 2011]. Uma impedância elé-
trica em formato de shunt é considerada passiva quando não fornece energia ao sistema
[Silva 2016, Park e Inman 2003].

Os avanços recentes na produção de estruturas complexas têm gerado crescente interesse
no desenvolvimento de metamateriais e metaestruturas, com o objetivo de aprimorar caracte-
rísticas estruturais específicas. A combinação intuitiva de metaestruturas com as funcionali-
dades de materiais inteligentes abre um leque de possibilidades sem precedentes, resultando
em uma nova categoria de materiais funcionais, conhecidos como metamateriais inteligentes
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e metaestruturas inteligentes [Christensen et al. 2015].

De acordo com [Leo 2007], materiais inteligentes, ou smart materials, são aqueles que
apresentam um acoplamento entre diversos domínios físicos, que são: mecânico, elétrico e
térmico. O acoplamento entre os domínios está ilustrado na Figura 1.1, onde cada retângulo
simboliza um domínio físico, com suas variáveis de estado listadas.

Figura 1.1: Representação visual da noção de domínios físicos e o acoplamento entre eles
(Adaptado de [Leo 2007]).

A maioria dessas metaestruturas utiliza materiais piezoelétricos que são capazes de alte-
rar as propriedades de rigidez e amortecimento da estrutura por meio da adição de circuitos
com diferentes configurações [Yan et al. 2017]. Esses sistemas inteligentes produzem alte-
rações nas variáveis de estado dos domínios físico, mecânico e elétrico o que possibilita a
modulação das vibrações e das propriedades das ondas [Leo 2007, Gripp e Rade 2018].

Os metamateriais são estruturas projetadas com células unitárias periódicas que possuem
propriedades dinâmicas novas e aprimoradas, como: bandgaps, que é uma faixa de frequên-
cia na qual os distúrbios de vibração não se propagarão pela estrutura, refração negativa e
camuflagem acústica [Wen et al. 2016, Sugino et al. 2017]. Ao longo das últimas décadas,
metamateriais tem atraído a atenção de pesquisadores em diversas áreas, graças às suas exce-
lentes propriedades para a manipulação de ondas. Embora o conceito de metamaterial tenha
sido originado nas ondas eletromagnéticas e ópticas, ele também tem sido ampliado para in-
cluir o controle de vibração e ruído, camuflagem acústica, escudos sísmicos, lentes de ondas
acústicas e captura de ondas, entre outras aplicações [Wang et al. 2017].

O uso de metamateriais elásticos em aplicações de engenharia é uma prática re-
lativamente recente que vem ganhando destaque com os avanços na tecnologia de
impressão 3D. Com a precisão adequada para fabricar as metaestruturas projetadas, as
impressoras 3D têm permitido a produção em escala desses materiais, como relatado
por [Christensen et al. 2015, Zhang et al. 2017]. De acordo com um estudo recente da
Grand View Research, a aplicação de metamateriais em setores como eletromagné-
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ticos, ópticos e acústicos está em crescimento em diversos setores da economia (fig.
1.2). Espera-se que o mercado de metamateriais atinja cerca de $4.634,8 milhões até 2025
[Grand View Research Metamaterial Market Analysis, By Product (Electromagnetic, Terahertz, Photonic, Tunable, Frequency Selective Surface, Non-linear), By Application, End-use, And Segment Forecasts, 2018 - 2025, 2019].

Figura 1.2: Receita do mercado de metamateriais por uso final em 2014-2025 (U$D
Milhões)([Grand View Research Metamaterial Market Analysis, By Product (Electromagnetic, Terahertz, Photonic, Tunable, Frequency Selective Surface, Non-linear), By Application, End-use, And Segment Forecasts, 2018 - 2025, 2019]).

A utilização de metamateriais no setor aeroespacial está em ascensão devido ao contínuo
avanço da pesquisa nessa área. Embora materiais inteligentes já venham sendo aplicados na
indústria aeroespacial há algumas décadas, os metamateriais representam um potencial ainda
maior para uma variedade de aplicações industriais.

Figura 1.3: Metamateriais elásticos em uma aplicação de carenagem
aeroespacial[Bergamin 2016]

A indústria aeroespacial está ampliando o uso da fabricação aditiva para apro-
veitar as possibilidades oferecidas na obtenção de componentes mais leves, duráveis
e de alto desempenho, com menos restrições geométricas, conforme apontado por
[Palma, Mao e Burghignoli L.and Goransson 2018]. O uso de metamateriais em aeronaves
e seus dispositivos pode resultar em benefícios significativos, como a redução de ruídos e
vibrações sem o aumento do peso ou tamanho, bem como a melhoria da eficiência aeroa-
cústica. No entanto, devido às propriedades derivadas principalmente de suas estruturas, os
metamateriais acústicos frequentemente exigem projetos complexos que envolvem perdas
visco-térmicas e interações acústico-elásticas na geração do comportamento meta.

A maioria dos metamateriais propostos é composta de estruturas periódicas que apresen-
tam a distribuição periódica de um ou mais ressonadores [Airoldi e Ruzzene 2011]. Embora
os metamateriais periódicos possam oferecer uma boa atenuação de vibração nas regiões de
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bandgap em comparação com os projetos tradicionais de ressonador único, ainda é neces-
sário um estudo mais aprofundado para avaliar o seu desempenho em diferentes condições
de operação [Brennan 2006]. Embora os metamateriais apresentem uma boa atenuação de
vibração em algumas aplicações, a largura do bandgap ainda é estreita em outras situações
práticas. Além disso, a obtenção de uma ampla atenuação de vibração de baixa frequência
ainda é um desafio para o projeto de metamateriais [Sugino et al. 2017].

O uso de ressonadores com sintonia variável em metamateriais acústicos/elásticos é um
desafio atual na pesquisa nessa área. Nesse contexto, os metamateriais inteligentes oferecem
a possibilidade de modificar ativamente a faixa de frequência do bandgap sem a necessidade
de alterar a estrutura geral, além de poderem ser facilmente reconfigurados para diferentes
requisitos. Esses metamateriais podem ser localmente ressonantes (mecânicos) e apresentar
uma variedade de configurações em tempo real [Airoldi e Ruzzene 2011, Sousa et al. 2018].

Os metamateriais inteligentes podem ser vistos como uma extensão dos materiais inte-
ligentes, que têm sido extensivamente pesquisados desde o final da década de 1990 e en-
contram aplicações em atuação, controle de ruído e vibração, e sistemas inteligentes. A
introdução de materiais piezoelétricos em metaestruturas permite a criação de propriedades
adaptativas por meio do ajuste de diferentes parâmetros do circuito elétrico. Portanto, é pos-
sível criar metamateriais acústicos inteligentes usando uma matriz periódica de seções com
pastilhas piezoelétricos conectadas a circuitos RL shunt, resultando em forte atenuação e
velocidades de grupo negativas em frequências-alvo.

O uso de metaestruturas rainbow é um conceito interessante para obter atenuação
de onda de banda larga, que foi originalmente proposto no contexto de ondas ópti-
cas [Tsakmakidis, Boardman e Hess 2007]. Desde então, este conceito tem sido desen-
volvido para ondas acústicas [Zhu et al. 2013], ultrassônicas [Tian e Yu 2017] e elásticas
[Sanchez-Dehesa et al. 2017]. Além disso, pesquisadores [Meng et al. 2019] mostraram que
a distribuição espacial ideal da frequência de sintonia de cada ressonador pode ser mais ex-
plorada para diferentes critérios de desempenho em metamateriais multifrequenciais, abrindo
novas e inovadoras possibilidades para o design de metamateriais. Para ampliar o bandgap
de metamateriais localmente ressonantes, um desvio do projeto periódico típico, usando
abordagens quase periódicas, quase periódicas ou aperiódicas, é capaz de melhorar sig-
nificativamente o desempenho dinâmico de metaestruturas. Recentemente, pesquisadores
[Celli et al. 2019] mostraram que a desordem aleatória no metamaterial rainbow pode for-
necer atenuação de onda melhorada quando comparada a configurações posteriormente es-
tudadas. No entanto, os efeitos da desordem aleatória correlacionada nas propriedades do
ressonador, no desempenho do alargamento do bandgap, permanecem inexplorados.

A Figura 1.4 apresenta alguns designs propostos recentemente envolvendo metamateri-
ais periódicos [Beli et al. 2019], smart [Wang et al. 2017], rainbow [Gonella et al. 2019] e
metamaterial inteligente rainbow [Cardella, Celli e Gonella 2016]. Nesse contexto, o pro-
jeto de metaestrutura rainbow inteligente pode preencher ainda mais a lacuna na pesquisa
combinando as vantagens "fáceis de ajustar"dos materiais inteligentes com as vantagens do
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design de metaestrutura rainbow.

Figura 1.4: Resumo de metamateriais localmente ressonantes: a) metamaterial periódico
impresso em 3D, adaptado de [Beli et al. 2019]; b) Metamaterial inteligente, adaptado de
[Wang et al. 2017]; c) metamaterial rainbow, adaptado de [Gonella et al. 2019]; e d) meta-
material inteligente rainbow, adaptado de [Cardella, Celli e Gonella 2016].

1.1 Objetivos desta dissertação

O propósito geral deste estudo é examinar o comportamento dinâmico de três estruturas:
uma viga, uma célula hexagonal e uma placa honeycomb. Essas estruturas serão sujeitas a
diferentes acoplamentos piezoelétricos que serão conectados a circuitos shunt resistivos, in-
dutivos, LC em série e paralelo, RL em série e paralelo, e RLC em série e paralelo e também
são analisadas as configurações multi-impedâncias e rainbow. Os objetivos específicos que
se destacam dentro do escopo geral deste estudo são os seguintes:

• Empregar as formulações em MEE adequadas para representar as seguintes metaes-
truturas: viga, célula hexagonal e placa honeycomb, viga acoplada com uma camada
piezoelétrica, célula hexagonal acoplada com uma camada piezoelétrica e placa
honeycomb acoplada com uma camada piezoelétrica.

• Analisar e cotejar as respostas dinâmicas e de propagação de ondas nas seguintes
estruturas: viga, célula hexagonal e placa honeycomb, viga acoplada com uma camada
piezoelétrica, célula hexagonal acoplada com uma camada piezoelétrica e placa
honeycomb acoplada com uma camada piezoelétrica.
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• Investigar e cotejar os efeitos que as distintas configurações de circuitos shunt pro-
vocam nas respostas dinâmicas e de propagação de ondas das seguintes estruturas:
viga, célula hexagonal e placa honeycomb, viga acoplada com uma camada piezoe-
létrica, célula hexagonal acoplada com uma camada piezoelétrica e placa honeycomb
acoplada com uma camada piezoelétrica.

1.2 Metodologia

A abordagem metodológica deste estudo baseia-se em uma revisão bibliográfica e análise
do estado da arte relacionados ao tema. Em seguida, são desenvolvidas modelagens numé-
ricas das estruturas viga, célula hexagonal e placa honeycomb, bem como das estruturas
acopladas com uma ou duas camadas piezoelétricas, utilizando a metodologia de elemen-
tos finitos (MEE). Além disso, as modelagens numéricas dos circuitos elétricos shunt são
realizadas para conectá-los aos materiais piezoelétricos. As interações entre as estruturas e
os circuitos shunt são obtidas através das relações matemáticas de impedância adimensio-
nal. Para a modelagem de estruturas com múltiplos piezoelétricos, é utilizada a matriz de
transferência para alocar as matrizes de rigidez dinâmica espectral e unir as estruturas e es-
timar os números de ondas. O software MATLAB é empregado para implementar todas as
modelagens, e os resultados obtidos são comparados e validados com a literatura científica.

1.3 Organização do trabalho

A organização deste trabalho é feita atráves de seis capitulos. No Capítulo 1 é feita a In-
trodução do trabalho, onde é apresentado o tema principal do trabalho e uma visão geral dos
principais pontos abordados ao longo da pesquisa. No Capítulo 2 se encontra a Revisão bibli-
ográfica, onde é feita uma análise detalhada das teorias e literaturas que são utilizadas como
base para o tema e para o atual trabalho. No Capítulo 3 é realizada a formulação de forças e
deslocamentos em MEE (Método dos Elementos Espectrais) para os elementos viga, célula
hexagonal singular e placa honeycomb. Nesta seção, é descrito em detalhes a metodologia
utilizada para formular o modelo matemático dos elementos eletromecânicos, descrevendo
as equações fundamentais que ditam a interação entre a mecânica e a eletrônica dos elemen-
tos. No Capítulo 4, são apresentados os resultados das análises do comportamento dinâmico
dos elementos viga, célula hexagonal singular e placa honeycomb associados às diferen-
tes configurações de acoplamento piezoelétrica conectados aos diferentes tipos de circuitos
shunt. Aqui estão apresentados os resultados obtidos a partir das simulações numéricas rea-
lizadas e discute as implicações dos resultados obtidos para o campo de estudo. Por fim, são
apresentadas as conclusões do trabalho e as sugestões de continuidade para o tema.
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Capítulo 2

Revisão Bibliográfica

Os físicos irmãos Pierre e Jacques Curie demonstraram em torno de 1883 que um ma-
terial piezoelétrico gera uma tensão elétrica em uma determinada direção quando sofre uma
deformação no tamanho ou forma do material (efeito piezoelétrico direto). Posteriormente,
o efeito piezoelétrico inverso foi demonstrado matematicamente por Gabriel Lippmann e
experimentalmente pelos irmãos Curie [Moura 2020, Conceição 2016].

O primeiro registro de utilização dos materiais piezoelétricos para o controle e ate-
nuação de vibrações foi feito por [Forward 1979], desde então os materiais piezoelétri-
cos têm sido amplamente utilizados como uma solução eficaz para enfrentar diversos de-
safios de vibração, de acordo com [Gripp e Rade 2018]. Esses materiais são compos-
tos principalmente por elementos como titânio, turmalina, óxido de chumbo, zircônio
e quartzo. Dependendo do tipo de material, os piezoelétricos são classificados princi-
palmente em dois tipos, o piezoelectric zirconium titanate (PZT) e o PVDF (Polivinil
Fluoreto) [Zabihollah, Sedagahti e Ganesan 2007, Moura 2020]. Conforme indicado por
[Chen, Huang e Sun 2014], o tipo PZT é amplamente utilizado para atenuar vibrações de-
vido à sua grande rigidez combinada com certa flexibilidade e resistência.

No caso dos PZTs acoplados em estruturas há também uma classificação baseada
na geometria, entre as quais se destacam os atuadores unimorfos, bimorfos e de tubos
[Erturk e Inman 2009, Santana 2007, Moura 2020]. O atuador unimorfo é caracterizado
pela acoplagem do PZT em apenas uma superfície da estrutura, enquanto que o atuador
bimorfo acopla o PZT em duas superfícies [Leo 2007, Moura 2020]. A definição do funci-
onamento do PZT é baseada na conversão de energia entre o domínio mecânico e elétrico
[Fleming, Behrens e Moheimani 2000]. Assim quando o piezoelétrico é submetido a uma
tensão mecânica, é gerado um campo elétrico (efeito direto), enquanto que quando o piezo-
elétrico é submetido a um campo elétrico, é gerada uma tensão mecânica (efeito inverso).
[Moura 2020].

Materiais piezoelétricos têm diversas aplicações, especialmente no campo da dinâ-
mica, em que suas propriedades de acoplamento entre tensões e deformações mecâni-

7



cas e um circuito elétrico são utilizadas para detecção, medição ou controle de vibra-
ções. Alguns dos campos de pesquisa ativos hoje que fazem uso de materiais piezoelétri-
cos para controle vibracional podem ser classificados em: controle passivo, ativo e híbrido
[Gripp e Rade 2018, Santana 2007, Thomas, Ducarne e Deü 2012]. As técnicas de controle
ativo de vibração utilizam o efeito piezoelétrico reverso, empregando uma fonte de energia
elétrica para aumentar a energia mecânica do sistema, esta técnica apresenta alguns desafios,
como consumo de energia elevado, problemas de estabilidade, bem como custos associados
ao equipamento necessário, tais como amplificadores de potência que são massivos e dispen-
diosos [Gripp e Rade 2018]. Já as técnicas de controle de vibração passiva conseguem evitar
alguns dos problemas vistos na técnica de controle de vibração ativa, pois ao contrário da
técnica ativa, usam o efeito piezoelétrico direto, alterando a energia elétrica gerada pelo pi-
ezo para promover uma propriedade dinâmica específica na estrutura, sem depender de fonte
externa de energia elétrica. Os controles de vibração híbridos combinam técnicas de con-
trole ativo e passivo [Moura 2020, Wu 1996, Viana e Valder Steffen 2006, Conceição 2016].
Os trabalhos de [Silva 2016, Santana 2007, Santos 2008] descrevem, de maneira detalhada,
sistemas passivos, ativos e híbridos.

O controle vibracional passivo pode ser alcançado por meio da conexão de PZTs
a circuitos elétricos externos compostos por componentes passivos, os quais são tam-
bém referidos como circuitos shunt [Gripp e Rade 2018, Viana e Valder Steffen 2006,
Dell’Isola, Maurini e Porfiri 2004, Airoldi e Ruzzene 2011]. As estruturas que possuem esse
tipo de controle passivo podem ser denominadas de estruturas inteligentes (em inglês - smart
materials).

Em certas estruturas, nas quais os piezoelétricos estão acoplados de maneira perió-
dica ao longo da estrutura, pode-se fazer referência a elas como metamateriais inteligen-
tes (em inglês - smart metamaterials) [Gripp e Rade 2018, Machado, Fabro e Moura 2020,
, Wang e Chen 2015, Moura 2020]. A utilização de metamateriais em aplicações de enge-
nharia tem aumentado nos últimos anos [Airoldi e Ruzzene 2011, Zhou, Wu e Zuo 2015].
Cada vez mais o desenvolvimento de materiais com padrões periódicos é realizado le-
vando em conta as necessidades prévias para uma estrutura com potenciais de aplicações
que possuem propriedades dinâmicas novas e aprimoradas, como: bandgaps, refração ne-
gativa e camuflagem acústica [Wen et al. 2016, Ruzzene e Airoldi 2011, Erturk et al. 2016,
Casadei et al. 2010]. De modo geral, os metamateriais que são associados a circuitos shunt
podem apresentar uma gama de efeitos, que vão desde atenuações até possíveis supres-
sões de vibrações em uma banda de frequência, este fenômeno na literatura é definido
como bandgap. No entanto, quando se trata de metamateriais aplicados ao controle vi-
bracional, estes são definidos como uma distribuição periódica de constante elástica e den-
sidade de massa ao longo de uma estrutura. [Gonella et al. 2019, Zhou, Wu e Zuo 2015,
Sugino, Ruzzene e Erturk 2018, Erturk et al. 2016, Wang et al. 2017].

A análise numérica das estruturas inteligentes em estudos de controle, utilizando piezo-
elétricos com circuitos shunt, é predominantemente realizada por meio de análise modal e
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métodos como o Método dos Elementos Finitos (MEF), o Método dos Elementos Espec-
trais (MEE), o Método de Elemento Finito de Onda (MEFO), o Método de Diferença Finita
(MDF), o Método de Matriz de Transferência (MMT) e o Método de Expansão de Onda
Plana (MEOP). [Leo 2007, Santana 2007, Moura 2020].

O Método dos Elementos Finitos (MEF) (em inglês Finite Element Method - FEM),
consiste na discretização do sistema em diversos elementos menores, e a quantidade dessas
discretizações tem grande influência na precisão da resposta vibracional do sistema. O MEF
é amplamente utilizado para representar simulações de controle vibracional em estruturas in-
teligentes. [Gripp e Rade 2018, Yan et al. 2017, Moura, Borges e Machado 2020]. Embora
o MEF seja um método amplamente utilizado e versátil, apresenta algumas limitações em
casos de análises estruturais com alta densidade nodal. Nessas situações, é possível que
ocorram erros de discretização devido à necessidade de um elevado número de elementos e
elevada demanda de recursos computacionais para solução do sistema de equações envolvido
no método [Lee, Kim e Park 2013].

Considerando esses aspectos desfavoráveis em relação ao MEF, a utilização do Método
dos Elementos Espectrais (MEE) (em inglês Spectral Element Method - SEM) apresenta-
se como uma alternativa promissora em relação ao MEF. Isso ocorre porque o MEE em-
prega um modelo que relaciona as forças e deslocamentos nodais espectrais, os quais são
baseados na solução analítica da onda. Dessa forma, o MEE não requer uma discreti-
zação com um grande número de elementos, e em casos sem descontinuidades, apenas
um elemento é suficiente, evitando, assim, os problemas de discretização e de alta de-
manda computacional.[Doyle 1989, Lee 2009, Lee, Song e Kim 2016, Choi e Inman 2014,
Gripp e Rade 2018, Moura 2020].

O MEE é um método altamente eficaz na representação de diversas geometrias, con-
dições de contorno e materiais, devido em parte às funções de forma dos elementos
serem derivadas da solução analítica das equações diferenciais governantes e da solu-
ção do sistema dinâmico no domínio da frequência [Lee, Kim e Park 2013]. Isso per-
mite uma redução significativa no número de elementos necessários para modelar a es-
trutura, aumentando a precisão da solução do sistema dinâmico. Portanto, apenas um
elemento é necessário para modelar qualquer parte contínua e uniforme de uma estru-
tura com o MEE. Além disso, o MEE fornece uma interpretação em forma de onda da
dinâmica estrutural, permitindo um controle inovador baseado em estratégias de ondas.
[Doyle 1989, Lee 2009, Lee, Kim e Park 2013, Lee, Song e Kim 2016].

2.1 Revisão das publicações científicas

Neste tópico é feita uma revisão bibliográfica, em ordem cronológica, de alguns dos mais
importantes trabalhos que utilizam de piezoelétricos com circuito shunt e suas derivações
para controle de vibrações. Em seguida é feita uma revisão bibliográfica de trabalhos que
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utilizam o MEE como método de análise dinâmica.

2.1.1 Utilização de piezoelétricos com circuito shunt

O trabalho de [Forward 1979] é considerado importante na área de controle de vibrações,
pois foi um dos primeiros a utilizar transdutores piezoelétricos e circuitos eletrônicos para
esse fim. Forward realizou experimentos com vários transdutores e barras de metal para ve-
rificar seus modelos usando circuitos elétricos passivos e ativos para amortecer as vibrações.
Forward demonstrou a viabilidade de remover vibrações de grandes estruturas complexas,
como elementos ópticos, usando transdutores piezoelétricos e um circuito de feedback ativo.
O estudo de [Hagood e Von Flotow 1991] descreve uma investigação sobre a possibilidade
de dissipar a energia mecânica com material piezoelétrico com circuitos elétricos passivos.
O material piezoelétrico com circuitos apresenta dependência de frequência na rigidez e fa-
tor de perda, dependendo também do circuito elétrico e o modelo utilizado pelos autores é
especializado para dois tipos de circuitos: resistor (R) e resistor-indutor (RL). Com o circuito
resistivo, as propriedades do material apresentam dependência de frequência semelhante a
materiais viscoelásticos, mas são mais rígidos e independentes da temperatura. Com o cir-
cuito resistor-indutor, há uma ressonância elétrica que pode ser sintonizada com ressonâncias
estruturais, semelhante a um amortecedor de vibrações mecânicas.

Os estudos de [Hollkamp 1994] possuem destaque por ser um dos primeiros a investigar e
estudar a utilização de multi-impedâncias utilizando circuito shunt resistor-indutor-capacitor
(RLC) acoplado às pastilhas piezoelétricas. Estes dispositivos, compostos por um elemento
piezoelétrico e um shunt ressonante, são semelhantes a absorvedores de vibração mecani-
camente amortecidos. Com o uso de circuitos RLC adicionais implementados ao shunt res-
sonante, os amortecedores multimodo são capazes de suprimir múltiplos modos estruturais
com apenas um dispositivo piezoelétrico.

[Wu 1996] estuda um sistema de amortecimento passivo piezoelétrico usando um cir-
cuito shunt RL conectado a um elemento piezoelétrico. Sob condições ideais de sintonia,
a amplitude da curva de deslocamento vs frequência diminui com aumento da resistência
de shunt, chegando a um ponto plano na resistência ideal. A partir daí, a amplitude conti-
nua a cair e dois picos aparecem ao seu redor, que aumentam com mais resistência adici-
onada ao circuito. Neste trabalho [Wu 1996] também questiona a formulação proposta por
[Hagood e Von Flotow 1991] para o circuito shunt RL em série e argumenta-se que a co-
nexão RL em série não é apropriada quando a resistência tem um valor elevado, pois isso
exigiria ajustes iterativos entre a indutância e a resistência até que a sintonização ideal fosse
alcançada. Em um próximo trabalho [Wu e Bicos 1997], Wu analisa uma técnica de amor-
tecimento estrutural e controle de vibração passivo usando um elemento piezoelétrico com
um circuito shunt RL. Experimentos foram realizados em várias estruturas, incluindo placas
compostas de fibra de vidro/epóxi com seções de PZT incorporados e vigas cantiléver com
manchas de superfície piezoelétricas aderidas e os resultados mostraram uma grande redução
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de vibração em resposta ressonante, principalmente em uma placa composta com oito PZT
incorporados. Em 1998 [Wu 1998] apresenta um método para controlar a vibração estrutu-
ral usando um único transdutor piezoelétrico (PZT). O método consiste em usar um circuito
de bloqueio em série com circuitos de derivação resistor-indutor paralelo, projetados para
controlar cada modo estrutural. O circuito de bloqueio é composto por um ou mais circuitos
anti-ressonantes capacitor-indutor, que são projetados para produzir impedância elétrica in-
finita nas frequências naturais de todos os outros circuitos de derivação. Quando conectados
aos terminais do PZT, os circuitos de derivação formam um circuito de derivação composto
para a derivação de modo múltiplo, que não interferem entre si.

[Behrens, Fleming e Moheimani 2001] É um dos primeiros pesquisadores a propor uma
técnica que usa um controlador de capacitor negativo para amortecer vários modos de vi-
bração, tendo desempenho comparável ao amortecimento passivo, porém mais fácil de im-
plementar, menos sensível a variações ambientais e atua como controlador de vibração de
banda larga e para múltiplos modos.

Nos estudos de [Caruso 2001] vários tipos de circuitos são comparados quanto ao seu
desempenho de amortecimento, incluindo RL, RL paralelo e RLC paralelo. O circuito shunt
paralelo RL apresenta uma taxa de decaimento ligeiramente menor que o circuito série RL,
mas o circuito RLC é menos eficiente que o RL no amortecimento passivo.

[Thorp, Ruzzene e Baz 2001] utiliza camadas de piezoelétricos com shunt para controlar
a propagação de ondas longitudinais em uma haste. Isso é feito por meio de uma estrutura pe-
riódica que filtra as ondas em bandas de frequência especificas, chamadas bandas de parada
- ou stop-bands, que podem ser ajustadas. O modelo considera a aperiodicidade devido ao
ajuste na distribuição da impedância elétrica. A desordem na periodicidade amplia as bandas
de parada e produz energia de vibração perto da fonte de excitação. As simulações do autor
mostram a eficácia do tratamento proposto, que combina características de amortecimento,
atenuação e localização, sem necessidade de energia de controle.

Um dos principais desafios na implementação de shunt ressonantes é a necessidade de
indutâncias elevadas para controlar modos de baixa frequência, o que pode resultar em indu-
tores volumosos e pesados. Para superar essa dificuldade, [Park e Inman 2003] discutem as
desvantagens de usar piezoelétricos com circuitos shunt. Para resolver esses problemas, um
circuito shunt piezoelétrico melhorado é projetado utilizando capacitores externos. O cir-
cuito aperfeiçoado mostrou-se eficaz na redução significativamente da vibração direcionada
de uma viga balançando, com base tanto em evidências teóricas quanto experimentais. Essa
mesma estratégia de utilizar capacitores adicionais externos associados ao circuito shunt foi
proposta por [Flemming, Behrens e Moheimani 2003]. [Dell’Isola, Maurini e Porfiri 2004]
projeta e valida duas configurações de circuitos, uma puramente resistiva e outra resistivo-
indutiva. A técnica apresentada mostrou redução significativa na indutância quando compa-
rada ao circuito ressonante com um único transdutor. Além disso, a indutância necessária foi
mostrada diminuir ao aumentar o número de elementos piezoelétricos.
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[Peng, Ng e Hu 2005] propõe um critério de desempenho para otimizar a posição de
atuadores piezoelétricos em placas flexíveis baseado na maximização da controlabilidade.
De forma similar [Simões Moita et al. 2006] busca-se também a otimização da estrutura
laminada para minimizar a vibração e maximizar a primeira frequência natural. Tam-
bém há uma otimização da posição dos piezoelétricos para maximizar sua eficiência. Em
[Viana e Valder Steffen 2006] examinam indutores sintéticos aplicados a circuitos shunt res-
sonantes foram analisados experimentalmente. [Faria, Rade e Rade 2006] Sugere uma oti-
mização dos circuitos shunt resistivo e ressonante em série e paralelo. A aplicação envolve
uma viga com uma pastilha piezelétrica acoplada a um circuito shunt em diferentes topolo-
gias. Em [Zhang e Kang 2014] é realizada uma investigação sobre a otimização da topologia
do atuador piezoelétrico e das camadas de sensores em uma placa, visando alcançar o melhor
desempenho no controle de vibração.

Alguns trabalhos vão além da utilização em vigas, hastes, barras e placas. No artigo de
[Min, Duffy e Provenza 2010] é investigado a efetividade do uso de um piezoelétrico com
circuito shunt no controle de vibrações de pás de rotores de turbomáquinas, especialmente
em condições com rotação centrífuga. O trabalho se concentra em uma estratégia de amor-
tecimento ressonante utilizando piezoelétricos com circuito shunt colados em placas. Já no
estudo de [Seba, Ni e Lohmann 2006] sugere uma nova proposta de sintonização dos parâ-
metros de um circuito shunt através da otimização da análise MEF, para isso foram cons-
truídas duas configurações experimentais. Na primeira, o novo método foi validado em uma
viga engastada. Já na segunda parte, essa abordagem foi utilizada na tentativa de atenuar
ruído, vibração e aspereza de um chassi.

No artigo de [Erturk e Inman 2009], é proposta a aplicação de uma solução analítica a
configurações de barra bimorfo equipados com camadas piezocerâmicas conectadas tanto
em série quanto em paralelo. Os autores apresentam uma validação experimental das ex-
pressões de saída de tensão e resposta vibracional simplificadas de uma barra bimorfo com
massa na ponta, também analisam o desempenho do dispositivo bimorfo para excitações de
frequência de ressonância de curto-circuito e circuito aberto, comprovando a precisão do
modelo proposto.

[Spadoni, Ruzzene e Cunefare 2009] utiliza piezoelétricos com circuito shunt postos de
maneira periódica para controlar as ondas que se propagam na superfície placas e suas vi-
brações correspondentes. Essas seções de piezo ’shuntados’ funcionam como fontes de in-
compatibilidade de impedância, resultando em fenômenos de interferência causados pela
interação entre ondas incidentes, refletidas e transmitidas. Essa configuração facilita a cri-
ação de bandgaps ou bandas de parada. O artigo de [Casadei et al. 2010] também utiliza a
implementação em configuração periódica de elementos piezoelétricos com circuitos shunt
resistivo-indutivos (RL) individuais em uma disposição de 4x4 para a supressão de ruído de
larga faixa de uma placa flexível.

[Goldstein 2011] discute um novo método para projetar e adaptar shunt piezoelétricos
ressonantes multimodais, este método difere dos métodos anteriores de derivação multimo-
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dal, "bloqueio de corrente"e "fluxo de corrente", e implementa a rede de derivação com
um número menor de componentes elétricos discretos, permitindo o ajuste em tempo real
dos parâmetros de derivação. [Ruzzene e Airoldi 2011] também utiliza shunt ressonante e
apresenta uma técnica para projetar um metamaterial unidimensional ajustável, utilizando
piezoelétricos com shunt ressonante e postos de forma periódica, que sintoniza o sistema na
frequência de ressonância desejada. O que permite a análise de bandgaps e atenuação das
ondas. Em outro trabalho [Airoldi e Ruzzene 2011] também utiliza um arranjo periódico de
PZTs com shunt ressonante, porém utiliza-se aqui de multi-impedâncias que podem ser ajus-
tadas para atingir diferentes modos estruturais da viga. A utilização de piezoelétricos com
circuito shunt ressonante também é feita por [Wang et al. 2011, Wang, Chen e Wen 2011]
com o objetivo de obter atenuação de vibração e bandgaps. [Casadei et al. 2012] rea-
liza um estudo da combinação de piezoelétricos com shunt ressonantes periódicos e redes
conversoras de impedância negativa em um painel de alumínio, com o objetivo de ava-
liar a possibilidade de aproveitar as vantagens de ambos os conceitos. No trabalho de
[Zhou, Wu e Zuo 2015] é proposto arranjos piezoelétricos periódicos com shunt de circuito
ressonante de alta ordem e compara-se o desempenho de atenuação de vibrações entre o
R-shunt, RL-shunt e o shunt de alta ordem proposto.

Nos trabalhos de [Chen, Huang e Sun 2014, Wang e Chen 2015] investiga-se o controle
de bandgaps. Em [Chen, Huang e Sun 2014] é apresentada uma nova classe de metama-
teriais elásticos ativos que utilizam um shunt piezoelétrico de capacitância negativa. A
fim de investigar o controle do bandgap em um sistema ativo. [Wang e Chen 2015] des-
creve um método para atenuar a propagação de vibrações de baixa frequência em uma viga
de flexão usando arranjos periódicos de piezoelétricos shunt com circuitos amplificadores-
ressonadores buscando prever os bandgaps e fatores de atenuação.

Na utilização de circuitos shunt conectados com metamateriais,
[Nouh, Aldraihem e Baz 2016, Erturk et al. 2016, Lallart, Bao e Guyomar 2017] discu-
tem a utilização de metamateriais compostos por arranjos ressonantes periódicos visando a
criação e controle de bandgaps. De maneira similar [Sugino et al. 2017] trata do desenvol-
vimento de metastruturas eletromecânicas flexíveis com camadas piezoelétricas conectadas
a circuitos de derivação ressonantes que exibem propriedades de atenuação de vibração e
bandgaps. Em outro artigo [Erturk et al. 2017] demonstra que o número de ressonadores
necessários para que o bandgap apareça aumenta com o aumento da frequência alvo, e há
um número ótimo e finito de ressonadores que dá um bandgap maior do que o bandgap do
ressonador infinito em metamateriais localmente ressonantes usando análise modal.

[Cardella, Celli e Gonella 2016, Gonella et al. 2019] propõe e testa uma estratégia para
atenuar ondas de banda larga em guias de onda eletromecânicos com inclusões piezoelé-
tricas desviadas, criando uma "rainbow trap", que funciona de forma semelhante à multi-
impedâncias.

[Wang et al. 2017] apresenta o uso de controladores digitais para shunt piezoelétrico
multi-ressonante ativo em metamateriais elásticos com patches piezoelétricos e foi desenvol-
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vido o método para projetar bandgaps de ressonância única ou multi-ressonante, com grande
atenuação em até três bandas de frequência. [Sugino, Ruzzene e Erturk 2018] projeta e ana-
lisa vigas de metamateriais piezoelétricos com circuitos de impedância sintética desviados
de células unitárias segmentadas com pares de eletrodos. Essa estrutura visa superar as li-
mitações de bandgap do projeto localmente ressonante, unindo metamateriais piezoelétricos
e shunt de impedância sintética. [Erturk, Sugino e Ruzzene 2020] descreve uma estrutura
analítica para modelar placas piezoelétricas finas em metamateriais para prever a formação
de bandgap de baixa frequência em configurações estruturais finitas.

[Santana 2007, Hussein, Leamy e Ruzzene 2014, Gripp e Rade 2018, Yan et al. 2017]
fornecem uma revisão bibliográfica completa com visão geral dos desenvolvimentos his-
tóricos, revisão técnica do progresso recente e projeta um olhar para o futuro do campo de
materiais e estruturas fonônicas, que se concentra na vibração e na engenharia acústica e
física da matéria condensada.

[Mukhopadhyay et al. 2021] é estudada a análise do acoplamento de PZTs com circuitos
shunt em estruturas honeycomb, para isso eles consideram cada haste do honeycomb como
uma viga, utilizam a matriz de rigidez de uma única viga para caracterizar o comportamento
de deformação da estrutura honeycomb. Como toda a rede em consideração é perfeitamente
periódica, podemos obter o comportamento global de toda a rede (como propriedades elásti-
cas efetivas) com base na análise da deformação de uma única célula unitária.

2.1.2 Utilização do método dos elementos espectrais

A elaboração de um modelo de estrutura com o MEE é similar ao MEF, porém com uma
distinção significativa: O MEF é um método de solução no domínio do tempo no qual a
equação de elementos finitos é formulada no domínio do tempo e resolvida usando um mé-
todo de integração numérica. Por outro lado, o MEE é um método de solução no domínio da
frequência no qual a equação do elemento espectral é formulada no domínio da frequência
e resolvida usando o método de análise espectral baseada na transformada rápida de Fourier
(do inglês Fast Fourier Transform - FFT) [Lee e Kim 2000, Lee 2009]. Em situações unidi-
mensionais, a Transformada Discreta de Fourier elimina a variável temporal e a frequência
se converte em uma variável independente, transformando a equação diferencial parcial ori-
ginal no domínio do tempo em uma equação diferencial ordinária no domínio da frequência,
cuja resolução pode ser alcançada de forma precisa [Conceição 2016]. No MEE, a matriz
de rigidez dinâmica exata, conhecida como matriz de elemento espectral, é formulada no
domínio da frequência por meio de soluções precisas de onda para as equações diferenciais
governantes. Consequentemente, em teoria, o MEE oferece soluções exatas no domínio da
frequência com o mínimo de graus de liberdade necessário [Lee 2009].

Foi em [Trainiti et al. 1978] que o Método do Elemento Espectral foi proposto pela pri-
meira vez, com a formulação da matriz de rigidez dinâmica para elementos de viga de Euler-
Bernoulli uniformes de dois nós no domínio da frequência. [Lee e Kim 2000] também foram
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pioneiros na introdução do MEE, apresentam o MEE e o Método de Análise Modal Baseado
em Elementos Espectrais (MAM) para vigas de duas camadas elástico-piezoelétricas. Em
outro artigo [Lee e Kim 2001] apresentam uma abordagem baseada em elementos espectrais
para analisar vigas com amortecimento de camada restrita ativa (ACLD, do inglês Active
Constrained Layer Damping). Estes estudos demonstraram que o modelo de elemento es-
pectral oferece resultados precisos e confiáveis em comparação com o modelo convencional
de elemento finito.

Em seu livro Wave Propagation in Structures [Doyle 1989] empregou o elemento espec-
tral, uma formulação espectral do elemento finito, para investigar a propagação de ondas em
estruturas. Já no livro Spectral Elements Method In Structural Dynamics [Lee 2009] apre-
senta análises espectrais de estruturas simples e também de novas variedades de aplicações
como compósitos laminados e detecção de danos.

[Sohn et al. 2010] propõe um modelo espectral de elementos para representar a resposta
dinâmica de um sistema no qual um wafer piezoelétrico único é conectado a uma viga
de base. No artigo de [Lee, Kim e Park 2013] descreve o desenvolvimento de um modelo
de elemento espectral para vigas compostas inteligentes, as quais são compostas por uma
viga de base composta laminada e uma camada de PZT conectada à sua superfície. Em
[Lonkar e Chang 2014] é descrito o desenvolvimento de um código de análise de elementos
espectrais para simular a propagação de ondas ultrassônicas em estruturas compostas indu-
zidas por piezoelétricos. Em seu trabalho [Choi e Inman 2014] apresenta a modelagem de
uma estrutura de cabos utilizando o MEE com o objetivo de obter uma modelagem preditiva
de espaçonaves. O modelo utilizado é uma viga dupla que emula a estrutura de cabos, e a
modelagem MEE permite definir facilmente a localização e o número de conexões entre as
vigas.

Muitos pesquisadores empregam o MEE para modelar suas estruturas de pesquisa e,
para validação dos resultados obtidos, utilizam o MEF. [Wu e Li 2015] faz um estudo sobre
as grades piezoelétricas ’Kagome’ (estrutura trihexagonal). São investigadas as propriedades
dinâmicas de malhas Kagome piezoelétricas tridimensionais (3D), tanto sem quanto com de-
feitos de material. É adotado o MEE e os resultados obtidos são comparados com os do MEF
e com os da literatura existente, demonstrando que o MEE pode ser efetivamente usado para
estudar as grades piezoelétricas Kagome 3D. [Fernandes, Machado e Dantas Nóbrega 2019]
apresenta um estudo sobre torres autoportantes de transmissão de potência utilizando o MEE
e faz a validação do modelo utilizando o MEF. E [C. M. Austin et al. 2021] discute uma téc-
nica para suprimir vibrações usando uma viga de metamaterial. A viga consiste em uma
série de ressonadores locais com massas iguais, mas frequências naturais diferentes, ligados
em série. O MEE é utilizado para modelar a viga de metamaterial, e os resultados são veri-
ficados por meio do MEF. Em seu artigo [Liu et al. 2020] projeta uma nova estratégia para
investigar o bandgap de vibração e as características de sintonia ativa das vigas de meta-
materiais, usando pares de atuador/sensor piezoelétrico periodicamente colocados ao longo
do eixo da viga. É utilizada a estratégia de controle de feedback proporcional negativo para
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fornecer rigidez de controle ativo positivo para as seções com piezoelétricos. O MEE é
usado para calcular as respostas dinâmicas, e a precisão é validada pelo MEF. Já no caso
de [Silva et al. 2020] em seu trabalho são comparados diferentes métodos numéricos para
modelar e analisar a vibração do condutor de linha de transmissão aérea. O cabo é modelado
usando quatro técnicas numéricas: MEF, MEE, método da matriz de transferência espectral
(MMTE) e método dos elementos finitos de onda (WFE).

[Fabro et al. 2016] sugere um método para analisar a incerteza de vigas com ressonado-
res acoplados periodicamente. A abordagem combina a aproximação WKB com o Método
dos Elementos Espectrais. Esse método proporciona uma estrutura para representar a alea-
toriedade com correlação espacial da célula unitária periódica e, em seguida, quantificar os
efeitos dessa incerteza nos intervalos de banda.

[Lee, Song e Kim 2016] propõe um Método de Elementos Espectrais para analisar a vi-
bração de uma viga sujeita a uma força de ponto móvel. O método usa a teoria de vigas de
Timoshenko para modelar a viga, dividindo o comprimento da viga em um modelo de dois
elementos.

[Machado, Fabro e Moura 2020] apresenta uma viga piezoelétrica de que tem como ob-
jetivo controlar as ondas de flexão em vigas utilizando abordagens de shunt simples e multi-
ressonantes. A estrutura inteligente é modelada usando o método do elemento espectral, e
é mostrado que o número de onda efetivo apresenta comportamento localmente ressonante
nas mesmas frequências de atenuação da vibração para ambas as abordagens, indicando que
cada circuito shunt está associado independentemente a uma frequência de atenuação. A
abordagem de elementos espectrais apresentada neste artigo é considerada precisa e simples
para o projeto de vigas de metamateriais inteligentes.
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Capítulo 3

Método de Elemento Espectral

Neste capítulo, é empregado o Método do Elemento Espectral para modelar o compor-
tamento dinâmico de elementos como a viga Euler-Bernoulli e a viga Euler-Bernoulli com
uma camada piezoelétrica. As formulações matemáticas apresentadas neste capítulo são em-
basadas no trabalho de [Moura 2020].

3.1 Formulação geral

Partindo da equação de movimento de um elemento estrutural, [Doyle 1989] e
[Lee 2009] formularam o elemento espectral. A equação de movimento de um componente
estrutural é descrita por:

Lu(x, t) +Mü(x, t) = p(x, t) (3.1)

onde L é o operador estrutural e M é o operador inercial. O domínio do tempo é repre-
sentado por t e as coordenadas espaciais são representadas por x. Os termos u(x, t) e p(x, t)
são os vetores dos campos de deslocamento e de forças externas, respectivamente. As forças
externas e os deslocamentos podem ser representados na forma espectral por:

p(x, t) =
1

N

N−1∑
n=0

Pn(x, ωn)e
iωnt (3.2)

u(x, t) =
1

N

N−1∑
n=0

U(x, ωn)e
iωnt (3.3)

Ao substituir os componentes espectrais de forças e deslocamentos, P(x, ωn) e U(x, ωn),
respectivamente, nas equações 3.2 e 3.3, na equação 3.1 e considerando que esses compo-
nentes satisfaçam a equação 3.1 em cada frequência discreta ωn, tem-se:

LU(x, ωn)− ω2
nMU(x, ωn) = P(x, ωn) (3.4)

17



As funções de forma dinâmicas referem-se às funções de forma que são dependentes da
frequência. Tais funções são empregadas para a formulação da matriz de rigidez espectral, a
qual é obtida a partir da seguinte equação homogênea:

LU(x)− ω2
nMU(x) = 0 (3.5)

Pode-se empregar uma solução geral do seguinte tipo, uma vez que a equação 3.5 é válida
para todas as frequências discretas:

U(x) = ce−ikx (3.6)

Aplicando a solução geral da equação 3.6 na equação 3.5, obtém-se um problema de
autovalor, no qual k representa o número de ondas e c é um vetor de constantes:

A(k, ω)c = 0 (3.7)

Para que haja uma solução não trivial, é necessário que o determinante de A(k, ω) tenda
a zero. Portanto, forma-se uma equação característica que depende do número de ondas:

kp + αp−1(ω)k
p−1 + αp−2(ω)k

p−2 + ...+ α1(ω)k + α0(ω) = 0 (3.8)

A relação de dispersão, representada pela equação 3.8, apresenta raízes distintas
(k1, k2, ..., kp) em uma frequência discreta ω. A associação do autovetor c pode ser calculada
com base na equação 3.7, utilizando:

ci =

{
1

φi

}
= aiϕi (i = 1, 2, ..., p) (3.9)

Para tornar um componente do vetor ϕi unitário e coletar os outros por φi, normaliza-se o
autovetor ci. As constantes ai são determinadas a fim de satisfazer as condições de contorno.
Assim, após definir ki e ci para satisfazer o problema de autovalor apresentado na equação
3.7, a solução geral para a equação 3.5 pode ser representada por:

U(x) =
P∑
i=1

ϕie
−iki(ω)xai = e(x, ω)a (3.10)

onde
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e(x, ω) = [ϕ1 ϕ2 ϕ3 ... ϕp]Λ(x, ω)

Λ(x, ω) = diag[e−iki(ω)x]

a = {a1, a2, a3, ..., ap}T
(3.11)

A equação 3.10 deve satisfazer as condições de contorno nos nós para x = 0 e x = L,
considerando-se uma estrutura de comprimento L. Os deslocamentos e as inclinações são
comumente referidos como variáveis primárias, e suas especificações no contorno consti-
tuem as condições geométricas de contorno. É possível relacionar as variáveis primárias ao
campo de deslocamento por meio da seguinte forma:

D(x) = LGBU(x) (3.12)

A equação acima utiliza o operador diferencial linear LGB para as condições de contorno
geométricas. Portanto, ao aplicar a solução geral da equação 3.10 na equação 3.12, que
corresponde a um elemento finito com dois nós, obtém-se:

d =

{
D(0)

D(L)

}
=

[
LGBe(x, ω)|x=0

LGBe(x, ω)|x=L

]
a = H(ω)a (3.13)

assim,
a = H(ω)−1d (3.14)

Ao substituir a equação 3.14 na equação 3.10, é possível obter:

U(x) = N(x, ω)d (3.15)

A função de forma dinâmica definida por "N(x, ω)"é expressa como:

N(x, ω) = e(x, ω)H−1(ω) (3.16)

As variáveis secundárias, como as forças inerciais e os momentos, são comumente refe-
ridas como tais, enquanto as especificações de seus contornos são consideradas as condições
de contorno naturais. A teoria de resistência dos materiais estabelece a relação entre as
variáveis secundárias e os campos de deslocamento por meio da seguinte forma:

F(x) = LNBU(x) (3.17)

O operador diferencial linear LNB é utilizado para as condições de contorno naturais.
Dessa forma, substituindo a equação 3.15 na equação 3.17 e levando em conta que as forças
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nodais fc são concentradas nos dois nós do elemento, é possível obter:

fc =

{
−F(0)
+F(L)

}
=

[
−LNBN(x, ω)|x=0

+LNBN(x, ω)|x=L

]
d = S(ω)d (3.18)

com

S(ω) =

[
−LNBN(x, ω)|x=0

+LNBN(x, ω)|x=L

]
= G(ω)H−1(ω) (3.19)

onde,

G(ω) =

[
−LNBe(x, ω)|x=0

+LNBe(x, ω)|x=L

]
(3.20)

A matriz de rigidez dinâmica do elemento espectral é representada pela matriz S(ω). Esta
matriz, que pertence ao domínio da frequência, contém informações sobre o comportamento
da estrutura.

3.2 Elemento espectral de viga de Euler Bernoulli

As vigas são elementos estruturais caracterizados por apresentarem uma seção trans-
versal com dimensões menores que seu comprimento total. Uma medida comum para
estabelecer suas proporções é a razão entre o comprimento e a largura, sendo desejá-
vel um valor igual ou inferior a dez. A modelagem matemática clássica de um ele-
mento de viga é a de Euler-Bernoulli, o qual pressupõe dimensões uniformes e prismáticas
[Conceição 2016, Moura 2020]. Esta possui as relações de equilíbrio conforme mostra a
Figura 3.1.

(a) (b)

Figura 3.1: Ilustração de um elemento viga. a) Viga em flexão; b) Diagrama de corpo livre
de uma seção da viga (Adaptado de [Conceição 2016] e [Moura 2020]).

As variáveis de deslocamento transversal w(x, t), rotação θ(x, t), força cortante Q(x, t)

e momento fletor M(x, t) podem ser utilizadas para representar os esforços que ocorrem em
um elemento de viga com sua seção transversal sujeita a uma força externa f(x, t). Dessa
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forma, realizando a soma das forças e momentos de acordo com as relações de equilíbrio de
Newton, obtém-se a seguinte relação, conforme descrito em [Hibbeler 2010]:

−(Q+
∂Q

∂x
) + f(x, t)dx+Q = ρA(x)dx

∂2w
∂t2

(x, t) (3.21)

(M +
∂M

∂x
)− (Q+

∂Q

∂x
)dx+ f(x, t)dx

dx

2
−M = 0 (3.22)

A densidade de massa é representada por ρ, e A é a área da seção transversal. Dividindo
as equações 3.21 e 3.22 por dx para simplificação, e substituindo a deflexão pelo momento
fletor, é possível expressar a equação do movimento para uma viga de Euler-Bernoulli na
seguinte forma, conforme descrito em [Inman 2014, Meirovitch 2010, Rao 2008]:

EI
∂4w(x, t)

∂x4
= ρA

∂2θ(x, t)

∂t2
+ f(x, t) (3.23)

Assumindo que as constantes do módulo de Young E, momento de inércia I , densidade
ρ e área transversal A são fixas, a equação 3.23 pode ser simplificada para representar um
movimento livre, conforme a seguir, quando nenhuma força externa é aplicada, ou seja,
f(x, t) = 0:

EI
∂4w(x, t)

∂x4
+ ρA

∂2θ(x, t)

∂t2
= 0 (3.24)

Considerando que o deslocamento transversal e a rotação são representados na forma
espectral por:

w(x, t) =
1

N

N−1∑
n=0

W (x, ωn)e
iωnt (3.25)

θ(x, t) =
1

N

N−1∑
n=0

Θ(x, ωn)e
iωnt (3.26)

Na equação de movimento livre, os elementos espectrais de deslocamento transversal e
rotação são representados por W (x, ωn) e Θ(x, ωn), respectivamente. Quando os componen-
tes espectrais das equações 3.25 e 3.26 são substituídos na equação 3.24, e supondo que os
componentes W (x, ωn) e Θ(x, ωn) satisfaçam a equação 3.24 em cada frequência discreta
ω, a equação homogênea resultante é a seguinte:

EI
∂4W (x, ω)

∂x4
− ω2ρAW (x, ω) = 0 (3.27)

Podemos adotar uma solução geral do tipo apresentado na resolução da equação 3.6, de
forma similar a esta situação.
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W = ae−ik(ω)x (3.28)

Ao utilizar a solução geral da equação 3.28 na equação 3.27, podemos obter um problema
de autovalor similar ao apresentado na equação 3.7. Dessa forma, podemos utilizar o método
descrito em [Lee 2009] para obter a relação de dispersão a seguir:

k4 − k4
F = 0 (3.29)

onde kF é o número de onda definido pela seguinte relação

kF =
√
ω(

ρA

EI
)1/4 (3.30)

A conformidade dos demais números de onda é determinada pela sua relação com kF , da
seguinte maneira:

k1 = −k2 = kF k3 = −k4 = ikF

Ao aplicar os números de onda e autovetores normalizados, obtemos a seguinte solução
geral:

W = a1e
−ikF x + a2e

−kF x + a3e
ikF x + a4e

kF x = e(x;ω)a (3.31)

onde:
e(x;ω) = [e−ikF x, e−kF x, eikF x, ekF x], a = {a1, a2, a3, a4}T

É possível estabelecer uma relação entre os deslocamentos e rotações nodais de uma
viga finita de comprimento L, cujos nós estão localizados nos contornos x = 0 e x = L, e o
campo de deslocamento através do seguinte método:

d =


W1

Θ1

W2

Θ2

 =


e(0, ω)
e′(0, ω)
e(L, ω)
e′(L, ω)

 = HB(ω)a (3.32)

onde

HB(ω) =


1 1 1 1

−ikF −kF ikF kF

e−ikFL e−kFL eikFL ekFL

−ikF e
−ikFL −kF e

−kFL ikF e
ikFL kF e

kFL

 (3.33)

Ao se considerar a = HB(ω)
−1d, é possível representar o campo de deslocamentos

nodais de um elemento de viga em termos de seus graus de liberdade (GDL). Portanto,
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eliminando o vetor de constantes a da equação 3.31 e considerando os GDLs com o vetor d,
a solução geral pode ser expressa da seguinte forma:

W (x) = NB(x, ω)d (3.34)

onde NB(x, ω) é definido por:

NB(x, ω) = e(x;ω)H−1
B (ω) (3.35)

Existe uma relação entre os componentes de força cortante e momento fletor e o compo-
nente espectral Ŵ (x), dada por:

fc =


Q1

M1

Q2

M2

 =


−Q(0)

−M(0)

Q(L)

M(L)

 = G(ω)a (3.36)

onde
Q(x) = −EIW ′′′(x), M(x) = EIW ′′(x) (3.37)

Ao se substituir a equação 3.34 nas relações espectrais apresentadas na equação 3.36, é
possível obter a seguinte relação:

SB(ω)d(ω) = fc(ω) (3.38)

A equação resultante é expressa como SB(ω), que é a matriz de rigidez espectral para
uma viga de Euler-Bernoulli. A partir da relação fc = GB(ω)a, pode-se obter:

SB(ω) = GB(ω)H−1
B (ω) (3.39)

onde

GB(ω) = −EI


−ik3

1 −ik3
2 −ik3

3 −ik3
4

−ik2
1 −ik2

2 −ik2
3 −ik2

4

ik3
1e

−ik1L ik3
2e

−ik2L ik3
3e

−ik3L ik3
4e

−ik4L

k2
1e

−ik1L k2
2e

−ik2L k2
3e

−ik3L k2
4e

−ik4L


Os termos da matriz de rigidez dinâmica para uma viga, conforme descrito em

[Lee 2009], são extensos e sua obtenção analítica é computacionalmente custosa. Por essa
razão, é recomendável utilizar as matrizes GB(ω) e HB(ω) no cálculo [Moura 2020].
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3.2.1 Elemento espectral pórtico

A Figura 3.2 apresenta a representação do modelo elementar de pórtico, que leva em
consideração os graus de liberdade longitudinal, vertical e rotacional em sua formulação.
Ao utilizar o elemento de viga e considerar uma deformação pequena, a interação entre as
duas deformações pode ser negligenciada. Sendo assim, a matriz de rigidez do pórtico será
composta pelas rigidezes longitudinal e de flexão [Sousa 2021].

Figura 3.2: Modelagem do elemento pórtico. (Adaptado de [Sousa 2021])

A partir das soluções espectrais referentes aos deslocamentos longitudinais e verticais,
podemos observar:

û(x,w) = A1e
−ikrx + A2e

ikr(L−x) (3.40)

v̂(x,w) = A3e
ikx + A4e

−kx + A5e
ik(L−x) + A6e

k(L−x (3.41)

onde:

e(x.w) = [eikrx, e−ikx, e−kx, e−ikr(L−x), e−ik(L−x), e−k(L−x)] (3.42)

a = [A1, A2, A3, A4, A5, A6]
T (3.43)

A relação entre os deslocamentos nodais espectrais e as flexões de um elemento de pór-
tico está diretamente ligada às condições de contorno nos nós, que são definidas no nó 1
(x = 0) e no nó 2 (x = L). Mais precisamente, temos:
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d =



û1

v̂1

ϕ̂1

û2

v̂2

ϕ̂2


=



û(0)

v̂(0)

v̂′(0)

û(L)

v̂(L)

v̂′(L)


=



e(0, ω)

e(0, ω)

e′(0, ω)

e(L, ω)

e(L, ω)

e′(L, ω)


a = H(ω)a (3.44)

Aplicando as condições de contorno em H e utilizando a equação a = H(ω)−1d, pode-
mos obter a matriz espectral nodal na forma:



û1

v̂1

ϕ̂1

û2

v̂2

ϕ̂2


=



1 0 0 e−ikrL 0 0

0 1 1 0 e−ikL e−kL

0 −ik −k 0 ike−ikL ke−kL

e−ikrL 0 0 1 0 0

0 e−ikL e−kL 0 1 1

0 −ike−ikL −ke−kL 0 ik k





A1

A2

A3

A4

A5

A6


= H(ω)a

(3.45)

Para obter o vetor de forças nodais, é necessário aplicar as condições de contorno e
resolver as equações diferenciais, utilizando as formulações a seguir: k, que é o número de
onda da viga obtido pela equação apresentada, e kr = ω

√
E/A, que é o número de onda

de um elemento de barra conforme [Doyle 1989]. A força nodal de cisalhamento é dada por
P̂ = −EA δv̂

δx
= EAv̂(x), e as forças nodais de momento e cisalhamento são expressas na

Equação 3.27. Portanto, a matriz com o vetor de forças nodais pode ser escrita como:



P̂1

V̂1

M̂1

P̂2

V̂2

M̂2


=



EAikr 0 0 −EAikre
−ikrL 0 0

0 −EI(ikb)
3 −EI(kb)

3 0 EI(ikb)
3e−ikbL EI(kb)

3e−kbL

0 −EI(ikb)
2 −EI(kb)

2 0 −EI(ikb)
2e−ikbL −EI(kb)

2e−kbL

−EAikre
−ikrL 0 0 EAikr 0 0

0 EI(ikb)
3e−ikbL EI(ikb)

3e−kbL 0 −EI(ikb)
3 −EI(kb)

3

0 EI(ikb)
2e−ikbL EI(ikb)

2e−kbL 0 EI(ikb)
2 EI(kb)

2





A1

A2

A3

A4

A5

A6


= G(ω)a

(3.46)

Para obter a matriz de rigidez dinâmica do elemento de pórtico, é necessário relacionar
as forças nodais com os deslocamentos, utilizando a equação f = G(ω)H−1(ω)d. Assim,
podemos expressar a matriz de rigidez dinâmica como:

S(ω) = G(ω)H−1(ω) (3.47)

A matriz do elemento é formulada no sistema de coordenadas local, seguindo o eixo
do elemento. Quando se trata de simulações que requerem um maior número de elementos
em diferentes ângulos e posições, é necessário transformar cada elemento do sistema local
para o sistema global de coordenadas. Essa transformação é realizada por meio da matriz de
cossenos diretores R, que pode ser expressa como:
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R =



cosα sinα 0 0 0 0

−sinα cosα 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 cosα sinα 0

0 0 0 −sinα cosα 0

0 0 0 0 0 1


(3.48)

Aplicando a ortogonalidade da matriz de rotação (RT = R−1) e multiplicando pela matriz
do elemento, é possível formar a matriz de rigidez do pórtico plano em coordenadas globais.
Essa matriz pode ser escrita como:

Sg(ω) = RTS(ω)R (3.49)

A equação apresentada tem como resultado a matriz de rigidez do elemento espectral do
pórtico nas coordenadas globais, representada por Sg(ω).

3.3 Viga acoplada com uma camada piezoelétrica

Nesta seção, será exposto o modelo espectral para uma viga com camada piezoelétrica
acoplada, fundamentado na metodologia proposta por [Lee e Kim 2000] e [Moura 2020].
Esse modelo é aplicado quando há um acoplamento não uniforme entre a viga e o material
piezoelétrico. Em situações em que a estrutura emprega múltiplos materiais piezoelétricos,
[Lee 2009] introduz uma segunda formulação que se utiliza das relações entre as energias
cinética (T ) e potencial (U ) para obter a solução.

Figura 3.3: Representação de um elemento viga acoplado a uma pastilha piezoelétrica.

Conforme [Lee e Kim 2000], considerando a hipótese de acoplamento ideal, constata-
se que as duas estruturas em questão, a viga e a pastilha piezoelétrica, manifestaram um
deslocamento transversal w(x, t) homogêneo. Com base nisso, é possível estabelecer as
relações cinemáticas entre as espessuras das camadas e os deslocamentos mencionados:
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up = ub −
h

2
w′ (3.50)

Onde up representa os deslocamentos axiais da pastilha piezoelétrica, ub representa os
deslocamentos axiais da viga e a altura (h) é calculada pela soma das espessuras da camada
piezoelétrica (hp) e da camada da viga (hb). As expressões utilizadas para representar o
comportamento eletromecânico unidimensional do material piezoelétrico são relações cons-
titutivas lineares expressas por:

[
σ

Ec

][
CD

11 −h31

−h31 βS
33

]
=

[
ϵ

D

]
(3.51)

A tensão mecânica é denotada por σ, enquanto a deformação mecânica é denotada por
ϵ. O deslocamento elétrico é representado por D, enquanto o campo elétrico é represen-
tado por Ec. A rigidez elástica é denotada por CD

11, enquanto a constante dielétrica é repre-
sentada por βS

33. Além disso, a constante piezoelétrica é dada por h31 = d31Epβ
S
33. Para

derivar a equação do movimento de uma estrutura composta por múltiplas camadas, é possí-
vel utilizar o princípio variacional de Hamilton, o qual pode ser expresso da seguinte forma
[Meirovitch 2000, Moura 2020]:

∫ t2

t1

(δ(T − U) + δW )dt = 0 (3.52)

Onde T representa a energia cinética, U representa a energia potencial e δW representa
o trabalho virtual. Esses termos pode ser expressados da seguinte maneira:

T =
1

2

∫ L

0

[ρbAb(u̇
2
b + ẇ2) + ρpAp(u̇

2
p + ẇ2)]dx (3.53)

U =
1

2

∫ L

0

[EbAbu
′2
b + EbIbw′′2 + EpIpw′′2 + EpApu

′2
p + Fw′2]dx (3.54)

Pode-se expressar o trabalho virtual δW realizado pelas forças externas, forças de restri-
ção e forças de amortecimento viscoso como:

δW =

∫ L

0

p(x, t)δwdx+

∫ L

0

τ(x, t)δubdx

−
∫ L

0

∫
Ab

cbṙbδrbAbdx−
∫ L

0

∫
Ap

cpṙpδrpApdx+N1(t)δub(0, t)

+N2(t)δub(L, t) +M1(t)δw′(0, t) +M2(t)δw′(L, t)

+Q1(t)δw(0, t) +Q2(t)δw(L, t) +

∫ L

0

bV (t)δD3dx

(3.55)
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onde

rb = ubnx + wnz, rp = upnx + wnz (3.56)

Ao substituir as equações 3.53, 3.54 e 3.55 na equação do princípio de Hamilton (3.52),
é possível obter a equação do movimento no domínio do tempo. Nessa equação, nx e nz

correspondem a vetores unitários, cb e cp são os coeficientes de amortecimento viscoso, F
representa a força de tração axial constante, e p(x, t) e τ(x, t) indicam as forças externas
aplicadas ao longo da viga.

EIw′′′′ + ρAẅ + cAẅ = −αü′
b + βu′′′ + λẅ′′ + c1ẅ′′ − c4ü

′
b + Fw′′ + p(x, t)

EAu′′
b − ρAüb − cAüb = −αẅ′ + βw′′′ − c4ẅ′ − τ(x, t)

(3.57)

onde

EA = EbAb + EpAp, EI = EbIb + EpIp + (1/4)EpAph
2, c4 = (1/2)cpAph,

γ = (1/4)ρpAph
2, α = (1/2)ρpAph, β = (1/2)EpAph, c1 = (1/4)cpAph

2

ρA = ρbAb + ρpAp, Ep = CD
11 − h2

31β
S−1
33 , cA = cbAb + cpAp,

Assumindo um elemento de comprimento L, as condições de contorno para x = 0 e
x = L são estabelecidas como:

Q(0, t) = −Q1(t)− Fw′(0, t) ou w(0, t) = w1(t)

M(0, t) = −M1(t) ou w′(0, t) = θ1(t)

N(0, t) = −N1(t) ou ub(0, t) = u1(t)

Q(L, t) = +Q2(t)− Fw′(L, t) ou w(L, t) = w2(t)

M(L, t) = −M2(t) ou w′(L, t) = θ2(t)

N(L, t) = −N2(t) ou ub(L, t) = u2(t)

(3.58)

De acordo com a relação entre os deslocamentos u(x, t) e as forças resultantes, pode-se
afirmar que os primeiros estão relacionados com a força axial resultante N(x, t), o momento
fletor M(x, t) e a força cortante transversal Q(x, t), conforme segue:

Q(x, t) = −EIw′′′ − αüb + βu′′
b + γẅ′ − c4u̇b

M(x, t) = EIw′′ − βu′
b

N(x, t) = EAu′
b − βw′′

(3.59)
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É possível incluir o efeito do amortecimento estrutural de cada camada considerando o
módulo de elasticidade complexo, que pode ser expresso como:

E∗
b = Eb(1 + iηb) E∗

p = Ep(1 + iηp)

Para obter as equações governantes no domínio da frequência, utiliza-se as seguintes
formas espectrais dos deslocamentos transversal e axial, das forças e dos momentos:



w(x, t)

ub(x, t)

p(x, t)

τ(x, t)

Q(x, t)

M(x, t)

N(x, t)


=

1

N

N−1∑
n=0



Wn(x, ωn)

Un(x, ωn)

Pn(x, ωn)

Tn(x, ωn)

Qn(x, ωn)

Mn(x, ωn)

Nn(x, ωn)


eiωnt (3.60)

Ao utilizar os termos espectrais da equação 3.60 na equação 3.57, obtém-se a equação
do movimento no domínio da frequência, que é expressa da seguinte forma:

EIW ′′′′ − ω2ρAW + iωcAW = ω2αU ′ + βU ′′′ − ω2γW ′′ + iωc1W
′′ − iωc4U

′

+FW ′′ + P (x)

EAU ′′ + ω2ρAU − iω2cAU = ω2αW ′ + βW ′′′′ − iωc4W
′ − T (x)

(3.61)

No domínio da frequência, as condições de contorno são definidas por:

Q(0, ω) = −Q1(ω)− FW ′(0, ω) ou W (0, ω) = W1(ω)

M(0, ω) = −M1(t) ou W ′(0, ω) = θ1(ω)

N(0, ω) = −N1(t) ou Ub(0, ω) = U1(ω)

Q(L, ω) = +Q2(ω)− FW ′(L, ω) ou W (L, ω) = W2(ω)

M(L, ω) = −M2(ω) ou W ′(L, ω) = Θ2(ω)

N(L, ω) = −N2(ω) ou Ub(L, ω) = U2(ω)

(3.62)

As grandezas físicas da força axial resultante N(x, t), do momento fletor M(x, t) e da
força cortante transversal Q(x, t) estão relacionadas com o deslocamento no domínio da
frequência por meio de:
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Q(x, ω) = −EIW ′′′ + ω2αU + βU ′′ − ω2γW ′ − iωc4U

M(x, t) = EIW ′′ − βU ′

N(x, t) = EAU ′ − βW ′′

(3.63)

Se considerarmos uma estrutura finita de comprimento L, os deslocamentos nodais es-
pectrais que atendem às condições de contorno do sistema em x = 0 e x = L podem ser
descritos pelo vetor d definido como:

d = [U1(0), W1(0), θ1(0), U2(L), W2(L), θ2(L)]
T (3.64)

De forma semelhante, o vetor que representa as forças e momentos nodais espectrais
mecânicos pode ser expresso como:

fc = [N1(0), Q1(0), M1(0), N2(L), Q2(L), M2(L)]
T (3.65)

Para obter as funções de forma no domínio da frequência, faz-se a suposição de que P (x)

e T (x) são nulos, o que leva à seguinte equação do movimento homogênea:

EIW ′′′′ − ω2ρAW + iωcAW = ω2αU ′ + βU ′′′ − ω2γW ′′ + iωc1W
′′ − iωc4U

′

EAU ′′ + ω2ρAU − iω2cAU = ω2αW ′ + βW ′′′′ − iωc4W
′

(3.66)

Uma solução geral para os componentes dos deslocamentos espectrais pode ser encon-
trada resolvendo as equações do movimento no domínio da frequência, com a seguinte rela-
ção:

W (x) =
6∑

i=1

aje
−ikjx = e(x, ω)a

U(x) =
6∑

i=1

rjaje
−ikjx = e(x, ω)Ra (3.67)

onde

e(x, ω) = [e−ik1x, e−ik2x, e−ik3x, e−ik4x, e−ik5x, e−ik6x]

a = [a1, a2, a3, a4, a5, a6]
T

R = diag

[−ωkjc4 − iω2kjα + ik3
jβ

−k2
jEA+ ω2ρA− iωcA

]

A solução geral aplicada na equação de movimento leva a uma equação característica
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que apresenta um problema de autovalor. Os valores dos números de onda ki (onde i =

1, 2, 3, ..., 6) são determinados pelas raízes da seguinte expressão:

x1k
6 + x2k

4 + x3k
2 + x4 = 0 (3.68)

onde

x1 = β2 − EAEI

x2 = ω2(EAγ + EIρA− 2αβ)− iω(EIcA+ EAc1 − 2βc4)− EAF

x3 = ω4(α2 − γρA) + iω3(ρAc1 + γcA− 2αc4) + ω2(EAρA+ cAc1 + FρA− c24)− iωcA(EA+ F )

x4 = −ρA2ω4 + 2iω3ρAcA+ ω2cA2 = 0

Dessa forma, por meio da manipulação matemática realizada por Moura em sua disser-
tação [Moura 2020], pode-se representar os números de onda como:

±k1 = (−x2/(3x1) + (21/3x2
2)/(3x1(−2x3

2 + 9x1x2x3 − 27x2
1x4 + (4(−x2

2

+3x1x3)
3 + (−2x3

2 + 9x1x2x3 − 27x2
1x4)

2)1/2)1/3)− (21/3 ∗ x3)/(−2x3
2

+9x1x2x3 − 27x2
1x4 + (4(−x2

2 + 3x1x3)
3 + (−2x3

2 + 9x1x2 ∗ x3

−27x2
1x4)

2)1/2)1/3 + (−2x3
2 + 9x1x2x3 − 27x2

1x4 + (4(−x2
2 + 3x1x3)

3

+(−2x3
2 + 9x1x2x3 − 27x2

1x4)
2)1/2)1/3/(321/3x1))

1/2;

(3.69)

±k2 = (−x2/(3x1)− x2
2/(3(2

2/3)x1(−2x3
2 + 9x1x2x3 − 27x2

1x4 + (4(−x2
2

+3x1x3)
3 + (−2x3

2 + 9x1x2x3 − 27x2
1x4)

2)1/2)1/3) + (ix2
2)/(2

2/331/2x1(−2x3
2

+9x1x2x3 − 27x2
1x4 + (4(−x2

2 + 3x1x3)
3 + (−2x3

2 + 9x1x2x3 − 27x2
1x4)

2)1/2)1/3)

+x3/(2
2/3(−2x3

2 + 9x1x2x3 − 27x2
1x4 + (4(−x2

2 + 3x1x3)
3 + (−2x3

2 + 9x1x2x3

−27x2
1x4)

2)1/2)1/3)− (i31/3x3)/(2
2/3(−2x3

2 + 9x1x2x3 − 27x2
1x4 + (4(−x2

2

+3x1x3)
3 + (−2x3

2 + 9x1x2x3 − 27x2
1x4)

2)1/2)(1/3))− (−2x3
2 + 9x1x2x3

−27x2
1x4 + (4(−x2

2 + 3x1x3)
3 + (−2x3

2 + 9x1x2x3 − 27x2
1x4)

2)1/2))1/3/(6(21/3)x1)

−((i/2)(−2x3
2 + 9x1x2x3 − 27x2

1x4 + (4(−x2
2 + 3x1x3)

3 + (−2x3
2 + 9x1x2x3

−27x2
1x4)

2)1/2)1/3)/(21/331/2x1))
1/2;

(3.70)

31



±k3 = (−x2/(3x1)− x2
2/(3(2

2/3)x1(−2x3
2 + 9x1x2x3 − 27x2

1x4 + (4(−x2
2

+3x1x3)
3 + (−2x3

2 + 9x1x2x3 − 27x2
1x4)

2)1/2)1/3)− (ix2
2)/(2

2/331/2x1(−2x3
2

+9x1x2x3 − 27x2
1x4 + (4(−x2

2 + 3x1x3)
3 + (−2x3

2 + 9x1x2x3 − 27x2
1x4)

2)1/2)1/3)

+x3/(2
2/3(−2x3

2 + 9x1x2x3 − 27x2
1x4 + (4(−x2

2 + 3x1x3)
3 + (−2x3

2 + 9x1x2x3

−27x2
1x4)

2)1/2)1/3) + (i31/3x3)/(2
2/3(−2x3

2 + 9x1x2x3 − 27x2
1x4 + (4(−x2

2

+3x1x3)
3 + (−2x3

2 + 9x1x2x3 − 27x2
1x4)

2)1/2)(1/3))− (−2x3
2 + 9x1x2x3

−27x2
1x4 + (4(−x2

2 + 3x1x3)
3 + (−2x3

2 + 9x1x2x3 − 27x2
1x4)

2)1/2))1/3/(6(21/3)x1)

+((i/2)(−2x3
2 + 9x1x2x3 − 27x2

1x4 + (4(−x2
2 + 3x1x3)

3 + (−2x3
2 + 9x1x2x3

−27x2
1x4)

2)1/2)1/3)/(21/331/2x1))
1/2;

(3.71)

A partir da relação entre os deslocamentos nodais espectrais e o vetor a e d, pode-se
obter:

d = Hvp2(ω) (3.72)

onde

Hvp2(ω) =



r1 r2 r3 r4 r5 r6

1 1 1 1 1 1

−ik1 −ik2 −ik3 −ik4 −ik5 −ik6

e−ik1Lr1 e−ik2Lr2 e−ik3Lr3 e−ik4Lr4 e−ik5Lr5 e−ik6Lr6

e−ik1Lr1 e−ik2L e−ik3L e−ik4L e−ik5L e−ik6L

−ik1e
−ik1L −ik2e

−ik2L −ik3e
−ik3L −ik4e

−ik4L −ik5e
−ik5L −ik6e

−ik6L


A partir do entendimento da interação dinâmica de cada nó do elemento, é viável cons-

truir a matriz de rigidez dinâmica do elemento espectral da seguinte forma [Lee e Kim 2000,
Lee 2009, Moura 2020]:

Svp2(ω) = H−T
vp2(ω)D(ω)H−1

vp2(ω) (3.73)
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sendo

D(ω) = −EARKEgKR + EIK2EgK2 − iβ(K2EgKR

+RKEgK2)− ω2[ρA(Eg + REgR) + iα(KEgR + REgK)

−λKEgK] + iω[cA(Eg + REgR)− c1KEgK

+ic4(KEgR + REgK)]− FREgR

K2 = [K = diag(ki)]
2

Eg(ω) =

∫ L

0

eT (x, ω)e(x, ω)dx

(3.74)

Depois de definir a matriz de um elemento espectral Svp2(ω), é viável obter a matriz glo-
bal que representa uma viga discretizada com um número de elementos específico, utilizando
um procedimento de montagem semelhante ao utilizado no MEF [Moura 2020]. Assim, é
possível escrever a equação global como:

Svp2(ω)d(ω) = fc(ω) (3.75)

sendo
fc(ω) = Gvp2(ω)a (3.76)

A matriz global Gvp2(ω) contém as forças espectrais em todos os nós, permitindo a obten-
ção das relações entre os deslocamentos e as forças nodais de maneira semelhante à equação
3.39.

3.4 Circuito shunt

Baseando-se na teoria de acoplamento do circuito shunt apresentada por [Moura 2020],
nesta seção são discutidos os circuitos shunt utilizados para controlar as vibrações e a pro-
pagação de ondas. Além disso, são exploradas as convergências entre a energia mecânica
e elétrica relacionadas às formulações piezoelétricas e as impedâncias dos circuitos shunt.
Também são analisadas as relações dinâmicas nodais entre a estrutura e a conexão do circuito
shunt.

3.4.1 Acoplamento do circuito shunt

A modelagem matemática da conexão de um circuito shunt a um piezoelétrico é baseada
na ligação entre a energia elétrica e a deformação mecânica. A equação de movimento da
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viga-PZT com o circuito shunt pode ser descrita da seguinte forma [Moura 2020]:

EIw′′′′(t) + ρAẅ(t) + ΓV (t) = −αü′
b(t) + γẅ′′(t) (3.77)

EAu′′
b (t)− ρAüb(t) + ΓV (t) = −αẅ′(t) + βw′′′(t)

+Γẋ(t) + CT
p V (t) = I(t)

para Γ = A(h31/β
S
33)/LeC

T
p = A(CD

11 − h2
31β

S
33). A equação do movimento da viga-PZT

com o circuito shunt (3.77) pode ser adaptada para um movimento harmônico e transformada
para o domínio de frequência. Desta forma, o movimento harmônico aplicável às forças e
correntes generalizadas pode ser descrito por:

S(ω)d − SSH(ω)V (ω) = f(ω)iωSSH(d)d + iωCT
p V (ω) = I(ω) (3.78)

onde V (ω) representa a voltagem, f(ω) representa a força, I(ω) representa a cor-
rente enquanto no domínio espectral e x é o deslocamento nodal. Por não haver
energia elétrica alimentando o sistema e nem operadores derivativos, o circuito shunt
parte da relação entre corrente e impedâncias gerais dada por: ZEL(ω) = V (ω)/I(ω)

[Moura, Borges e Machado 2020]. Desta forma a equação 3.78 pode ser representada pela
expressão

[S(ω) + SSH ]d = f(ω) (3.79)

A matriz de rigidez dinâmica do circuito shunt é representada por SSH e é definida por:

SSH =



XNNw(x0;ω)

0

−XMNw(x0;ω)

−XNNw(x0;ω)

0

XMNw(x0;ω)


(3.80)

De acordo com a relação nodal da equação 3.34, o componente espectral W pode ser
substituído pela função de forma e pelo vetor de deslocamento ([Moura 2020]). Portanto, as
relações de forças e momentos nodais do piezoelétrico são expressas por:

Np =
k2
ijiωZ

ELbpd31Ep

1 + iωCt
pZ

EL
=XN Nw(x0;ω)d (3.81)

Mp =
k2
ijiωZ

ELhbpd31Ep

2 + 2iωCt
pZ

EL
=XM Nw(x0;ω)d (3.82)
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3.4.2 Modelagem piezoelétrica

A descrição da capacidade dos materiais piezoelétricos de converter energia mecânica
em energia elétrica e vice-versa pode ser realizada de maneira matricial, utilizando vetores
que representam as variáveis associadas [Jaffe, jr e Jaffe 1971, Hagood e Von Flotow 1991,
Moura 2020]. Para um piezoelétrico linear, a expressão geral que relaciona esses vetores em
sua forma matricial é: [

D

S

][
∈T d

dt sE

]
=

[
Ec

T

]
(3.83)

A equação geral para um material piezoelétrico pode ser deduzida ao empregar a transfor-
mada de Laplace na equação 3.84 e aplicar as correlações de corrente elétrica (I) e tensão
elétrica (V ), onde os termos possuem as seguintes representações: T representa o vetor de
tensão (N/m2), S o vetor de deformações materiais, ∈T a matriz com as constantes dielé-
tricas, D o deslocamento elétrico (C/m2), Ec o vetor do campo elétrico (V/m), d a matriz
de constantes piezoelétricas, sE a matriz de conformidade da piezocerâmica, o subscrito ()T

representa o valor da constante de tensão mecânica e o subscrito ()E o valor da constante de
campo elétrico. [

I

S

][
Y EL sAd

dtL
−1 sE

]
=

[
V

T

]
(3.84)

A correlação geral de admitância elétrica pode ser obtida a partir da soma de admitâncias,
onde o termo Y EL representa a admitância elétrica geral. A matriz A é uma matriz diagonal
das áreas das superfícies, a matriz L−1 é uma matriz diagonal de comprimentos piezoelétri-
cos e s é o parâmetro de Laplace.

Y EL = Y P + Y SH (3.85)

A relação entre tensões mecânicas e deformações é governada pela conformidade piezo-
elétrica com o circuito shunt, onde o termo Y SH corresponde à admitância do circuito
externo conectado ao piezoelétrico, e o termo Y P corresponde à admitância associada ao
piezoelétrico. Embora as admitâncias sejam inversamente proporcionais às impedâncias
(Y EL = 1/ZEL), elas são dependentes da relação de corrente do sistema [Moura 2020].

sSHjj = sEjj

[
1− k2

ijZ
EL

i

]
(3.86)

As relações de acoplamento e de impedância envolvem o termo sSHjj, que corresponde
à conformidade do circuito shunt acoplado à pastilha piezoelétrica, o termo Z

EL
i, que repre-

senta a matriz de impedância não dimensional obtida pela razão da impedância geral com a
impedância do piezoelétrico, e o termo k2ij = dij

√
sEjj ∈T

i , que representa o coeficiente de
acoplamento eletromecânico. O valor do módulo de Young da estrutura carregada na dire-
ção j e desviada na direção i é diretamente influenciado pelas relações de acoplamento e de
impedância, como demonstra a equação a seguir:
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Figura 3.4: Representação de circuito topográfico de piezoelétricos conectados com um re-
sistor na configuração Viga-PZT [Moura 2020].

ESH
jj = ED

jj

1− k2
ij

1− k2
ijZ

EL

i

(3.87)

A modificação dos coeficientes de módulo de Young pode influenciar as propriedades di-
nâmicas da estrutura. O termo ESHjj representa o módulo de Young do circuito shunt,
enquanto o termo EDjj representa o módulo de Young do material piezoelétrico. A integra-
ção do PZT à estrutura tem um efeito significativo em seu comportamento dinâmico, como
apontado por Forward [Forward 1979]. A Figura 3.4 mostra o circuito de uma viga acoplada
com um PZT, conhecida como Viga-PZT.

3.4.3 Impedâncias gerais do circuitos shunt

As capacitâncias piezoelétricas têm influência nas admitâncias totais, que podem ser
alteradas por diferentes configurações de circuito, como circuito aberto, curto-circuito ou
circuito shunt [Moura 2020]. Portanto, quando a força mecânica é constante, as impedâncias
associadas aos circuitos de circuito aberto e curto-circuito são determinadas.

CurtoZ
EL = 0, AbertoZ

EL = iωCT
p (3.88)

As impedâncias dos circuitos shunt estão sujeitas a dependências em relação à disposição
dos componentes utilizados. De modo geral, a classificação do circuito shunt pode ser feita
com base na predominância dos elementos resistivos, indutivos, capacitivos e de chavea-
mento [Moura 2020]. As impedâncias dos circuitos shunt estão associadas a uma frequência
de ressonância específica [Forward 1979]. Para circuitos em que predominam os componen-
tes resistivos, o fator de acoplamento e o valor da resistência são fatores que influenciam a
frequência sintonizada, conforme demonstra a seguinte relação:

ωR =

√
1− k2

ij

RCT
p

(3.89)

Para circuitos shunt em que os componentes indutivos predominam, a seguinte relação é
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utilizada para determinar a frequência sintonizada:

ωL =
1√
LCT

p

(3.90)

Algumas das principais topologias de circuitos shunt utilizados na literatura para promo-
ver os efeitos relacionados ao controle de vibração, ruído e propagação de onda são apresen-
tadas na Figura 3.5.

(a) (b) (c) (d)

(e) (f) (g) (h)

(i) (j)

Figura 3.5: Circuitos shunt: a) puro resistivo; b) puro indutivo; c) puro capacitivo; d) LC
série; e) LC paralelo; f) RL série; g) RL paralelo; h) RLC série; i) RLC paralelo; j) Circuito
multi-impedâncias. (Adaptado de [Moura 2020]).

Os retângulos tracejados presentes nos circuitos da Figura 3.5 representam os compo-
nentes piezoelétricos, enquanto que os demais componentes R, L e C correspondem aos
elementos externos de resistência, indutância e capacitância pertencentes ao circuito shunt.
Por sua vez, a Figura 3.5a ilustra um circuito shunt puramente resistivo, no qual a admitância
piezoelétrica Y P = iωCT

p é somada à admitância do shunt resistivo, resultando na seguinte
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relação geral de impedância resistiva:

ZEL =
1

iωCT
p + 1/R

(3.91)

Ao contrário do circuito puramente resistivo, o circuito puramente indutivo, apresentado
na Figura 3.5b, possui uma admitância shunt exclusivamente imaginária Y SH = 1/iωL.
Desconsiderando a resistência interna do componente piezoelétrico, tem-se uma impedância
geral indutiva exclusivamente imaginária, dada pela seguinte equação:

ZEL =
iωL

−ω2LCT
p + 1

(3.92)

O circuito puramente capacitivo ilustrado na Figura 3.5c se assemelha muito ao circuito
puramente indutivo, uma vez que ambos possuem parte real nula. No entanto, a admitância
desse circuito apresenta a mesma forma da admitância do componente piezoelétrico consi-
derado, o que sugere a seguinte relação de impedância geral capacitiva:

ZEL =
1

iωCT
p + iωC

(3.93)

Para os circuitos shunt que possuem elementos indutivos e capacitivos (LC), é estabe-
lecido um predominância de números complexos imaginários. Os circuitos mostrados nas
Figuras 3.5d e 3.5e apresentam faixas de controle associadas à frequência para a admitância
em série Y SH = 1/(iωL + 1/iωC) e em paralelo Y SH = 1/iωL + iωC. Com base nessas
admitâncias, as impedâncias gerais dos circuitos LC em série e paralelo podem ser expressas
da seguinte maneira:

SerieZ
EL =

iωL+ (1/iωC)

−ω2LCT
p + (iωCT

p /iωC) + 1
(3.94)

ParaleloZ
EL =

iωL

1− ω2LC − ω2LCT
p

(3.95)

Os circuitos shunt com componentes resistivos-indutivos (RL) são apresentados nas Fi-
guras 3.5f e 3.5g. Para a configuração em série, a admitância do circuito é dada por
Y SH = 1/(R+iωL) e para a configuração em paralelo, a admitância é Y SH = 1/iωL+1/R.
A partir dessas admitâncias, as impedâncias gerais para os circuitos RL em série e paralelo
podem ser expressas da seguinte forma:

SerieZ
EL =

(R + iωL)

1− ω2LCT
p − iωRCT

p

(3.96)

ParaleloZ
EL =

iωRL

iωL+R− ω2RLCT
p

(3.97)
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Algumas configurações de circuitos shunt ressonantes podem ser combinadas para
duplicar as impedâncias. No estudo de Airoldi e Ruzzene [Airoldi e Ruzzene 2011,
Ruzzene e Airoldi 2011], é proposta uma relação de impedância geral para dois circuitos
shunt ressonantes com base na seguinte configuração.

MultiZ
EL = Rj + iωLj +

n∑
k=1

ZSH (3.98)

As topologias de circuitos shunt ilustradas nas Figuras 3.5h e 3.5i possuem semelhanças
com os circuitos RL e LC, no entanto, todos os componentes presentes são passivos. As
admitâncias para a configuração em série Y SH = 1/(R+ iωL+1/C) e em paralelo Y SH =

1/R + 1/iωL+ iωC geram as respectivas relações de impedância.

SerieZ
EL =

R + iωL+ (1/iωC)

1 + ωCT
p (R + iωL+ (1/iωC))

(3.99)

ParaleloZ
EL =

iωL

iωL(iωCT
p + iωC) + (iωL/R) + 1

(3.100)

Por sua vez, a admitâncias do circuito multi-impedâncias (multishunt), ilustrado na fi-
gura 3.5j, geram uma uma impedância que pode ser representada por um somatório das
impedâncias de um circuito RL em série.

ZEL =
n∑

k=1

(R + iωL)

1− ω2LCT
p − iωRCT

p

(3.101)
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Capítulo 4

Resultados

Neste capítulo serão apresentados os resultados numéricos que ilustram o comportamento
dinâmico de uma viga acoplada com piezoelétricos de maneira periódica, de uma célula he-
xagonal composta por vigas acopladas com piezoelétricos e de uma placa honeycomb com-
posta por vigas acopladas com uma camada piezoelétrica visando controle e atenuação das
frequências da estrutura. O objetivo é analisar a eficácia do uso de controle passivo na vi-
bração de sistemas, além de investigar os efeitos que os diferentes tipos de circuitos shunt
geram no controle das estruturas analisadas e verificar a atenuação da vibração gerada por
esse tipo de metodologia em determinadas frequências de projeto.

4.1 Metaestrutura inteligente

A metaestrutura é composta por uma viga de alumínio acoplada com 7 piezoelétricos de
forma periódica, conforme ilustrado na Figura 4.1. As propriedades e geometrias adotadas
para os elementos viga e viga-PZT, a qual consiste de viga acoplada com uma camada pi-
ezoelétrica, são apresentadas na Tabela 4.1. As dimensões da estrutura foram extraídas do
trabalho de [Lee e Kim 2000, ] e [Moura, Borges e Machado 2020], e os resultados foram
validados através de associações entre as respostas obtidas neste trabalho e as apresentadas
na literatura.

Figura 4.1: Viga-PZT com arranjo de sensores em periodicidade.

Para a realização das simulações foi utilizado o software MATLAB, essas simulações
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Propriedades das vigas Propriedades dos piezoelétricos
Comprimento (mm) 754.38 754.38

Largura (mm) 12.7 12.7
Espessura (mm) 2.286 0.1

Módulo de Young (GPa) 71 14.5
Módulo de cisalhamento (GPa) 23 40

Densidade (Kg/m³) 2700 8060

Tabela 4.1: Propriedades e características geométricas da viga.

resultam em Funções de Respostas em Frequências(FRF). A faixa de frequência utilizada
nas simulações é de 1 à 2000 Hz, com passo de 1 Hz, e a estrutura analisada está em condição
de contorno tipo Livre-Livre na condição unimorfo.

Figura 4.2: Viga acoplada com piezoelétrico e viga-PZT-Shunt.

A metaestrutura apresentada na fig. 4.1 é modelada com elementos de viga e viga-Pzt em
um arranjo periódico, totalizando 14 elementos espectrais 15 nós com 3 graus de liberdade
(GDL) por nó, sendo 7 elementos do tipo viga e 7 viga-pzt. A fig. 4.2(esquerda) representa
a viga acoplada a uma camada de material piezoelétrico e na fig. 4.2(direita) é a viga-PZT
acoplada a um circuito do tipo shunt. Para validação do modelo comparou-se um a resposta
em receptância da uma viga simples, da metaestrutura com circuito aberto e em curto cir-
cuito. A FRF em receptância é estimada na extremidade direita da metaestrutura dada um
aplicação de uma força unitária na na extremidade oposta.

As FRFs da estrutura viga-PZT conectada ao circuito shunt são calculadas nas configu-
rações de curto-circuito (Z=0) e circuito aberto (Z = impedância natural do piezoelétrico).
Na comparação das FRFs mostrada na Figura 4.3 percebe-se a existência de uma alteração
na posição das frequências de ressonância e antirressonância da metaestutura para a viga
simples, o que remete ao efeito de aumento de rigidez e de massa na estrutura por causa
da adição da camada piezoelétrica. Observa-se um pequena diferença nas ressonância da
mestaestutura para os diferentes circuitos devido ao tipo do mesmo.É possível observar tam-
bém o efeito produzido pela periodicidade trazida pelo adição dos piezoelétricos, que gera
o aparecimento do efeito de Bragg na faixa de frequência de 1300 a 1800 Hz, algo que não
ocorre na estrutura simples. O efeito de Bragg está relacionado com o espalhamento de on-
das planas que incidem em um cristal fonônico exercendo assim efeitos difrativos da onda,
gerando assim uma obstrução para incidência da onda. Na faixa de frequência de Bragg não
há incidência de ondas elásticas e consequentemente há um isolamento da banda de vibração.
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Figura 4.3: Função de resposta em frequência em receptância da viga, mestaestutura com
circuito aberto e circuito em curto.

4.2 Efeito de circuitos shunt no controle da metaestrutura

Nesta seção serão analisados os efeitos de diferentes configurações de circuitos shunt
acoplados às pastilhas piezoelétricas da metaestrutura.

4.2.1 Circuito shunt resistivo

Com as impedâncias nas configurações shunt designadas em função da frequência, pode-
se estabelecer as relações nodais espectrais para se conectar cada impedância de circuito
shunt com um piezoelétrico da metaestrutura. A relação de amortecimento do circuito shunt
resistivo pode ser definida de acordo com o coeficiente de acoplamento kij , a capacitância
piezoelétrica CT

p , e a resistência R. Para realização da simulação do efeito do shunt resistivo
foram escolhidas a capacitância piezoelétrica CT

p = 250nF e duas resistências gerais com
os valores de 53Ω e 5300Ω.

As impedâncias gerais geradas no circuito shunt por esses valores de resistor estão ilus-
tradas na Figura 4.4, onde a conexão e influência das impedâncias geradas pelo circuito shunt
resistivo apresentam um decaimento em amplitude com o aumenta da banda de frequência
analisada. Na figura 4.5 são apresentadas as FRFs da estrutura Viga-PZT acoplada ao cir-
cuito shunt em condição resistiva. Na Figura 4.5a é ilustrado a FRF da Viga-PZT acoplada
com circuito shunt resistivo configurado com R = 53Ω, a FRF registra um amortecimento
tênue nos frequências naturais da estrutura. A FRF da viga-PZT com o circuito shunt resis-
tivo configurado com R = 5300Ω está ilustrado na Figura 4.5b, observa-se uma atenuação
das amplitudes das frequências de ressonância localizadas nas faixas de frequência iniciais.
A atenuação demonstrada pelas FRFs corroboram as curvas de impedância ilustradas no grá-
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(a) (b)

Figura 4.4: Impedância geral do circuito shunt resistivo puro. a) Resistor no valor de R =
53Ω; b) Resistor no valor de R = 5300Ω

(a) (b)

Figura 4.5: FRF da Viga-PZT acoplada com circuito shunt resistivo. a) Circuito shunt resis-
tivo com R = 53Ω; b) Circuito shunt resistivo com R = 5300Ω

fico de impedância resistiva (Figura 4.4), mostrando que a impedância gerada pelo circuito
resistivo influencia no amortecimento e decaimento da frequências de ressonância em baixas
frequências.

4.2.1.1 Circuito shunt indutivo

A análise da metaestrutura com circuito shunt puramente indutivo é feita utilizando dois
valores de indutor (L), L = 1.3095H e L = 0.1303H. As impedâncias gerais geradas no cir-
cuito shunt por esses valores de indutor estão ilustrados na Figura 4.6. Sendo a impedância
da Figura 4.6a utilizada para controle de frequências baixas e a impedância da Figura 4.6b
utilizada para a controle me frequências mais altas. Para a análise da influência das impedân-
cias geradas pelo circuito shunt indutivo é gerada as FRFs da estrutura, conforme mostrado
na Figura 4.7.

A FRF obtida com o valor de indutor L = 1.3095 H está ilustrada na Figura 4.7a, onde
verifica-se que com a adição da impedância indutiva no circuito shunt causa deslocamento
das frequências de ressonâncias iniciais, também se observa uma diminuição da amplitude
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(a) (b)

Figura 4.6: Impedância geral do circuito shunt indutivo puro. a) Indutor no valor de
L=1.3095H; b) Indutor no valor de L=0.1303H.

(a) (b)

Figura 4.7: FRF da Viga-PZT acoplada com circuito shunt indutivo. a) Circuito shunt indu-
tivo com L = 1.3095H; b) Circuito shunt indutivo com L = 0.1303H .

do pico de ressonância e o aparecimento de uma antirressonância na frequência em que o
circuito shunt indutivo está configurado para atuar. A FRF obtida utilizando o valor de indu-
tor L = 0.1303 H é representada pela Figura 4.7b, nela é possível observar que impedância
indutiva gerada pelo circuito faz com que o pico de ressonância na frequência sintonizada
se divida em duas frequências adjacentes, tornando a em duas frequências de ressonância de
menor amplitude. Também um deslocamento dos modos de vibrar da estrutura, porém, nesta
configuração os picos afetados são os de maior frequência.

4.2.1.2 Circuito Shunt capacitivo

Para o ensaio utilizando circuito puramente capacitivo foram utilizados os seguintes va-
lores de capacitor: C = −720nF e C = 2KnF . As impedâncias capacitivas geradas no
circuito shunt por esses valores de capacitor estão apresentadas na Figura 4.8, onde observa-
se um comportamento similar ao delta de Dirac, com uma amplitude máxima na frequência
inicial e zero nas restantes. Operando as impedâncias geradas pelo circuito shunt capacitivo
apresentadas na Figura 4.9 temos as FRFs do sistema.

A Figura 4.9a mostra a FRF da metaestrutura acoplada a um circuito shunt capacitivo
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(a) (b)

Figura 4.8: Impedância capacitiva do circuito shunt capacitivo. a) Capacitor no valor de
C = −720nF ; b) Capacitor no valor de C = 2KnF .

(a) (b)

Figura 4.9: VigaPZT conectada com circuito shunt capacitivo. a) FRF com shunt capacitivo
negativo de C = −720nF ; b)FRF com shunt Capacitivo de C = 2000nF .

negativo, a qual apresenta um pequeno deslocamento dos modos de vibrar da estrutura em
ralação a FRF do circuito aberto e em curto. A Figura 4.9b ilustra a FRF da metaestrutura
acoplada com circuito shunt capacitivo positivo, observa-se também um deslocamento de
algumas frequências naturais do sistema, com a capacitância positiva nota-se que seu modo
de vibrar é o mesmo que o circuito em sua configuração em curto. O fato de não haver
alterações significativas nas FRFs quando apenas a impedância capacitiva está atuando no
circuito shunt demonstra que sua influência nos modos de vibrar da estrutura é mínima.

4.2.1.3 Circuito Shunt LC

Um circuito LC é um modelo idealizado, pois assume que não há dissipação de energia
devido à resistência natural dos componentes do circuito, qualquer implementação prática de
um circuito LC sempre incluirá pequena perda resultante da resistência dos componentes e
fios de conexão. Para o estudo da influência do circuito shunt indutor-capacitor (LC) na me-
taestrutura, foram escolhidos os valores de indutor L=0.1303H e de capacitor C = 2KnF ,
as impedâncias indutivas-capacitivas geradas pelo circuito shunt LC são demonstradas na
Figura 4.10. Mesmo os valores de indutância e capacitância serem iguais para o circuito
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em série (4.10a) e em paralelo (4.10b). Os efeitos de cada configuração geram impedâncias
gerais com picos de diferentes amplitudes associadas com diferentes frequências, esse fenô-
meno acontece devido a influência que o indutor desempenha na capacitância do circuito
shunt.

(a) (b)

Figura 4.10: Impedância induto-capacitiva gerada pelo circuito shunt LC. a) Circuito shunt
LC em série ; b) Circuito shunt LC em paralelo.

(a) (b)

Figura 4.11: Viga-PZT conectada com um circuito shunt indutor-capacitor (LC). a) FRF com
circuito shunt LC em série; b) FRF com circuito shunt LC em paralelo.

Operando as impedâncias indutivas-capacitivas geradas no circuito shunt LC (4.10) na
metaestrutura, obtemos as FRFs ilustradas na Figura 4.11. A metaestrutura acoplada com
circuito shunt LC em série está ilustrada na Figura 4.11a, nota-se a supressão das frequências
de ressonância e um comportamento praticamente idêntico ao observado na configuração de
circuito puramente indutivo, onde há sutil deslocamento dos modos de vibrar e a duplicação
do pico de ressonância no qual o circuito está sintonizado. Esse comportamento similar
é explicado devido influência quase nula que o capacitor acrescenta ao sistema. Em sua
configuração em paralelo, ilustrado na Figura 4.11b não é induzida mudanças na FRF da
estrutura, isso indica que na configuração em paralelo pode adicionar um efeito de circuito
em curto-circuito.

46



4.2.1.4 Circuito Shunt RL

Os circuitos shunt Resistor-Indutor (RL) possuem características que viabilizam seu uso
para atenuação de vibrações em uma frequência desejada. A impedância geral do circuito
shunt RL pode ser calculada através da soma do circuito shunt resistor puro (4.4) e indutor
puro (4.6). Para o cálculo da impedância foram utilizados valores de indutor L=0.1303H e
valores de resistor R = 53Ω, as impedâncias gerais do circuito shunt RL estão ilustradas na
Figura 4.12.

O circuito shunt RL configurado em série, ilustrado na Figura 4.12a, apresenta uma im-
pedância análoga à observada em circuitos shunt indutivos (4.27), porém no circuito shunt
RL a amplitude da impedância está atrelada ao valor do resistor (R). Em sua configuração em
paralelo, ilustrado na Figura (4.12b) o circuito shunt RL apresenta uma impedância parecida
à observada em circuitos shunt resistivos (4.4), porém sem apresentar a queda da impedância
conforme o aumento da frequência.

(a) (b)

Figura 4.12: Impedância Resistiva-Indutiva do circuito shunt RL. a) Circuito shunt RL em
série; b) Circuito shunt RL em paralelo.

(a) (b)

Figura 4.13: Viga-PZT acoplada com uma e duas camadas de circuito shunt resistor-indutor
(RL). a) FRF com uma camada de shunt RL em série; b) FRF com duas camadas de shunt
RL em paralelo.

Operando as impedâncias do circuito shunt RL na metaestrutura, obtemos as FRFs da
mesma, onde para circuito RL em sua configuração em série a FRF está ilustrada na Fi-
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gura 4.13a. Observa-se que o pico de ressonância no qual o circuito está configurado para
atuar apresenta visível atenuação de sua amplitude; Já em paralelo (4.13b), nota-se que não
houve mudanças significantes, indicando que o circuito apresenta reflete a condição de curto-
circuito.

4.2.1.5 Circuito Shunt RLC

Os circuitos shunt resistivo-indutivo-capacitivo (RLC) são também conhecidos como cir-
cuitos shunt ressonantes, a diferença entre um circuito RL e um RLC está na capacidade que
o circuito RLC possui de ajustar a rigidez, onde circuito RL é limitado a capacitância pie-
zoelétrica Ct

p o circuito RLC é limitado a seu próprio capacitor Csh. Para esta análise, as
impedâncias gerais do circuito RLC em série e paralelo utilizam os valores de indutor L =
0.1303H, resistor R = 53Ω e capacitor C = 2KnF . Na Figura 4.14 estão representadas as
impedâncias do circuito shunt RLC.

(a) (b)

Figura 4.14: Impedância geral do circuito shunt resistivo-indutivo-capacitivo (RLC). a) Cir-
cuito shunt RLC em série; b) Circuito shunt RLC em paralelo.

O circuito shunt RLC configurado em série, ilustrado na Figura 4.14a, e em paralelo,
ilustrado na Figura 4.14b apresenta uma impedância similar à observada em circuitos shunt
RL(4.12). Operando as impedâncias do circuito shunt RLC na metaestrutura, obtemos as
FRFs do sistema.

O efeito de atenuação causado pela atuação do circuito shunt RLC configurado série é
demonstrado na figura 4.15a, nota-se que a atenuação proveniente do circuito shunt RLC
acontece de maneira muito similar à atenuação registrada na análise com circuito shunt RL.
Da mesma maneira, os efeitos do circuito RLC demonstrados na Figura 4.15b seguem o
mesmo padrão de semelhança. Significando que na condição especificada nos testes, o ca-
pacitor C = 2KnF não possuí influência significativa na forma de vibrar da estrutura.
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(a) (b)

Figura 4.15: Célula hexagonal-PZT acoplada com uma e duas camadas de circuito shunt
resistor-indutor-capacitor (RLC). a) FRF com uma camada de shunt RLC; b) FRF com duas
camadas de shunt RLC.

4.2.1.6 Configuração Rainbow

A metaestrutura configurada no arranjo gradiente ou rainbow considera que frequência
de sintonia de cada circuito shunt acoplado aos sensores piezoelétricos da disposta seguindo
uma função do espaço suave e gradualmente variável. A vantagem no uso deste arranjo
é o alargamento da banda de isolamento. Os circuitos utilizados neste estudo são do tipo
shunt RL (4.2.1.4). Nesta análise a faixa de frequência determinada para a configuração dos
piezoelétricos é de 800 à 860 Hz, conforme ilustrado na figura 4.16, onde cada PZT-shunt
em atuação é identificado por uma cor para melhor identificação de cada frequência atuante
conforme proposto por [Cardella, Celli e Gonella 2016].

Figura 4.16: Faixa de atuação das impedâncias do rainbow no modo de vibrar da Viga-PZT.

A figura 4.17a ilustra a atuação do primeiro piezoelétrico conectado com circuito shunt,
identificado pela cor vermelha e sintonizado para atuar na frequência 800 Hz. Por estar atu-
ando sozinho seu efeito de atenuação na resposta do sistema é baixo, gerando apenas uma
leve atenuação no modo de vibrar da estrutura. A figura 4.17b ilustra a FRF com a atuação de
dois piezoelétricos conectado com circuito shunt, sendo este segundo sintonizado em 810 Hz
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g)

Figura 4.17: Aplicação da configuração rainbow na viga-PZT. a) Atuação do primeiro piezo-
elétrico (Vermelho); b) Atuação do segundo piezoelétrico (Laranja); c) Atuação do terceiro
piezoelétrico (Amarelo); d) Atuação do quarto piezoelétrico (Verde); e) Atuação do quinto
piezoelétrico (Azul); f) Atuação do sexto piezoelétrico (Roxo); g) Atuação do sétimo piezo-
elétrico (Rosa).

e identificado pela cor laranja. Com dois piezos atuando nota-se uma atenuação intensa do
pico de ressonância, praticamente anulando-o. A figura 4.17c demonstra a FRF da estrutura
com três piezoelétricos conectados com circuito shunt atuando, o terceiro circuito é identifi-
cado pela cor amarela e atua na frequência 820 Hz, com os 3 circuitos ativos percebe-se que
o pico de ressonância anterior também começa a sofrer atenuação de sua amplitude. As figu-
ras 4.17d, 4.17e, 4.17f, ilustram a FRF com a atuação do quarto, quinto e sexto piezoelétrico
conectados com circuito shunt, sendo eles configurados para atuar nas frequências 830 Hz,
840 Hz e 850 Hz e representados pelas cores verde, azul e roxo, respectivamente. A atuação
desses piezoelétricos faz com que haja a formação de uma anti-ressonância. A figura 4.17g
demonstra a FRF da estrutura com todos os piezoelétricos conectados com circuito shunt
atuando, sendo o último sintonizado para atuar na frequência 860 Hz e representado pela
cor rosa. A atuação de cada elemento piezoelétrico com circuito shunt configurado de forma
individual para atuar em frequências especificas faz com que um ocorra excelente grau de
atenuação de vibrações na faixa e frequência escolhida.
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4.2.1.7 Atenuação em múltiplos modos

A aplicação da configuração das multi-impedâncias, também chamada de multishunt, é
abordada de forma similar à configuração rainbow (4.2.1.6), pois também há a configuração
individual de cada piezoelétrico conectado com circuito shunt RL. A diferença se dá no
valor da impedância geral do circuito shunt de cada piezoelétrico, na configuração de multi-
impedâncias cada circuito shunt individual é configurado para atuar em múltiplos picos de
frequências da estrutura, sendo assim possível obter sua FRF, como ilustrada na Figura 4.18.

Figura 4.18: Atuação das multi-impedâncias no modo de vibrar da Viga-PZT.

Na Figura 4.18 demonstra os efeitos da configuração de multi-impedâncias no modo de
vibrar da metaestrutura. Nota-se que as frequências de ressonâncias sintonizados sofreram
forte atenuação, junto da formação de anti-ressonâncias nas frequências presentes na faixa de
300 Hz a 750 Hz. A utilização de multi-impedâncias gera atenuação acentuada e abrangente
na vibração da estrutura.

4.3 Análise dinâmica de uma placa honeycomb

A placa honeycomb é composta por um conjunto de nove células hexagonais com di-
mensões ilustradas na Figura 4.19, onde cada célula é composta por seis elementos viga. A
Tabela 4.2 expõe as características geométricas e propriedades estruturais adotadas para os
elementos viga que constituem a placa honeycomb.

Para a aplicação do modelo numérico utilizando o Método dos Elementos Espectrais
(MEE) é necessário ser feita a sua validação de sua precisão e acurácia. Esta validação foi
feita através de um estudo comparativo entre os resultados gerados pelo MEE com resul-
tados gerados pelo Método dos Elementos Finitos (MEF). Os resultados utilizando MEF
foram obtidos através do software ANSYS Mechanical APDL e os resultados utilizando o
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Figura 4.19: Dimensões da Placa honeycomb composta por elementos viga.

Propriedades Viga
Comprimento (mm) 754,38
Largura (mm) 12,7
Espessura (mm) 2,286
Módulo de Young (GPa) 71
Módulo de cisalhamento (GPa) 23
Densidade (Kg/m³) 2700

Tabela 4.2: Propriedades e características geométricas das vigas.

MEE foram obtidos através da implementação do código no software MatLab. A análise
da metaestrutura utilizando esses métodos resultam nas FRFs do sistema. A discretização
da frequência adotada para a célula hexagonal singular compreende uma faixa de 1 a 400
Hz, com passo de 0.1 Hz, e a discretização da frequência adotada para a placa honeycomb
compreende uma faixa de 1 a 10 Hz, com passo de 0.1 Hz. As estruturas analisadas estão
em condições de contorno do tipo livre-livre e consistem em variações envolvendo vigas de
alumínio.

4.3.1 Célula Hexagonal

A Figure 4.20 ilustra uma célula hexagonal unitária, o ponto amarelo, de coordenadas-
x,y (0, 1.13), representa o ponto de medição onde uma excitação unitária na vertical (y) é
imposta.
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Figura 4.20: Célula hexagonal composta por vigas.

Frequências de ressonância (Hz)
Modos

MEF MEE
1° 3,2 3,5
2° 7,6 7,1
3° 9,6 9,3
4° 16 -
5° 21,2 21,2
6° 22,8 25
7° - 32,5
8° - 37,4
9° 40,1 -

10° 42,9 -
11° 58,7 58,4
12° - 64,8
13° 72,9 -
14° - 76,7
15° 85,9 84,1

Tabela 4.3: Comparação das frequências de ressonância da célula hexagonal obtidas pelo
MEF e pelo MEE.

Para a validação da metodologia utilizando MEE, foi realizado um estudo comparativo
entre o MEE e MEF, ambos utilizados para determinar as frequências de ressonância de uma
estrutura. As vinte primeiras frequências de ressonância foram selecionadas e comparadas
para avaliar a concordância entre os resultados gerados pelos dois métodos. A Tabela 4.3
exibe as vinte primeiras frequências de ressonância obtidas pelos métodos.

Os resultados obtidos a partir da comparação entre o MEF e o MEE indicam que ambos
os métodos foram capazes de identificar um número igual de frequências de ressonância.
Além disso, foi observado que as frequências identificadas pelos dois métodos possuem valo-
res próximos entre si, sugerindo que ambos são eficazes na determinação desses parâmetros
estruturais. Também foi constatado que cada método foi capaz de identificar frequências úni-
cas, o que pode ser atribuído às diferenças nos algoritmos e abordagens utilizados em cada
técnica. É importante notar que a identificação de frequências de ressonância exclusivas por
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cada método pode fornecer informações adicionais sobre as características da estrutura, per-
mitindo uma avaliação mais completa e precisa de seu comportamento dinâmico. A figura
4.21 permite visualizar uma comparação entre as FRFs obtidas a partir dos métodos MEE
e MEF. Nela é possível observar a similaridade nas frequências de ressonância identificadas
pelos dois métodos, bem como as frequências únicas identificadas por cada técnica.

Figura 4.21: Comparação das FRFs obtidas pelo MEE e MEF do ponto amarelo na célula
hexagonal

4.3.2 Placa Honeycomb

A Figura 4.22 ilustra a placa honeycomb composta por 36 vigas, o ponto amarelo (3.919,
3.394) representa o ponto de medição onde uma excitação unitária na vertical é imposta.
De forma similar à célula hexagonal, um estudo comparativo entre o método dos elementos
espectrais e a método dos elementos finitos é apresentado. Para a análise comparativa, foram
extraídas as quinze primeiras frequências de ressonância utilizando tanto o método MEE
quanto o MEF, e apresentadas na Tabela 4.4. Essa abordagem é comumente utilizada para
avaliar a precisão e a acurácia dos resultados obtidos pelos diferentes métodos de análise
estrutural, além de ser usado para a validação do modelo em MEE.

Os resultados obtidos a partir da análise comparativa das quinze primeiras frequências
de ressonância obtidas pelo MEF e MEE indicam que ambos os métodos apresentam preci-
são na identificação desses parâmetros modais, com frequências bem próximas entre si. No
entanto, foi observado que o MEE foi capaz de identificar um número maior de frequências
de ressonância em relação ao MEF. A falta da identificação de frequências de ressonância

54



Figura 4.22: Placa honeycomb.

pode ser atribuída ao ponto de excitação e medição escolhidos para a análise, o que pode
causar a não excitação de alguns modos. Apesar disso, a análise permitiu confirmar que o
MEE obteve um desempenho superior na estimação das frequências de ressonância, tendo
em vista que falhou em estimar apenas três frequências de ressonância. Esse estudo com-
parativo realizado é importante para orientar a escolha do método de análise estrutural mais
adequado para a avaliação de determinadas estruturas, bem como para auxiliar na identifica-
ção de possíveis limitações e fontes de erro associadas aos métodos utilizados.

Figura 4.23: Comparação das FRFs obtidas pelo MEE e MEF do ponto amarelo na placa
honeycomb

As FRFs da placa honeycomb mostradas na Figura 4.23 foram calculadas usando o MEE
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Frequência de Ressonância (Hz)
Modo

FEM SEM
1° 0.37 -
2° 0.43 0.42
3° 0.57 0.52
4° 0.87 0.91
5° 0.97 0.97
6° - 1.25
7° - 1.48
8° - 1.53
9° 1.62 1.74

10° 1.79 1.80
11° 2.01 -
12° - 2.35
13° 2.48 2.43
14° - 2.64
15° 2.97 -

Tabela 4.4: Comparação entre modos de vibrar obtidos pelo MEF e pelos modos obtidos
pelo MEE da Placa Honeycomb.

e o MEF no ponto amarelo (3.919, 3.394). A Figura 4.23 compara as FRFs obtidas utili-
zando MEE e MEF, é possível observar a proximidade dos resultados obtidos por ambos os
métodos. Essa análise permite concluir que o MEE tem uma maior sensibilidade e precisão
em sistemas que apresentam alta densidade modal, como é o caso da placa honeycomb. Essa
conclusão é respaldada pelo fato de que o MEE foi capaz de identificar um maior número de
frequências de ressonância da estrutura, evidenciando sua capacidade de análise detalhada e
identificação precisa dos parâmetros dinâmicos da estrutura.

4.4 Controle de vibração da estrutura honeycomb

Nesta seção, são apresentadas as variações dos elementos de viga da placa honeycomb
acoplada com piezoelétricos conectados em circuitos shunt, a forma de acoplamento do cir-
cuito shunt está representada na Figura 4.24. As propriedades dos materiais piezoelétricos
estão apresentadas na tabela 4.5.

Propriedades dos piezoelétricos
Comprimento (mm) 754.38
Largura (mm) 12.7
Espessura (mm) 2.286
Módulo de Young (GPa) 14.5
Módulo de cisalhamento (GPa) 40
Densidade (Kg/m³) 8060

Tabela 4.5: Propriedades e características geométricas dos piezoelétricos.
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4.4.1 Célula hexagonal

A célula hexagonal acoplada com piezoelétricos está representada na Figura 4.24. A
análise do controle na estrutura hexagonal será feita a partir de camadas, sendo cada camada
de piezoelétricos adicionada nas vigas horizontais. O acoplamento de PZTs nas vigas na
posição horizontal não se faz necessário pois não afeta significativamente a estrutura. As
FRFs da célula hexagonal-PZT sem PZT e conectada ao circuito shunt nas configurações de
curto-circuito e circuito aberto estão representadas na Figura 4.25.

Figura 4.24: Célula hexagonal acoplada com pastilhas piezoelétricas.

(a) (b)

Figura 4.25: Comparação das FRFs da célula hexagonal-PZT sem PZTs, em Curto-Circuito
e Aberto. a) Célula hexagonal-PZT com duas camada de PZT; b) Célula hexagonal-PZT
com duas camadas de PZT

Observando a Figura 4.25, é possível notar alteração no modo de vibrar da estrutura
conforme se adicionam as camadas de piezoelétricos conectados à um circuito shunt. Essa
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alteração no modo de vibrar da estrutura é devido à adição de massa e rigidez proveniente
dos piezoelétricos.

Controle de vibração por circuito shunt resistivo

A aplicação do circuito shunt resistivo segue a mesma metodologia da implementada
na Viga-PZT (4.2.1), onde utiliza-se duas resistências gerais, sendo a primeira de 53Ω e
a segunda de 5300Ω. A impedância geral do circuito shunt resistivo está representado na
Figura 4.4. Com a aplicação desta impedância no circuito, foi-se obtida a FRF da estrutura,
conforme ilustrado na Figura 4.26.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.26: FRF da Célula hexagonal-PZT acoplada com circuito shunt resistivo. a) Cir-
cuito shunt resistivo com uma camada e R = 53Ω; b) Circuito shunt resistivo com duas
camadas e R = 53Ω; c) Circuito shunt resistivo com uma camada e R = 5300Ω; d) Circuito
shunt resistivo com duas camadas e R = 5300Ω

Na Figura 4.26 são apresentadas as FRFs da estrutura hexagonal-pzt acoplada ao cir-
cuito shunt em condição puramente resistiva. Na Figura 4.26a onde uma camada de circuito
shunt resistivo R = 53Ω é acoplado nas vigas da estrutura hexagonal, a FRF registra um
amortecimento sutil nas frequências 439 Hz, 733 Hz e 1940 Hz. Nota-se também o aumento
de algumas frequências de ressonância, como por exemplo as frequências: 1148 Hz e 1326
Hz. A FRF da célula hexagonal-pzt com duas camadas de piezoelétricos está apresentada
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na Figura 4.26b, pode-se observar um amortecimento geral no modo de vibrar da estrutura,
nota-se também um aumento da quantidade de frequências de ressonância, isso ocorre de-
vido ao acréscimo de rigidez oriundo das camadas piezoelétricas. Nas Figuras 4.26c e 4.26d
é apresentado as FRFs da célula hexagonal com uma e duas camadas, respectivamente, de
piezoelétricos com circuito shunt resistivo configurado para R = 5300Ω. Nesta configu-
ração fica evidente a presença do efeito de atenuação gerado pelo circuito shunt resistivo,
principalmente nas frequências mais baixas da estrutura, que corrobora os gráficos de impe-
dância geral (4.4). A aplicação do cirtuito shunt resistivo é correspondente a um efeito de
amortecimento estrutural, e a sua taxa de amotecimento é proporcional ao valor do resistor.

Controle de vibração por circuito shunt indutivo

Para a análise da célula hexagonal-PZT com circuito shunt puramente indutivo é utilizado
dois valores de indutor (L), sendo o primeiro valor de indutor L = 0.2271H configurado
para um pico de ressonância na configuração de 1 camada de piezoelétricos acoplados e
o segundo valor, L = 0.0858H configurado para um pico de ressonância na configuração
com 2 camadas de piezoelétricos. As impedâncias gerais geradas no circuito shunt por esses
valores de indutor estão ilustrados na Figura 4.27.

(a) (b)

Figura 4.27: Impedância geral do circuito shunt indutivo aplicado na célula hexagonal-PZT.
a) Indutor no valor de L = 0.5234H; b) Indutor no valor de L = 0.02271H

Operando as impedâncias apresentadas na Figura 4.27 na célula hexagonal-PZT, sendo
a impedância da Figura 4.27a utilizada para a configuração de 1 camada e a impedância da
Figura 4.27b utilizada para a configuração de 2 camadas, obtém-se as FRFs da estrutura,
conforme mostrado na Figura 4.28.

A configuração com uma camada de piezoelétricos está representada na Figura 4.28a,
onde podemos observar que com a adição da impedância indutiva no circuito shunt, na
frequência em que as impedância do circuito indutivo correspondente foi sintonizado houve
a supressão do pico de ressonância e o aparecimento de uma anti-ressonância em seu lu-
gar, há também o decremento da amplitude do pico de ressonância presente em 264 Hz. A
configuração com duas camadas de piezoelétricos é representada na Figura 4.28b, é possível
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(a) (b)

Figura 4.28: FRF da célula hexagonal-PZT acoplada com circuito shunt indutivo. a) Circuito
shunt indutivo com L = 0.5234H; b) Circuito shunt indutivo com L = 0.2271H .

observar alterações no modo de vibrar da estrutura, como o deslocamento das frequências de
ressonância e o aparecimento de uma anti-ressonância na frequência de atuação do indutor
(L). Nota-se ainda que diferentemente da configuração com uma camada de PZT, aqui não
houve amortecimento do nenhuma frequência de ressonância. É interessante notar as altera-
ções no modo de vibrar da estrutura devido à adição de rigidez, resultante da adição de mais
uma camada de piezoelétricos acoplados com circuito shunt indutivo.

Controle de vibração por circuito shunt capacitivo

A análise utilizando circuito puramente capacitivo aplicado à célula hexagonal-PZT foi
feita de maneira similar à análise do circuito shunt capacitivo aplicado à viga-PZT (4.2.1.2),
utilizando valores de capacitor (C) no valor de C = −720nF e C = 2KnF . As impedâncias
no circuito shunt produzida por esses valores de capacitor estão apresentadas na Figura 4.8.

Operando as impedâncias apresentadas na Figura 4.8 na célula hexagonal-PZT, obtemos
as FRFs do sistema. A Figura 4.29a mostra a FRF da célula hexagonal-PZT acoplada com
uma camada de circuito shunt capacitivo negativo, observa-se um sutil deslocamento dos
modos de vibrar da estrutura e a uma pequena diminuição no pico de ressonância localizado
em 264 Hz. A Figura 4.29b mostra a FRF da célula hexagonal-PZT acoplada com duas
camadas de circuito shunt capacitivo negativo, há também o deslocamento dos modos de
vibrar da estrutura e o surgimento de uma anti-ressonância próxima à faixa de frequência
de 100 Hz. A Figura 4.29c e a Figura 4.29d ilustram as FRFs da célula hexagonal-PZT
acoplada com uma camada de circuito shunt capacitivo positivo e duas camadas de circuito
shunt capacitivo positivo, respectivamente. Observa-se que não há alterações significativas
no modo de vibrar da estrutura quando submetida à atuação de um circuito shunt capacitivo
positivo.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.29: Célula hexagonal-PZT conectada com circuito shunt capacitivo puro. a) FRF
com uma camada de shunt capacitivo negativo de C = −720nF ; b)FRF com duas camadas
de shunt Capacitivo negativo de C = −720nF ; c) FRF com uma camada de shunt Capacitivo
no valor de C = 2KnF ; d) FRF com duas camadas de Shunt Capacitivo no valor de C =
2KnF

Controle de vibração por circuito shunt LC

Para análise dos efeitos do circuito shunt indutor-capacitor (LC) na célula hexagonal-
PZT foram escolhidos os valores de L = 0.2271H e C = 2KuF , as impedâncias gerais
geradas no circuito shunt LC por esses valores são demonstradas na Figura 4.30.

(a) (b)

Figura 4.30: Impedância geral do circuito shunt indutivo-capacitivo (LC) aplicado à célula
hexagonal-PZT. a) Circuito shunt LC em série ; b) Circuito shunt LC em paralelo.
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Apesar de valores dos componentes de indutância (L) e capacitância (C) serem iguais
para o circuito em série (4.30a) e em paralelo (4.30b), os efeitos de cada configuração ge-
ram impedâncias gerais com frequências de diferentes amplitudes associadas com diferentes
frequências, isso ocorre devido a influência que a capacitância piezoelétrica (Ct

p) desempe-
nha na capacitância do circuito shunt. Operando as impedâncias gerais geradas no circuito
shunt LC (4.30) na célula hexagonal-PZT acoplada com uma e duas camadas piezoelétricas,
obtemos as FRFs ilustradas na Figura 4.31.

(a) (b)

Figura 4.31: Célula hexagonal-PZT conectada com uma e duas camadas de circuito shunt
indutor-capacitor (LC) aplicado à célula hexagonal-PZT. a) FRF com uma camada de shunt
LC em série; b) FRF com duas camadas de shunt LC em paralelo.

A célula hexagonal-PZT acoplada com uma camada de circuito shunt LC em série e
em paralelo está representada na Figura 4.31a, quando configurado em série (Linha Azul)
observamos que ele afeta principalmente a frequência de ressonância presente em 487 Hz,
fazendo com que essa frequência se desloque e duplique; Quando configurado em paralelo
(Linha Rosa) podemos observar o surgimento de um novo pico de frequência, localizado
em 226 Hz, acompanhada do surgimento de duas anti-ressonâncias entre a faixa 220 Hz
e 270 Hz. A figura 4.31b demonstra a resposta da estrutura com duas camadas de circuito
shunt LC em série e em paralelo, em sua configuração em série (Linha Azul) observamos um
comportamento similar ao de uma camada, porém, neste caso houve o surgimento de apenas
um novo pico de frequência e o surgimento de uma anti-ressonância. Quando configurado
em paralelo (Linha rosa), também nota-se um comportamento similar à aplicação com uma
camada, onde temos na faixa entre 200 Hz e 280 Hz o surgimento de um pico de frequência
e de duas anti-ressonâncias. Em ambas configurações os efeitos de supressão de vibração
atuarem exatamente nas frequências configuradas, conforme indicadas na Figura 4.30.

Controle de vibração por circuito shunt RL

Para o cálculo da impedância foram utilizados valores de indutor L = 0.2271H e valores
de resistor R = 53Ω, as impedâncias gerais do circuito shunt RL estão ilustradas na Figura
4.32.
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(a) (b)

Figura 4.32: Impedância geral do circuito shunt resistivo indutivo (RL). a) Circuito shunt
RL em série; b) Circuito shunt RL em paralelo.

(a) (b)

Figura 4.33: Célula hexagonal-PZT acoplada com circuito shunt resistor-indutor (RL). a)
FRF com uma camada de shunt RL; b) FRF com duas camadas de shunt RL.

Operando as impedâncias do circuito shunt RL na célula hexagonal-PZT, obtemos as
FRFs do sistema. A FRF da célula hexagonal-PZT acoplada com uma camada piezoelétrica
está representada pela Figura 4.33a, em sua configuração em série (linha azul) observa-se
que as picos de frequência presentes na faixa entre 380 Hz e 750 Hz sofreram considerável
atenuação, demonstrando que a eficiência da atenuação resultante do circuito shunt RL. Já
em paralelo (linha rosa), não houve mudanças significantes. A figura 4.33b demonstra a res-
posta da estrutura acoplada com duas camadas de circuito shunt RL em série e em paralelo,
enquanto configurada em série (Linha azul) observa-se novamente forte atenuação das vi-
brações entre as frequências 380 Hz e 750 Hz, reforçando a eficiência do circuito shunt RL.
Já em sua configuração em paralelo, novamente não é observado mudanças significantes,
apenas uma leve diminuição da amplitude de alguns picos de frequência.

Controle de vibração por circuito shunt RLC

Para calcular as impedâncias gerais do circuito RLC em série e paralelo utilizam os
valores de indutor L = 0.02271 H, resistor R = 53Ω e capacitor C = 2uF . Na Figura 4.34
estão representadas as impedâncias do circuito shunt RLC.
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(a) (b)

Figura 4.34: Impedância geral do circuito shunt resistivo indutivo capacitivo (RLC) aplicado
à célula hexagonal-PZT. a) Circuito shunt RLC em série; b) Circuito shunt RLC em paralelo.

(a) (b)

Figura 4.35: Célula hexagonal-PZT acoplada com circuito shunt resistivo-indutivo-
capacitivo (RLC). a) FRF com uma camada de shunt RLC; b) FRF com duas camadas de
shunt RLC.

Conforme observado na análise da Viga-PZT, o circuito shunt RLC apresenta uma impe-
dância igual à observada em circuitos shunt RL(4.32). Operando as impedâncias do circuito
shunt RL na célula hexagonal-PZT, obtemos as FRFs do sistema ilustradas na Figura 4.35.
O efeito de atenuação causado pelo circuito shunt RLC configurado série e em paralelo é
demonstrado na Figura 4.35a, que ilustra a resposta da estrutura acoplada com uma camada
de circuito shunt RLC em série e em paralelo. A figura 4.35b representa a resposta da estru-
tura acoplada com duas camadas de circuito shunt RLC em série e em paralelo. O controle
e atenuação do modo de vibrar da estrutura, proveniente do circuito shunt RLC, acontece
de maneira quase idêntica à atenuação registrada na análise com circuito shunt RL. Isso in-
dica que na condição especificada nos testes, o capacitor C = 2uF não possuí influência
significativa na atuação do circuito.

Controle de vibração por circuito shunt na configuração rainbow

A configuração rainbow na célula hexagonal-PZT será aplicada de maneira similar à
aplicada na metaestrutura, porém neste caso da célula hexagonal-PZT, por termos apenas
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duas camadas de piezoelétricos na estrutura, serão utilizadas apenas duas frequências para
serem sintonizadas no circuito. A figura 4.36 ilustra as duas formas, vertical e horizontal, que
podem ser utilizadas para aplicar a configuração rainbow na célula hexagonal-PZT, Nesta
análise a faixa de frequência determinada para a configuração dos piezoelétricos é de 480
Hz a 500 Hz, cada PZT em atuação é identificado por uma cor, para melhor identificação de
cada frequência atuante.

(a) (b)

Figura 4.36: Formas de aplicação da configuração rainbow na célula hexagonal. a) Rainbow
em sua configuração vertical; b) Rainbow em sua configuração horizontal.

A figura 4.37 ilustra a aplicação da configuração rainbow. A Figura 4.37a demonstra
a atuação da primeira camada de piezoelétricos conectados com circuito shunt em sua for-
mação horizontal, estes estão representados pela cor vermelha e sintonizados para atuar na
frequência 480 Hz, é possível observar que a atuação deste piezoelétrico gera visível ate-
nuação das vibrações na faixa de frequência entre 230 e 600 Hz. A Figura 4.37b ilustra a
atuação da primeira e segunda camadas de piezoelétricos com circuito shunt na horizontal,
identificado pela cor laranja e sintonizado para atuar em 500 Hz, nota-se que a atenuação
de vibrações se mantém similar à com uma camada, porém, com o surgimento de anti-
ressonâncias. A figura 4.37c ilustra a atuação de uma camada de piezoelétricos com circuito
shunt em sua formação vertical, representado pela cor vermelho e sintonizado para atuar em
480 Hz. A Figura 4.37d demonstra a atuação das duas camadas de piezoelétricos conectados
com circuito shunt em vertical, simbolizados pela cor laranja e sintonizados em 500 Hz. Ob-
servando a atuação de ambas camadas verticais nota-se que seu comportamento de controle
e atenuação de vibrações da estrutura é muito semelhante ao da configuração horizontal, in-
dicando que para a célula hexagonal-PZT a escolha da formação das camadas rainbow não
possui influencia significativa.

Controle de vibração em múltiplas frequências por circuito shunt RL

Controle de vibração por circuito shunt A aplicação da configuração de multi-
impedâncias é descrita no capítulo 4.2.1.7. Executando a configuração das multi-
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.37: Célula hexagonal-PZT com atuação da configuração rainbow. a) Atuação da
primeira camada de piezoelétricos (Vermelho) em horizontal; b) Atuação da segunda camada
de piezoelétricos (laranja) em horizontal; c) Atuação da primeira camada de piezoelétricos
(vermelho) em vertical; d) Atuação da segunda camada de piezoelétricos (laranja) em verti-
cal.

impedâncias nos circuitos aplicados à célula hexagonal-PZT obtemos as FRFs do sistema,
ilustradas na Figura 4.38.

Figura 4.38: Atuação das multi-impedâncias no modo de vibrar da célula hexagonal-PZT.

A Figura 4.38 demonstra a influencia causada pela configuração das multi-impedâncias
no modo de vibrar da célula hexagonal-PZT, é possível observar que a atenuação das vibra-
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ções geradas por esse procedimento se estende pela faixa de frequência entre 250 Hz e 1400
Hz.

4.4.2 Placa Honeycomb-PZT

A placa honeycomb com suas vigas acopladas com piezoelétricos está ilustrada na Figura
4.39. Seguindo a mesma metodologia utilizada com a célula hexagonal, o acoplamento dos
piezoelétricos com circuito shunt também será feito por camadas, onde apenas os elemen-
tos viga na horizontal serão acoplados à pastilhas piezoelétricas. Assim, as análises com a
placa honeycomb-PZT serão realizadas de maneira análoga às análises feitas com a célula
hexagonal-PZT.

Figura 4.39: Placa honeycomb com suas vigas acoplada com PZTs

Controle de vibração por circuito shunt resistivo

A realização da simulação do efeito do circuito shunt resistivo aplicado à placa honey-
comb-PZT será feita seguindo o mesmo padrão utilizado na análise da célula hexagonal-PZT
(capítulo 4.4.1, assim foram escolhidas a capacitância piezoelétrica CT

p = 250nF e duas
resistências gerais com os valores de 53Ω e 5300Ω. As impedâncias do circuito shunt R
estão demonstradas na Figura 4.4. Operando as impedâncias do circuito shunt R na placa
honeycomb-PZT, obtemos as FRFs do sistema. Devido a alta densidade modal da placa
honeycomb-PZT foi utilizada a faixa de frequência de 0 Hz a 600 Hz, para uma melhor
visualização das FRFs, conforme a figura 4.40 destaca.

As FRFs da placa honeycomb-PZT com circuito shunt resistivo estão demonstradas na
Figura 4.41. Nas Figuras 4.41a e 4.41b é apresentada a FRF da placa honeycomb-PZT aco-
plada com uma camada de circuito shunt R com 53Ω e 5300Ω, respectivamente. Nota-se que
seu comportamento é semelhante ao comportamento da célula hexagonal-PZT com circuito
shunt R (4.4.1), onde temos um amortecimento na estrutura que só ocorre nas frequências
iniciais e é proporcional ao valor do resistor (R). Nas Figuras 4.41c e 4.41d é apresentada a
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Figura 4.40: Faixa de atuação do circuito shunt puramente resistivo.

FRF da placa honeycomb-PZT acoplada com duas camadas de circuito shunt R com 53Ω e
5300Ω, por termos adicionado massa e rigidez na estrutura, podemos notar uma alteração nos
modos de vibrar da estrutura, e por termos um número de circuitos atuantes maior temos um
efeito mais acentuado do amortecimento proveniente do circuito shunt Resistivo. Nas Figu-
ras 4.41e e 4.41f é apresentada a FRF da placa honeycomb-PZT acoplada com três camadas
de circuito shunt R com 53Ω e 5300Ω, seguindo o mesmo efeito observado na FRF com duas
camadas, aqui observamos um efeito de amortecimento mais acentuado devido à adição de
elementos presentes no circuito shunt Resistivo. Na Figura 4.41g e 4.41h é apresentada a
FRF da placa honeycomb-PZT acoplada com quatro camadas de circuito shunt R com 53Ω e
5300Ω, novamente é registrado um efeito de amortecimento mais acentuado, devido à adição
de elementos que compõe o circuito resistivo.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

(g) (h)

Figura 4.41: Placa honeycomb-PZT acoplada ao circuito shunt resistivo (R). a) FRF com
uma camada de shunt Resistivo R = 53Ω; b) FRF com uma camada de shunt Resistivo R =
5300Ω; c) FRF com duas camadas de shunt Resistivo R = 53Ω; d) FRF com duas camadas
de shunt Resistivo R = 5300Ω; e) FRF com três camadas de shunt Resistivo R = 53Ω; f)
FRF com três camadas de shunt Resistivo R = 5300Ω; g) FRF com quatro camadas de shunt
Resistivo R = 53Ω; h) FRF com quatro camadas de shunt Resistivo R = 5300Ω
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Controle de vibração por circuito shunt indutivo

A análise da placa honeycomb-PZT com circuito shunt puramente indutivo (L) é utili-
zado quatro valores de indutor (L) de valor L = 0.2284 H, L = 0.1691 H, L = 0.1276 H e
L = 0.10811 H, sendo o primeiro valor de indutor configurado para um pico de ressonân-
cia na configuração de uma camada de pastilhas piezoelétricas acopladas, o segundo valor
configurado para um pico de ressonância na configuração de duas camadas de piezoelétricos
e assim por diante. As impedâncias gerais geradas no circuito shunt por esses valores de
indutor estão ilustrados na Figura 4.42

(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.42: Impedância geral do circuito shunt indutivo puro aplicado na placa honeycomb-
PZT. a) Indutor no valor de L = 0.2284H; b) Indutor no valor de L = 0.1691H; c) Indutor
no valor de L = 0.1276H; d) Indutor no valor de L = 0.1081H .

Foi utilizada a faixa de frequência de 500 Hz a 1300 Hz, para uma melhor visualização
das FRFs, conforme a figura 4.43 demonstra.

Operando as impedâncias do circuito shunt puramente indutivo (L), apresentadas na Fi-
gura 4.42, na placa honeycomb-PZT, obtemos as FRFs do sistema. As FRFs da placa ho-
neycomb-PZT com circuito shunt indutivo puro (L) estão apresentadas na Figura 4.44. A Fi-
gura 4.44a apresenta a FRF da placa honeycomb-PZT acoplada com uma camada de circuito
shunt indutivo, o circuito puramente indutivo produz alterações como o leve deslocamento do
modo de vibrar da estrutura e leve mitigação de alguns picos de frequência, um exemplo pode
ser observado nas frequências 594 Hz e 971 Hz. Observa-se o surgimento de novos picos de
frequências em 569 Hz e 608 Hz, e também o surgimento de anti-ressonâncias próximas a
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Figura 4.43: Faixa de atuação do circuito shunt puramente indutivo.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.44: FRF da placa honeycomb-PZT acoplada com circuito shunt indutivo. a) Indutor
no valor de L = 0.2284H; b) Indutor no valor de L = 0.1691H; c) Indutor no valor de
L = 0.1276H; d) Indutor no valor de L = 0.1081H .

estas frequências. A Figura 4.44b apresenta a FRF da placa honeycomb-PZT acoplada com
duas camadas de circuito shunt indutivo, a utilização de duas camadas de pastilhas piezoelé-
tricas acopladas na estrutura nota-se com clareza o surgimento de novos picos de ressonância
e anti-ressonâncias na frequência configurada para o indutor. Ainda observa-se a diminuição
do total de picos de ressonância por todo o modo de vibrar da estrutura, como visto na faixa
de frequência entre 800 Hz e 1100 Hz. A Figura 4.44c representa a estrutura acoplada com
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três camadas de circuito shunt indutivo, seguindo o mesmo padrão observado na abordagem
anterior, é possível observar a supressão de alguns picos de ressonância, alteração no modo
de vibrar e o surgimento de anti-ressonâncias. A Figura 4.44d ilustra a FRF da estrutura
acoplada com quatro camadas de circuito shunt indutivo, com quatro camadas os efeitos do
circuito shunt indutivo mantém o mesmo padrão das abordagens anteriores, com supressão
de picos de ressonância e aparecimento de anti-ressonância, principalmente na frequência na
qual o indutor foi configurado para agir.

Controle de vibração por circuito shunt capacitivo

A análise utilizando um circuito puramente capacitivo foi feita de forma equivalente à
da célula hexagonal-PZT, portanto é utilizado os mesmos valores de capacitor (C), sendo
eles: C = −720nF e C = 2KnF . As impedâncias gerais geradas no circuito shunt por
esses valores de capacitor estão apresentadas na Figura 4.8. Aplicando estas impedâncias
na placa honeycomb-PZT, temos as FRFs do sistema. Com a aplicação de um circuito shunt
puramente capacitivo (C) na estrutura juntamente de um valor de capacitor negativo, é pos-
sível observar alterações em anti-ressonâncias e reduções em alguns picos de ressonância,
essas alterações são sutis, o que demonstra que apenas um circuito shunt capacitivo não
possui grande influência nos modos de vibrar da estrutura, seja com uma ou quatro cama-
das piezoelétricas acopladas. Para uma melhor visualização das FRFs a faixa de frequência
selecionada foi de 500 Hz a 1300 Hz, conforme a figura 4.45 ilustra.

Figura 4.45: Faixa de atuação do circuito shunt puramente capacitivo.

A aplicação de circuitos shunt com capacitores configurados com valor positivo é apre-
sentada na Figura 4.47, é possível notar praticamente nenhuma mudança nos modos de vibrar
da estrutura, reforçando que apenas o circuito shunt capacitivo não possui capacidade de in-
fluenciar na forma de vibrar da estrutura.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.46: Célula hexagonal-PZT conectada com circuito shunt capacitivo puro. a) FRF
com uma camada de shunt capacitivo negativo de C = −720nF ; b)FRF com duas camadas
de shunt Capacitivo negativo de C = −720nF ; c) FRF com três camadas de shunt Capa-
citivo negativo no valor de C = −720nF ; d) FRF quatro camadas de Shunt Capactivo no
valor de C = −720nF

Controle de vibração por circuito shunt LC

Para a efetuação da análise do circuito shunt indutor-capacitor (LC) aplicado na placa
honeycomb-PZT foram escolhidos os valores de indutor L = 0.1081H e capacitor C = 2uF ,
as impedâncias gerais geradas por esses valores no circuito shunt LC estão demonstradas na
Figura 4.48.

Novamente foi utilizado a faixa de frequência de 500 Hz a 1300 Hz, para uma melhor
visualização das FRFs, conforme a figura 4.49 demonstra.

Operando as impedâncias apresentadas na Figura 4.48 na placa honeycomb-PZT, obte-
mos as FRFs do sistema. A Figura 4.50a ilustra a FRF da placa honeycomb-PZT acoplada
com uma camada de circuito shunt LC, observamos que os efeitos do circuito LC tanto em
série (linha azul) quanto em paralelo (linha rosa) são mínimos, devido à pouca quantidade de
piezoelétricos atuando na estrutura. Na Figura 4.50b vemos a FRF da placa honeycomb-PZT
acoplada com duas camadas de circuito shunt LC, com duas camadas já é possível observar
mais efetividade do circuito shunt LC em série (linha azul) na forma de vibrar da estru-
tura, havendo o surgimento de anti-ressonâncias e a atenuação das frequências próximas à
frequência que é de 968 Hz, já em sua configuração em paralelo (linha rosa) continua-se
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.47: Placa honeycomb-PZT conectada com circuito shunt capacitivo puro. a) FRF
com uma camada de shunt capacitivo negativo de C = 2uF ; b)FRF com duas camadas de
shunt Capacitivo negativo de C = 2uF ; c) FRF com três camadas de shunt Capacitivo no
valor de C = 2uF ; d) FRF com quatro camadas de Shunt Capactivo no valor de C = 2uF

(a) (b)

Figura 4.48: Impedância geral do circuito shunt indutivo-capacitivo (LC) aplicado na placa-
honeycomb-PZT. a) Impedância do circuito shunt LC em série; b) Impedância do circuito
shunt LC em paralelo.

a observar que ele não afeta o modo de vibrar da estrutura. A Figura 4.50c ilustra a FRF
da placa honeycomb-PZT acoplada com três camadas de circuito shunt LC, com a adição
de elementos piezoelétricos na estrutura, em série (linha azul) observa-se um aumento de
anti-ressonâncias, principalmente nas frequências entre 1000 Hz e 1080 Hz, novamente a
configuração em paralelo (linha rosa) não apresenta mudanças relevantes. E por fim, a Fi-
gura 4.50d ilustra a FRF da placa honeycomb-PZT acoplada à quatro camadas de circuito

74



Figura 4.49: Faixa de atuação do circuito shunt indutivo-capacitvo (LC).

(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.50: Placa honeycomb-PZT acoplada com circuito shunt indutor-capacitor (LC). a)
FRF com uma camada de shunt LC; b) FRF com duas camadas de shunt LC; c) FRF com
três camadas de shunt LC; d) FRF com quatro camadas de shunt LC

shunt LC, com o maior número de pastilhas piezoelétricas acopladas na estrutura vemos um
comportamento semelhante à abordagem anterior, porém, nota-se que na frequências sinto-
nizada (968 Hz) o efeito do circuito shunt LC faz com que diversos picos de ressonância se
tornem apenas um pico. A configuração em paralelo (linha rosa) continuou demonstrando
não possuir influencia no modo de vibrar da estrutura.
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Controle de vibração por circuito shunt Resistivo-Indutivo (RL)

Para o cálculo da impedância foram utilizados valores de indutor L = 0.1081H e valor
de resistor R = 53Ω, as impedâncias gerais do circuito shunt RL estão ilustradas na Figura
4.51.

(a) (b)

Figura 4.51: Impedância geral do circuito shunt resistivo-indutivo (RL) aplicado na placa-
honeycomb-PZT. a) Impedância do circuito shunt RL em série; b) Impedância do circuito
shunt RL em paralelo.

De maneira similar às análises dos circuitos shunt puramente indutivo (L), puramente
capacitivo (C) e LC, foi utilizado a faixa de frequência de 500 Hz a 1300 Hz, para uma
melhor visualização das FRFs, conforme a figura 4.52 demonstra.

Figura 4.52: Faixa de atuação do circuito shunt Resistivo-indutivo (RL).

Empregando as impedâncias gerais do circuito shunt RL apresentadas na Figura 4.51
na placa honeycomb-PZT, obtemos as FRFs do sistema. A Figura 4.53 apresenta as FRFs
da placa honeycomb-PZT acoplada com circuito shunt resistivo-indutivo (RL), na Figura
(4.53a) demonstra a FRF da placa honeycomb-PZT com circuito shunt RL em uma camada,
enquanto em série (linha azul) há atenuação dos picos de ressonância entre 735 Hz e 855 Hz
e também entre 910 Hz e 1040 Hz, já o circuito shunt RL em paralelo (linha rosa) não gera
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.53: Placa honeycomb-PZT acoplada com circuito shunt resistivo-indutivo (RL). a)
FRF da placa honeycomb-PZT com uma camada de shunt RL; b) FRF da placa honeycomb-
PZT com duas camadas de shunt RL; c) FRF com três camadas de shunt RL; d) FRF com
quatro camadas de shunt RL.

mudanças relevantes no modo de vibrar da estrutura. A Figura (4.53b) demonstra a atuação
do circuito shunt RL com duas camadas acopladas na placa honeycomb-PZT, com o circuito
em série (linha azul) é possível observar a elevação do grau de atenuação no modo de vi-
brar da estrutura, com foco na faixa de frequência entre 750 Hz e 1100 Hz, registra-se que
na configuração em paralelo (linha rosa) há uma sutil atenuação dos picos de ressonância,
mas sem gerar mudanças relevantes no modo de vibrar da estrutura. A simulação com três
camadas acopladas está demonstrada na Figura (4.53c), em sua configuração em série (linha
azul) há uma atenuação mais intensa nas vibrações na região em que o circuito foi sinto-
nizado e o surgimento de uma grande anti-ressonância próximo a 1150 Hz, já em paralelo
(linha rosa) nota-se um leve grau de atenuação dos picos de ressonância, porém sem mudan-
ças significativas. A Figura (4.53d) ilustra a placa honeycomb-PZT com quatro camadas de
circuito shunt RL, por ser a configuração com o maior número de pastilhas piezoelétricas
com circuito shunt acoplados vemos, na frequência em que o circuito foi sintonizado, uma
acentuada atenuação do modo de vibrar da estrutura. Observa-se o aumento da atenuação
da vibração na estrutura proporcional ao aumento de elementos piezoelétricos acoplados à
placa.

77



Controle de vibração por circuito shunt Resistivo-Indutivo-Capacitivo

Para a análise dos efeitos causados pelos piezoelétricos com circuito shunt RLC aplicados
à placa honeycomb-PZT, foram utilizados os valores: Indutor L = 0.1081H, resistor R =

53Ω e capacitor C = 2uF , também foi selecionado a faixa de frequência entre 500 Hz e
1300 Hz para melhor visualização do modo de vibrar da estrutura, conforme ilustrado na
Figura 4.54. Na análise da célula hexagonal-PZT utilizando o circuito RLC (4.4.1), foi
observado que a impedância geral do circuito RLC é igual à impedância do circuito RL,
portanto a impedância geral do circuito RLC está ilustrada na Figura 4.32. Aplicando as
impedâncias zeradas pelo circuito shunt RLC na placa honeycomb-PZT obtemos as FRFs
ilustradas na Figura 4.55. Assim como observado nas análises da célula hexagonal-PZT,
aqui os circuitos shunt RL e RLC demonstram que os efeitos gerados pela aplicação das
camadas piezoelétricas acopladas com circuito shunt RLC são praticamente idênticos aos
efeitos causados pelo circuito shunt RL, reforçando a conclusão de que o Capacitor não
possui influência significativa na capacidade de atenuação do circuito shunt.

Figura 4.54: Faixa de atuação do circuito shunt Resistivo-indutivo-Capacitivo (RLC).

Configuração rainbow aplicada a controle de vibração da placa honeycomb-PZT

A utilização da configuração rainbow na placa honeycomb-PZT pode também ser feita
nas formações vertical ou horizontal, de maneira similar à utilizada na célula hexagonal-PZT,
como ilustrado na Figura 4.56.

A placa honeycomb-PZT em sua formação horizontal possui quatro camadas de piezoe-
létricos atuantes e está ilustrada na figura 4.56a. Para a aplicação da configuração rainbow
na placa honeycomb-PZT em sua formação horizontal, as camadas piezoelétricas são re-
presentadas por cores e sintonizadas às seguintes frequências: 800 Hz (Vermelho), 810 Hz
(Laranja), 820 Hz (Amarelo) e 830 Hz (Verde). As FRFs do sistema obtidas com essa aplica-
ção estão ilustradas na Figura 4.58. A figura 4.57 destaca a faixa de frequência selecionada
para a análise do impacto da configuração rainbow horizontal no modo de vibrar da placa
honeycomb-PZT.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.55: Placa honeycomb-PZT aplicada com circuito shunt resistor-indutor-capacitor
(RLC). a) FRF da placa honeycomb-PZT com uma camada de shunt RLC; b) FRF da placa
honeycomb-PZT com duas camadas de shunt RLC; c) FRF da placa honeycomb-PZT com
três camadas de shunt RLC; d) FRF da placa honeycomb-PZT com quatro camadas de shunt
RLC.

(a) (b)

Figura 4.56: Formas de aplicação da configuração rainbow na placa honeycomb-PZT. a)
rainbow em configuração horizontal; b) rainbow em configuração vertical.

A Figura 4.58a demonstra a atuação da primeira camada de piezoelétricos conectados
com circuito shunt em sua formação horizontal, sintonizados para atuar na frequência 800
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Figura 4.57: Faixa de atuação do circuito shunt na configuração rainbow.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.58: Placa honeycomb-PZT com atuação da configuração rainbow. a) Atuação da
primeira camada de piezoelétricos (Vermelho) em horizontal; b) Atuação da segunda camada
de piezoelétricos (Laranja) em horizontal; c) Atuação da terceira camada de piezoelétricos
(Amarelo) em horizontal; d) Atuação da quarta camada de piezoelétricos (Verde) em hori-
zontal.

Hz e representados pela cor vermelha, é possível observar que a atuação deste piezoelétrico
gera efeitos de atenuação entre 760 Hz e 1080 Hz. A atuação da primeira e segunda camada
de piezoelétricos, demonstrada na Figura 4.58b, a segunda camada de piezoelétricos está sin-
tonizada para atuar em 810 Hz e é representada pela cor laranja, observa-se a intensificação
do fenômeno de atenuação presente entre 760 Hz e 1080 Hz. A Figura 4.58c demonstra a
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atuação da primeira, segunda e terceira camada de piezoelétricos, sendo a terceira camada
representada pela cor amarela e sintonizada para atuar em 820 Hz, novamente observa-se a
intensificação da atenuação dos picos de ressonância presente entre 760 Hz e 1080 Hz. A
atuação das quatro camadas de piezoelétricos está demonstrada na Figura 4.58d, a quarta
camada é representada pela cor verde e sintonizada para atuar em 830 Hz, com todas as ca-
madas ativas e atuando observamos uma forte atenuação na faixa de frequência selecionada
para atuação da configuração rainbow.

A placa honeycomb-PZT em sua formação vertical possui sete camadas de piezoelétri-
cos atuantes e está ilustrada na figura 4.56b. Para a implementação do rainbow na placa
honeycomb-PZT em sua formação vertical, as camadas piezoelétricas são representadas por
cores e sintonizadas às seguintes frequências: 800 Hz (Vermelho), 810 Hz (Laranja), 820 Hz
(Amarelo), 830 Hz (Verde), 840 Hz (Azul), 850 Hz (Roxo), 860 Hz (Rosa). A figura 4.59
destaca a faixa de frequência selecionada para a análise do impacto da configuração rainbow
horizontal no modo de vibrar da placa honeycomb-PZT. As FRFs do sistema obtidas com
essa formação estão ilustradas na Figura 4.60.

Figura 4.59: Faixa de atuação do circuito shunt com a configuração rainbow.

A figura 4.60a ilustra a atuação da primeira camada piezoelétrica conectada com circuito
shunt, identificado pela cor vermelha e sintonizado para atuar na frequência 800Hz, por ser
a única camada ativa seu efeito é pequeno, gerando apenas uma leve atenuação no modo de
vibrar da estrutura, em especial entre 760 Hz e 1080 Hz. A figura 4.60b ilustra a FRF com
a atuação da primeira e segunda camada piezoelétrica, sendo a segunda camada sintonizada
em 810 Hz e identificada pela cor laranja, com duas camadas atuando nota-se a acentuação
da atenuação de vibrações nas frequências próximas à sintonizada. A figura 4.60c ilustra
a FRF da placa honeycomb-PZT com a primeira, segunda e terceira camada de piezoelétri-
cos atuando, a terceira camada é identificado pela cor amarela e atua na frequência 820 Hz,
com as três camadas ativas verifica-se apenas um pequeno aumento na atenuação observada
entre as frequências 760 Hz e 1080 Hz, que são próximas às frequências sintonizadas para
as camadas. A figura 4.60d demonstra os efeitos de quatro camadas de piezoelétricos na
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g)

Figura 4.60: Aplicação da rainbow na placa honeycomb-PZT. a) Atuação da primeira ca-
mada piezoelétrica (Vermelho); b) Atuação da segunda camada piezoelétrica (Laranja); c)
Atuação da terceira camada piezoelétrica (Amarelo); d) Atuação da quarta camada piezoelé-
trica (Verde); e) Atuação da quinta camada piezoelétrica (Azul); f) Atuação da sexta camada
piezoelétrica; g) Atuação da sétima camada piezoelétrica (Rosa).

estrutura, sendo a quarta camada configurada para atuar em 830 Hz e identificada pela cor
verde, seguindo o padrão observado vemos que o acréscimo da quarta camada aumentasse,
de maneira leve, a intensidade da atenuação entre 760 Hz e 1080 Hz. A Figura 4.60e ilustra a
FRF com atuação de cinco camadas ativas, sendo a quinta camada configurada para atuar em
840 Hz e identificada pela cor azul, novamente verifica-se um sutil aumento na intensidade
da atenuação presente nas frequências entre 760 Hz e 1080 Hz, próximas às sintonizadas
para atuação. O comportamento da estrutura com seis camadas de piezoelétricos ativas está
demonstrada na Figura 4.60f, a sexta camada está configurada para atuar na frequência 850
Hz e é representada pela cor roxo, a sexta camada pouco altera no modo de vibrar da estru-
tura, agregando apenas um sutil incremento na atenuação presente nas frequências próximas
às de sintonização. A figura 4.17g demonstra a FRF da estrutura com todas as camadas pie-
zoelétricas conectadas com circuito shunt atuando, sendo a última camada sintonizada para
atuar em 860 Hz e representado pela cor rosa, a atuação de cada camada piezoelétrica com
circuito shunt configurada de forma individual para atuar em frequências específicas atenua
com eficiência as vibrações na faixa e frequência selecionada. É interessante observar que
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na aplicação da configuração rainbow em vertical obteve-se melhor atenuação das vibrações
da estrutura, decorrente do maior número de camadas de piezoelétricos ativas.

Controle em múltiplas frequências aplicadas à Placa honeycomb-PZT

A implementação da configuração das multi-impedâncias na placa honeycomb-PZT é
feita da mesma forma descrita na seção 4.2.1.7. Porém, no caso da placa honeycomb-PZT
é possível aplicar a configuração de formação em camadas verticais ou horizontais utilizada
na aplicação da configuração rainbow. A formação em horizontal ilustrada na Figura 4.56a
e possuindo quatro camadas de piezoelétricos, e a formação em vertical está representada
na Figura 4.56 e possui sete camadas de piezoelétricos. Foi utilizada a faixa de frequência
de 500 Hz a 1300 Hz, para uma melhor visualização das FRFs, conforme a figura 4.61
demonstra. Com a aplicação da configuração das multi-impedâncias na placa honeycomb-
PZT obtemos as FRFs da estrutura, ilustradas na Figura4.62

Figura 4.61: Faixa de atuação do circuito shunt com multi-impedâncias (ou multishunt).

(a) (b)

Figura 4.62: Atuação das multi-impedâncias no modo de vibrar da célula hexagonal-PZT. a)
FRF da aplicação das multi-impedâncias na placa honeycomb-PZT em formação horizontal;
b) FRF da aplicação das multi-impedâncias na placa honeycomb-PZT em formação vertical.
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A Figura 4.62a demonstra a atuação da configuração das multi-impedâncias em formação
horizontal no modo de vibrar da placa honeycomb-PZT, observa-se uma forte atenuação nas
vibrações da estrutura, em especial entre 500 Hz e 1000 Hz. A Figura 4.62b demonstra a atu-
ação da configuração das multi-impedâncias em formação vertical, verifica-se também uma
grande eficiência de atenuação das vibração, porém na formação vertical esta atenuação está
ainda mais acentuada, devido ao maior número de camadas que esta formação possui, possi-
bilitando que mais picos de ressonâncias sejam sintonizados para atuação dos piezoelétricos
com circuito shunt.
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Conclusão

O amortecimento piezoelétrico em shunt, que consiste em conectar transdutores piezoelé-
tricos integrados em uma estrutura a circuitos elétricos ou eletrônicos, é uma técnica atraente
que oferece uma solução simples e potencialmente econômica para a atenuação de ondas e
vibrações em estruturas. Os avanços recentes na produção de estruturas complexas tem
gerado crescente interesse no desenvolvimento de metamateriais e metaestruturas, com o
objetivo de aprimorar características estruturais específicas. A combinação intuitiva de me-
taestruturas com as funcionalidades de materiais inteligentes abre um leque de possibilida-
des sem precedentes, resultando em uma nova categoria de materiais funcionais, conhecidos
como metamateriais inteligentes e metaestruturas inteligentes. A maioria dessas metaestru-
turas utiliza materiais piezoelétricos que são capazes de alterar as propriedades de rigidez e
amortecimento da estrutura por meio da adição de circuitos com diferentes configurações.
Esses sistemas inteligentes produzem alterações nas variáveis de estado dos domínios físico,
mecânico e elétrico, o que possibilita a modulação das vibrações e das propriedades das
ondas.

Neste estudo, foram desenvolvidas modelagens numéricas das estruturas viga, célula he-
xagonal e placa honeycomb, acopladas com uma camada piezoelétrica, utilizando o MEE.
Além disso, as modelagens numéricas dos circuitos elétricos shunt foram realizadas para
conectá-los aos materiais piezoelétricos. As interações entre as estruturas e os circuitos
shuntforam obtidas através das relações matemáticas de impedância adimensional. Para a
modelagem de estruturas com múltiplos piezoelétricos, foi utilizada a matriz de transferên-
cia para alocar as matrizes de rigidez dinâmica espectral e unir as estruturas e estimar os
números de ondas. O propósito geral deste estudo é examinar o comportamento dinâmico
de três estruturas: uma viga, uma célula hexagonal e uma placa honeycomb. Essas estrutu-
ras foram sujeitas a diferentes acoplamentos piezoelétricos que foram conectados a circuitos
shunt resistivos, indutivos, LC em série e paralelo, RL em série e paralelo, e RLC em série
e paralelo, e também foram analisadas as configurações multi-impedâncias e rainbow. As
modelagens numéricas desenvolvidas neste estudo permitiram a análise do comportamento
dinâmico das estruturas sob diferentes condições e configurações, contribuindo para a com-
preensão e aprimoramento do controle de vibração em sistemas e estruturas mecânicas.

Os resultados obtidos neste estudo demonstram a eficácia do amortecimento piezoelé-
trico em shunt na atenuação das vibrações em estruturas mecânicas. Especialmente análise
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dos efeitos das configurações de circuitos shunt RL e RLC em série mostraram que essas
configurações são capazes de gerar um bom amortecimento das vibrações em três estrutu-
ras diferentes (viga, célula hexagonal e placa honeycomb). Em particular, a configuração de
multi-impedâncias (ou multishunt ressonante), que utiliza de circuitos shunt RLC sintoni-
zados para atuar em frequências individuais, e a configuração rainbow, que também utiliza
circuitos shunt RLC sintonizados para atuar em frequências individuais, porém em uma faixa
de frequência menor, demonstraram uma grande eficácia na atenuação das vibrações das três
estruturas analisadas. É importante ressaltar que, nas configurações multishunt ressonante e
rainbow, o aumento no número de pastilhas piezoelétricas com shunt acoplados na estrutura
resultou em um melhor desempenho no amortecimento das vibrações.

Este trabalho pode servir como base para futuras pesquisas na área de amortecimento
piezoelétrico em estruturas honeycomb. Uma possível linha de pesquisa é a implementação
de um maior número de piezoelétricos em cada viga da estrutura honeycomb, tornando assim
cada haste da estrutura honeycomb em uma Viga-PZT periódica. Esta análise pode fornecer
informações adicionais sobre o desempenho do amortecimento piezoelétrico em estruturas
complexas e pode ajudar a desenvolver soluções mais eficazes para controlar as vibrações
em sistemas mecânicos.
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