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Resumo

Seja F = F(X) o grupo livre com base X = {x,xp,...}. Para cada v =v(xy,...,x,) € F,
a expressdo v = 1 é dita uma identidade ou uma lei em um grupo G se v(gy,...,g,) = | para
todos g1,...,8n € G. A classe de grupos satisfazendo todas as identidades de um conjunto V
€ chamada variedade de grupos. Denotaremos esta variedade por V e chamaremos o conjunto
V de base de identidades desta variedade. Um problema que ganhou importancia no estudo
de variedades de grupos é o seguinte: uma dada variedade de grupos V tem base finita de
identidades?

Nesta dissertacdo estudaremos este problema para certas variedades, ela estd dividida em
quatro capitulos. Faremos dois capitulos iniciais de preliminares, sobre grupos e variedades de
grupos. J4 nos capitulos finais falaremos sobre duas variedades de grupos que nao possuem
base finita de identidades. A primeira destas é uma variedade solivel de expoente p>. A se-
gunda variedade consiste de todos os grupos que sdo extensdes de um grupo de expoente p? por
um grupo de expoente p. A questdo da inexisténcia de base finita para esta variedade general-
iza, de forma natural, um problema bem conhecido proposto por Hanna Neumann [14]. Nos

basearemos no trabalho de Gupta e Krassilnikov [5] e no trabalho de Kleiman [10].

Palavras-chave: Variedades de grupos, identidades em grupos, base finita de identidades.
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Abstract

Let F = F(X) be the free group with a basis X = {x1,x;,...}. Forany v=v(x,...,x,) € F,
the expression v = 1 is said to be an identity or a law of a group G if v(g,...,g,) = 1 for all
g1,---,8n € G. The class of groups satisfying all the identities of a set V is called a variety of
groups. We denote this variety by V and we call the set V a basis of identities of this variety.
One of the important problems in the study of varieties of groups is the following: a given

variety of groups V is finitely based?

In this dissertation we study the problem above for certain varieties. The dissertation is
divided in four chapters. The two initial chapters contain preliminaries on groups and varieties
of groups. In the final chapters we will talk about two varieties of groups that have no finite
basis of identities. The first variety is a soluble variety of exponent p*>. The second variety
consists of all groups that are extensions of a group of exponent p? by a group of exponent p.
The question of inexistence of finite basis for the latter variety generalizes, in a natural way, a
well-known problem proposed by Hanna Neumann [14]. This dissertation is based on the work

of Gupta and Krassilnikov [5] and on the work of Kleiman [10].

Keywords: Varieties of groups, identities in groups, finite basis of identities.
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Introducao

A teoria de identidades de grupos e variedades de grupos € uma importante sub-area da 4l-
gebra contemporanea. Ela ganhou importincia em 1937, quando B. H. Neumann fez a seguinte

pergunta:
Toda variedade de grupos pode ser definida por um conjunto finito de identidades?

A pergunta que parece muito natural ficou sem resposta até 1970, quando Olshanskii [15]
provou a existéncia de variedades de grupos sem base finita. No mesmo ano Adyan [1] e
Vaughan-Lee [20] exibiram explicitamente sistemas de identidades que ndo sdo equivalentes a

nenhum conjunto finito de identidades.

Para entender o que € uma variedade de grupos primeiramente definamos uma identidade em
um grupo. Sejam F(X) o grupo livre com base X = {x,x»,...} e u = u(xy,...,x,) um elemento
de F(X). Dizemos que a expressdo u = 1, ou simplesmente o elemento u, é uma identidade em
um grupo G, se u(gy,...,g,) = 1 para todos gi,...,g, € G. A classe de grupos satisfazendo
todas as identidades de um conjunto V € chamada variedade de grupos. Denotaremos esta
variedade por V. Nesta situa¢do o conjunto V, que define a variedade V, € dito uma base de

identidades para esta variedade.

Por exemplo, a classe de todos os grupos satisfazendo a identidade [x,y] = 1, é a variedade
A dos grupos abelianos. J4 a classe de todos os grupos de expoente dividindo n, isto €, dos
grupos que satisfazem a identidade x"* = 1, é chamada de variedade de Burnside de expoente 7,
e denotada por B,,. Outros exemplos de variedades sdo a variedade N, dos grupos nilpotentes
de classe menor que ou igual a ¢, a variedade A,, dos grupos abelianos de expoente dividindo n

e a variedade N, , dos grupos nilpotentes de classe no méximo c e expoente dividindo n.

Sejam U e V duas variedades de grupos. Definimos a variedade produto, denotada UV,

como a classe de todos grupos G, tais que existe NaG, com N € Ue G/N € V. E ficil verificar
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que este produto € associativo. Um exemplo de variedade produto € a variedade dos grupos

soliveis de comprimento derivado no maximo 7, que € a variedade A" = A... A, produto de n

n
variedades de grupos abelianos.

Dizemos que uma variedade tem base finita se ela pode ser definida por um conjunto finito
de identidades. E fécil verificar que as variedades B,B; e B3B; tem base finita. Estas variedades

tém bases de identidades, respectivamente,
{7, [,y e {(Y'2) [,y 2 1],

vide Hanna Neumann [14]. Além disso {(x*y*)"} é uma base para a variedade B,B;, desde
que r € s sejam coprimos. No mesmo livro Hanna Neumann [14] fez a seguinte pergunta: A

variedade B4B, tem base finita?

Este problema foi resolvido em 1973 quando R. M. Bryant [3] e Ju. G. Kleiman [10]
provaram independentemente e simultaneamente que esta variedade ndo tem base finita. A
generalizagdo natural deste fato, isto €, o fato que a variedade B B, ndo tem base finita, para

todo primo p, foi provada por Ju. G. Kleiman [10] e serd assunto do capitulo 4 desta dissertagao.

Desta forma temos um exemplo de uma variedade de expoente p> que nio tem base finita.
Por outro lado, em 1991, Olshanskii [16] provou que, para todo primo p suficientemente grande
(p > 10'9), existe uma subvariedade de B »Bp sem base finita. Esta subvariedade nao € soluvel

e tem expoente p”. Esta questio ficou em aberto para primos “pequenos”.

Em 1993 M. FE. Neumann perguntou se para todo primo impar existe uma variedade de
expoente p> sem base finita. Em 1996 Gupta e Krassilnikov [5] deram resposta positiva a esta
pergunta . Na verdade provaram algo ainda mais forte, que para todo primo impar existe uma
subvariedade metanilpotente de B,B,, sem base finita. Uma variedade € dita metanilpotente se
cada grupo G desta variedade possui um subgrupo normal N, tal que N e G/N sdo nilpotentes.

Este resultado serd o assunto do capitulo 3 desta dissertacao.

Ainda sobre subvariedade de variedades de Burnside, Kozhevinikov [11] provou que, para
todo primo “suficientemente grande”, existe uma subvariedade de B, que ndo tem base finita.

Para primos “pequenos”, maiores que 3, esta questdo estd em aberto.

Existem muitos resultados positivos sobre a questio da existéncia de uma base finita para va-
riedades de grupos. Por exemplo, em 1952 Lyndon [12] provou que variedades nilpotentes pos-

suem base finita. Outro fato conhecido € que variedades metabelianas t€ém base finita, provado
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em 1967 por Cohen [4]. No entanto sdo conhecidos alguns exemplos de variedades soldveis de
classe 4 sem base finita, como a que estudaremos no capitulo 3. Por outro lado, a existéncia de

variedades soliveis de classe 3 sem base finita € uma questao que ainda estd em aberto.

Tendo em vista estas consideragdes historicas, objetivamos estudar neste trabalho varie-
dades de grupos que ndo possuem base finita. Estudaremos variedades de expoente p® e p°.
Nos basearemos no trabalho de Gupta e Krassilnikov [5] e no trabalho de Kleiman [10]. Esta

dissertacdo se divide em quatro capitulos.

No primeiro capitulo falaremos sobre alguns topicos bésicos da teoria de grupos, como
grupos nilpotentes, grupos soltveis e produto entrelagado de grupos. Ja no segundo capitulo
discorremos sobre grupos livres e variedades de grupos. Essa € a teoria principal sobre a qual
se apdia este trabalho. Serdo tratados assuntos como subgrupos verbais, grupos relativamente
livres, produto de variedades entre outros. Nestes dois primeiros capitulos varios resultados
ficardo sem demonstragao, isso porque nosso objetivo nestes capitulos é formar uma base tedrica

para os capitulos finais, onde trataremos dos assuntos principais desta dissertagao.

A variedade AA N B, dos grupos metabelianos de expoente n serd denotada por M,,. Assim
no terceiro capitulo provaremos que a variedade M,N; , contém uma subvariedade B sem base
finita. Essa subvariedade € a interse¢do de M,N> , com a variedade definida pelo conjunto de
identidades

{we = [yl [y, g ik e N,
onde uy = [x1,x2]...[x2%—1,%2¢]. Isto mostra a existéncia de uma variedade soldvel de classe 4
e expoente p?, sem base finita. Por outro lado, como um grupo metabeliano de expoente p é

nilpotente (Meier-Wunderli [13]), esta variedade € metanilpotente.

No tltimo capitulo provaremos que o sistema de identidades
B ) ()
xy (e xs)P . (xy x)P

ndo € equivalente a nenhum sistema finito de identidades. Como veremos, este conjunto €
uma base de identidades para a variedade B »B),. Assim, o que provaremos na verdade € que
esta variedade ndo possui base finita. Para isto construiremos um grupo contido na variedade
(ApA,NN,)(A,A, NN,y ) satisfazendo todas as identidades uﬁz,n =1,2,...k— 1, mas que
nao satisfaz u‘,’zz, onde u, = xf xg ...x5. A importancia deste exemplo estd na simplicidade de

exibir o sistema de identidades.



Capitulo 1

Alguns Toépicos da Teoria de Grupos

Neste capitulo exporemos alguns resultados gerais sobre a teoria de grupos. Discorreremos
sobre grupos nilpotentes, grupos soliveis e produto entrelacado. Na secdo de grupos nilpo-
tentes falaremos sobre dlgebras associativas livres, onde exibiremos um método importante de
obtencdo de grupos nilpotentes. Nessa breve exposicdo definiremos cada um desses objetos e
enunciaremos os principais resultados, os quais serdo de suma importancia nos dois ultimos
capitulos. Procuraremos demonstrar a maior parte possivel destes resultados, no entanto nossa

intencdo € apenas dar base para os capitulos posteriores.

1.1 Grupos Nilpotentes

Uma importante classe de grupos, entre outros fatores por sua proximidade com grupos

abelianos, € a classe dos grupos nilpotentes, a qual definiremos agora.

Definicao 1.1. Um grupo G é chamado nilpotente se possui uma série de subgrupos
G=G1>Gy>...>2 Gy =11},

tal que G; <G, G;/Gi+1 CZ(G/Gjy1), paratodoi=1,...,c. Tal série de subgrupos é chamada
série central de G. O menor de todos os comprimentos ¢ das séries centrais de G é chamado de

classe de nilpoténcia do grupo G.

Definamos o comutador [x,y] dos elementos x,y, o conjugado x’ de x por y e o comutador

simples de comprimento 7 [xy,...,X,] como
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Lo fey] =2y~
2. X =y lxy;

3. [xry ey xn) = X1, Xn—1],X0),n > 3.

Para uso posterior estabeleceremos algumas identidades de comutadores.

Proposicao 1.2. Sejam G um grupo e a,b,c € G. Entdo:

1. ab = bala,b);

]

[a,b] = [b,a]™;

3. [ab,c] = [a,c])’[b,c] = |a,c][a,c,b][b,c];

RN

[c,ab] = [c,b][c,a]’ = [c,b][c,a][c,a,D];

D

. (identidade de Witt) [a,b=",c]’[b,c™",a|[c,a!,b]* = 1 as vezes escrita na forma

[a,b,cP][b,c,a][c,a,b%] = 1.

Para uma demonstracdo veja [17, p. 123] e [2, p. 215].

Sejam G um grupo e X1,X, C G. Definimos o subgrupo [X1,X>] < G por
(X1, X2] = ({[x1,x2];x1 € X1,x2 € X5 }).

Aqui (A) denota o subgrupo gerado pelo conjunto A. Com esta defini¢do é facil ver que na
defini¢do de grupos nilpotentes a condi¢do G;/G;11 C Z(G/Gjy1), pode ser substituida por
[GivG] < Gi+1~

Definamos uma série, chamada de série central inferior de G, por:

%(G) = G>
»(G) = [G,G] = G,
%(G) = [%-1(G),Gl.

Temos que %(G)/Y+1(G) C Z(G/%+1(G)), ou seja, esta série realmente € central. Seguem
alguns resultados importantes sobre esta série.

Proposicao 1.3. Sejam G um grupo arbitrdrio e M um conjunto gerador de G. Entdo:

5
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1. ’}’,(G) = ([gl,gz,...,gi];gl c G,l: 1,2,...,i>,‘

2. %(G) = ([x1,x2,...,xiixy €M, 1 =1,2,...,i)°;

3. (G, %(G)] < ¥%4(G);

4. Sea € ¥(G) e b € G entdo [a,b"] = [a,b]" (mod Y;12(G)).

No item 2 (A)Y denota o subgrupo de G gerado pelo conjunto {a® | a € Ae g € G}. Este

subgrupo é chamado de fecho normal de A.

Demonstragdo:

(1) Seja N; = ([g1,42,---,&i];g € G). Provaremos que N; = ¥;(G). O resultado é claro
para i = 1. Também € claro que N; < %(G). Assim podemos fazer o quociente %(G)/N;.
Pela defini¢do de ¥;(G) um elemento deste quociente tem a forma cN; = [c1,£1]" ... [ck, &k Ni,
onde g € {1,—1},¢; € ¥,-1(G). Por hipétese de inducdo ¢; é um produto de comutadores
de comprimento i — 1. Usando os itens (2), (3) e (4) da proposicdo 1.2 segue que cN; = N;.
Portanto, N; = %(G).

(2) Fagamos M; = ([x{,x2,...,xi|;x; € M,I = 1,2,...,i)°. Usando N; definido no item
anterior podemos ver que M; < N;. Consideremos o quociente N;/M;. Novamente usando a
proposi¢do 1.2 obtemos M; = N; = ¥;(G).

(3) Segue diretamente da identidade de Witt.

(4) Para n =0 ou n =1 a afirmacdo € obvia. Suponhamos que a mesma seja vélida para
n— 1. Pelo item (3) de 1.2 [a,b"] = [a,b"'][a,b][a,b,b" ], por hipétese de inducio segue
[a,b"] = |a,b]"]a,b,b""']. Como a € ¥(G) pelo item (1) segue o resultado desejado. O

Enunciaremos a proposi¢ao a seguir separadamente pela sua importancia, no entanto ela
segue diretamente do item 2 da proposi¢ao anterior.

Proposicao 1.4. Seja G um grupo arbitrdrio. Seja M um conjunto gerador de G. Entéo ¥;(G)

é gerado por Yi41(G) e todos os comutadores simples de peso i, [xj,,xj,,...,X},], comxj € M.

Definamos também outra série central, a chamada série central superior, da seguinte forma:

ZO(G) = {1}7
Z1(G) Z(G),
Zi(G)/Zi-1(G) = Z(G/Zi-1(G)).
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Esta série € central pela forma que foi construida. O motivo destas séries serem chamadas

de série inferior e série superior ficard claro na

Proposicdo 1.5. Seja G =G| > Gy > ... > Go41 = {1}, uma série central. Entdo:

1. %(G) < Gi, para todo i, desta forma Y,+1(G) = {1};
2. Gi <Z.—i+1(G), para todo i, desta forma Z.(G) = G;

3. A classe de nilpoténcia c de G é igual ao comprimento da série central inferior, que

também é igual ao comprimento da série central superior.

Para uma demonstracdo veja [17, p. 125].

Proposicao 1.6. Sejam G um grupo, a,by,...,b; € G e z; € Z;(G). Entdo

[azl,bl,...,bl] = [a,b],...,bl].

Demonstragdo: Usaremos indugdo sobre /. O resultado € facil para [ = 1. Supondo vélido para
[ —1 segue:
[[azl,bl], . ,bl] = [[a,bl]zl [Zl,bl],bz, . ,bl]

= [la,bi]la,b1,z)z-1,b2,...,b)]

= [la,bi)2" ko, by,

Por hipétese de inducdo, temos
1
lla,bi)2t" ba, .. b) = [la,b1],ba, .., B,

onde z;_1, zl(i)l € Z;_1(G). Isto prova a proposi¢ao. O

Proposicao 1.7. Sejam G um grupo nilpotente de classe c e g1,82,...,8c,h € G. Entdo

[g17g27"'7gi—17gih7gi+1 "'7gC] = [g17g27"'7gi7'"7gC][g17g27'"7h7"'7g6]'

Demonstragdo: Provaremos para i = 2, os outros casos podem ser feitos de forma anédloga. Pela

proposi¢do 1.2 temos

[81782h7g37~-78c] = [[glah][81782][g17g27h]7g37'"7gc]

7
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Pelas proposicoes 1.6 e 1.2, temos

(g1,82h,83,...,8] = [lg1,h][g1,82],83, -, 8¢

- [[g17h7g3][g17h7g3]z4,g4,"'7gC]7

onde z4 € 74(G) < Z._3(G). Assim, novamente pela proposi¢do anterior, temos

[g17g2h7g37"'7g6] = [[g1,h,g3][g1,h,g3],g4,...,gc].

Continuando assim, depois de alguns passos, obtemos

[glngh;g?n'- '786] = Hglahyg:%,---7gc—1][817827837---,gc—l]ygc]

= [81,7,83,-,8c-1,8c][81,82,83, -1 8c—1,8clZe+1,
onde z.11 € ¥e+1(G) < Zp(G) = {1}. Isto conclui a demonstragao. O
Seguem alguns resultados importantes sobre grupos nilpotentes.
Proposicao 1.8. A classe dos grupos nilpotentes é fechada para subgrupos, quocientes e pro-

dutos diretos finitos.

Demonstracdo: Basta observar que se um grupo G possui uma cadeia central G = G| > G, >
... > Geq1 = {1}, entdo, para cada subgrupo H < G, a interse¢cdo de H com esta cadeia H =
GiNH>GyNH > ...> G.41NH = {1}, é uma cadeia central para H. De fato, [G;,G] < Gj;
implica diretamente [G;VH,GNH| < G;y1 NH. De forma andloga, a imagem de uma cadeia

central é uma cadeia central para um quociente. Para produtos diretos o resultado segue do fato:

O i-ésimo termo da série central inferior do produto direto € igual ao produto direto dos

i-ésimos termos das respectivas séries centrais.
Este fato € de direta verificagao. U

Note que um produto direto de uma quantidade infinita de grupos nilpotentes pode nao ser
nilpotente. De fato, seja G;,i € N, uma familia de grupos nilpotentes, onde G; € nilpotente de

classe i. Logo o produto direto G = [];-; G; ndo € nilpotente.

Proposicao 1.9. Todo p-grupo finito é nilpotente.
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A demonstracao desta proposi¢cdo pode ser feita facilmente usando inducdo e o conhecido

fato de que um p-grupo finito tem centro ndo trivial.

Proposicao 1.10. Seja G um grupo finito. As seguintes condicdes sdo equivalentes:

1. G é nilpotente.
2. G é o produto direto de seus subgrupos de Sylow.

3. Todo subgrupo maximal de G é normal.

Para uma demonstracdo veja [8, p. 116].

Algebras Associativas Livres e Grupos Nilpotentes

Nesta subsecdo exibiremos um método importante para obtencdo de grupos nilpotentes.
Este método consiste em fazer o quociente de uma algebra associativa livre por um ideal ade-

quado, como veremos a seguir. Primeiramente facamos algumas defini¢des.

Definicao 1.11. Uma dlgebra R sobre um corpo K € definida como um espago vetorial sobre K

com uma multiplicac@o - : R X R — R com as seguintes propriedades:

1. Aterna (R,+,-) é um anel, isto é, valem as leis distributivas:

(x+y)-z=x-z+Yy-z, paratodos x,y,z € R,

x-(y+z)=x-y+x-z, paratodos x,y,z € R.

2. Paratodos x,y € Ae a € K, temos
o(xy) = (ox)y = x(ary).

A dlgebra R é dita associativa, comutativa ou com unidade conforme o anel (R,+,-) for,

respectivamente, associativo, comutativo ou com unidade.

Assim como para grupos e anéis um homomorfismo de dlgebras é uma fun¢do que preserva

as operagdes das respectivas dlgebras, isto €:
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Definicao 1.12. Sejam R;| e R, duas algebras sobre um corpo K. Uma aplicacdo f : Ry — R,

chama-se um homomorfismo se:

1. f € uma transformacdo linear do K-espaco vetorial R; para o K-espaco vetorial R;.

2. f(x-y)=f(x)- f(y), para todos x,y € R.

Definicio 1.13. Sejam K um corpo e X um conjunto, X # ¢. A K-dlgebra K (X) definida como

o K-espago vetorial com base {x;, ...x;;x; € X,n=0,1,...} com uma multiplicagdo tal que
(x,'l .. .x,-m)(xj] .. .xjn) = Xy e Kigy Xy - X3 X, Xjy € X
chama-se K-dlgebra associativa livre.

Agora exibiremos uma propriedade para dlgebras associativas chamada propriedade univer-

sal.

Proposicao 1.14. Seja R uma K-dlgebra associativa. Entdo qualquer aplicagdo ¢ : X — R
pode ser estendida a um inico homomorfismo f : K (X) — R. Em outras palavras, existe um

tinico homomorfismo f : K (X) — R tal que f(x) = ¢(x),para todos x € X.

Demonstrag¢do: Definamos uma fungdo f : K (X) — R como segue. Seja
X={xj,..xi; x; €X,n=0,1,...}.
Primeiramente,

sem € X, entdo f(m) = f(x;,...x;,) = @(xi;) ... ¢(xi,)-

Seja p=oym; + ...+ om, € K(X), onde m; € X. Assim podemos definir

f(p) - alf(m1)+~--+arf(mr)'

Pela defini¢do de f temos que f(x) = ¢@(x), para todos x € X. Por outro lado é fécil verificar

que f é um homomorfismo. O

Descrevamos agora o método de obtencdo de grupos nilpotentes através de uma algebra
associativa livre com unidade. Seja R uma tal K-4lgebra com conjunto de geradores livres

A ={ay,a,...,a,}. Consideremos os ideais A e A™ de R, onde A é o ideal bilateral gerado

10
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por {aj,az,...,a,}, isto é, A contém todos os elementos com termo constante nulo. Sejam

R=R/A™ e A= A/A™ aimagem de A neste quociente. Definamos ainda
G=1+A={1+x;x€A}

E facil verificar que o subconjunto G C R é um grupo multiplicativo. Por outro lado, consider-
emos a cadeia
{1} =G,-1 <G2<... <Gy =G,

onde G; = 1+A™! i=0,1,...,n—1. E possivel provar que esta cadeia é uma cadeia central

para G, o que implica que G € nilpotente de classe no maximo n — 1.

Comutadores Basicos e Processo de Colecao

Definiremos nesta secao um subconjunto importante do conjunto de comutadores, chamados

comutadores basicos.

Seja G um grupo gerado por X = {x1,xs,...}. Ordenemos os elementos de X da seguinte

forma: x1 <xp <x3<....

Podemos considerar os elementos de X como comutadores de comprimento 1. Desta forma

podemos definir recursivamente os comutadores em X, que sdo os elementos do tipo:
[Cil"" ,cin],n Z 2,

onde cada c;, ¢ um comutador em X. O comprimento deste comutador € definido como a soma

dos comprimentos dos comutadores c;,, [ = 1,...,n.

Assim fixemos uma ordenagdo para os comutadores em X, de tal forma que um comutador
¢ maior quanto maior for seu comprimento. Nestas condi¢cdes o conjunto C de comutadores

basicos em X € definido pelas seguintes condicdes:

1. x;eC,iel.

2. Se cy,cp € Centdo ¢ = [c1,c3] € C desde que:
a)cy>ce

b) se c; = [c],ch]. entdo ¢, > .

11
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Um resultado que mostra a grande importancia dos comutadores bésicos € o

Teorema 1.15. Sejam G = (x;;i € 1) e C () ¢ conjunto de comutadores bdsicos de comprimento
nem X. Entdo ¥,(G) /Yus1(G) é gerado por {c¥41(G);c € CMY.

Sobre o processo de colecdo enunciaremos a seguir um importante resultado, quando se

aplica este processo a uma n-ésima poténcia.

Teorema 1.16. Sejam G um grupo e ay,ay, ... ,a, € G. Entdo a n-ésima poténcia (a1az ...a,)"
pode ser escrita na forma
n__ n_n n _€r+l eiR R
(may...a,)" =dld;...dc Ci'Ry .. Ry,

r+1

onde ¢yy1,...,ci,R1,...R; sdo comutadores bdsicos sobre ay,ay,...,a,, tais que:

Além disso, temos que os expoentes e sdo dados por
ej= b]l’l(l) —i—bzn(z) +... —I—bln(l),

onde | é o comprimento de comutador cj, os elementos b; sdo inteiros ndo-negativos dependem

apenas do comutador c e ndo dependem de n. Aqui nk) = w,k =1,2,...,L

Para uma demonstracao veja [7, p. 182].

1.2 Grupos Soluveis

Outra importante classe de grupos € a dos grupos soluveis, definidos a seguir.

Definicao 1.17. Um grupo G é chamado soliivel se possui uma série de subgrupos
G=Gy>G;>...>G,={l1},

tal que G+ < G; e G;/Gj4+ é abeliano. Uma tal série é chamada série subnormal abeliana de
G. O menor de todos os comprimentos n de tais séries é chamado comprimento de solubilidade

ou comprimento derivado do grupo G.

12
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Para estudar grupos soliveis € fundamental entender a chamada série derivada de G, definida

por:
G = g,
¢V = ¢ =[G,a],
G = [G(n—l),G(n—l)].

A importancia desta série se deve a

Proposicio 1.18. Se G = Gy > G| > ... > G, = {1} é uma série subnormal abeliana, entéo
GY <G i=1,...,n

Demonstracdo: Usaremos indugéo sobre i. Como G/N ¢é abeliano se, e somente se, G' <N,o

resultado vale para i = 1. Supondo valida para i, temos
Gi/Giy1 é abeliano, isto implica Giy1 > G = [G;,Gj] > [GW, G = GUHV).

0

Desta proposi¢do segue que um grupo € soluvel se, e somente se, a série derivada estabiliza,
isto é, existe n tal que G = Gt Além disso o comprimento de solubilidade de G ¢ igual

ao comprimento da série derivada de G.

Grupos Metabelianos

Um grupo solivel de comprimento derivado 2 é chamado de metabeliano.

Teorema 1.19 (Meier-Wunderli). Um grupo metabeliano de expoente p é nilpotente de classe

no mdximo p.

Para um demonstragdo veja [13].

Teorema 1.20. Para um grupo metabeliano G e ay,aa,...,a, € G, temos as seguintes identi-
dades:

1. lay,az,...,an)[az,ay,...,a,) = 1;

2. [a17a27"'aaivai+17"'7an] = [a1,a2,.--,ai+],(1i,.. -7an]7i >2;

13
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3. [ar,az,a3,...,ay|az,a3,a1,...,ap)[a3,a1,a2, ... ,a,] = 1;

4. |ay,ay,...,anl|az,a3,...,ay,a1]...|ay,a1,...,ay,—1] = 1.

Demonstragdo: Usaremos inducdo sobre n nas identidades 1, 3 e 4.

1. Para n = 2 € valida para qualquer grupo. Por hipétese de indugdo temos

[(11,(12,(13,...,an_l][az,a],a?,,...,(ln_l] = 1,segue que
[[ai,az,a3,...,ay—1][az,a1,a3,...,a,—1],a,] = 1,pela proposi¢do 1.2 temos
[alaaZaa?ﬂ v 7an][a27a17a3’..'7an71}[GZaalaa?ﬂ v 7an] =1.

Portanto, como G € metabeliano, obtemos

[al,az,a3,...,an][az,al,a3,...,an] = 1

2. Provemos que [aj,as,as,as] = [a1,a2,a4,a3]. O caso geral se faz de forma completa-

mente andloga.
Facamos ¢ = [ay,a,], segue
lar,a2,a3,a4) = [c,a3,a4) = [c ' c®,as] = c(c™1)B (c71e®)H = c(c™ 1B (¢ )% ch94,

Analogamente,

[a1,a2,a4,a3] = c(cfl)“4(c*1)“3ca4“3.

Desta forma, basta verificar que ¢ = ¢*%. Isto segue de azas = [613,614]_1614613 e de G ser

metabeliano, o que conclui a demonstracio deste item.
3. Utilizaremos a identidade de Witt, assim, para n = 3, temos
ap as ar
[611,612,613 ][a27a3aal ][03,01,021] - 1a
segue que

lai,az,a3]as,az]az,a3,a1(ar,as))[asz, a1, az]az,a1]] = 1

14
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Pelo item (4) da proposi¢do 1.2 segue

la1,a2,]a3,a0][ar,a2,a3)(a1,a2,a3, a3, az]][az2, a3, a1, a3])[az, a3, a1)[az, a3, a1, (a1, a3]]

X [Cl3,6ll, [a27a1]][a37a17a2] [613,611,612, [a27a1]] =1

Logo,

[alaa23a3] [a27a37a1] [(13,(11,(12] =1

Supondo vélida para n — 1, provemos para n
la1,a2,a3,. .. an_1][az,a3,a1,...,an_1] = [az,a1,az,. .. ,apn_1] ",
logo,
a1, a2,a3,...,an1][a2,a3,a1,...,an_1],an) = [[a3,a1,a2,. .. an_1] ", an).

Pela proposicao 1.2 e pelo item (1), segue

lar,a2,a3,...,an—1],an|[[az,a3,a1,. .. ,an—1],an] = [la1,a3,a2, . .. ,.an_1],an],
onde ¢ = [ap,a3,ay,...,a,—1], como G é metabeliano essa conjugacdo por ¢ desaparece, obtendo
finalmente
[al,ag,a3,...,an][az,a3,a1,...,an][a3,a1,a2,...,an] =L

4. Para n = 3 segue do item anterior. Supondo vélida para n — 1 temos

[al,az,...,anfl][az,a%...,an,l,al]...[an,l,al,...,an,z] = 1,
assim,
lai,az,...,an—1][az,a3,...,ap—1,a1]...[ay—1,a1,...,an—2],ay] =1,
logo,
a,aa,...,an_1,ay]laz,as,....ay_1,a1,ay]...lay—1,a1,...,ayp—2,a,] = 1.

Agora por (3), temos

[an717a17an7a27 e 7an72] [a17an7an717a27 e 7an727][anaan717alaa27 . aan727an] - 17
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segue que
[an—1,a1,an,a2,...,an-2] = [an,a1,ap1,a2,...,an-2,][an-1,an,a1,02, . .., an—2,Gn]
Utilizando esta igualdade e o item (2), da expressdo acima obtemos por fim

lay,az,...,an)[az,a3,...,an,a1].. . lan,ai,...,an—1] = 1.

1.3 Produto Entrelacado

Primeiramente definamos o produto direto.

Seja {A;;i € I'} uma familia de grupos. Definimos o produto direto dos grupos desta familia,
denotado por [];<;A;i, como o conjunto das fungdes de / para A assumindo apenas finitos valores
nao triviais, isto €,

{f:1— A;{i; f(i) # 1} é finito}.

A operacdo deste grupo € o produto usual de funcdes.

Nos interessard o caso em que / € finito ou enumerdvel. Os elementos do produto direto

podem ser vistos como seqiiéncias finitas.
Agora definamos produto semidireto de dois grupos.

Sejam N e H dois grupos e ¢ : H —Aut(N) um homomorfismo. O grupo H x N é chamado
o produto semidireto de N e H com respeito a ¢ e € definido como o conjunto H X N (produto

cartesiano de conjuntos) com a operacao * definida por

(h1,n1) * (ha,n2) = (hihy, @(h2)(n1)n2).

As vezes este grupo é denotado por N x H. E fécil verificar que existem N; um subgrupo
normal de H x N e H; é um subgrupo de H X N, tais que H x N = H|N; e Ny NH; = {1}.

Na situagdo oposta, consideremos um grupo G tal que existem N um subgrupo normal de G
e H um subgrupo de G, com as seguintes propriedades:
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1. G=NH,
2. NNH = {1}.
Nestas condig¢des, para cada elemento & € H podemos associar o automorfismo natural ¢y, :

N — N, definido por ¢ (n) = n'. Esta associacio define um homomorfismo ¢ de H para AutN.
Além disso, ndo € dificil verificar que G = N x H, com respeito a ¢.

Por fim definamos o produto entrelacado. Sejam A e B dois grupos. Definamos o grupo AB)

com produto direto de copias de A indexadas por elementos do grupo B, mais precisamente,

AB) = HAb, onde Ay = A.
beB

O grupo B atua em A®) de forma natural

TMOEFIC

ou, equivalentemente,
fP(xb) = f(x),

onde x,b € B.

Assim, existe um homomorfismo de B para AutA®). Desta forma, definimos o produto
entrelacado de A por B, denotado por AwrB, como o produto semidireto de AB) por B com esta

acdo.

Segue diretamente desta definicdo que o produto entrelacado W de A por B € finito se, e

somente se, A e B sio finitos. Em caso positivo temos [W| = |A|1/|B|.

17



Capitulo 2
Grupos Livres e Variedades de Grupos

Neste segundo capitulo falaremos sobre a principal teoria a qual se apdia este trabalho,
a teoria sobre variedades de grupos. Para isto primeiramente falaremos sobre grupos livres,

topico fundamental para estudo de variedades.

2.1 Grupos Livres e Apresentacoes de Grupos

Definicao 2.1. Sejam F um grupo e X C F. O grupo F, também denotado por F (X ), chama-se
grupo livre com base X (ou conjunto de geradores livres X) se para cada grupo G, qualquer
aplicagdo ¢ : X — G pode ser estendida a um tnico homomorfismo f : F — G. Em outras
palavras, existe um dnico homomorfismo f : F — G tal que f(x) = ¢(x), paratodos x € X. A

cardinalidade do conjunto X é chamada de posto do grupo livre F (X).

Esta defini¢do de grupo livre através de uma propriedade, chamada propriedade universal,
€ muito util em vérias aplicagdes. No entanto ela tem a defici€éncia de ndo garantir a existéncia
de tais grupos. A prova desta existéncia se faz pela constru¢do de um grupo livre para cada
conjunto gerador X. Contudo ndo faremos essa constru¢@o aqui, ela pode ser encontrada em
[17, p. 44].

Agora enunciaremos um importante teorema sobre grupos livres. Este teorema diz, em

outras palavras, que a classe dos grupos livres € fechada para subgrupos.

Teorema 2.2 (Nielsen-Schreier). Se H é um subgrupo de um grupo livre F(X), entdo H € livre.
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Suponhamos ainda que F tem posto finito n. Entdo H ¢é finitamente gerado se, e somente se,
Jj=[F : H] < oo. Em caso afirmativo o postode H é 1 + (n—1)}j.
Para uma demonstracdo veja [17, p. 162].

Segue diretamente da defini¢do e da existéncia de grupos livres, que todo grupo é isomorfo
a um quociente de um grupo livre. Desta forma para cada grupo G existem um grupo livre F (X)
e um subgrupo normal N < F(X) tal que G = F(X)/N.

Definicao 2.3. Seja G um grupo isomorfo a F(X)/N, onde F(X) é um grupo livre com base
X e N = (R)F é um subgrupo normal de F(X) (N é o fecho normal de um subconjunto R). O
par ordenado (X|R) chama-se uma apresentagcdo de G. Os elementos do conjunto X sdo ditos

geradores e os elementos do conjunto R sdo ditos relagdes do grupo G. Escrevemos G = (X|R).

Pelo comentério acima, segue que todo grupo G possui alguma apresentacao.

Teorema 2.4 (von Dyck). Sejam G = (X |R) e H= (Y | R) dois grupos, tais que X e Y tém a
mesma cardinalidade. Seja ainda ~: X — Y uma bijecdo. Suponhamos que H satisfaz todas

as relacoes r € R, isto é,
ser(xy,...,x;) =1 (x1,...,x; € X), entdo r(xy,...,%5) = 1.

Entdo existe um epimorfismo ¢ : G — H, ou seja, H é isomorfo a um quociente de G.

Demonstragdo: Sejam F um grupo livre com base X (isto €, um conjunto de mesma cardi-
nalidade, o qual identificamos com X) e N = (R)f" o fecho normal de R. Assim, temos que

G = F/N. Definamos o0 homomorfismo
¢:F — Htal que ¢(x) =x,x € X.

Este homomorfismo ¢ € sobrejetivo, pois a imagem contém o conjunto gerador Y. Como H

satisfaz todas as relagdes r € R temos que ¢(N) =1, logo N < ker¢. Segue que:

H 2 F [ker¢ = (F/N)/(ker¢ /N) = G/ (ker¢ /N).
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2.2 Variedades de Grupos e Subgrupos Verbais

Seja F(X) um grupo livre, com conjunto de geradores livres X = {x;;i = 1,2,...}, G um
grupo e u(xy, ..., x;) um elemento no grupo livre F (X ). Nestas condi¢des u pode ser visto como
uma fungdou:G x G X ... X G— G.

'

k

A imagem de uma k-upla (g1,...,gx) por esta funcdo é dita um valor de u em G. Para
um subconjunto V de F(X) os valores assumidos por seus elementos em G é, em geral, um
subconjunto ndo trivial de G. O subgrupo gerado por todos estes valores serd chamado de

subgrupo verbal de G relativo a V e denotado por V(G). Isto é,

V(G> = <v(g1,. .. 7gn(v))|v evV,g € G>
Segue facilmente das definicdes que todo subgrupo verbal é completamente invariante.

Dizemos que o elemento u € uma identidade ou lei em G, se todos os valores de u em G sdao

triviais. Usaremos u ou u = 1 para denotar uma identidade.

Definicao 2.5. A classe V , de todos os grupos satisfazendo um dado conjunto de identidades
V, serd chamada uma variedade de grupos. O conjunto V € dito uma base de identidades para

a variedade V.

O conjunto V' de todas as identidades em um grupo G €é um subgrupo de um grupo livre

F(X). De fato, sejam u(xy,...,x;),v(x],...,x) € F(X) identidades em um grupo G. Como
u(g17'-'7gk) :V(gl,---,gk> =1, segue que

w (g1, 8k) = ul(g,- - g V(g1 8k) =1,

1

para todos g1,...,8x € G, portanto uv~ ' € uma identidade em G. Além disso é facil verificar

que este subgrupo € totalmente invariante.

Proposicao 2.6. Sejam V uma variedade de grupos e V uma base de identidades para V. Um
grupo G estd em V se, e somente se, G é um quociente de F /V(F), para algum grupo livre F.

O grupo F /V(F) é dito o grupo livre na variedade V.

Demonstragdo: Se G é um quociente de F/V(F). Claramente G satisfaz todas as identidades

de V. Portanto, temos que G € V. Inversamente, suponhamos que G € V e mostremos que G é
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um quociente de F /V(F). Sejam M um conjunto gerador de G e F (X ) um grupo livre com base
X, onde X € um conjunto com a mesma cardinalidade que M. Seja o : X — M uma bijecao.
Como F é livre, temos que o pode ser estendida a um epimorfismo ¢ : F — G. Como V (F) é

completamente invariante, temos

pois G € V.

Logo, obtemos que V(F) C ker ¢ se, e somente se, V(G) = 1. Portanto
G = F[kerg = (F/V(F))/(ker@/V (F)).

Isto demonstra a proposicao. U

Com esta proposi¢do estamos preparados para demonstrar um importante teorema sobre
variedades de grupos. Este teorema dd outra visao deste objeto o qual definimos por variedades
de grupos.

Teorema 2.7 (Birkhoff). Uma classe de grupos C é fechada para subgrupos, quocientes e

produtos cartesianos se, e somente se, C é uma variedade de grupos.

Demonstracdo: E claro que uma variedade é fechada para subgrupos, quocientes e produtos
cartesianos. Inversamente, suponhamos que uma classe de grupos C é fechada para subgrupos,
quocientes e produtos cartesianos. Sejam V' o conjunto das identidades satisfeitas por todos os
grupos de C. Definamos V como a variedade com base V. E claro que C C V. Queremos provar
que V C C. Como C ¢ fechada para quocientes, € suficiente provar que cada grupo livre de V

pertence a C. Pela proposi¢do anterior um grupo livre nesta variedade ¢ da forma
F =F(X)/V(F(X)).

Para cada w ¢ V existe um grupo G,, € C tal que w ndo é uma identidade em G,,. Desta

forma, existe um homomorfismo
Qw - F — G,, com Pu(WV(F)) # 1.

O produto cartesiano G =[],z G, pertence a C, pois esta classe € fechada para produtos carte-

sianos. Seja @ : F — G 0 homomorfismo cuja imagem de um elemento x na w-ésima posi¢ao
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¢ ¢y(x). Pela forma que definimos ¢ temos que ker ¢ = V(F), ou seja, ¢ é um monomorfismo.

Portanto F = ¢@(F) < G. Como C ¢ fechada para subgrupos o teorema estd demonstrado.  [J

Seja U um subconjunto de F(X). Uma identidade w é conseqiiéncia de U, se w é identidade
em um grupo G, sempre que todo elemento de U é uma identidade de G. Dois conjuntos U e V

sdo equivalente se toda palavra de U € conseqiiéncia de V e vice versa.

Teorema 2.8. Toda palavra w é equivalente a um par de palavras, onde uma é da forma x™,m >

0 e a outra é uma palavra comutador.

Demonstracdo: Sejaw = w(xy,...,x,) uma palavra em um alfabeto X. E fécil ver que podemos
escrever w na forma

0
w=ux]"...x"c,

onde ¢ é uma palavra comutador, isto é, ¢ € [F(X),F(X)]. Se todos expoentes m; sdo nulos,
w = ¢ e ndo temos nada a provar. Sejam m;,,...,m; 0s expoentes ndo nulos. Se w € uma lei
em um grupo G substituindo xi,...,X;,—1,Xj,+1,-..,X, por 1, temos que x""1 é uma lei em G.
Analogamente x""/ é uma lei em G para cada j = 1,2,...,r. Segue que X" é uma lei em G,
onde m = mdc(m,, ...,m;,). Por outro lado, como o conjunto de identidades de um grupo é um
subgrupo de um grupo livre de posto apropriado, segue que ¢ = x;,, " ...x;"'w é conseqiiéncia
de w. Reciprocamente, se x™ e ¢ sdo identidades em um grupo, é claro que w também o € .

Portanto w é equivalente a {x",c}. O

Grupos Relativamente Livres

Definicao 2.9. Um grupo G é chamado relativamente livre se possui um conjunto de geradores,
chamados geradores livres, tal que toda aplicagcdo deste conjunto no grupo G pode ser estendida

a um endomorfismo.

Como dissemos acima um subgrupo verbal é completamente invariante. A reciproca deste
fato em geral ndo € verdadeira. No entanto ela vale para grupos relativamente livres, como

veremos ha proposicao seguinte.

Proposicao 2.10. Sejam G um grupo relativamente livre. Entdo todo subgrupo completamente

invariante de G é um subgrupo verbal de G.

Demonstragcdo: Sejam U um subgrupo completamente invariante de G e X € um conjunto de

geradores livres de G. Sejam ainda u = u(x,x2,...,x,) € U,comx; € X e g,...,8 € G. Pela
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defini¢do de grupos relativamente livres, existe um homomorfismo
©:G— G, talque o(x;) =g;i=1,...,r.

Segue que ¢(u) = u(gy,...,gr) € U, pois U é completamente invariante. Assim, para todo

u € U, todos os valores de u em G pertencem a U, o que demonstra a proposi¢ao. U

Exemplos triviais de grupos relativamente livre sdo os grupos livres. Outros exemplos de

tais grupos sdo obtidos através da

Proposicao 2.11. Um grupo G é relativamente livre se, e somente se, G = F /R, onde R é um

subgrupo verbal de um grupo livre F.

Demonstragdo: Ver [14, p. 9]. U

A proposicdo seguinte relaciona grupos relativamente livres com grupos livres em varieda-
des.

Proposicao 2.12. Um grupo G é relativamente livre se, e somente se, G é o grupo livre de posto

apropriado de alguma variedade V.

Demonstragdo: Vamos inicialmente supor que G é relativamente livre. Pela proposicao anterior
temos que G = F/V, onde V = V(F) é um subgrupo verbal do grupo livre F. Assim, G é o

grupo livre da variedade definida pelo conjunto de identidades V.

Por outro lado, suponhamos que G é o grupo livre na variedade V. Por definicdo G =
F/V(F), onde F é um grupo livre e V(F) é o subgrupo verbal correspondente a V. Assim,
pela proposicao anterior, segue que G € relativamente livre. U

Com estas proposi¢des podemos definir grupos abelianos livres como sendo os grupos livres
na variedade dos grupos abelianos. Desta forma todo grupo abeliano € um quociente de um
grupo abeliano livre. Temos ainda o

Teorema 2.13.
1. Se um grupo A é abeliano livre com base X entdo A é a soma direta dos subgrupos ciclicos
infinitos (x), x € X.

2. A soma direta A = Z Cy, onde cada Cy é um grupo ciclico infinito, é abeliano livre com

xeX
base X.
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A cardinalidade do conjunto X serd chamada posto de A.

Para uma demonstracdo veja [17, p. 61].

Teorema 2.14. Sejam G é um grupo relativamente livre e M um conjunto de geradores livres
para G. Entdo o grupo quociente G/G' é abeliano relativamente livre, livremente gerado pelo

conjunto MG' /G'. Além disso, G/G' tem mesmo expoente (zero ou m > 0) que G.

Demonstragcdo: Seja F o grupo livre com base X, um conjunto de mesma cardinalidade de
M. Facamos U = ker ¢, onde ¢ € o epimorfismo candnico ¢ : F — G. Nestas condi¢Oes
G/G' = F/F'U. De fato, como ¢(F') = G’, podemos definir o epimorfismo

o :F/F — GG,
tal que
¢'(xF") = ¢(x)G'.
Além disso, € claro que ker @’ > UF’.
Reciprocamente provemos assim que UF’ > ker ¢'. Seja xF’ € ker ¢/, temos
o'(xF") =1, logo ¢(x) € G, isto implica que @(x) = [g1,82]™ ... [g2x_1,824) "™
Seja f = [y1,y2]™ ... [Yar—1,v24|™, onde y; € F e @(y;) = gi» i = 1,2,...2k. Desta forma, temos
o(f) = @(x), logo @(xf 1) =1, assimx € UF’.

Segue que ker ¢’ = UF’. Como U e F’ sdo verbais segue que F'U é verbal, portanto G /G’ =
F/F'U é abeliano relativamente livre. Por outro lado, tendo em vista o teorema 2.8, segue que:

G tem expoente zero se, € somente se, UF' = F’ se, e somente se,
U C F' se, e somente se, G/G' = F/F'U = F /F’ se, e somente se,

G/G' tem expoente zero.

Por fim, novamente usando o teorema 2.8, temos

G tem expoente m > 0 se, e somente se, x € uma identidade em G se, e somente se, X" € U.
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i

Variedades com Base Finita

Dizemos que uma variedade possui base finita se o conjunto identidades desta variedade é
equivalente a um conjunto finito de identidades. Um problema que ficou algumas décadas sem
solucdo € o problema da existéncia de variedades de grupos sem base finita. Este problema
foi proposto por B. H. Neumann em 1937. Nos capitulos posteriores daremos exemplos de
variedades de grupos sem base finita. Contudo isto ndo pode ocorrer para variedades abelianas,

COmoO veremos na seguinte proposicao.
Proposicao 2.15. Toda subvariedade da variedade de grupos abelianos possui base finita.
Demonstragdo: Seja 'V uma subvariedade da variedade de grupos abelianos. Definamos m como

0 menor inteiro ndo negativo tal que x”* é uma identidade em V. Isto é, m é o expoente de V,

podendo inclusive ser nulo.

Provaremos que {[x;,x2],x™} é uma base de identidades para V. Todavia isto segue facil-
mente do teorema 2.6. Com efeito, por este teorema uma identidade w em V € equivalente a um
par de identidades na forma x"*, n > 0 e uma palavra comutador c. Pela nossa definicao de m
segue que x" é conseqiiéncia de x". Por outro lado uma palavra comutador ¢ é conseqiiéncia de

[x1,X2], 0 que prova o teorema. O

O mesmo resultado vale para grupos nilpotentes de classe no maximo ¢ e para grupos

metabelianos.
Teorema 2.16. Toda subvariedade da variedade de grupos nilpotentes de classe no mdximo c
possui base finita.

Para uma demonstracdo veja [14, p. 89].

Teorema 2.17. Toda subvariedade da variedade dos grupos metabelianos possui base finita.

Para uma demonstracdo veja [4].

Para encerrar esta subsecio consideraremos um teorema importante para este trabalho, haja

vista que utilizd-lo-emos para demonstrar os principais teoremas nos capitulos posteriores.
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Teorema 2.18. Seja V uma variedade de grupos. Entdo V possui uma base finita de identidades
vi=1,m =1,...,vy = 1 se, e somente se, toda base B de V possuir um subconjunto finito

equivalente a B.

Demonstrag¢do: Primeiramente, € claro que se toda base 3 de V é equivalente a um subconjunto

finito de B, entdo V possui uma base finita.

Reciprocamente, seja {vi, v, ...,V } umabase finitade V. Seja B = {w; | j=1,2,...} uma

base qualquer de V. Notemos que cada v;, pertence a um subgrupo gerado por um nimero finito

de elementos w; ,w;,,... s Wiy, para algum /; > 1. Assim, temos que cada v; =1,i=1,2,...k

€ conseqiiéncia de um numero finito de identidades w;; = 1,w;, = 1,...,w; = 1, para algum
1

l; > 1. Assim, a base finita € conseqiiéncia de um niimero finito de identidades w;,j=1,2,...,s

e também qualquer outra identidade em V. Logo, a base de identidades B = {wy,wy,...} é

conseqiiéncia de seu subconjunto finito {w; | j = 1,2,...,s}. Portanto 8 é equivalente a sub-
conjunto finito. U
Produto de Variedades

Chamaremos o grupo C de uma extensdo de A por B se C possui um subgrupo normal

isomorfo a A, tal que o quociente por este subgrupo € isomorfo a B.

Sejam U e V duas variedades de grupos. Consideremos a classe UV de todos os grupos que

sdo extensdes de um grupo de U por um grupo de V.

Proposicao 2.19. A classe de grupos UV, definida acima, é uma variedade de grupos.

Demonstragdo: Sejam U e V os conjuntos de todas as identidades de U e V respectivamente e
W= {W = u(vl,vz,...7vk) S F(X);M = u(xl,xz,...,xk) eU,evy,vy,...,v € V},

onde F(X) é um grupo livre. Mais precisamente, provaremos que UV ¢é a variedade definida

pelo conjunto de identidades W.

Seja W a variedade de grupos definida pelo conjunto de identidades W. Queremos mostrar

que um grupo G € W se, e somente se, G € UV.

Suponhamos inicialmente que G € UV. Assim, pela definicdo de UV, temos que existe
N<Gtalque, Ne Ue G/Ne€V.Segueque U(N)={1}eV(G/N)={1}. A segunda igualdade
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implica em V(G) C N, conseqiientemente U (V(G)) C U(N) = {1}. Portanto
W(G) =U(V(G)) = {1},
ouseja, G € W.

Inversamente, se G € W entdo U(V(G)) = {1}. Observemos que se N = V(G), temos que
U(N) ={1}, isto é, N € U. Mas temos também que N <G, e assim, V(G/N) =V (G/V(G)) =
{1}, ou seja, G/N € V.

Assim, concluimos que G € UV. Desta forma, temos que W = UV, e portanto UV € a

variedade de grupos definida pelo conjunto de identidades W = U (V (F (X))). O

A variedade de grupos UV € chamada de variedade produto de U por V.
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Capitulo 3

Uma Variedade Metanilpotente de
Expoente p> sem Base Finita

Neste capitulo exibiremos, para todo primo p > 3, uma subvariedade B da variedade M,N ,
a qual ndo tem base finita. Desta forma daremos um exemplo de uma variedade soldvel de ex-
poente p?> que ndo tem base finita de identidades. Como vimos no capitulo 2 isto ndo pode
ocorrer para variedades abelianas e variedades nilpotentes de classe ¢, onde toda subvariedade
tem base finita. Além disso, por Meier-Wunderli [13], a variedade M, dos grupos metabelianos
de expoente dividindo p, € nilpotente de classe p. Logo M,N; , € metanilpotente e tem ex-
poente p”>. Recordemos que uma variedade é metanilpotente se cada grupo G desta variedade
possui um subgrupo normal N tal que N e G/N sdo nilpotentes. Assim B também é metanilpo-
tente de expoente p?.

Mais precisamente provaremos o
Teorema 3.1. Para todo primo p, p > 3, existe uma subvariedade B de M,N> , a qual ndo tem

base finita.

Seja p um primo arbitrdrio, p > 3. No grupo livre no conjunto {x,y,z,x1,x2,...} de ger-
adores livres, sejam

up = [x1,x2] ... [Xop—1, %]

-1
wie = (60, 2), 6w, 2" by, g,

k € N. Sejam ainda W a variedade definida pelas identidades w; = 1,k € N e V um conjunto
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de identidades que define M,N; ,,. Para provar o teorema 3.1 construiremos, para cada n € N,
um grupo C, na variedade M,N; ,, o qual satisfaz as identidades w; =1,...,w, = 1; mas ndo a

identidade w, 1| = 1. De fato, isto demonstra o seguinte teorema, o qual implica o teorema 3.1.
Teorema 3.2. A variedade B = WNM,N; , ndo tem base finita.

Lema 3.3. Existe um grupo metabeliano M de expoente p com geradores y;,k=0,1,....p—1,

satisfazendo as seguintes condigoes:
J) [yk17yk27 cee ,}’kp] = 1 se k, = kg para algum par (F,S);l <r<s<p;

Jj) Para cada2 <1 < p—1, temos

_ 1
[)70,)’1,)’1,---7)’17---7)’p—1] = [y()vylv"'ayp—l] (31)

onde [y0,Y1,Y1,-- -, V15> Yp—1] = DO:Y1Y15 - s Vi-1, Y1415+ - Yp—1). Além disso, Yp,(M) é um
p-grupo ciclico gerado por [yo,y1,...,Yp—1];

jjj) Para todo k, 0 < k < p — 1, existe um automorfismo ¢ de M tal que ¢(y;) = v 14, (I =

0,1,...,p—1) onde os indices devem ser lidos médulo p.

Deste lema segue facilmente o

Lema 3.4. Existe um grupo metabeliano M de expoente p com geradores y,(:) (ie Nk=

0,1,...,p—1) satisfazendo as seguintes condi¢cdes:

l) [y]((lll)ay]((l;)] =1, se il # in;

ii) [y,(c?,y,((?, e y](;p)] =1, se k, = ks para algum par (r,s);1 <r <s<p;
iii) O conjunto {[y(()i),ygi), e ,y[(j)_l],i € N} é uma base de y,(M). Além disso,

i (i i i i i (i i
[y(())uyg)7Jy[(_)]7y§_|)_]a7y§)),1] = LY(())JE);,)’E,)A] 5

iv) Para toda permutacdo T de N e para toda segiiéncia {k) | 0 < k) < p—1,i € N} existe

um automorfismo ¢ de M tal que (p(y,((i)) = yl({i(lgl).),

sek > p, entdoy,(:) :yl(i), onde0<I<p—1lek=I (mod p).

(ieN k=0,1,...,p—1), escrevemos que

Demonstragdo: Sejam M como no lema anterior e, para cada i € N, M; um grupo isomorfo a
M, com isomorfismo ¢; : M — M;, ¢;(y;) = y;:)’ 1=0,1,...,p— 1. Desta forma podemos definir

M = [1;enM; (produto direto).
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A condigdo (i) é satisfeita por M ser um produto direto; (ii) e (iii) seguem de (j) e (jj)
respectivamente. Para provar (iv) sejam (k(i)) ieN € T uma permutagdo de N . Por (jjj), para

cada par (i,7(i)) existem isomorfismos
(P,'iMi _>M’C(i) € l[/iZMl'—>M,',

tais que

Assim a composta

(@iyi) : M; — M € tal que (9i95) () =y 1.

Desta forma basta definir ¢ agindo em M; tal como @; ;. U

Demonstragdo do lema 3.3: Sejam Z, = Z/pZ e R = Zp(ag,ai,...,ap—1) a dlgebra livre
associativa sobre Z, (com unidade) nas varidveis ag,ar,...,a,—1. Definamos os ideais Ji, J,

J3, J4 de R como segue:
J1 = ideal({a;, iy, 10 <it,... ipp1 < p—1});
Jo =ideal({aj, ...a; |l < p,i, = is para algum r # s});
Jy =ideal({ajajax —ajara; | 0 <i,j,k<p—1})
Jy =ideal{({ajapa, ...a;...ap—1 —larapas ...ap—1 + (I — 1)aparaz . ..a,_1;
1=23,....p—1}).

Seja J = J; +Jp +J3 + J4. Definamos agora M como o subgrupo das unidades do anel
quociente R/J gerado pory; = 1+a;+J,i=0,1,...,p— 1. Observe que, como

p(p—1)

> a,-2+...+paf_1—|—af—|—J2:1+J2,

(1+a)? +Jp =14 pa; +

os elementos y; realmente sdo invertiveis.

Observemos que para um arbitrario g € M, podemos escrever g = 1 +h-+J, onde h = opag+

oty ap g+ h' e h' é uma combinacdo linear de mondmios nas varidveis ao, ... ,ap—1 de
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grau 2 ou mais. Desta forma,

1
gP:(1+h)P+J:1+ph+%

W4 +phP VP T =14+h +J.
Como /' é uma combinacdo linear de mondmios de grau 2 ou mais, temos que
a;, ...ailhlail+l .aj,  €J1,
[=0,1,...,p—1. Assim
g = 1+ (opao+...+ap_1a,_1 +H )P +1J

= 1+ ((Xoa0+...+06p_1ap_1>p+f

= 1+ ) 050)a5(0)- - Os(p-1)@5(p-1) T
o€s,

= 1+050...06p_1 Z ag(o)...a5(p_1)+l.
o€s,

Por outro lado, como J > J3, temos
a5(0) .. .Clg(pfl) = ag(o)aoal .. .675(0) -..4p—1 (mod J),
onde qjag...d;...ap—1 = @apay ...aj_1aj+1...Ap_1.

Assim,

Y as)--asp-1)+J = Y as0)a0ar -Gy - ap1+J = (p— IS+,

0€S, 0€S,
p—1
onde § = Z aiagp...d...ap_1. Isto jad implica que M tem expoente dividindo P
=0

Como J > Jy, temos

aag...d...ap—1 = lalaoaz...ap_l - (l— 1)(1()(11 ceAp—] (mod J).
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Desta forma,

_plp—1) p(p—3)

> ajap...dp—1— > aopdp ...dp—1 (mod J).

Como R é de caracteristica p, segue que S = 0. Assim para todo g € M,g = 1 +h+J, temos
g'=1+0g...0_1(p—1)!IS+JT=1+1.

Assim M definido acima tem expoente p.

Definamos os comutadores aditivos indutivamente por

(u,v) =uv—vu

(uy,up,...,uy) = ((uy,un,... ,uy—1),u,) paran > 3.

Agora provemos que M é metabeliano. Primeiramente definamos A como o ideal de R

gerado pelos elementos ay, . ..,a,—1. Assim, como J > J3, temos
f(hihy —hahy) =0 (mod J),
para hyj,hy € R, e f € A.
Observe que (h;,hj) € A, para quaisquer ;,hj € R. Desta forma,
((h1,h2), (h3,ha)) = (h1,h2)(h3,ha) = (h3,ha) (B, hy)
= (h1,h2)(h3hg — hah3) — (h3,hq)(hihy — hohy)
= 0 (mod/J),

para todos hy,hy,h3,hy € R.

Isto implica que M é metabeliano, vide [19, 9]. Agora provaremos as condigdes (j), (jj) e
(JJJ)-
Lema 3.5. Sejam gy = 1+hy,g0 = 1+hy € M. Entdo

[g1,82] = 1+ (h1,hp) +h+J,
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onde h é uma combinacdo linear de monémios de grau 3 ou mais.
Demonstragdo:
lg1,82) = g7'er'q1g2a+7
= (I4+m) (A +n) '(A+h) (1 + ) +J
= (14+h)P Y1 +h)P 1 (1+m)(1+hy) +J
= (I=h+R2 4. AR YA —hy+ R+ AR Y (A4 by +hy+ o)+

= (I—hi—hy+hihg+ W2+ 03—+ .+ W WY (14 by + hy + hyhy)
+J

= 1-h—hh+h —l—hz—l—/’l%—h]hz—hzhl —]’l%—l—/’llhz—l—h%—f—h%
iy =3+ R oy 40

= I4mhy—hihy—hii 4.+ Wy

= 1+ (hy,hy)+h+J.

Observe que, como J > J,, fazendo h; = ai, na demonstragio do lema 3.5, temos

[Ykpqu] =1+ (ak17ak2) +J.

De fato, o elemento & neste caso, sendo uma combinag¢do linear de mondmios de grau 3 ou mais

em duas varidveis, pertence a J;.

Esta € a base indutiva para a afirmacgdo

[ykla"'vykl]:1+(ak17"'7ak1)+‘]7123‘ (3.2)
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Supondo vélida para [ — 1, temos
—1,-1
[[yk]w"?yk/,]])ykl] = [)’kla---a)’k,,l] lyl [}’kla---a)’qu])’kl

= (1+ (ak17"'7ak1_1))(p_1)(1 +ak1)(p_])(1 + (akn---aakz—l))
><(1 —I—ak[) +J

= (1 — (akl,...,akl_l))(l —akl)(l+(akl,...,ak]_l))(l+akl)+.l
= 1+ (ak,---ax_,)ax, —ax(ax,,- - ag,_,)+J

= l—l—(akl,...,akl)—l—J.

Por outro lado, pela defini¢ao de J3, temos

(hl,hz,...,hl) = (hl,hz)h3...hl,l > 3 (mod J) (33)

Assim, de (3.2) e (3.3), segue que

[yklv"'aykp] = 1+(ak17ak2)ak3"'akp +J. (3.4)

Logo, pela defini¢io de Jo, M satisfaz a condi¢do (j). Observe também que, como J > Ji,

esta igualdade também implica que ¥, (M) = 1, isto é, M ¢é nilpotente de classe no maximo

p. Como M é metabeliano de expoente p, poderiamos chegar 2 mesma conclusdo usando o

resultado de Meier-Wunderli.

Para provar que (jjj) € satisfeita por M, verificaremos primeiramente (3.1).

[y07yl7y17"'7)_717"'7)7]7*1] = 1+<a0>al7a1 "'76_117"'561])*1)—}_‘]'
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Segue de (3.3) e de J > Jy4, que
1+ (ag,ap,a1...,a;,....ap—1)+J
= 1+ (aog,ap)a;...a;...ap—1+J
= l+4aoqay...a;...ap 1 —aapay...a;...ap_1+J

= l4apqa;.. LAp—1— lajapas .. Lap—1+ (l — 1)610611 c..dp—1 +J

Pela definicao de J3, temos
I +apaay ...ap—1 —lajapay...ap—1+ (I —1aoay ...ap—1+J
= 1+[(apa) —ajap)ay...ap—1+J
= 1+1(ag,a1,...,ap—1)+J
= (1+(a0,a1,...,ap_1))l—|—J

= [y07y17 ce aypfl]la

ou seja,

DO YEV1 3Tt ¥p—1] = [0s V15 Yp1]-
Assim, para provar que M satisfaz () basta provar que [yo,y1,...,yp—1] # 1. Como
Yo, Y153 Yp—1] = 1+ (ao,ai,...,ap—1) +J =14 (aoai ...ap_1 —aiag...ap—1) +J,
€ equivalente provar que
apdi ...dp—1 #aiap...ap_1 (mod J).

Provaremos que os elementos apa ...a,_1 € aiap . ..a,—1 formam uma base, sobre Z, do ideal
AP /] deR/J.
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Primeiro observemos que médulo J; +J; o conjunto
A={aj...a; |1 <k<p,0<iy,....ix <p—1,i, #is,serF#s}

forma uma Z-base para A. Com efeito, A contém todos os elementos de R que tem termo

constante igual a 0, isto €, o conjunto
{ail ...aik;Og i,.., iy <p—1ke N}

€ uma base linear para A. Assim a imagem desta base, que € o conjunto A, gera A médulo J; + /5.
Por outro lado A € linearmente independente em R € uma combinagdo linear de elementos em
A claramente ndo pertence a J; +J>. Segue que A também € linearmente independente médulo
Ji1+ .

Podemos também ver que o conjunto

B = {alail -.ap, —aqaj, ...ajk;l <k<p—-li<ih<... <i
{ilai27"'7ik} = {j17j27"~7jk}7l7éis ParatOdO S},

forma uma base para J3 médulo J; + /5. E claro que estes elementos estdo contidos em J3 e

todo elemento de J3 € uma combinacao linear de elementos da forma

am, - - .amraiajakanm el — Ay - .amraiakajanM N

s

Por outro lado, um elemento nesta forma € a diferenca dos elementos

am 4y - - .aw — am, ...amraiajakanrH <Ay
e
am, ai, ...a,-Hz —daj.. .amraiakajanm <.y
ondei] <ip <...<igi,{i1,i,... igs2} ={ma,...,mpi,j k0, 1,...,n5},1# iy, 08 quais per-

tencem a B. Assim B gera J3 mddulo J; +J,. Por outro lado B € linearmente independente em
R e uma combinagdo linear de elementos em B claramente ndo pertence a J; +J,. Assim temos

que B também € linearmente independente modulo J; + /5.

Destas duas observagdes segue que a imagem do conjunto

{aa;, ...a;, |0<k<p—1,i1 <ip<...<igl #isparatodo s} 3.5
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€ uma base de A médulo Jy +J> +J3. Em particular os elementos g;apay ...a;...ap— 1 (1=
0,1,...,p— 1) formam uma base de A? médulo J; +J> + J3. Pela defini¢do de Jy segue que
{aoar...ap—1 +J,a1a0a;...a,_1 +J} é uma base do ideal A”/J e que (ap,ar,...,ap—1) =

apai ...dp—1 —aidy...a,—1 ndo é trivial médulo J. Portanto a condigdo (/) estd satisfeita.

Por fim provemos que M satisfaz (jjj). Observemos que, como R € uma dlgebra associativa
livre, pela proposicdo 1.14, para cada aplicagdo f : {ao,...,a,—1} — R existe um automorfismo
x de R tal que x(a;) = f(a;),i=0,1,...,p—1.

Provaremos que J é fechado por todos os automorfismos de R tal que x(a;) = a;,k € N
(entendendo que parai > p—1,a;=a;onde 0 < j < p—1ei=j(mod p)). Desta forma x
restrito aos invertiveis de R/J serd um automorfismo do grupo u(R/J) que preserva M.

Como Ji,J>,J3 sd@o obviamente fechados por automorfismo de R induzidos por permutagdes

do conjunto {ay,...,a,_1}, verifiquemos que x(J4) C J.
Consideremos

S = x(alao...dl...ap_l —lalaoaz...ap_l —I—(l— 1)a0a1...ap_1)

= QO Ay Aprp —lag1araga - aggpo1 + (L= Dagage - aggp1.-

Pela defini¢do de J3, temos
Si=ayao... Ay ... ap1 —lagpraoay .. agyy .. .ap—1 + (I—1agag...a.. Ldp—1 (mod J).
Pela defini¢ado de J4, temos

S = (k+Daag....ap—1 —(k+1—1)apay...ap—1 —l[(k+1)ajapas...a,—1 — kapa;
.apq]+(I=1lkaraoas...ap—1 — (k—1)aga; ...ap—1) =0 (mod J).

Logo x(J) CJ e acondigdo (jjjj) € satisfeita por M, o que prova o lema. O

Agora construiremos para cada n € N um grupo C, € M,N» , o qual satisfaz todas as iden-
tidades wy,wy,...,w, mas ndo a identidade wy,;;. Observe que paratodon e N, wy =1, k<n
€ conseqiiéncia de w, = 1. Assim € suficiente verificar que C, satisfaz w,, = 1 e ndo satisfaz

Wpt+1 = 1.

Sejam G o grupo livre na variedade N ,, liviemente gerado por {xi,x2,...} , e d =

[x1,%2] ... [X2n+1,X2042] € G
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Proposic¢io 3.6. Z(G) =G'.

Demonstracdo: G' < Z(G), pois G é nilpotente de classe 2. Provemos que Z(G) < G'. Seja
f ¢ G Temos que G/G' = (x;G') x (x2G') x ... Assim, f =x|'...x*c, c € G’ e n; # 0 para

algum i € {1,2,... k}. Fixemos este i e tomemos j # i, segue que
Ufxg] = [ xg] gk xg] = o)™ e xg ™.

Note que ndo aparecem conjugados, pois G € nilpotente de classe 2. Como os elementos
[x,x;],0 =0,1,...,j—1,j+1,...,k, sdo linearmente independentes e [x;,x;] # 1 segue que
[f,x;] # 1 o que implica f ¢ Z(G). Portanto Z(G) = G'. O

Proposicao 3.7. O elemento d ndo pode ser escrito como produto de n ou menos comutadores.

Demonstragdo: Suponhamos que d possa ser escrito como produto de n comutadores, isto &,

d = [y1,y2]---[Yon—1,y2u]- Seja ¢ = [g1,82]---[g2n+1,82n+2] € G’ um produto de n comuta-
dores. Considerando o endomorfismo ¢ de G tal que @(x;) = g;,i = 1,2,...,2n+ 2, segue

que ¢ pode ser escrito como produto de n comutadores. Supondo que G € k gerado, ou seja,

G = (x1,x2,...,Xk), temos k(kz_ 1 comutadores do tipo [x;,x;],i > j. Estes sdo comutadores
k(k—1)

basicos de comprimento 2. Logo a ordem de G’ é p~ 2 , pois G’ é p-grupo abeliano elementar

gerado por estes comutadores.

Tendo em vista a proposicdo anterior, consideremos agora !%

= )%‘ = plesejad =
{g1,82,--- ,gpk} um transversal de Z(G) em G. Dados a,b € G,a = a;z1,b = b1z, tal que ay, b
€Aez1,22 € Z(G), temos: [a,b] = [a;,b;]. Desta forma a quantidade de comutadores de
comprimento 2 é menor que p*X. Como G’ é abeliano e, pelo que supomos, todo elemento pode
ser escrito como produto de no maximo n comutadores, segue que |G'| < (p*)" = p*". Mas

para k suficientemente grande temos
k(k—1)
‘G/‘:piz >p2k}’l>|G/|’
que € um absurdo. Portanto, vemos que d nao pode ser escrito como um produto de n comuta-
dores. U

Sejam D o subgrupo ciclico e normal de G gerado por d e {g(i) | i € N} um transversal de
D em G tal que g(') =1 (estamos usando o fato de que um grupo livre com base enumeravel é

enumeravel). Para todo g € G, com g = g(i)dk, facamos y& = y](j) . Assim podemos considerar
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que {y® | g € G} é um conjunto gerador para M como descrito no lema 3.4. Facamos ainda

y1 =y, onde 1 € o elemento neutro de G.

Primeiro verificaremos que para todo g’ € G a permutagio ¢ : y$ — yggl do conjunto {y# |

g € G} pode ser estendida a um automorfismo de M.

Definamos, para cada g’ € G, a permutagdo T de N e a seqiiéncia k(i) assumindo valores
em {0,1,...,p—1}, tais que g g’ = g(71)gk() Entdo paratodoie Neke {0,1,...,p—1},
temos

- (i) gk (i) gk o/ (i) of gk (i) gh+k(i) -
o)) = (¢ "4) = s = g — e ZyE,ﬁlz()i)-
Desta forma, para cada g’ € G, construimos a permutagdo T e a seqiiéncia k(i), de forma que

pela condicdo (iv) do lema 3.4 existe o desejado automorfismo de M.

Observemos que

/! "

(yg)g’g” = 388" = (5)%)¢",
para todos g,g’,¢"” € G. Isto implica que G age em M, isto €, existe um homomorfismo de G

para Aut(M). E ficil verificar que este homomorfismo & injetivo.

d"“]

SejaY = [y,y¢,...,y?" ], segue que

@) @) (i) ]: [yg(i)7yg(i)d

(i) gp—1 p—1.,(0) (i)
Do o35y R e I N e G

gy

Estes dltimos formam uma base para 7, (M), condigdo (iii) do teorema 3.4.
Por outro lado, como M € metabeliano, pelo teorema 1.20 segue que paratodo 1 </ < p—1,

! 1 I+1 I+p—1 1 1 1
Yd = [yd7yd 7"'7yd ' ]:[yl()’yl(+)l7""yglj—p—l)]

1 1 1 1 1 1
- [y[( )7y1(+)]7y(() )7 s 7yl(_)]7y[(+)27 s 7}7;_)1]

(1) (1) (1) () ]_l[y(l) (1) (1) () -1

= DYoo v Ypl 0 Y1 Yy Ypoi
= by oo e
e R ) R R

= by ot o =t
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Logo,
yd —vy. (3.6)

Definamos N como o subgrupo de ¥,(M) gerado pelo conjunto
{rec(ye)ieNeceG').
Observe que N € um subgrupo normal, pois estd no centro de M. Segue de (3.6) que
Y& (y8)~! € N, paratodos g € G,c € G'.

De fato, se g = gWd! (ie N, 1=0,1,...,p—1), entdo

. . . (1) . N —
ch(Yg)—l _ Yg(”d%(yg(l)d’)—l _ (Ydl)g(l)c((ydl)g )71 _ Yg(l)C(Yg(l)) 1 cN.

Assim, para todo /& € G, temos

e rog® T e g ;.
{r&e(ys') } =vys"(ys&") eN,ceG,ieN

Isto implica que para todo 4 € G, N" = N e G atua no grupo quociente B = M /N como segue
(fN)$ = f8N para todos f € M,g € G.

Assim, existe um homomorfismo de G para AutB.

Como para todos c € G/, g € G, Y¢ =Y$ (mod N) e ¥,(M) é gerado por Yg(i), i € N, segue
que
b5 =b% (mod N),

para todo b € ,(M).
Com isto ja estamos preparados para demonstrar o teorema principal deste capitulo.

Demonstracdo do teorema 3.2: Definamos o grupo C,, mencionado acima, como sendo o
produto semidireto de B por G com esta agdo. Assim C, € M,N; , por constru¢do. Para
verificar que C, satisfaz a identidade w,, = 1, utilizaremos o item (4) do teorema 1.20, que é

a seguinte identidade de comutadores para grupos metabelianos

[X1,X0, -y Xn ][22, X3, -« oy X, X1 ] o [Xy X1y e X1 = 1 (3.7
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Seja w um valor arbitrario de w,, em C,,,
-1
w= [[f17f27f3]7 [f17f27f3]u7"'7[f17f27f3]up ]7

onde f1, f2,f3 € Cp, u = [hy,ha]...[han—1,h2n], h1,h2,... ,hoy € C,. Como G € nilpotente de

classe 2, temos que

[f17f27f3] GB, dai [f17f27f3] :HyaiN,ai €qG.

’
i=1

Por outro lado
u =ibN,

onde ii=[g"),g],...,[g@® 1, g®]; g1 ¢ ... ¢@" c G, be M. Observe que u! = (iih)! =
i'b;, by € M e, pela proposicio 1.7,

b b b
m{',my?,....mp"| = [mi[my,b1],ma[m,bs),...,my[mp,bpl| = [mi,ma,...,mp),

onde m;,b; € M. Desta forma,

r

w = [ﬁyai,(ﬁyaf)ﬁ,...,(Hyai)ﬁp1]N

i=1
— Hb;“n,(y“iz)ﬁ,...,(y“ip)’zp_]]N, onde (iy,...,ip) € {1,...,r}".

Assim,
-

w= T 0 0™ T 072 s 070N,

onde ig # i; para algum par (s,7).

Observe que [][y"1, (y*2)%,..., (y“"P)ﬁIH]N, iy # iy para algum par (s,¢) é um produto de
elementos da forma

T,y @ eyt ™|y

a; ;. i a; P
[y, y ik, oy
2 a; P! a; aj 71ﬁp72 IZIN
R I ]

_ _p—1 _ _
I N THR/ T 7} a;, P ai i Qi il
_[y ll7y 2 ﬂ"'7y ' ][y 2 7y 3 7"'7y

aiy ]12_
p—2

,...,ya’i]...[y""r"zp_l,y”’il,...,ya"f)—llZ IN.

2

_ _n—1 _ _
I N TR/ T3 7 a;, P A il A, il
= [y, y ity et R,y
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Por (4.3) essa tltima expressao € trivial, logo
r _ -
W= H[y,y“,...,y“ |“N.
i=1

No entanto & € um produto de n comutadores, assim, pela proposi¢do 3.7, i ndo pode ser da

forma d' = [x1,x2)" ... [X2n11,%2012]',1 <1< p—1. Segue que it = gWdk ou, equivalentemente,

Y= yl({j) para algum j # 1. Dai, pelo lema 3.4,

byl =y =1ew=1 (mod N),

ou seja, w, € uma identidade em C,,.

Para ver que C,, ndo satisfaz a identidade w,; = 1 provemos que o valor

-1
V= [[y7x17x2]7 [y7x17x2]d7 ceey [,Y7x17x2]dp ]7
de wy,+1 em G, ndo € trivial.

Como

1 _ —

oxix0] = [y )™ xo] =y My Ry,
fazendo os mesmos célculos que fizemos para w obtemos:
dr—1

—x1d —xldpil] . [

yﬂyd7"'7y

—)ng7 . —xzdpfl]

vo= iy ™y b=y Y
x [y yund | ped”) — y-ayy-nyan (mod N).
Suponhamos, por absurdo, que v =1 (mod N). Assim
Yy yy 2y enN

isto implica que
YYY2N =YY2N.

Como 7,(B) ¢ um p-grupo abeliano elementar segue que
Y=Y"0uY=Y"? (modN).

Logo x; € N oux; € N, o que € uma contradicao pois x1,x3,x3, ... sdo geradores livres.
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Em suma, construimos para cada n € N, um grupo C, contido na variedade M,N> ,, tal que
wry=1,k=1,2,...,n, sdo identidades em C,,, mas w, | = 1 ndo é. Portanto, pelo teorema 2.18,

a variedade B ndo possui base finita.
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Capitulo 4

Um Produto de Variedades de Burnside

sem Base Finita

Neste capitulo exibiremos um produto de variedades de Burnside que nao tem base finita.
A importancia deste exemplo estd, como veremos na proposi¢do 4.2, na simplicidade de sua
base, a qual ndo ocorre para a variedade apresentada no capitulo anterior. Mais precisamente

provaremos o

Teorema 4.1 ([10]). A variedade B sz p ndo tem base finita.

Primeiramente obtenhamos uma base de identidades para esta variedade.

Proposicio 4.2. O conjunto {(x[x5...x} )Pz;n = 1,2,...} é uma base de identidades para a

variedade B B .

Demonstragdo: Sejam u, = xfx’z) ...x; e V a variedade gerada pelo conjunto de identidades
2 2

{u] ;n=1,2,...}. E claro que BB, C V. Por outro lado, sejam G € V e N < G o subgrupo

verbal correspondente a palavra x”. Assim G/N tem expoente p, o que implica que G/N € B,,.

Por outro lado, um elemento de N € um valor de u, em G, para algum n € N. Logo N € B ».

Desta forma G € B 2B, e VC BB, U

Para demonstrar o teorema construiremos, para cada [ € N e algum k > [, um grupo C e

2 2
um subgrupo R < C, tais que R contém todos os valores dos elementos uf ,...,ut ; em C,

2
mas ndo contém alguns valores de uf . O grupo C sera o produto semidireto de um grupo
B por um grupo A, onde B € A,A,NN, e A€ A,A, NN, ;. Desta forma, sendo V < C o
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2
subgrupo verbal correspondente ao elemento uf_l, este elemento é uma identidade em C/V,
2
mas, Como Veremos, u,’j ndo é. Logo, pelo teorema 2.18, a variedade B sz p ndo tem base finita

de identidades.

SejaA,, o grupo livre na variedade A,A, N N4 1, livremente gerado por X = {x1,x2,...,Xmn}.
Consideremos {t,t,...,1,,} um transversal de ¥,+1(A,,) em A,,. Para cada g € A, existe
to€{t1,... .14, } €2 € Ypi1(Anm), tais que g =1, -z. Como 7, 1(A,;,) estd contido no centro de
Ay € tem expoente p, segue que g¥ =1} - zP =1} . Desta forma o nimero de p-ésimas poténcias

em A, € no maximo a,,, = |Am/yp+1 (Am)}

Consideremos a cadeia

Am="(Am) > (An) > ... > 'Yp(Am) > 7p+1(Am)-
Para j =2,3,...,p, temos que ¥j(An)/¥j+1(An) é um p-grupo abeliano elementar, gerado por
i X Ve Xy €XL D=1, j. Assim |7;(Am) /Vj41(Am)| < P™.

Para j = 1 temos que A,,/72(A,) é abeliano de expoente p?, dai |A,,/12(An)| < (p?)". Segue
que
}Am/')/p—ﬁ—l (Am)‘ < p2m.pm2.pm3 .... me _ p2m+m2—|—...+mp.

Desta forma a,, = ‘Am [Yp+1 (Am)| < p?m, onde ¢, € um polindmio de grau p em m. Por outro

lado temos o
Proposic¢ao 4.3. ‘}/pﬂ (Am)| > pin, onde q,, € um polinomio de grau p+1 em m.
Recordemos que um p-grupo abeliano elementar G € um espago vetorial sobre o corpo

de p-elementos Z,. Nesse sentido dizemos que os elementos gi,...,g, € G sdo linearmente

independentes se

<g1,...,gn>%<g1>><...><<gn>.

Para provar a proposi¢do anterior primeiramente consideraremos o

Lema 4.4. Seja G; o grupo livre na variedade ApA, NN, livremente gerado por Z =
{z1,22,23,---,2t}. O p-grupo abeliano elementar y.(G;) pode ser visto como espago vetorial

sobre o corpo Z,. Nesse sentido, o conjunto de comutadores bdsicos na forma

[Zi17Zi27"'>Zic]> (41)
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tais que os indices iy,ia,...,i. sdo distintos (isto é, i > iy eir < i3 < ... <l.), é linearmente

independente.

Demonstragdo: SejaT” = {ci,...,c4} um conjunto de comutadores basicos na forma (4.1), onde
c1 =1[z2j,,2j,,---+2j.)- Suponhamos, por contradi¢do, que este conjunto nao ¢é linearmente inde-
pendente. Para isto podemos supor que esses comutadores contém os mesmos elementos z;,
isto €, todos sdo formados pelos elementos z;,,zj,,...,2j,. De fato, caso contrario, como G; €

relativamente livre, podemos considerar o endomorfismo y de G; tal que

1. W(Zi) =Zj, s¢ i€ {j17j27"'7j6‘}7

2. W(Z) =1, SGZGZ—{j17j2,---,jC}.

Naimagem de I por este homomorfismo restam apenas comutadores contendo elementos do
conjunto {z,,Zj,,- - -,2j, }. Como supomos que I" ¢ linearmente dependente, segue que imagem

de I' por y também é.
Desta forma podemos assumir que t = c.

Para provar esta independéncia linear exibiremos um quociente de G; no qual esses elemen-

tos sdo linearmente independentes.

Sejam S. = (s1)p X ... X (S¢)p € Re = (r1)p X ... (rc)p p-grupos abelianos elementares ¢

gerados. Seja ainda W =S, wr R. = D xR, onde D = H S, e S, =S, para cada r. Facamos
reR,;
hi=siri,i=1,2,....,ce H=(hi;i=1,2,...,c) <W. Assim H € A,A, pois W pertence a esta

variedade.
F1y...5F, F1yeeest, 7
Escreveremos os elementos de D na forma sfl( et .. .sf”( b C), onde p;(ry,...,rc) € um
polindmio nas varidveis rq,...,r. e s;‘+r2 representa o elemento s.'s;*; 71,72 € Re.

Seja N o subgrupo normal de W gerado pelo fecho normal do conjunto
{sf”'l*1)(”’2*1)"'(”’1);1',{ =1,2,...p}.

Provaremos que o grupo H = H/H NN é nilpotente de classe ¢, o que implicard que H é um
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quociente de G,. Segue:

[hi,ha] = [sir1,8212]

-1 -1 _—-1_-1

Srl(rz—l)s—rz(rl—l)‘

Assim
[h1, b, h3] = [S?(rz_])sz_rz(rl_l),r3] — S?(’2_1)(’3—1)S2—r2(r1—1)(r3—1)_

Indutivamente obtemos

[hlth, o ,hn] _ S'{l (rz—l)(r3—l)...(r,,—l)s2—r2(r1—1)(r3—1)...(r,,—1).

Analogamente,

I.‘il (riz—l)(ri3—1)...(rin—1)s.—ri2(r,'1 —1)(}’,'3—1)..,(}’,'”—1)
11 %) ’

[hil,hiz,...,hin] =S

Segue que

i (rin—1)(rin—1)...(7; —1) —ri(ri,—1)(ri,—1)...(r; —1
[hi17hi27"'7hic+1] :Si'ﬂl(rz )(r3 ) (rc+l )S- rZ(rl )(r3 ) (rc+l ) =1 (mOdN)

I 9]

Logo ¥.+1(H) = {1}, ou seja, H é nilpotente de classe no mdximo c.

Desta forma existe um epimorfismo @ : G, — H, tal que ¢(z;) = hj,i=1,...,c.

E suficiente provar que os elementos @(c;),i = 1,2,...,q, sdo linearmente independentes.

Assim provaremos esta independéncia linear para comutadores do tipo

[hi1 ’

oyl

52,-.-,17”6].

Temos

sril (}’,‘2—])(}’,‘3—])...(ric_l)s—riz(”il—1)(”i3—1)...(l‘ic—1)
i i2

[hiy s hiyy .. hi] =

gr,'z—l)(r,é—1)...(ric—1)s.—(ri1—1)(ri3—1)...(ric—l)

- Sll 9]

(mod N).

Como estamos considerando comutadores basicos, devemos ter i > ip, e aindaip <iz <...<li..
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Assim iy é o menor dos indices, isto €, i, = 1. Segue que

[hilvhiza"'ahic] - [hilahla"'7hi1717hi1+17"'7hc]
D)ol =D w1 =) (re=1) (1), (5
_ Sl(lrl ) (rl 1 )(r1+1 ) (r )Sl (r2 1) (r( 1) (mod N)
Um comutador deste tipo fica determinado por iy, isto &, se i} = i’1 entdo [h,,hy,...,hi,] =
[hs,hy,... hy]. Além disso, ndo € dificil verificar que os elementos
1 c

)

S(}’l—1)..,(ri1_1—1)(ri1+1—1)...(1‘6—1) l _ 1727 . ,C,

nao pertencem a N. Desta forma temos ¢ — 1 comutadores. Em cada um destes comutadores
aparece um elemento s; diferente. Portanto, como cada conjunto da forma {s;i” e ,s;f) : i) e
R. e ji # ji, se i # k}, é linearmente independente, segue os comutadores acima também o sdo.
Isso prova que os comutadores que cont€ém os mesmos elementos sdo linearmente indepen-

dentes.
O

Demonstragdo da Proposicdo 4.3: Sejam [x;,xi, ... s Xi, .1)s xi € X, comutadores bésicos de
comprimento p + 1. Como ¥,+1(A,) € gerado por comutadores basicos de comprimento p +
1, provaremos que a quantidade destes comutadores linearmente independentes, que depende
de m, é maior que algum polindmio de grau p 4+ 1 em m. Para isto consideraremos apenas

comutadores desse tipo tais que os elementos x;, , X;, , . . sao distintos. Pelo lema 4.4 estes

o Xi p+l1
comutadores sdo linearmente independentes.

Inicialmente consideremos comutadores desse tipo com i = 1. Como i; deve ser maior que
iy, temos m — 1 opgdes para ij. Pelo teorema 1.20 comutadores gerados por uma permutacao
de uma (p — 1)-upla (i3,...,i,41) sdo iguais. Desta forma tomemos apenas um comutador para
cada conjunto {i3,...,i,41}, onde iy € {2,3,...,m} e iy # i1, k=3,4,...,p+ 1. A quantidade
destes conjuntos é

(m—2)! :(m—2)(m—3)...(m—p)
(p—Dl(m—p—1)! (p—1)! '

Assim para i = 1 a quantidade destes comutadores bdsicos € maior que

(m—1)m—2)(m—3)...(m—p)
(p—1)!

(m—p)P
(p—1!

>
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De forma andloga, obtemos que para i = 2 a quantidade destes comutadores bdsicos é maior

que
(m—2)m—-3)(m—4)...(m—p—1) S (m—p—1)P
(p—1)! = (p-1)
Tomando i, = 3,4,...,m — p, obtemos que a quantidade de comutadores bdsicos, de compri-
mento p + 1 no grupo A,,, € maior que:
G I e i = e (me ) (e p = 1P 1)

= (p_ll)! (nP +(n—1)P+...+1P).
Observe que para n par

n n—+2

1+2P+...+n”:(1+nl’)+(2”+(n—1)”)+...+((2)”+( 5 ).
Como cada uma das 5 parcelas € maior do que (5)”, temos
n o n n
P > 142P 4+ 40P > (2)P = ()P

Fazendo de forma andloga para n impar obtemos que a expressdo acima € um polindmio de grau

p+1emn=m— p,oque implica que € um polindmio de grau p+ 1 em m.

Decorre da proposicao 4.3 que para cada [/ existe m tal que
al, < plm < pin < |ypi1(Am)).

Isto significa que existe d € ¥,41(A,;) 0 qual ndo é um valor de u; em A,,. Por outro lado, apli-
cando o conhecido resultado de Meier-Wunderli (teorema 1.19), no grupo A,,/x”(A,,), temos
que Yp+1(An) C xP(A,,). Assim d é um valor de uy, para algum k > [. Considerando o menor
de tais k, podemos assumir que d ndo € um valor de u;_ ;. Podemos escrever d = gf . .gf , onde
gi €Ap. SejaD={(d) e A=A,,.

Seja B o grupo livre na variedade A,A, NN, de posto igual a ordem de A e livremente
gerado pelos elementos {b,; a € A}. O grupo A atua em B de forma natural: (bg, )™ = bg,a,,
¢ facil ver que A € isomorfo a um subgrupo de AutB. Seja C o produto semidireto de B por A,

com esta acdo. Mostraremos neste capitulo que o grupo que queremos construir € um quociente
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do grupo C.
Observagdo 4.5. O subgrupo y,(B) ¢ um p-grupo abeliano elementar no centro de B gerado
pelos elementos [by,,...,bg,], onde a; €A, i=1,...,p.

Os elementos [by, , .. ., b,,] serdo denotados daqui em diante por [[ay, ..., ap]].

A seguir construiremos um subgrupo R de ¥,(B) com a propriedade de conter todos os

2
valores em C da palavra uf_l mas ndo todos os valores de uf . Isto implica que o subgrupo V
2
correspondendo a palavra ug_l estd contido em R mas o subgrupo W correspondendo a palavra
2 2
uf ndo estd. Disto temos que V C W, assim o grupo quociente C/V satisfaz a identidade ”571

2
mas nao satisfaz a identidade ”£ . Observe que, como uy € conseqiiéncia de uy, desde que k' < k,
2 2
o quociente C/V satisfaz todas as identidades uf ey uf_l.

Agora vejamos o que acontece com um elemento de B quando é elevado a p-ésima poténcia.

Lema 4.6. Se x,y € B se encontram na mesma classe lateral de B', entéo xP = yP.

Demonstragdo: Primeiramente definamos:
_ _1\b
cbe= ()™
Cb1+b2 — Cbl Cbz;

C(b0+b1 ) (b2+b3) — Cb0b2+bob3 +b1by+bybs .

ceB,b;eB,i=1,2,34.
Temos que x = yc para algum ¢ € B'. Dai

xP = (ye)? = yeye...ye =y*eye...ye= ... = ypcyp_l+yp_2+”'+y“.

A demonstra¢do do lema segue de dois fatos:

. _1)yp! =1 _(p_1 24 =0@=2) p-3_ p—1_  p—2
i) O~V = P = Dy T (L — T P ey L

onde c€ B',y € B.

i) =" = (575 Y B

n
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Mostraremos ii) por indugdo sobre n. O resultado é obvio para n = 0. Supondo vélido para

€9, % -5y = [le; 3y, -5 3]

n n—1

n—1 segue

Portanto, x? =yP[c,y,...,y| = yP. O
p—1

Seja S o subgrupo de B gerado pelo conjunto {bg ;a€ A}.

Corolario 4.7. S estd contido no centro de B.

Demonstragdo:
P p—1yPay
[balvbaz = [balabaz][banbdz ]

ba,

b
-2 ap
= [balﬂbaz]([bawbaz][bal7bgz ] )

b2

b —2+Ya
== ap» 5 2 ap» 52
[bay,bas][bay , bar) 2 [bay bay 7] 2

by b2 _34ba
= [bal I bdZ] [bal ’ baZ] 2 [bal ? baZ] 2 [bal ? ng ] g

2 p—1
= [bal Y ba2] [bal 7baz]ba2 [bal Y bdZ]baz ct [bal Y baZ]baz

2 p—1
[bay by P et

Desta forma € conseqiiéncia da demonstragdo do lema 4.6 (fatos i) € ii)) que [bg,,bh,] = 1,

o que prova que S < Z(B). O
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Observemos ainda que pelo teorema 2.14 B/B’ é abeliano livre de expoente p?, gerado
livremente por {b,B’;a € A}. Assim a imagem de S, no quociente por B’, é um p-grupo abeliano
elementar com base {b,B’;a € A}. Logo SNB' = {1}.

Seja M o subgrupo de ¥,(B) gerado pelos comutadores da forma [[a;,as,...,a,]], onde
{al,az, o ,ap} € uma classe lateral de D, e L o subgrupo gerado por todos os outros comuta-
dores do tipo [[aj,az,...,ap]]. Como B é metabeliano satisfaz as seguintes relagoes:

[[a1,a2,a3,.. |[|a2,a3,a1,.. ]][[as,a1,az,...]] =1
[[al,az,...,ai,aiﬂ,...]][[al,az,...,aH_l,ai,...]]_] =1 4.2)
[lai,az,.. ]ll[az,a1,...]] = 1.

Além disso, temos a

Proposicio 4.8. v,(B) é o produto direto de M e L.

Demonstragdo: Seja E = {ay,ay, . ..,a,} uma classe lateral de D. Como B ¢ relativamente livre,

existe um endomorfismo ¢ de B tal que:

1. 0(ba) =ba, i=1.2,....p;

2. ¢(by) =1,sead¢ {ar,ar,...,a,}.

Desta forma vemos que 7,(B) ¢ o produto direto de dois subgrupos I'; e I'; gerados por
comutadores de comprimento p; onde I'; € gerado por comutadores onde todos os elementos
pertencem ao conjunto E, e o I'; é gerado por comutadores onde algum elemento ndo pertence
aE. Istoé,

I = {lai,ap,...,ai]ai €EY}),
I = ({llai,ai,--,a,ll;a; ¢ E, para algum i})

’}/p(B) = Fl X FQ.

Basta verificar agora que ndo existem relacdes entre comutadores onde aparecem todos

elementos de E e os que repetem algum elemento, ou seja,
ANAy = {1},

onde
Ay = ({llai,aiy, .- ai,)sai € E, iy # is, ser # s} )
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A = ({[lai,ai,---,a;,)];a; € E,i, = is, para alguns r # s} ).

Para provar isto, tendo em vista o lema 3.3, definamos M de forma semelhante a que foi
definido M. Sejam
R=17Z,(ao,a,...,az; 1),

a dlgebra associativa livre com unidade, onde g = |A|, e J1,J2,J3 os ideais de R definidos tal
como Ji,.J,J5. Agora definamos M como o subgrupo do grupo das unidade de R/J, gerado
pory; = 1+d;i=1,2,...,q—1, onde J = J| +.J, + J3. Observe que, embora o fato de M ter
expoente p dependa de J > Jy4, o fato de M ser metabeliano e nilpotente de classe no maximo
p segue de J > J; +J, +J3. Analogamente M é metabeliano e nilpotente de classe no maximo
p. Seja H = xP(M)M', isto é, o subgrupo de M gerado por {g”,[g1,82]:8,81,82 € M}. Pela
defini¢do de H temos que M/H € A . Por outro lado, como na demonstra¢do do lema 3.5 ndo
usamos que J > Jy, a forma andloga deste lema para M é vilida, o que implica que H € A,.
Logo M € A »A, MN,. Como B € um grupo livre nesta variedade, segue que M é um quociente
de B, isto é, M = B/N, para algum subgrupo N <B. Considerando a imagem de (E) neste
quociente, o subgrupo A € preservado (é isomorfo a sua imagem). De fato, isto segue de (3.4)
e (3.5). No entanto, pela andloga da propriedade j;j) de M para M, o subgrupo A, tem imagem

trivial. Isto prova que a intersecdo acima € trivial. Assim a proposi¢do estd provada. U

Como d = g} ...g¥, podemos considerar U um transversal de D = (d) em x”(A) tal que
1 € U, e T um transversal de x”(A) em A tal que T D {1,gk, e ,gkpfl}.

Observemos que, pelo lema 4.4, os elementos
g(t,u,i) = [[tud’ tu,tud, ... tud?)]i=1,...,p—1;t€TeucU;

sdo linearmente independentes. Por outro lado, um comutador de peso p, cujos elementos

formam uma classe lateral de D, tem a forma
([tud’,tud’ tu, ... tud?1)] = g(t,u,i)g(t,u,j)_l, 0<i,j<p-—1 (4.3)

onde g(t,u,0)=1; t€Teucl.

De fato, de (4.2), temos

([tud',tud’ tu, ... tud?|[[tud’ tu,tud’, ... tud?|[[tu,tud’ , tud’, . . . tud?~1]] = 1.
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Logo

([tud' ,tud’ tu, ... ,tud? )] = ([[tud’ ,tu,tud’, . . ., tud?~ ") [[tu, tud’ ;tud’ . .. ,tua’pfl]])_l.

Segue que

([tud',tud’ tu, ... tud? )] = [[tud’,tu, ... ,tud” ") ([[tud’ tu, . .. ,tudpfl]])_].

Logo

[tud’ tud’ tu,. .. tud?~")] = g(t,u,i)g(t,u, j)~".

Segue da observacao 4.5 e de (4.3) que os elementos g(¢,u,i) formam uma base para o subgrupo

M. Estes sdo comutadores basicos para uma ordem tal que
tu<tud < ...<tud”"', paratodos t,u.

Logo, pelo lema 4.4, estes comutadores s3o linearmente independentes.

Facamos g, ; = g(¢,1,i). Sejam P o subgrupo de M geradoporg,; (t € T,i=1,...,p—1),e
N o subgrupo de M gerado pelos produtos da forma g(¢,u,i)g;;~!. Notemos que PNN = {1}.
Com efeito, para h € PN N, por um lado temos

— ol n
h - gtlvil T .gtrrair’
pois h € N. Por outro lado
_ / 7y, —1 m / N —1 m;
h_(g(tluulall)gtH_l,iH_l) ""'(g(tSaubls)gtH_l,iH_l) 9
pois h € P. Isto implica que
ny n m myg o / o\ / o\
gt17i1 T .gtrrair .gtr+lair+l T ‘gtrisﬂ.ﬂrs - g(t I,Ml,l 1) T g<t S7us’l S> '
Como os elementos g(z,u,i) sdo linearmente independentes segue que u; =uy = ... = uy; = 1,
logon; =ny, =... =n, =0. Portanto h = 1.

Por outro lado, € claro que P e N geram M. Logo M € o produto direto de P e N. Definamos
R<aBporR=(S,N,L),ouseja, R=8 x N x L. E importante enfatizar que, por S < R, R
contém p-ésimas poténcias de geradores. Por L < R, R contém comutadores de comprimento p

onde os elementos ndo formam uma classe lateral de D. Temos ainda que, por N < R, g(t,u,i) =
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gt,i (mod R).

Consideremos um valor de u; em C
(l’llbl)p N (l’llb[)p = hlf .. hfb = ab,

onde a =hY...hY é um valor de uy em A, hj € A e b, b; € B. Assim um valor de u; em C pode
ser escrito na forma

f=aby ...b, 4.4)

r

onde b =by, ...b,, e a; €A.

2
Desta forma um valor de uf em C pode ser representado como segue

2

f7 = (abg,...ba,)P

= [(@ba --ba,) (@b - -ba,) - (aba, b, )|

Vo
p fatores

= (b ba, ---ba,)’.

barap—lbalap—2 .o .barap—z e

ayaP=1---
Pelo lema 4.6 os geradores podem ser arbitrariamente rearranjados quando elevados a p-ésima

poténcia. Assim, juntando geradores iguais e renumerando 0s a; se necessario, podemos obter

? n )0 n P

7= (b3S, ... bjllap,l L bFDS, bjnap,l) , 4.5)
onde b, # baiak (ou, equivalentemente, a; # ajak) parai# jek=0,1,...,p— 1, pois juntamos
geradores iguais.
Lema 4.9. Sejam g; € B;o; € N;i=1,2,...,p. Temos

[81".85% - .8p "] = [81,82, .., p] M.
Demonstragdo: Segue diretamente da proposicao 1.7.
|

Lema 4.10. Sejam by,b,, ... b, geradores livres de B, tais que by < by < ... < b,. Entdo

(biba...by)? =bF b5 bD -,
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Nesta expressdo
¢ = [by,b1,b3,...,by) " i1, by, bi1,big1, . by T by, bbby ]

e " é o produto dos demais comutadores bdsicos de comprimento p, isto é, comutadores bdsi-

cos na forma [bj,...,b; ], tal que b, = by, para algum par (r,s), comr # s.

Demonstragdo: Recordemos que aplicando o processo de colecdo surgem apenas comutadores

basicos. Como B € nilpotente, obtemos
N N e e
(b1by...bp)P =by by -...-bY-c}' ...
onde os elementos ¢; sdo comutadores e os expoentes e sdo dados por
ej= bln(l) +b2n(2) +...+ bln(l).

Nesta expressao n € a poténcia a qual estamos elevando, neste caso p, [ € o comprimento de

n(n—1)...(n—k+1)
73]

comutador cj, b; € Z € nh) = . Desta férmula segue que os comutadores de

comprimento [ < p — 1 aparecem com expoente multiplo de p. Assim

(blbz...bp)p be-bg-...-bz (mod YP(B)).

Para obter a expressdo de ¢/, calcularemos o expoente do comutador [b,,by,...,b,_1]. Haja
vista que, permutando os geradores b;, obtemos que os expoentes dos comutadores do tipo

biy,b1,biy ... b |, {i1, - ip} = {1,2,..., p}, sdo todos iguais. Passemos aos cilculos.

(biba...by)? = (biba...by) ... (biba...by)

N

p

= Dhylby, b0 bbb balba, b by by, bR by b, ] . by
X[bp,b]] bsz

Como estamos interessados no expoente do comutador [b,,b; ...b,_1], ndo vamos nos preocu-

par com os comutadores onde ndo aparece o elemento b,. Em outras palavras vamos explicitar
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os comutadores com o elemento b, e ocultar os demais comutadores. Temos

(biby...bp)P =bP . bylby, b V] by[by.b1] .. b,
—1 —1 —1 —1
= BOBE . bylbp, b 1By, P 1By, 8P BT by by, bo)[bp, b [bp, b1, ba) . by

—1 —1 —1 -1 —1
= BPBEBE .. byci[by, BT B b, b B BTV byealby, by, bo]
X[bp,bl,bz,b3]...bp,

onde
et = (b, b 1bp, b B V1B, b by, b 6]

) = [bp,bgpfl)][bp,bgpfl)’bgpfl)][bp,bgpfl)] [bp;bgpil),bgpil)],

Observe que os elementos ¢ e ¢; ndo colaborardo com o expoente de [bp, by.. .bp_l], haja
vista que, continuando o processo de colecdo, comutadores obtidos de ¢ e ¢ ndo conterdo um

dos elementos by, b;.

Desta forma, continuando este processo, obtemos

(biby...by)P

-1 -1 -1 -1 —1
= B bh el b 0 b, 6B 6] ey

X[bp,bl,.. . ,bp_z][bp,bl,.. . ,bp_l] .. .bp
= BBy bpeslby b B bbby P ey
X[bp,bl,.. . ,bp_z][bp,bh.. . 7l?p_l] .. .bp,

onde os elementos c3 e ¢4 tem as mesmas propriedades de c; e cp, isto €, sdo produtos de
comutadores que contém o elemento b, mas nao colaboram com o expoente de [b,,,b; ...b,_1].
No ultimo passo apareceram comutadores que contém o elemento b, na tltima posicao, isto €,
elementos do tipo [b;,,b;,,. .. ,b,-pi1 ,bp). Todavia, pelo lema 4.4, estes comutadores ndo mudam

o expoente de [b,,by,...,b,_1]. Assim

(biby...by)P = BPBE...bh.. . cs[bp,bi,....bp 1PV g[bp, by, by | P Dy,
><C7[bp,b1,...,bp,1]...bp.
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Assim o expoente deste comutador é
(p—DP 1y (p—2)p 4. 4207141,
Pelo pequeno teorema de Fermat, temos
a?'=1 (mod p),
desde que mdc(a,p) = 1. Logo tal expoente é
p—1=—1 (mod p).
Portanto,

(biba...bp)P =By b5 - .- bb - Tlbi,b1,b2, . bic1,bigs. . by '
i

Denotaremos por g a imagem de g € A no grupo quociente A /xP(A).
Lema 4.11. O elemento fP° € R se, e somente se, DN {(a) = {1} ou, para cada k € A/xP(A), o

niimero de a; presentes na representagdo de f em 4.4 tal que a; = k é miiltiplo de p.

Demonstragdo: Os geradores de B podem ser ordenados satisfazendo a condicao
tu<tud < ...<tud”"', paratodos t,u.

Aplicando o processo de colecdo, surgirdo apenas comutadores bésicos. Entre esses, assim
como no lema anterior, os de comprimento / < p — 1 aparecem com expoente multiplo de p.

Isto se deve a férmula para o expoente ¢; de um comutador c;, pois
ej= bll’l(l) -l-bzn(z) +...+ bln(l),

onde n a € a poténcia a qual estamos elevando, / € o comprimento de comutador cj, b; € Z e
n(k) _ n(n—l)..]éSn—k-i-l)

. Como neste caso n = p, € claro que para [ < p o expoente e; € miiltiplo

de p.

. . . - 2
Como B ¢ metabeliano e nilpotente de classe p restam, na representagcdo de 7, comutadores
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basicos de comprimento p. Esses elementos sdo da forma

[[ai(l)aj(l),...,ai( aj(p)]]. (4.6)

p)
Assumamos primeiramente que DM (a) = {1}, assim comutadores na forma (4.6) nos quais
aparecem a;a’ e a,-ak estdo contidos em R. Com efeito, caso contrdrio, pela defini¢do de R, a;a’

e a;a* estariam na mesma classe lateral de D, ou seja, aja’ = a;akd’”, o que € uma contradic¢ao.

Por outro lado, seja [[ai(l)aj(l),...,ai(p)aj(p)]] ¢ um comutador na forma (4.6) tal que o
conjunto {ai(l)aj M, ...  dj( p)aj (P)} ¢ uma classe lateral de D. Renumerando os a; e substituindo

a;a* por a; podemos assumir que

{ai(l)aj(l),...,ai(p)aj(p)} ={ai,ar,...,a,} = {ay,ard,...,a1d"~1}.
Segue que os comutadores contendo a;(l)aj e a;(z)aj (), onde i(1) < p < i(2) (em outras
palavras i(1) € {i(1),...,i(p)} e i(2) ¢ {i(1),...,i(p)}), pertencem a R. De fato, se a;(l)af(l) e

a;(z)aj (2) pertencesse a mesma classe lateral de D terfamos

como a;(l)dmaf(l)_f(z) = a;af(])_f(z), para algum i < p, segue que

a0 — g

Isto ndo pode ocorrer, pois, pela representacdo de f”z, a; # ajak parai# jek=0,1,...,p—1.

Resta-nos agora considerar comutadores na forma (4.6) nos quais os elementos formam o

conjunto {a1a’,ayda’,...,a;d’~'a’}. Estes sio comutadores do tipo
([tud'a’ tud’ tuda’, ... tud?'a’]) = g(t,u,i)" 4.7)

ondetu=a;,t cT,ucU,0<j<p—1,0<i<p—1.Observe que utilizamos o fato de que,

se G € um grupo, entao

c C

=[a{,...,aS],

[ai,... as] ., ds

para todos a;,c € G.

O expoente de tal comutador ndo depende de i ou j. Com efeito, ndo depende de j, pois

estamos apenas conjugando por a/. Para ver que nio depende de i, para j = 0 por exemplo,
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op

aydr-1" Desta forma verifi-

~ . ~ o 1.0
podemos supor que eles sdo provenientes da expressao b, b alz ob”

caremos isto para a expressao
o 1.0 Op\P
(bllbzz Lo bp") =y - yp)pa

onde y; = bf‘i . Aplicando o processo de colecao a esta tltima expressao temos que a quantidade

de comutadores na forma
. (04
b’h)’la- .- ayp] = [bl'alab(zxzv' .- 7bpp]

nio depende de i. Desta forma, pelo lema 4.9, o expoente de um comutador em (4.7) ndo
depende de i. Logo, pelo que foi dito acima, a imagem do elemento fl”2 no quociente B/R é

igual a um produto de elementos do tipo

. 2 < .
Assim, para que fP pertenga a R, € suficiente que

p—1 .
H g(t,u,i)“J € R,paratodost € T,ueU,1<i<p—1.
=0

Como x”(A) é um p-grupo abeliano elementar, podemos assumir que U é um grupo. Desta

forma, se v € U, entdio g(t,u,i)" = g(t,uv,i) = g(t,u,i) (mod R). Logo a = vd¥, e

p—1 . p—l
Hg(t,u,i)“]:Hgtulvjd] Hgtuz
j=0 j=0
De (4.3) podemos obter
g(t,u,i)dj = ([tud™ tud’ tu, ... ,tud” )] = (g'i?l,rj(g'i._jl (mod R),
finalmente temos
p—1 p—1 p—1 . p—1 p—1 .
[1 s(.u.i) H g8y =[] 8w [l 8 =Tl 8,11 &' =1 (mod R).
j=0 j=0 j=0 j=0 j=0

Isto completa a prova de que DN (a) = {1} implica que f”2 €R.
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2
No outro caso temos que a = dX para algum k € N. Refacamos as contas para f7".

2

7 = (d*bg, ...by,)P

2

= [(dDay . ba,)(d bay . ba,) ... (d*bay ... b,)]”

v~

p fatores
= (baldk(f‘”) .. 'bardk(l’*l)ba]dk(l’*z) .. 'bardk(f”*z) .. -bal .. .bar)p
= (bald(f’*l) .. 'bard(l’*)bald(l’*z) e bard(l’*z) .. .bal e ba,)p

- (balbald e bald[’_l e barbard e bardp_l )p,

o ' 1, On oy
= (b bald bald bglban ba - )7,
onde a; # ajdk parai# j;k=0,1,....p—1e0 < o < p*. O expoente o; € igual ao nlimero
de a; aparecendo na representacdo de f em (4.4) pertencendo a mesma classe lateral de D que

aj.

Fagamos a; = tju jdif, Jj=1,2,...,n. Apliquemos novamente o processo de colecdo a ex-
pressdo de fpz. A imagem do elemento fl”2 no quociente B/R, assim como anteriormente, é um
produto de comutadores basicos de comprimento p, onde elementos formam uma classe lateral
de D. Em outras palavras, a imagem de fp2 neste quociente € igual a um produto de elementos
do tipo

[tud’ tu, ... ,tud”~"]] = g(t,u,i) = g;; (mod R). (4.8)

Como na expressao de fl”2 acima juntamos geradores cujos indices pertencem a mesma
classe lateral de D, segue que um comutador [[ai(l)dj(l), e 7ai(p)a’j(/’)]] tal que a;(,) # aj(y), para

alguns r, s, pertencem a R. Logo

7= (Y gty b )P (BEDS  b% )P

ajdr-1 an ~ apd aydP—1
- ((balbald ce baldp_] )al )p e ((banband e bandp—l )(Xn)P

= (balb(lld e baldpfl)alp e (banbllnd e ba,,dP*I )Oﬂnp.

Por outro lado, como um comutador em (4.8) ndo depende de u, podemos substituir a; por
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t jdif . Desta forma, reordenando se necessario, obtemos
2 o o
fp = (btl b[ld e btldp—l) 1P e (blnblnd e btndpfl) ”p.

Observemos que mesmo para j; # j, podemos ter t;, = t;,. Mais ainda, t; =1, se, e
somente se, d;, = dj, = f;,. Assim, juntando na expressdo acima poténcias com mesmo ¢;,
temos

P’ — (b, b b Bir (b b b Bnp
S = (bubya- - byap-1)"7 - (b, bra - - by gp-1)™".

Observe que o expoente f3; ¢ igual ao nimero de a; aparecendo na representagdo de f per-
tencendo a mesma classe lateral de x”(A) que a;. Desta forma é claro que se o nimero de g;
presentes na representacdo de f em (4.4) tal que a; = k € multiplo de p, entdo f‘”2 € R. Para
provar o lema no outro sentido suponhamos, por exemplo, que f; ndo é mdltiplo de p. Como
estes comutadores sdo linearmente independentes, € suficiente provar que o expoente de um

comutador de comprimento p, quando aplicamos o processo de colec@o a expressao

(b[] btld . blldpfl)p,

ndo é multiplo de p. No entanto, segue diretamente do lema 4.10 que este expoente € —1, o que

prova o lema. U

Demonstragdo do teorema 4.1: Como V € o subgrupo verbal relativo a palavra ufi] , temos que
ufil ¢ uma identidade em C/V. Provemos agora que ufz ndo é uma identidade em C/V. Segue
imediatamente do lema 4.11 que R contém todos os valores de #; em C quando / < k. Haja vista
que, neste caso, a € um valor de u; e d ndo o é. Assim V C R. Por outro lado, considerando os

elementos g1,...,8r_1,8kb, temos

2
(8781 (&b)")”" = (b1 b2+ b)Y,

k

pelo lema 4.11 este elemento ndo se encontra em R. Logo o subgrupo verbal W, relativo a
2 2

palavra uf , ndo esta contido em R. Isto implica que V C W. Portanto uf ndo é uma identidade

emC/V. O
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