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Resumo

E comum em problemas modernos de Inferéncia Bayesiana se deparar com dados com-
plexos e/ou de alta dimensao, como os que surgem no campo da genética de populagoes
(Beaumont, Zhang e Balding, 2002), para os quais a fungao de verossimilhanca e as dis-
tribuicoes marginas sao dificeis de serem computadas ou até mesmo intrataveis, gerando,
assim, problemas na obtencao da distribuicao a posteriori. Existem diversos métodos de
aproximacao da distribuicao a posteriori para esses tipos de casos, entre eles o Amostrador
de Gibbs aproximado, proposto por Rodrigues, Nott e Sisson (2019), o qual permite a
geracao de amostras de uma distribuicao a posteriori aproximada usando principios da
Computacao Bayesiana Aproximada (ABC) e do Amostrador de Gibbs. Santos (2021)
propos um aprimoramento da técnica a partir da descorrelacao prévia dos parametros de
interesse e do uso de modelos de regressao quantilica via redes neurais no processo de
aproximacao das distribui¢oes condicionais completas. Neste trabalho sugerimos a substi-
tuicdo do Amostrador de Gibbs aproximado por um algoritmo que aproxima distribuicoes
definidas por uma fatoracoes conveniente da distribuicao a posteriori. Sao apresentadas
uma revisao da teoria e aplicagoes praticas comparando os métodos de Rodrigues, Nott
e Sisson (2019), de Santos (2021) e o proposto neste trabalho. Foram gerados conjuntos
de dados sintéticos para comparacao dos métodos. O algoritmo proposto neste trabalho
mostrou boa performance comparado aos seus pares, apresentando um avanco na técnica.
Palavras-chave: Distribuicao a posteriori. Distribuicoes condicionais. Regressao Quanti-

lica via Redes Neurais. Verossimilhanca intratavel.



Abstract

It is common in modern Bayesian inference problems to come across complex and/or
high-dimensional models, such as those that arise in the field of population genetics (Be-
aumont, Zhang, Balding, 2002), where the likelihood function and marginal distributions
are difficult or even intractable to compute, leading to problems in obtaining the posterior
distribution. There are several methods for approximating the posterior distribution for
these type of cases, including the Approximate Gibbs Sampler proposed by Rodrigues,
Nott, and Sisson (2019), which allows the generation of samples from an approximate
posterior distribution using principles of Approximate Bayesian Computation (ABC) and
Gibbs Sampling. Santos (2021) proposed an improvement to the technique by previously
decorrelating the parameters of interest and using quantile regression models via neural
networks in the process of approximating the complete conditional distributions. In this
work, we suggest replacing the Approximate Gibbs Sampler with an algorithm that appro-
ximates the terms of a convenient factorization of the posterior distribution. We present
a review of the theory and practical applications comparing the methods of Rodrigues,
Nott, and Sisson (2019), of Santos (2021), and the proposed in this work. Synthetic
datasets were generated to compare the methods. The algorithm proposed in this work
showed good performance compared to its peers.

Key-words: Posteriori distribution. Conditional distributions. Quantile Regression via

Neural Networks. Intractable likelihood. Likelihood-free methods.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo das distribuicoes de densidades condicionais permite a quantificacao da incer-
teza sobre um determinado conjunto de parametros de um modelo probabilistico. Diversas
abordagens foram desenvolvidas para estimar valores usando dados observados, incluindo
a Bayesiana, na qual os parametros do modelo sao tratados como varidveis aleatérias. A
inferéncia Bayesiana tem como base o Teorema de Bayes que permite combinar a informa-
¢ao de conhecimentos prévios (distribui¢ao a priori) com a informagao advinda dos dados
(fungao de verossimilhanga), resultando, assim, na distribuigao a posteriori. Dessa forma,
a distribuicao a posteriori reflete todo o conhecimento atualizado sobre o parametro e

pode ser denotada da seguinte forma:

p(X16)7(6)

w(01x) = P

onde 7(0) representa a distribui¢ao a priori do vetor de parametros @, p(X|0) a fungao de
verossimilhanga de um conjunto de dados X e p(X) a fungao de verossimilhanga marginal
dos dados, que atua como uma constante de normalizacao para garantir que a distribuicao

a posteriori seja uma distribuicao de probabilidade valida.

A partir da distribuicao a posteriori, é possivel modelar a incerteza de forma mate-
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matica, através da utilizacao de probabilidades. Ela contém toda a informacao necessaria
para analise do modelo, incluindo checagem e validacao do modelo, predicao de valores
e tomada de decisoes. Sua inferéncia ocorre sobre a distribuicao dos parametros obtidos,
nao necessitando, assim, de convergéncia assintética dos parametros do modelo, como
ocorre na abordagem frequentista.

Um dos grandes problemas da inferéncia Bayesiana ocorre quando a distribui¢ao a pos-
teriori nao tem uma forma fechada, nao podendo, portanto, ser calculada analiticamente.
Esse problema ¢ devido, em geral, a complexidade dos dados que tornam sua integracao
de dificil computo, em especial em modelos de alta dimensao.

A maioria das solugoes que envolvem esse tipo de problema estao relacionadas a mé-
todos numéricos de computacao, em especial os métodos de Monte Carlo via Cadeia de
Markov (MCMC) e de Monte Carlo Sequencial (SMC) (Del Moral, 1996; Kinas e Andrade,
2010). Eles buscam aproximar valores de interesse a partir de simulagoes aleatérias de
uma distribuicao de interesse, realizando, assim, um esquema iterativo de simulagao na
qual cada iteracao do algoritmo depende apenas da iteracao anterior. Quando executados
um numero suficientemente grande de iteragoes a cadeia se aproximara da distribuicao de
equilibrio. Por isso, nao é necessaria a utilizagao de solugoes exatas ou equagoes diferen-
ciais para seu computo.

Outro problema muito comum nesse tipo de abordagem é a intratabilidade da fun-
¢ao de verossimilhanca. Em geral, resulta da complexidade das relagoes probabilisticas
existentes, como ocorre em estudos no campo da genética.

Com isso, nao é possivel obter amostras da distribuicao a posteriori, ji que a funcao
de verossimilhanga é parte fundamental da modelagem Bayesiana e nos métodos MCMC.
Uma alternativa é a construcao de um modelo diferente mas que se aproxima da distri-
buicao original. Esses métodos sao chamados likelihood-free, pois nao exigem o calculo
direto da funcao de verossimilhanca.

Em especial, e foco deste trabalho, estd o método de Computacao Bayesiana Apro-




§1.0.

ximada (ABC, em inglés Approximate Bayesian Computation) que tem se tornado um
método eficiente e de bons resultados. O método utiliza como base o algoritmo de amos-
tragem por rejeicao, em que sao geradas amostras de uma distribuicao, e essas sao estao

aceitas com uma certa probabilidade.

Pela sua forma de aproximagao da distribuicao a posteriori, este método tem ganhado
destaque por nao precisar de uma expressao analitica para a funcao de verossimilhanca
e nem realizar computos sobre a distribui¢ao marginal p(X). Por isso, é considerado um

método likelihood-free.

Beaumont, Zhang e Balding (2002) cunharam o termo ABC em seu estudo sobre
populacgoes na area de genética. A principal contribuicao desse artigo foi introduzir a ideia
de aproximacao da distribuicao por meio de estatisticas-resumo dos dados. A condicao de
aproximar uma distribuicao a outra é algo muito custoso computacionalmente e, por vezes,
impossivel. Com isso, reduz-se os dados em estatisticas-resumo, assim, uma distribuicao
se aproxima da outra quando suas estatisticas-resumo sao proximas entre si. Valendo da

seguinte premissa:

p(0]Xobs) ~ p(0]S(Xobs)),

na qual @ é o vetor de parametros da distribuigdo, Xops 0s dados observados e S(Xops)
as estatisticas-resumo observadas.

Com essa alteracao, substitui-se a abordagem que trabalha com os dados completos por
uma abordagem que se restringe a poucos parametros, o que diminui consideravelmente
o custo computacional.

Segundo Rodrigues, Nott e Sisson (2019), os métodos baseados no algoritmo ABC
tém bom desempenho em problemas com baixa ou moderada dimensao (quantidade de
parametros menor do que 50).

Grandes problemas ainda enfrentados pelo ABC estao na especificacao da distribuicao
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a priori, escolha da medida de distancia que sera utilizada para aproximar as distribuigoes
e na escolha das estatisticas-resumo.

A escolha da estatistica resumo é avaliada em diversos estudos, seja quanto a sua
suficiéncia, ou quanto a sua dimensionalidade, o chamado curse-of-dimensionality (Blum
e Francois, 2010 e Nott et al., 2018b), problema encontrado quando o algoritmo tem
dificuldade de gerar amostras aproximadas da distribuicao a posteriori devido a baixa
probabilidade de aceitagao das amostras candidatas. Para evitar esse problema, uma
alternativa é considerar estatisticas-resumo com dimensao menor ou igual a dimensao dos
dados observados.

Esse problema diz que mais estatisticas-resumo nao necessariamente promovem em
uma melhor aproximacao. Logo, a escolha delas deve ser de forma racional e, com isso,
de dificil obtengao, nao havendo uma solu¢do comum para todos os modelos (Sisson,
Fan e Beaumont, 2018). Um exemplo é o caso da distribui¢ao Poisson que tem como
estatisticas-resumo de média e variancia iguais. Em geral, a melhor escolha para uma
estatistica resumo é a estatisica minima suficiente, sendo que esta é, muita vezes, dificil
de obter quanto mais os dados se tornam complexos. A nocao de suficiéncia acaba sendo
absorvida pelo erro de aproximacao. Porém, é de se deixar claro, que quanto pior a
estatisticas-resumo pior serd a aproximagao.

Beaumont, Zhang e Balding (2002) propuseram realizar a aproximagao do algoritmo
ABC através do ajuste de uma regressao linear, usando um modelo linear local para mini-
mizar o erro na aproximagao dos parametros simulados e as estatisticas-resumo geradas.
Modelos nao lineares foram depois introduzidos para obter melhores aproximagoes da dis-
tribuigao original, como o uso de modelos hierdrquicos (Bazin, Dawson e Beaumont, 2010)
e modelos de regressao heterocedastica condicional nao linear (Blum e Francois, 2010).

Com os resultados dos modelos de regressdo, Nott et al. (2014) apresentaram a ideia
de reconstruir a distribuicao posteriori conjunta com base nas distribuicoes marginais a

posteriori obtidas, chamado de ajuste marginal.
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Uma técnica para contornar o problema da dimensionalidade e melhorar a eficiéncia
foi apresentada em Rodrigues, Nott e Sisson (2019) que combina o uso do Amostrador
de Gibbs com o ABC, com o intuito de substituir as distribui¢oes condicionais completas
(DCC) por aproximacoes obtidas por modelos de regressao dentro do algoritmo de Gibbs,
nao necessitando, assim, do cédlculo da funcao de verossimilhanga. Além disso, o uso do
Amostrador de Gibbs simplifica a estrutura dos modelos de regressao, lidando, assim, com
modelos de baixa dimensao ao invés de regressoes multivariadas obtidas pela técnica de
ajuste de regressao.

Mas, pelo fato de ainda se utilizar do Amostrador de Gibbs, foram verificados, se-
gundo Rodrigues, Nott e Sisson (2019), problemas na velocidade de mistura da cadeia, o
que impacta na convergéncia dos parametros. Esse tipo de problema é caracteristico do
algoritmo de Gibbs e que leva a uma baixa eficiéncia do mesmo.

Santos (2021) aprimora o algoritmo de Rodrigues, Nott e Sisson (2019), com imple-
mentando o uso do modelo de regressao quantilica via redes neurais juntamente com a
interpolacao monotonica Splines para obter as densidades condicionais completas e as-
sim utilizd-las no Amostrador de Gibbs. Além da utilizagao da descorrelacao prévia dos
parametros para acelerar a convergéncia e aumentar a velocidade de mistura.

Os estudos de simulagao realizados em Santos (2021) para os dados de uma distri-
buicao Normal Bivariada e uma distribuicao de Mistura de Normais mostraram que a
substituicao de modelos menos flexiveis, de média e variancia, para modelos de quantis
obteve melhores aproximacoes para as DCCs, reduzindo, assim, o erro da obtencao da
distribuicao a posteriori de interesse. O tempo computacional com as novas implemen-
tagoes nao se mostrou diferente, mas a velocidade de mistura da cadeia de Markov se
mostrou drasticamente maior, na qual foi observada a eliminagao da autocorrelacao na
cadeia. Porém, ainda sao herdadas as caracteristicas e problemas do Gibbs.

O fato da velocidade de mistura da cadeia de Markov ser maior influencia no tempo

computacional, pois sao necessarias menos iteragoes para a convergencia para o verdadeiro
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parametro. Porém, como foram geradas as mesmas quantidades de iteragoes para os
métodos, entao nao houve ganho computacional. Mas, se utilizdssemos uma regra de
parada para a convergéncia, o tempo computacional certamente seria menor.

O ganho computacional aqui estudado estd em avaliar se gerar amostras via Amos-
trador de Gibbs ou via fatoragoes da distribuicao a posteriori impactam no custo com-
putacional. Ou até mesmo se mais operacoes, como o uso da descorrelacao prévia dos
parametros, aumentam o tempo computacional.

Outra contribuigao do estudo de Santos (2021) é de que, ao invés de fazer uma ex-
pansao no espaco paramétrico e deixar mais simples as regressoes condicionais completas,
a solucao foi estimar diretamente no espago original (desde que o modelo utilizado seja
mais sofisticado).

O ajuste do modelos nao obteve, muita das vezes, bons resultados, e isso pode ser um
fato causado pelo uso do modelo de regressao quantilica e o uso das redes neurais, que
tendem a apresentar melhor desempenho quando sao treinadas sobre grandes volumes de
dados.

Vale mencionar que o uso da descorrelagao dos parametros resultou em piora do modelo
para o exemplo da Mistura de Normais, mostrando que ela deve ser feita quando a mistura
da cadeia se mostrar lenta e os parametros forem altamente correlacionados na distribuicao
a posteriori. Pelo fato do modelo ser mais flexivel, a distribuicao a posteriori consegue
percorrer mais o espaco, apresentando, assim, melhores resultados do que o métodos de
Rodrigues, Nott e Sisson (2019).

Observou-se, a partir dos resultados de Santos (2021), que quando se tem um modelo
flexivel suficiente para obter as DCCs, elas deixam de ser necessarias, com isso, pode-se
criar uma amostra independente dos seus resultados fazendo uma fatoracao da distribuicao
a posteriori.

Essa técnica combinada com os métodos ABC tem se mostrado eficiente para a funcao

de verossimilhanca em altas dimensoes. Bazin et al. (2010), Barthelmé and Chopin (2014)
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e White et al. (2015) realizaram estudos dessa ténica junto com modelos hierdrquicos,
esquemas de expectation-propagation e cadeias de Markov. O fato de se usar a fatoragao
na funcao de verossimilhanca implica em componentes de baixa dimensao, facilitando
na comparacao de estatisticas-resumo, que agora estarao, também, em baixa dimensao e
evitando o problema de curse-of-dimensionality.

A presente dissertacao consiste em um estudo comparativo dos métodos ABC abor-
dados em Rodrigues (2019) e Santos (2021), além da proposigao de um novo método que
junta os anteriores ja citados, foi-se adicionado que a obtencao dos parametros se dara
por uma particao da distribui¢ao a posteriori e, assim, investigar comparativamente suas
performances. Este tltimo método é baseado nas propostas futuras de abordagens de
Rodrigues (2019) e estima as densidades condicionais via ABC e regressao quantilica por
redes neurais com o uso da corregao Splines Monotonico e gera a distribuicao a posteriori
a partir de fatoracoes das DCCs, evitando, assim, o uso do algoritmo de Gibbs.

O ganho deste método estda na independéncia das amostras geradas, e, com isso, o
ganho em tempo computacional é consideravel, dado que nao é necessario realizar diver-
sas atualizagbes nos parametros para obter a melhor aproximacao. Além disso, nao é
necessario o uso da descorrelacao prévia dos parametros ja que eles sao independentes,
portanto, autocorrelacao zero entre as amostras.

Dados sintéticos foram gerados a partir de diferentes cendrios de exemplos (distribui-
¢ao Normal Bivariada, distribuicao Twisted Gaussian e distribuicao Mistura de Normais)
e avaliados quanto a velocidade de convergéncia, autocorrelagao dos parametros e distri-
buicao marginal e conjunta geradas.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma: Secao 2 realiza uma revisao bibli-
ografica das técnicas utilizadas nos estudos de simulagao, sendo elas o método ABC, o
Amostrador de Gibbs, a descorrelagao dos parametros, uso do modelo de regressao quan-
tilica via redes neurais com correcao Splines Monotonico e, por fim, os métodos propostos

por Rodrigues, Nott e Sisson (2019) e Santos (2021). J4, a Secao 3 descreve o método

7



proposto como inovacao para este trabalho, chamado de Aproximacao via fatoracoes da
distribuigao a posteriori. A Segao 4 apresenta os estudos simulados, com os cenarios ge-
rados e a comparacao dos resultados entre as diferentes implementacoes. Ao final, tem-se
a Secao 5 com a conclusao do estudo apresentando resumidamente os resultados e apon-
tamentos para trabalhos futuros.

Todas as implementacoes, incluindo as de redes neurais profundas feitas por meio dos
pacotes Keras e Tensorflow, foram realizadas pelo software R por meio da plataforma
Google Colab Pro que fornece a possibilidade de uso de GPUs e TPUs, além de uma
meméria RAM mais elevada do que os computadores convecionais.

Os cé6digos utilizados nesta dissertacdo podem ser encontrados no Github (https:

//github.com/artemenseken/ABC-factorization-posteriori-R/tree/main).



Capitulo 2

Revisao bibliografica

Neste capitulo serao apresentados os principais métodos utilizados nos algoritmos, bem

como a descrigao dos algoritmos de Rodrigues, Nott e Sisson (2019) e de Santos (2021).

2.1 Métodos ABC

Por meio da abordagem Bayesiana, tem-se o propdsito de obter a distribuicao a pos-

teriori a partir da férmula

7(01X) x L(X|0)r(8),

sendo, L(X|0) a fungao de verossimilhanca dos dados e 7(0) a distribuigao a priori.

Quando a funcao de verossimilhanca é computacionalmente intratavel ou até mesmo
impossivel de ser calculada, métodos como o ABC se fazem necessarios. Esses, por nao
lidarem diretamente com a funcao de verossimilhanga, tém boa perfomance para este tipo
de problema, e sao assim chamados de likelithood-free.

O mecanismo simples de um algoritmo ABC, proposto por Rubin (1984) e depois
melhorada por Tavare (1997), utiliza a ideia do algoritmo de rejeigdo. O mecanismo se
baseia na geracao de amostras sintéticas na avaliacao da proximidade dessas amostras

as estatisticas-resumo observadas. Se elas sao proximas, a um nivel de tolerancia espe-
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cifico e uma medida de distancia, entao se aceita as respectivas amostras candidatas, se
nao, rejeita-se. Uma funcao de pesos, Kj,(d), pode ser aplicada para ponderar as distan-
cias calculadas, sendo as maiores com menor peso. Este novo algoritmo é chamado de
Amostragem por importancia com a implementacao da funcao de pesos.

Porém, aproximar uma distribuicao a outra, X, ~ X, é muito improvavel e com-
putacionalmente muito oneroso, sendo X, a distribuicao dos dados observada e X uma
distribuicao conhecida e tratdvel analiticamente. Uma alternativa é reduzir os dados
a estatisticas-resumo, sx = S(X). Logo, ao invés de aproximar os dados completos,
aproxima-se suas estatisticas-resumo, S(Xps) ~ S(X).

Gera-se, entao, aproximagoes da distribuicao a posteriori do tipo:

7450015 (X o) = / Kn(1S(X) = S(Xons) (X 10)7(8)dX

Os passos do algoritmo sao:

i Geram-se amostras de uma distribuicao sintética X e com parametro 6, dado por

(01, X1), (02, X3), ..., (O, Xy), através da férmula

7(0,X) = L(X|0)r(0);

ii Computa-se as estatisticas-resumo sx = S(X);

iii Se sx é proximo suficiente, a partir de uma métrica de distancia, de sx,, entao:

T(0|sx =~ sx,,,) ~ 7(0|sx,,,) = 7(0| Xops) -

O algoritmo de rejeicao é utilizado na verificacao da aproximagao, seu objetivo é de

aceitar o parametro @ com probabilidade o< 28 em que 6 ~ ¢(6).

9(6)’
A equacao % pode ser reescrita como:

10
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f(0) o (0, sx[5x,,.) o~ Ki(llsx — sx,,.|1) L(sx[0)7(0)
9(0) — L(sx|0)m(0) L(sx|0)m(6)

)

= Kh(HSX - SXob.s

Onde,
17 se ||SX _SXobsH S h
Kn(llsx = sx.11) = (2.1)
0, caso contrario
Logo, pode-se interpretar mapc(0|sx,,.) = 7(0|sx,,.), sendo baseado na estimacao de
argumentos pela densidade Kernel.
Tem-se como resultado final do algoritmo um conjunto de parametros 81, ..., 6N) que

sdo amostras de w(0|sx,, ).

A estrutura de um algoritmo de Amostragem por importancia é dado abaixo.
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Algoritmo 1: Amostragem por importancia ABC
Entrada:

Um conjunto de dados observados (Xops);
Uma distribuigao a priori 7(8);
Um procedimento para gerar dados sob o modelo p(Xps|0);
Um inteiro positivo N > 0;
Um vetor de medidas resumo observadas sx,,, = S(Xops);
Uma funcao kernel Kj(u) e um parametro de escala h > 0;

// Inicio
1 parai=1,2,--- ,N faca
2 1.1 Gere 8% ~ 7(8) para a distribuicdo a priori;
3 | 1.2 Gere X ~ p(X|0%) para a funcdo de verossimilhanga;
4 1.3 Calcule as medidas resumo s® = S(X®);
5 1.4 Atribua 8® o peso w; o Kh(Hs()? —sx,,.0);
6 fim
Saida:

Um conjunto de vetores de parametros ponderados {0, w}Y, ~ w4pc(0]sx,,.).

2.1.1 Ajuste do ABC por regressao

Beaumont, Zhang e Balding (2002) propuseram o ajuste do ABC por modelos de
regressao baseando-se na modelagem coalescente de populacoes em genética. Depois do
passo de aceitacao dos parametros, via algoritmo de rejeicao, estes sao ajustados para
considerar as diferencas entre as estatisticas-resumo observadas e simuladas.

Este método é bastante usado em implementacoes do ABC, com grandes resultados na
melhora da acuracia do modelo. O pds-processamento do ABC, segundo Blum e Francois
(2010) melhora na qualidade da aproximagao e na eficiéncia computacional do algoritmo.

Beaumont, Zhang e Balding (2002) introduziram o ajuste usando um modelo linear
local na vizinhanca de sx

obs *

9 = m(s()?) + e emquei=1,.., N,

na qual m(s()?) é a esperanca condicional de f|sx e €? o erro. Este modelo assume
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homocedasticidade, tendo a variancia dos residuos nao dependendo de sx.

Logo, a estimacao de 6 por meio do modelo se d& por:

09 = ay+ BL(sY — sx,,.) + et

sendo 7 = 1,..., N, d a dimensao do vetor de parametros, ay e (B4 os coeficientes da
regressao e eg) os residuos do modelo, que seguem uma N (0, 03).

Ao se gerar amostras ponderadas, garante-se que seja dada maior importancia as
amostras mais proximas aos dados observados sps.

Outros modelos de regressao foram propostos para melhorar as estimativas, como
modelos que considerem a heterocedasticidade dos dados (Blum e Francois, 2010) com
uso de redes neurais para estimar as funcoes de média e variancia condicional nao linear,

ou com modelos mais robustos como a regressao (Ridge, Blum et al., 2013), e regressao

quantilica via redes neurais (Santos, 2021).

2.2 Amostrador de Gibbs

O Amostrador de Gibbs é um algoritmo pertencente a familia de algoritmos MCMC
(Monte Carlo via Cadeias de Markov). Estes sdo utilizados para obter numericamente
uma aproximacao da distribuicao a posteriori quando essas nao apresentam o seu ntcleo
de forma conhecida, problema frequentemente enfrentado em Inferéncia Bayesiana.

Seus métodos simulam de uma densidade p(0) de interesse através da producao de
uma cadeia de Markov homogénea, ergédica e irredutivel sendo a distribuigao de p(0)
estaciondria.

O Amostrador de Gibbs funciona da seguinte forma: seja § um vetor de parametros,
p(0) a densidade conjunta de 0 e p(6;|6_;) a distribuicao condicional completa dos 6; dados
todos os outros parametros 6_; = (04, ...,0;_1, 011, ..., 0,), entdo o algoritmo gerara uma

sequéncia #©, 01 N a partir de uma cadeia de Markov cuja a distribuicdo de equili-

13



cap. 2. Revisdao bibliogrdfica §2.3. Descorrelacao dos parametros

brio é p(@) e o nicleo da distribuigdo é dado pelo produto das distribuigdes condicionais
completas.

Os passos do algoritmo sao:

i) Assumir valores iniciais arbitrarios para os ).

ii) Na j-ésima iteracdo, sortear um %) a partir de #9=1) de modo que:

a) Gere 99) de p(01|9§j71), o 9,(371)),

b) Gere Héj) de p(02|9§j), 0§j_1), o Hl(gj_l)),

c) Gere 65 de p(65)6%, 68 6971 . 6571, etc.

d) E finalmente, gere Qj(gj) de p(0p|0§j), 9;”, Héj), o 91(,‘7_)1)

Com isso, é construido o vetor 09 ) = (09 ), cey Qéj )) e, sob certas condicoes de regulari-
dade, quando j — oo a distribuicdo limite de ) é p(f).

Ao construir uma Cadeia de Markov que tenha distribuigao estacionaria pode-se gerar
uma quantidade suficientemente grande que implica em uma convergéncia da cadeia para
a distribuicao alvo.

Algumas caracteristicas negativas desse método sao observadas: mistura possivelmente

lenta da cadeia, causada pela autocorrelacao das amostras e problemas de convergéncia.

2.3 Descorrelagao dos parametros

A descorrelagao dos parametros é uma técnica matematica empregada para tornar a
covariancia entre eles igual a zero, fazendo com que o valor esperado do produto seja igual
ao produto dos valores esperados, E(XY) = E(X)E(Y).

Quando a covariancia é zero, tem-se que a correlagao linear entre as variaveis, para
0 caso, os parametros, também é zero. Isso se reflete na velocidade de convergeéncia
da distribuicao alvo da cadeia de Markov, que, segundo Paulino, Turkman e Murteira
(2003), depende do grau de correlagao entre os elementos do vetor aleatério. Segundo o

artigo, o Amostrador de Gibbs tende a se movimentar mais pelas distribui¢oes condicionais
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completas quando suas componentes sao independentes ou fracamente correlacionadas.

A descorrelacao engloba uma série de métodos estatisticos que visam satisfazer a pro-
posicao matematica citada no paragrafo anterior. O principal método utilizado para isso
e usado neste estudo é o de Anélise de Componentes Principais (PCA). A PCA é muito
empregada como forma de reducao da dimensionalidade em uma base de dados, para
estimacao de fatores na andlise fatorial e a eliminacao de multicolinearidade em uma
regressao.

Ela consiste em obter componentes que sejam ortogonais entre si, descorrelacionadas,
por meio de combinacoes lineares que representem a informacao que foi possivel abstrair
das variaveis originais.

O PCA funciona da seguinte forma: seja XT = [X7,..., X,] o vetor aleatério com
matriz de covariancia associada X. Se as combinacoes lineares de X7 forem definidas

Ccomo

}/i = an = CLﬂXl —+ aiQXQ + ...+ CLZ‘po,i = 1,2, -y Py

entao, tem-se que

T .
Var(V;) = a; Xa;,i=1,2,....p
T .
Cov(Y;, Yx) = a; Lag,i,k=1,....pk
Com as devidas combinagoes lineares, sendo elas ortogonais, e considerando que as
respectivas variancias sejam as maximas possiveis, tem-se as componentes principais nao
correlacionadas, podendo ser escrita como:

Y, = ezTX =e1X1+epXo+ ... + eipo,

na qual e;, é o i-ésimo autovetor gerados. Com isso, obtém-se, os seguintes resultados.
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Var(Y;) = ef Se; = N\i,i = 1,2, ...,p
Cov(Y;,Yy) = el Xep, = 0,1 # k.

Tem-se, portanto, que as componentes principais sao nao correlacionadas e tém vari-
ancias iguais aos autovalores.

Para este estudo, foi-se utilizado uma adaptacao do PCA convencional, chamado de
PCA ponderado. Este consiste na adocao de pesos para amostras menos ruidosas, isso
faz com que os dados nao sejam tratados de forma uniforme, fazendo com que se explore

mais a conjuntura das amostras.

2.4 Regressao quantilica via Redes Neurais

e Splines Monotonico

O uso dos modelos de regressao dentro dos algoritmos ABC esta ligado aos procedi-
mentos de ajuste ABC por regressao, introduzido por Beaumont, Zhang e Balding (2002),
que permitem aproximar distribuicoes de probabilidade usando modelos de regressao ajus-
tados sobre dados sintéticos. Com isso, é possivel reconstruir a distribui¢ao a posteriori
conjunta aproximando as densidades condicionais.

A escolha do modelo quantilico para a regressao se da pelo fato de ser um modelo
bastante flexivel e que estima os quantis da distribui¢ao, podendo se adequar com bastante
facilidade a diferentes tipos de dados. Logo, ao invés de modelar apenas as médias e
variancias, obtém-se melhores aproximacoes para as Densidades Condicionais Completas
(DCC’s), reduzindo o erro na obtengao da distribuigao a posteriori de interesse.

Por ser mais flexivel, esse tipo de modelo de regressao tem bastante aplicacao em dados
mais complexos, como distribuicoes que apresentam heteroscedasticidade, assimetria ou

caudas pesadas.
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Esse modelo de regressao foi introduzido por Koenker e Bassett (1978) e tem sido am-
plamente estudado desde entao. A técnica é baseada na minimizagao da soma ponderada
dos desvios absolutos entre os valores observados e preditos da variavel dependente em
cada quantil. Os quantis sao estimados através de algoritmos iterativos, como a descida

do gradiente.

Uma das vantagens da regressao quantilica é que ela permite que a relagao entre as
variaveis independentes e a varidvel dependente varie em diferentes partes da distribuicao
da variavel dependente. Isso é 1til em situagoes em que a relagao entre as varidveis nao
¢ constante em toda a distribuicao da variavel dependente. Essa técnica se mostra como
alternativa para a regressao local, em que é realizada uma regressao e desta sao obtidos
os quantis da distribuicao, sendo o local cada quantil. A partir dessa regressao é possivel

construir a distribuicao acumulada da variavel aleatéria..

Logo, o g-ésimo quantil ¢ calculado a partir de 3,, que sao os coeficientes de regressao

para cada quantil, e predito da seguinte forma:

Py < x;B|r) = q

Para obter as estimativas [, é necessdrio realizar um processo de minimizacao da

funcao de perda dada abaixo:

LoBlys X) = > alyi —miBgl + Y (1—q)lyi — 3],
i:€4,4>0 i:€5,¢4<0

sendo e, , = Ui — w;ﬁq, e cada 3, sendo o efeito marginal das varidveis explicativas X no
g-¢simo quantil de Y.

A funcdo de perda mais usada em problemas de regressao é a funcao de erro qua-
dratico médio. Quando exponencializada ao negativo dessa funcao, o resultado gerado é

a distribuicao gaussiana, sendo a moda correspondente ao parametro de média p nesta
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distribuicao. A perda para uma observacao individual é dada por:

qe;, €; Z 07
£(€1|q) = )
(1—q)e;, ;<0
na qual ¢ é o quantil que se quer estimar e e; a diferenca entre o valor observado e o valor

previsto pelo modelo, dado por e; = y; — f(x;). Pode-se calcular a fungao de perda para os

dados de entrada, sendo interpretada como a perda média da regressao, calculada como:

1 N

Ly fla) = 5 D_ Ll — F(X)la).

j=1

A exponenciacdao ao negativo dessa funcao de perda média gera a distribuicao de
Laplace assimétrica. Para essa distribuicao, a area sobre o grafico a esquerda de zero
resulta no quantil g requerido. Um resultado interessante advindo da funcao é ao se utilizar
o valor de ¢ igual a 0,5, a funcao de perda estima a mediana e seu valor é equivalente ao
Erro Médio Absoluto (MAE), Abeywardana (2018).

Junto a regressao quantilica, foi-se utilizado a técnica de interpolacao por Splines
Monotonico. Sua utilidade é de transformar a funcao de distribuicao acumulada, obtida
como resultado do modelo quantilico, F (xg),k = 1,...,n, em uma fun¢do continua no
espago desejado. No caso, suavizar a curva da distribuicao acumulada gerada pelos modelo
quantilico, deixando de ser discretizado.

O método de interpolagao Splines Monotonico é apresentado por Fritsch e Carlson
(1978), sendo uma interpolagao unidimensional que utiliza de interpolantes cubicos por
partes, uma classe especial de Splines. Com isso, interpola-se o valor 3/, tendo (x;, y;), i =

1,---,n, como os pares a serem a interpolados, da seguinte forma:

2h; + hi—y n hi +2h;_y
di—1 d;

yi = 3(hi—1 + hy) ( ) 1 (sign(d;_1) = sign(d;)),
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, e 1 (sign(d;—1) = sign(d;)) sendo uma fungao

na qual h; = w4 —x; ¢ dy =

T
indicadora que retorna 1 para quando o sinal da distancia ¢ é igual ao sinal da distancia
anterior, -1.

Segundo Morellato (2014), obtém-se dessa férmula a média harménica ponderada das
inclinacoes. O método monotonico garante que a inclinacao em cada ponto seja sempre
positiva, tendo a funcao resultante o carater crescente.

A regressao quantilica utilizada neste estudo foi ajustada via redes neurais profundas,
com o objetivo de tornar o ajuste da regressao mais robusto, flexivel e adequado para uma
classe mais ampla de modelos.

Para encontrar o melhor modelo, computa-se a partir da menor funcao de perda.
Apesar desse modelo ja ser considerado um modelo nao linear, o uso das redes neurais
acrescenta ainda mais a esse efeito.

O uso das redes neurais tem grande relevancia por conseguirem descrever as relagoes
entre a variavel resposta e as variaveis explicativas, seja de forma linear ou nao, naquela
que melhor se ajusta aos dados reais.

Uma rede neural é composta por camadas de entrada (preditores), camadas ocultas
(aplicacao dos pesos e fungoes de ativacao nao linear) e camada de saida (previsdo). As
quantidades de camadas, fungoes de ativagao e niimero de neuronios dependem de caso
para caso, mas quanto maior a quantidade delas mais oneroso computacionalmente o
algoritmo sera. Essa determinacgao pode ser feita via validagao cruzada e erro quadratico
médio.

O uso das redes neurais dentro da regressao quantilica faz com que os quantis sejam
ajustados simultanenamente. Isso significa que a camada de saida tera um neurdnio para
cada quantil que serd estimado. Logo, obtém-se de apenas uma regressao quantilica os
quantis que modelam a distribuicao. Foram utilizados, para a modelagem dos métodos,
121 quantis, dispersos igualmente no espago 0 a 1, resultando, assim, em 121 camadas

de saida da rede neural. Uma vantagem de se utilizar essa modelagem é que o tempo
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computacional nao cresce linearmente.

2.5 Amostrador de Gibbs Aproximado sem a funcao de Verossimilhanca proposto por

Rodrigues, Nott e Sisson (2019)

Rodrigues, Nott e Sisson (2019) propuseram um algoritmo para gerar amostras apro-
ximadas de distribuicoes condicionais completas, que sao intrataveis, por meio de um
Amostrador de Gibbs aproximado. Neste algoritmo a estrutura de covariancia da distri-
buicao a posteriori é capturada naturalmente pelo método.

H&4 um ganho consideravel neste método em tornar o modelo mais simples e facil de
estimar seus parametros, principalmente para distribuicoes de alta dimensao.

O método proposto por Rodrigues, Nott e Sisson (2019), chamado de Amostrador
de Gibbs Aproximado sem a funcao de Verossimilhanca, segue a mesma proposta do
algoritmo simples do ABC, apresentado na sec¢ao 2.1, utilizando modelos de regressao para
modelar as distribuicoes condicionais completas e o aprimora incluindo o Amostrador de
Gibbs. Logo, o conhecimento da distribuicao exata dos dados é desnecessaria, podendo
se utilizar de amostras aproximadas.

Ao implementar o Amostrador de Gibbs Aproximado, cada parametro é gerado a partir
da aproximacao a sua respectiva distribuicao condicional completa obtida pelo modelo de
regressao Hc(lm)|(sobs, 0_4) ~ f(9d|Bj, 9a(Sobs;0_4)), parad=1,...,D.

O Amostrador de Gibbs gera a distribuigdo condicional a posteriori, m(0|Sms), se
F(OalB+ $ops: 0-a) = (0l 055, 8_4) para todo d.

Segundo Rodrigues, Nott e Sisson (2019), o método apresenta limitagoes quanto a
mistura lenta da cadeia de Markov, especialmente em modelos com fortes correlagoes na
distribuigao a posteriori, fato que é explicado pelo uso do Amostrador de Gibbs que herda
essa condicao.

A abordagem também é sensivel a problemas em que as distribuigoes condicionais
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completas aproximadas nao sao compativeis com a existéncia de uma distribui¢cao conjunta
unica.

Outro problema se da pelo uso de modelos ajustados para a média e variancia para
aproximar as distribuicoes condicionais completas. Com isso, mesmo que sejam adotados
modelos mais flexiveis, como o uso de redes neurais, hd uma suposicao implicita de que a
forma da distribuicao é fixa em uma vizinhanca de s,s. O que pode limitar a cobertura
do método para quando se trabalhar com dados mais complexos.

Uma forma de melhorar esse algoritmo é ajustar modelos localmente adequados em
cada iteracao do Gibbs, porém ¢ necessario ajustar milhares de modelos de regressao, o
que pode se tornar inviavel computacionalmente.

O método de Rodrigues, Nott e Sisson (2019) é implementado no Algoritmo 2 ao final

desta secao.

2.6 Método de Santos (2021)

Para melhorar o método de Rodrigues, Nott e Sisson (2019), Santos (2021) propos
duas inovacoes, a primeira utilizando a descorrelacao prévia dos parametros para acelerar
a convergéncia e aumentar a velocidade de mistura, fazendo com que a busca feita pelo
algoritmo consiga explorar completamente o suporte da distribuicao alvo mais rapida-
mente. Com isso, é possivel trabalhar, também, no espaco transformado dos dados, para
caso haja forte autocorrelacao entre os parametros.

A descorrelacao dos parametros 8, é feita pela técnica de PCA ponderada, tendo os
pesos calculados por uma rodada preliminar do ABC. Com isso, gera-se um novo vetor de
parametros transformados 8, que serao utilizados na estimacao dos modelos de regressao.

A segunda inovagao de Santos (2021) é modelar toda a distribui¢ao alvo usando esti-
madores flexiveis de densidade condicional, como aqueles baseados na estimagao conjunta

dos quantis via redes neurais profundas com correcao Splines Monotonico, diferentemente
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do encontrado em Rodrigues, Nott and Sisson (2019) que utiliza modelos que estimam
a média e variancia. Com isso, assume-se que a forma das distribui¢oes condicionais
completas nao é necessariamente fixa em uma vizinhanca de ss.

O uso de interpolacao monotonica com correcao Splines também sera aplicado para
gerar uma funcao continua no espacgo para os quantis obtidos pelo modelo de regressao
quantilica via redes neurais.

Essa abordagem permite modelar os quantis explicitamente fornecendo uma completa
descricao da distribuicao e se destaca no uso de dados nao-lineares e complexos.

Vale mencionar que este método ainda se utiliza do Amostrador de Gibbs para geragao
de amostras da distribuicao a posterior.

O tempo computacional em comparagao aos métodos foi o mesmo, segundo Santos
(2021), mas a velocidade de mistura da cadeia de Markov foi consideravelmente maior,
muito por conta de eliminacao da autocorrelagao imposta pela técnica de PCA ponderada.

O método de Santos (2021) é implementado no Algoritmo 3 ao final desta segao.
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Algoritmo 2: Amostrador de Gibbs aproximado, sem a fung¢ao de verossimilhanga
- Método Original

Entrada:
Um conjunto de dados observados (X ps);
Uma distribuigao a priori 7(€) e um modelo generativo intratavel p(X|0);
Uma distribuigao (@) descrevendo uma regiao de alta densidade da
distribuicao
posteriori;
Um vetor observado de medidas resumo sx,, —s(x.;.);
Um kernel de suavizagdo Kp(u) com parametro de escala h > 0;
Um inteiro positivo N definindo o nimero de amostras ABC;
Um inteiro positivo M definindo o ntimero de iteracoes do amostrador Gibbs;
Uma colegao de modelos de regressao f (04|35, ga(S,0-4)) para aproximar cada
distribui¢ao condicional completa 7(64]sx gparad=1,....D.
// Simulagdo de Dados Sintéticos
parat=1,2,--- /N faga
1.1 Gere % ~ b(8);
1.2 Gere X@ ~ p(X|0™) do modelo;
1.3 Calcule as medidas resumo s = (X ®);
1 4 Calcule os pesos da amostra w® oc K, (|[s%) — sus||)7(6) /6(6);
fim

obsvef

Inicializar 6© = (8, .. 8T,
// Estimag¢do dos Modelos
parad=1,2,---,D faca
2.1 Ajuste um modelo de regressao adequado 0,|(S,—a) ~ f (84|87, 9a(S,0-4)),
de modo a f(0y4] B;, 9d(Sobs, 0—_q)) aproximar localmente a distribuigao
condicional completa p(fq|Sops, 0—a);
fim
// Aprozimacdo de Gibbs
param=1,2,--- M faga
parad=1,2,--- ,D faca
3.1 6%, = (é&m), . ,é((;f)l, é((ﬁfl), . ,égﬂfl))T o vetor que contém os
valores atualizados de 9~](f), Jj #d;
3.2 Atualizacao do Gibbs: Amostre
05" (S0, 0%.0) ~ £ (0l BT Ga( 5085, 020));
fim

fim
Saida:
O vetor contendo amostras aproximadas de Gibbs para os parametros.
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Algoritmo 3: Amostrador de Gibbs aproximado, com inovagoes - Santos (2021)
Entrada:
Um conjunto de dados observados (s );
Um vetor observado de medidas resumo Spps = S(Zops);
[Opcional] Um kernel de suavizagao Kp(u) com parametro de escala h > 0;
Uma fungao ¢ : [0, 1] —R,x—(x);
Um modelo generativo 7(0)p(X|0);
Um inteiro positivo NV definindo o nimero de amostras sintéticas geradas;
Um inteiro positivo M definindo o nimero de iteragoes do amostrador Gibbs;
Um vetor ¢ = (g1, 2, - - -, qx), em que, 0 < g < 1, que define os quantis a serem
estimados;
Uma distribuigao adequada de b(6)
// Simulagdo de Dados Sintéticos
parai=1,2,--- N faca
1.1 Gere % ~ b(6);
1.2 Gere X@ ~ p(X]0®) do modelo;
1.3 Calcular as medidas resumo s® = S(X®);
fim
// [Opcional] Descorrelagdo via PCA Ponderada

2.1 Calcular os pardmetros na escala transformada 6 para todo N, e substituir 6
por f em (3.1 e 4.2.1);

// Estimag¢do dos Modelos Quantilicos

3.1 Ajustar modelos de regressao quantilica via redes neurais 74(04)|94(S, 0—_4)
para aproximar cada distribui¢ao condicional completa m(04|sops, 0—q) para
d=1,...,D;

// Aprozimacdo Gibbs sampling

4.1 Inicializar 6© = (é§°), . ,ég}))T;

param =1,2,--- M faca

parad=1,2,---, D faga

4.1.1 Obtenha 7,(64)| ga(obs, 07 4), em que
0, = (éYn), . ,HNSZT%, ég:l_l), . ,égn_l))T o vetor que contém os valores
atualizados de éj(f), j #d;

4.1.2 Ajustar um Splines Monoténico da forma F(-) sobre os pontos

(¥(q); 7q);

4.1.3 Gerar um valor aleatério u ~ U|0, 1];

4.1.4 Aplique 0 método da transformada inversa 65 = F=1(y(u));

fim

fim

// [Opcional] Mudanca de Escala

4.2 Realizar transformacéo inversa de 6, para retornar & escala original 6;

Saida:
A cadeia {0/t =0.1.--- . M} contendo os valores gerados.
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Capitulo 3

Método proposto

O método proposto neste trabalho junta a ideia de fatoracao da distribuicao a poste-
riori, proposto por Rodrigues, Nott e Sisson (2019), com a ideia de Santos (2021) de usar
Regressao Quantilica via redes neurais e interpolacao Splines Monotonica.

Sua inovacao consiste em aproximar a distribuicao a posteriori via decomposi¢ao por
fatoracoes, ao invés de aproximar as distribui¢oes condicionais completas e incorpora-las
em um Amostrador de Gibbs aproximado, como feitas nos trabalhos de Rodrigues, Nott
e Sisson (2019) e de Santos (2021).

As densidades condicionais ainda sao aproximadas por modelos de regressao quantilica
com redes neurais, mas as amostras sao geradas independentemente, sem executar uma
Cadeia de Markov. Portanto, nao ha necessidade geral de descorrelacionar os parametros,
embora qualquer transformagao possa simplificar (ou complicar) a forma das densidades
condicionais a serem estimadas.

A decomposicao da distribuicao a posteriori pode ser feita de varias formas, como na

forma de blocos, como:

p<917 s 70n|X> = p(017627 937 s 76m‘X) X p(eerla s 70n|017627937 s 76m7X)7

no qual m < n.
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Outra forma de decomposicao e que sera utilizada no algoritmo proposto neste traba-

lho, ¢é a seguinte:

p(eb e 79n|X) :p(91|X)p(92|91,X) .- 'p(9n|917 cee 79n—1>X)'

O efeito da escolha dessa ordenacao na fatoracao serd investigado a fim de descobrir
se existem formas adequadas de defini-la.

O método segue os passos de Rodrigues, Nott e Sisson (2019), assim como de Santos
(2021), com a diferenga de realizar aproximagoes da distribuigao a posteriori via fatoragoes

ao invés do Amostrador de Gibbs. O algoritmo 4 elucida seu funcionamento.
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Algoritmo 4: Aproximacao da distribuicdo a posteriori via fatoracées - método
proposto

Entrada:
Um conjunto de dados observados (Xops);
Um vetor observado de medidas resumo Spps = S(Zops);
Uma funcao ¢ : [0, 1] —R,x—1(x);
Um modelo generativo 7(0)p(X0);
Um inteiro positivo M definindo o nimero de amostras sintéticas a serem
geradas;
Um vetor ¢ = (q1, 2, - - -, k), em que, 0 < g, < 1, que define os quantis a serem
estimados;
Escolha da forma da fatoracao, considerando
p(bh,...,0,|X) = p(61|X)p(0:]61, X)...p(0,]01,...,0,_1,X)
// Simulag@o de Dados Sintéticos
parai=1,2,--- /N faca
1.1 Gere 8% ~ b(f) de alguma distribuicdo adequada b(f);
1.2 Gere X@ ~ p(X]0®) do modelo;
1.3 Calcular as medidas resumo s = S(X®);
fim
// Estimag¢do dos Modelos Quantilicos
3.1 Ajustar modelos de regressao quantilica via redes neurais 74(64)|g4(S, ) para
aproximar cada distribuicao condicional contida na fatoracao da distribuicao
a posteriori; // Aproximagdo via fatoragdo
4.1 Obtenha 7,(61)|g4(Sobs, 0% 4), em que 6* ;, = (é%m), . ,égﬂ, é&t’:;l), . ,égn_l))T

o vetor que contém os valores atualizados de 9~](f), j #d,

4.1.2 Ajustar um Splines Monotonico da forma F() sobre os pontos (¢(q), 7,);
4.1.3 Gerar um valor aleatério u ~ UJ0, 1];
param=1,--- , M faga
4.1.4 Aplique o método da transformada inversa para obter 07 = F~1(¢)(u));
fim
param =1,--- , M faca
parad =2, ---,D faca
4.2.1 Obtenha 7,(04)|ga(Sobs, 05), em que 85 = 67, ... 05" ;
4.2.2 Ajustar um Splines Monoténico da forma F'(-) sobre os pontos

(w(Q)ﬂ %Q);

4.2.3 Gerar um valor aleatério u ~ U|0, 1];
4.2.4 Aplique o método da transformada inversa 67" = F~1(¢)(u));

fim

fim
Saida:

Um conjunto de amostras {6;]t = 1,--- , N} contendo os valores gerados.
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Capitulo 4

Estudos simulados

4.1 Normal Bivariada

O presente exemplo consiste de trés implementagoes de algoritmos para o problema
de obtencao do vetor de médias da distribuicao Normal Bivariada com matriz de cova-
riancias conhecida. O objetivo desta secao é realizar uma aplicacao inicial de derivagoes
dos algoritmos discutidos no Capitulo 3 em uma distribuicao de baixa complexidade e
comparar seus resultados.

Os trés algoritmos utilizados fazem uso dos mesmos dados gerados. Portanto, o pro-
cedimento inicial dos métodos se da pela geracao e obtencao dos mesmos dados. As
estatisticas-resumo sao dadas pela média da distribui¢ao de cada variavel em X. Simula-
dos os dados, aplica-se cada algoritmo e analisa-se seus comportamentos. Os algoritmos

sao:

i Implementagao 1 - proposto por Rodrigues, Nott e Sisson (2019), descrito no algo-
ritmo 2 da secao 2, faz uso de modelos de regressao normal para gerar as distribui-
¢oes condicionais completas (61|sy, s2,602) e (02]s1, s2,61). A partir dai, utiliza-se o

Amostrador de Gibbs para gerar amostras da distribui¢ao a posteriori de cada 6.

ii Implementacao 2 - proposto por Santos (2021), descrito no algoritmo 3 proposto na
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secao 2, com a alteracao de que nao ¢ utilizado o modelo de regressao quantilica via
redes neurais, mas sim, modelos de regressao normal. Com isso, toda a parte de
suavizagao via Splines Monotonico também nao ¢ utilizada. O procedimento, entao,
consiste em realizar a transformacao PCA para descorrelacionar os parametros da
distribuigao gerada, logo apds aplicagao do algoritmo ABC. Depois, utiliza-se os
modelos de regressao normal para estimar as distribui¢oes condicionais completas,
essas entram no Amostrador de Gibbs para gerar a distribuicao a posteriori de 6.
Por fim, reverte-se os valores transformados pela PCA da distribui¢ao da posteriori

obtida.

iii Implementacao 3 - proposto na se¢ao 3 e objeto deste estudo, mas com alteragoes
quanto ao modelo de regressao utilizado. Nesse, substitui o modelo de regressao
quantilica via redes neurais e suavizacao dos dados via Splines Monotonico pelo
modelo de regressao normal. Apds ajuste da regressao linear, aproxima-se os valores
da distribuicao a posteriori de 6, e 65 por fatoragoes da distribuicao a posteriori.
Esse algoritmo nao faz uso da amostra transformada, fazendo com que seus dados

de entrada sejam os mesmos utilizados na Implementacao 1.

Para geracao dos dados, foi-se utilizado uma variavel aleatoria, X, que segue uma
distribui¢do Normal Bivariada com média g = (p1, pt2) e matriz de covariancia conhecida,
3. O vetor de médias é dado por uma distribui¢do a priori da distribuicdo Uniforme(-

10,10), sendo:

X ~ N(p, %), (4.1)
p K U-10, 10]. (4.2)

Para a distribuicao Normal Bivariada, pode-se comparar os resultados das distribuicoes
obtidas com as respectivas distribuicoes exatas, por conta da funcao de verossimilhanca

ser facilmente computada.
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Usando as propriedades da distribuicao Normal Multivariada, a distribuicao condicio-

nal completa para p, é proporcional a

4 * P / * 1Y
/~51|/~L2 =g ~ N | py + " (N2 - ,U2)7 o1~ % (4-3)
099 )

sendo w1 e pp os parametros de média, p a correlagao entre X; e Xo, e 011 € 099 as
variancias de X; e Xo.

O processo descrito acima é andlogo para a distribuigao condicional completa de 5.

Para o estudo de simulagao, foram utilizados os parametros: p = 9/10, o7 = 03 = 1,
Sops = (5/2,5/2) e p 'K U[—10, 10].

Com isso, foram geradas N = 10.000 amostras considerando b(p) = m(u) para obter
(ui, b, st sh), i =1, .., N. Depois, procedeu-se com a realizagao do ABC pelo método
Loc-linear com taxa de aceitacao de 0,1, sendo este método do ABC o descrito na secao
2.1.1, onde ajusta-se uma regressao linear local para aproximar s(y) de s(Yops)-

Na Figura 4.1 sao mostrados os graficos da distribuicao das amostras da distribuicao a
posteriori geradas e depois de passarem pela transformacao PCA ponderada, grafico (b).

Ambos os graficos representam os dados de entrada nas implementacoes utilizados nesta

secao, sendo (a) utilizado para as Implementacao 1 e 3 e (b) para a Implementagao 3.

10

(a) Amostra da distribui¢io a priori (b) Amostra da distribuicao a priori
transformada

Figura 4.1: Amostras da distribuicao a priori segundo cada método

Pela Figura 4.1 (a) é possivel observar as amostras da distribuigao a priori geradas
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§4.1. Normal Bivariada

através de uma distribuigdo Uniformel[-10,10] para cada p;, dado pelo espalhamento ale-
atério dos dados sobre a area do grafico que compreende o intervalo -10 e 10.

Esse intervalo foi definido a partir de um ABC piloto que foi rodado para identificar
a regiao de alta densidade da distribuicao a posteriori. Usar intervalos muito grandes
que estao fora do escopo factivel dos dados reais fard com que o ABC rejeite a maioria
dos conjuntos das amostras geradas, sendo um esfor¢co computacional gasto desnecessari-
amente.

Ja (b), indica esses mesmos dados quando aplicados em uma transformacao, PCA
ponderada. E possivel observar uma compressao na distribuicao dos dados, em formato
de losango. A transformacao realizada tem por objetivo descorrelacionar os parametros
gerados da distribuicao a posteriori.

Com os dados de entrada gerados, parte-se para a aplicacao dos algoritmos.

A primeira e segunda implementacoes fazem uso do Amostrador de Gibbs, assim,
utilizou-se 5000 iteragoes cada um para produzir os resultados da distribuigao a posteriori,
utilizando como valor inicial (11, p2) = (0,0).

Para a terceira, que faz uso das fatoragoes, gerou-se 5000 amostras independentes da
distribuicao a posteriori.

Os graficos abaixo mostram o comportamento das distribuicoes a posteriori 6; e 6y
encontrados para cada um dos algoritmos. Para os graficos (b), (¢) e (d) da Figura 4.2, sdo
apresentadas as distribuigoes a posteriori conjuntas encontradas em cada implementacao
e, em (a), a distribuigao a posteriori encontrada pelo algoritmo ABC do pacote abc do R.
Os contornos em vermelho nesses graficos representam as curvas de nivel e os pontos a
distribuicao conjunta a posteriori.

O objetivo dos gréficos (a), (b), (c) e (d) é comparar a razoabilidade dos métodos, a
partir das distribui¢oes a posteriori obtidas e a aproximacao com a verdadeira densidade.

A obtencao da distribuigao a posteriori via método ABC, apresentado no gréfico (d)

serve como uma forma de comparagao dos valores finais das distribui¢oes, podendo ser
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interpretado como o modelo ideal da distribuicao a posteriori para esse exemplo. Além
disso, a Figura 4.2 apresenta as densidades marginais das distribuicoes a posteriori de
01 e 0y para cada algoritmo, em (e) e (f), juntamente com a distribuigao real exata do
exemplo.

Os comportamentos das distribuicoes a posteriori conjuntas tiveram um formato de
elipse, principalmente se observada as curvas de nivel, em torno do centro, sendo esse o
ponto (2,5; 2,5). Sendo esse o ponto cuja as estatisticas-resumo sao as corretas para dis-
tribuicao real. Logo, todos os algoritmos funcionam bem pois tém mesmo comportamento
do algoritmo ABC.

Vale destacar que o grafico (a) da Figura 4.2 tem menor massa de pontos pois tem
menos quantidade de dados gerados. Isso se deve a rejeicao de dados realizada pelo
algoritmo ABC, tendo utilizado uma tolerancia de rejeicao de 10%.

Portanto, como visto nos graficos acima todos os algoritmos funcionam pois se parecem
entre si e parecem com as amostras aceitas pelo algoritmo de rejeicao ABC. Essa afirmagcao
vale tanto na comparacao das densidades conjuntas quanto nas densidades marginas, na
qual sao comparados os valores com a distribuigao real exata.

Para avaliar as caracteristicas de cada algoritmo, sao apresentados na Figura 4.3 a mis-
tura da cadeia, denotado pelo caminho percorrido pelas primeiras 50 iteracoes realizadas
pelo Amostrador de Gibbs (implementagoes 1 e 2) e fatoragoes da distribuicao a posteriori
(implementagao 3). Além disso, também sdo apresentadas as fungdes de autocorrelagao
para cada algoritmo.

A mistura da cadeia ilustra os saltos que o algoritmo proporciona para movimentagao
de um ponto para seu sucessivo. Isso é importante para mostrar qual algoritmo tem maior
mistura nas observagoes (maiores saltos) do que outros. Isso pode influenciar no caminho
e tempo computacional necessario para convergéencia ao valores corretos da distribuigao.

Ja as fungoes de autocorrelacao indicam o quao correlacionadas duas observacoes su-

cessivas estao. Valores altos apontam que os parametros estao autocorrelacionados, o que
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Figura 4.2: Distribui¢oes conjuntas a posteriori e densidades marginais.
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pode impactar na mistura.

Os graficos, da Figura 4.3(a), (c¢) e (e) mostram as misturas das cadeias para as 50
primeiras itera¢oes do Amostrador de Gibbs e os graficos (b), (d) e (f) mostram as fungoes
de autocorrelagao (ACF) de 6, para cada uma das implementagoes.

Para economia de espaco é apresentado somente o comportamento do ACF para 6,
pois o comportamento para 6, foi equivalente.

Pelos graficos de mistura da Figura 4.3, é possivel observar um comportamento de
maior variabilidade, dada pelas distancias entre pontos consecutivos da cadeia, para as
misturas nas Implementacao 2 e 3 e bem menor na Implementagao 1.

Vale destacar que foram testadas as iteragoes em diferentes partes da cadeia (comego,
meio e final da cadeia). O comportamento nessas partes, para as trés implementagoes, foi
parecido com os encontrados para as 50 primeiras iteragoes, como mostrado nos graficos
(a), (c) e (e). Isso se deve ao fato de que as distribui¢oes condicionais, para cada algoritmo,
sao as mesmas ao longo de todo o processo.

Percebe-se, ainda, o efeito da descorrelagao na fungao de autocorrelagao (ACF), que,
para a Implementacao 1 (grafico (b) da Figura 4.3) apresenta a maioria dos lags acima
do limite, mostrando que ha autocorrelagao na observagoes consecutivas geradas por esse
método.

Ja para as fungoes de ACF das implementagoes 2 e 3, vistas nos graficos (d) e (f),
é possivel observar que os lags se encontram dentro dos limites aceitos, linha tracejada.
Isso indica auséncia de autocorrelacao das observagoes consecutivas geradas por cada
algoritmo.

Logo, por nao serem autocorrelacionadas, pode-se inferir que foram geradas efetiva-
mente amostras independentes da distribuicao a posteriori. O que nao ocorre na Im-
plementacao 1, em que ha uma forte correlacao nos lags iniciais, com um decaimento
exponencial (caracteristico de um modelo auto-regressivo).

Pode-se discorrer, entao, que o Amostrador de Gibbs sofre com a autocorrelagao.
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(a) Mistura da cadeia das 50 pri-
meiras iteragoes do Amostrador de (b) Fungio de autocorrelagao do Im-
Gibbs para a Implementacao 1 plementacgao 1
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(c) Mistura da cadeia das 50 pri-
meiras iteragoes do Amostrador de (d) Fungao de autocorrelagao da Im-
Gibbs para a Implementagao 2 plementacao 2
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(e) Mistura da cadeia das 50 pri-
meiras iteragoes do Amostrador de (f) Fungao de autocorrelagao da Im-
Gibbs para a Implementagao 3 plementacao 3

Figura 4.3: Mistura da cadeia e funcao de autocorrelacao
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Com isso, utiliza-se o Gibbs no espaco transformado, como uma tentativa de minimizar a

autocorrelagao, mas que nao é garantida por esse método (Implementagao 2).

Quando se usa a transformacao PCA ponderada, as amostras sao linearmente nao cor-
relacionadas. Portanto, a Implementacao 2 conseguiu reduzir a autocorrelacao, mas nao
necessariamente ajudard na velocidade da mistura, sobretudo quando houver correlagoes
nao lineares. Além disso, os €’s continuam sendo dependentes do seu estado passado. Ja
a Implementacao 3, pela sua composigao por fatoragoes da distribuicao a posteriori, pode

até ser amostrado em paralelo, pois uma nao depende da outra.

Para avaliar a velocidade de convergéencia dos algoritmos a partir do tamanho de
amostras geradas pelo Amostrador de Gibbs (Implementacao 1 e 2) ou das fatoragoes da
distribuicao a posteriori (Implementacao 3), foram calculados os erros quadraticos médios
(MSE) encontrados em cada algoritmo para diferentes tamanhos de amostra gerados. O
MSE se da pela média das diferencas quadraticas entre o vetor de estatisticas-resumo

aproximado e o real ponto da distribuigao (2,5;2,5).

Os resultados sao apresentados no grafico da Figura 4.4.

Algoritmo
Algoritmo 1
== Algoritmo 2
| Algoritmo 3

MSE médio

o

0 250 500 750 1000
Tamanho da amostra

Figura 4.4: Velocidade de convergéncia das amostras de tamanho até 1.000
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Pela Figura 4.4, é possivel observar que a Implementagao 3, aproximagao por fatoragoes
da posterior, apresentou menor MSE encontrado para todos os tamanhos de amostra até
1.000, se comparados com seus pares.

H& uma estabilizacao dos valores de MSE a partir do tamanho 125, aproximadamente,
para as implementagoes 2 e 3, e a partir do tamanho 750 para a Implementacao 1. In-
dicando assim, que a convergéncia para a real distribuicao é mais rapida e necessita de

menos itera¢ao nos algoritmos 2 e 3.

4.2 Twisted Gaussian

Considere, agora, um modelo deterministico da distribuicao Twisted Normal dado pela
varidvel Y = 60; + 02, com 0 = (01,05)" e considerando que 6; e 0y sao parametros da
distribuigao a priori com cada uma tendo distribuicao N(0,1).

Para um 1nico ponto observado y,,s = 1, o resultado da densidade da distribuicao a
posteriori estd concentrado em um conjunto de pontos que satisfaca 0; = 1 — 62.

As estatisticas-resumo sao dadas pela média da distribuicao de cada variavel em X.

Foram trés os algoritmos implementados nesta simulagao, sendo dois deles advindos do
mesmo processo de modelagem (fatoragdes da distribuicdo a posteriori), com a alteragao

na ordem como ¢ fatorada a distribuicao a posteriori.

i Implementacao 4 - proposto na secao 3, utiliza o algoritmo como mencionado na-

quela secdo. A fatoragao da distribuicdo a posterior tem a ordem de p(#;) =

p(91|yobs)p(yobs) € P(91> 92‘yobs) = p(92]91, yobs>p(91‘yobs)~

ii Implementacao 5 - proposto na secao 3 e objeto deste estudo, utiliza inteiramente
o algoritmo como mencionado naquela secao. A fatoracao da distribuicdo a poste-

rior tem a ordem invertida da Implementagao 4, sendo p(62) = p(62|Yobs)P(Yobs) €

p(91, '92‘y0bs> = p<91 |827 yobs)p(QQ‘yobs)p(yobs)-
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iii Implementagao 6 - proposto por Santos (2021), descrito no algoritmo 2 da segao 2,
que utiliza do Amostrador de Gibbs para gerar amostras da distribuicao a posteriori
via as distribuigoes condicionais 01 = (01]0s, Yops) € 02 = (02|01, Yobs), sem o uso da

descorrelacao prévia dos parametros.

A forma de obtengao das densidades condicionais dos trés algoritmos passa por um
ajuste de regressoes quantilicas via redes neurais com transformagao Splines Monotonico.
O préoximo passo a ser realizado é o processo de geracao de amostras a distribuicao a
posteriori que difere para as implementagcoes 4 a 6.

A regressao quantilica via redes neurais utilizada nos algoritmos, descrita na secao 4.3,
utiliza em sua arquitetura 7 camadas de 512, 256, 128, 64, 32, 16 e 121 neuronios, respec-
tivamente, em cada camada, totalizando, assim, 1.129 neuronios na rede. O quantitativo
de 121 neurdnios na ultima camada representa o total de quantis que foram estimados ao
final do modelo, sendo cada um representando um quantil de tamanho 0,82%.

Também ha a utilizacao de Dropout na primeira camada, com taxa de 0,4 e L2-
reqularization na segunda camada, com taxa de 0,01, para prevenir o overfitting. O
otimizador foi o Adam, a taxa de aprendizado utilizada foi de 0,2, o tamanho do Batch
Size de 64 com 100 épocas para realizacdao na base de treinamento.

Para a escolha do tamanho de amostras utilizadas para a distribui¢ao a priori, foram
testados tamanhos iguais a 5.000, 100.000 e 1.000.000, sendo eles divididos em 80% para
dados de treinamento e 20% para dados de teste. Também, computou-se os tempos
computacionais de geracao de cada algoritmo para cada tamanho de amostra. O algoritmo
ABC também foi utilizado para conferéncia da convergéncia das amostras a distribuicao
a posteriori geradas, em que foi utilizada uma taxa de aceitacao de 0,005 e método Loc-
linear.

Comparou-se os custos a partir de diferentes maquinas, sem GPU e com GPU, ambas

advindas da versao Google Colab Pro. A tabela abaixo descreve os tempos computacionais
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encontrados. Sao mostrados nessa tabela os tempos para obtencao de #; e, na mesma
célula, de #,, separados pelo sinal matematico de mais. Foram mensurados os tempos

para cada tipo de maquina, tamanho de amostra e algoritmo.

Sem GPU Com GPU
Algoritmos 5.000 100.000 1.000.000 5.000 100.000 1.000.000
ABC 0,0034s 0,033 0,697s <0,001s <0,001s <0,001s

o8s+ 14.49min + | 2.54h+ | 46.11s + | 7.37min + | 1.19h+

tmplementagio 4|y 30, | 1441min | 249h | 2623s | SAOmin | 1.19h

Implementacio 5 54.35s + | 16.37min + - 42.00s + | 7.42min + | 1.20h+
54.14s 16.08min 26.11s 7.40min 1.20h
Implementacio 6 1.38min+ | 16.41min + - 26.23s + | 7.43min + | 1.24h+
55.42s 16.15min 26.67s 7.45min 1.22h

Tabela 4.1: Comparacao dos custos computacionais por implementacao.

O algoritmo ABC apresenta os melhores tempos computacionais, porém ele ja estd bem
implementado computacionalmente e serve apenas para questoes de comparagao com a
distribuicao real. E possivel perceber também que os trés algoritmos propostos tém tem-
pos computacionais bem parecidos quando comparados entre si para mesmo tamanho de
amostra e maquina, podendo discorrer que os métodos sao igualmente custosos computa-
cionalmente. Vale mencionar, também, a diferenca de tempo no uso de GPUs, que tém
tempo de processamento quase que a metade do tempo quando nao utilizado para esses

algoritmos em um mesmo tamanho de amostra.

Os gréficos mostrados abaixo representam as distribui¢oes geradas a partir dos resul-

tados dos algoritmos para tamanho de amostra igual a 1.000.000.

Para o treinamento do modelo de redes neurais foram utilizadas 100 épocas e maquina
com GPU. Foram verificadas as métricas MSE e funcao de perda, sendo selecionada a
configuracao final dos parametros da rede neural a partir da época que teve o melhor

desempenho. A Figura 4.5 mostra o comportamento dessas métricas por época.
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Figura 4.5: Historico da funcao de perda e MSE durante as épocas treinadas

E possivel perceber, pela Figura 4.5, que a partir da 20 época o modelo atinge a
menor funcao de perda no conjunto de treinamento, mantendo seu valor constante apds
essa época.

Apoés a estimacao dos parametros do modelo de regressao quantilica via redes neurais,
ajusta-se a predicao de valores para obter a distribuicao dos dados. O procedimento
realizado requer um grid de valores aleatérios variando de 0 a 1 (que representam um valor
do quantil), no qual serao aplicados a fungao Logito a esses valores. Apds isso, preveé-se
quais os valores da distribuicao equivalem aquele quantil. Utiliza-se, por fim, o método
Splines Monotonico para estimar uma curva continua ao longo dos valores estimados, essa
também chamada de distribuicao acumulada. Aplicando a derivada, tem-se a distribuicao
de probabilidades e, com ela, é possivel predizer pontos da distribuicao.

A Figura 4.6 ilustra como ocorre esse procedimento.
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gTau x

(a) Distribui¢do acumulada no espago transfor- (b) Distribuigdo acumulada dos pontos gerados
mado dos pontos gerados para 01 |yops- para 61|yops em cada quantil.

2

-2 -1 0 1 2

¥y 61

(c) Densidade de 6, apés derivagio da densi- (d) Distribuigao conjunta de 6; e 63 apés o pro-
dade acumulada. cedimento

Figura 4.6: Gréaficos dos procedimentos realizados para obtencao da distribuicao a poste-
riori 61 |Yops

O resultado final desse processo é uma distribuicao acumulada de 6, |y.s. Para encon-
trar a distribuicao de probabilidades é necessario derivar y.s em 6, e, por isso, utiliza-se

a funcao Logito que ¢é de facil derivagao.

Obtida a distribuicao de probabilidades, o préximo passo do algoritmo é realizar as
fatoragoes ou Amostrador de Gibbs, que sao possiveis de ser computados através das
distribuicoes de probabilidade dos parametros, resultanto, assim, na distribuicao conjunta

a posteriori.
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Como mostrado pela Figura 4.6, o processo de modelagem da regressao quantilica via
redes neurais e com ajuste do Splines Monotonico parece se ajustar bem aos dados. A
estimacao dos quantis conseguir absorver a caracteristica dos dados e, com isso, obter uma
distribuicao conjunta a posteriori que tivesse comportamento parecido com a distribuicao
original.

Dado isso, partiu-se para as aplicagoes dos algoritmos. A Figura 4.7 ilustra o com-
portamento das amostras da distribuigao a posteriori geradas pelo algoritmo ABC e pelas

implementagoes 4 a 6.

2

Lo

(a) Amostras aceitas pelo algoritmo (b) Distribui¢do a posteriori da Im-
de rejeicao ABC. plementacio 4, 01 |yobs € 02]61, Yobs-

(c) Distribuigao a posteriori da Im- (d) Distribuicdo a posteriori da Im-
plementacao 5, 02|yobs € 01|02, Yobs. plementagao 6 - Gibbs.

Figura 4.7: Distribuicoes aproximadas da posteriori

Considerando como base o algoritmo ABC, tem-se que a real distribuicao do modelo
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Twisted Normal tem o comportamento de concavidade, como mostrado na Figura 4.7 (a),
tendo uma grande quantidade de pontos, denotada pelas curvas de nivel, concentradas

proximo de 1.

As implementacoes parecem ter comportamentos bem parecidos em relacao a distri-
buicao real, em que as curvas de nivel indicam que a massa de pontos estda proxima do
comportamento da distribuigao real. E possivel observar, também, pontos fora do padrao
para essa distribuicao nas estimacoes dos algoritmos, isso pode inferir no desempenho do
algoritmo. Em especial, cita-se a implementagao 5, que tem como fatora¢ao (02|yeps) €
(01102, Yobs ), POr ser o algoritmo com menor quantidade de pontos fora do esperado para

a distribuicao real, dando indicios de que tenha a melhor perfomance entre os algoritmos.

Vale ressaltar que a quantidade de iteracoes utilizadas para as fatoragoes e no Amos-
trador de Gibbs foi de 5.000 unidades. Portanto, os graficos da Figura 4.7 tém a mesma
quantidade de pontos.

A Figura 4.8 ilustra a distribui¢ao de densidades das amostras geradas da distribuigao a
posteriori por cada algoritmo para cada parametro. Observa-se que a linha correspondente
ao algoritmo ABC pode ser tomada como referéncia para o parametro.

0.5

0.9 04 7N

o
w

/ ‘f“ Algoritmo
7 \ ABC

| Implementagio 4
— Implementagio 5

Algoritmo
ABC
Implementagio 4
/ = Implementagao 5
Implementagio 6 I i Implementagdo 6

Densidade
)
>
—
Densidade

1)
o

03 A/ i
/ | 0.1

_— \Q /
0.0{ =—— =~ 0.0 — —

-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

AN

(a) Distribuigoes a posteriori de 6. (b) Distribuigdes a posteriori de 6.

Figura 4.8: Distribuicoes a posteriori de 6, e 0s.
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Pelo Figura 4.8 (a) é possivel perceber que as densidades de probabilidades tém com-
portamentos parecidos entre si.

Ja na Figura 4.8 (b), os algoritmos também estado préximos entre si, mas, a configu-
racao da distribuicao da densidade parece variar entre -1 e 1.

Analisando o comportamento dos geradores de amostras da distribuicao a posteriori
(fatoragoes e Amostrador de Gibbs) aplicados, foram-se observados os comportamentos
de autocorrelacao e movimentacao das amostras geradas, sendo esse analisado para as 50
primeiras observacoes. A Figura 4.9 ilustra bem esses comportamentos.

E possivel perceber que o algoritmo ABC e os algoritmos que utilizam da fatoracao
(Implementagao 4 e 5) tém comportamentos parecidos para os graficos ACF (Fungao de
autocorrelagao) e de movimentacao da cadeia. Esses comportamentos estao ligados entre
si, pois é possivel denotar que quanto mais independentes sao os geradores de amostras da
distribuicao a posteriori, maior a variagao que se tem ao gerar uma amostra consecutiva.
E isso se faz valer para esses algoritmos, em que o ACF deles mostra que as amostras
geradas sao independentes entre si. Por consequéncia, seus graficos de movimentacao de
cadeia mostram que ha uma grande variacao de uma amostra para a outra.

J4, para a Implementacao 6, que utiliza o Amostrador de Gibbs para gerar amostras da
distribuicao a posteriori, tem-se, pelo grafico ACF, que as amostras geradas apresentam
autocorrelacao serial, o que era de se esperar, pois é uma caracteristica dos métodos
MCMC.

Vale ressaltar que o fato de selecionar as 50 primeiras amostras geradas serve apenas
para efeito de visualizagao do caminho. Mas, esse padrao de variabilidade se repete para
todas as amostras geradas, ja que, para a maioria dos algoritmos, nao ha correlacao serial.

Espera-se que as implementacoes que nao apresentem autocorrelacao serial tenham
menor tempo de convergéncia para a distribuicao a posteriori, necessitando, assim, menos
iteracoes.

Como resultado final, pode-se inferir que a escolha da ordem da fatoracao faz dife-
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Figura 4.9: Mistura da cadeia e fungao de autocorrelacao dos algoritmos.
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renca na obtencao das distribuigoes a posterior, como visto pela comparacao entre as
implementagoes 4 e 5, na qual a primeira utiliza a ordem 61 |yops € 02|61, Yops € 0 segundo
a ordem Os|yops € 01]02, yops. Apesar disso, os algoritmos convergiram seus resultados, em
sua maioria, com a distribuicao exata do modelo.

Além disso, foram necessarias a geracao de 1 milhao de amostras, o que levou a um
certo custo computacional para os algoritmos que utilizam de redes neurais, e, também,
para o algoritmo o ABC que precisou de muitas amostras para chegar a distribuigao

correta.

4.3 Mistura de Normais

Considerando agora um modelo de mistura gaussiano 2-dimensional apresentado por

Rodrigues, Nott e Sisson (2019) na qual a fungao de verossimilhanga é dada por:

Z Z[Hw 1w bi]¢D<s|u<b,e>,z>,

=0 bp=0
em que ¢,(x|a,B) denota a funcao de densidade da distribuicdo normal bivariada com
média a e estrutura de covariancias B avaliada em @, w € [0,1] é o peso da mistura,
w(b, ) = ((1 —2b1)0y,...,(1—2bp)0p)", b= (by,...,bp)" com b; € {0,1} e T = [T;]
tal que ¥;; =1 e X;; = p para i # j.

Os parametros utilizados para a distribui¢ao foram, D = 2, s,s = (5,5) e w = 0,3 e
p=0,7. As estatisticas-resumo sao dadas pela média da distribuicao de cada variavel em
X.

A diferenca nos pontos das estatisticas-resumo observada com os valores do artigo
original, de Rodrigues, Nott e Sisson (2019), se deve ao fato de estarmos interessados em
avaliar se os algoritmos conseguem se mover entre as areas de alta densidade da distribui-
¢ao a posteriori. A distribuigdo a priori amostrada seguiu uma distribuigao U[—10, 10].

Os algoritmos utilizados foram:
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i Implementacao 3 - Regressao linear e fatoracoes da distribuicao a posteriori, sendo

o modelo com melhor comportamento apresentado na subsecao 4.1;

ii Implementacao 2 - Regressao quantilica e Amostrador de Gibbs Aproximado, como

apresentado na subsegao 4.2, e denotado por Santos (2021) na segao 2.6;

iii Implementacao 4 - Regressao quantilica e fatoracoes da distribuicao a posteriori,
como apresentado na subsecao 4.2 e proposto como inova |ao neste trabalho, deno-

tado na secao 3.

A arquitetura das redes neurais sao as mesmas para ambos as implementagoes e estao
descritas na segao 4.2. Assim como os tamanhos de amostras gerados (1.000.000) e taxa
de aceitagao (0,05).

A Figura 4.10 mostra as distribui¢oes conjuntas geradas apos o ajuste dos modelos e
determinacao das distribuicoes condicionais. Além disso, as densidades marginais de cada
parametro obtido.

A Implementacao 3 nao obteve um bom ajuste se comparada a distribuicao real dos
dados, vide resultados do algoritmo ABC. Ja as implementacoes 2 e 4 apresentaram
comportamento mais proximo da distribuicao exata, com alguns pontos fora das curvas
de nivel, sendo mais presente neste tltimo algoritmo, indicando que, dentre os algoritmos
utilizados nesse cenario, este iltimo foi o que teve melhor desempenho.

E curioso notar que os pontos fora das curvas de nivel na Figura 4.10 (c) parecem estar
em um caminho diagonal, como se a cadeia estivesse se movimentando de uma regiao a
outra oposta diagonalmente. O que ocorre diferentemente para o algoritmo da Figura
4.10 (d), em que os pontos parecem indicar que o movimento da cadeia vai de uma regiao
a outra ortogonalmente, com pouca presenca de ponto no centro do grafico.

Pela avaliacao das densidades dos parametros é possivel perceber que a Implementacao

3 se distancia bastante do comportamento dos outros algoritmos. Ja Implementacao 4
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(a) Amostras aceitas pelo algoritmo (b) Distribui¢do a posteriori da Im-
plementacao 3.

de rejeicdo ABC.

(c) Distribuigao a posteriori da Im-

plementagao 2.

Densidade

(e) Densidade marginal da distribui-
¢ao a posteriori de 6, para cada im-

[
6

plementagao.

(d) Distribuigao a posteriori da Im-
plementagao 4.

Densidade

Algoritmo

(f) Densidade marginal da distribui-
¢ao a posteriori de 65 para cada im-

plementacao.

Figura 4.10: Distribuicoes conjuntas da distribuicao a posteriori e densidades marginais.
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tem sua curva de densidade mais proxima da curva do ABC, tanto para #; quanto para
05.

A Figura 4.11 apresenta a mistura das cadeias geradas pelos algoritmos apds o ajuste
dos modelos de regressao, juntamente com os graficos para avaliacao da autocorrelacao
serial.

Como apresentado nos pardgrafos anteriores, a Implementacao 2 consegue caminhar
suas iteracoes de forma diagonal, ja a Implementacao 4 nao consegue. Isso mostra que,
este ultimo, acertou as outras regidoes com mais exatidao e nao precisou caminhar até
chegar na regiao mais distante e menos massissa.

Vale observar que, na Figura 4.11 (c), nenhum ponto saiu de uma regiao e foi para sua
oposta diagonalmente. O que pode ser um problema para o algoritmo, mostrando que
precisa de pelo menos dois passos, para esse caso, para chegar a uma regiao oposta a sua.

Pelos graficos de autocorrelagao, os trés algoritmos apresentam comportamento sa-
tisfatorio para essa analise, corroborando o que ja foi dito anteriormente. Todos geram
amostras da distribuicao a posteriori independentes entre si, por isso nao ha uma corre-
lacao entre amostras consecutivas.

Isso se reflete nos graficos de mistura, pois ha uma relacao nitida entre independéncia
da distribuicao a posteriori e os saltos que o algoritmo da, mostrando maior flexibilidade,
que ¢ exigida para esse tipo de cenario de dados.

As figuras apresentadas nesta subsecao corroboram com o bom comportamento da
distribuicao a posteriori gerada pela implementagao 4 (Regressao quantilica via redes
neurais, Splines Monotonico e geracao da distribuicao a posteriori a partir de aproximagoes
por fatoragoes), proposta como inovacao deste trabalho, havendo alta movimentagao e boa

convergéencia para a distribuicao alvo.
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ACF de theta[1] - Algoritmo 1

(a) Mistura da cadeia das 50 primei- (b) Fungao de autocorrelagao da Im-
ras da Implementacao 3 plementacao 3

ACF de theta[1] - Algoritmo 2

AcE

(¢) Mistura da cadeia das 50 primei- (d) Fungao de autocorrelagao da Im-
ras iteracoes da Implementagao 2  plementagao 2

ACF de theta[1] - Fatoragéo 1

(e) Mistura da cadeia das 50 primei- (f) Funcio de autocorrelacio da Im-
ras iteragoes da Implementagao 4 plementacao 4

Figura 4.11: Mistura da cadeia e fungao de autocorrelagao dos algoritmos
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Capitulo 5

Conclusao

Este trabalho apresenta uma nova implementacao eficiente de algoritmo ABC, utili-
zando a técnica de fatoracoes da distribuicao a posteriori, apresentado como trabalhos
futuros em Rodrigues, Nott e Sisson (2019) e juntamente com as inovagdes apresenta-
das em Santos (2021). Essa inovacao foi aplicada nas implementacao 3 da segao 4.1,
implementacgoes 4 e 5 da secao 4.2 e implementacao 4 da secao 4.3.

O uso da regressao quantilica via redes neurais tem como finalidade gerar modelos
mais flexiveis para os quantis, ao invés de modelos para as médias e variancias, como
ocorre em Rodrigues, Nott e Sisson (2019). Com isso, melhora-se as aproximagoes das
densidades condicionais e diminui-se o erro na obtencao da distribuicao a posteriori de
interesse.

Foram realizadas comparacoes dessa implentagao com as implementacoes desenvolvi-
das em Rodrigues, Nott e Sisson (2019) e em Santos (2021) para a obtengao dos parame-
tros em trés diferentes problemas: distribuicao Normal Bivariada, Distribuicao Twisted
Gaussian e Distribuicao Mistura de Normais. Em todas, a implementagao proposta neste
trabalho teve melhor comportamento se comparado aos algoritmos propostos em seus
artigos.

Faz-se necessario, para trabalhos futuros, utilizar diferentes métricas para medir, com
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exatidao, o erro gerado pelas amostras, ja que o MSE em si nao é o mais adequado para
esse tipo de comparacao. Medida de Kullback-Leibler parece ser a mais indicada para
avaliar o quanto uma distribuicao esta proxima da outra.

Outra sugestao se da pela substituicao do método Splines Monotonico pela utiliza-
¢ao da Regressao Isotonica, como alternativa para suavizar monotonicamente a curva da
funcao de distribuicao acumulada gerada pela Regressao Quantilica.

Algumas caracteristicas dos algoritmos também foram verificadas, como a convergén-
cia, velocidade de mistura e independéncia das amostras geradas. Esses foram problemas
citados em Rodrigues, Nott e Sisson (2019) e que podem impactar na eficiéncia do algo-
ritmo. A implementagao proposta neste trabalho se mostrou uma boa mistura na cadeia,
resultando em uma convergéncia mais rapida nos valores, além disso, foi constatado que
nao houve a presenca de autocorrelacao serial. Esta também vista no algoritmo de Santos
(2021), mas, gragas ao uso da descorrelagdo prévia dos parametros.

A forma como a distribuicao foi fatorada também foi estudada, em especial na secao
4.2, no qual a forma da fatoracao afetou substancialmente a obtencao da distribuicao a
posteriori.

O tempo computacional também foi avaliado no cenério da distribuicao Twisted Gaus-
sian e nao foram observadas diferengas significativas nos tempos entre os algoritmos estu-
dados. Mas a diferenca ocorre com o aumento do tamanho de amostras que sao utilizadas.

E muito desse tempo se deve ao fato de se estar utilizando redes neurais.
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