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Resumo

Baseado em um trabalho de Corro, Martinez e Tenenblat [10], nesta dissertagcdo aplicare-
mos as transformagdes de Ribaucour para superficies planas de rotacao no espaco hiperbélico
tridimensional, H>, fornecendo novas familias explicitas de superficies planas em H? que sao
determinadas por vdrios parametros. Ao escolhermos certos parametros de forma especial, é
possivel obter superficies que exibem periodicidade em relacdo a uma varidvel e também
superficies que possuem um nimero par arbitrario de fins do tipo horosfera mergulhados, ou
até mesmo um nuimero infinito de tais fins. Utilizaremos o trabalho de Wang e Tenenblat
[27] de forma auxiliar, a fim de introduzir e desenvolver os principais resultados acerca da
transformacao de Ribaucour no espaco hiperbdlico H3.

Palavras-Chave: espaco hiperbodlico; fins do tipo horosfera, superficies planas; transforma-
coes de Ribaucour



Abstract

Based on a paper by Corro, Martinez and Tenenblat [10], this dissertation applies Ribau-
cour transformations to flat surfaces of rotation in three-dimensional hyperbolic space, H>,
yielding new explicit families of flat surfaces in H? determined by various parameters. By
carefully selecting specific parameters, it is possible to obtain surfaces exhibiting periodicity
concerning one variable, as well as surfaces featuring an arbitrary even number of embedded
ends of horosphere type or even an infinite number of such ends. In order to introduce and
develop the key findings regarding the Ribaucour transformation in hyperbolic space H°, the

work by Wang and Tenenblat [27] is used as an auxiliary source.

Key-Words: hyperbolic space; ends of horosphere type; flat surfaces; Ribaucour transforma-

tions.
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Introducao

No contexto das superficies planas do espago hiperbdlico de dimensdo 3, H?, merecem
destaque certos resultados, notadamente aquele que atesta a existéncia de exatamente duas
superficies planas completas, a saber, a horosfera e o cilindro hiperbdlico. Com excecao
destas duas, as demais superficies planas em H? apresentam singularidades. Tais superficies
podem ser caracterizadas através de uma fun¢@o harmoénica em termos das suas primeira e
segunda formas fundamentais [26].

J.A. Géalvez, A. Martinez e F. Milan [15] mostram que as superficies planas, cuja segunda

forma fundamental estd localmente associada a classica equagdo de Monge-Ampere,
det(V2f) =1,

admitem uma férmula de representacao do tipo-Weierstrass. Os resultados obtidos em [1],
[2], [16] e [22], que tratam do problema de Cauchy para determinados tipos de equacdes
Monge-Ampere, motivam um maior interresse pelas superficies planas com singularidades
em H>. Além disso, em [23], P. Roitman apresenta um estudo que versa sobre as propriedades
geométricas das superficies planas baseado, principalmente, em um resultado clédssico de
Bianchi.

Neste contexo, sdo também conhecidos os trabalhos de M. Kokubu, M. Umehara e K.
Yamada [19], os quais introduziram as chamadas frentes planas (ou flat fronts, em ingl€s).
Define-se uma frente plana (ou superficie frontal plana) como uma aplicacdo f : M? — M°> (k),
de uma variedade bidimensional M? em um espaco forma tridimensional M> (k), com um
campo normal unitdrio v bem definido, cumprindo a seguinte condi¢do: para cada ponto
p € M, existe uma vizinhanga U de p tal que ou f|y é uma imersdo plana ou p é um ponto
singular e a aplicagdo paralela na distancia t # 0 é uma imersdo plana restrita a U para
t suficientemente pequeno. De fato, em [19], a geometria das superficies planas em H>
com singularidades “admissiveis” (ou a geometria das frentes planas) tem sido amplamente

estudada.



Introdugio 2

Concretamente, as familias de superficies planas de rotacdo em H? apresentam exemplos
de superficies planas com uma singularidade isolada. Em [16], J. A. Géalvez e P. Mira
fornecem uma descri¢cdo completa das superficies planas que sdo regularmente mergulhadas
em torno de uma singularidade isolada. Exemplos de tais superficies com duas singularidades
isoladas sdao dados por A. V. Corro, A. Martinez e F.Milan [9].

Nos trabalhos do matemaético francés Albert Ribaucour, surgem as primeiras investigagoes
acerca das transformacgdes que veremos ao longo desta dissertagao.

No desenvolvimento inicial da teoria das transformac¢des de Ribaucour, L. Bianchi de-
sempenha um papel fundamental ao publicar, entre os anos de 1918 e 1919, um artigo que
posteriormente alcancou status classico, intitulado: Le transformazioni di Ribaucour dei
sistemi nP"" ortogonali e il teorema generale di permutabilitd [3]. Desde entdo, vérios pesqui-
sadores tém dedicado significativo empenho a pesquisa das transformacdes de Ribaucour,
com o propoésito de gerar novas superficies caracterizadas por curvatura gaussiana constante,
tendo como ponto de partida uma superficie de mesmo tipo.

A. V. Corro, W. Ferreira e K. Tenenblat [6] consideraram, em 1999, a teoria para
hipersuperficies no espaco euclidiano R"*!. No inicio dos anos 2000, A. V. Corro, W.
Ferreira e K. Tenenblat [7] aplicam as transformagdes para as superficies cmc; em particular,
para as superficies minimas, exibindo os primeiros exemplos explicitos de familias de
superficies minimas completas a partir do cilindro e das superficies de Delaunay. Estas
familias contém as chamadas superficies n-bolhas cmc descritas por Sievert em [24], [14] e
[25]. Em [8], a teoria avanga com a obten¢do da transformacgao de Ribaucour para superficies
linear-Weingarten em R e com a unificacio de diversos resultados cldssicos. Prova-se,
por exemplo, a existéncia de superficies linear-Weingarten hiperbdlicas completas imersas
em R?, em contraste com o Teorema de Hilbert que afirma a ndo existéncia de superficies
completas de curvatura constante negativa imersas em R3.

De forma andloga a construcao das transformacgdes de Ribaucour para hipersuperficies
no espaco euclidiano R"!, K. Tenenblat e Q. Wang [27] estenderam a teoria para hipersu-
perficies no espago hiperbdlico H"*! e no espaco esférico S, Como aplicacdo, em [27],
as autoras forneceram um método para produzir familias de superficies linear-Weingarten
completas e de superficies cmc em formas espaciais a partir de uma superficie previamente
fixada. Outrossim, M. Lemes, P. Roitman, K. Tenenblat e R. Tribuzy [20] provaram que as
unicas transformacgdes de Ribaucour para superficies linear-Weingarten que sdao conformes
sdo aquelas que relacionam superficies de mesma curvatura média constante.

Em [7], demonstra-se um fendmeno interessante envolvendo as transformacdes de Ri-
baucour. A saber, quando aplicadas as superficies minimas em R>, produzem fins planares

mergulhados. M. Lemes, P. Roitman, K. Tenenblat e R. Tribuzy [20] mostram um compor-
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tamento similar no espago hiperbdlico H3. A saber, as transformacdes de Ribaucour para
superficies cmcl em H? produzem fins do tipo horosfera mergulhados.

Neste trabalho, temos como objetivo precipuo realizar um estudo detalhado sobre as
transformacdes de Ribaucour aplicadas as superficies planas em H?>. Para isso, seguiremos os
passos descritos em [10]. Mostraremos que tais transformacoes para superficies planas em H3
produzem curvas de singularidades e fins do tipo horosfera mergulhados e completos. Mais
especificamente, aplicaremos as transformacdes de Ribaucour as superficies planas de rotacao
em H>, obtendo assim novas familias de de superficies planas. Também observaremos, ao
longo do estudo, que cada familia de tais superficies admite uma classe distinta de superficies
que sdo periddicas em uma das varidveis, desde que se faca uma escolha adequada para a
constante de Ribaucour. Estas superficies geradas possuem um nimero par arbitrario 2n
de fins do tipo horosfera completos e 2 fins completos com indice geométrico m, sendo
Ze Q—{0,1} irredutivel.

" Com o auxilio do programa computacional MAPLE, visualizaremos algumas superficies
planas associadas ao cilindro (Figuras 3.1 - 3.4) via transformacgdo de Ribaucour. Analo-
gamente, veremos algumas superficies obtidas pelas transformagdes de Ribaucour a partir
das superficies planas de rotacdo sem singularidades isoladas (Figuras 3.5 - 3.8) e com uma

singularidade isolada (Figuras 3.9 e 3.10), respectivamente.

A presente dissertacdo estd dividida em trés capitulos, aos quais delineamos, de forma

sucinta, os respectivos temas que serdo abordados:

Capitulo 1: Preliminares. Fixaremos notacdes e apresentaremos fatos preliminares que
serdo utilizados no decorrer do texto. Os requisitos para a compreensao deste capitulo sao
nocoes bdsicas de geometria riemanniana e formas diferenciais. Introduziremos a métrica
de Lorentz e deduziremos as chamadas equacdes de estrutura para o espago de Lorentz;
forneceremos também um modelo para o espaco hiperbdlico. Por dltimo, aplicaremos os
estudos prévios as superficies do espaco hiperbdlico tridimensional H3.

Capitulo 2: Transformacao de Ribaucour em H>. Motivados pelos estudos desenvolvi-
dos em [27], enunciaremos e demonstraremos alguns resultados importantes da teoria da
transformacdo de Ribaucour para superficies em H?, bem como os resultados particulariza-
dos a classe de superficies linear-Weingarten e, por ultimo, a classe de superficies planas
em H°. Seguindo [10], forneceremos resultados envolvendo os fins e as curvas singulares
de superficie planas de H? obtidas por uma transformac@o de Ribaucour. Mostraremos
que a transformagdo produz fins do tipo horosfera, que as curvas de singularidades sao

genericamente arestas cuspidais, € que as mesmas nao intersectam os fins.
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Capitulo 3: Familias de superficies planas em H>. Inspirados por [10], na primeira parte
descreveremos todas as superficies planas do espago hiperbdlico H? obtidas aplicando-se a
transformacao de Ribaucour para o cilindro hiperbdlico. Na segunda parte, as familias de
superficies planas associadas as superficies planas de rotacdo sem singularidades isoladas
serdo tratadas. Por fim, iremos obter familias de superficies planas associadas por uma
transformacdo de Ribaucour as superficies planas de rotacdo com uma singularidade isolada.
Em cada parte, determinaremos fins do tipo horosfera e curvas de singularidades geradas
pela transformacao.

Apéndice A: Plotando uma superficie no software MAPLE. Delinearemos os comandos
necessarios no programa computacional MAPLE para gerar uma superficie associada ao
cilindro via transformac¢do de Ribaucour em H? (usando o cldssico modelo da bola de
Poincaré). Todas as figuras contidas neste trabalho podem ser obtidas de forma semelhante,
apenas realizando-se os devidos ajustes nos comandos conforme dita cada um dos Teoremas
do Capitulo 3.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, seguiremos sucintamente as ideias contidas em [5] e [12] para, no contexto
das Formas Diferenciais, fixarmos notagdes e conceitos que serdo usados no decorrer deste
trabalho. Nosso objetivo é estudar um modelo para o espago hiperbélico, H" !, que, depois
do espaco euclidiano, constitui um dos modelos mais simples de variedades riemannianas
devido a sua curvatura ser constante e ndo-nula.

Na Secao 1.1, o leitor serd convidado a analisar um roteiro que possibilita obter as
equagoes de estrutura do espaco de Lorentz L"2. 0 espaco hiperbdlico H ! ¢ L2 serd
nosso objeto de estudo na Secdo 1.2. Finalizaremos este capitulo com a Secdo 1.3, aplicando
os estudos prévios as superficies de H3.

1.1 Equacdes de estrutura do espaco de Lorentz L" ™

Uma métrica pseudo-riemanniana em uma variedade diferencidvel M é a escolha, para
cada ponto p € M, de uma forma bilinear simétrica (-, -) (ndo positiva definida) em 7,M e
que varia diferenciavelmente com p.

Diz-se espago de Lorentz ao conjunto dos pontos x = (xo, X1, ..., Xy+1) € R"*2 munido

do produto interno pseudo-riemanniano dado por

n+1
(x,y)1 = —xoyo+ Z X;yi, (métrica de Lorentz) (1.1.1)
i=1

para quaisquer x = (X0, X1, ..., Xnt1),Y = (Y0, V1, -, Ynt1) € R"2. O espaco de Lorentz serd
denotado por "2 = (IR”“LZ7 (-, 1)
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Sejam A,B,C,D € {0, 1,..., n+1}. Dizemos que {es } é um referencial mével ortonormal

]LFH—Z

definido num conjunto aberto U C quando, para todo ponto p € U, tem-se

-1, seA=B=0;
(ea,ep) =< 0, seA+#B; (1.1.2)
I, seA=B=1,2,...n+1.

sendo os n+ 2 campos vetoriais e4 diferencidveis em U.

Além disso, o conjunto das 1-formas diferenciais @, definidas por

—1, seA=B=0;
wa(ep) =< 0, seA+#B; (1.1.3)
1, seA=B=1,2,...n+1.
formam uma base dual a {eq} em p € U. O conjunto {wy} é chamado correferencial
associado a {e4} em U.

Cada campo e, : U C 1" — "2 induz uma aplicagio linear (de,) o L2 5 L2,

para todo p € U. Com isso, definimos as chamadas formas de conexdo wsp em U':
des =Y wagep. (1.1.4)
B
A definicdo de wy € equivalente a escrever

di=) wyeq. (1.1.5)
A

sendo 1 : L2 5 L"+2 g aplicacdo identidade. Derivando exteriormente a equacao (1.1.4),

obtemos

0=d(dey) =d (Z a)ABeB> =Y (dwapes+deg A wup)
B B
= Z (d WABeB — WAB /\ Z wBCeC> = Zd (WABEB — Z WAB N\ Z Wpcec
B C B B C
=Y dwacec - (Z 0B N\ COBC> ec=Y, (dec —Y oapA (DBC> ec.
C c \'B C B
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Observe, porém, que como os campos ec sao linearmente independentes, temos que

d(DAB:ZCOAc/\(DCB. (1.1.6)
C

Analogamente, a derivada exterior da equagdo (1.1.5) fornece

A

0 :d(dl) =d <Z(DA€A> = Z(d(J)AeA — W4 /\deA)
A
= Z (d(DAeA — wA/\Z(DABeB> = Zda)AeA —Z(DA/\Z(DABeB
A B A A B
= ZdeeB —Z <Z(DA /\(1)A3> ep = Z (dCOB —ZCOA/\ wAB) eg.
B B A B A

Como os campos vetoriais eg sdo linearmente independentes, segue-se que
dwp =) 04N Oap. (1.1.7)
A

As duas equacdes obtidas, (1.1.6) e (1.1.7), sdo as conhecidas equacdes de estrutura do

espago de Lorentz L.

Finalizaremos esta se¢@o analisando algumas relagdes envolvendo wyp. Ora, se A # B,

diferenciando a equag@o (ea,ep)| = S4p, Obtemos
0 = (dea,ep)1 + (ea,dep)1
= <ZwACeC»eB> + <€A,Z(DBD€D>
¢ 1 D 1
= WAB T W4

Isto é,

WA — —WpA-

Se A = B =0, por defini¢do, temos (eq,e9); = —1. Diferenciando esta tltima equagio,

0 = (deg,e0)1 + (eo,deo)1

= <Zwoc€c,€o> + <€0,Z(Doc€c>
¢ 1 D 1

= — o — Wpo = —2Wyp-
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Logo,
wpo = 0. (1.1.8)

Analogamente, da equacdo (es,ep); = 0, com A # 0, obtemos

0 = (dea,eq)1 + (ea,deg)1 = —Wa0+ Wpa.
Ou seja,

Wx0 = WA - (1.1.9)

1.2 Um modelo para o espaco hiperbélico H" "

Considere o conjunto dos pontos x € L"*? tais que (x,x); = —1. Escrevendo x =

xoeo +x1e1 + ... + Xy 1€5+1, Obtemos
(6, x)1 = —xg -+t 4o Fad =1 (1.2.1)

Um tal conjunto € um hiperboldide de duas folhas em L"*2. Pela relacdo (1.2.1), temos

X0 = i\/ 1 +x% +...+x2. A componente conexa correspondente a xo > 0 deste hiperbol6ide

serd indicada por H""!. Como (x,x); = —1, segue-se que (x,dx); = 0, isto &, 0 espaco
tangente a H" ™! em cada ponto de H" ™! é normal a x. Logo, podemos escolher uma base
{ag, ...,an, any 1} de L"2 satisfazendo

ap=x, (ap,a;)1 =0, (aja;)1=206j, 1<i,j<n+l,

ou seja, 0 espago tangente TH! ¢ gerado por ay,...,a,11, 0 que significa dizer que a
métrica induzida de "2 sobre H"*! é uma métrica riemanniana.

Considere {ey4 } referenciais locais em L"*+? satisfazendo (1.1.1) e que sdo adaptados a
H" isto é, quando restritos a ]I-]I”“, os campos diferencidveis de vetores ey, ...,e,11 Sa0
tangentes a H"! enquanto que ey = x descreve o espaco H*"!. Agora, indiquemos por
W4 € Wyp as restricdes a H"*! das formas com mesma notacao em L2 o que implica
em o = 0. Além disso, considerando (1.1.5) no caso em que x € a restricdo da aplicacao
indentidade de 1”2 a H""!, temos

n+1 n+1
dx = Z wie; =deg = wy;e;,
=1 =1

1= 1=
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donde ®; = wy; = wjp. Consequentemente,

n+1
dey =) we;, (1.2.2)
i=1
n+1
de; = wieo+ Y, wjje;. (1.2.3)
j=1

Diferenciando a equagdo (1.2.3), obtemos

0= d(a)ie()) +d (Zw,-jej> = dCO,'e()—|—d€()/\(0,‘+2d€j/\60ij—|—2dwij€j
J J J

— dayey + (Zayq) XoEDY (a)jeo—i—Za)jkek) Awj+ ) dayje;
J J k /

J

= da)ie0+2a)k/\w,~ek+2wj/\ a),'je()—l—z <Za)jk/\a),-j> ek—l—Zda)ikek
k J ko \Jj k

= (da),~+zwj/\w,~j> eo+z (da)ik+a)k/\a)i+zwjk/\wij> €k-
. k 7

J J

Finalmente, deduzimos as chamadas equacoes de estrutura do espaco hiperbdlico H

n+1

dw; = Z wj N @jj, (1.2.4)
=1
n+1

d(x)ij: Zco,-k/\a)kj+a),-/\wj. (1.2.5)
k=1

De posse destas duas equagdes, podemos determinar a curvatura de H"*! na métrica induzida.

Para isso, permutamos k com j € usamos a relacao (1.1.9). Assim:

Qij :dwij—Zwik/\a)kj =0iN\NW; = —(—1)60,‘0/\(0()]‘-
k

Portanto, H*"! tem curvatura constante igual a —1.
A seguir, enunciaremos dois lemas importantes ao estudo das hipersuperficies do espaco
hiperbdlico, cujas demonstracdes serdo omitidas nesta leitura preliminar, a fim de manternos

o cardter sucinto deste capitulo.

Lema 1.1 (Lema de Cartan). Seja V" um espago vetorial de dimensdo n, e sejam @y, ..., @, :

V" = R, com r < n, formas lineares em V linearmente independentes. Se existirem formas
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lineares 0, ..., 6, : V — R tais que

w; \N6; =0,
1

r

1

entdo
Gi:Zaijwja ajj = ajj.
J

Lema 1.2. Seja U C V" aberto e sejam @y, ..., ®, 1-formas diferenciais em U, linearmente
independentes. Admita que exista um conjunto de I-formas diferenciais em U, {wj;},

i,j=1,..., n satisfazendo as seguintes condicoes

Wjj =—Wjj e d(x)j = Za)k/\a)kj.
k

Entao, tal conjunto é nico.

Seja M" uma hipersuperficie orientdvel, isto é, uma subvariedade de codimenséo 1 de
H"*!. Seja ainda M orientada pelo seu campo vetorial normal unitdrio 1 : M — TPH”“.
Como (x,dx) = 0, o espaco tangente em cada ponto de H"™! & normal a x. Seja eq um
referencial mével ortonormal em 1" 2 adaptado a M, onde ¢;, i = 1,..., n, sa0 0s campos
tangentes a M, eg = x € 0 vetor posi¢do e e,; = 1 0 campo normal unitdrio a M.

Agora, considere V e V as conexdes riemannianas em H" e M, respectivamente. Seja
B a segunda forma fundamental de M, e S o operador Weingarten associado a B, definido da
seguinte maneira: para todo p € M, o operador S : T,M — T,M € tal que

(S(u),v) = (B(u,v),N(p)),Vu,v € T,M.

Dizemos que os autovalores de —S sdo as curvaturas principais de M e os autovetores

correspondentes sdo as diregdes principais. Com isto, temos o seguinte lema:

Lema 1.3. Se os campos vetoriais definidos anteriormente, e;, sdo direcdes principais que

correspondem as curvaturas principais A;, 1 < i < n, entdo vale o seguinte
O 1 = —Ai@;, dN(e;) = Ae;. (1.2.6)
Demonstragdo. Temos que
(S(x),y) = (B(x,),N(p)) = — (3, ValN)

n
= - yazwfl-H,i(x)ei )
i=1
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para qualquer p € M e para quaisquer x,y € T,M. O que implicaem § = —dN e, consequen-
temente, dN(e;) = Ajej, 1 <i<n.Como

Wip+1(e) = —np1,i(ej) = —(Ve,ent1, i)

= <vejeiaN> = <B(ei7ej)vN>

= (S(ei),ej) = —Aibij.
Portanto,

n
Wipt1 = Z wi,n+l<ej)wj = —Aw;.
j=1

O que finaliza a demonstracao. O

Concluiremos estas notas preliminares apresentando, na proxima se¢ao, uma aplicacao

das ideias desenvolvidas neste texto.

1.3 Aplicacdo as superficies de H°

Considere {eg,e1,e2,e3} um referencial mével ortonormal orientado positivamente, em
IL*, satisfazendo (1.1.2). O correferencial {wy, 01, m, w3} associado a {eq}, 0 <A <3,
satisfaz (1.1.3); e wap, 0 < B < 3, s@o as formas de conexao definidas por (1.1.4).

As equacdes de estrutura de H?, dadas por (1.2.4) e (1.2.5), s@o equivalentes as seguintes
equacoes:

3

do; =Y ©; A\, (1.3.1)
j=1
3

doyj =Y, oy Ao+ 0 Ao (13.2)
k=1

Agora, denote por X : M 2 _ H? uma imersdo de uma superficie suave, orientada e conexa,
M2

Dado p € M2, sejaU C M? uma vizinhanca de p na qual a restricdo X|y seja injetiva.
Considere V uma vizinhanga de X (p) em H? de modo que X(U) C V e que, em V, esteja
definido um referencial adaptado, isto é, eg = X é o vetor posicao, e; € e; geram O espago

tangente 2 M2, e e3 é o campo normal unitdrio 2 M pertencente ao espago tangente de H°.
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As restri¢des das formas @; e @;; a M, satisfazem as equagdes (1.3.1) e (1.3.2), juntamente

com a condi¢do a3 = 0, isto &,

2
doj =Y w;Aw;j, (1.3.3)
i=1
2
dwj =Y ox Aoy +ozAos;—(—1)o Ao, (1.3.4)
k=1
2
dog =Y O Aoy (1.3.5)
k=1

Ora, 3 = 0 implicaem dw; = Z w; A w3 = 0 e, pelo lema de Cartan, resulta que

1

h h
@13 _ 11 12 (O]} : (13.6)
03 har hy (073

onde as fung¢des suaves h;; (= hj;) sdo os coeficientes da segunda forma fundamental, II, de

X. Por conseguinte, as curvaturas gaussiana e média de M 2 sdo dadas, respectivamente, por

K =hythy —h3, —1, (1.3.7)
iy +h
H:%_ (1.3.8)

Exemplo 1.1 (Cilindro hiperbélico). Considere o cilindro em H? C L* parametrizado por
X :U Cc R? = H° tal que
1 1 1

X(ur,un) = <acosh(au2),ﬁcos(ﬁu1),Esen(ﬁul),ésenh(auz)) (139

1
onde (uj,up) €U e — —

B

Vamos calcular as curvaturas gaussiana e média do cilindro hiperbdlico parametrizado

=—1coma,f >0.

por (1.3.9). Com efeito, inicialmente vemos que
dX = (senh(owy) duy, —sen(Buy) duy,cos(Buy)duy,cosh(owuy)duy),
donde resulta que

dX (duy) = (0,—sen(Buy),cos(Bur),0),
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dX (3,) = (senh(ows),0,0,cosh(auz)) ,

isto €, X € uma imersdo. Além disso, facamos a seguinde escolha para um referencial
ortonormal adaptado ao cilindro:

eg =X,

e1 = (0,—sen(Buy),cos(Buy),0),

e> = (senh(Quy),0,0,cosh(auy)),

1 1 1 1
e3 = <B cosh(auz),acos(ﬁul), asen(ﬁul), Esenh(ocm)) :

Usando as equagdes (1.2.2) e (1.2.3) podemos facilmente obter o correferencial ®;

associado ao referencial ¢;, 0 <i <3, isto é
o = (deg,e0)1 =0, @1 =(deg,e1)1=dui, =/(dep,e2)1=duz, @3=/{(deg,e3)1=0.
Por outro lado, tendo em vista as expressdes dadas por

dey = (0,—B cos(Buy)duy,— B sen(Bui)duy,0),
dey = (OCCOSh(OCuz)duz,0,0, asenh(aug)duz) R

um cdlculo simples resulta em

o
w13 = (dey,e3) = gdul, o3 = (des,e3)) = Eduz-
Para concluirmos, utilizando (1.3.6) resulta que os coeficientes da segunda forma quadra-
tica na direcdo de e3 sdo dados por

B o
hit=—, hip=hy =0, hyp=-—.
n=g h2=in (7)) B
2008
Utilizando-se da projecdo estereografica de H? no modelo da bola de Poincaré, B, isto &,

Logo, as equagdes (1.3.7) e (1.3.8) fornecem K = O (superficie flat) e H =

considerando a aplicacao dada por

T: SIS — B3

X1 X2 X3
—
(Xo,xl,xz,xs) (1+XO, 1+Xo’ 1+Xo)
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a Figura 1.1 ilustra a superficie do Exemplo 1.1.

Figura 1.1 Cilindro hiperbdlico.

Salientamos ainda que, os resultados da teoria da transformacdo de Ribaucour, presentes
no Capitulos 2, serdo aplicados a este exemplo para obtermos uma nova familia de superficies
planas no espacgo hiperbdlico tridimensional (veja o Teorema 3.1). A seguir, apresentamos
mais um exemplo de superficie plana, o boneco de neve, uma superficie de rotagao em H3

sem singularidades isoladas, mas com uma curva de singularidades (veja a Figura 1.2).

Exemplo 1.2 (Boneco de neve). Considere a superficie plana de rotacdo sem singularidades
isoladas de H* ¢ LL* parametrizada por X : U C R? — H tal que

1 € 2 o
X (uy,ur) :(acosh(eauz—ﬁ) +%cosh (%—Fﬁ) ,—acosh(pcos%,
2 (07 1 £
- acoshq) sen%, — senh(gauy; — fB) +%senh (% +[3) ), (1.3.10)

onde

e(l+d?
o0=——", ¢=%u2, e=+1 com &(l—a%) >0, (1.3.11)
a a
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e, sem perda de generalidade, consideramos a > 0,a # 1 e

1
1+ a2

B = [(1—a?)log(e(1 —a*)) 4 2a*loga).

Vamos calcular as curvaturas gaussiana e média da superficie plana de rotagdo em H?
sem singularidades isoladas parametrizada por (1.3.10). Inicialmente, vemos que

dX = <§ senh(gauy + B)duy + 2 senh (% —i—B) duy,
a

o 2b o
cosh ¢ sen <%) duy — o senh ¢ cos (%) duy,

2b
— cosh ¢ cos <%) duy — o senh ¢ sen <%) duy,

£ € Euy
COS ( auy ﬁ) un cosh —|—B uz)

donde resulta que

dX(0y,) = (O, cosh ¢ sen (%) ,—cosh ¢ cos (%) ,O) )
dX(0y,) = (2 senh(gauy — B) + % senh (% +[3> ,—% senh @ cos (%) :

2b o € € €
_ Esenh(p sen (%) ,—acosh(eauz -B)+ acosh (% -l-ﬁ) ),

isto €, X € uma imersdo. Além disso, facamos a seguinde escolha para um referencial

ortonormal adaptado a superficie X:

eg =X,
€l :dX(&ul),
er =dX(dy,),

1 a Euy 2 ouy
— [ — senh(eau, — )+ < h(— ),—— h¢ cos 2L
e3 <aasen (eauy ﬁ)+asen ; +B s o cos 5
2 oug 1 a Euy
~ Zsenhgsen L " cosh(eauy — B) + - h(— ) .
e ¢ sen 5 2 €O (eau ﬁ)—l—acos ; +p )

Um cdlculo direto permite ver que os campos diferencidveis acima sao dois a dois ortonormais
(com relagdo ao produto interno pseudo-riemanniano (-,-);). Portanto, a escolha realizada é

admissivel.
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Usando as equagoes (1.2.2) e (1.2.3) e efetuando algumas contas razoavelmente longas,
obtemos o correferencial @; associado ao referencial ¢;, 0 <i < 3, isto é,

= (deg,e0)1 =
= (deg,e1)| = cosh2¢ duy,
= (deg,e3)1 = senh2¢ dus,
= (deg,e3)| =

Por outro lado, tendo em vista as expressdes dadas por

ou
dey = (O > cosh(pcosh( 7 )dul +bsenh ¢ sen( > )duz,
o ou ouy
Ecosh(]) sen< )dul bsenh ¢ cos (Tdu2,0>>,
1
dey = (ﬁ cosh(eauy — B)duy + — cosh <% + B) duy,
o oa a

2b%
bsenh ¢ cos <OC££1 ) du; — o cosh ¢ cos (%) duy,

o 2b> o
— bsenh ¢ cos (%) duy — 700sh¢ sen (%) duy,
a 1 Eu
Y senh(eauy — B)duy + wa senh <72 + ﬁ) du2> ,

um calculo direto resulta em

1 1
013 = <d€17e3>1 = —5 Senh(z(P) dul, 3 = <d827e3>1 - _Esenh(Z(P) duz'

Para concluirmos, utilizando (1.3.6), temos a equacdo matricial

—senh¢coshd duy \ [ hii hi cosh? ¢ du; 13.12)
—senhgcoshgp duy |\ hyy h» senh? ¢ duy |’ o
que fornece os coeficientes da segunda forma quadrética na dire¢do de e3, dados por

senh ¢ cosh @
11 cosh ¢’ 12 =21 y o 22 senh ¢

cosh2¢
senh2¢

Logo, as equagdes (1.3.7) e (1.3.8) fornecem K = O (superficie flat) e H = —
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Utilizando-se da projecdo estereografica de H? no modelo da bola de Poincaré, B, isto ¢,
considerando a aplicacdo dada por

T H3 — B3
(x07x17x27x3) = al 5 2 5 s ’
14+x9 14+x9 14+x9

a Figura 1.2 ilustra a superficie do Exemplo 1.2.

Figura 1.2 Boneco de neve (Snowman, veja [21]).

A partir desta superficie, exibiremos uma nova familia de superficies planas de H?,
aplicando os resultados da teoria das transformagdes de Ribaucour presentes no Capitulo
2, conforme o Teorema 3.2. O préximo exemplo ilustra, no modelo da bola de Poincaré do

espaco hiperbolico, uma superficie plana de rotacdo com uma singularidade isolada, trata-se
da superficie ampulheta (veja a Figura 1.3).

Exemplo 1.3 (Ampulheta). Considere a superficie plana de rotacdo com singularidade
isolada de H* ¢ L* parametrizada por X : U C R? — H° tal que

1 2 o
X(uy,up) = (@ cosh(au; + )+ %Cosh <b;—1 +B> Yy senh ¢ cos %,

2 auy 1 a uj
— Z senh¢sen —2,— senh = h(— ) 3.
asen ¢ sen 5 ,aasen (aul—f—B)—i—asen . +pB ), (1.3.13)
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onde

1 2 1— 2
= —i—a’ o= - up, 612751, a#0, (1.3.14)
a 2a

e, sem perda de generalidade, consideramos a > 0 e

1
B = : —az[(l +a?)log(1+a?) — 2a*logal.

Vamos calcular as curvaturas gaussiana e média da superficie plana de rotagdo em H?

com uma singularidade isolada parametrizada por (1.3.13). Inicialmente, vemos que

1 1
dX = <a senh( +[3) duy + —senh(am + B)duy,

1— 2
—( ao? >c0sh¢cos(a )du1+senh¢sen<a2 )duz,
(1-a?

| (%) (%)
" cosh ¢ sen > duy — senh ¢ cos > duy,

1 1
acosh( —|—B) duy + —cosh(am —l—[)’)dul>

donde resulta que

dX(dy,) = (ésenh( +[3> —senh(au1+B) (1a0?2> cosh(])cos(a;z),

(1—a?
ad

)cosh¢>sen (%) écosh( +[3> —COS(CWH'ﬁ))

ouy

dX(dy,) = (O senh ¢ sen (a;2> ,—senh @ cos (T) ,0) ,

isto €, X € uma imersdo. Além disso, facamos a seguinde escolha para um referencial

ortonormal adaptado a superficie X:

eo =X,
ey = dX(aul),
er = dX(dyy),

a Ui 1 2 auy
— [ Zsenh (_ > — — genh ,——cosh -,
e3 ( sen +B p senh(au; + fB) cosh ¢ cos 2

2 ouy 1
— Zcosh¢sen 22 & h( >—— h
il ¢ sen 5 ac +B pis (auﬁ—ﬁ))
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Um célculo direto permite ver que os campos diferencidveis acima sdo dois a dois ortonormais
(com relagdo ao produto interno pseudo-riemanniano (-, -);). Portanto, a escolha acima esta
bem posta.

Usando as equagoes (1.2.2) e (1.2.3) e efetuando algumas contas razoavelmente longas,

obtemos o correferencial w; associado ao referencial ¢;, 0 < i < 3, isto €,

Por outro lado, tendo em vista as expressdes dadas por

1 U a
dey = [ — h<— >d 2 cosh duy,
el <aacos a—f—ﬁ uy + - cos (auy + B)du;

1—a?)? a 1—a? a

— % senh ¢ cos <%) duy + ( Zaa ) cosh ¢ sen (%) duy,
1—a?)? a 1—-a® a

— (2a—2a> senh ¢ sen (%) duy — ( Zaa ) cosh ¢ cos (%) duy,

1 U a
— h(— )d 2 senh duy ),
— senh (— +B up +_ sen (auy + B) u1>

(0475
2

1—a? a a
dep = | 0, a cosh ¢ sen ( > duy + —senh ¢ cos <£> duy,
2a 2 2

1— 2
—( ¢ )cosh(])cos <%> dul—l—%senh(p sen <%) du2,0>,

um calculo direto resulta em
1 1
013 = <d€1,e3>1 = —E senh(2¢) duy, 3= <d€2,€3>1 = —5 senh(2¢) duy.

Para concluirmos, utilizando (1.3.6), temos a equacdo matricial

—senhcoshd duy \ [ hii hio cosh? ¢ du, 13.15)
—senh ¢ cosh ¢ duy N ho1 hy senhz(p du, |’ o
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que fornece os coeficientes da segunda forma quadratica de X na direcdo de e3:

senh ¢ cosh @
hit=—————, hipp=hy=0, hypy=-— .
11 cosh ¢’ 12 21 N (5] senh ¢
h2
Logo, as equagdes (1.3.7) e (1.3.8) fornecem K = O (superficie flat) e H = —%.

Utilizando-se da projecdo estereografica de H? no modelo da bola de Poincaré, B, isto &,

considerando a aplica¢ao dada por

T H3 — B3
X1 X2 X3
—
(XO,XI,XZ,X:;) <1+x07 1+X0’ 1+X0>7

a Figura 1.3 ilustra a superficie do Exemplo 1.3.

Figura 1.3 Ampulheta (Hourglass, veja [21]).

De acordo com os resultados do Capitulo 2, aplicaremos a teoria das transformacgdes
de Ribaucour a esta superfice plana de rotagcdo com uma singularidade isolada para gerar
uma nova familia de superficies planas de H?, conforme o Teorema 3.3. Veremos, oportuna-
mente, algumas proposi¢des que fornecem propriedades geométricas relacionadas as novas

superficies obtidas.



Capitulo 2
Transformacio de Ribaucour em H’

Neste capitulo, seguiremos os passos contidos em [27] e apresentaremos a teoria da
transformacao de Ribaucour para superficies no espaco hiperbdlico H3, um espaco forma
simplesmente conexo de curvatura seccional constante igual a -1. Além disso, denotaremos
por L* o conjunto dos pontos x = (x0,X1,X2,X3) € R* munido do produto interno pseudo-

riemanniano
3

(x,y)1 = —xoyo + in)’i-
i=1

Assim, a seguinte subvariedade configura um modelo para o espago hiperbdlico
H? = {x € L* (x,x); = —1, xo > 0}.

Seja M uma superficie orientdvel em H?>. Considere {e1, e2} um referencial ortonormal
tangente a M e N um campo vetorial normal unitdrio definido sobre M. Além disso, @; as

1-formas duais a ¢; e @;; as formas de conexdo de M dadas por

doj =) oA, com ;=-0; 1<ij<2,
J#i

Seguem-se das equacgdes de estrutura de H3 que a equacdo de Gauss é dada por
dw; = 013N\ 03+ 01 A\ 0y,

onde my3 = —w3 = (dey,N)| e 13 = —w3; = (de,N)y, e as equagdes de Codazzi sdo
expressas por

do;z = 02 A3, dmz = ) A\ 03. (2.0.1)
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Outrossim, se 0s campos vetoriais e; sdo diregdes principais correspondentes as curvaturas

principais —A;, entdo, podemos escrever
W3 = —Aiw;, dN(e)=2Ae;, 1<i<2. (2.0.2)

Por dltimo, consideraremos M uma superficie em H? parametrizada por linhas de curvatura

. - o o X
ortogonais, X (u;,u2), sendo X o vetor posi¢do em L*, e as direcdes principais e; = —,
ai

X, ) o .
e; = —2 com aj = |X,,| € ay = |X,,| diferencidveis. A primeira forma fundamental de M é
a

dada por I = (012 + w% ,onde ®; = a1du; e @y = ardu,. Para uso posterior, fixaremos também
a seguinte expressdo para a forma de conexdo wy;:

B1r = 1 8a1w +8a2
2= ajan 81/!2 ! 8141 ’

2.1 Principais resultados

Tendo em vista as definicdes classica e moderna da transformacao de Ribaucour para
superficies em R3 (veja [4], [6], [26]) e, a fim de considerarmos uma situacdo similar para
superficies em H? (veja Definicdo 2.4), trataremos de algumas defini¢des preliminares.

Definicao 2.1 (Congruéncia de esferas geodésicas). Uma congruéncia de esferas geodésicas
em H? é uma familia de esferas geodésicas a 2-parametros tal que o conjunto dos centros das
esferas geodésicas é uma superficie de H° e o raio das esferas geodésicas é dado por uma

funcdo diferencidvel sobre a superficie.

Definicao 2.2 (Involuta). Uma involuta de uma congruéncia de esferas geodésicas é uma
subvariedade bidimensional M de H?, tal que cada ponto de M é tangente a uma esfera

geodésica da cogruéncia de esferas geodésicas.

Definicao 2.3 (Superficies associadas por uma congruéncia de esferas geodésicas). Sejam M
e M superficies em H>. Dizemos que M e M estio associadas por uma congruéncia de esferas
geodésicas se existe um difeomorfismo W : M — M tal que, nos pontos correspondetes p e
v(p), M e M sio tangentes 2 mesma esfera geodésica da congruéncia de esferas geodésicas.

Na defini¢do acima, trata-se de um caso importante quando o difeomorfismo y € tal que
d aplica dois campos vetoriais principais de M em dois campos vetoriais principais de M.

A seguir, apresentamos a defini¢ao de uma transformacao de Ribaucour para superficies
em H?



2.1 Principais resultados 23

Definiciio 2.4 (Transformacio de Ribaucour). Seja M uma superficie orientivel em H-.
Suponha que existem campos vetoriais principais ortonormais e1, e; definidos em M. Dize-
mos que uma superficie orientdvel M C H? estd associada a M por uma transformacio de
Ribaucour com respeito a ey, e;, se existem uma fungdo diferencidvel ¢ : M — R, um difeo-
morfismo y : M — Me campos vetoriais normais unitirios N e NdeMeM, respectivamente,

tais que

i) p+tanh(¢(p))N(p) = y(p) +tanh(¢(p))N(y(p)), Vp € M;

ii) O subconjunto S := {p+tanh(¢(p))N(p); p € M} é uma superficie de H>;

iii) dy(e1) e dy(ey) sdo diregdes principais ortogonais de M (i.e., o difeomorfismo y

preserva linhas de curvatura).

Podemos tomar a inversa da transformac¢do de Ribaucour no seguinte sentido: existem
campos vetoriais principais ortonormais €1, &, definidos em M tais que M est4 associada a M
com respeito a €1, é;.

Consideramos a seguir uma defini¢do local para a transformacdo de Ribaucour.

Definiciio 2.5 (Local). Seja M uma superficie orientdvel em H>. Suponha que existem 2
campos vetoriais principais ortonormais e, e; definidos em M. Dizemos que uma superficie
M C H? estd localmente associada a M por uma transformacao de Ribaucour com respeito
a e1, ey, se para qualquer ¢ € M existem uma vizinhanca V de § em M e um subconjunto
aberto V C M tal que V est4 associada a V por uma transformacio de Ribaucour com respeito

aep, en.

O préximo teorema fornece uma caracterizacdo da transformacgdo de Ribaucour por meio
de equacoes diferenciais quando o espagco ambiente € o H?. Este resultado é uma extensio

natural da caracterizacdo da transformacao de Ribaucour no espaco euclidiano (veja [6]).

Teorema 2.1 ([27]). Seja M uma superficie orientdvel em H>. Sejam e;, 1 < i < 2, campos
vetoriais principais ortonormais definidos em M. Uma superficie M C H? estd localmente
associada a M por uma transformagdo de Ribaucour se, e somente se, para todo p € M,
existem uma parametrizacio X : U C R? — M C H? de uma vizinhanga de p e uma fungdo

diferencidvel h: U — (—1,1) C R, que ndo se anula, tais que

X=X+h(N-N), (2.1.1)
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onde X é uma parametrizacdo de um subconjunto aberto de M, N é um campo vetorial

normal unitdrio de M e N é um campo vetorial normal unitdrio de M dado por

. 1 2
- 2Z:e; 4+ (A —h* —1)N —2hX 212
N A—h2+l = l€l+( h )N h 9 ( )
com
AL i(z-)2 (2.1.3)
4 1+hkl7 14 b

i=1

e h satisfazendo o sistema de equagoes diferenciais
de(ei) —|—Z,'C()ij(€i) —ZiZjQL,' =0, 1<i#j<2 (2.1.4)

onde ;j sdo as formas de conexdo do referencial {e;}.

Demonstracdo. Suponha que M est4 localmente associada a M por uma transformacio de
Ribaucour com respeito a ey, e,. Por defini¢io, para cada p € M, existem parametrizacdes
locais X e X de uma vizinhanga de p e de um subconjunto de M, respectivamente, e existe

uma fungio diferencidvel ¢ definida em um aberto U de R? tais que
(cosh¢)X + (senh@)N = (cosh¢)X + (senh @) N,
onde N e N sdo os campos normais unitrios de M e M, respectivamente. Temos que
(dX(e;),N); =0, 1<i<2. (2.1.5)
Seja h = tgh¢. Assim, X = X + h(N — N) e, portanto,
dX =dX +dh(N —N)+h(dN —dN). (2.1.6)

A fim de provarmos o teorema, consideraremos N o campo vetorial normal unitério dado por
y 2
N =Y brex+bsN+puX, (2.1.7)
k=1

onde

2
Y (br)* + (b3)? —p? = 1. (2.1.8)
k=1
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Tomando a diferencial de (2.1.7), obtemos entao

(dbyey + bydey) + dbsN + b3dN + duX + udX

(2.1.9)

Y

2 2
Z dbyey + by Z e + 3N + o X
k=1 =1

2
+db3N +b3dN +duX +p Y aer.
k=1

Usando o Lema 1.3, segue que

dN(ei)

Mm

k

2
<dbk e, + Z bla)lk )) e+ (Z broys (ei) +dbs (60) N
1 =1 k=1

+ (du(e;) +b;)X + b3dN(e;) + Ue;
w(ei) +bi) 3dN(e;) + 1 2.1.10)

Mm

(dbk ei +Zb1601k )+M5ik+b3lk5ik> ek
k=1 i=1

+ (dbs (€i> — },,'bi)N + (du (6,‘) + bi)X~

De (2.1.6), obtemos

dX (e;) = dX(e;) +dh(e;)(N —N)+ h(dN(e;) —dN(e;))
=e;+dh(e;)(N—N) +h(Aie; — dN(e;)) (2.1.11)
= (1+hA;)e; +dh(e;))(N—N) —hdN(e;).

Substituindo (2.1.7) e (2.1.11) em (2.1.5), encontramos
(1+hA)bi+dh(e))(b3—1)=0, 1<i<2. (2.1.12)

Agora, provaremos a seguinte afirmacao: 1+ hA; # 0 para todo i. Consideraremos, pois, a
variedade central X° = (X + AN)cosh ¢. Entio,

dX°(e;) = (dX (e;) +dh(e;)N + hdN(e;)) cosh ¢ + (X +hN) senh ¢d ¢ (¢;)
= (ej +dh(e;)N + hAie;) cosh@ + (X +hN) senh ¢d ¢ (e;)
[

(1+hAi)ei+dh(e;)N|cosh¢ + (X +hN)senh ¢d @ (e;).
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Porém, h = tgh ¢, entdo dh = sech? @ do,istoé,dp = cosh? ¢ dh. Portanto,
dX%(e;) = [(1+hA;) cosh@le; + [N + (X + hN) senh ¢ cosh ¢ cosh ¢ dh(e;).

Suponha, por contradi¢do, que (14 AA;)(u") = 0 para algum «°. Entdo, obtemos de (2.1.12)
que (b3 — 1)dh(e;)(u®) = 0 e, consequentemente, dh(e;)(u®) = 0. Caso contrério, b3 (u®) = 1
implicaria em N (u®) = N(u°), dai X (u®) = X (u®) = X°(u®), 0 que significaria que ¢ (u®) =0,
uma contradi¢do. Sendo assim, devemos ter dh(e;)(u’) = 0 e dX°(e;)(u”) = 0, mas, isto
também € uma contradicao, pois X 0 ¢ uma subvariedade bidimensional. O que nos permite
concluir que 1+ hA; # 0 para todo i.
Pela equacdo (2.1.12), vemos o seguinte
a’h(ei)

bi = 1 pa (1= 03) = Zi(1=b3). (2.1.13)

Além disso, a condi¢do (X,N); = 0 fica
0= (X+h(N—N),N); = (X,N)1 +h((N,N); — (N,N))

2 2
:<X,Zbkek+b3N+uX> +h(<N,Zbkek+b3N+uX> —1)
1 1

k=1 k=1
— WX X) 1 +h(b3 (NN — 1) = i+ by — 1),

ou seja,
1 =nh(bs—1). (2.1.14)
2
Ao substituirmos A := Z (Zk)2 e as equagdes (2.1.13), (2.1.14) em (2.1.8), obtemos
k=1
A—h*—1
by = —F——. 2.1.15
ST AR+ 21.15)

Uma conta simples, explicitada na prova do Teorema 2.2, permite-nos ver que de fato N é
dado como em (2.1.2).

Agora, expressamos dN (e;) da seguinte forma

2
dN(e;) = Y Liex+L}N+giX. (2.1.16)
k=1
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Por (2.1.10), obtemos

2

Ly = dbi(e;) + Y bioy(ei) + 118 + b3 A S, (2.1.17)
=1

L} = dbs(e;) — Aibi, (2.1.18)

qi:du(ei)+bi. (2.1.19)

Sabemos que X preserva linhas de curvatura, ou seja, os campos dX (e;) sdo diregdes princi-

pais ortogonais. Entdo, para quaisquer 1 <i=# j < 2, sdo vdlidas as relagdes

(dX (e:),dX (ej))1 = (dN(e;),dX (e;))1 = (dN(e;),dN(e;))1 = 0.

Usando as equagdes (2.1.11) e (2.1.16), deduzimos

0= (dN(e;),dX(e;))1 = (dN(e;),(1+hAj)e;+dh(ej)N —dh(e;)N —hdN(e;j))
= (dN(ei),(1+hAj)e;+dh(e;)N); = <kilLﬁ-‘ek +L X, (1 +h7tj)ej+dh(ej)N>
= LI(14+hAj) +L3dh(e;), i+# ). _ 1
Como 1+ hA; # 0, segue-se que

L+137;=0, i#]j. (2.1.20)

Usando (2.1.16), vemos também que

2 2
0= (dN(e;),dN(e;))1 = < Y Lie,+LIN+qiX, Y e +L§N+qjx>
i k=1 k=l @120
= Z Li-{Llj —FL?L; — quj.
k=1
Diferenciando (2.1.13) obtemos a relacdo
dbj=dZ;(1—-b3)—Z;dbz, 1<j<2. (2.1.22)

Substituindo (2.1.13), (2.1.17), (2.1.18) e (2.1.20) em (2.1.22), temos, para i # j, que

0=dZ;(e;)(1 —b3) — Z;db3(e;) — db(e;)
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. 2
= de(e,-)(l —b3) —Zjdb3(€,') —L{ + Zblw,j(e,-) +H5ij+b3lj6,'j
=1

2
= de(ei)(l —b3) —Zjdb3(e,~) —I—L?Zj + ZZ;(I - b3)a)1j(€,')
I=1

2
= a’Zj(e,-)(l —b3) —Zjdb3(e,-) + (db3(€i) — A«ibi)Zj—F ZZ[(I — b3)(!)1j(ei)
=1
2
= de(e,-)(l —b3) —)L,'Zl'(l —b3)Zj + ZZ;(l —b3)(1)lj(€,')
=1

2
= (1—b3) (dzj(ei) +Y Ziwj(ei) - Aiz,zj) :
I=1

Com isso, temos as equagdes diferenciais em (2.1.4). O que prova uma das direcdes do
Teorema 2.1.

Reciprocamente, suponha que /# € uma solucao de (2.1.4) que ndo se anula. Motivados
pelo que vimos, definimos as fungdes Z; e A por (2.1.3), b;, U, bz e N por (2.1.13), (2.1.14),
(2.1.15) e (2.1.7), respectivamente. Observamos inicialmente que

22: (bi)* + (b3)" —u? = (1=b3)*(ZT +23) + (b3)* — > = (1 —b3)*A+ (b3)* —p* =1,
k=1

donde N é um campo vetorial unitirio. Queremos mostrar que X, como em (2.1.1), estd
associada a X por uma transformacao de Ribaucour com respeito a e, e;. Assumimos, sem
perda de generalidade, que h(x) € (0,+-o0), para todo x € U, uma vez que a fungdo i ndo se
anula. Além disso, tomamos a fun¢do diferencidvel ¢ := arctghh. Dai, pela equagdo (2.1.1)
temos que, de fato,

X =X+tgh¢(N—-N),

isto é, X(cosh¢) + (senh@)N = X (cosh¢) + (senh@)N, o que verifica a condigdo (i) da
Definicao 2.4. Das relagdes em (2.1.1), (2.1.7) e (2.1.14), constatamos facilmente que
(N,X)1 = 0. Também podemos concluir, pela defini¢do de X, que dX (e;) é dada por (2.1.11).
Consequentemente, usando as expressoes ja conhecidas de N e b;, dadas em (2.1.7), (2.1.13),

respectivamente, € a hipotese em (2.1.3), temos que

(dX (e;),N)1 = ((1+hA))e; +dh(e;)(N — N) — hdN (e:), N

<(1 +h7L,~)e,~, i brey +b3N+[.LX> +d/’l(€i)(<N,N>1) —h(dN(e,),N}l
k=1 1

= (1+hA)bi+dh(e;)(bs—1) = —(1+hA;)Zi(bs — 1) +dh(e;) (b3 —1)
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= [—(1 —l—hli)Z,' —I—dh(ei)](bg, — 1) =0,

0 que nos mostra que N é um campo normal unitdrio de X em H>. Por (2.1.15),

dbs(e;) =d (%ﬁ:i) ()

_ (dA(e;) —2hdh(e;)) (A — 1?4+ 1) — (dA(ei) — 2hdh(e;))(A—h* —1) 2.1.23)
(A—h2+1)?

_ dA(e,-) — 2hdh(e,-) +a’A(e,~) — 2hdh(e,~) . 2dA(€i) — 4hd/’l(€i)

B (A—h2+41)2  (A—h2+1)2

Dai, por (2.1.13),

dbj(e,') = de(ei)(l —b3) —Zjdb3(€i)
_ 2dZj(e;) _ZZj[dA(ei)—Zhdh(ei)], l<ij<2. (2.1.24)
A—h2+1 (A—h2+1)2

Diferenciando a expressao de y em (2.1.14), usando (2.1.15) e (2.1.23), obtemos

du(e;) = dh(e;) (b3 — 1) + hdbs(e;)
_2dh(e;) | 2h[dA(e;) —2hdh(e;)] (2.1.25)
T OA—R2+1 (A—h2+41)2

Agora, usando (2.1.16)-(2.1.19) e as expressdes calculadas anteriormente, encontramos

2
Li=dbi(e)+ 1+ Y bryi(e) +b3hi

k=1
_ 2dZ,-(e,-) _2Zl[dA(€l>—2hdh(€l>] (2126)
A—h2+1 (A—h*>+1)?
2k Z%ZIZZka)ki(ei)+(A—hz—l)iti
A—h+1 A—h+1 A—h2+1 "~

L? =dbs (ei) — Aib;

o 2dA(e,~) - 4hZ,'(1 + hkl) 2A;Z;
- (A2 —h241)2 CA—R2+1 (2.1.27)
2dA(e;) 2[2hZ;+ (A+h* + 1]AZ;)

(A—12+1)? (A—R2+1)2
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Consequentemente, segue-se de (2.1.19), (2.1.13), (2.1.15), (2.1.25) e (2.1.27) (e observando
por (2.1.3) que dh(e;) = Zi(1+ hA;)), que

qi = du(ei) +bi
2dh(e;) —27; =~ 2h[dA(e;) — 2hdh(e;)]

T A—R2+1 (A—h2+41)2
(2dh(e;) —2Z;)  4h*Z;(1+hA)
A—m2+1  (A—h2+1)?

2h[2hZ; + (A+ N> + 1) A, Z))
(A—h2+1)2 ’

+hL} +

18to €,
qi = hL}. (2.1.28)
Segue de (2.1.4), (2.1.26) e (2.1.27) que

2

———— | ZidZi(e;) + Z; Y, Ziani(e))
A—h2+1 k=1

(Z)*(dA(e;) —2hdh(e;)) ~ Zi[—2h+(A—h> —1)A]
B (A—h2+1)2 A—h2+1

ZiLi =

2 2
= #2_'_1 ZidZi(e,‘) —{-];1 ;Z;(le(ei) —|—de(61') — i ZiA;
k£i \ i

2(Z:)*(dA(e;) —2hdh(e;))  Zi[—2h+(A—h> —1)A)]
(A—h%+1)? A—h241
2(Z)%(dA(e;) —2hdh(e;))  Zi[—2h+ (A—h* —1)A)]
(A—h2+1)2 A—h2+1
A—h*+1[ 5 2(=2hZi— (A—R+1)AZ)
T2 {"_ (A—R2+1)2 ]
O @ zA- @ (1
Zi[—2h+ (A—h> —1)A]
A—h%+1 '

2)L,'Zi
A—h?2+1

Decorre disto que
A—h*+1
2
Por outro lado, também podemos a partir das relacdes em (2.1.4), (2.1.17), (2.1.24) e (2.1.27)
deduzir a equacgdo (2.1.20). Dai, usando (2.1.20), (2.1.28) e (2.1.29), verificamos, para todo

ZiLi = { (Zi)z] L. (2.1.29)
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i # j. que

(dN(e;),dN(ej))1 = LIL' + Lfo + Y LS+ L)L —qiq;

k#i, j
= —ZLL -7 LJL3 + Y @)Lr+LL -nnln
k#i,j
A—h*+1
= [(Z)*+(Z))* - 2—— L+ Y (z)’Lr+ L0 -

ki, j
=0.

Além disso, com a igualdade acima e as relagdes (2.1.11) e (2.1.20), vemos, para i # j, que

(dN(e;),dR (ej) 1+ hAj)ej+dh(ej)N);

i) (
;) + L3dh(e;) = (1+hA;) (L + L3Z;)

dN(e
(1

{
L
0.

Por fim, quando i # j, temos que

<d)~((€i),d)2(€j)>1 = (1 -+ hli) (ei,df((ej)h —|—dh(e,-) <N, d)?(ej))l
—(1+hA;)[dh(e;)b;+hL'] +dh(e;)[dh(e;)(1 — b3) — hL)]
= —(1+hA;)[dh(e;)Zi(1 — b3) — hZ;L3 — Z;(1 — b3)dh(e;) + ZihL]
=}

Definimos entdio a aplicagdo W : X(U) — X (U) dada por

X(p) = X(p).

Ja vimos que os itens (i) e (iif) da Defini¢do 2.4 sdo satisfeitos.

Agora, mostraremos que o item (i) também vale. Seja X* = (X 4+ hN)cosh ¢. Assim,
dX%(e;) = [(1+hA;) coshdle; + (N + (X +hN) senh ¢ cosh ¢ ) cosh pdh(e;).
Consequentemente, temos

1dX°(e;)|* = [(cosh ¢ + hsenh ¢ cosh? ¢)? + senh? ¢ cosh® @] (dh(e;))* + (1 + h;)?
40
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Portanto, o conjunto {cosh(¢(X(p)))X(p) + senh(¢(X(p)))N(p); p € U} é de fato uma
subvariedade bidimensional. O que finaliza a prova de que M estd localmente associada a M

por uma transformacgdo de Ribaucour com respeito a ey, e;.
O]

A equacdo diferencial (2.1.4) € ndo-linear e de segunda ordem. Apesar disso, a proposi¢ao

a seguir nos mostra como o problema de se obter a funcdo 4 pode ser linearizado.

Proposicao 2.1 ([27]). Se h é uma solugdo de (2.1.4), que ndo se anula em um dominio

simplesmente conexo, entdo h = —, onde W é uma funcdo ndo nula e as fungoes Q, W e Q;,
w

i = 1,2, satisfazem o seguinte sistema

dQi(ej) = Qjwij(ej), i#J,
2
dQ — Q.l'COi,
i=1
2
dw = — Z .Q.ill'(x),'.
=1

\ =

(2.1.30)

1=

Reciprocamente, se o sistema (2.1.30) estd satisfeito para as fungoes Q, Q; e W, com W £ 0,

entdo h = W € uma solucdo de (2.1.4).

Demonstragcdo. Seja h uma solu¢do que nao se anula de (2.1.4), afirmamos que a 1-forma
1 2
Y= Z Zy 0,
hi=

€ fechada. De fato, tomando a derivada exterior de ¥ e usando as equacdes em (2.1.3) e

(2.1.4), vemos que

k=1

1 & 2 [ dZ.h— Z,dh 1 &
dWZd(z ZZk(ok> = Z <kh—2k/\wk+%zzkdwk

2 &1 dh(e)) I & o ¢
:Z Z—dZi( J) i — 70 /\O)i—f-—zz ZZka)ki(ej)ija),-
L |y h him
i=1|j= i=1j=1lk=1
2 T 2 2
1 dh(e; 1
= Z —le-(ej) — #} WjN ;i + Z - Z kaki(ej) Wj N\ o
i Lh h Pt

1 dh(ej) & 1
—dZ,-(ej) — (2J) + Z —Zka)ki(ej) ;N\ ;
h h = h

Il
||:M'°
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Sendo ¥ uma 1-forma fechada sobre um dominio simplesmente conexo, segue-se que Y €

exata. Logo, existe uma fun¢ao diferencidvel Q tal que d(log Q) = y. Consequentemente,

dQ e;
é ) _ v(ei),
isto €,
Q|2 Q
dQ(ei) = — Y kak(ei)] = Zi
k=1

Como & € uma solug@o que ndo se anula de (2.1.4), entdo podemos considerar 2 como visto
acima e definir

Q
Q,’ = dQ(e,-) e W= z (2.1.31)
Dai, obtemos
Q; QA QA

dh(e))=—(1+=2), 14+hd =1 : 2.1.32
(ei) W( + W) + t ( )

1 2 Q;
A=— Y (Q)? zZ==—. (2.1.33)

sz; ! w

Com isso, as equagOes diferenciais em (2.1.4) sdo reescritas como no sistema (2.1.30):

dQi(e;) = Q;awj(e;), i, (2.1.34)
2
Q=Y Qm, (2.1.35)
i=1
2
dW ==Y Qi (2.1.36)
i=1
Q
h=—. 2.1.37
W ( )
. o Q; .
Reciprocamente, se (2.1.30) € satisfeito, tomando Z; = W obtemos o sistema (2.1.4).

Q
Definindo ainda h = W concluimos que dh(e;) = Z;(1 + hA;).
[

Tendo em vista o estudo que faremos no Capitulo 3, reescreveremos o Teorema 2.1 na

forma seguinte:
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Teorema 2.2 ([27]). Seja M C H? uma superficie orientdvel parametrizada por X : U C
R> — M. Suponha que ey, e sejam direcdes principais ortonormais e N um campo vetorial
normal unitdrio em M tal que dN(e;) = Ae;, 1 < i < 2. Uma superficie M estd localmente
associada a M por uma transformacdo de Ribaucour com respeito a ey, e, se, e somente se,
para todo p € M, existem um subconjunto aberto V-C U, fungées diferencidveis ndo-nulas
W, Q,Q;:V CU — R que sdo solugoes do sistema (2.1.30), satisfazendo

WSW+A1Q)(S—QT;)) #0 para 1<i<2,

com

2
S=Y () -+ W? (2.1.38)
k=1

eX:VCR?>— M uma parametrizagdo de M dada por

. 20?2 20 [ &
X=(1+22)x-—=C Qie; —WN | .

Além disso, a aplicagdo normal de X é dada por

N 2W [ &
N=N+=| ) Qei—WN-QX |, (2.1.39)
i=1

e as curvaturas principais, —A;, 1 <i <2, de X, sdo dadas por

o WT;+ A;S
A = Sl 2.1.40
= Ss_or ( )
sendo
2
T,=2 <dQ,’(€,’) + Z kak,-(e,-) —WA; — .Q) . (2.1.41)
k=1

Demonstragdo. Por meio das equacdes (2.1.7), (2.1.13), (2.1.14) e (2.1.15), obtemos que

biej+bsN + uX

=
I
™o

—

I
™

I
_

Zi(l — b3)e,‘ +b3N + (b3 — 1)/’lX

= (1 —b3) (Zz:Zie,-—hX) +b3N

i=1
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2 2
A—h*—1
T A- h2+1(; > A1
2

—2hX +(A—h*—1
T A h2+1 +( )N]

Seja S = Z (Q j)z — Q2+ W?. De posse da relacdo descrita anteriormente, substituindo na

j=1
~ 1 & 2 Q; Q .
mesma as expressoes A = w2 ; () Zi = W eh= W concluimos que
~ W2 2 Qi 20 Z?:l (Qj)z _ QZ _ W2
szz BT ZZWEI'—WX—F W2 N
j=1\3%] i=1
W & S—2w?
=5 ZZQiei—ZQXJr N]

2W

_N+T (ZQ,el QX — WN)

Portanto,

Sejam X e X parametrizacdes de M e M. Temos que

dX =dX +dh(N —N)+h(dN — dN), (2.1.42)

Q . -
onde h = — e N é da forma (2.1.7). As curvaturas principais de M sao dadas por

=

5, = {aN(ei),dX (e)r (2.1.43)
5 i)/ 1
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Como dN(e;) = AidX (e;), dN(e;) = A;dX (e;), obtemos de (2.1.42) que
(1+hA)dX (e;) = (14 hA)e; +dh(e;)(N —N). (2.1.44)
Agora, observe que

(1+hA)*(dX (e;),dX (e;))1 = (14 hA)e;+dh(e;)(N —N), (1 +ha;)e;+ dh(e;))(N — N)),
(1+hA)? +2(1 +ha;)dh(e;){e;, N — N),
+ (dh(e;))*(N—N,N —N),
(14 hA)? =2(1+hA)dh(e;) (e;,N)1 +2(dh(e;))*(1 — (N,N)y)
(14 hA)* = 2(1 +hA)dh(e;)Zi(1 —b3) +2(dh(e;))* (1 — b3)
( )
( )

14+ hA)2 +2dh(e;) (1 — b3)[— (1 4+ hA)Z; +dh(e;)]
1+hA)?,

ou seja,
<d)~((e,~),dX(e,~)>1 = ——= (2.1.45)

Por outro lado, sabemos que

2
<dN(€i),dX<ei)>1 = Z Lfek —I-L?N-I- giX, ;((1 + h)Li)e,- +dh(€i)N>
k=1 1 +I’lﬂq 1

1 .
= —((1+hA)Li+dh(e) L} (2.1.46)
o (1AL + an(e)L)
1+ha;, ; 3
- = Li—}_ZlLl .
1+h7Ll~( )

Supondo Q; # 0, temos dh(e;) # 0, entdo, concluimos a partir de (2.1.29) que

, A—h*+1
Ltz =—— "1}
SR 27, !

e, por consequéncia, obtemos

oo (I+RA)(A=RP41) 4
(dX (e;),dN(e;))1 = 2 —l—hii)Zi L.
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Combinando (2.1.43), (2.1.45) e a igualdade acima, obtemos

i (dN(ei),dX(ei)>1 B (1—|—hli)(A—h2—|—1)L.3(1+h/7L,')2
Y (dX(e),dX(e)1  2(1+hA)Z (1+nA;)?

(1R (A=K +1)
2Zi(1+ hA;)

L.
Como S — QT; # 0, entdo
2dh(e;) —h(A—h>+ 1)L} #0.

Portanto,

(A—hr*+1)L}
2dh(e;) —h(A—h2+ 1)L}’

L= (2.1.47)

onde L? ¢ dada por (2.1.27).
Usando (2.1.33), (2.1.37) e (2.1.38), observamos que

5 2 QZ
A—h +1_W—Z )? ——+1
2
W— )3 Q4w
k=1
S

A observacao acima junto as expressoes de L?, Z;,dW e hem (2.1.27), (2.1.33), (2.1.36) e
(2.1.37), respectivamente, permitem verificar que

2dA(e;))  2[2hZi+ (A+h*+1)AZ)]

(AR DL = 3oy AR+l
= ﬁz_‘_l[a%(ei) —2hZ; — (A+2h* — h* + 1) AZ]
- ﬁm [dA(er) = 2hZ; = 20°AZ; — (A~ * + 1) AiZ]
- ﬁm[”m(@) —2hZi(1+hA) — (A — B>+ 1)L Zi]
- ﬁmm@ —2hdh(e;) — (A—h* + 1) AiZ]
2

= AR+ 1)(e) — (A= k+ 1)z
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= 2d[log(A —h* 4 1)](e;) — 24—

—2d [log (Wi>] (@) +2deée,~)

(dS( e)W 2WdW(e,-)S) N 2dW (ei)

Consequentemente,

2dh(e;) —h(A—h*+ 1)L} = 2% ( %) - 2% (dséei) - dWVlgei))

QO QdS(e) . Q

=220 4220 0) -2 2= aw

w W ws T i)
_ Qi QdS(e)

w WS

Por hipétese, WS # 0, portanto, podemos deduzir de (2.1.47), que

2[WdS(e;) — SdW (e;)] WS

WS 2(SQ; — QdS(e;))
. dS(e,-)W +QAS
n .Q,'S — QdS(ei) ’

A=

Q; #0.
Afirmamos ainda que
dS(e;) = QT;,
onde
T =2 (in(ei) +Qjwji(e;)) —WA; — Q) )

De fato,

[\

1 2
dS(e))=d mZ(Q,c —Q2 W2 =

= (Z QdQy — QAQ +WdW

=2 (QidQi(e;) + Q;dQj(e;) — QdQ(e;) + WdW (e;) )
=2 (QidQi(e;) + Q;Q;wji(e;) — QQ; — WAL,)

(2.1.48)

(2.1.49)

(2.1.50)

)()
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=20; (dQ,-(ei) + .Qja)j,‘(ei) —Q— W;L,) =Q,T;.
Assim, de (2.1.49) e (2.1.50), vemos que as curvaturas principais de M sdo dadas por

Z' . dS(e,-)W +.Q.ill'S . Q.iT,'W—F.Qi)LiS
QS —QdS(e;)) QS —QOT;
B WT:+ A;S

- S—QT

i=1,2, se Q#0.

Se Q; =0, isto é, dh(e;) =0, entdo Z; = 0. Decorre dai e de (2.1.26), que

. 1 2
Li= A2+l kz‘,lzzkwki(ei)_zh‘{‘(A_hz_1)7Li]

w2 & o Q S-—2w?
S = W wkl(el> W W2 1
oW 2 wQ w?

= Tkg Qpayi(ei) — 2~ +Ai— ZT)“I
w

=352 (Qjwji(ei) —Q—WAi+dQi(e;)) + A
w

C WTLAHAS

=—

ou seja,

(2.1.51)

Ji=

Lembrando que, por hipétese, W = 0. Finalmente, se Q; = 0, temos

x L WT;+ A:S 1
1+ hA; — hL; S 1+ % (li B WT,»;)L,S)
Wi+ A4S WS

S WS+QSA—QWT;+ A:S)
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(WT; + A;S)W
W (S—QT;)
_WTi—l-ll'S
- S—-QT;

Isto completa a demonstracao do Teorema 2.2.
O

No trabalho [6] prova-se que, para hipersuperficies M" do espaco euclidiano R que
admitem campos vetoriais principais ortonormais, e;, i = 1,2, ...,n, um aberto de R ou
de uma esfera S" estd localmente associado a M por uma transformagao de Ribaucour com
respeito a e;, i = 1,2,...,n. No proximo teorema, forneceremos um resultado anidlogo para

superficies em H> com base em [27].

Teorema 2.3. Seja M uma superficie de H3, que admite dois campos vetoriais principais
ortonormais ey, ey e N é um campo vetorial normal unitdrio de M, dN(e;) = Aje;, 1 <i < 2.
Suponha que o quociente — ndo é constante ao longo das linhas de curvatura. Entdo, o
sistema (2.1.30) com a condic¢do algébrica adicional S = 2byoQ2+2b W, onde S estd definida
por (2.1.38), é integrdvel para constantes reais by # 0 e by. Além disso, a superficie M que
estd localmente associada a M por uma transformacdo de Ribaucour com respeito a ey, e»,

é um subconjunto totalmente umbilico de H.

Demonstragdo. Perceba inicialmente que, para mostrar a integrabilidade do sitema (2.1.30)
junto a condicdo algébrica adicional S = 2boQ + 2b1W, € suficiente mostrar que o sistema
de equacdes (2.1.35), (2.1.36) e

2
dQ; =Y Qo+ (bo+ Q)i+ (b1 —W)wi (2.1.52)
k=1
¢ integravel. De fato, neste caso, temos
2
d| Y () —Q%+W?— (26pQ+2b,W) | =0,
k=1

e, portanto, escolhendo a condi¢do inicial num ponto py tal que [S — (2bpQ +b;W)](po) =0,
sabemos que S = 2bpQ + 2b; W num dominio conexo.

Agora, consideramos pois o ideal Z gerado pelas 1-formas

2
a=dQ— Z Qp o,
k=1
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2
B=dw ) Qoy,
k=1

2
0; =dQ; — Z kaik — (bo +-Q)(Ui — (bl —W)(D,g.
k=1

Entao,
2
do=—Y (dQ; Ao+ Qiday) = ng N @) — ZZQ@,,A@,
i=1 i=1j=
2
=-) (dQ +ZQ a),]> NOTES Ze,-ij,
j=1 i=1 j=1
2 2 2
df ==Y (dQiN o3+ Qidw3) = ZdQ ij3—ZZQw,]Aw]3
i=1 i=1j=
2
= Z(dQ ZQwJ,>Am,3_—Zejij3.
j=1 i=1 j=1
€

2
dej = — Z(d.Q.l A\ a)ji+£2,-da)j,-) —dQA j
=

— (b0+Q)da)j +dW ANwjz — (b — W)da)j3

~

2
0; + Z Q.+ (bo+ Q) w; + (b — W)(L)lg] N @ji
k=1

2

)

i=1

2
—ZQ, (Z kaAa)kl+w]3Aa)31+w,/\a)l>
= 1

N

a+;Q,~co,-> /\a)j—(bo+£2)l;la)jk/\a)k
2

2
ﬁ + ZinB) N@Wj3 — (bl —W) Z @j N\ O3
i=1

k=1

+ |
R

||
'M"’

2
0; N @j; — Z(Qka),-k/\a)_,-i+9ka)_,~,~/\w,-k) —Q,-a)j3/\a)3,-]
k=1

1

ol

—ZQ 0N\ W;— 0N — ZQ a),Aw]+ﬁAa)J3+ZQ O3 A O3
i=1 i=1

:—Zeiiji—aij+Bij3.
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Portanto, Z € fechado sob diferenciacao exterior e o sistema (2.1.35), (2.1.36) e (2.1.52) é
integravel pelo Teorema de Frobenius.

A segunda parte consiste em mostrar que a superficie M que est4 localmente associada
a M por essa transformagao de Ribaucour com respeito a eq, e, tem curvaturas principais
constantes e iguais e, portanto, ela € um subconjunto aberto totalmente umbilico de H3. De
S =2(boQ2+b1W) e (2.1.50), obtemos

.Q.,'Tl' == dS(e,') = 2<b().Q.l' +b1dW(e,')) = Zbo.Ql' - 2b1)t,'.Q.,'.

Como 3 ndo € constante ao longo das linhas de curvatura, segue-se que

Q . S.Q.l — QdS(e,)
ovo(3) - g

Q;(S—QT))
§2 ’

o que implica em Q; # 0. Logo,
T; = 2bo — 2b1 A;,

e, portanto, por (2.1.40), temos

i— W(2b() —2]91)4) —l—27l,i(b().Q.—|—b1W) _ @
o 2(b0.Q.—|—b1W) —2Q(b() _bl)\«i) N b

Portanto, M é totalmente umbilica.
]

A teoria observada até aqui serd usada na proxima se¢do no caso particular em que a
superficie M ¢ linear-Weingarten.

2.2 Transformacoes de Ribaucour para superficies linear-

Weingarten

Nesta secao, iremos expor os principais resultados acerca da transformacgao de Ribau-
cour aplicadas as superficies linear-Weingarten, ndo trataremos das demonstracdes, apenas
discutiremos cada resultado. Ao leitor interessado nas provas, recomendamos [6], [7], [8] e,
principalmente, [27].
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Uma superficie € dita de Weingarten se existe uma funcao diferencidvel relacionando as
suas curvaturas média e gaussiana. Dizemos que M € uma superficie linear-Weingarten em

H? se as suas curvaturas média H e gaussiana K satisfazem a relagdo linear

o+ BH+yK+1)=0, (2.2.1)

MGK:ll}Lz—l.

O teorema a seguir fornece uma condicao suficiente para que a transformacao de Ri-

onde o, B, ¥ sdo constantes reais, B2 — 4oy £ 0, H = —

baucour de uma superficie linear-Weingarten no espaco H? seja uma outra superficie deste

mesmo tipo. Denotaremos por ¢ a chamada constante de Ribaucour.

Teorema 2.4 ([27]). Seja M uma superficie em H? que admite campos vetoriais principais
ortonormais e, e>. Tome M uma superficie regular associada a M por uma transformacdo

de Ribaucour. Suponha que as fungoes Q; # 0, Q e W satisfacam a relacdo algébrica
S =2c(aQ? + BOW + yW?), (2.2.2)

onde
S=Q1 + Q5 +W? - Q% (2.2.3)

comc#0ea, B ey constantes tais que ﬁz —4ay # 0. Entdo, M é uma superficie linear-
Weingarten satisfazendo oo+ BH + y(K +1) = 0 se, e somente se, oo+ H +y(K+1) =0
vale para a superficie M, onde K, K e H, H sdo as curvaturas gaussianas e média de M e
M, respectivamente. Além disso, M ndo tem pontos umbilicos se, e somente se, M ndo tem

pontos umbilicos.

Vimos também h4 pouco que uma superficie M estd localmente associada a M com
respeito a um conjunto de campos vetoriais principais ortonormais {ei}izzl de M se existirem
funcdes Q;, i = 1,2, Q e W localmente definidas satisfazendo o sistema de equagdes (2.1.30).
Adicionando a condicdo (2.2.2) ao sistema (2.1.30), vemos que o mesmo € sempre integravel

quando comeg¢amos com uma superficie linear-Weingarten em H3. Veja:

Teorema 2.5 ([27]). Seja M uma superficie linear-Weingarten em H? satisfazendo ot + BH +

Y(K + 1) = 0 e admitindo campos vetoriais principais ortonormais. Entdo, para qualquer
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constante de Ribaucour ¢ # 0, o sistema de equagcoes

( 2
dQ = Z.Q.i(i)l',
i—1
2
aw =Y Q. (2.24)
i=1
\d.Qi = —Qj(l),'j + [(2606 + 1)Q—ﬁCW](D,' — [CﬁQ—i— (ZC’}’— I)W](DB, 1'7é Js

€ integravel e a solucdo é unicamente determinada em um dominio simplesmente conexo U

por qualquer condicdo incial satisfazendo (2.2.2).

Em notagao cldssica, caso M C H? seja uma superficie plana parametrizada por linhas
de curvatura ortogonais X (u],uy ), entdo o sistema de equacdes diferenciais (2.2.4) pode ser

reescrito na forma:

(dQ
? = a;£2;,
a—W = —iai€;,
U;
00, laaj o (2.2.5)
— __'Q'ja l 7& J>
8uj a; 8ué
8Qi 1 a; . .
e —a—ja—ujgj +2c(o0— BA)aiQ+ [2¢f + (1 —2¢y)AiaiW, i j,

onde i, j = 1,2, a; = |X,,|, —A; s@0 as curvaturas principais de M e ¢ € uma constante real

nao nula (a constante de Ribaucour).

Teorema 2.6 ([27]). Seja M uma superficie linear-Weingarten em H> com o+ BH + Y(K +
1) =0, que admite campos vetoriais principais ortonormais ey, e>. Suponha que M estd
localmente parametrizada por X : U C R?> — M C H>. Sendo assim, qualquer superficie
parametrizada linear-Weingarten em H3, localmente associada a X por uma transforma¢do

de Ribaucour com respeito a e e ez, como no Teorema 2.4, é dada por

N 202 2Q (&
i=1

onde Q, Q;, i =1,2, e W sdo solucédes do sistema (2.2.4) e (2.2.2). Além disto, X estd
definida em

U = {(u1,un) €U; T*> +2TQH + Q*(K +1) # 0} (2.2.7)

onde T = aQ? —yW? e Q = 2yQW + BQ>.
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Para uso posterior, fixaremos o resultado da primeira forma fundamental e as curvaturas
principais de uma superficie linear-Weingarten M obtida, por meio de uma transformacdo de

Ribaucour, de uma outra superficie linear-Weingarten M.

Proposicao 2.2 ([20]). Seja M C R? uma superficie linear-Weingarten satisfazendo o +
2BH + YK = 0. Se M estd associada a M por uma transformagdo de Ribaucour como no

Teorema 2.6, entdo a primeira forma fundamental de M é dada por 1 = 6)12 + @22 onde

L (y—al®)+BRE2y)A
@ =+ G T o, i=1,2, (2.2.8)

comh = W e as suas curvaturas principais, —A;, sdo dadas por

5 20QW + BW2 + 4, (aQ” — yW?)
"2yQW + BQ2)A; — (a2 — yW2)’

i=1,2. (2.2.9)

2.3 Transformacoes de Ribaucour para superficies planas

A fim de estudarmos uma teoria para a transformacdo de Ribaucour de superficies
planas do espaco hiperbdlico tridimensional, consideraremos M uma superficie plana em
H3 parametrizada por linhas de curvatura e cuja parametrizacdo, X (u1,u), seja regular na
vizinhang¢a de todo ponto nao-umbilico. As horosferas sdo superficies planas de H? cujos
pontos umbilicos ndo sdo isolados. Por este motivo, elas serdo desconsideradas da nossa
andlise

O resultado seguinte afirma que em uma vizinhanga de um ponto nao-umbilico sempre
existe uma parametrizacao por linhas de curvatura onde a primeira e a segunda formas

fundamentais sdo dadas em termos de uma funcio harmonica ¢, i.e., ¢, + ¢,, = 0.

Proposicao 2.3 ([10]). Uma superficie plana M em H? admite, longe dos pontos umbilicos,
uma parametrizacdo por linhas de curvatura, X (uy,us), com primeira e segunda formas

fundamentais dadas por
_ 2 2 2 2 .1 2 2
[ = cosh” ¢ (uy,uy) duj +senh” ¢ (uy,up) dus, 1= iz senh(2¢ (u1,uz)) (duj +du3),

onde ¢ (uy,uy) é uma fungdo harménica positiva.

Demonstragcdo. A prova segue o mesmo roteiro apresentado no livro-texto [26], pagina 8,
Teorema 2.4 e pagina 15, Corolério 2.7. [
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Os exemplos mais simples de superficies planas em H? sdo aquelas associadas as fungdes
harmonicas lineares ¢ = b, com b # 0, ¢ = bu; e ¢ = bup com b # 0, 1. Observamos que
quando ¢ = uy, a superficie plana de H? correspondente nao € de rotacdo e chama-se frente
de péssego (veja [17], [21]).

O teorema a seguir sintetiza a teoria apresentada na sec@o anterior sobre a transformacgdo
de Ribaucour aplicada as superficies linear-Weingarten, aplicando-a, neste caso, as superficies

planas do espaco hiperbdlico H?. Com isso, restringiremo-nos ao caso em que o = —y = 1,

B=0.

Teorema 2.7 ([10], [27]). Seja M uma superficie plana em H?, que admite campos vetoriais

principais ortonormais e e e. Entdo, para qualquer constante ¢ ¢ {0,1}, o sistema de

equagoes
( 2
dQ =Y Qa,
i:21
aw =Y Qw5 (2.3.1)
i=1
\d.Q,' = Qja),-j +cQw—Waopi, i+ ],

é integradvel. Além disso, qualquer solucdo do sistema acima, em um dominio simplesmente

conexo, cuja condi¢do inicial satisfaz
Q2+ Q2 = ¢(Q*—W?), (2.3.2)

também satisfaz (2.3.2) identicamente. Se M é localmente parametrizada por X : U C R* —
MCH? CL* eas fungoes Q, W sd@o uma solugdo ndo trivial do sistema (2.3.1) satisfazendo
(2.3.2), entdo, cada superficie da familia

202 20

2
X = (1+T>X—? (;Qiei—WN>, (2.3.3)

onde
S=(c—1)(Q2-W?), (2.3.4)

€ uma superficie plana. Além disso, X estd localmente associada a X por uma transformagdo

de Ribaucour e é regular sob o seguinte conjunto

U = {(u1,u2) € U;(W? — Q2)(Q2 + W2 420, QW) (Q*> + W2 +2L,QW) #£ 0},  (2.3.5)
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onde — Ay e —Ay sdo as curvaturas principais de M.

Demonstragdo. Em primeiro lugar, vamos provar que o sistema (2.3.1) € integravel e a
solucdo € unicamente determinada em um dominio simplesmente conexo por qualquer

condi¢do inicial satisfazendo (2.3.4). Consideramos o ideal Z gerado pelas 1-formas:

2
0 =dQ—) Qi
i=1
2
u= dw — Zgiwﬂa
i=1

0; :in—ijij—cQw,-+ch,~3, i% Jj-

Temos que

do = — 0 Nw;, e du=-—

1 i=

0; \ ;3.

2
= 1

2
i= =

Para i # j e com auxilio das equagdes (1.2.4), (1.2.5), (2.0.1), (2.0.2), vemos que

do;, = d(dQ.l _Qja)ij —C.Q(Di—l—CWCOB)
=— (d.Qj/\ (Dl'j—l—de(Dij) —c(dQ/\a),-Jera),-) —|—C(dW/\ (0 +Wda),-3)
=— (9,~+Q,~a)j,-+c£2wj —CW(DJ'3) N @ —Qj<(1)i3 N@3j+ @i A a)j)
2 2
—cC (9 + ZQ,’(D,‘) AN@; —cQdw; + ¢ (,u + ZQZ'C()B) A3 +cWdws
i=1 i=1
:—6,-/\(0,,-—cQa)j/\a),-jJrchﬁ/\a),-j—Qja)igAa)gj—iji/\wj
—CONW; —cQj0j N — cQj N ®ji +ch AN 03+ cQiwiz A\ O3 +cWoj A3
:—Gj/\a)ij—ca)l-g/\,quca)i/\O—Qja)ig,/\co;;j
—i—cQja),-g/\a)g_,-—Qja)iAa)j+cQja),~Aa)j
:—Gj/\wij—CwB/\‘Ll—f—C(Di/\@—f—(C— 1)Qj(0),'3/\(1)3j—|—(1),'/\(1)j)
=— 9]‘/\0),'_,' —cO3ANU+cw;\O+ (C— I)Q_,-(—lia),-/\).ja)_,-Jr (Di/\(l)j)
:—QjA(x)ij—Ca)i3/\Ll+Ca)iA9,

onde na ultima igualdade usamos o fato que A; 4, = 1, pois M é uma superficie plana de H?.
Segue-se que ideal Z é fechado sob a diferenciacio exterior, o que implica na integrabilidade
do sistema (2.3.1). Além disso, se o sistema (2.3.1) é satisfeito, entdo d[S — (¢ — 1)P] = 0.

Consequentemente, S — (¢ — 1)P é uma fungdo constante, onde S estéd definida por (2.3.4) e
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P por
P:=Qr W2 (2.3.6)

Pela definicdo de S em (2.3.4) e pela relagao adicional (2.3.2), vemos que
S=(c—1)(Q2—W?) =c(Q>—W?» - (Q2-WH =Q] + Q5+ W? - Q2.
Utilizando as expressoes do sistema (2.3.1), obtemos, de fato,

d[S—(c—1)]P=dS—(c—1)dP
=20 dQ; +2Q, dQy +2WdW —2Q dQ — (c — 1)(2Q dQ — 2WdW)
=201 dQ+2Q, dQy +2WdW —2Q dQ — c2Q dQ + 2WdW
+2Q dQ —2WdwW
=2Q1 dQ1+2Q, dQy —2cQ dQ+2cWdW
=20 (D015 + QO — W a13) + 2 (Q ) + Qe
— W) —2cQ(Qi o) + Q) +2cW (Q 13 + Qo 023)
=0.

Considerando a condigdo inicial no ponto py tal que [S — (¢ — 1)P](po) = 0, segue-se que a
igualdade de fungdes S = (¢ — 1)P vale identicamente, desde que o dominio das fungdes Q1,
Q,, Q e W seja simplesmente conexo. O que implica, finalmente, que a relacdo algébrica
adicional (2.3.2) € satisfeita para todos os pontos de um dominio simplesmente conexo.

Agora, vamos a segunda parte da demonstracdo. Seja M C H? uma superficie plana
parametrizada por X : U C R? — M. Vamos assumir que e}, e; s30 campos vetoriais principais
ortonormais sobre M e N é um campo vetorial normal unitdrio de M, dN(e;) = Aje;, 1 <
i < 2. Pelos Teoremas 2.1 e 2.2, uma superficie M esti localmente associada a M por
uma transformacao de Ribaucour com respeito a ey, e; se, € somente se, para todo p € M,
existe uma parametrizacdo X : U C R?> — M C H?® de uma vizinhanca de p e uma funcio
diferencidvel h: U C R? — (—1,1) C R, que ndo se anula, tal que

X =X+h(N-N), (2.3.7)

onde X € uma parametrizacdo de um subconjunto aberto de M, N é um campo vetorial
unitdrio de M e o campo vetorial unitdrio N de M é dado por

_ 1

N

2
= e .]ZZie,-Jr(A—hz—l)N—ZhX
=
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2w

= N+T(ZQ,61 WN — QX)

2
onde S = Z(Qi)z — Q2+ w2 Dai, verifica-se a equacao (2.3.3), isto &,

i=1
y _ 20?7 20
X:X—h(N—N):<1+ S )X—T<ZQ,6, WN)

Por tltimo, utilizando o Teorema 2.2, cuja demonstragao baseia-se essencialmente nos
argumentos contidos em [6] e [27], € suficiente mostrar que X, definida em U C R? dado em

(2.3.5), é uma parametrizacio regular de M em H?. Por hipétese ¢ ¢ {0,1}. Como
S=(c—1)P=(c—1)(Q2-W?), (2.3.8)
temos, usando (2.3.1), que
dsS =2(c— 1)(QdQ —Wdw)

c—l Z .QQ.I'CO,’—WQ.Z‘G)B)

e I

=2(c—1) ) (Qay —Ww;3)Q;.
i=1
J(2) _des—Qds 4o Qds
s/ S2 N S2
— Yoo 2(c— Y7 (@0 — QW o)
(c—1)P (c—1)2p2
1 2
" (c—1)P? 5 2 [(QF - W?)Qim - 2(Q* 0 — QW 033)Q)]
i—=1
_ : 2 2
- (C— I)P Z[ZQ‘WCOG - (Q +W )CO,‘]Q,‘
i=1
2
__ ' Yon
(c_ I)P ; lnH

onde 1n;, i = 1,2, sdo 1-formas definidas por

ni = 2QW w3 — (Q* + W) o,
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Além disso,

p (9_2 ) _2QdQS—-Q%S  2QdQ Q%S
S 52 S 52
L 20Y7 Qe 2Y7 Q%(Qw —Won)Q;
T (c—-DP (c—1)P?
20
~ (c—1)P2:
2Q
(c—1)P2

[PQ,-a)i — (.QZCO,' — QWO)i3)Qi]

MN

I
—_

(QW a3 — W) Q.

Mm

Il
_

Tomando a diferencial de X e usando as equagdes do sistema (2.3.1):

<1+ZTQZ>X—? (ZQ,@, WN)]

:d<2TQZ)X+dX. (1+2—?2) —d (259) (ZQ,e, WN>

dX =d

20
—T<Zd§2,el ZQdel dW -N — WdN)
i=1 i=1
40 2 20?2 2
=——— ) (QW — W) QX 1 i€;
-y K@V es-Wa) +(*( 1>P),~_Zl“’e

1 2 2
_mjzzlgjnj (i:ZIQiei_WN> —m{g ZQja)ijei

2 2 2 2
+ Z cQumje; — Z W wze; + Z Q; <Z w;jej+ o3N + wiX>

i=1 i=1 i=1 j=1

2 2
-Y QiosN-Ww) @iei}

i=1 i=1

= [(ii (QW w;3 — w? ®;)Q }

1

+m2|: C—l)P2+2Q2P <ZQJT]]>

2
—2Q°Pcw; + Z.QP(C — I)WCOB} e+ m (jZl .QjT]jW) N

20 2
= [m Z Q,-(2£2Ww,~3 — 2W2(Di — P(J.)l'):| X
i=1
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1

+mz[ ((c—1)P*+2Q°P) o (Zg,n,>

_ 2Q2Pc(l)i + 2QP(C — 1)W(I),'3} e+ m (Z QjﬂjW) N
=1

20
:WZQ MX + 7 PZZ[ 0)(Q*+W?)Po

2
— (1 — C)ZQPW(DB — Z anin} e+ m (; Qiniw> N

k=1

20 & 1 2
" (c— 1)p2 ZniQiX T le— 1P ;[niP(l —c) = (M + Qm)Qile;

(c—l <ZQ”’ )

1
_ m{[ZQQQf — (1 — C)P€1 — Q%el —Q1Qren +§21WN]T]1
+[2QQX — (1 —¢)Pey — Q3er — Qo Qe + QLWN]N, )
)
= 3 nlél
Pi:l
onde
N 1 2
= (c— 1)P(2Q.QlX + ((C— I)P— Ql)el —Q1Qer —|—.Q1WN), (2.3.9)
&) = - 1)P(2Q92X—|—((C— 1)P—Q3)es — QoQie; + QWN). (2.3.10)

Um ciélculo simples mostra que é; € &, sio ortonormais. Com isso, X é uma imersdo quando
M A1 # 0. Ou seja, X é uma imersdo sobre o conjunto U C RR? dado por (2.3.5). De fato,

M AN = ROW o3 — (Q% + W)@ | A RQW w3 — (Q% + W?) ]
= 4Q°W2 013 A 03 — 2QW (Q2 + W) (013 A @y + @1 A 023) + (2% + W) 20y A
= 4Q2W2 A 01 A Ay — 2QW (Q2 + W) (= o) A @y — Aoy A )
Q2+ W20 A
= 4Q°W2 A M1 A @y —2(—A1 — 1) QW (Q% + W)y A + (% +W?) 2y A ay
= [4Q°W? —4HQW (Q* +W?) + (> + W) w; A @y.
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Portanto, vemos que N1 A2 3& 0 se, e somente se,
(Q2+ W2 24, QW) (Q2 + W2 +24,QW) # 0.

Uma condicao suficiente para que uma transformacdo de Ribaucour transforme uma
superficie plana em outra superficie do mesmo tipo € dada em (2.3.2). Ou seja, se as funcdes

Q;, Q e W satisfazem a condi¢do algébrica (2.3.2),
Q2 +QF = c(Q>—W?),

entdo a transformacdo de Ribaucour transmuta a superficie plana M em uma superficie plana
M. Com efeito, sabemos por (2.3.6) e (2.3.1) que

2 2
ds = 2(0 — 1) (Q. Qi +W Z Qiliwi>
i=1 i=1
2
= 2(c — 1) Z(.Q. + W)L,‘)Qia)i.
i=1
Dai,
WdS(e;) +SQidi = (c — 1) 2W(Q+WA;)Q; + PQ;A] 23.11)
= (c— DQ2W(Q+WA;) + PA, -
€
SQ; — QdS(e;) = (¢ —1)[PQ; —2Q(Q+WA,)Q;
(0) = (e~ 1)[PQi 200+ WA)Q] .

= (c— QP —2Q(Q+WA,)].

S . ~
Supondo que 1) ndo € constante ao longo das linhas de curvatura, entdo

S QdS(e;) — SdQe;)  QdS(e;) — SQ;
O;«éd(a)(ei): ()92 (er) _ (Q)2 |

Por (2.3.11) e (2.3.12), temos que Q; # 0. Logo, usando as rela¢des (2.1.49), (2.3.6), (2.3.11)

e (2.3.12), deduzimos as curvaturas principais de M:

dS(e))W + QiA;:S - (c— D 2W (Q+WA;) + PAj]
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C2W(QAHWA)+PA 2WQH2W2A + QA — W,

OP-2Q(Q+ W) QZ-W2-202-20W;
C2QWH(WAHQHA  20W + (W2 QM)A
Q2 -W2-20Wh Q24+ W2420WA;

A curvatura gaussiana de M é dada por
R=Ml—1

Consequentemente,

QX w2iawh, Q2+ W24+2QWA,

. 40?W? + ZQW(WZ + Qz) (7L1 + /12) + (Wz + Qz)z/h Ao B
Q2+ W22+ 20W (Q2+W2)(A + L) +4Q2W2A1 Ay
=0.

© <2QW+(W2+Q2)/11) (2QW+(W2+92)/12) L

1

Como M é uma superficie plana de H?, entdo A4, = 1. Donde segue, usando a dltima
igualdade, que K = 0. Portanto, M é uma superficie plana de H3. [

Observagdo 2.1. Veja que, pelo Teorema 2.2, para cada superficie M descrita por X, a

primeira forma fundamental é dada por T = (1)12 + C'Ozz, sendo

. W2 Q2 12WQN ,
= Wi o2 w;, i=1,2. (2.3.13)
e as curvaturas principais, —A;, sdo
. 20W + (W2 +Q2?)
)v-:— | — 1 2 2.3.14
’ 2OWAL W22 T ( )
Além disso, o sistema (2.2.5) torna-se
(dQ
? = a;£;,
w
5, = ~hai,
uj
0Q; 1 8an oy (2.3.15)
au]’ a; 814,‘ 7 J:
8Qi 1 8a,~
=———Q; Q+WA)a;, i#]j.
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com a condi¢@o inicial satisfazendo (2.3.2), i,j = 1,2, a; = |X,,

, —A; as curvaturas principais
de M e c uma constante real ndo nula (a constante de Ribaucour).

Observacdo 2.2. Seja M uma superficie plana em H? localmente associada a M (e ndo-
congruente) por uma transformagio de Ribaucour, parametrizada por X (u1, u5 ), cujo dominio
€ um conjunto aberto simplesmente conexo U € RR?, como no Teorema 2.7. Como Q e W sio
solucdes do sistema (2.3.15), entdo e W nao se anulam simultaneamente. Caso contrério,
existiria um ponto u® = (u?,u3) € U tal que Q(u’) = W(u®) = 0, donde, pela condicio
algébrica (2.3.2), teriamos (uo) = (up) = 0. Como o sistema (2.3.15) é integravel, dada
esta condi¢do inicial no ponto u® € U, as tinicas solucdes possiveis para o sistema seriam as

funcdes identicamente nulas Q = W = 0, o que ndo define uma superficie M.

2.4 Fins e curvas singulares em superficies planas

Nesta sec@o, comecaremos definindo e tecendo alguns comentdrios sobre as aplicacoes
de Gauss hiperbdlicas. Seja X : M — H? uma imersdo de uma superficie plana. O vetor

normal unitdrio N de X € uma aplicacdo de M no espago de De Sitter
S ={xeL* (x,x); =1}

de tal maneira que se u;, up sdo parametros de M, entdo {X, X, ,X,,, N} é uma base orientada

de L*. A aplicacio X + N : M — L* toma valores no cone de luz positivo
N} = {xe L% (x,x); =0, xo > 0}.

Ao projetar N° no quociente N° /R™, obtem-se uma aplicacio G = [X +N| : M — 9. H°,
que é chamada aplicagcdo de Gauss hiperbolica de X. A interpretagdo geométrica de G € a
seguinte: para cada ponto (uy,u;) de M, a geodésica normal orientada partindo de X (uy,u,)
encontra a fronteira ideal dH> de H? em G(uy,up) (veja [20]).

Ou, em outras palavras, considerando uma superficie orientavel M imersa em IHI3, um
ponto p € M e uma geodésica orientada y de H? passando por p e ortogonal a superficie M,
vemos que a curva Y possui dois pontos limites na fronteira ideal d.H>. Para cada ponto
p € M podemos associar o ponto limite inicial e o ponto limite final da geodésica y ortogonal
a M. Ao fixarmos uma orienta¢ao para 7, temos duas aplicacdes definidas sobre M (veja
Roitman [23]).

Ora, a escolha de uma orientagdo para M determina uma orientacdo para a geodésica y
ortogonal a M. Sendo assim, fixada uma orientag¢do, denotamos por G : M — 0w H (respec.,

G_:M—d.H)a aplicacdo que associa a cada ponto p € M o ponto limite final (respec.,
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o ponto limite inicial) de y. Tais aplicagdes configuram as chamadas aplicagoes de Gauss
hiperbdlicas.

A luz das ideias desenvolvidas por Bryant [5], usando o referencial mével eg = X,
e; = Xy,, e2 = X,,, e3 = N adaptado a superficie M, escrevemos as aplicagdes de Gauss
hiperbdlicas como G4 = [eg + €3] € G_ = [eg — e3], onde os colchetes indicam a classe de
equivaléncia pertencente ao quociente entre o cone de luz positivo N 3 de L* e a semi-reta
R™. Usualmente, identificamos a fronteira ideal de ]H[3, &X,IHI3, com o quociente N3 / RT.

Dadas as superficies X e X associadas por uma transformacio de Ribaucour, S como no
Teorema 2.7 € po um ponto tal que S(pg) = 0, queremos determinar o comportamento de X
em uma vizinhancga de pg. No artigo [7], mostra-se que, para superficies minimas em R,
vale:

lim N(p) = N(po)

Além disso, cada ponto pg gera um fim planar mergulhado na superficie X. No caso do
espaco hiperbdlico H?, M. Lemes, P. Roitman, K. Tenenblat e R. Tribuzy [20] mostraram
um comportamento semelhante para superficies cmc1 ao trocar o vetor normal unitério pela
aplicacao de Gauss hiperbdlica. Os autores também provaram que pg produz fins do tipo
horosfera mergulhados. Em outras palavras, as transformagdes de Ribaucour para superficies
minimas cmcl produzem fins que sdo assint6ticos a horosferas.

No préximo resultado, veremos também que as transformagdes de Ribaucour para

superficies planas em H? produzem fins do tipo horosfera, mergulhados e completos.
Teorema 2.8 ([10]). Seja X : D\{po} € R? = H® C L* uma superficie plana localmente
associada por uma transformagdo de Ribaucour a uma superficie plana, sem pontos umbi-
licos, X : D C R*> » H? c L* ral que as funcoes Q;, Q e W estdo definidas em D. Sejam
G+ e Gy as aplicagbes de Gauss hiperbélicas de X e X, respectivamente. Se S(pg) = 0 (i.e.,
(W2 —Q%)(po) =0) e S(p) # 0 para todo p € D\{po}, entdo

i G (p) =G (o) (res. lim G- ()= G- (7).
P—Po P—Po

quando W (po) = Q(po) (resp. W(po) = —Q(po)). Além disso, a superficie plana X possui

um fim do tipo horosfera, mergulhado e completo em py.

Demonstracdo. Tomamos a superficie plana X (u,us), localmente parametrizada por linhas
de curvatura, como na Proposicao 2.3. A primeira forma fundamental de X é dada por
I= 6012 + (022, onde @; = a; du;, i = 1,2, sendo a; = cosh@, a, = senh¢, ¢ uma funcao

harmonica positiva e as curvaturas principais sdo —A; = tgh¢ e —A, = cotgh ¢.
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Suponha S(pp) = 0. Entio, partir de (2.3.4) vemos que W (pg) = £Q(po). Assuma que
W(po) = Q(po). Segue-se da Observagdo 2.2 que W(pg) +Q(po) # 0 e, de (2.3.2), temos
que Q1(po) = Q(po) = 0. Além disso, de (2.3.3), (2.3.4) e (2.1.39), obtemos

- . W-Q c W -Q c
X+N= (l—c)(W-l-Q)_I—C]X+[_(1—c)(W+Q)_l—c N
2 2
T oW o) &%

e, por conseguinte,

lim (X +N)(up,um) = ———

X+N .
(u1,12) = po 1— c( )(po)

Portanto,

lim Gy (ur,u2) = G4 (po)-

(u1,u2)—=po

Analogamente, considerando W (pg) = —Q(po), como W (pg) — Q(po) # 0, provamos que

lim  G_(uj,ur) =G_(po).

(ug,u2)—po

Agora, mostraremos que o ponto pg € um fim do tipo horosfera mergulhado. Suponha
que W(po) = £Q(po), entdo, segue-se de (2.3.2) e (2.3.15) que, para todo 1 <i# j <2,

(o) = a(p0) =0, o () =0,

Sl =cal Al G =0

327?@0) = c[Q(1 £ )] (po). fjf; (Po) =0. o
o) =~ M), () =

A fim de mostrar que pg é um fim do tipo horosfera mergulhado, consideramos X dada por

(2.3.3) no modelo do semi-espago superior, a saber,

P 2223):< X! X2 1 )

X0 X37X0-X3"X0 X3
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onde X/ denota a j-ésima funcio coordenada de X. Definimos

i=1

2
V=5%=(54+20%)X -2Q (Z Qie; — WN> : (2.4.2)

. v .
Entio Z/ = Vo3 j=12,¢e 73 = Vo3 onde V/ denota a j-ésima coordenada de V.

Definimos y+ = X == N. Temos, como consequéncia de (2.4.1), as seguintes equacoes

A% 0
V(po) =29%(po) x+(po), 5, (o) =2(1~ C)Qz(PO)%(PO)v
Uj uj
Ixr j _ %:]t 3 _ .
onde —— = a;(1+£ A;)e;. Portanto, Z’/(pg) = ﬁ(po), Z’(po) =0, e ainda
du; Xr— X%

oz, o [ xl 0z,
8_m(p0) =1 —C)a—ui (M) (po), 8_m(p0) =0, j=12

As aplicacdes de Gauss hiperbdlicas no modelo do semi-espaco superior sdo dadas por

_ xit g

Gt .
x)—xi

(2.4.3)

Tais aplica¢des sao meromorfas. Consequentemente,

07! 072 072 07!
8_u1(p0) = 8_u2(p°) a—ul(Po) = _8_@(‘00)'

Além disso, segue-se de (2.3.4) e (2.4.1) que

0273 (po) = —c(1—c)a?(1£A)? 0°73
Ju; -2

Assim, obtemos as seguintes relagdes

24 97> 07> YA
a—m(Po)Za—M(Po)Z(l—C)A e a—m(Po)Z—a—uz(po):(l—c)B,
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(@) men= o (55 - mema
onde A = (po) e B= (po)- Além disso,
dur \ 32 —xi duy \ 32 — i

073 0%73 0273
814,' - auzaul (pO)_O S 8—I/l12<p0)__0(1_0)li,

(cosh¢ Fsenh¢)?

(po)-
(22 —23)
Agora, considerando a expansdo em série de Taylor de Z(u;,uy) em torno do ponto

onde [4 =

po = (u?,u3), e efetuando a mudanca de varidveis

A(uy —u) + B(up — ul) _ —B(uy — ) +A(up — ud)

A%+ B? ’ A%+ B? ’

concluimos que

2059) = 2(n) + (1= 42+ ) 13,0)+ (2-457) (0.0, 7L 205 ) 4 Ry,

R(x,y)

onde lim 3

(x.y)—po X2 +y

finito. Logo, o ponto pg é um fim do tipo horosfera mergulhado.

]

A completude do fim também pode ser provada diretamente. Para isso, precisamos da
expansdo em série de Taylor da fungio W2 — Q2 numa vizinhanca de pg. De (2.4.1) e usando

o fato de que

dQ 0Q
—— =a1Qy, — =ald,
dur

obtemos

aiwvz—ﬂz)(po):o, i=1,2,
U;
W) =0. i#]
8uj8u,- po)=VY, J>
82

5.7 (W2 = Q%) (po) = =2e[Q*(1 4 %) (o),

1
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onde a ultima equagdo segue de W (po) = +Q(po). Portanto,

(1= 2:)%a7)(po) (ui — ud)* + R(u),

e

(W? = Q) (u) = —cQ(po) |
1

R
onde lim L)z 0.
u—po ]u — p()|

Observe que, para qualquer vetor v = (v, v;), o comprimento é dado por

2 W2+QZ+ZQWA)2

-y

i=1

Também temos
lim (W2 + Q%+ 2QWA;)%a? = 4Q* (po)hi(po), (2.4.4)

u—po

onde h?(po) = [(1+ A;)%a?](po). Pela expansdo em série de Taylor, obtemos a seguinte

desigualdade
w2 — 07|

|u— pol?
onde h? = max{h?(po), 3 (po)}.
Agora, considerando uma curva a(t) = X (u1(t),uz(t)), t € (0,a), tal que u(0) = py.

R(u)

u§c§22 h2+—,
() < [elO2(po)i + 2

(2.4.5)

Segue-se, de (2.4.4) e (2.4.5), que o comprimento de & é dado por

/ . / VIR (W24 Q2 4+ 20W ;)22 ()2

dt
w2 — Q2
“ |u—pol? \/Zizzl(Wz+QZ+2QW1i)2“%(u§)2dt
T W02 |t — pol?
a /l_
WL,
o |u(t) = pol

onde 7y € (0,a) € suficientemente pequeno e B é uma constante positiva cuja existéncia
segue-se de (2.4.4) e (2.4.5). Passando a tultima desigualdade ao limite quando 7, tende
para zero, fo — 0, concluimos que a curva @ tem comprimento infinito, isto €, pg € um fim
completo.

O proximo teorema descreve as singularidades das superficies planas do espaco hiperbo-
lico obtidas por transformagdes de Ribaucour. Mostra-se que as curvas de singularidades, que
sdo genericamente arestas cuspidais, ndo intersectam os fins gerados pelas transformacdes de

Ribaucour.
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Teorema 2.9 ([10]). Seja M C H? uma superficie plana sem pontos umbilicos, com parame-
trizacdo X : U C R?> —» H? c LY, cujas direcdes principais sao —A;, i = 1,2. Considere uma
superficie plana X localmente associada (ndo-congruente) a X por uma transformagdo de

Ribaucour, como no Teorema 2.7. Entdo, os pares (uy,u;) que satisfazem
F(up,up) =W? +Q* +2,QW =0, (2.4.6)

geram pontos de singularidades sempre que |A;j| > 1, para cada i = 1,2. As curvas de
singularidades F (u1,u) = 0 ndo intersectam os fins dados por (W? —Q2)(uy,u2) = 0. Além
disso, um ponto de singularidade p é ndo-degenerado se, e somente se, o gradiente de
F ndo se anula no ponto p. Por iltimo, a superficie X em um ponto de singularidade

ndo-degenerado é localmente difeomorfa a uma aresta cuspidal.

Demonstragcdo. Pelo Teorema 2.7, a superficie X, obtida via transformacado de Ribaucour

para a superficie X, é regular sobre o conjunto U. Além disso, através das equacdes (2.3.3) e

(2.3.4), vemos que os fins de X sdo, de fato, os pontos (u1,u;) nos quais W2 -0 =0.
Como M ¢é uma superficie plana em H?3, segue que A1 Ay = 1. Perceba, inicialmente, que

para 0 < |A;| < 1, com i = 1,2, sdo vélidas as seguintes desigualdades
W2+ Q2+ 20,0W > (1 — |4 (W2 + Q%) >0

sendo a primeira delas trivial, e a ultima proveniente do fato exposto na Observacio 2.2. O
caso |A;| = 1 estd descartado, pois, por hipdtese, a superficie M nio possui pontos umbilicos.

Consequentemente, os pontos singulares sao determinados por
W24+ Q2 4+24L,0W =0, i=1,2,

para |A;| > 1.

Suponha, por contradicdo, a existéncia de um ponto que esteja em uma curva singular
e que seja, a0 mesmo tempo, um fim. Isto €, a existéncia de um ponto py tal que (W2 —
Q%) (po) =0, ou seja, Qpo) =W (po) e ainda (W2 +Q%4+24,QW)(po) = 0. Entdo, segue-
se que Q(po) = W(po) = 0, o que contradiz a Observagdo 2.2. Portanto, as curvas singulares
ndo intersectam os fins determinados por w2 —-Q?%=0.

Por defini¢do, um ponto singular p é ndo-degenerado se a matriz jacobiana de dX tem
posto igual a 1 em p (veja [17]). A derivadade V := Xul X Xuz x X com respeito a u; € uy

fornece

av - N Y
a—ul = (1—‘%1 —|—1—‘%2>a]a2 N — A«la%aZ €y,
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Vv - N Y,
e (T, +1%,)aa N+ Xaas é,
onde f‘{-‘j sdo os simbolos de Christoffel da superficie X, &; = = e & = |X,,| parai=1,2.

i
Calculando os simbolos de Christoffel e usando as equagdes (2.3.13) e (2.3.14), obtemos

W<

g

o _1(da,  dm o a1d@; _
— == =—dry+=—=d

Ju; 2\ du 2 duy ! Aoar
A% 1 /dda, day o azd%dz
AR et B ATy A B VA 2
8u2 2 (8u2a2+ 8u2a1) lldl “

Observe que d@; = 0 e d; # 0 para i # j, uma vez que, nos pontos singulares, temos F =
W2+ Q% +24,QW =0, para |A;| > 1,i=1,2. Com isso,

Vo1 /da -« T
ou 2 (a_u]“f)N: W2 =) 9w, I
Vo1 /da )\« IR
o 2 <a_u2“f'> N=swr o au,

Donde concluimos que, um ponto singular p € nao-degenerado se, e somente se, o gradiente
de F ndo se anula em p.

Em um ponto singular ndo-degenerado, a direcao nula é (1,0) se i =1, ou (0,1) se i =2,

JF OF ) .

e o vetor tangente a curva ¢ | ———, —— |. Logo, genericamente, estes dois vetores nao sdo
duy’ duy

proporcionais e, consequentemente, a superficie X € localmente difeomorfa a uma aresta

cuspidal (veja [17]). L]

No préximo capitulo, vamos obter novas familias de superficies planas em H? por meio
da aplicagdo da transformagao de Ribaucour as superficies planas rotacionais. Em outras
palavras, encontraremos todas as solucdes do sistema (2.3.15) que satisfazem a condigao
(2.3.2), a partir de uma superficie plana rotacional em H3, que € parametrizada por linhas de
curvatura. E importante ressaltar que essa transformagio nio gera novas superficies planas

quando aplicada a uma horosfera.



Capitulo 3
Familias de superficies planas em H’

Neste capitulo, aplicaremos as transformagdes de Ribaucour para superficies planas de
rotacdo no espacgo hiperbdlico tridimensional, H?, fornecendo novas familias explicitas de
superficies planas em H? que sdo determinadas por vérios parametros. Ao escolhermos
certos parametros de forma especial, é possivel obter superficies que exibem periodicidade
em relacdo a uma varidvel e também superficies que possuem um nimero par arbitrario de
fins do tipo horosfera mergulhados, ou até mesmo um nimero infinito de tais fins.

Na Secdo 3.1, a transformacao de Ribaucour € aplicada ao cilindro hiperbélico e, posteri-
ormente, na Se¢do 3.2, analisaremos as superficies planas de rotacao do espago hiperbdlico
que ndo apresentam singularidades isoladas. Um estudo andlogo € desenvolvido na Secdo 3.3
para as superficies planas de rotacdo com singularidades isoladas. Em cada caso, determina-
remos as caracteristicas dos fins do tipo horosfera bem como as curvas de singularidades das
superficies.

Para enriquecer nossa andlise, iremos ilustrar algumas dessas superficies por meio de

representacgoes graficas.

3.1 Transformacao de Ribaucour para o cilindro

Aplicando a teoria desenvolvida no capitulo anterior ao cilindo no espago hiperbdlico
(Exemplo 1.1), obtemos o préximo teorema que fornece familias a 1-parametro de superficies

planas em H°.

Teorema 3.1. Considere o cilindro em H> C L* parametrizado por

X(up,up) = <écosh(au2),%cos(l3u1),%sen(ﬁul),ésenh(auz)) : (3.1.1)
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com primeira forma fundamental 1 = du% + du% e campo normal unitdrio dado por

N(uj,up) = (%cosh(auz),&cos(ﬁul),ésen(ﬁul),%senh(auﬁ) , (3.1.2)

11
B2 o

congruentes ao cilindro e associadas a X por uma transformagcdo de Ribaucour sdo dadas

onde = —1 com a,B > 0. Entdo, as superficies planas em H? ¢ L* nao-

por

- 2(f+g)
X=X 0B — o)

onde c € R\{0,1} e as fungdes f e g sdo

(f+8)X — f'Xu —&'Xu, — (ngr %g) N] . (3.1.3)

sen(B+/cuy), sec>0,c#1,

uyj) =14 o 3.14
fl Ecosh(ﬁ\/\c\ul), sec <0, ( )
e
b cosh(av/cup), sec>0,c#1,
glup) =< « (3.1.5)
sen(an/|clup),  sec<O.
Além disto, X é regular sobre o conjunto
U = {(u1,m) € R*; (B*f* — &?g®)[(f +2)° — &’g’] # 0} (3.1.6)

Demonstragcdo. A fim de obtermos uma nova familia a 1-parametro de superficies planas
em H3, localmente associadas a M por uma transformacao de Ribaucour, iremos resolver o

sistema de equagdes diferenciais parciais de primeira ordem, proveniente do sistema (2.3.15),
o

5

onde a; = ap = 1, e as curvaturas principais sao A; = p el =

90 20

o -an = (3.17)
ow B aw o

Lo, =g (3.1.8)
o _y AL (3.19)

dur Ju;



3.1 Transformacao de Ribaucour para o cilindro 64

891 - ﬁ 8Q2_ o

As solucdes do sistema, Qp, Q;, Q e W, devem também satisfazer a condic@o algébrica
adicional dada em (2.3.2). Isto é,

Q3+ QF = c(Q2—W?).

para qualquer constante ¢ € R\{0,1}.
2

De (3.1.7) e (3.1.9), obtemos = 0. Como as derivadas parciais de segunda ordem

8u18u2

estdo definidas em um dominio aberto simplesmente conexo U C R?, segue que

Q= f(u1)+g(um). (3.1.11)

onde f e g sdo funcdes de u; e up, respectivamente. As equacdes em (3.1.7) e a expressao
(3.1.11) implicam

Ql = f’(ul) (¥ Qz = g'(uz). (3.1.12)
Com isso, 5 5
Q 7 &_ "
8141 =f"(u) e e =g (u2). (3.1.13)

Usando as equacdes de (3.1.8) e as relacdes de (3.1.12), vemos o seguinte

w= | ( MW i+ 2 duz) / (—%f’wl)dul—%g’(uz)d@)

— L ) - Getw 2

onde L € R é uma constante.

(3.1.14)

Agora, através de (3.1.10), obtemos que

2Q c<Q—|—WE>,
aul (04

1sto €,
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2
Mas, por hipétese, 1 — % = — [32. Portanto,
f”(u1)+cB2f(u1) —ch:O. (3.1.15)
Ainda por (3.1.10), temos
0Q,
=2 _clo+rw=
duy c( " B) ’
isto €,
g =c [f+g+( Bf ag+L> a} =c [(1 az) + QL}
a’ B 5 B2) B I
o
Por hipétese, 1 — E = . Portanto,
" 2 &, _
g (up) —cag(up) —i—cEL— 0. (3.1.16)

Perceba que as equagdes diferenciais ordindrias (3.1.15) e (3.1.16) sdo lineares e de 2* ordem
e, além disso, cB2a2 = (. Para obter as solugdes explicitas de cada uma das EDQO’s, temos
que considerar os dois seguintes casos: quando ¢ > 0 e quando ¢ < 0.

Quando ¢ > 0, um cdlculo simples nos permite verificar que as solu¢des das equagdes

diferenciais supracitadas, (3.1.15) e (3.1.16), sdo dadas por

f(uy) = ay cos(B+/cuy) + by sen(B\/Eul)—k%, (3.1.17)

L
g(u2) = ap cosh(a/cuy) + by senh(ot/cuy) “ap (3.1.18)
Agora, observando que as func¢des e W independem de L, entdo, podemos supor, sem
perda de generalidade, que L = 0. Além disso, a condicdo algébrica adicional (3.2.31) nos da

2
[ (u)?+ 18" (2)]* = ¢ [(f(”l) +g(up))* — (—Ef(ul) ~ % elwy) +L) . (3.1.19)

o B

e as derivadas de f e g s@o

f(uy) = —a1Bv/csen(B/cuy) + b1 B+/ccos(B/cuy),
g (up) = aya/csenh(ov/cuy) + byan/ccosh(a/cuy).
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Em particular, de (3.1.19), obtemos que

—c|(a+a)? - (-%m - %az)zl

2
b2ﬁ2+b2a —a1+2a1a2—l—a2 (g a1+2a1a2+ﬁ2 )

2 2
=)o (1-5)

ﬁ bl +a2b% ﬁzal +(X (12

c(bip* +b30)

Portanto,
B2 (b +a}) = o® (a3 — b3). (3.1.20)

Afirmacao. Se a% + b% =0, entdo a superficie X é congruente a X.
Demonstragdo da Afirmagdo. Se a% + b% =0, entdo a; = b; = 0. Pela condicao (3.1.20),

temos que b, = *a,. Substituindo em (3.1.17) e (3.1.18), obtemos

f=0
g(u2) = ap cosh(a/cuy) & ap senh(oty/cuy)
eaﬁuz _|_ e—a\ﬁuz eOC\/Euz _ e—OC\/Euz
=ap + 5

2

= azeia\ﬁuz.

Usandos as expressoes conhecidas da Observacgao 2.1 para o cdlculo das formas duais @; e
das curvaturas principais —ii, com i = 1,2, verifica-se facilmente que @ = ®, @ = —my,
A=A ey =—N. Portanto, I =T e I =1I, o que mostra o resultado desejado. O

Supondo a +b? # 0, é claro que a? + b7 > 0, além disso, B> > 0 pois B > 0, daf
ﬁz(b +a1) > 0. Como o > 0, segue-se entio, pela condi¢io (3.1.20), que a2 b2 > 0.
A partir de (3.1.17), obtemos

sen(fB+/cu)

F) =SB 57 | cos(Bau) +
(u1) 1 +b1 m 1) m
= y/a? +b?} [senAcos(B+/cuy )+ cosAsen(B+/cuy )]

=y/a? +bisen(B/cus +A).

(3.1.21)
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E de (3.1.18) e (3.1.20), obtemos também

b
g(ux) = /a5 — b3 LR cosh(av/cup) + - senh(oty/cuy)
2 b2 a2 _ b2
a; —b; 279

= \/a3 — b3 [coshBcosh(ay/cuz) + senh Bsenh(ay/cu)] (3.1.22)

= /a3 — b} cosh(o/cur + B)

=/a?+ b%g cosh(o/cuz + B).

Com A e B constantes reais tais que

b
senA = L, COsSA = —l,
,/a%—i—b% \/a%—l—b%
b
coshB = L, senhB = 2

[ 2 12 2 12
a; — b3 a; — b3

Agora, observe que as aplicacdes W, Q, Q; e Q, possuem a% + b% como fator comum
e, por consequéncia, a expressao de S, dada por (2.3.4), tem como fator o niimero a% + b%.
Substituindo W, Q, Q;, Q; e S em (2.3.3), vemos que a% + b% e 4\ /a% + b% desaparecem da
expressio de X por meio das operacdes presentes na propria expressio. Sendo assim, de
(3.1.21) e (3.1.22), consideramos simplesmente

F(ur) = sen(B~/u1 +A), (3.1.23)
g(up) = gcosh(a\/zuz +B). (3.1.24)

A primeira e a segunda formas fundamentais da superficie X sdo invariantes por uma

A B
mudanca de coordenadas de (uj,up) para (ul — ﬁ—,uz — W) Portanto, podemos
c c

supor A = B =0 e as expressdes em (3.1.23) (3.1.23) tornam-se iguais a da primeira linha
de (3.1.4) e a da primeira linha de (3.1.5), respectivamente. Para o caso ¢ < 0, argumentos
andlogos mostram que f e g sdo dadas pela segunda linha de (3.1.4) e pela segunda linha de
(3.1.5), respectivamente.

O

A seguinte proposi¢ao analisa os fins do tipo horosfera e as curvas de singularidades da

superficie plana X fornecida no teorema anterior,
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Proposicao 3.1. As superficies planas X obtidas no Teorema 3.1 tém fins do tipo horosfera

mergulhados e completos nos pontos correpondentes a

(BL\/E(j—F%),O), sec>0, e <O,%(j+%)), sec<0, (3.1.25)
a+/|C

onde j é um nuimero inteiro qualquer. Além disso, as superficies planas X possuem curvas

de singularidades correspondentes a
f+(1—a)g=0, sec>0, e f+(1+a)g=0, sec<O. (3.1.26)

Demonstragdo. Pelo Teorema 2.9, os fins do tipo horosfera mergulhados completos sdo os
pontos (u1,uy) € U C R? tais que (W2 — Q?)(uy,us) = 0. Substituindo nesta tltima equagio
as expressoes ja conhecidas de Q e W, dadas por (3.1.11) e (3.1.14), obtemos em (u,u)

0=w?-Q?
z( ﬁf—gg)z—(erg)z

o/ 5
o " 5 2 2
=2 +2fg+ﬁg —f =2fg—¢

(5

— B2 — o2

2

Por hipétese, o, 3 > 0. Entdo, para ¢ > 0, obtemos
0 — ﬁ2f2 _ a2g2
) 2/32 2
=B~ sen*(B/cuy) — o Wcosh (a/cup)
= B?[sen®(B+/cuy) — cosh?(av/cuy)),
18to é,
sen’(B+/cuy) — cosh?(ay/cu) = 0. (3.1.27)

E simples constatar que tal equacio trigonométrica tem como soluc¢io os pontos (u(l), ug) da

forma
1

Y/ . .
M?ZB—\/E(J+§> e M(Z)IO, JjEZ.
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Novamente, por hipétese, &, B > 0. Entdo, para ¢ < 0, vemos que

B%f?—a’g —Bzﬁzcoshz(ﬁ lc|uy) — a® sen? (o0 |c|uy)

= a*[cosh?(B+/|c|ur) — sen?(ar/|c|uz)] = 0,

isto €,
cosh?(B+/|c|u) — sen?(a\/|c|uz) = 0. (3.1.28)

Os pontos (ul , u2) que satisfazem esta equacgdo sdo da forma
0 0 T . .
uy =0, ¢ uy=—~=\(j+=), JjEZ
a/|c| 2

Lo B B

ﬁ_?__l’ o,fB>0eAi = po implicam em 1——=—ﬁ2, Le.,

a2
2 _ [32 [32_ 2 B 2 . ~
14+ B“==—,ouseja, — =1+ > 1, logo—— 1+ p%>1,ie., |A| > 1. Entdo, sob

as hlpoteses do Teorema 2 9, concluimos que as curvas singulares de X sdo dadas por

Observemos que

0=W?2+Q? 2L, QW

:(_E —%g>2+(f+g)2+2ﬁ<f+g> (—g —%8)

B2 B2
2f +2fg+ﬁzg +fP+2fg 48— a2 —2fg—2
2 2
(o) () ()

=—B*f*—a’g* —2Bfg
= —BA(f*+2fg)— B¢+ B¢ — a’s’

2
Bzgf 2¢°

=—p*(f+8)’+B%¢
=—pAf+8)’+& (B~ )
22
- —ﬁ2<f+g>2+g2<ﬁ2—a2>%
1
— B0+ (ga g ) B
= PAf )+ B

=—P*(f+8)—a’s’],
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ou seja,
(f+g)?—a’g®> =0, (3.1.29)

que equivale a
[(f+8&)—agl[(f +g) —ag] =0, (3.1.30)
se, e somente se, (f+g) —ag=0ou (f+g)+ ag=0. Isto é:

l. f+(1—o)g=0,onde

sen(ﬁ\/Eul)—l—(l—oc)gcosh(oc cup), sec>0,c#1,

%cosh(ﬁ lclur) + (1 — &) sen(otr/|cuz), sec <0,

f+(l-a)g=

2. f+(1+a)g=0,onde

sen(ﬁ\/zul)—k(l—i—a)gcosh(a cuy), sec>0,c#1,

%cosh(ﬁ lcluy) + (14 o) sen(a\/ﬂuz), sec < 0.

f+(1+a)g=

]

Como podemos observar, o Teorema 3.1 fornece uma familia a 1-parametro de superficies
planas no espago hiperbdlico, obtidas por uma transformacdo de Ribaucour. O préximo
resultado garante que esta familia contém uma classe de superficies que sdo periddicas em

uma de suas varidveis e completas no infinito.

Proposicao 3.2. Considere a familia de superficies planas em H? dada pelo Teorema 3.1. Se
c>0e

c= % com n% € Q\{1} irredutivel, (3.1.31)

entdo:

. .. g .. , 2mmn
i) a superficie é periddica na varidvel uy, com periodo T;
ii) existem 2n fins do tipo horosfera mergulhados e completos;
iii) as curvas de singularidades descritas por (3.1.26) estdo contidas em um conjunto

compacto,

iv) existem dois fins completos de indice geométrico m dados por limites quando uy — =oo.
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Demonstragdo. Seja X a parametrizacdo da familia de superficies dada por (3.1.3), com

n
C:—z,

onde as fungdes f e g sdao dadas por (3.1.4) e (3.1.5), respectivamente. Pelo Teorema

2.8 en%)ela Proposi¢@o 3.1, verifica-se as propriedades i) e ii). Com relagdo a propriedade iif),

segue-se das expressdes das fungdes f e g e do fato de X ser periddica na varidvel u.
Agora, provaremos que as superficies X possui dois fins completos quando u, tende a

400, Ora, considerando a superficie no modelo do semi-espaco de H?,

X! X2 1
_ (7l 72 53y _
Z=(2",2°,7°) = (XO—X3’XO—X3’XO—X3>’ (3.1.32)
€ possivel mostrar que
li ! = li =0 (3.1.33)
B O RS s .

De fato, a partir da equagdo (2.3.3), temos que

o - 202 200 20W
X% (1+T) (X0 —x) - 2R x0 - x3) + 2L (NN,

onde X, Q,, Q, W, S sdo dadas por (3.1.1), (3.1.12), (3.1.11), (3.1.14) e (2.3.4), respectiva-

mente, com L = 0. Consequentemente,

0~ 1 202 200, 20W
XO _X3 — —Quy | .
© <a+ s * S i BS >

Uma conta simples nos permite concluir que

. Q2 1 . QO NG . QW 1
lim —=-—%+—, lim —=+———, lim =— .
m—teo § (c—1)o2" ke § (c—1o’ wm—teo § (c—1)ap
Portanto,

lim (X°—X3)=h% lim e %2,
u2—>ioo uzé;too
onde AT é um ndmero real ndo-nulo. Com isso, sdo validos os limites em (3.1.33) e,
consequentemente, os fins correspondentes a u, — oo s3o completos.

Para provar que estes fins t€ém indice geométrico m, observamos, antes, de (2.3.3) e de
(3.1.1), que

X' = Pcos(Bur) + Qsen(Buy), X*=—Qcos(Bu;)+ Psen(Buy),
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onde
1 20 202
P=—— if e O0=——.
B S S
Além disso, lim P = | eqg:= lim Q= Portanto
’ up—r—too o B q-= Uy —>too o (C — 1)(2+ 062) ' ’

X! X2
s (XO—X3’X0—X3) -
oe% /] 1
uzlgioo SE <E cos(Buy) +qcos(Buy), —gcos(Buy) + B sen(ﬁu1)> .
2mm , L.
Como 0 <up < T’ concluimos que os fins correspondentes a up, — too tem indice m.

Observando o modelo da bola de Poincaré, o fim correspondente a u, — oo vai para (0,0, 1)
e o fim correspondente a up — —oo vai para (0,0,0).
[

4
Figura 3.1 Perspectiva, Superior e Interna para o = 3 n=2m=1.

|
=

Figura 3.2 Perspectiva, Superior e Interna para ot = -, n =3, m

4
5
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I
e}

Figura 3.3 Perspectiva, Superior e Interna para ¢ = -, n =3, m

TS

I
—

Figura 3.4 Perspectiva, Superior e Interna para o = -, n =4, m

4
5

As figuras acima sao uma representacao grafica das transformadas obtidas a partir do

cilindro no modelo da bola de Poincaré para o espaco hiperbdlico H3. Mais especificamente,
a Figura 3.1 fornece uma superficie plana de H? com as suas vistas superior e interna,
associada ao cilindro por uma transformacao de Ribaucour, peridédica em uma variavel e
parametrizada por (3.1.3) com @ =4/5, n =2 e m = 1. Tal superficie possui seis fins
mergulhados, dos quais quatro sdo do tipo horosfera.

A Figura 3.2 exibe uma superficie plana de H? com as suas vistas superior e interna,
obtidas por uma transformac¢do de Ribaucour para @ = 4/5. Observe ainda que, pela
Proposicio 3.2, escolhendo-se a constante de Ribaucour na forma ¢ = n? / m?, comn=3e
m = 1, a superfice em questdo apresenta periodicidade na varidvel u;.

A Figura 3.3 também apresenta uma superficie plana de H? com as suas vistas superior e
interna, obtidas por uma transformacao de Ribaucour para @ =4/5,n =3 e m = 2, sendo
também periddica em uma de suas varidveis. Observe a mudancga da Figura 3.2 para a Figura
3.3 com a alteracdo do indice geométrico m. Ambas as superficies apresentam oito fins

mergulhados, sendo seis deles do tipo horosfera.
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A Figura 3.4 apresenta uma superficie plana de H? obtida por uma transformacao de
Ribaucour para o cilindro em H?>, bem como as suas vistas superior e interna. Ela é periddica
em uma variavel e parametrizada por (3.1.3), com o =4/5,n =4 e m = 1. Tem-se dez fins
mergulhados, dos quais oito sdo do tipo horosfera.

Observamos ainda que, em geral, para valores de ¢ diferentes da forma expressa em
(3.1.31), a superficie obtida ndo € periddica em uma de suas varidveis e possui infinitos fins

mergulhados do tipo horosfera (veja Proposicdo 3.1).

3.2 Transformacao de Ribaucour para superficies planas

de rotacao sem singularidades isoladas

Nesta secdio, consideramos inicialmente superficies planas de rotacio em H> sem singu-
laridades isoladas, conforme o Exemplo 1.2. Além disso, observamos que tais superficies

sdo parametrizadas por linhas de curvatura. Estudaremos o seguinte resultado:

Teorema 3.2. Considere M uma superficie plana de rotagdo sem singularidades isoladas

em H3 C L4, parametrizada por linhas de curvatura,

1 € 2 o
X(uy,up) = (ﬁ cosh(eaup, — B) + gcosh (% +ﬁ> g cosh ¢ cos %,

2 ouy 1 a Euy
— Zcoshgsen 21— senh(eauy — B) + - senh (— ) . (321
o S0 ¢ sen 5 o sen (eauy — B) + 5 senh (— +p > (3.2.1)

com primeira forma fundamental dada, segundo a Proposigcdo 2.3, por 1 = cosh? o du% +

senh” ¢ du%. Considere ainda o vetor normal unitdrio de M dado por

1 € 2 o
N(uy,up) :(asenh(eauz—ﬁ) —I—%senh (%4—[3) Ty senh(pcos%,

2 (04751 1 a Euy
— Zsenhgsen b~ cosh(eaur — B) + = h(— ) 22
s ¢ sen 5 g €O (eauy ﬁ)+acos . +B ), (3.2.2)

onde

e(1—a? e(1+a?
a:w, (p:%uz, e==+1 com €(1—a*) >0, (3.2.3)
a a

e, sem perda de generalidade, consideramos a > 0 e a # 1, sendo

1
1+d2

B = [(1—a®)log(e(1 —a?)) +24*logal.
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Entdo, a familia de superficies planas em H? c L4 ( ndo-congruentes a M) associada a X

por uma transformagdo de Ribaucour, como no Teorema 2.7, é dada por

/' _bf+g
coshg ~ ' senh¢

_ 2¢(T cosh ¢ — g’ senh @)
T e @

e(14a?)

QX +WN —

X!, (324)

onde c € R\{0,1}, b= ,e=+x1come(l—a*) >0, ¢ =buy,

1 1
Q= —(Tcosh¢ —g'senh¢p), W = —(—Tsenh¢+g'coshg), T =cf+bg+L (3.2.5)
c c

e as funcdes f(uy) e g(uy) sdo dadas por:

i) seb>—c=0, entao L+0 e

2 2
u u
fluy) :L?1+c1u1 +co, g(un) :bL?2+C2u2+C3, (3.2.6)
com
b*ct + 5 — L[L+2b(bcy + ¢3)] = 0; (3.2.7)

i) seb>—c>0, entdoL=0e

f(uy) =sen(v/b?—cuy), (3.2.8)

Ve cosh(vVb2—cus+B), sec>0,
gluz) = (3.2.9)
v/ —c senh(\/b%2 —cuy+B), sec<DO,

onde B ¢ uma constante real;

iii) se b>—c<0, entdoL=0e¢
f(uy) = cosh(q/|b%2 —c|luy), g(uz) =+/csen(y/|b*—c|u+B), (3.2.10)

onde B é uma constante real.

Além disto, a superficie X é regular sobre o seguinte conjunto

U ={(u1,uz) € R ur >0, [T? — (¢")*|{[T*+ (¢')*]senh ¢ — 2T g’ cosh¢ } #0}. (3.2.11)
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Demonstragdo. Seja M uma superficie plana de rotacdo parametrizada por linhas de curva-
tura tal como em (3.2.1), cujas primeira e segunda formas fundamentais sdo dadas por (veja
Proposicdo 2.3):

1= cosh® ¢ (uy,up) duf + senh® ¢ (uy,up) du3,
IT = +senh(20 (u,uz)) (du? + du3),

onde ¢ (u1,uy) é a funcdo harmonica associada a superficie dada em (3.2.3).
A fim de obtermos novas superficies planas de H? localmente associadas a M por uma
transformacdo de Ribaucour, iremos resolver o sistema de equacdes diferenciais parciais

de primeira ordem, proveniente do sistema (2.3.15), onde a; = cosh ¢, a; = senh @, e as
senh ¢ el cosh ¢

curvaturas principais sdo A; = cosh o ) = e’ ou seja:
afj = cosh¢ €, 892 — senh¢ Q, (3.2.12)
g—fZ = —senh¢ Q, 3—3; = —cosh¢ Q, (3.2.13)
%i: ail (senhg) - 1h¢ (32.14)
(Z?guzlz dur 9, (cosh§) senh @ Ly, (3.2.15)
?9211 _ senlh¢ aiz (cosh¢) Qy+c (Q +W Eg) cosh @, (3.2.16)
?9222 = _coslh(p ail (senh¢) Q +c( EZ) senh . (3.2.17)

As solugdes do sistema, Q, Qp, Q e W, satisfazem também a condi¢do algébrica adicional
dada por (2.3.2), isto &,
QI+ Q% =c(Q2—W?),

para qualquer constante ¢ ¢ {0, 1}.
Observe inicialmente que, como @ (u1,uz) = buy, temos @, (u1,uz) =0e @y, (uy,u2) =b.
A equacdo (3.2.14) fornece

00, 9 | 20 1

=90 enh(p)cosh(]) 2708 ¢8u1 cosh @

Q, =0.
8u2 8u1
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Enquanto a equagdo (3.2.15) fica

o0Q 0 1 ap 1
i A h Qi =senh¢d — —Q = bQ;.
duy 8u2(cos (P)senhq) 1 = senh¢ duy senh ¢ ! !
Ou seja,
Q Q
9 _y . Q:bgl. (3.2.18)
81/!2 81/!1

Integrando estas duas dltimas equacgdes, obtemos que, existem fungdes reais diferencidveis

f(ur) e g(uz) tais que
Ql(ul,ug) = f/(ul) e .Q.z(ul,uz) = bf(ul) —|—g(u2). (3.2.19)

Substituindo as expressdes de Q; e Q» nas equacdes (3.2.16) e (3.2.17), obtemos as seguintes
EDO’s:

f"(u1) = —[bf(ur) + g(u2)]b+c(Qcoshg +W senh ¢), (3.2.20)
g’ (uz) = c(Qsenh ¢ +W cosh¢). (3.2.21)

Como ¢ € R\{0,1}, temos [ +b(bf +g)] :

— = Qcosh ¢ + W senh ¢. Multiplicando ambos
c

os lados por cosh ¢, obtemos

%[f” +b(bf + g)]cosh¢ = Qcosh? ¢ + W senh ¢ cosh ¢. (3.2.22)

1
Mas, de (3.2.21), temos que W cosh ¢ = —g’ — Qsenh ¢. Substituindo em (3.2.22), vemos o
c

seguinte

1 1
~[f" +b(bf+g)]coshg = Qcosh® ¢ + (—g’ — Qsenh¢) senh ¢
c C
2 1 ! 2
= Qcosh” ¢ + —g senh ¢ — Qsenh” @
c
1
— Q(cosh® ¢ —senh®§) + —g’senh ¢
c
1
=Q+ —g'senh¢.
c

Portanto,
Q= %{[f”+b(bf+g)]cosh¢ —g'senh¢}. (3.2.23)
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Agora, multiplicando a equacgdo (3.2.20) por senh ¢, vemos que
[f" +b(bf +g)]senh ¢ = c(Qcosh @ senh ¢ + W senh? ¢). (3.2.24)

Como, por (3.2.21),
cQsenh¢ = g’ — cW cosh ¢.

Substituindo na equagdo (3.2.24), obtemos

[f" +b(bf +g)]senh ¢ = (g’ — cW cosh¢) cosh ¢ + cW senh? ¢
= g’ cosh ¢ + cW (senh? ¢ — cosh? ¢)
=g'cosh¢ —cW.

Dai,
W= %{—[f”er(bf—Fg)]senh¢+g’cosh¢}. (3.2.25)

Usando (3.2.23), podemos derivar a expressao de £, vista em (3.2.23), com relacdo a u;

2Q 0
S (L bor + g cosho — ¢ senn)

1
= ;{[f"' +b(bf")]cosh¢ + @y, senh @[ +b(bf +¢)] — & ¢u, senh ¢ }
1
= —(f" +b*f")cosh .
c
2Q
Por outro lado, a equagdo diferencial em (3.2.12) também nos mostra que e cosh@Q =
uj
1
—(f" +b*f")cosh¢ = cosh¢ f'. Ou seja, [ =
c

—(b2 —c¢)f’. Integrando esta dltima igualdade com relagdo a u1, encontramos a EDO linear

cosh¢ f'. Com isso, vale a igualdade

de segunda ordem
fM(un) + (0 =) f(ur) = L, (3.2.26)

onde L € R é uma constante de integracao.
Similarmente, podemos usar (3.2.12) e derivar Q, dada por (3.2.23), com relagao a u,,

para obter

Q Jd [1
S (4 +bles + g cosho — ¢ senno}

= % (bg' cosh @ + ¢y, senh ¢ [f" + b(bf + g)] — g" senh ¢ — ¢, cosh ¢g”)
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= [b*(bf +g) senh ¢ + bsenh ¢ f” — g” senh ¢]

! [b*(bf +g)+bf" —g"] senh¢.

T e
0Q 1
Por outro lado, e senh 9 Q, = senh ¢ (bf + g). Dai, E[bz(bf+ g)+bf" —g"]senh¢ =
2
1 b?
senh ¢ (bf + g). Donde, E(bf” —g") = (1 - ?) (bf+g). Logo, g" = bf" — (c—b*)(bf +
g). Equivalentemente, b[f” + (b* —c¢)f] = ¢’ + (c—b*)g =g’ — (b* — ¢)g. Usando (3.2.26),
concluimos que
g (u2) — (b* — ¢)g(up) = bL. (3.2.27)

Além disso, as equacdes de (3.2.13) sdo trivialmente satisfeitas. De fato, pois, para a primeira

equacao, temos

W _d (1
du;  Juy

_ %(—[f”’ + B2 f) senh ) — B, coshO[f” +b(bf +g)] + du, senh dg')

— —%[f”l—f—bzf/] senh(Z)

[f" +b(bf +g)]senh ¢ + g’ cosh ¢)

C

1
= cf'senh¢, (usamos (3.2.26))
= —f'senh ¢
= —Qsenh¢,

Quanto a segunda equacao de (3.2.13), temos

oW 0 1 1 /
90 = o0 (——[f +b(bf+g)|senh¢ + g cosh¢>

C

= %(—bg/ senh @ — @y, cosh@[f” +b(bf +g)] +g" cosh¢ + ¢,,¢’ senh @)
(—=bf"cosh¢ —b*(bf +g)cosh¢ +g" cosh¢)

(=bf" cosh¢ — b>fcoshg —b*>gcosh ¢ + g cosh @)

O l=a =

= —%cosh¢) b(f"+b*f) +b*g—g"]
- —%cosh(}) [b(L+cf)+b*¢—bL— (> —c)g]

_ —%cosh(]) c(bf +2)]
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= —Qpcosh¢.

Com relagdo 2 condigdo adicional (2.3.2), QF 4+ Q3 = ¢(Q? — W?), podemos reescrevé-la

da seguinte maneira

(7Y (b +2)° = ¢| 7" +b(bf +8)]cosh —g'senh)?
) (3.2.28)
= {=[/"+b(bf +g)]senh ¢ + ¢ cosh ¢} |.

Vamos, agora, calcular as parcelas do lado direito da equacao (3.2.28). O primeiro quadrado
fica

{[f" +b(bf +g)]cosh¢ — g'senh ¢ }* =

(3.2.29)
= [f"+b(bf +g))>cosh’ o —2[f" +b(bf +g)]cosh ¢ g’ senh ¢ + (g')* senh” ¢.
O segundo quadrado fica
~[f he +g cosh¢}? =
{=1f"+b(bf +g)]senh ¢ + ¢ cosh g} (3.230)

= [f"+b(bf +g))*senh? ¢ —2[f" +b(bf +g)]senh ¢ g’ cosh¢ + (g')? cosh? ¢.

Tomando a diferenca entre (3.2.29) e (3.2.30), chegamos a

7P+ (bf 8 = ¢ 1"+ b(bS + ) (cosh® 0 —seni 9) + (' (senh® 6 — cos® 9))

= LU +b(bf +2)P ~ (&)

Relembremo-nos ainda que "+ b(bf +g) = L+ cf + bg. Por conseguinte, a condigio
adicional fica

c(f)+(g)? +e(bf +8)* —(cf +bg+L)* =0. (3.231)
Definindo T = cf + bg + L, verificamos que as funcdes Q e W sdo dadas por (3.2.5). Com

isso, temos também a seguinte relagao

Q> —w?= Ciz 72— (g')?]. (3.2.32)
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Segue do Teorema 2.7 que a superficie X é dada pela expressdo em (3.2.4). De fato, basta
substituir Qp, Q,, Q, W e § na equagdo (2.3.3). Veja:

i 202 20 (&

i=1

2Q 2
=X+ |- Y Qe+ WN
i=1
2¢(T cosh¢ — g’ cosh @) f bf+g
QX+WN——_x, - L8
(c—1)[T?—(g)?] * coshg ~ "' senh¢ ~ 2|’

. X,, X, \ . o
pois < e; = , ey = ¢ o referencial mével ortonormal tangente a M e {®; =
cosh @ senh

cosh¢ duy, w, =senh¢ duy} é o correferencial correspondente de M. A primeira forma
fundamental de M é dada por I = (1)12 + (1)22 Pela Observacdo 2.1, o referencial dual € expresso
por

WA+ QT4 20,QW WO 20L,0W
= W2_O2 = W2_O2
Reescreveremos estas 1-formas em termos da funcgdes f e g usando as relacoes (3.2.23) e

W (3.2.33)

(3.2.25). Temos, inicialmente, que

W2+ Q? = —[(—Tsenh¢ + g’ cosh)? + (T cosh ¢ — g’ senh ¢)?]

1
-2
1
= [T? senh? ¢ — 2Tg' senh ¢ cosh ¢ + (g')? cosh? ¢
c
+T?%cosh? ¢ —2Tg' cosh ¢ senh ¢ + (g')* senh? ¢]
1
= —2{(senh2 ¢ +cosh? ¢)[T? + (¢')?] —4T¢' senh¢cosh¢}.
c
2
2MQW = S A1 (T cosh¢ — ¢'senh ¢ ) (—T senh ¢ + g’ cosh )
c

2
= C—zll (—T?cosh¢ senh ¢ 4+ T'g’ cosh? ¢ + g'T'senh? ¢ — (g')*>senh ¢ cosh ¢)

- szz'l [—senh ¢ cosh¢(T% +(g')?) +Tg'(cosh® ¢ +senh” 9)].
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Logo,

1
W2+ Q% 421, QW = {[T2 + (g')?](senh? ¢ + cosh? ¢) — 4T g’ senh ¢ cosh ¢

_ 2 2 | (N2 / ,senh’ ¢
2senh” @[T~ + (g')°]| +2Tg senh ¢ coshd +2Tg
cosh ¢
1
=5 { T2+ (g')?](senh? ¢ + cosh? ¢ — 2senh? )
T senh ¢ cosh? ¢ B senh? ¢
& cosh ¢ cosh ¢
{2, oy oo senhd
=T —2Tg >~
2w -yt
1
= ST+ (g2 —20Tg.
(3.2.34)
1
Como sabemos que W2 — Q2 = 6—2[(8/)2 — Tz]. Portanto,
o —2MT
o — () 2MTg (3.2.35)

1.
T2 — ()2 1
Analogamente,

1
W2+ Q2 +20L,QW = - { (T2 + (g')?](senh? ¢ + cosh? ¢) — 4T g’ senh ¢ cosh ¢
c

cosh3 [
enh ¢ }

—2cosh? ¢[T? + (g')*] +2T¢ cosh ¢ senh ¢ +2T'g'

= 6—12{ (T2 + (¢')*](senh? ¢ + cosh? ¢ — 2cosh? )

,(senh®>¢@cosh¢  cosh’ ¢
senh ¢ senh ¢

:%{—W%uwﬂ+ﬂy

cosh ¢
senh @ }

=——[T2 +(¢)? —24T¢].

Portanto,
T2+ (g')* —2M,Tg'

T2 — (g/)z

@ = (3.2.36)
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Agora, vamos calcular as curvaturas principais, —A; e —A, de M. No capitulo anterior,

Observacgdo 2.1, vimos que

20W +4,(W?2+Q%)
20WA+W24+Q2 7 =

Ai =
Como A1 A, = 1, segue também que

20W + (W2 +Q?)
C20WAL+ W2 Q2
20WA; + W2+ Q2 A
B M ' 2QW + (W2 + .Qz)ll
O 20WA + W2+ Q2
TO20W (W2 Q24

-

(3.2.37)

Ja conhecemos de (3.2.34) a relacao
QMOW + W2+ Q% = clz[T2 +(g)?—2MTg).
Além do mais,
20W + A (W2 4+Q?) = Ciz{—2 senh ¢ cosh ¢[T2 + (g)?] + 2T ¢’ (cosh? ¢ + senh® )
+ M1 [T? + (g')?](senh? ¢ + cosh? ¢) — 41, Tg' senh ¢ cosh ¢ }

1
= 2{—2 senh ¢ cosh ¢ [T2 + (g')?] + 2T g (cosh? ¢ + senh? ¢)

senh’ ¢
cosh ¢

+ [T2 + (g/)Z] < + senh ¢ cosh ¢) — 4Tg/ senh? ¢Tg/}

3
= Ciz{ [T+ (g')’] (S:;g;lq;p + senh ¢ cosh ¢ —2senh ¢ cosh (p)

+2Tg'(cosh? ¢ +senh? ¢ — 2senh? §) }

senh ¢ N 2Tg’}
cosh ¢

—2{ -

= ST+ (¢ M+ 278
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De posse da relagdo fornecida em (3.2.37), concluimos que

72+ ("M —2Tg  ~  T*+(g)?—2MT¢
T2+ (¢')? —2MTg 2T ()M - 2Tg

A = (3.2.38)

Pelo Teorema 2.7, a superficie X, localmente associada a X por uma transformacio de Ri-
baucour, é regular sobre o conjunto U = {(u1,u) € U; (W? — Q?)(Q*+ W2 + 24, QW )(Q? +
w24+ 2A,QW) # 0}. Substituindo as expressdes Q1, Qy, Q e W, vistas em (3.2.19), (3.2.23)
e (3.2.25), respectivamente, escrevemos o conjunto sobre o qual X é regular da seguinte

forma:

U = {(u1,u2) € R% ur >0, [T> — (¢")?][(T? + (¢')*) senh ¢ — 2T g’ cosh 9] £ 0},

que € a expressdo dada por (3.2.11).

Voltando as equacdes diferenciais ordindrias (3.2.26) e (3.2.27), exibiremos agora as suas
solugdes analisando os trés seguintes casos: quando b*> — ¢ = 0; quando b> — ¢ > 0; e quando
b —c <0.

Caso L. Quando b* — ¢ = 0.

Neste caso, temos f”(u1) = L e g’ (uy) = bL. Integrando a primeira equacdo com respeito
a uj, obtemos
f(uy) =Luj+cy.

Integrando novamente, obtemos a funcdo f(u;) de (3.2.6). Isto é,

2

u
flup)=L 31+C1M1 + co,

sendo cp,c| constantes de integracao.
Analogamente, integrando a segunda equacdo diferencial dada inicialmente, obtemos

g(up) de (3.2.6). Isto é,
2

Uu
g(up) = bng + coup +c3,

com ¢2,c3 € R constantes. Com isso, podemos reescrever a condi¢cdo algébrica adicional

(3.2.31) da seguinte forma

0=c(f)*+ (") +c(bf+8)*— (cf +bg+L)*

2 2 2
u u
= c(Luy +c1)2 + (bLuy +cz)2 —l—c(bL?1 ~+ bcyuy + bey ~|—bL?2 + coup +C3>
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2 2 2
— (CL% +cciuy +cco+ sz% + bcyuy + bes + L> .
Em particular,

0= cci 43 +c(bco+c3)* — (cco+bey + L)?
= cc + 3+ c(b*ch + 2bcoey + ¢3) — (2§ 4 2cco(bes + L) 4 (bes +L)?)
= cc% + c% + cbzc% +2bccocs + cc% — czc% — 2ccobez —2ccoL — b2c% —2bc3L— L2
= cct + 5+ cc§(b* — ¢) — 2ccoL+ 3 (c — b?) — 2bc3 L — L*
= cct +¢5 — LIL+2b(bco + ¢3)] = b*c} + ¢ — LIL+2b(bcy + ¢3)),

o que verifica (3.2.7).

Afirmacio 1. Se b> —c =0 ¢ L =0, entdo a superficie X associada a X, via transformag¢do

de Ribaucour, é congruente a X.

Demonstragdo da Afirmagdo 1. De fato, se L = 0, entdo a equagdo (3.2.7) que relaciona as
constantes de integracao reduz-se a bzc% + c% =0. Como b # 0, segue que c; = ¢, = 0. Com
isso, as funcdes f e g sdo constantes iguais a cq e c3, respectivamente. Por (3.2.35), (3.2.36)
e (3.2.38), vemos que @ = — @y, @ = Wy, A1 = A1 e Ay = A,. Portanto, [ =1 e [l = II, onde
Iell, 1e1l indicam as primeiras e segundas formas fundamentais de X e X, respectivamente.

Isto prova a Afirmacéo 1.
Caso II. Quando b>—c>0.

Neste caso, as solugdes das equagdes diferenciais (3.2.26) e (3.2.27) sdo dadas por

f(uy) = ajcos(\/b? —cuy) + by sen(\/ b2 — cuy) + R
./ bL
g(u2) = ay cosh(V'b? — cup) + by senh(V'b? — cup ) — (3.2.40)

b2 —c’

(3.2.39)

comaj, a>, by, by € R constantes.
Afirmacao 2. Se b*—c> 0, entdo, sem perda de generalidade, consideramos L = 0.

Demonstragdo da Afirmagdo 2. Por (3.2.5), temos T (uy,up) = cf (uy,up) + bg(uy,up) + L,
que nao depende de L. Consequentemente, as funcdes Q e W também nio dependem de
L. Observando as expressoes de (3.2.19), concluimos o mesmo para as aplicacdes Q| e Q.
Portanto, X ndo depende de L. Sendo assim, podemos considerar, sem perda de generalidade,

L = 0. Isto prova a Afirmacao 2.
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Agora, veremos como fica a condi¢ao algébrica adicional dada em (3.2.31):

/(Ml =vb —aj sen( \/bz—cul)—f—bwos(\/ bz—Cul)]a
g (up) = \/b% — ¢ [azsenh(\/b2 — cup) + by cosh(v/b2 — cu)],

c(f)? = (b*—c) [ca% sen(v/b2 — cuy) — 2caiby sen(v/b2 — cuy) cos(v/b2 — cuy)
+ cb? cos (\/Eul)],

(&")2 = (b* — ¢)[a? senh?(v/B2 — cun) + 2azbs senh(v/b2 — cup) cosh(v/b2 — cup)
+b§cosh2(\/m:42)].

c(bf +8)% = c(b*f*+2bfg+g%) = cb*(ad cos? (Vb2 — cuy)
—|—2a1b1cos(\/ﬁu1 ) sen( \/——cu1)+b1sen \/Eul))
—|—2bc[a1azcos(\/Eul)cosh(\/m:tz)
+a1bzcos(\/lﬂu1 senh \/——cuz)
+b1azsen(\/ﬂu1 cosh \/——cuz)

—|—b1bgsen(\/Eul senh \/—cuz)
+ c[a3 cosh (\/Zﬂuz) +2axb; cosh(\/bz——cuz) senh(\/ﬂuz)
+b3 senhz(\/Euz)],

(cf +bg)? = A f*+2cbfg +b7g* = H(at cos® (Vb2 — cuy)
+2a1blcos(\/bz——cu1)sen(\/ﬁu1)-I—bl sen (\/ﬁul))
+2cb[a1azcos(\/Eul)cosh(\/ﬁuz)
—i—albzcos(\/mul)senh(\/Euz)
+b1azsen(\/bz——cu1)cosh(\/Eu2)
+b1bzsen(\/Eu1)senh(\/Eu2)]

+ b?[a3 cosh?( \/Euz) + 2ayb; cosh( Vb —¢ up) senh( \/Euz)
+b3 senh2(\/l72——cu2)].

Assim, somando os termos supracitados e observando que L = 0, deparamo-nos com as

seguintes expressoes

0=c(f")+ (&) +e(bf +8)* — (cf +bg)?
— sen’(\/b? — cul)lca% (b* —¢) +cb*b} — czbﬂ

-~

c(bz—c)(a%—kb%)
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+ cos?(Vb? — cuy) [cbl (b* —¢) +cb*af — cza%]
c(b?— c)(b%-i— )

+sen(\/ﬂu1)cos(\/mM)[ 2carby (b* — ¢) +2cb*arby — 2c%a by
(B2 —¢)|~2carhy +2ca;b1]=0 ’
+senh?(vV/b2 — cur) [dB(D* — ¢) + cb? — b2b]
T eoan
+cosh2(\/Eu2) [b3(b* — ¢) 4 ca} — b*a ]
T rona

+ senh(\/ b? — Cuz) COSh(\/ b? — Cuz) [2(12172 (b2 — C) +2carby — 2b2a2b2]

(b2 70) [2(12[)2 72&2172] =0

= ¢(b? —¢)(a? 4 b?)[sen* (/b2 — cuy ) + cos> (Vb2 — cuy)]
+ (b — ¢) (b3 — a3)[cosh? (/b2 — cup) — senh? (/b2 — cup)]

= (b = c)[(at +b7)c+ (b) —a3)).

Por fim, como b> —¢ > 0e ¢ = 0, a condicdo algébrica (3.2.31) torna-se
1
a?+b3 — (a5 —b3) = 0. (3.2.41)
c

Afirmacao 3. Se a% + b% = 0, entdo as superficies X e X sdo congruentes.

Demonstragdo da Afirmacdo 3. Se a% + b% =0, entdo a; = b1 =0 e a; = £b;. Consequente-

mente,

f=0 e g=acosh(Vb2 —cup) £ senh(v/b? — cup)] = ay VI =12,
Usando (3.2.35), (3.2.36) e (3.2.38), vemos que
= (cf+bg)? = b2g* = bPa? izmuz

gl — :|: b2 _ :I:\/ fcu2, (g ) — (b2 _ C)a% e:‘:Z\/ﬁIQ,

cay €

2Tg = 2bgg’ = +2baB\/b? — ¢ eX2VVP—cur,
T2 o (g/)Z _ Cl% ei2\/b2—cu2 (b2 _ b2 -I-C) — ca% e:i:2\/b2—cu2.

Além disso,

T2+( ) _Z)LITg _b2 2 iZ\/ —cu2+< c)a% e:t2\/b2—cu2
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senh¢ +2v/67—cu
F2 bas\/b*—ce 2
cosh ¢
— g} 2P (2192 eSO, c) .
cosh ¢

Logo,

S

| =—

h
(2b2 —cZFZSen (pb\/ b2 — c> o)
cosh ¢

h
(2b2 _egpSemhe, e c> cosh ¢ du,
cosh ¢

[(2192 — ¢)cosh ¢ F2b/b? —csenhq;} duy.

= = o=

Lembrando que, por defini¢do, ¢ = bu,. Podemos ainda tomar 6 € R tal que

2% —¢ 2bVb? —¢
] e senhd = T
¢ c

coshd =

O que nos da

| = ——

c

2b* — 2bVb* —
4 ( i Ccosh¢$Tcsenh¢> duy
c c

<l (coshd cosh @ Fsenh §senh @) du;

B
_ I
C
<]

cosh(¢ F98) du;

cosh(buy F &) du;.

Cc
Analogamente, obtemos

T2+ (g)? —20,Tg

i =(-1)

T2 — (g/)z
B VP (g2 o000,
2 senh ¢

= senh ¢ du,
ca% eiZ\/bz—cuz

2b* — 2bVb? —
= H ( B ¢ senh ¢ F chosh(])) duy
]

= —(coshd senh ¢ Fsenhdcosh @) duy
c

c
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= Jel senh(¢ F ) duy
c

= Jel senh(buy F6) dus.
c

Com relagdo as curvaturas principais, calculando inicialmente o numerador da expressao de

11, dada por (3.2.38), obtemos o seguinte

[T°+ (811 - 278 = Senh¢(2b2 0)ad eX2VP e £ op\[p2 — cgd F2VPew

cosh ¢
1
~ cosh¢ (267 — c) senh ¢ F 2b\/b? — ccosh pJa3 e2VP* 2
1

|c| [cosh & senh ¢ F senh & cosh ¢>] 2 2V —cuy

senh(q)ZFS)

~ cosh o

O denominador fica

1
T2+ (¢')2 —2MTg = a3 eV~ (212 — ¢)cosh F2b\/ b2 — csenh ]

cosh ¢
1
& oE2VB —cuy T ————|c|[cosh & cosh ¢ F senh & senh ¢)]
cos
cosh((])ﬂFS)

Portanto,
[T+ (g')* )M —2T¢' _ senh(¢ F5)

A= T2+ (g)2—2MTg  cosh(p ¥ 6)

= tgh(¢ ¥9).

- 1 o
Como A, = i segue que A, = cotgh(¢ F J). Efetuando uma mudanga de coordenadas de
1

0 . .
(uy,up) para (u 1, Uy — 5 ) concluimos que as primeiras e segundas formas fundamentais

de X e X sdo iguais. Portanto, as superficies X e X sdo congruentes, como queriamos provar.
Agora, consideraremos o caso em que a% + b2 # 0. Como, por (3.2.41), a% + b2 =

1
—(a% — b2) segue que a2 b2 # 0. Observe também que a2 b2 possui 0 mesmo de sinal da
c

constante ¢, pois al + b% > 0. Voltando as expressdes das funcdes f e g dadas por (3.2.39) e
(3.2.40), respectivamente, constatamos que € possivel reescrevé-las da seguinte maneira:

b
fluy) = /a3 +b? {Lcos(\/lﬂ—cul)%——lsen(\/ bz—cul)]
\Jai +b3 \/ai +b3
=/al +b? {senAcos(\/bz—cu1)+cosAsen( bz—cul)]
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= \/a? +b? sen(V/ b2 —cuj +A),

b
onde A € R € tal que senA = ~ M ecosA= b
\/a3 +b? at +b?

uanto a expressao de g, para ¢ > 0, temos a3 b > 0. Consequentemente, podemos
p &P 2 q p

expressar

glup) = /a5 — b3 {Z—z cos(\/ b% — cup) + b sen(\/ b2 — cug)}

2 2 12
a; — b3 a; — b3

=\/a}— b5 |:COShBCOSh(\/ b* — cup) + senh Bsenh(\/ b2 — cuz)}

= y/a3 — b3 cosh(v/b? — cus + B)
= \/c\/a? + b7 cosh(\/ b2 —cup + B).

Para ¢ < 0, temos b3 — a% > (. Consequentemente,

b
g(uz) = \ b% - a% {L cos(V'b% —cuy) + = sen(v/ b% — cuz)}
b3 —a3 b2 2
\V2 % V2%
= /b3 —d3 {senhl? cosh(v/b? — cup) + cosh B senh(\/b* — cuz)}

= /b3 — a3 senh(\/b? — cuy + B)
= /—c\/a} +b? senh(\/ b2 — cup + B).

E facil ver que de fato existem constantes reais B e B tais que

coshB = @2 e senhB = L,
»a%—b% »a%—b% (3.2.42)
. b . 2.
coshB = 2 e senhB = @

\/b%—a% \/b%—a%

Em resumo,

vey/at +b3 cosh( Vb2 —cuy +B), sec>0,
V—cy\/a3+b? senh(\V/b2—cup +B), sec <0,
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com B, B € R dados por (3.2.42).
Agora, observe, através de (3.2.5) e (3.2.19), que as aplicagdes W, Q, Q1 e ; possuem

A /a% + b% como fator comum e, por consequéncia, a expressao de S, dada por (2.3.4), tem
como fator o nimero a% + b%. Substituindo W, Q, Q;, Q) e S em (2.3.3), vemos que a% + b%

/2 12 x % . ~ Ao
e y\/aj + by desaparecem da expressdo de X por meio das operagOes presentes na propria
expressao. Sendo assim, consideramos simplesmente

fuy) =sen(v b? — cuy +A),
Ve cosh(vV/b*—cus +B), sec>0,

g(uz) =
v/—c senh(\/b% —cus +B), sec<O0.
Com B € R. Efetuando uma mudancga de coordenadas de ( ) para ( 4 )
. Efetu u u up,u up— Jup ),
¢ 1,U2)p 1 V2 —c 2

as primeira e segunda formas fundamentais de X permanecem inalteradas. Entdo, por simpli-
cidade, tomamos A = 0. Assim, f e g sdo dadas como em (3.2.8) e (3.2.9), respectivamente.

Caso III. Quando b —c<O.

Neste caso, as solugdes das equagdes diferenciais em (3.2.26) e (3.2.27) sdo dadas por

L
f(u1) = ajcosh(4/|b? — c|luy) + by senh(4/|b? — cluy) + o (3.2.43)
bL
g(up) = azcos(y/ |b* — cluz) + by sen(y/ |b* — cluy) — SR (3.2.44)

Afirmacao 4. Se b? — ¢ < 0, entdo consideramos, sem perda de generalidade, L = 0.

Demonstracdo da Afirmagdo 4. Por (3.2.5), temos T (u1,u2) = cf (uy,up) +bg(uy,up) + L,
que nao depende de L. Consequentemente, as funcdes Q e W também nao dependem de
L. Observando as expressdes de (3.2.19), concluimos o mesmo para as aplicagdes Q e Q.
Portanto, X ndo depende de L. Sendo assim, podemos considerar, sem perda de generalidade,
L = 0. Isto prova a Afirmacao 4.

Agora, veremos como fica a condi¢@o algébrica adicional (3.2.31) em termos dos coefici-

entes aj, as, by e by. Inicialmente, temos

f/(uy) = a1/ |b? — c|senh(y/|b? — c|uy) + by 1/ |b*> — c|cosh(y/ |b% — c|uy),
g (ux) = —ap\/ |b* — c|sen(y/ |b* — cluz) + bay/ |b% — c|cosh (/|2 — c|uz).
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Dai,

c(f)? = |b* — c|[ca? senh? (1 /|b% — c|uy) — 2cay by senh(y/ b2 — c|uy ) cosh(y/ b — c|uy)

+ cb? cosh?(1/ |b? — c|uy)],
(g")* = |p* —c|[a3 sen® (y/ b2 — c|u) — 2azby sen(4/ |b? — cluz) cos(y/ b — c|u)
b% —cluy)
c(bf+g)%* = c(b*f>+2bfg+g*) = cb? a%coshz(\/ |b% — c|uy)
+2ay by cosh(4/ |b? — c|uy) senh(y/|b? — c|uy) + bF senh?(y/|b2 — c|uy))

+2cb[ajay cosh(y/ |b? — cluy) cos(y/ |b? — c|uz)

+ b3 cos?(

—

\S)

Y

+aybycosh(4/ |b%* — cluy) sen(4/|b% — c|uz

+ b1a2 senh( |

@‘
|
o
<
[
~ ~ ~—
(@)
=]
[72]
—~
S
[\
|
o
<
NS}
~— ~ ~

+b1bysenh(y/ |b* — cluy) sen(4/|b? — cluz

+ cla5 cos?(1/ |b? — clup) 4 2azby cos(y/|b? — c|ua) sen(y/ [b? — c|u)

+b3sen’ (/|02 — clu2)],
(cf +bg)* =c*f2>+2chfg+b*g* =2 a%coshz(\/ |b% —c|uy)
+2ayby cosh(4/ |b* — c|uy ) senh( —cluy) +b¥senh?(y/|b% —cluy))
+2cblayay cosh(4/|b? — cluy) cos(r/ |b? — c|uz)
+aybycosh(y/ |b% — c|uy) sen(4/|b* — c|uz)
+b1az senh(4/ |b? — c|uy) cos(4/|b* — c|uz)
+b1by senh(4/ |b? — c|uy) sen(4/|b* — c|uz)]

|uz) + 2azbs cos(4/|b? — cluz) sen(y/ |b? — cluy)

+ b?[a3 cos?(1/ |p?

|
a

+ b3 sen’(

b% —clu

NS}
~—

Como b*> —¢ < 0, |b2 —cl=c— b?. Assim, somando os termos supracitados e observando

que L = 0, deparamo-nos com as seguintes expressoes

0=c(f)2+(g)* +c(bf+8)*— (cf +bg)>
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=senh?(y/|b2 —cluy) (cal|b® —c|+cb*b? — 2b?)

ca}(c—b2)—cb?(c—b?)=c(c—b?)(a?—b?)

+cosh?(y/|b2 —cluy)  (ch3|b? —c| +cb*a? — c*a?)

i

cb}(c—b2)—ca} (c—b?)=c(c—b?)(b7—a?)

+senh(y/|b2 — c|uy) cosh(y/|b? — clu1) (2cayby |b* — ¢| +2ch*ayby — 2c%a,by)

(csz)[2ca];|r72ca1b]]:0
+sen®(\/|b2 —cluz)  (a3|b* — |+ cb} — b*b3)

~~

(c—b2)a3+(c—b?)b3=(c—b?)(a5+b3)

+cos?(1/|b? —cluz)  (B3|b* — ¢| + ca3 — b*a3)

(csz)b%+(cfb2)a%:(cfb2) (a%er%)

+sen(y/|b2 — cluz) cos(y/|b? — c|uz) [—2asbs |b? — ¢| + 2carby — 2b*arby]
(c—b2)[2azbs—2ab] =0

= (c=b*)[c(bT —af) + (a5 +b3)].
Por fim, como b> —¢ > 0ec # 0, a condicdo algébrica (3.2.31) reduz-se a
a?— b3 — %(a%an%) = 0. (3.2.45)
Afirmacao 5. Se a% +b3 =0, entdo as superficies X e X sdo congruentes.

Demonstragcdo da Afirmagcdo 5. Como a% + b% =0, segue que a; = by =0, dai g =
0. Pela condigio (3.2.45), a% — b% =0, logo b; = *ay e, consequentemente, f(u;) =

arcosh(y/|b2 — cluy) £ay senh(y/ |62 — cluy ) = a; e V" =<1 Usando as equagdes (3.2.35),
(3.2.36) e (3.2.38), obtemos

d)i = (_l)iwia = 1723 }Ll = )‘1 € 12 = Az'

Logo, I =1e Il =1I, o que finaliza a prova da Afirmagio 5.

. 1
Consideremos o caso em que a3 + b3 # 0. Como ¢ > b* >0 e al —b? = — (a3 + b3),
c
segue-se que a% — b% > 0. Com relagdo as expressoes das funcdes f e g, neste caso, podemos
escreve-las da seguinte forma:

a b
fur) =+/a3 —b? |:2—1C08h(\/ |b% — cluy) +2—1

2 2
aj — by ay — b

senh(y/|b% — c]ul)}
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=/a? —b? [coshAcosh(\/ |b2 — c|uy) + senh A senh(y/ |b2—c\u1)}
= \/a} —b? cosh(4/|b% —clu; +A),

b
onde A € R € tal que coshA = ~ 9 ¢ senhA= !

[ 2 2 2 12
ay — by ay — by

Quanto a expressao de g, temos
2 2 D@ 2 by 2
g(ur) = 1\/a5+b5 | ———==cos(1/|b*> — clup) + ———=—=sen(4/ |b* — c|uy)
\/ a5+ b3 \/ a5+ b3

=\/a3+b3 {senBcos(\/ |b% — c|uz) + cos Bsen(/ |b? —c|u2)}

= /a3 +b3 sen(y/|b? —clup + B)
= \/c\/a3 — b7 sen(4/ |b? —cluz + B),

b
onde B € R € tal que senB = ~ B ecosB=—2
a% + b% v/ a% + b%
Novamente, através de (3.2.5) e (3.2.19), vemos que as aplicacdes W, Q, Q| e Q; t€ém
o mesmo fator, \/a% — b%, e a expressdo de S, dada por (2.3.4), tem como fator a% — b%.

Substituindo W, Q, Q;, Q; e S em (2.3.3), vemos que a3 — b3 e /a? — b} desaparecem da

expressao de X. Por estes motivos, consideramos f € g como

f(u1) = cosh(q/|b? —clu; +A),
g(up) = /c sen(y/|b* — clus + B),

onde A, B sdo constantes reais. Note que as primeira e segunda formas fundamentais

) ) A
sdo invariantes por uma mudanga de coordenadas de (uj,u;) para | u; — W’ up |.
—c

Portanto, as funcgdes f e g sdo dadas por (3.2.10), Q e W por (3.2.5), com L = 0.
[

A seguir, descreveremos os fins e as curvas singulares das superficies planas obtidas no

teorema anterior.

Proposicio 3.3. Cada superficie plana X, descrita pelo Teorema 3.2, possui fins do tipo

horosfera mergulhados e completos determinados pelos pontos (u(l), u(z)) da seguinte forma:
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i) Se b*—c= 0, entdo
0 Cl 0 —C2 :I:L
=—— = 3.2.46
ii) Se b —c> 0, entdo
1 /4 +y-B
0_ < 0_
W = ——+2k7r>, W = . kEZ, sec>0, (3247
! b*—c\ 2 2 b*—c
b b2 —
onde v é tal que coshy = % e senhy = e ¢
1 T +B+B
0_ ( 0_
W0 = i—+2k7r), W = . kEZ, sec<0, (3.2.48)
! b2 —c 2 2 b2 —c
b — b
onde B é tal que coshf = € ¢ senh B = .
Vel Vel
iii) Se b* — ¢ < 0, entdo
—B+0-Z tkn
=0, )= 2 kez, (3.2.49)
6% —c|
) |b? — ]
onde 0 é tal que cos@ = b\/cesen = Y———.
Ve
Além disso, as curvas de singularidades sdo descritas por
senh ¢ [T%+ (¢')?] —2Tg cosh¢ =0, (3.2.50)

onde ¢ =buy, T é dado por (3.2.5), as fungdes f e g sdo dadas por (3.2.6) se b —c=0,

por (3.2.8) ¢ (3.2.9) se b*> — ¢ > 0 e por (3.2.10) se b*> — ¢ < 0.

Demonstragdo. Pelo Teorema 2.8, os pontos nos quais Q? —W? = 0 determinam os fins do

tipo horosfera mergulhados e completos. Ja constatamos em (3.3.32) que

1
QW = (17— (¢)7).

1

Substituindo T = ¢ f + bg + L nesta expressio, obtemos Q> —W? = 2 [(cf+bg+L)*—(g)3.

Sendo Q% —W? =0, seque que (¢f +bg+L—g')(cf+bg+L+g') =0. Ou seja,

cf+bg+LEtg =0.

(3.2.51)
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1) Quando b*—c=0,as fungdes f e g sdo determinadas por (3.2.6) e (3.2.7), com L # 0.

Consequentemente,

2

2
cf+bg+L+g =c (L% +cruy +C0> +b (bL% + coun +C3) + L+ (bLuy+c;) =0.

Com algumas manipula¢des algébricas, nota-se sem dificuladades que a equagdo acima

¢ equivalente a

2 2
C1l Cz:i:L 1
(””f) *(”” oL ) — AP+ 3= LIL+b(2bco+c3)]} = 0.

Usando (3.2.7), concluimos que

2 2
+L
(ul n %) + (uz 2 ) —0, (3.2.52)

bL
cujas solucdes sao dadas por (3.2.46).

1) Quando b*>—c >0, as fungdes f e g sdo dadas por (3.2.8) e (3.2.9), sendo B um
ndmero real e L = 0. Para ¢ > 0, temos

cf+bgtg =csen(\/b?—cuy)+by/ccosh(\/b?—cus +B)
++/c\/b* — csenh(\/b? — cus + B).

Portanto, a relacao (3.2.51) se torna

b 1/b2_
sen(v/b% — cuy) + —= cosh(v/ b2 — cuy +B) + ¢ senh(\/b% — cup + B) = 0.

Ve Ve
b b2 —
Podemos tomar y € R tal que coshy = — e senhy = V7 € Com 1850, a expressao
Ve Ve

acima fica

sen(\/b% — cuy) +cosh(\/ b2 —cuy + B+ y) =0, (3.2.53)

cujas solucdes sdo dadas por (3.2.47). Isto é,

1 T Fy—B
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Para ¢ < 0, temos

cf +bg+g = csen(\/b?— cuy) +by/—csenh(\/b% — cup + B)
++/—cV/b? —ccosh(\/b? — cuy + B)

b
=sen(Vb*—cuy) — senh(\/b? — cup + B)
V—c
b2 —
F < cosh(\/b? —cuy +B).
V—c

Logo, de (3.2.51), vale que

2

vV b —
< cosh(v/b? —cup +B) = 0.

sen(V/b% —cuy) — Ner:

senh(\/b> —cup + B) F

b
V=

2

Vel

b
Ce senh B = ——. O que nos da,

Vel

Naturalmente, existe 8 € R tal que cosh§ =

de maneira equivalente,

0 = sen(/b? — cuy) — senh 8 senh(\/b% — cup + B) F cosh B cosh(\/ b2 — cus + B)
= sen(\/b? — cuy) — [senh B senh(\/b? — cuy + B) + cosh  cosh(v/b? — cu, + B)].

Portanto,
sen(\/b% — cuy) Fcosh(\/b? —cuy + B+ ) =0. (3.2.54)
Que tem como solucd@o o conjunto dos pontos (u(l), ug) tais que
1 T FB—B
0 0
U =——\ £t -+2kn ), u,= , kelZ.
! b2 —c ( 2 > 2 b2 —c¢

iii) Quando b* —c < 0, as fungdes f e g sdo dadas por (3.2.10) e L = 0. Através de
(3.2.51), vemos que

O=cf+bgtg

= ccosh(4/|b? — cluy) +by/csen(y/ |b* — c|up + B)

£ /ey |62 — c|cos(y/ b2 —clu + B).
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Equivalentemente,
b / b2 _
cosh(4/|b* —cluy) + 7 sen(4/|b% —clus +B) + %cos( |b2 —c|lup +B) = 0.
|b* —¢|

) b
Porém, existe 8 € R tal que cos0 = — e sen =

Ve Ve

cosh(4/|b? —cluy) +sen(/|b* — clup + B+ 6) = 0. (3.2.55)

Os pontos (u?, ug) que satisfazem tal equacdo sdo dados por

. Com isso, a equacdo

acima fica

:FG—B—E+2k7r
u(l):O, ugz 2 , keZ.
6% —c|

Além disso, como |A;| > 1, pelo Teorema 2.9, as curvas singulares de X ficam determi-
nadas por W2 + Q? + 21, QW = 0. De maneira aniloga ao que fizemos para obter (3.2.36),
usando a equacdo (3.2.5), obtemos a equacao diferencial que descreve as curvas singulares
de X, isto é:

senh¢ [T? 4 (¢')*] —2T¢ cosh¢ = 0.

]

O seguinte resultado descreve uma classe especial de superficies contidas no Teorema
3.2, descritas por X, que sdo periédicas em uma varidvel quando b* — ¢ > 0 e tém um nimero

par de fins mergulhados do tipo horosfera.

Proposicio 3.4. Considere X a familia de superficies planas em H?, como no Teorema 3.2.
Para b* —c¢ > 0 e ¢ # 0 satisfazendo

2

1
€=13 (a®+1)* —(a* - 1)2:? , com % € Q\{1} irredutivel, (3.2.56)
temos que:
: S . ) 4a
i) a superficie é periddica na varidvel uy, com periodo |— I mr,
a J—

ii) existem 2n fins do tipo horosfera mergulhados e completos;

iii) as curvas de singularidades descritas por (3.2.50) estdo contidas em um conjunto

compacto,
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iv) existem dois fins completos de indice geométrico m dados pelo limite quando uy — =oo.

Demonstragdo. Seja X a familia de superficies dada por (3.2.4), com a constante de Ribau-
cour ¢ dada por (3.2.56), e as funcdes f e g dadas por (3.2.8) e (3.2.9), respectivamente. Pelo
Teorema 2.8 e pela Proposic¢do 3.3, podemos verificar a validade das propriedades i) e if).
Com relagdo a propriedade iii), sobre as suas singularidades, descritas por (3.2.50), estarem
contidas em um conjunto compacto, a sua validade € verificada através das expressdes de f e
g e do fato de X ser periédica na varidvel u, desde que ¢ seja dado por (3.2.56).

Agora, provaremos que as superficies X tem dois fins completos quando u, tende a oo,

Considerando as superficies no modelo do semi-espaco de H°,

X! X2 1 >

X0 X3 X0 X X0 X0 (3237

zZ=(2",72,7%) = (

mostraremos inicialmente que

. 1

De fato, a partir da equacao (2.3.3), temos

L0 20° 2Q0 20W
S (1+T) (X" =) = goohg K —Xi) + =~ (VO =),

onde X, Q, sdo dados por (3.2.1), (3.2.19), Q, W e T sao dadas por (3.2.5), ¢ e S s@o dados

por (3.2.3) e (2.3.4), respectivamente, com L = 0. Consequentemente, temos que

~ ~ -B £u
XX = (P e Q).
onde

1 1 T—¢ 2eQQ
P=—+ + a(T —g') _ 2,

a (c—1)a (c—1)(T+g') Ssenh¢

a T+g¢ 2eQQ

QOQ=a+ g 2

—1" a(c—1)(T—g')  Ssenh¢
Uma conta simples nos permite calcular os seguintes limites
2eQQ, 2(b—€evVb*—c)

{ T—g bFvb:—c
m = 1m = .
uy—+eo §senh @ c—1 " upte T +¢ bEVb2—c
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Portanto,

lim P=h{, lim Q=h3,
Uy —>too Uy —>too
onde hli h;ﬁ sdo numeros reais ndo-nulos. Com isso, vemos que (3.2.58) € vdlida. Conse-
quentemente, os fins correspondentes a uy — F-oo sdo completos.

Agora, a fim de provar que estes fins t€ém indice geométrico m, observemos, antes, de
(2.3.3)ede (3.2.1), que

- - a ~ o
X' = 2cosh ¢ (Pcos (%) — Qsen (%)) ,
- - o ~ o
X% = 2cosh ¢ (Psen (%) + Qcos (%)) ,
onde
| 2QT 2bQQ, ~ QQ
P=—(—-1- + e Q=—.
o cScosh¢ ~ Scosh¢ Scosh ¢

Além disso, lim P = h* e lim Q =0, onde h* ¢ um nimero real nio-nulo. Portanto,
u2—>:I:<>o M2—>:|:°°

O e IR ACICICORICS)
e \XO—K3 X% ) T hte M\ )5 ) )

2cosh¢ oePh*

Euy °
efanif +e~ 0 hy

onde

V(uz) =

mr )
Como 0 < up < T, concluimos que os fins correspondentes a uy, — +oo tém indice m.
Entdo, observando que lim V(u3) =cce lim V(uy) =0, 0o modelo da bola de Poincaré nos
Uy —roo Uy ——o0

permite concluir que o fim correspondente a 1y — oo vai para (0,0, 1) e o fim correspondente
a up — —oo vai para (0,0,0).
[



3.2 Transformacao de Ribaucour para superficies planas de rotagdo sem singularidades
isoladas 101

Figura 3.5 Vistas Perspectiva, Superior e Interna paracop =c; =c3 =0,cp =L =1.

Figura 3.6 Vistas Perspectiva, Superior e Interna paraa =2, n =2, m = 1.

Figura 3.7 Vistas Perspectiva, Superior e Interna paraa =2, n =3, m = 1.
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Figura3.8a=6,n=1,m =2 (aesquerda); a =5, n = 3, m = 2 (central) e sua vista superior
(a direita).

Na Figura 3.5 exibimos as vistas superior e interna de uma superficie plana associada
a superficie dada em (3.2.1) por uma transformacdo de Ribaucour. Tal transformada ¢é
parametrizada por (3.2.4) e as fungdes f e g sdo dadas como em (3.2.6) com ¢y = c¢| =3 =0,
cp=L=1e—-9<u; <9, -4 <uy <4. Esta superficie ndo apresenta periodicidade. Possui
trés fins, dentro os quais dois sdo mergunlhados do tipo horosfera.

As Figuras 3.6 e 3.7 (a esquerda) exibem superficies planas em H? associadas por uma
transformacao de Ribaucour a superficie dada em (3.2.1) com a = 2. Elas sdo obtidas com a
parametrizacdo (3.2.4), escolhendo-se ¢ como em (3.2.56) onde n =2, n =3 e m = 1. Elas
tém 2n 4 2 fins mergulhados, dos quais 2n sdo do tipo horosfera. As Figuras 3.6 € 3.7 (a
direita) mostram parte destas superficies.

A superficie plana em Figura 3.8 (a esquerda), parametrizada por (3.2.4), ondea =6 e o
c foi escolhido como em (3.2.56), com n = 1 e m = 2, € periddica em uma varidvel, tem dois
fins mergulhados do tipo horosfera e dois fins de indice geométrico igual a 2. A Figura 3.8
(central) mostra a superficie obtida escolhendo-se a = 5,n = 3 e m = 2, bem com a sua vista
superior (2 direita), ela apresenta seis fins mergulhados do tipo horosfera e dois fins de indice
geométrico igual a 2.

Note que, se a constante de Ribaucour ¢ ndo satisfaz (3.2.56), entdo a superficie dada por
(3.2.4) ndo é, em geral, periddica em nenhuma de suas varidveis e apresenta uma quantidade

infinita de fins mergulhados completos do tipo horosfera.
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3.3 Transformacao de Ribaucour para superficies planas

de rotacao com singularidades isoladas

Nesta secao, consideramos superficies planas de rotacdo em H? com singularidades
isoladas. Além disso, observamos que tais superficies sdo parametrizadas por linhas de

curvatura. Estudaremos o seguinte resultado:

Teorema 3.3. Considere M uma superficie plana de rotacdo em H3 c L* com singularidades

isoladas, parametrizada por linhas de curvatura, como se segue:

1 o
X(ul,uz):(acosh(auﬁ—ﬁ) acosh( +[3) ——senh(])cos%

2 ou, 1
— —senh ¢ sen ——, — senh — senh ( ) 3.3.1
S senhosen %52, senh(an + )+ fsenn (“148) ). @)
A sua primeira forma fundamental é dada, segundo a Proposi¢cdo 2.3, por 1 = cosh? [ du% +
senh? ¢ du%. Considere também o vetor normal unitdrio de M:

1 2
N(up,up) :(g senh( —|—[3> - asenh(aul +B), —acoshqbcos%

2 au, a u 1
— Zcoshpsen 22 4 h<— >—— h . (332
7 508 ¢ sen 5 g osh +p 5 08 (abt1+ﬁ)) (3.3.2)

onde

1 +a? 1 —a?
— , ¢—

a 2a

w, a*#1, a#0, (3.3.3)

e, sem perda de generalidade, consideramos a > 0 e

1
B= 0 —az[(l +a*)log(1 +a?) — 2a* logal.

Entdo, a familia de superficies planas em H? c L*¢( ndo-congruentes a M) associada a X
por uma transformacdo de Ribaucour, como no Teorema 2.7, é dada por

- 2¢(—T senh ¢ — f’cosh¢)

b /
X=X+ ox wy_1tbe _&

(c—1D)[-T24(f")?] coshg ““' " senh¢

X, |, (B34

1 —a?

onde c € R\{0,1}, b= , 0 = buy,

Q:%(—Tsenhq)#—f’coshq)), W:%(Tcoshq)—f’senhq)), T=bf—cg+L (3.3.5)
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e as funcoes f(uy) e g(uy) sdo dadas por:

i) seb*+c =0, entioL#0e

2 2
u u
f(ur) :bLEI‘i‘Clul +co, gua) :L?2+czu2+C3, (3.3.6)
com
b3+ 3 — L[L—2b(co — bes)] = 0; (3.3.7)

i) seb*>+c¢>0, entdoL=0e¢

Ve senh(Vb2+cu;+A), sec>0,

flur) =
V|| cosh(v/b2+cu; +A), sec<O0,

(3.3.8)

g(up) =sen(V/ b2 +cuy), (3.3.9)

onde A é uma constante real;

iii) se b2+c<(), entdoL=0e

f(uy) =+/|c|sen(1/|b*+c| uy +A), g(uz) =cosh(y/|b%2+cluz), (3.3.10)

onde A ¢ uma constante real.

Além disto, a superficie X é regular sobre o conjunto

U ={(u,u2) €R?; uy >0, [T> — (f){[T*+ (f")*]senh ¢ — 2T f'cosh¢} #0}. (3.3.11)

Demonstrag¢do. Dada uma superficie plana de rotacao com singularidades isoladas M dada
por (3.3.1), cujas primeira e segunda formas fundamentais sdo dadas por (veja Proposicao
2.3):

1= cosh® ¢ (uy,up) duf + senh® ¢ (uy,uz) du3,

I = +senh(20 (uy,u2)) (du? +du3).

onde ¢ € a funcdo harmonica associada a superficie dada, descrita em (3.2.3).
A fim de obtermos novas superficies planas de H? localmente associadas a M por uma

transformacao de Ribaucour, iremos resolver o sistema de equacdes diferenciais parciais
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abaixo, proveniente do sistema (2.3.15), onde a; = cosh@, ap = senh ¢, e as curvaturas
principais, —A; e —A,, sdo dadas por

__senh¢ . __cosh¢
~ cosh¢ 27 senh¢’

1

Temos o seguinte sistema de equacoes:

22 =cosh¢ Qi 0 =senh¢ b, (3.3.12)
8u1 81/12

a_W:_senh¢ Q17 a—W:—COSh¢ QQ, (3313)
duy duy

00 1

o a—ul(senh )cosh(]) Q, (3.3.14)
Q) 0 1

a_ul = a—uz(COShQ))m Q], (3315)
0Qr 1 0 senh ¢

ouy _senh¢ duy (coshg) @z +¢ (Q+WC05h¢) coshg, (310
aQ; 1 cosh ¢

= J (senh(p)Ql—i-c(Q-l—W

du  cosh¢ duy ) senh ¢. (3.3.17)

senh ¢

As solugdes do sistema, Qp, Qj, Q e W, satisfazem também a condi¢ao algébrica adicional
dada por (2.3.2), isto &,
Q7+ Q3 = c(Q>—W?).

para qualquer constante ¢ ¢ {0, 1}.
Observe inicialmente que, como ¢ (u1,uz) = buy, entdo @y, (u1,uz) =0e @, (u1,u2) =b.
De (3.3.15), temos que

00, 9 1 20 1

—_— = h¢g)—— Q; =senh¢g———Q; =0.
duy 8u2(cos (P)senhq) 1= sen ¢3uzsenh¢) !

Logo, existe uma funcéo real diferencidvel g = g(u) tal que

Q.z = g'(uz). (3318)
Além disso, de (3.3.14), vemos que
0Q 0 1 ao 1
= - h Q, =coshop —— Q) = bQ,.
Juy Jduy (sen ¢)cosh¢> 2 = cosh¢ uj cosh ¢ 2 2
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Portanto,
— =bQ,. (3.3.19)

Integrando esta dltima equac@o com relagdo a varidvel uy, concluimos que existe f = f(u;)

diferencidvel tal que

Q) = f(ur)+bg(uz). (3.3.20)

Segue das duas ultimas equagdes do sistema acima, (3.3.16) e (3.3.17), e das expressoes de
Qp ey, que

g (up) = —(f +bg)b+c(Qsenh ¢ + W cosh ), (3.3.21)

f'(u1) = c(Qcosh¢ +Wsenhg). (3.3.22)

Multiplicando ambos os lados de (3.3.21) por cosh ¢, obtemos
cosh¢ g’ = —(f +bg)bcosh ¢ + c(Qsenh ¢ cosh g + W cosh? ). (3.3.23)
Isolando cQ cosh ¢ na equagdo (3.3.22),
cQcosh¢ = f' — cWsenh¢. (3.3.24)
Substituindo (3.3.24) em (3.3.23), ficamos com

cosh¢ g’ = —(f +bg)bcosh¢ + (f' — cW senh ¢) senh ¢ + cW cosh? ¢
— —(f+bg)bcosh ¢ + f'senh§ + cW (cosh? ¢ —senh® ).

Como ¢ € R\{0, 1}, entdo
W= %{[8//+(f+bg)b] cosh¢ — f'senh¢}. (3.3.25)
Agora, multiplicando a equagdo (3.3.25) por csenh ¢, obtemos
cW senh¢ = [g” + (f + bg)b] cosh @ senh ¢ — f’senh? ¢.
Substituindo tal expressdo em (3.3.22), ficamos com

(1+senh?9)f’ — [¢" + (f + bg)b] cosh ¢ senh ¢ = cQcosh ¢.
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Portanto, |
Q= E{—[g"+(f+bg)b] senh¢ + f'cosh¢ }. (3.3.26)

Sendo assim, a derivada parcial de Q com respeito a u; € dada por
2Q a (1
u " ou (E{_[g//+ (f +bg)b]senh ¢ +f/COSh¢}>
1
= ;{—[bflsenhcb + @u, cosh ¢ (8" +b(f +bg))] + f" cosh¢ + f'senh ¢ ¢y, }
1
= —{—bcosh¢ g" —b*>fcosh¢ —b>gcoshd + f"cosh}
c
1 " 2 3 1/
= E(—bg —b°f—Db’g+ f")cosh¢

Por outro lado, a equagdo diferencial em (3.3.12) também nos mostra que

379 =cosh¢ Q; = (f+bg)cosh¢.
1

Comparando as duas expressdes acima para a derivada de Q com relacdo a u;, obtemos a
seguinte expressao

[cf +b°f = 1" (1) = [~cbg — bg" — b’¢] (w2)
1
S = (0 o) () = [¢"+ (0 + )l ().
O que implica na existéncia de uma constante L € R tal que

f'w) = (P +e)f(w) =bL e g"(uz)+(b*+c)g(up) =L. (3.3.27)

Além disso, mostraremos agora que as equacdes em (3.3.13) sdo trivialmente satisfeitas.
De fato, para a primeira equagdo, temos

d Jd [1
T = (21" + )] cosho — s )

= L(bf coshg 4 senhg 9, [¢" + (F + bg)b] — f"senho — f'coshd ¢,,)

(bg" senh ¢ + b? f senh ¢ + b>senh ¢g — /" senh ¢)

[b(g" +b*g) +b*f — "] senh ¢

[b(L—cg) —cf —bL|senh ¢

A== |=a
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= %[—c(bg—i—f)] senh¢ = —Q; senh ¢.

Na antepenultima igualdade acima, utilizamos (3.3.27). Lembrando também que ¢, = b.
Quanto a segunda equagdo, usando a equacdo (3.3.27) e o fato de que ¢, = 0, obtemos

ow 0 1., /
E = EPS (E[g +b(f+Dbg)|coshg — f senhq))

_ %([g”/ +b?g'|cosh ¢ +senh ¢ ¢, [g" +b(f +bg)] — f'cosh ¢ ¢,,)

1 1
= —([¢" +b?g] cosh¢) [L—cg]' cosh¢p = —Q;cosh.
c

C

Com relagdo a condi¢do adicional (2.3.2), Q% + Q% = c(Q2 — Wz), podemos reescrevé-la da

seguinte maneira

1
(f+bg)+(g)? =c| {-[¢" +b(f +Dbg)|senh¢ + f'cosh g}’
(3.3.28)

1
- c_z{[g//+b(f+bg)] cosh¢ — f'senh ¢ }?|.
Vamos, agora, calcular as parcelas do lado direito desta equagdo. O primeiro quadrado fica

{—[g" +b(f+bg)|senh ¢ —Fflcoshq)}2 =

(3.3.29)
= [¢"+b(f +bg)]*senh® ¢ — 2[g" + b(f +bg)]f senh ¢ cosh ¢ + (f')% cosh? ¢.
O segundo quadrado fica
" gl 2 _
{[g" +b(f+Dbg)|coshd — f'senh ¢} (3.3.30)

= [¢" +b(f +bg)]* cosh® p —2[g" +b(f +bg)] f senh ¢ cosh ¢ + (') senh” ¢.
Tomando a diferenca entre (3.3.29) e (3.3.30), chegamos a
(f+bg)+(¢) =c é{[g” +b(f +bg)]*(senh” ¢ — cosh® ¢) + (f')* (cosh® ¢ — senh® 9 )}

= (P~ [+ b+ bR

Relembremo-nos ainda que g’ + b(f +bg) = L —cg +bf. Por conseguinte, a condigio
algébrica adicional, (2.3.2), fica

(f")? —c(g))? —c(f+bg)* — (bf —cg+L)* =0. (3.3.31)
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Pondo T'=bf —cg+ L, vemos que, de fato, as funcdes Q e W sdo dadas por (3.3.5).

Temos também a seguinte relacdo

Q> —Ww?= lz [(f)? =T2. (3.3.32)

C

Segue do Teorema 2.7 que a superficie X é dada pela expressido em (3.3.4). De fato,
substituindo Q1, Q;, Q, W e S em (2.3.3), obtemos

3 20?2 20 [ &
X=(1+— | X—— Qei—WN
S S \/3

2Q 2
=X+ QX —) Qiei+WN
i=1
2¢(—T senh ¢ + f’ cosh¢) f+bg g
=X QX +WN — — X,
+ (c—D[(f)?>—-T7 * coshg ~“' senh¢ ~?|’

X, X,
onde {el ="

= , eg = —2— ¢ & o referencial mével ortonormal tangente a M e {@; =
cosh ¢ senh ¢
cosh¢ duj, @, =senh@ duy} o correferencial de M. A primeira forma fundamental de M é

dada por I = (Z)l2 + (7)22 A Observacgao 2.1 nos permite expressar o referencial dual da seguinte

maneira:

WA+ QT4 20,QW

WO 20L,0W
O W2_O2 =

W2_QZ

W e (3.3.33)

Reescreveremos estas 1-formas em termos da fungdes f e g usando as relagdes (3.3.25) e
(3.3.26). Temos,

W24 Q= %[(Tcosh(p — f'senh¢)? + (—T senh ¢ + f'cosh ¢)?]

1
= —2[T2 cosh? ¢ — 2T ' cosh ¢ senh ¢ + (') senh? ¢
c

+T?senh® ¢ — 2T f'senh ¢ cosh ¢ + (f')* cosh? ¢]

= L {(senh® 0+ cosh? )72 + ()] ~4T ' senhocosh o}

2MQW = %ll(Tcoshq) — f'senh¢)(—Tsenh¢ + f'cosh¢)
c

= C%M(—Tz cosh senh ¢ + T ' cosh® ¢ + f'T senh? ¢ — (f’)zsenh(])cosh(]))
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= C—zkl [—(T?+ (f")?)senh ¢ cosh ¢ + T f'(cosh® ¢ + senh? 9)].

Logo,
2. 02 L "2 2 240N AT 4
W=+ Q7+ 2L QW = — ¢ [T~ + (f')7](senh” ¢ +cosh” @) — 4T f'senh ¢ cosh ¢
c

3
—2senh?[T2 + (f')2] + 2T f senh ¢ cosh ¢ +2Tf’sen};$}

c12 { (T2 + (f')?](senh? ¢ + cosh? ¢ — 2senh? ¢)

,(senh¢cosh’¢  senh®¢
—2ny ( cosh¢ a cosh ¢ ) }

1 2 Ny ,senh ¢
~ -]
zc_lz[T2+(f')2—sz’].

(3.3.34)

|
E j4 sabemos que W2 — Q> = ol [(f))* — T?. Portanto,
c
T+ () TS
(f)? =17

) = —

@ . (3.3.35)

Analogamente,

W24+ Q2 +20,0W = 12 { (T2 + (f')?](senh? ¢ + cosh? ¢) — 4T f’ senh ¢ cosh ¢
C

3
—2cosh> §[T? + (f)*] + 2T f' cosh ¢ senh ¢ + 2T f’ Cs(e);}lllq? }

= 6—12{ (72 4 (f')?](senh? ¢ 4 cosh? ¢ —2cosh? ¢)

2 3
_2Tf,(senh ¢cosh¢  cosh q))}

senh ¢ senh ¢

L ,cosh ¢

— o rerearrpt]
1

= [T+ (f) 2T 7).

c2
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Portanto,

T2 (f) 20T
RNV

Agora, vamos calcular as curvaturas principais, —A; e —A, de M. No capitulo anterior,

(3.3.36)

Observagdo 2.1, vimos que

C20W + LW+ Q%)
20WA+W2+Q2 7

A= i=1,2.

Conhecemos de (3.3.34) a relacao
1
2 2 2 2
20QW + W=+ Q° = E[T +(g')* —2MTg).
Além do mais, o denominador da expressao de curvatura principal € dado por

20W + A (W2 +Q?) = Ciz{—zsenhmoshq)[ﬂ + (f")?] + 2T f'(cosh® ¢ 4 senh? ¢
+ M [T?+ (f)?](senh? ¢ + cosh® ¢) —4A, T f' senh ¢ cosh ¢ }

= Clz{ —2senh ¢ cosh ¢[T? + (f')?] + 2T f'(cosh? ¢ +senh? ¢)

3
+ [T+ ()3 (SCG;I:LJ) +senh¢)cosh¢)) —4Tf’senh2¢}
3
= C%{[Tz-i- (") (S::;S}L(;) —senhtl)coshgb)

L /27 8enh ¢ /
=2t orr

1
= S {-[T*+ () +2rr'}
De posse da relagdo fornecida em (3.2.37), concluimos que

PP Ll U0 . e AN SO e o 00 bt 7V
') 2MT S 2= T2 (R 2T

(3.3.37)

Pelo Teorema 2.7, a superficie X, localmente associada a X pela transformacio de Ribau-
cour, é regular sobre o conjunto U = {(u1,u2) € U; (W? — Q) (Q* + W? +21,QW)(Q* +
w2+ 2A,QW) # 0}. Substituindo as expressdes Q1, Qz, Q e W, dadas em (3.3.18), (3.3.20)
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e (3.3.5), encontramos o conjunto no qual X é regular. Veja:

U={(u1,up) € R up >0, [T* — (f)][(T*+ (f')?)senh ¢ — 2T f'cosh ¢] # 0}.

Voltando as equacdes diferenciais ordindrias (3.2.26) e (3.2.27), daremos agora as suas
solugdes de acordo com os seguintes casos: quando b*+c=0; quando b>+c¢>0;e quando
b*+c<0.

Caso L. Quando b*+c =0.

Neste caso, segue-se de (3.3.27) que f(u;) e g(up) sdo dadas por (3.3.6). De fato, as
equagdes diferenciais em (3.3.27) se reduzem a f”(u;) = bL e g’ (up) =L, onde L€ R é

uma constante. Integrando a primeira equacao com respeito a u;, obtemos
f’(ul) = bLLtl +c1

Integrando novamente, encontramos a funcéo f(u;) de (3.3.6). Isto é,

2
u
f(uy)=>bL ?1+61M1 + co,

sendo cp,c] constantes de integracao.
Analogamente, integrando a segunda equacao diferencial, dada inicialmente, com relacio

a uy, obtemos g(up) como em (3.2.6). Isto é,

2

u
g(up) = LEZ + coup +c3,

com ¢y, c3 € R constantes.

Com isso, podemos reescrever a condi¢do algébrica adicional (3.3.31) da seguinte forma

0=(f")?—c(g)? —c(f +bg)* — (bf —cg +L)?
= (bLuy +¢1)* — c(Luy + ¢2)*

u2

) 2
—c (ble +ciuy+co+ bL% + bcouy + bC3)

I/t2 uZ 2
— (szfl + bciuy 4+ beg — CLEZ —cCriy — CC3 +L) .

Em particular, vale a relacao (3.3.7):

¢} +b*c5 — L|L+2b(bcs — ¢g)] = 0.
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Afirmacio 1. Se b*+c=0eL =0, entdo as superficies X e X sdo congruentes.

Demonstragdo da Afirmagdo 1. De fato, se L = 0, entdo a equagdo (3.3.7) que relaciona
as constantes de integracdo reduz-se a bzc% + c% =0. Como b # 0, segue que c; = ¢ = 0.
Entdo, as fungdes f e g sdo constantes iguais a cg e c3, respectivamente. Por (3.3.35), (3.3.36)
e (3.3.37), vemos que @) = ®, @ = — @y, A1 = A1 € A, = A,. Portanto, I = I e [T = II, onde
Iell, el indicam as primeiras e segundas formas fundamentais de X e X, respectivamente.

Isto finaliza a prova da Afirmagao 1.
Caso II. Quando b*+c > 0.

Neste caso, as solugdes das equagdes diferenciais em (3.3.27) s@o dadas por

f(uy) = ajcosh(\/ b2+ cuy) + by senh(\/ b2+ cuy) — o (3.3.38)
L
g(up) = azcos(\/'b% + cup) + by sen(\/ b2 + cup) + e (3.3.39)

comaj, a», by, by € R constantes.
Afirmacao 2. Se b*+c¢> 0, entdo, sem perda de generalidade, consideramos L = 0.

Demonstracdo da Afirmagdo 2. Por (3.3.5), temos que T (uy,up) = b f(uy,us) —cg(uy,up)+L
nao depende de L. Consequentemente, as funcdes e W também ndo dependem de L.
Observando as expressoes em (3.3.18) e (3.3.20), concluimos o mesmo para as aplicacoes
Q1 e Q,. Portanto, X niio depende de L. Sendo assim, podemos considerar, sem perda de
generalidade, L = 0. Isto prova a Afirmacao 2.

Agora, veremos como fica a condi¢do algébrica adicional dada em (3.3.31). Com efeito,

note que
f(u1) = V/b% +c [a; senh(\/b% + cuy ) + by cosh(v/ b2 + cuy )],
g (uz) = V/b*+c [—az sen(\/ b% + cup) + by cos(v/ b% + cup)),

(f)? = (B> +c)[ad senhz(\/bz—+cu1)+2a1blcosh(\/2—+cu1 senh \/lyz——i—cul)
+ b1 coshz(\/l?z——wul)],
c(g)? =c(b*+c)[dd senz(\/mW —2ayb; sen( mW )cos( \/l)z——H:ug)
—l—b%cosz(\/bz—-l—cuz)],
c(f+bg)? = c(f2+2bfg+b*g?) = cla®cosh(\/b2 + cuy)
+2a,b; cosh(\/bz——kcul) senh(\/laz——wul) +b? senhz(\/mW)]
~|—2bc[a1a2cosh(\/bz—%—cul)cos(\/bz——kcuz)
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-l—albzcosh(\/bz—-l-cul)sen( )
+bagsenh(\/ b? + cuy) cos(v/ b + cup)
+ bybysenh(v/b2 + cuy) sen(v/ b2 + cu )|
+cb? [a% cos? ( \/bz—%—cuz) + 2ab; cos( \/l72—+cu2) sen( \/bz—+cu2)
+ b3 senz(\/lyz——H‘uz)]
(bf —cg)? = b2f2 — 2bcfg+ c*g% = b2[ad cosh(v/b2 + cuy)
+2a1b; cosh(\/bz——l—cul) senh(\/lpz——wul) +b? senhz(\/mul)]
—2bc[a1azcosh(\/lyz——i—cul)cos(\/bz——I—cuz)
—l—albzcosh(\/bz—%—cul)sen(
—|—b1azsenh(\/bz——i—cu1)cos( b% + cuy)
+b1bzsenh(\/bz—+cu1)sen(\/bz—+cu2)]
+cb? [a% cosz(\/bz—%—cuz) + 2ab; cos( \/192—%—0 up) sen( \/]92—4_%2)
+b%sen2(\/bz—+cu2)].

Assim, somando os termos supracitados e observando que L = 0, deparamo-nos com as

b+ cuy

seguintes expressoes

0=(f)’—c(g)? —c(f +bg)* = (bf —cg)’
= sen? (/b2 + cuy) [—ca3 (b* + ¢) — cb?’b5 — ¢*b3]

[ J/
-

—c(b*+c) (a%er%)
+cos? (Vb2 + cun) [—cba (b? + ¢) — cb*a3 — c*a3)]

(.

-

—c(b?+c) (b%+a%)
+sen(\/ b2 + cuy) cos(\V/ b2 + cuy) [2cazby (b* + ¢) — 2cb*azby — 2 ar by

(.

(b%+c) [ZCL:QZZ —2capby]
+senh? (/b2 + cuy ) [a3 (b +¢) — cb? — b*b3]

[ J/

(42+) (a3}
+cosh? (/b2 +cup) [b3 (B> +¢) — cal — bzaﬂ

[

-~

(b2+c)(b3—a?)
+senh(\/b2 4 cup ) cosh(v/ b2 + cuy) [2a1by (b + ¢) — 2car by — 2b*a; by]

(. J/

(b2+6) [201[91 —2a1b1]

= —c(b? +¢) (a5 + b3)[sen? (/b2 + cup) + cos® (Vb2 + cuy)|
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+ (b* +¢)(a} — b?)[senh?(\/ b2 + cuy) — cosh? (/b2 + cuy )]
= (b +c)[~(at —b7) — c(a3 +b3)).

Por fim, como b*+c¢> 0, a condi¢do algébrica (3.3.31) se reduz a
—bi+c(d3 +b3) =0. (3.3.40)

Afirmaciao 3. Se a% + b3 = 0, entdo as superficies X e X sdo congruentes.

Demonstragdo da Afirmagdo 3. Se a% + b% =0, entdo a» = by =0 e a; = £b;. Consequente-

mente,

g=0 e f=aycosh(v/b?+cu;)+senh(v/b2+cuy)] = aj eV +en,

Observemos agora as seguintes expressoes:
— (bf_cg)z — b2f2 — bZa% e:|:2\/192-i-cul7
f'=+Vb2+ca; e b teu (f)? = (b* +c)a? e b*euy
2T f =2bff = +2ba3 /b2 + ¢ eV e
(f ) T2 2 iZ\/ ~+cuq (b2 bZ) 2 +2vVh? +cu1

=caje

Com isso,

T2—|—(fl)2—2)Lle b2 2 i2\/ cu1+(b2+c) 2 iZ\/b +cuy

osh ¢

_ 2 o2VPreu (2192 2_]9\/1,2—_|_c)

Logo, usando (3.3.35), (3.3.36) e (3.3.37), obtemos que

1 h
@) = —(2b2+ psenho, b2+c)a)1
c cosh ¢
1 2 senh(]) >
— | 2b° + osh o b\/ b=+ c | cosh¢ du,
o

[S—

- [(2b2 +¢)cosh F2by/b? + csenh ¢>} duy.

o
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Lembrando que, por defini¢do, ¢ = bu;, podemos ainda tomar um d € R tal que

2b% +¢ 20Vb2 + ¢
] e senhd = T,
C C

e, consequentemente,

2b? 2bV/b?
wlz_ﬂ ( +Ccosh¢:|:T+csenh¢) duy
c

d (coshd cosh @ Fsenhdsenh @) du;

T
]

cosh(¢ F9) du; = _ld cosh(bu; F98) du;.
C

o
Analogamente, obtemos

ST+ (f)? —20Tf

N
a2 eF2Vh teur (pp2 +c¢2—COSh¢b\/m
! senh ¢
= senh ¢ du,

/P2
Ca% eiz b +cu1

2b° 2bV/b?
= H ( b| Tcsenh(p:F%cosh(p) duy
c c

(coshd senh @ Fsenhdcosh @) duy

c
I
C
_ I _ I
= —senh(¢ F6) dup = — senh(bu; F ) du;.
C C
Com relagdo as curvaturas principais, calculando inicialmente o numerador da expressdo de

11, dada por (3.3.37), obtemos o seguinte

[T+ ()]} —2Tf =
h
__sen 0 (2b2+c)a% eiZ\/bz—O—cul +2b /b2+ca% eiZ\/bz—l-cul

B cosh ¢
1
= ho [(2b% +¢) senh ¢ $2b\/bz—+ccosh¢]a% o2V e
cos

== P |c] lcosh o senh ¢ ili senh 0 cosh ¢la% et2Vh cur
senh(¢F9)
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Por outro lado, o denominador de (3.3.37) equivale a

T+ (f) —2MTf =aj e bt @[(2[92 +c)cosh ¢ F2b\/b? + csenh @]
= a} e* ban ;|c| [cosh & cosh ¢ Fsenh & senh @] .
cosh ¢ -~ z
cosh(¢F90)
Portanto, ) )
5 T? + (A —2Tf"  senh )

T2+ (f)2—2MTf  cosh(¢ F9)

_ 1 _
Como A, = 7 segue que A, = cotgh(¢ F &). Efetuando uma mudanga de coordenadas de
!

0 L .
(u1,up) para (u1 M), concluimos que a primeira e a segunda formas fundamentais de

X e X sdo iguais. Portanto, as superficies X e X sdo congruentes, como queriamos provar
Agora, consideremos 0 caso em que a% + b% # 0. Como, por (3.3.40), a% — b% + c(a% +
b%) = 0, segue que a% — b% # 0. Observe ainda que a% — b% possui sinal oposto ao da
constante ¢, pois a% + b% > 0. Voltando as expressdes das fungdes f e g em (3.3.38) e
(3.3.39), respectivamente, constatamos que € possivel reescrever f e g da seguinte maneira:

se ¢ > 0, entdo, pela condicao (3.3.40), temos b% — a% > 0 e, consequentemente,

b
{a—] cosh(v/b2 + cu; ) + ————senh(v/b? + cul)l
b2 . aZ b2 . a2
19 1N

=/b?—a? {coshfi cosh(\/b? + cuy) + senh A senh(\/bh?% + cul)}
= \/c\/a3 + b3 senh(\/ b2 +cuj +A);

se ¢ < 0, ainda pela condicao (3.3.40), temos a% — b% > 0, donde

flur) = \/bi —aj

fluy) =+/aj —b? {\/a—;cosh(v b% +cuy) —|—\/b—17senh(\/ b2+cu1)}

a%—b% a%—b%
= /|c|\/ a3 + b3 [coshA cosh(V/b% + cuy) + senh A senh(/ b2 + cuy )]
= /|c|y/ a3+ b3 cosh(V/b? +cuy +A),
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onde A e A sio tais que

coshA = _a e senhA = L,
¥ a%—b% a%—b% (3.3.41)

coshd = —2 ¢ genhd = by )

2 2 22

by —ay by —ay

Finalmente, de (3.3.39), a funcdo g corresponde a

en(\/ b2+ cuz)]

g(up) = \/a3+b3 {Lcos( b +cup) + ————s
\/ a3+ b3 \/az—i—bz
=\/a3+b3 {senBcos(\/ b% + cuy) + cos B sen(y/ bz—l—cuz)}
= /a3 +b3 sen(V/ b2+ cup +B),

onde senB = . e cosB = L para alguma constante B € R.
a% + b% a% + b%
Agora, observe, através de (3.3.5), (3.3.18) e (3.3.20), que as solugdes W, Q, Q; e
Q) possuem a% —|—b% como fator comum e, por consequéncia, a expressao de S, dada
por (2.3.4), tem como fator o nimero a% + b%. Substituindo W, Q, Qq, Q; e S em (2.3.3),

notamos que, tanto a% + b% quanto 4/ a% + b% nio aparecem na expressio de X ap6s os devidos

cancelamentos. Sendo assim, consideramos simplesmente

Ve senh(\/ b +cu; +A), sec>0,
V| cosh(vV/b% +cuy +A), sec<O0,

g(up) = sen(\/ b2+ cuy + B),

flu) =

com A, B € R. Segue-se a partir de (3.3.35) e (3.3.36) que uma mudanga de coordenadas de
B

uy,up) para | up,up — ———
(11,2 P (1 N

X. Entilo, por simplicidade, tomamos B = 0. E entdo, f e g sdo dadas como em (3.3.8) e

) , ndo altera a primeira e a segunda formas fundamentais de

(3.3.9), respectivamente. Além disso, 2 e W s@o dadas por (3.3.5) com L = 0.
Caso IIL. Quando b*+ ¢ < 0.
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Neste caso, as solugdes das equagdes diferenciais em (3.3.27) s@o dadas por

/ / bL
f(l/tl) :alCOS( ]b2+c]u1)+blsen( |b2+C|l/l1)—m, (3342)
/ / L
g(uz) :azcosh( |b2+c|u2)—|—bzsenh( |b2+C|M2)+|bZ—+| (3343)
c

Afirmacao 4. Se b* 4 ¢ < 0, entdo consideramos, sem perda de generalidade, L = 0.

Demonstragcdo da Afirmagdo 4. Por (3.3.5), temos T (uy,up) = bf (uy,uz) — cg(uy,up) + L,
que ndo depende de L. Consequentemente, as fungdes Q e W também ndo dependem de L.
Observando as expressdes em (3.3.18) e (3.3.20), concluimos o mesmo para as aplicacoes
Q; e Q,. Portanto, X nio depende de L. Sendo assim, podemos considerar, sem perda de
generalidade, L = 0. Isto prova a Afirmacao 4.

Agora, veremos como fica a condi¢@o algébrica adicional (3.3.31) em termos dos coefici-
entes ap, az, by e by. Inicialmente, as derivadas de f e g sdo

f(uy) = \/|b? +c|[—ay sen(4/|b? + c|uy) + by cos(y/ |b% + c|uy)],
g (up) = 1/ |b% +c|[az senh(y/ |b% + c|uz) + by cosh(4/|b2 + c|uy)].

Dai,

:

(f)? = |b* 4 c|[a3 sen® (y/ |b? + c|uy ) — 2a1 by sen(y/ |b? + c|up ) cos(y/ |b? + c|uy)

+bicos?(y/ b2+ cluy)],

c(g)? = c|b* + c|[a] senh? (1 /|b2 + c|uz) + 2azby senh(y/ |b2 + c|uz) cosh(y/ [b2 + c|u)

+ b3 cosh?(1/|b? +c|uy)],

<

c(f+bg)* = c(f*+2bfg+b*g?) = clatcos®(1/ |b? + cluy)

+2a1by cos(y/ b2+ cluy ) sen(y/|b? + c|uy) + bFsen?(1/|b? + c|uy)]

+2bclajay cos(y/ |b? + cluy) cosh(4/ |b% + c|uz)

H

+aybycos(4/ |b% + c|uy) senh(4/|b% + c|uz)
+braz sen(4/ |b% + c|uy) cosh(4/|b% + c|uz)
)

+b1bysen(y/ |b% + cluy) senh(4/|b2 + c|uz)]

+ cb?[a3 cosh? (4 /|b? + c|ua) + 2azbs cosh(y/|b? + c|uz) senh(y/ b2 + c|us)

HEH
HH
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:

+ b3 senh? (/b2 +c|us)]

:

(bf —cg)* =b*f> —2bcfg+c*g" = b*[ajcos’(y/|b? +cluy)
+2ayby cos(y/|b? 4 cluy) sen(y/ |b? + c|uy ) + b3 senh® (1 / b2 +c|uy)]

— 2bclayap cos(4/|b? + cluy) cosh(y/ |b? + ¢|uz)

H
H

+a1bycos(y/ |b* + cluy) senh(4/ |b? + c|uz)

HH

+braz sen(4/ |b% + c|uy) cosh(4/|b* + c|uz)
)

+b1bysen(4/ |b% + c|uy) senh(4/|b% + c|uz)]

+ c?[a3 cosh?(1/ |b2 + c|ua) + 2a2by cosh(y/|b? + c|uz) senh(y /|2 + c|u)

+ b3 senh®(1/|b2 +c|uy)].

HEH

H

Como b* + ¢ < 0, temos que |b* +c| = —b*

previamente e observando que L = 0, deparamo-nos com

— ¢. Assim, somando os termos calculados

0= (f') —c(g)* —c(f +bg)* — (bf — cg)’

= sen’(y/|b% +cluy) (a3 |b? + c| — cb? — b*b?)

'

—(b%+0) (a% +b%)
+cos? (/[ + clur) (bT[D* + ¢| — cat — b2a7)
f(b2+;)?b%+a%)

+sen(y/ b2+ cluy ) cos(y/|b% + c|uy) (—2a1by |b? + ¢| — 2car by — 2b%a; by)

(b2+c)[2a1b1—2a1b1]

+senh?(y/|b2 + c|uz) (—ca3|b? + c| — cb*b3 — c*b3)

g

c(b?+c) (a% —b%)

+cosh?(1/|b? + c|up) (—cb3|b* + c| — cb?a5 — P ad)

-~

c(b2+c)(b3—a3)

+senh(4/ b2 + c|uz) cosh(y/|b% + c|uz) [—2carbs |b? + ¢| — 2cb*arbs — 2c?arby]

(b2 +C) [anzbz —anzbz}

= (b +c){—(a? +b3)[sen>(\/ |2+ c|ur) + cos® (1/|b? + c|uy)]
+ c(a% — b%)[senhz(\/ |b% +clun) — coshz(\ /|b*+ clu)]}
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= (b* +¢)[~(ai +b7) — c(a3 — b3)].

Equivalentemente, sendo b + ¢ < 0, a condicdo algébrica (3.3.31) reduz-se a
at +bi+c(a3—b3) =0. (3.3.44)

Afirmacao 5. Se a% + b% =0, entdo as superficies X e X sdo congruentes.

Demonstragcdo da Afirmacdo 5. Se a% + b% =0, entdo a; = by = 0. Consequentemente,
f =0. Pela condigdo (3.3.44), temos by = +ap, dai g(uz) = az[cosh(4/|b*+clus) +
senh(y/[b2 + clun)] = a2 eVl Usando as equagdes (3.3.35), (3.3.36) e (3.3.37),

obtemos
(I)i:(_l)i+lwiv i:1727 j’122’1 ¢ 12212'

Portanto, I=Ie I =1I, o que finaliza a prova da Afirmagdo 5.
Caso contrario, se considerarmos a% + b% # 0. Como b*+c< 0, ou seja, ¢ < —bz, entao
¢ < 0. Por (3.3.44), temos a% — b% > 0. Com isso, podemos escever f e g como se segue:

f(w) = V/lely/ a3 —b3sen(y/ b2 +clur +A),
g(up) = \/a% —b%cosh(\/ |b% + clus + B),

onde

b
senA = ———— e CcosA= !

\/ai+b3 \Jai+b3
B b (3.3.45)
coshB=———— e senhB= —2.

\/a ,/a% — b%

ai
2
212
5 — b3
Novamente, através de (3.3.5), (3.3.18) e (3.3.20), vemos que as aplicacdes W, Q, Q| e Q»
t€ém o mesmo fator, 4 /a% — b%, e a expressao de S, dada por (2.3.4), tem como fator a% — b%.

Substituindo W, Q, Q;, Q, e S em (2.3.3), verificamos que os niimeros a3 — b3 e [ a3 — b3
nio aparecem na expressdo de X apds as devidas simplificacdes. Sendo assim, consideramos

f e g como

fw) = /Jelsen(y/|b? + clus +A),
g(up) = cosh(4/|b% + clup + B),
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onde A, B sdo constantes reais definidas por (3.3.45). A primeira e a segunda formas funda-

.. . B
mentais sdo invariantes por uma mudanga de coordenadas de (uy,u;) para | uy,up — W .
“+c

Portanto, podemos considerar B = 0 e, assim, as fun¢des f e g sdo como em (3.3.10). Para es-
tas fungdes, consideramos €2 e W como em (3.3.5), com L = 0. O que conclui a demonstracao

do teorema.
O

A seguinte proposi¢do descreve os fins e as curvas singulares das superficies obtidas no
teorema anterior. A sua demonstracio € andloga a da Proposi¢do 3.3.

Proposicio 3.5. Cada superficie plana X, descrita pelo Teorema 3.3, possui fins do tipo

horosfera mergulhados e completos determinados pelos pontos (u(l), ug) da seguinte forma:

i) Se b* +c¢ =0, entdo

1 C1 (&)
uﬁ):—g(z:tl>, g =—2. (3.3.46)
ii) Se b*+c¢> 0, entdo
N (—A+y), uy= ! <E+kn) keZ, sec>0, (3.3.47)
1 \/bz——{—c ) 2 b2+C 2 ) ) ) o

b
onde vy é tal que coshy = e esenhy:%, ou,
W= L _(Cazp), =1 <E+2k7r) keZ, sec<0, (3.3.48)
1 b2+c Y 2 b2+c 2 Y ) Y b

VbE+c
T

b
onde B é tal que coshp = — e senhff =

]

iii) Se b* + ¢ < 0, entdo

0o —AFY-F+2%n

Y/ =

V1B +c|
Yl

Além disso, as curvas de singularidades sdo descritas por

[\Slen)

=0, keZ, (3.3.49)

u

onde 7y é tal que cosy = b+/|c| e seny =

senh¢ [T%+ (f')?] — 2T f' cosh¢ =0, (3.3.50)
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onde ¢ =buy, T é dado por (3.3.5), as funcoes f e g sdo dadas por (3.3.6) se b*+c¢=0,
por (3.3.8) ¢ (3.3.9) se b> 4+ ¢ > 0 e por (3.3.10) se b* + ¢ < 0.

O seguinte resultado descreve uma classe especial de superficies contidas no Teorema

3.3, descritas por X, que sdo periédicas em uma varidvel quando b>+c¢>0.

Proposicao 3.6. Considere X a familia de superficies planas em H?, como no Teorema 3.3.
Parab*+c¢>0ec # 0 satisfazendo

1 2
€= (a® + 1)2:? —(@®-1)?*, com % € Q\{1} irredutivel, (3.3.51)
temos que:
i) a superficie é periddica na varidvel up, com periodo mmﬂ;
a

ii) existem 2n fins do tipo horosfera mergulhados e completos;

iii) as curvas de singularidades descritas por (3.3.50) estdo contidas em um conjunto
compacto;

iv) existem dois fins completos de indice geométrico m dados pelo limite quando u; — +oo.

Demonstragdo. Seja X a familia de superficies dada por (3.3.4), com a constante de Ribau-
cour ¢ dada por (3.3.51), e as fungdes f e g dadas por (3.3.8) e (3.3.9), respectivamente. Pelo
Teorema 2.8 e pela Proposic¢do 3.5, podemos verificar a validade das propriedades i) e if).
Com relagdo a propriedade iii), que diz que as singularidades descritas por (3.3.50) estdo
contidas em um conjunto compacto, a sua validade € verificada através das expressoes de f e
g e do fato de que X é periddica na varidvel u;, desde que a constante de Ribaucour c seja
como na hipétese da proposicao.

Agora, provaremos que as superficies X tem dois fins completos quando u; tende a oo,
Considerando as superficies no modelo do semi-espaco de H°,

(3.3.52)

7= (7".72.72%) = X! X !
_( ’ ) >_ XO—X37)~(O—X3’XO—X3 .

Veremos entdo que

Iim =—=——5 = lim

u—oo X0 _ X3 " U ——ee X0 _ X3 = (3.3.53)



3.3 Transformacdo de Ribaucour para superficies planas de rotacdo com singularidades
isoladas 124

De fato, a partir da equacao (2.3.3), temos

L0 20° 2Q0 20W
2000 = (14258 ) (00 = 200 xd -3+ 2 v - ),

onde X e € sdo dados por (3.3.1), (3.3.20), Q, W e T sdo dadas por (3.3.5), ¢ e S sdao dados

por (3.3.3) e (2.3.4), respectivamente, com L = 0. Consequentemente, temos que

~ ~ _ﬁ u
XO—X3:%(3_71P+6—W1Q),
onde
a T+f 200,
P =
AT ae—D)(f=T) Scosh¢’
1 1 a(T —f' 2Q0
o=11 __aT—f") I

a (c—1)a (c—=1)(T+f") Scosh¢
Uma conta simples nos permite checar os seguintes limites

200 i_2(—b+\/b2+c) i T+f  btVbi+c
= , 1im =

ulgrilooScosh¢_ c—1 Mlﬁi‘x’f/—T_—b:t\/bz—i—c'

Portanto,

lim P=hy, lim Q=h;,
Uy —roo Uy —roo
onde hli, hzi sdo numeros reais nao-nulos. Com isso, vemos que as equagdes em (3.3.53) se
verificam. Consequentemente, os fins correspondentes a #; — 4-oo sdo completos.

Agora, a fim de provar que estes fins t€ém indice geométrico m, observemos, antes, de
(2.3.3)e (3.3.1), que

X! = 2senh ¢ (PCOS <%> —QOsen (%>) ,

2 2
X = 2senh ¢ (ﬁsen (%) +Qcos (%)) ,
onde
-1 2QT 2bQQ ~ QQ
P=-(-1- + ! 0= "2
2 cSsenh¢  Ssenh¢ Ssenh ¢
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Além disso, lim P = hte lim Q =0, onde k™ é um nimero real ndo-nulo. Portanto,
Uy —>foo Uy —>oo

S R I CORRCS)
ull)nim 0 R —ull}niw ) (cos { —= ) ,sen{— ,

2senh ¢ aelh*

—ar )
e a hf +eau l12jE

onde

V() =

Como 0 < u; < ——, concluimos que os fins correspondentes a u; — F-oo tem indice m.
Entdo, observando que lim V(u;) =ee lim V(u;) =0, 0 modelo da bola de Poincaré nos
Up—roo Up——o0

permite concluir que o fim correspondente a u; — oo vai para (0,0, 1) e o fim correspondente
au; — —oo vai para (0,0,0).
O]

Figura39a=4,n=2,m=1

Figura3.10a=5,n=1,m=2
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A superficie em Figura 3.9 (a esquerda) e sua respectiva vista superior (a direita) re-
presentam graficamente a transformada de Ribaucour para uma superficie plana com uma
singularidade isolada parametrizada por (3.3.1), com a = 4. A parametrizagdo da transfor-
mada é dada em (3.3.4), escolhendo-se ¢ como em (3.3.51) onde n =2 e m = 1. Observe
que tal superficie é periddica em uma varidvel e possui 2n + 2 fins mergulhados, dentre os
quais 2n sdo do tipo horosfera.

Enquanto a superficie em Figura 3.10 (a esquerda) e sua respectiva vista superior (a
direita) representam graficamente a transformada de Ribaucour para uma superficie plana
com uma singularidade isolada parametrizada por (3.3.1), com a = 5. A parametrizacdo da
transformada é dada em (3.3.4), escolhendo-se ¢ como em (3.3.51) onden =1em = 2. Tal
superficie é periddica em uma variavel e possui 2 fins mergulhados do tipo horosfera e 2 fins

de indice geométrico igual a 2.
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Apéndice A

Comando para uma figura realizada em
software MAPLE®

Apresentamos 0os comandos realizados no programa computacional MAPLE a fim de
obter uma superficie associada ao cilindro via transformag¢do de Ribaucour em H?. Tomamos
como exemplo a Figura 3.3 (vista interna) e observamos que todas as figuras da dissertacao
podem ser reproduzidas de forma andloga, apenas ajustando-se os comandos de acordo com
os teoremas e proposi¢des do Capitulo 3.



> # Plotandouma superficie parametrizada de H3 no modelo dabola de Poincaré.
# Primeiro: utilize os pacotes PLOTS e STUDENT
with(plots) :
with( Student);
[ Basics, Calculusl, LinearAlgebra, MultivariateCalculus, NumericalAnalysis, Precalculus, SetColors, (1)

SetDefault, SetDefaults, Statistics, VectorCalculus]
;> # Segundo: escrevaas funcées coordenadas dasuperficie X(u, v) = (x0(u, v), xI1(u, v), x2(1, V), X3(14, V)) :

v "\/ "\/ I

> x0(u,v) = %l-cosh(av)

X0:= (1, v) o SOV ()
B 1
> xI(uv) = E-cos(bu)
Xl = (1 V) Cosgobu) (3)
B 1
> xX2(uv) = i3 -sin(b-u)
X2:= (U, V) - Sm(bb w (4)
B 1
> x3(uv) = 2 -sinh(a-v)
X3=(uv) - —Smh(;aw (5)
:> #Escolha as constantesaeb:
4
> q:= g \
i a = g (6)
> solve({% — % +1= 0}, {b}),
4 4
i {p=-3h{=3] (7)
B 4
> b:= §
4
] b=3 (8)
;> # Calcule as derivadas parciais de X(u, v) = (x0(u, v), xI1(u, v), x2(4, V), x3(u, v)) comrelacdoaueyv:
> x0_u(uy, v) = diff(x0(u, v), u) )
XO_u= (u, V) = = X0(1, V) (9)
> evall x0_u(u, v))
i 0 (10)
[> x0vu v) = diff(x0(u, v), v) )
X0_v:=(u V) > — x0(4, V) (11)
o
[ > eval xO_v(u, v))
. 4v
smh(?) (12)
B xI_u(u, v) := diffix1(u, v), w )
xI_u=(uv)—>—x1(y v (13)
ou
> eval(x1_u(u, v))
. (4u
—sm(?) (14)

> xI_wvu v) =diffix1(u, v), v)

(15)



V"

V" V"V"V"

V"V" V" v

V"

| >

>

0
x1_v:=(u, v)—>a—v x1(u, v)

evalxl_vu, v))

x2_u(y, v) = diff(x2(u, v), w )
x2_u:=(u, v)a@ x2(u, v)

Cos(4—u)
3

0
XxX2_v:i=(u, v)—>a—v x2(u, v)

eval x2_u(u, v))
x2_ v, v) = diffix2(u, v), v)

evalx2_v(u, v))

x3_u(u, v) = diff(x3(u, v), u)

0
X3_u:= (u, v)—>al x3(u, v)

eval(x3_u(u, v))

x3_vu, v) = diff(x3(u, v), v) 5
x3_v:i=(u, v)—>a—v x3(u, v)

eval(x3_v(u, v))
COSh( v )
5
# Aplicando o Teorema 3.1 e a Proposicao 3.2.
#Definina a Constante de Ribaucour:
n:=3
n:=3
m:=2
m:=2
s
Ci= —
2
e 9
T4
eval(c)

»|©

# Definina as funcoes f e g:
f(w = sin(b-sqrt(c) - u)
f=u~ sin(bVT u)
eval f(u);
sin(2 u)

gv) = (—ljcosh(a-sqrt( 0-V)

. bcosh(aye v)

g=v a

eval g(v)); 6
A%
5 cosh( = )
3

# Asderivadas defe g sio dadas por:
flinha(u) = diff f(u), u)

. d
flinha = u- - (u)

(15)
(16)

(17)

(18)

(19)
(20)
(21)
(22)

(23)

(24)

(25)
(26)

(27)

(28)

(29)
(30)

(31)

(32)

(33)



V"

v "V [

v "V [

>

xtil0 := (u, v) — x0(u, v) +

eval flinha(u));
2cos(2u)

glinha(v) = diff(g(v), v)

) d
glinha == v— a} g(v)

eval glinha(v))

2 sinh( bv )
5
#0 vetor normal unitarioN de X é dado por:
NO(u, v) := %cosh( av)
NO= (1 V) cosh(av)
b
eval NO(u, v)); 4
v
3 cosh( = )
4
1
Nl(u, v) = (—Zcos(b- u)
NI = () cos(bu
evalN1(u, v));
5 cos( du j
3
4
1 .
N2(u, v) = Esm( b-u
N2 = (u V) sin(b u)
a
eval N2(u, v));
5 sin( du )
_\3)
4
1 .
N3y, v) = Esmh(aw/)
N3 = (V) o sinh(av)
b
evallN3(u, v));
3 sinh(4—v)
_\5)
4

# Calculando as componentes da transformada Xtil(u, v) = (xtilO(u, v), xtil1(u, v), xtil2(u, v), xtil3(u, v)) :

2-(flw) +g(v))
(1 —0-(P-(flw)% — a®-(g(v)?)

- glinha(v)-x0_v(u, v) - (gf(u) + %g(v))-NO(u, v))

1
(1—0 (P fw?—agv?)

xtilO(u, v) = x0(u, v) +

— flinha(w) x0_u(u, v) — glinha(v) xX0_v(u, v) — ( bfa

simplify(eval xtilO(u, v)))
1

20sin(2 u)? — 20cosh(

bv
5

bV)jNO( )j)

( (25811’1(2 w?2 —24sin(2 u) Cosh(G—V) 65 COSh(—V
V)2 5 5

s

(2f w +2 gl ))((f( W+ g(v) x0(u, v)

4v
5

-((f( u + g(v))-x0(u, v) -flinha(u) -x0_u(u, v)

)

(34)

(35)

(36)

(37)

(38)

(39)

(40)

(41)

(42)

(43)

(44)

(45)

(46)



+ 36 sinh( 4?‘)) [sin(z u

> xtill(u, v) =

5 COSh( 6?‘/ )

2-(flw +g(v))

et

x1(u, v) + (

1 —c) (P (flw)2 — a®-(g(v)?)

- glinha(v)-x1_v(u, v) - ( flu +ag ))-Nl(u,v))

xtill :==(u, v) —» x1(u, v) +

— flinha(u) x1_u(u, v) — glinha(v) x1_v(u, v) — (

1

(1—0 (K fw? g(v)z)(

> simplifyteval xtill(y, v)))

1

2 6v)\2
20cos(2 w) +20cosh(?j ~20

bflw
a

4u 4u 5cosh ?V
-39 cos( 3 )+36$1n(?) sin(2 u) +
- 2. (f
> xtil2 = x2 +
NI, V) = X2, V) (1—20)-( f(u) —a2 V)2

- glinha(v)-x2_v(u, v) - (l—;-f(u) + 1—7 ) -N2(u, v) )

xtil2 == (u, v) » x2(u, v) +

— flinha(w) x2_u(u, v) — glinha(v) x2_v(u, v) —

> simplify(eval(xtil2(u, v)))

1

1

(1 =0 (P fn? —agv)?)

(P

2
20cos(2u)? + ZOCOSh(?Vj -20

( (39 cos(2 u)2 —40sin(2 u) COSh(

4u Scosh(%/)
—36cos( 3 )cos(Z u | sin(2 u) +T
- 2-(flu )+g<v))
> xtil3(w, v) = x3(u, v) +
4 b (1—0- (B (flu —az-(g(V))Z)
- glinha(v)-x3_v(u, v) - ( -flw + - ))~N3(u, v))
1

xtil3 = (u, v) —» x3(u, v) +

— flinha(u) x3_u(u, v)

> simplify(eval xtil3(u, v)))

1

(1-0 (P f(w? —a®g(v)?)
— glinha(v) x3_v(u, v) —

20sin(2 u)? — 20cosh( 65

(36 cosh( ) sin(2 u) smh(

6v
5

(2flw +2gv)) ((f(u) +g(v) xI(u, v)

4G N1 v |
2 Nl(U,v))

2
( (39 cos(2 u)2 —40sin(2 u cosh( ) + 15cosh(TV)

~((f(u) +g(v))-x1(u, v) -flinha(u) -x1_u(u, v)

V))-x2(u, v) -flinha(u) -x2_u(u, v)

( (2 flu) +24g( ))((f(u)-l—g(v))xZ(u,v)

bV)jNZ( )j)

6v

5 5

(Zf +2g( ))((f(u)+g(v))x3(u,v)
(25
a

22 s

) + ISCOSh(GV)Z —39) sin(4u)

3

~((f(u) +g(v))-x3(u, v) -flinha(w -x3_u(u, v)

) + 60 cosh( ) cosh( 65‘}) sinh(GS—V)

2
+ ZSSinh(%) sin(2 u)? — 24sinh(4?v) sin(2 u) cosh(GS—V) —65 smh(?vj Cosh(%}j )

> # Aprojecio estereograficanomodelo daboladePoincaréparaH3: Y(u, v) = (

x3(u, v) )
L 1 +x0(y, v)

xtill(u, v)
1 + xtilO(u, v)

> yl(uv) =

xI(u, v)

x2(u, v)

1+x0(u,v)’

1+x0(u,v)’

(47)

(48)

(49)

(50)

(51)

(52)

- N\



v "V [

v "V "V [

yl = (V) — thll(u, V) (53)

1 + xtilO(u, v)
xtil2(u, v)
2 =—
yeu, ) 1 + xtilO(u, v) 5
. . _Xtl2(w, v)
y2:= (V) 1 + xtilo(u, v) (54)
xtil3(u, v)
3 =—
3 v) 1 + xtilO(u, v) 3
. X3y, v)
y3=(Uv) =y xtilo(u, v) (55)
# Por fim, escreva:
transfribaucour := plotSd([yl(u, V), y2(u, v), y3(u, v)1,u=- 3 Pi..é Piv=- 2 Pi..0, numpoints= 200000, axes

2 2 2
= none)

esfera := plot3d(1,u= 0.2*Pi,v = 0.Pi, coords = spherical, scaling = constrained, style = wireframe, axes = none)
with( plots, intersectplob :
plots| display) ( transfribaucour, esfera);
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