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Resumo

Seja A um grupo agindo por automorfismos sobre um grupo finito G. O objetivo deste
trabalho é demonstrar que propriedades do residual nilpotente de CGpaq, onde a P A, estão
relacionadas às correspondentes propriedades do residual nilpotente de G. Considerando
um grupo diedral D “ xα, βy, gerado por duas involuções α e β, agindo coprimamente
por automorfismos sobre um grupo finito G de tal forma que CGpαβq “ 1, mostramos
que a ordem e o posto de γ8pGq são limitados, respectivamete, em função de |D| e da
ordem e do posto de γ8pCGpαqq e γ8pCGpβqq. Agora sejam um p-grupo finito P agindo
por automorfismos sobre um grupo finito G de tal forma que CGpMq “ 1, onde M é
um subgrupo maximal de P , e todos os elementos em P zM tem ordem p. Mostramos
que se γ8pCGpxqq tem ordem no máximo m para qualquer x P P zM , então γ8pGq tem
ordem limitada em função de m e da ordem de P . Além disso, se γ8pCGpxqq tem posto
no máximo r para qualquer x P P zM , então γ8pGq tem posto limitado em função de m
e da ordem de P . Por fim, consideramos um grupo de Frobenius FH com núcleo F e
complemento H, agindo coprimamente por automorfismos sobre um grupo finito G de tal
forma que CGpF q “ 1 e mostramos que se γ8pCGpHqq tem ordem no máximo m, então
γ8pGq tem ordem limitada apenas em função da ordem do complemento H e da ordem
de γ8pCGpHqq. Além disso, o posto de γ8pGq é limitado apenas em termos da ordem do
complemento H e do posto de γ8pCGpHqq.



Abstract

Let A be a group acting by automorphisms on a finite group G. The goal of this work
is to prove that properties of nilpotent residual of CGpaq where a P A are related with
correspondents properties of nilpotent residual of G. Considering a dihedral group D “

xα, βy, generated by two involutions α and β, acting coprimely on a finite group G such
that CGpαβq “ 1, we prove that the order and rank of γ8pGq are limited, respectively, in
terms of |D| and the order and rank of γ8pCGpαqq e γ8pCGpβqq. In the case where a finite
p-group P acts by automorphisms on a finite group G in such a way that CGpMq “ 1,
where M is a maximal subgroup of P and all elements in P zM have order p. We will
prove that if γ8pCGpxqq has order at most m for any x P P zM , then γ8pGq has pm, |P |q-
bounded order. Moreover if γ8pCGpxqq has rank at most r for any x P P zM , then γ8pGq
has pr, |P |q-bounded rank. Finally, we consider a Frobenius group FH with kernel F and
complement H, acting coprimely by automorphisms on a finite group G in such a way
that CGpF q “ 1. We will prove that if γ8pCGpHqq has order at most m, then the order
of γ8pGq is bounded only by the order of complement H and the order of γ8pCGpHqq.
Moreover, the rank of γ8pGq is bounded only in terms of the order of complement H and
the rank of γ8pCGpHqq.
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INTRODUÇÃO

Seja G um grupo finito e ϕ um elemento do grupo de automorfismos de G. Deno-

tamos por CGpϕq o subgrupo dos pontos fixos de ϕ em G, ou seja,

CGpϕq “ tx P G;xϕ “ xu.

Quando este subgrupo é trivial, dizemos que ϕ é livre de pontos fixos em G. De ma-

neira análoga, quando consideramos A um subgrupo do grupo de automorfismos de G, o

centralizador de A em G é definido por

CGpAq “ tx P G;xϕ “ x, para todo ϕ P Au.

No caso em que CGpAq “ 1, dizemos que A é livre de pontos fixos em G.

Seja G um grupo finito e considere ϕ um automorfismo de G cuja ordem é um

número primo. Existem muitos resultados que mostram como a estrutura do subgrupo

CGpϕq exerce influência sobre a estrutura do grupo G. Por exemplo, se ϕ tem ordem

dois e é livre de pontos fixos, então G é abeliano. Outro resultado bastante conhecido

é o Teorema de Thompson [30], o qual afirma que se um grupo finito G admite um

automorfismo livre de pontos fixos de ordem prima, então G é nilpotente.

Motivado pelo Problema 17.72 do Kourovka Notebook [17] proposto por Mazurov

em 2010, o qual citamos abaixo, o caso em que um grupo de Frobenius FH, com núcleo

F e complemento H, age sobre um grupo finito G de tal forma que a ação do núcleo

F é livre de pontos fixos vem ganhando destaque. Recorde que um grupo de Frobenius

A “ FH, com núcleo F e complemento H, pode ser caracterizado como um grupo finito
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2 Introdução

A que é o produto semidireto de um subgrupo normal F por H tal que CF phq “ 1 para

todo h P H#.

Problema 17.72 do Kourovka Notebook [17]: Seja FH um grupo de Frobe-

nius com núcleo F e complemento H. Suponha que FH aja sobre um grupo finito G de

modo que GF seja um grupo de Frobenius com núcleo G e complemento F .

i) A classe de nilpotência de G é limitada em termos da ordem de H e da classe de

nilpotência de CGpHq?

ii) O expoente de G é limitado em termos da ordem de H e do expoente de CGpHq?

O primeiro item do Problema 17.72 foi resolvido por N. Yu. Makarenko e P.

Shumyatsky em 2010 [24]. O segundo item continua sem resposta. No entanto, foi provado

em [16], por E. I. Khukhro, N. Yu. Makarenko e P. Shumyatsky, que se considerarmos

que o grupo de Frobenius FH tem núcleo cíclico e que FH age sobre G de tal forma que

CGpF q “ 1 e CGpHq tem expoente e, então o expoente de G é limitado em termos de e

e da ordem de FH. A partir desse trabalho os autores propuseram os Problemas 18.66 e

18.67 na Edição 18 do Kourovka Notebook.

O Problema 18.66 considera o caso em que o grupo finito G admita a ação de

um grupo de Frobenius FH com núcleo F e complemento H de tal forma que o grupo

GF também é um grupo de Frobenius com núcleo G complemento F e pergunta se o

comprimento derivado deG pode ser limitado em termos da ordem deH e do comprimento

derivado de CGpHq.

O Problema 18.67 considera um grupo de Frobenius FH com núcleo F e comple-

mento H agindo por automorfismos sobre um grupo finito G de tal forma que CGpF q “ 1

e pergunta se é possível limitar o expoente de G em termos da ordem de F e do expoente

de CGpHq.

Recorde que o posto de um grupo finito G é o menor número r “ rpGq tal que

todo subgrupo de G pode ser gerado por no máximo r elementos. Quando se considera

que o núcleo F age livre de pontos fixos sobre G, E. I. Khukhro, N. Yu. Makarenko e P.

Shumyatsky mostraram, em 2014, o seguinte teorema sobre a estrutura de G.

Teorema 2.1.8[Teorema 2.7 [16]] Suponha que um grupo finito G admita um grupo de

Frobenius de automorfismos FH com núcleo F e complemento H tal que CGpF q “ 1.

Então:
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Introdução 3

a) |G| “ |CGpHq||H|;

b) o posto de G é limitado em termos da |H| e do posto de CGpHq;

c) se CGpHq é nilpotente, então G é nilpotente.

Recentemente, em 2019, E. de Melo e J. Caldeira [2] mostraram o seguinte teorema

que limita a classe de nilpotência de G no caso em que temos a ação de um grupo de

Frobenius supersolúvel.

Teorema 0.0.1 Seja FH um grupo de Frobenius supersolúvel com núcleo F e comple-

mento H. Suponha que FH aja sobre um grupo finito G de tal forma que CGpF q “ 1 e

CGpHq é nilpotente de classe c. Então a classe de nilpotência de G é limitada em termos

de c e da ordem de FH.

No caso em que o grupo de Frobenius não é supersolúvel esse resultado não é

verdadeiro. Isso pode ser visto no Exemplo 5.10 em [16] no qual os autores consideram

um grupo de Frobenius de ordem 12, que não é supersolúvel, agindo sobre um grupo finito

G e mostram que a classe de nilpotência de G não pode ser limitada.

Em 2013 P. Shumyatsky [29] considerou um grupo diedral agindo sobre G e de-

monstrou os seguintes resultados.

Teorema 2.2.5 Seja D “ xα, βy um grupo diedral gerado por duas involuções α e β. Se

D age sobre um grupo finito G de tal forma que CGpαβq “ 1, então G “ CGpαqCGpβq e

|G| “ |CGpαq||CGpβq|.

Teorema 2.2.7 Seja D “ xα, βy um grupo diedral gerado por duas involuções α e β. Se

D age sobre um grupo finito G de tal forma que CGpαβq “ 1 então o posto de G é limitado

em termos de rpCGpαqq e rpCGpβqq.

Em 2018 E. de Melo e J. Caldeira [4] demonstraram as seguintes generalizações.

Teorema 0.0.2 Seja A um grupo finito e M é um subgrupo normal de A. Suponha que

todos os elementos em AzM tem ordem p. Se A age sobre um p1-grupo finito G de tal

forma que CGpMq “ 1 e CGpxq é nilpotente para todo x P AzM , então G é nilpotente.

No caso particular em que A é um p-grupo os autores limitaram a classe de nilpo-

tência e provaram o seguinte resultado.
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4 Introdução

Teorema 0.0.3 Seja P um p-grupo finito e M um subgrupo normal de P . Suponha que

todos os elementos em P zM tenham ordem p. Se P age sobre um grupo finito G de tal

forma que CGpMq “ 1 e CGpxq é nilpotente de classe no máximo c para todo x P P zM ,

então G é nilpotente com classe limitada em termos de c e |P |.

Vamos usar a expressão pa, b, ...q-limitado para abreviar "limitado superiormente

apenas em termos de a, b, ... ". Lembre que o residual nilpotente de G, denotado por

γ8pGq, é o subgrupo obtido pela interseção de todos os subgrupos normais de G cujos

quocientes são nilpotentes. Em [5] E. de Melo, A. S. Lima e P. Shumyatsky provaram os

seguintes teoremas.

Teorema 3.0.1 Sejam q um número primo e A um q-grupo finito de expoente q agindo

por automorfismos sobre um q1-grupo finito G. Suponha que A tenha ordem pelo menos

q3 e |γ8pCGpaqq| ď m para qualquer a P A#. Então γ8pGq tem ordem pm, qq-limitada.

Teorema 3.0.2 Sejam q um número primo e A um q-grupo finito de expoente q agindo

por automorfismos sobre um q1-grupo finito G. Suponha que A tenha ordem pelo menos

q3 e rpγ8pCGpaqqq ď r para qualquer a P A#. Então γ8pGq tem posto pr, qq-limitado.

O resultado abaixo, apresentado em [3] por de Melo, mostra que sob as mesmas

hipóteses dos teoremas acima é possível melhorar a limitação da ordem de γ8pGq de modo

que não dependa da ordem do grupo A.

Teorema 3.0.4 Sejam q um número primo e A um q-grupo finito de expoente q agindo

por automorfismos sobre um q1-grupo finito G. Suponha que A tem ordem pelo menos q3

e |γ8pCGpaqq| ď m para qualquer a P A#. Então γ8pGq tem ordem m-limitada.

Motivados por esses resultados, vamos considerar a ação de um grupo supersolú-

vel sobre um grupo finito G e estudar como se comporta a ordem e o posto do residual

nilpotente de G. Com o objetivo de generalizar os resultados anteriores para grupos de

automorfismos supersolúveis, iniciamos a apresentação de novos resultados com a demons-

tração do seguinte resultado técnico.

Teorema 4.0.1 Seja A um grupo supersolúvel e B um subgrupo normal de A, cuja ordem

é um primo q. Suponha que exista um conjunto de geradores x1, . . . , xt de A tais que

cada subgrupo Ai “ xB, xiy é um grupo de Frobenius ou um q-grupo abeliano elementar

de posto 2. Assuma que A aja coprimamente sobre um grupo finito G de tal forma que

CNpBq “ xCNpA1q, . . . , CNpAtqy para qualquer subgrupo N , de G, que é A-invariante .
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Introdução 5

a) Se CGpxq é nilpotente para qualquer x P tA#
1 , . . . , A

#
t u, então G é nilpotente.

b) Se γ8pCGpxqq tem ordem no máximo m para qualquer x P tA#
1 , . . . , A

#
t u, então

γ8pGq tem ordem pm, |A|q-limitada.

c) Se γ8pCGpxqq tem posto no máximo r para qualquer x P tA#
1 , . . . , A

#
t u, então γ8pGq

tem posto pr, |A|q-limitado.

Com esse resultado obtemos dois corolários que enunciamos a seguir.

Teorema 4.0.2 Seja D “ xα, βy um grupo diedral gerado por duas involuções α e β.

Suponha que D age coprimamente sobre um grupo finito G de tal forma que CGpαβq “ 1.

a) Se γ8pCGpαqq e γ8pCGpβqq têm ordem no máximo m, então γ8pGq tem ordem

pm, |D|q-limitada.

b) Se γ8pCGpαqq e γ8pCGpβqq têm posto no máximo r, então γ8pGq tem posto pr, |D|q-

limitado.

Teorema 4.0.3 Seja P um p-grupo finito e M um subgrupo maximal de P . Assuma que

todos os elementos em P zM tem ordem p. Suponha que P aja sobre um grupo finito G

de tal forma que CGpMq “ 1.

a) Se γ8pCGpxqq tem ordem no máximo m para qualquer x P P zM , então γ8pGq tem

ordem pm, |P |q-limitada.

b) Se γ8pCGpxqq tem posto no máximo r para qualquer x P P zM , então γ8pGq tem

posto pr, |P |q-limitado.

O Teorema 4.0.1 também pode ser aplicado ao caso em que um grupo de Frobenius

supersolúvel age por automorfismos sobre um grupo finito G. No entanto, provamos o

teorema abaixo que mostra que o resultado vale para grupos de Frobenius que não são

necessariamente supersolúveis e, além disso, que as propriedades do residual nilpotente

de G não dependem da ordem do núcleo de Frobenius.

Teorema 5.0.1 Seja FH um grupo de Frobenius com núcleo F e complemento H. Su-

ponha que FH aja sobre um grupo finito G de tal forma que CGpF q “ 1. Então:

a) |γ8pGq| é limitado em termos da |H| e |γ8pCGpHqq|;
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6 Introdução

b) o posto de γ8pGq é limitado em termos da |H| e do posto de γ8pCGpHqq.

Este trabalho será dividido em cinco capítulos. No Capítulo 1 daremos algumas

definições e resultados clássicos da Teoria de Grupos que serão utilizados ao longo do texto.

No Capítulo 2 estudamos grupos de Frobenius e grupos diedrais agindo por automorfismos,

sendo que o objetivo é demonstrar o Teorema 2.1.8, o Teorema 2.2.5 e o Teorema 2.2.7.

No Capítulo 3 estudamos propriedades como posto e a ordem do residual nilpotente de

um grupo finito G quando consideramos a ação de um q-grupo finito A de expoente q

agindo por automorfismos sobre um q1-grupo finito G e demonstramos os Teoremas 3.0.1,

3.0.2 e 3.0.4. No Capítulo 4 provamos o Teorema 4.0.1 e seus corolários. Por fim, no

capítulo 5 provamos o Teorema 5.0.1. Os resultados dos capítulos 4 e 5 possuem preprint

e serão submetidos em breve.
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CAPÍTULO 1

PRELIMINARES

O objetivo deste capítulo é apresentar definições e propriedades de Teoria de Gru-

pos que serão úteis para o desenvolvimento deste trabalho. O leitor interessado pode

consultar [8], [25], [26].

1.1 Definições básicas e propriedades

Definição 1.1.1 a) Dizemos que uma sequência finita tHiu0ďiďn de subgrupos de G é

uma série se

1 “ H0 EH1 E ¨ ¨ ¨EHn´1 EHn “ G.

Os subgrupos H0, H1, . . . , Hn são chamados termos da série e os subgrupos quoci-

entes Hi{Hi´1, 0 ď i ď n são os fatores da série;

b) Uma série de subgrupos de um grupo G

1 “ H0 EH1 E ¨ ¨ ¨EHn´1 EHn “ G.

é uma série normal de G se temos Hi EG, para cada 0 ď i ď n.

c) A sequência de subgrupos definida indutivamente por

γ1pGq “ G e γipGq “ rγi´1pGq, Gs
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8 1. Preliminares

é chamada série central inferior;

d) A interseção termos da série central inferior de G é chamado residual nilpotente

e é denotado por γ8pGq.

Proposição 1.1.2 (Corolário 2.5.6 [15]) Se um grupo G é gerado por d elementos,

então γnpGq{γn`1pGq é gerado por dn elementos, para cada n.

Definição 1.1.3 a) Um fator H{K de uma série de G é dito ser um fator central

de G se K é normal em G e H{K ď ZpG{Kq;

b) G é dito nilpotente se possui uma série cujos fatores são centrais. Tal série é

chamada série central;

c) O tamanho da menor série central de G é chamado classe de nilpotência;

d) G é dito solúvel se possui uma série cujos fatores são abelianos;

e) G é dito supersolúvel se possui uma série normal cujos fatores são cíclicos.

Definição 1.1.4 Seja G um grupo finito. O radical solúvel de G, denotado por RpGq,

é o maior subgrupo normal solúvel de G.

Definição 1.1.5 Seja π um conjunto de números primos. Um inteiro positivo n é dito

um π-número se todo divisor primo de n pertence a π.

Definição 1.1.6 Seja H um subgrupo de G. Dizemos que H é um π-subgrupo de G se

|H| é um π-número.

Proposição 1.1.7 Se G é um grupo finito, então G contém um único π-subgrupo normal

maximal, o qual é denotado por OπpGq.

Definição 1.1.8 O subgrupo de Fitting, F pGq, de um grupo finito G é o produto de

todos os subgrupos normais nilpotentes de G.

Note que, pela proposição abaixo, temos que se G é um grupo finito, então F pGq

é um grupo nilpotente.

Proposição 1.1.9 (Lema 1.1 [8]) Se H e K são subgrupos normais nilpotentes de um

grupo finito G, então HK também é um subgrupo normal nilpotente de G.
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Definição 1.1.10 Defina os subgrupos FipGq recursivamente como F0pGq “ 1 e

FipGq{Fi´1pGq “ F pG{Fi´1pGqq

para cada inteiro i ě 1. A série formada por estes subgrupos é denominada série de

Fitting de G.

Se G é um grupo solúvel, o menor número inteiro h “ hpGq tal que FhpGq “ G é

denominado altura de Fitting de G.

Todo grupo finito possui uma série normal cujos fatores são solúveis ou um produto

direto de grupos simples não abelianos. Em [18], E. I. Khukhro e P. Shumyatsky definem

o comprimento não solúvel de um grupo finito G como o número mínimo de fatores não

solúveis em uma série desse tipo.

Definição 1.1.11 Considere uma série normal, de um grupo finito G, onde cada um

dos seus fatores é solúvel ou produto direto de grupos simples não abelianos, definimos o

comprimento não solúvel λpGq, como o menor número de fatores não solúveis.

Proposição 1.1.12 (Corolário 1.2 [18]) O comprimento não solúvel λpGq de um grupo

finito G não excede o máximo das alturas de Fitting dos subgrupos solúveis de G.

Lema 1.1.13 (Lema dos Três Subgrupos) Seja G um grupo, H,K,L subgrupos de G

e N um subgrupo normal de G tal que rH,K,Ls, rL,H,Ks ď N , então rK,L,Hs ď N .

Definição 1.1.14 Seja G um grupo finito solúvel e denote p1, . . . , pk primos distintos

divisores da ordem de G. Seja Qi um p1-subgrupo de Hall de G, então tQ1, . . . , Qku é

chamado sistema de Sylow de G.

Definição 1.1.15 Seja tQ1, . . . , Qku um sistema de Sylow de um grupo finito solúvel G.

Então o subgrupo

N “

k
č

i“1

NGpQiq

é chamado normalizador de sistema de G.

Definição 1.1.16 Sejam KCH ď G e L ď G. Dizemos que L cobre H{K se HL “ KL,

ou equivalentemente, se H “ KpH X Lq.
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Teorema 1.1.17 (Teorema de P. Hall) Se N é um normalizador de sistema de um

grupo finito solúvel G, então N cobre os fatores princiais centrais de G.

Definição 1.1.18 O posto de um grupo finito que é dado por

rpGq “ suptdpHq | H ď Gu,

onde dpGq é o número mínimo de geradores de G.

É interessante notar que nem sempre o número de geradores de um subgrupo de

G é menor do que o número de geradores de G. Veja por exemplo o grupo simétrico S6,

para o qual temos dpS6q “ 2 e dpHq “ 3, onde H “ xp12q, p34q, p56qy. Um exemplo desse

fenômeno na família de p-grupos é o produto entrelaçado G “ C2 oC4. Neste caso, o grupo

base B do produto entrelaçado G é tal que B – C2 ˆC2 ˆC2 ˆC2. Então G “ B ¸C4 e

temos que dpGq “ 2 e dpBq “ 4.

1.2 p-grupos

Nesta seção apresentaremos uma introdução à importante classe dos p-grupos fi-

nitos.

Definição 1.2.1 Seja p um primo. Um grupo G no qual todo elemento tem sua ordem

igual a uma potência de p é chamado um p-grupo.

Proposição 1.2.2 Qualquer p-grupo finito é um grupo nilpotente.

O subgrupo de Frattini ΦpGq de um grupo finito G é definido como a interseção

de todos os seus subgrupos maximais. Caso G não possua nenhum subgrupo maximal,

definimos ΦpGq “ G. Quando G é um p-grupo finito, veremos no teorema a seguir que o

subgrupo de Frattini nos mostra uma informação importante sobre a quantidade mínima

de geradores de G. Denote por Fp um corpo finito com p elementos.

Teorema 1.2.3 (Teorema da Base de Burnside) Seja G um p-grupo finito. Então:

a) G{ΦpGq é um p-grupo abeliano elementar e consequentemente pode ser visto como

um espaço vetorial sobre Fp;
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b) o conjunto tx1, . . . , xdu é um conjunto mínimo de geradores para G se, e somente

se, tx1ΦpGq, . . . , xdΦpGqu é uma base para G{ΦpGq;

c) o número mínimo d “ dpGq de geradores do grupo G coincide com a dimensão de

G{ΦpGq como um Fp-espaço vetorial. Ou seja, |G : ΦpGq| “ pd.

Definição 1.2.4 Um p-grupo G é dito extraespecial se é não abeliano, G1 “ ZpGq e

|ZpGq| “ p.

1.3 Automorfismos de grupos

Vamos usar a notação gα para denotar a imagem de g sob a ação de um automor-

fismo α.

Definição 1.3.1 Seja G um grupo e α um elemento do grupo de automorfismos de G.

Dizemos que α é livre de pontos fixos se

CGpαq “ 1,

onde CGpαq “ tg P G; gα “ gu.

De maneira análoga, temos a seguinte definição.

Definição 1.3.2 Seja G um grupo e A um subgrupo do grupo de automorfismos de G. O

centralizador de A em G é definido como CGpAq “ tg P G; gα “ g para todo α P Au e

dizemos que A é livre de pontos fixos em G, sempre que CGpAq “ 1 .

Teorema 1.3.3 (Teorema 1.48 [9]) Um grupo finito admitindo um automorfismo que

deixa apenas o elemento identidade fixo é necessariamente solúvel.

Teorema 1.3.4 (Thompson [8]) Se G admite um automorfismo livre de pontos fixos

de ordem prima, então G é nilpotente.

Definição 1.3.5 Seja A um grupo que age por automorfismos sobre um grupo finito G,

dizemos que A age coprimamente sobre G se p|A|, |G|q “ 1.
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Se A é um grupo de automorfismos de um grupo G, o subgrupo gerado pelos

elementos da forma g´1gα com g P G e α P A é denotado por rG,As. O subgrupo rG,As é

A-invariante e normal em G. Além disso, vamos denotar por πpGq o conjunto de números

primos divisores da ordem de G.

O próximo resultado é uma coleção de fatos sobre ação coprima. As demonstrações

destes resultados podem ser encontradas em [8].

Proposição 1.3.6 Seja A um grupo de automorfismos de um grupo finito G tal que

p|G|, |A|q “ 1. Então:

(a) G “ CGpAqrG,As;

(b) rG,A,As “ rG,As;

(c) A deixa invariante algum p-subgrupo de Sylow de G para cada primo p P πpGq;

(d) CG{NpAq “ CGpAqN{N para qualquer subgrupo normal A-invariante N de G;

(e) se G é nilpotente e A é um grupo abeliano não cíclico, então G “
ś

aPA# CGpaq.

Como elementos de grupos, dizemos que um automorfismo α de um grupo G é

um π-automorfismo se sua ordem é divisível apenas pelos primos do conjunto π, e é um

π1-autmomorfismo se nenhum dos primos em π divide sua ordem.

Teorema 1.3.7 (Thompson, Teorema 5.3.11 [8]) Um p-grupo finito P possui um sub-

grupo característico C com as seguintes propriedades:

a) clpCq ď 2 e C{ZpCq é abeliano elementar;

b) rP,Cs Ď ZpCq;

c) CP pCq “ ZpCq;

d) Todo p1-automorfismo não trivial de P induz um automorfismo não trivial de C.

Um subgrupo característico C de um p-grupo P que satisfaz as condições do teo-

rema acima é chamado subgrupo crítico.
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1.4 Representações de grupos

Nesta seção vamos apresentar alguns resultados acerca da teoria de representação

de grupos finitos. Nosso objetivo é apresentar o Teorema de Clifford, o qual será usado

nos capítulos seguintes. Mais informações sobre este assunto podem ser encontradas em

[8].

A partir de agora, vamos considerar V um espaço vetorial de dimensão finita sobre

um corpo F e denotar por GLpV q o grupo de transformações lineares invertíveis de V .

Um homomorfismo

σ : GÑ GLpV q

é chamado uma representação do grupo G. Quando σ é injetivo, dizemos que a repre-

sentação é fiel . A representação será dita irredutível se 0 e V são os únicos subespaços

σpGq-invariantes de V , caso contrário σ é dita redutível . Além disso, uma representação

será dita completamente redutível se

V “ V1 ‘ V2 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Vr,

onde cada Vi é um subespaço não nulo, invariante por σ, e a restrição σ|Vi de σ a cada

um desses subespaços é uma representação irredutível.

Apresentamos agora o Teorema de Maschke, o qual é um critério suficiente para

que uma dada representação seja completamente redutível.

Teorema 1.4.1 (Maschke) Seja σ uma representação de G sobre V e assuma que a

característica de F é zero ou coprima com a ordem de G. Então σ é completamente

redutível.

O Teorema de Maschke nos diz que para conhecer as representações de um grupo,

basta conhecermos suas representações irredutíveis. Uma aplicação desse teorema é o

seguinte resultado.

Teorema 1.4.2 (Teorema 3.3.3 [9]) Seja P um p-grupo abeliano elementar e seja Q

um q-subgrupo abeliano não cíclico de AutpP q, onde p e q são primos distintos. Então

P “
ź

xPQ#

CP pxq.
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Em particular, P é gerado por seus subgrupos CP pxq, com x P Q#.

Agora apresentamos o Teorema de Clifford. Esse teorema apresenta uma maneira

de ver como se dá a decomposição de V sobre a ação de um subgrupo normal de G. Uma

demonstração desse resultado pode ser encontrada em [[8], Teorema 3.4.1].

Teorema 1.4.3 (Clifford) Sejam V um G-módulo e H um subgrupo normal de G. En-

tão V é a soma direta de subespaços Vi, 1 ď i ď n, os quais são H-invariantes e satisfazem

as seguintes condições:

i) Vi “ Xi1‘Xi2‘ ¨ ¨ ¨ ‘Xit, onde cada Xij é um H-submódulo irredutível, 1 ď i ď n,

t é independente de i e Xij, Xi1j1 são H-submódulos isomórficos se, e somente se

i “ i1;

ii) Para qualquer H-submódulo U , temos U “ U1‘U2‘¨ ¨ ¨‘Ur; onde Ui “ UXVi, 1 ď

i ď n. Em particular, qualquer H-submódulo irredutível de V está contido em algum

dos Vi;

iii) Para qualquer x P G, a aplicação πpxq : Vi ÞÑ Vix é uma permutação do conjunto

S “ tV1, V2, . . . , Vru e π induz uma representação permutacional transitiva de G

sobre S. Além disso, HCGpHq está contido no núcleo de π.

Os subespaços Vi, 1 ď i ď n são chamados componentes de Wedderburn de V

com respeito a H.

1.5 Grupos de Frobenius

Nesta seção faremos um estudo introdutório aos grupos de Frobenius. A referência

utilizada aqui será [8].

Definição 1.5.1 Dado um grupo G, dizemos que um subgrupo H é disjunto de seus

conjugados se Hx X H “ 1 ou Hx X H “ H para todo x P G. Neste caso, H é dito

complemento de G.

Definição 1.5.2 Seja H um subgrupo não trivial de um grupo finito G. Dizemos que G

é um grupo de Frobenius com complemento H, se H é disjunto de seus conjugados e é

seu próprio normalizador em G.
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Um grupo de Frobenius também pode ser visto como um grupo de permutações

transitivo sobre um conjunto finito tal que nenhum elemento não trivial fixa mais do

que um ponto e algum elemento não trivial fixa um ponto. Recorde que um grupo de

permutações G agindo sobre um conjunto Ω é dito ser tansitivo sobre Ω sempre que

dados w,w1 em Ω existe x em G tal que wx “ w1.

Uma forma de caracterizar os grupos de Frobenius a partir da estrutura de seu

complemento é dada no seguinte teorema.

Teorema 1.5.3 Sejam F um grupo finito e H um subgrupo de AutpF q. Suponha que

para todo elemento não trivial h P H temos CF phq “ 1. Então o produto semidireto

G “ F ¸H é um grupo de Frobenius com núcleo F e complemento H.

Prova: Primeiramente vamos mostrar que H é seu próprio normalizador em G.

Note que dado x P G temos Hx “ Hf , para algum f P F , pois G “ FH. Suponha que

Hf “ H para algum f P F , então rf, hs P H para todo h P H. Por outro lado, como F

é normal em G, temos que rf, hs P F . Logo rf, hs “ 1, pois F XH “ 1, ou seja, fh “ f

para todo h P H. Portanto f P CF pHq “ 1.

Agora vamos mostrar que HXHf “ 1 ou HXHf “ H para todo f P F . Suponha

queHXHf ‰ 1 e seja h P HXHf . Temos que rf, hs P HXF “ 1. Portanto f P CF phq “ 1,

ou seja, H XHf “ H. �

Seja G um grupo finito, H um subgrupo de G e S “ tHxi; xi P G, 1 ď i ď nu o

conjunto formado pelas classes laterais de H em G. Para cada x P G e cada 1 ď i ď n ,

definimos a permutação πx do conjunto S por

πxpHxiq “ Hpxixq

e definimos a aplicação πH que leva cada x P G em πx. Temos que πH é um homomorfismo

de G no grupo de permutações do conjunto S.

O próximo teorema é um resultado de Frobenius e com ele vamos conseguir enten-

der melhor a estrutura dos grupos de Frobenius.

Teorema 1.5.4 (Teorema 2.7.5, [8] ) Seja G um grupo de Frobenius com complemento

H. Considere o subconjunto S “ tHxi; xi P G, 1 ď i ď nu das classes laterais de H

em G e o homomorfismo πH . Então o subconjunto de G consistindo da identidade e dos
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elementos x tais que πx não fixam nenhum ponto de S formam um subgrupo normal K

cuja ordem é |G : H|.

A este subgrupo normal K é dado o nome de núcleo de Frobenius e o subgrupo

H é chamado de complemento de Frobenius .

A estrutura de um grupo de Frobenius é dada pelo seguinte resultado cuja demons-

tração pode ser encontrada em [8].

Teorema 1.5.5 Seja G um grupo de Frobenius com complemento H e núcleo K. Então:

i) G “ HK com H XK “ 1, isto é, G é o produto semidireto de K por H;

ii) |H| divide |K| ´ 1;

i) todo elemento de H# induz por conjugação um automorfismo de K o qual fixa apenas

o elemento identidade de K;

iv) K é nilpotente e é abeliano se |H| é par;

v) CGpyq Ď K, para todo y em K#.
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CAPÍTULO 2

GRUPOS DE FROBENIUS E GRUPOS DIEDRAIS AGINDO COMO

GRUPOS DE AUTOMORFISMOS

Recentemente, devido ao problema 17.72 proposto por Mazurov no Kourovka No-

tebook [17] foi dada atenção ao caso em que um grupo de Frobenius FH age por au-

tomorfismos sobre um grupo finito G. No caso em que o núcleo F age livre de pontos

fixos foi possível obter que algumas propriedades de G são, de certo modo, parecidas com

as correspondentes propriedades de CGpHq, dependendo em alguns casos do grupo H.

Apresentaremos alguns desses resultados na seção 2.1.

Uma pergunta natural é se podemos obter resultados semelhantes quando outros

grupos agem por automorfismos sobre G . Isso é respondido de forma afirmativa, na seção

2.2, quando consideramos um grupo diedral agindo por automorfismos sobre um grupo

finito G.

Agora vamos apresentar algumas definições e resultados que serão utilizados nas

próximas seções.

Definição 2.0.1 Um subgrupo H de um grupo finito G é chamado subgrupo de Carter

se é nilpotente e autonormalizante, ou seja, NGpHq “ H.

Teorema 2.0.2 (Teorema 20.1.4 [13]) Um grupo finito solúvel G tem pelo menos um

subgrupo de Carter e quaisquer dois subgrupos de Carter são conjugados.

Teorema 2.0.3 (Teorema 0.11 [1]) Seja G um grupo finito. Se G admite um grupo

nilpotente de automorfismos F tal que CGpF q “ 1, então G é solúvel.
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2. Grupos de Frobenius e grupos diedrais agindo como grupos de

automorfismos

2.1 Grupos de Frobenius agindo como grupos de

automorfismos

O objetivo desta seção é estabelecer uma conexão entre posto, ordem e nilpotência

de G e CGpHq para um grupo finito G admitindo um grupo de Frobenius de automorfismos

FH, com núcleo F e complemento H, de modo que a ação de F sobre G é livre de pontos

fixos. Este resultado, provado por Khukhro, Makarenko e Shumyatsky em [16], mostra

que as ordens de G e CGpHq satisfazem a equação |G| “ |CGpHq|
|H|, o posto de G é

limitado em termos da ordem de H e do posto de CGpHq, além disso, G é nilpotente se

CGpHq é nilpotente.

Sejam Q um subgrupo de AutpGq e N um subgrupo normal Q-invariante de G. Em

muitas situações é importante saber quando os pontos fixos de Q em G{N são cobertos

pelos pontos fixos de Q sobre G, ou seja, quando temos CG{NpQq “ CGpQqN{N . Um

resultado já conhecido é que se assumirmos p|N |, |Q|q “ 1, então CG{NpQq “ CGpQqN{N .

Quando não assumirmos a hipótese de coprimalidade, a igualdade CG{NpQq “ CGpQqN{N

pode não ser verdadeira. Contudo, existem alguns casos importantes em que isso vale.

Um desses casos é o seguinte lema.

Lema 2.1.1 (Lema 2.2 em [16]) Seja G um grupo finito admitindo um grupo nilpo-

tente de automorfismos F tal que CGpF q “ 1. Se N é um subgrupo normal F -invariante

de G, então CG{NpF q “ 1.

Prova: Como F é um subgrupo de Carter de GF , segue que NF {N é um subgrupo

de Carter de G{N . Suponha que CG{NpF q ‰ 1, então existe um subgrupo não trivial H{N

de G{N tal que F age trivialmente sobre H{N . Temos que NHF pF q “ F e por hipótese

F é nilpotente, então F é subgrupo de Carter de HF . Passando para o quociente, NF {N

é um subgrupo de Carter de HF {N . Assim, como NF {N é subgrupo normal de HF {N

temos HF {N “ NHF {NpNF {Nq “ NF {N e então H “ N , o que é uma contradição ao

fato de H{N não ser trivial. Portanto, CG{NpF q “ 1. �

O próximo teorema é um resultado de Khukhro, no qual ele considera a ação de

um grupo de Frobenius FH sobre um grupo finito G e mostra que sob a condição de

coprimalidade entre as ordens do núcleo F e do subgrupo normal N , os pontos fixos de

H em G{N são cobertos pelos pontos fixos de H sobre G.
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Teorema 2.1.2 (Teorema 1 [14]) Suponha que um grupo finito G admita um grupo de

Frobenius de automorfismos FH com núcleo F e complemento H. Se N é um subgrupo

normal FH-invariante de G tal que CNpF q “ 1 e p|N |, |F |q “ 1, então CG{NpHq “

CGpHqN{N .

O teorema a seguir mostra que é possível melhorar esse resultado e retirar a hipó-

tese de coprimalidade entre as ordens do subgrupo normal e do núcleo de Frobenius. A

demonstração do resultado é obtida reduzindo o caso em questão ao caso apresentado no

teorema anterior, em que as ordens são coprimas.

Teorema 2.1.3 (Teorema 2.3 [16]) Suponha que um grupo finito G admita um grupo

de Frobenius de automorfismos FH com núcleo F e complemento H. Se N é um subgrupo

normal FH-invariante de G tal que CNpF q “ 1, então CG{NpHq “ CGpHqN{N .

Prova: Como F é o núcleo de Frobenius, segue que ele é um grupo nilpotente.

Daí, pelo Teorema 2.0.3 temos que N é solúvel. Considere uma FH-série normal e não

refinável de G

G ą N “ N1 ą N2 ą ¨ ¨ ¨ ą Nk ą Nk`1 “ 1.

Os quocientes Ni{Ni`1 são abelianos elementares. Vamos aplicar indução sobre k para

encontrar um elemento de CGpHq em qualquer classe gN P CG{NpHq. Para k ą 1 considere

o quociente G{Nk e o grupo de automorfismos induzidos FH. Pelo Lema 2.1.1, temos

CG{Nk
pF q “ 1. Por indução existe c1Nk P CG{Nk

pHqX gN{Nk. Então a prova do passo de

indução seguirá do caso k “ 1.

Seja k “ 1. Temos que N “ Nk é um p-grupo para algum primo p. Seja F “

Fp ˆ Fp1 , onde Fp é um p-subgrupo de Sylow de F . Como CNpFp1q é Fp-invariante, segue

que CNpFp1q “ 1. De fato, suponha que CNpFp1q ‰ 1, então o p-grupo Fp tem pontos fixos

não triviais no p-grupo CNpFp1q. Agora seja n P CCN pFp1 q
pFpq, então n P N satisfaz nx “ n

para todo x P Fp1 e ny “ n para todo y P Fp. Daí nxy “ n, ou seja, n P CNpF q e assim

CCN pFp1 q
pFpq Ď CNpF q “ 1, contrariando a suposição de CCN pFp1 q

pFpq ter pontos fixos,

logo CNpFp1q “ 1. Agora note que as hipóteses do teorema também valem para G com o

grupo de Frobenius automorfismos Fp1H satisfazendo a condição adicional p|N |, |Fp1 |q “ 1.

Então podemos aplicar o Teorema 2.1.2 para obter um ponto fixo. �
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Lema 2.1.4 (Lema 2.4 [16]) Suponha que um grupo finito G admite um grupo de Fro-

benius de automorfismos FH com núcleo F e complemento H tal que CGpF q “ 1. Então

G “ xCGpHq
f ; f P F y.

Prova: Pelo Teorema 2.0.3 o grupo G é solúvel. Considere uma série normal, não

refinável e FH-invariante

G “ G1 ą G2 ą ¨ ¨ ¨ ą Gk ą Gk`1 “ 1. (2.1)

É suficiente provar que cada fator da S “ Gi{Gi`1 da série é coberto por xCGi
pHqf ; f P

F y, ou seja,

xCGi
pHqf ; f P F yGi`1{Gi`1 “ Gi{Gi`1.

Pelo Teorema 2.1.3, isso é equivalente a

xCSpHq
f ; f P F y “ S.

Pelo Lema 2.1.1, temos CSpF q “ 1, então o Teorema de Clifford 1.4.3 pode ser aplicado

para mostrar que CSpHq ‰ 1. Para isso, vamos precisar do lema a seguir.

Lema 2.1.5 (Lema 2.5 [16]) Cada fator S de 2.1 é um FpH-módulo livre para o primo

p apropriado.

Prova: Para demonstrar este resultado, provaremos uma redução ao caso coprimo

considerado no Lema 2 de [14]. Sejam S um p-grupo abeliano elementar e F “ Fp ˆ Fp1 ,

onde Fp é um p-subgrupo de Sylow de F . Como na prova do Teorema 2.1.3 devemos ter

CSpF
1
pq “ 1. Refinando S por uma série normal, não refinável e Fp1H- invariante obtemos

fatores que são FpFp1H-módulos irredutíveis. Tendo a condição adicional de que p não

divide Fp1 , podemos aplicar o Lema 2 de [14] e obter que cada um destes fatores é um

FpH-módulo livre. Portanto S também é um FpH-módulo livre. �

Agora vamos retomar a demonstração do Lema 2.1.4. Pelo Lema 2.1.5, S é um

FpH-módulo livre, ou seja, S “
À

hPH Th para algum FpH-submódulo T . Portanto temos

CSpHq ‰ 0 pois 0 ‰
ř

hPH th P CSpHq para qualquer 0 ‰ t P T . Como a série 2.1 é não
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refinável, o FpH-módulo S é irredutível. Portanto,

0 ‰ xCSpHq
HF
y “ CSpHq

F
“ S.

Lema 2.1.6 (Lema 2.6 [16]) Suponha que um grupo finito G admita um grupo de Fro-

benius de automorfismos FH com núcleo F e complemento H tal que CGpF q “ 1. Então

para cada primo p dividindo a |G| existe um único p-subgrupo de Sylow de G que é FH-

invariante.

Prova: Relembre que tanto G quanto GF são solúveis. Como F é um subgrupo

de Carter de GH ele contém um normalizador de sistema de G. Pelo Teorema de P. Hall,

Teorema 1.1.17, um normalizador de sistema cobre todos os fatores centrais de qualquer

série principal de GF . Como F é nilpotente, segue que F é um normalizador de sistema.

Além disso, F normaliza um único p-subgrupo de Sylow. De fato, se P e P g são dois

p-subgrupos de Sylow normalizados por F , então P é normalizado por F e F g´1 . Então

F e F g´1 são subgrupos de Carter do NGpP q e F “ F g´1n para algum n P NGpP q, donde

g´1n “ 1 pois NGpF q “ CGpF q “ 1. Então P g “ P n “ P . Como F é normal em HF , a

unicidade de P implica que ele também é H-invariante. �

Vamos precisar de um teorema que foi provado, para grupos solúveis, por Kovács

[21] e para grupos arbitrários, de maneira independente, por Guralnick [11] e por Lucchini

[23].

Teorema 2.1.7 (Teorema 1 [23]) Seja G um grupo finito. Se cada subgrupo de Sylow

de G pode ser gerado por d elementos, então G pode ser gerado por d` 1 elementos.

Agora apresentamos o resultado principal desta seção.

Teorema 2.1.8 (Teorema 2.7 [16]) Suponha que um grupo finito G admite um grupo

de Frobenius de automorfismos FH com núcleo F e complemento H tal que CGpF q “ 1.

Então:

a) |G| “ |CGpHq||H|;

b) o posto de G é limitado em termos da |H| e do posto de CGpHq;

c) se CGpHq é nilpotente, então G é nilpotente.
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Prova:

a) É suficiente provar esta igualdade para cada fator S “ Gi{Gi`1 da série normal, não

refinável e FH-invariante G “ G1 ą G2 ą ¨ ¨ ¨ ą Gk ą Gk`1 “ 1, pois |CGpHq| “
ś

i |CGi{Gi`1
pHq| pelo Teorema 2.1.3. Pelo Lema 2.1.5, S é um FpH-módulo livre, ou

seja, S “ ‘hPHTh para algum FpH-submódulo T . Logo CGpHq “ t
ř

hPH th; t P T u

e |CGpHq| “ |T |, portanto |S| “ |T ||H|.

b) Pelo Teorema 2.1.7, temos que o posto de um grupo finito solúvel é limitado em

termos do posto máximo dos seus subgrupos de Sylow. Seja P um FH-invariante

p-subgrupo de Sylow de G, dado pelo Lema 2.1.6. Sabemos que o posto de um

p-grupo de automorfismos de um p-grupo finito U é limitado em termos do posto

de U . Seja U um subgrupo crítico de Thompson de P ; temos que U é um subgrupo

característico de classe de nilpotência no máximo 2 contendo seu centralizador em

P . Então o posto de P é limitado em termos do posto de U . Como a classe de

nilpotência de U é no máximo 2, o posto de U é limitado em termos do posto de

S “ U{ΦpUq. O grupo S pode ser considerado como um FpFH-módulo o qual é

um FpH-módulo livre se aplicarmos repetidamente o Lema 2.1.5 a uma série não

refinável de FpFH-submódulos de U{ΦpUq. Pelo mesmo argumento da prova do

item (a), o posto de S é igual a |H|rpCSpHqq. Pelo Teorema 2.1.3, CSpHq é coberto

por CGpHq; logo o posto de S é no máximo |H|rpCGpHqq.

c) Primeiramente lembramos que em qualquer ação de um grupo de Frobenius FH

com ação não trivial de F o complemento H age fielmente. De fato, o núcleo K

que não contém F deve interceptar H trivialmente: K XH age trivialmente sobre

F {pK X F q ‰ 1 e portanto tem pontos fixos não triviais sobre F , pois a ação é

coprima. Suponha que CGpHq é nilpotente. Vamos provar que G é nilpotente, por

contradição, considerando um contra exemplo de ordem minimal GFH. Recorde

que G é solúvel. Suponha que G não é nilpotente; então é fácil encontrar uma

seção FH-invariante de G, a qual vamos denotar por V U , de tal forma que U e V

são grupos abelianos elementares de ordens coprimas, V é normal em V UFH, e U

age fielmente sobre V com CV pUq “ 1. Note que CV UpF q “ 1 pelo Lema 2.1.1.

Em particular, F age não trivialmente sobre V U e portanto H age fielmente sobre

V U . Como CV UpHq é coberto por CGpHq, pelo Teorema 2.1.3, segue que CV UpHq é
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nilpotente. Então podemos trocar G por UV , e F por sua imagem nesta ação sobre

UV , daí pela minialidade do nosso contra exemplo devemos ter G “ V U .

Pelo Teorema 2.1.3, CV UpHq “ CV pHqCUpHq. Além disso, como U e V têm ordens

coprimas, a nilpotência de CV UpHq implica que ele é abeliano; em outras palavras,

CUpHq centraliza CV pHq. Note que CUpHq ‰ 1, pelo Lema 2.1.4.

Seja V um p-grupo abeliano elementar; podemos considerar V como um FpUFH-

módulo. Note que V é um FpH módulo livre, pelo Lema 2.1.5. Vamos estender o

corpo base Fp a um corpo finito Fp que é o corpo de decomposição de UFH e obter

um FpUFH-módulo Ṽ “ V bFp Fp. Algumas das propriedades de V mencionadas

acima são herdadas por Ṽ :

(V1) Ṽ é um FpU -módulo fiel;

(V2) CṼ pUq “ 0;

(V3) CUpHq age trivialmente sobre CṼ pUq;

(V4) CṼ pF q “ 0;

(V5) Ṽ é um FpH-módulo livre.

Considere uma série não refinável de FpUFH-submódulos

Ṽ “ V1 ą V2 ą ¨ ¨ ¨ ą Vk ą Vk`1 “ 0. (2.2)

Seja W um dos fatores desta série; ele é um FpUFH-submódulo livre. Note que

CW pF q “ 0 pelo Lema 2.1.1, e podemos ainda considerar Ṽ como um grupo finito

aditivo sobre o qual F age livre de pontos fixos pela propriedade (V4). Pelo mesmo

motivo, W é um FpH-módulo livre, pelo Lema 2.1.5.

Seja

W “ W1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘Wt

a decomposição de W na soma direta das componentes de Wedderburn Wi com

respeito a U . Sobre cada um dos Wi o grupo U é representado por multiplicação

por escalar. Vamos considerar a ação transitiva de FH sobre o conjunto Ω “

tW1, . . . ,Wtu.

Para concluir a demonstração vamos precisar do seguinte lema.
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Lema 2.1.9 (Lema 2.8 [16]) Todas as órbitas de H sobre Ω, exceto possivelmente uma,

são regulares (ou seja, de comprimento |H|).

Prova: Note que H permuta transitivamente as F -órbitas sobre Ω. Seja Ω1 uma

dessas F -órbitas e sejaH1 o estabilizador de Ω1 emH. SeH1 “ 1, então todas asH-órbitas

são regulares, assim vamos assumir que H1 ‰ 1. Afirmamos que H1 tem exatamente uma

órbita não regular sobre Ω1 (na verdade, um ponto fixo).

Seja F a imagem de F em sua ação sobre Ω1. Se F “ 1, então Ω1 consiste de uma

única componente de Wedderburn, sob a qual U age por multiplicação por escalar, e age

não trivialmente pela propriedade (V2). Então F age trivialmente sobre o quociente não

trivial de U pelo correspondente núcleo, o que contradiz o Lema 2.1.1. Então F ‰ 1 e pela

observação no início da demonstração, FH1 é um grupo de Frobenius com complemento

H1.

Seja S o estabilizador de um ponto em Ω1 em FH1. Como|Ω1| “ |F : F X S| “

|FH1 : S| e as ordens |F | e |H1| são coprimas, S contém um conjugado de H1; sem perda

de generalidade assumimos que H1 ď S. Qualquer outro estabilizador de um ponto é igual

a Sf para f P F z S. Afirmamos que Sf XH1 “ 1, o que é equivalente a Sf XHf´1

1 “ 1.

Mas note que todos os conjugados Hx
1 para x P F são distintos, disjuntos e suas uniões

contém todos os elementos de FH1 de ordens dividindo |H1|; o mesmo é verdade para os

conjudados de H1 em S. Portanto os únicos conjugados de H1 que intersectam S são Hs

para s P S.

As H-órbitas de elementos de uma H1-órbita regular são H-órbitas regulares. En-

tão existe uma H-órbita não regular sobre Ω (a H-órbita do ponto fixo de H1 sobre Ω1).

�

Considere qualquer H-órbita regular sobre Ω, a qual vamos denotar por tWh;h P

Hu. Seja X “
À

hPHWh. Então, como antes, CXpHq “ t
ř

hPH xh;x P W1u. Note

que CUpHq, como um subgrupo de U , age sobre cada Wh por multiplicação por escalar e

centraliza CXpHq pela propriedade (V3), então obtemos que CUpHq deve agir trivialmente

sobre X.

A soma dos Wi sobre todas as H-órbitas regulares é um FpH-módulo livre. Como

Ṽ também é um FpH-módulo livre pela propriedade (V5), então pelo Lema 2.1.9 a soma

Y dos Wi sobre a única, possivelmente remanescente, H-órbita não regular deve também
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ser um FpH-módulo livre. Seja Y “
À

hPH Zh para algum FpH-submódulo Z. Então,

como antes, CY pHq “ t
ř

hPH yh; y P Zu. O subgrupo CUpHq age sobre cada Wi por mul-

tiplicação por escalar. Como Y é a soma sobre uma H-órbita e H centraliza CUpHq, todos

os Wi na H-órbita são FpCUpHq-módulos isomorfos. Logo CUpHq age por multiplicação

por escalar em todo Y . Como CUpHq centraliza CY pHq pela propriedade (V3), segue que

CUpHq deve agir trivialmente sobre Y .

Como resultado, CUpHq age trivialmente sobre W . Como isso é verdade para cada

fator de p2.2q e a ordem de U é coprima com a característica p (ou com a ordem de

Ṽ ) segue que CUpHq age trivialmente sobre Ṽ , contrariando a propriedade (V1). Esta

contradição completa a prova.

�

2.2 Grupos diedrais agindo como grupos de

automorfismos

Como vimos na seção anterior, vários resultados foram obtidos quando um grupo

de Frobenius age por automorfismos sobre um grupo finito. Nesta seção veremos que

as técnicas apresentadas na seção anterior podem ser aplicadas ao estudo de ações por

grupos que não são necessariamente grupos de Frobenius. Mais especificamente, em seu

artigo [29] Shumyatsky considerou um grupo diedral D, gerado por duas involuções α e β,

agindo sobre um grupo finito G de tal modo que CGpαβq “ 1. Embora um grupo diedral

seja grupo de Frobenius apenas quando o produto αβ tem ordem ímpar, Shumyatsky

mostou que todos os principais resultados obtidos em [16] podem ser extendidos para o

caso de grupos diedrais, mesmo quando consideramos que o produto αβ tem ordem par.

O objetivo desta seção é mostrar que dado um grupo diedral D “ xα, βy, gerado

por duas involuções α e β, agindo por automorfismos sobre um grupo finito G de tal

forma que CGpαβq “ 1, então G “ CGpαqCGpβq, |G| “ |CGpαq||CGpβq| e o posto de G é

limitado em função do posto dos centralizadores CGpαq e CGpβq.

Lema 2.2.1 (Lema 2.2 [29]) Seja G um grupo finito de ordem ímpar e α um auto-

morfismo de ordem 2 de G. Seja I o conjunto de todos os x P G tais que xα “ x´1.

Então:
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a) G “ CGpαqI “ ICGpαq;

b) rG,αs “ xIy;

c) se R é um subgrupo de G contendo CGpαq, então R é α-invariante.

Lema 2.2.2 (Lema 2.3 [29]) Seja G um p-grupo finito admitindo um grupo nilpotente

de automorfismos A tal que CGpAq “ 1. Seja B o p1-subgrupo maximal de A. Então

CGpBq “ 1.

Lema 2.2.3 (Lema 2.6 [29]) Seja D “ xα, βy um grupo diedral gerado por duas involu-

ções α e β. Para cada primo p P πpGq existe um único p-subgrupo de Sylow D-invariante

em G.

Lema 2.2.4 (Lema 2.7 [29]) Se N um subgrupo normal e D-invariante de G, então

CG{Npαβq “ 1, CG{Npαq “ CGpαqN{N e CG{Npβq “ CGpβqN{N .

Teorema 2.2.5 Seja D “ xα, βy um grupo diedral gerado por duas involuções α e β.

Suponha que D age sobre um grupo finito G de tal forma que CGpαβq “ 1, então G “

CGpαqCGpβq e |G| “ |CGpαq||CGpβq|.

Prova: Por hipótese CGpαβq “ 1, então segue que a interseção entre CGpαq e

CGpβq deve ser trivial. Para mostrar que G “ CGpαqCGpβq, primeiro vamos considerar o

caso particular em que G é um p-grupo abeliano elementar e provar que G é soma direta

de CGpαq e CGpβq. Para este caso, considere inicialmente que p é um número ímpar e

defina N “ CGpαqCGpβq. Pelo Lema 2.2.1(c) o subgrupo N é α-invariante e β-invariante.

Logo, N é D-invariante. Pelo Lema 2.2.4 α e β agem livre de pontos fixos sobre G{N .

Então pelo Lema 2.2.1(a) segue que α e β agem sobre G{N levando cada elemento em

seu inverso. Logo αβ age trivialmente sobre G{N . Por outro lado, pelo Lema 2.2.4

CG{Npαβq “ 1. Portanto G “ N .

Agora vamos considerar o caso em que p “ 2. Como na demonstração do Lema

2.2.4, seja K o subgrupo maximal de ordem ímpar de xαβy. Então CGpKq “ 1 e o

grupo Kxαy é um grupo de Frobenius. Pelo Teorema 2.1.8 temos |G| “ |CGpαq|
2 e

por um argumento de simetria, temos |G| “ |CGpβq|
2. Assim, |CGpαq| “ |CGpβq| e

|G| “ |CGpαq||CGpβq|. Como CGpαq X CGpβq “ 1, segue que G “ CGpαqCGpβq.
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Agora considere o caso em que G não é abeliano elementar. Como G é solú-

vel, temos que G possui um subgrupo normal próprio D-invariante N . Argumentando

por indução sobre a ordem de G podemos assumir que N “ CNpαqCNpβq e G{N “

CG{NpαqCG{Npβq. Comparando as ordens destes grupos, temos que |G| “ |CGpαq||CGpβq|

e como CGpαq X CGpβq “ 1, segue que G “ CGpαqCGpβq.

�

Vamos usar a expressão pa, b, ...q-limitado para abreviar "limitado superiormente

apenas em termos de a, b, ... ". Para provar o próximo teorema vamos precisar do seguinte

resultado.

Proposição 2.2.6 (Lema 4.2 [27]) Sejam H e G p-grupos finitos para algum primo p

e r “ rpGq o posto de G. Se H age fielmente sobre G então o posto de H é r-limitado.

Teorema 2.2.7 Seja D “ xα, βy um grupo diedral gerado por duas involuções α e β. Se

D age sobre um grupo finito G de tal forma que CGpαβq “ 1 então o posto de G é limitado

em termos de rpCGpαqq e rpCGpβqq.

Prova: Seja r0 o posto máximo dos subgrupos de Sylow de G. Pelo Teorema

2.1.7 temos que rpGq ď 1` r0 e pelo Lema 2.2.3 existe p-subgrupo de Sylow D-invariante

em G, o qual vamos denotar por P . Pela Proposição 2.2.6, o posto de um p-grupo de

automorfismos de um p-grupo finito U é limitado em termos do posto de U . Seja U um

subgrupo crítico de P , pelo Teorema 1.3.7 temos que U é um subgrupo característico de

classe de nilpotência no máximo 2 contendo seu centralizador em P . Então o posto de P

é limitado em termos do posto de U . Como U “ CUpαqCUpβq, concluímos que U pode

ser gerado por no máximo rpCUpαqq ` rpCUpβqq elementos e o resultado segue. �
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CAPÍTULO 3

ORDEM E POSTO DO RESIDUAL NILPOTENTE DE GRUPOS FINITOS

É bem conhecido que os centralizadores de automorfismos coprimos possuem in-

fluência sobre a estrutura do grupo sobre o qual agem. Como exemplo deste fato podemos

citar o resultado demonstrado por Ward [32] no qual ele considera que A é um q-grupo

abeliano elementar de posto pelo menos 3, agindo sobre um grupo finito G de tal forma

que CGpaq é nilpotente para qualquer a P A#, e prova que o grupo G é nilpotente. Pos-

teriormente Shumyatsky [28] mostrou que sob as mesmas hipóteses acima, se CGpaq é

nilpotente de classe no máximo c para qualquer a P A#, então o grupo G é nilpotente de

classe pc, qq-limitada. Recentemente, de Melo e Shumyatsky [6] mostraram que o resultado

acima continua sendo verdadeiro para o caso em que o grupo A não é necessariamente

abeliano.

O objetivo deste capítulo é estudar grupos finitos que admitem a ação de um q-

grupo finito de expoente q e ordem pelo menos q3. Neste sentido, os primeiros resultados

que vamos apresentar são os teoremas a seguir, obtidos por de Melo, Souza e Shumyatsky

[5]. Ressaltamos que as demonstrações de alguns lemas técnicos foram ajustadas, pois

as demonstrações apresentavam lacunas, embora os resultados estivessem corretos. Neste

sentido, foi possível olhar para as limitações inicialmente apresentadas nesses lemas e

observar que um parâmetro era desnecessário.

Teorema 3.0.1 Sejam q um número primo e A um q-grupo finito de expoente q agindo

por automorfismos sobre um q1-grupo finito G. Suponha que A tenha ordem pelo menos

q3 e |γ8pCGpaqq| ď m para qualquer a P A#. Então γ8pGq tem ordem pm, qq-limitada.
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Teorema 3.0.2 Sejam q um número primo e A um q-grupo finito de expoente q agindo

por automorfismos sobre um q1-grupo finito G. Suponha que A tenha ordem pelo menos

q3 e rpγ8pCGpaqqq ď r para qualquer a P A#. Então γ8pGq tem posto pr, qq-limitado.

Uma vez demonstrados esses resultados, de Melo e Shumyatsky [7] verificaram

que é possível limitar a ordem de γ8pGq apenas em função de m, quando se considera a

hipótese adicional de que o q-grupo A é abeliano elementar. Foi demonstrado o seguinte

teorema.

Teorema 3.0.3 (Teorema 1.1 em [7] ) Sejam q um número primo e A um q-grupo

abeliano elementar finito de ordem pelo menos q3 agindo por automorfismos sobre um

q1-grupo finito G. Suponha que |γ8pCGpaqq| ď m para qualquer a P A#. Então γ8pGq

tem ordem m-limitada.

Posteriormente, de Melo [3] estendeu esse resultado mostrando que é possível retirar

a hipótese de que A é um q-grupo abeliano elementar e obteve o teorema abaixo.

Teorema 3.0.4 (Teorema 1.1 em [3] ) Sejam q um número primo e A um q-grupo

finito de expoente q agindo por automorfismos sobre um q1-grupo finito G. Suponha que

A tem ordem pelo menos q3 e |γ8pCGpaqq| ď m para qualquer a P A#. Então γ8pGq tem

ordem m-limitada.

Este capítulo será dividido em três seções. Na primeira seção vamos apresentar os

resultados técnicos necessários para demonstrar dos Teoremas 3.0.1 e 3.0.2 e na segunda

seção vamos apresentar as demonstrações desses resultados. Na terceira seção vamos

apresentar as demonstrações dos Teoremas 3.0.3 e 3.0.4.

3.1 Demonstrações dos resultados técnicos dos

Teoremas 3.0.1 e 3.0.2

Nesta seção apresentaremos os lemas técnicos que serão necessários para a demons-

tração dos Teoremas 3.0.1 e 3.0.2.

Por questão de organização, agora vamos enunciar alguns resultados que são em

sua maioria recentes e que serão usados nas demonstrações seguintes.
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Lema 3.1.1 (Lema 1.4 [19]) Um grupo finito solúvel de posto r tem altura de Fitting

r-limitada.

Teorema 3.1.2 (Teorema A [10]) Qualquer grupo simples não abeliano pode ser ge-

rado por uma involução e um 2-subgrupo de Sylow.

Teorema 3.1.3 (Teorema 1 [20]) Todo grupo simples finito não abeliano G é gerado

por uma involução e um elemento de ordem prima.

Teorema 3.1.4 (Teorema 1.1 [22]) Seja G um grupo finito tal que G{ZpGq tem posto

r. Então o posto de G1 é r-limitado.

Lema 3.1.5 (Lema 1.6 [19]) Suponha que um grupo Q aja por automorfismos sobre um

grupo G. Se Q “ xq1, . . . , qny, então rG,Qs “ rG, q1s ¨ ¨ ¨ rG, qns.

Lema 3.1.6 Sejam N,H1, . . . , Hl subgrupos de um grupo G sendo N um subgrupo nor-

mal. Se K “ xH1, . . . , Hly, então rN,Ks “ rN,H1s ¨ ¨ ¨ rN,Hls.

Vamos denotar por B um subgrupo de ordem q do ZpAq. Considere que A age

sobre um q1-grupo G “ PH, onde P e H são subgrupos A-invariantes tais que P é um

p-subgrupo normal para um primo p e H é um p1-subgrupo nilpotente. Note que A contém

exatamente q ` 1 subgrupos de ordem q2 contendo B.

Lema 3.1.7 Sejam A1, . . . , Aq`1 os subgrupos de ordem q2 de A contendo B. Então

CP pBq “
ś

CP pAiq e CHpBq “
ś

CHpAiq.

Prova: Vamos denotar por A o grupo quociente A{B. Como A não é cíclico e os

centralizadores CP pBq e CHpBq são A-invariantes, segue que CP pBq “
ś

CCP pBqpaq e

CHpBq “
ś

CCHpBqpaq, onde a P A. Uma forma alternativa de expressar isso é escrever

CP pBq “
ś

CP pAiq e CHpBq “
ś

CHpAiq.

�

Lema 3.1.8 Suponha que P é abeliano. Então rP,CHpBqs está contido em
ś

rCP paq, CHpaqs,

onde este produto é tomado sobre todos os a P A#.

Rodrigues, E. Mat – UnB

mailto: eliana.rodrigues@ifg.edu.br
http://www.mat.unb.br


32 3. Ordem e posto do residual nilpotente de grupos finitos

Prova: Pelo Lema 3.1.7 temos CHpBq “
ś

CHpAiq e P “
ś

aPA#
i
CP paq para cada

i. Pelo Lema 3.1.6, rP,CHpBqs “
ś

rP,CHpAiqs. Como P é abeliano, para cada i temos

rP,CHpAiqs “
ś

rCP paq, CHpaqs onde o produto é tomado sobre todos os a P A#
i . Em

particular, rP,CHpAiqs “
ś

rCP paq, CHpaqs.

�

Lema 3.1.9 Se rCP paq, CHpaqs “ 1 para qualquer a P A#, então rP,Hs “ 1.

Prova: Primeiro vamos considerar o caso em que P é abeliano. Pelo Lema 3.1.8,

rP,CHpBqs “ 1. Vamos provar que rCP pBq, Hs “ 1. Usando a notação do Lema 3.1.7 te-

mos que CP pBq “
ś

CP pAiq e H “
ś

aPA#
i
CHpaq para cada i. Como P é abeliano, temos

que rCP pBq, Hs “
ś

rCP pAiq, Hs. Então rCP pAiq, Hs “ 1, pois rCP pAiq, CHpaqs “ 1 para

qualquer a P A#
i . Logo rCP pBq, Hs “ 1. O parágrafo anterior mostra que CP pBq ď ZpGq

e CHpBq centraliza P . Se H é abeliano, então CGpBq ď ZpGq. Assim, B age livre de

pontos fixos sobre G{ZpGq e então G{ZpGq é nilpotente, pelo Teorema 1.3.4. Consequen-

temente, G é nilpotente e, então, no caso em que P e H são abelianos, temos rP,Hs “ 1.

Suponha que H não é abeliano. Pelo parágrafo anterior, rP,ZpGqs “ 1. Con-

siderando a ação de H{ZpGq sobre P e argumentando por indução sobre a classe de

nilpotência de H, concluímos que rP,Hs “ 1. Então, no caso em que P é abeliano, o

lema está provado.

Agora vamos considerar que P não é abeliano. Considere a ação de HA sobre

P {ΦpP q. Pelo parágrafo anterior, rP,Hs ď ΦpP q. Daí, P “ CP pHqrP,Hs ď CP pHqΦpP q,

o que implica P “ CP pHq e rP,Hs “ 1.

�

Nos dois lemas a seguir foram feitos ajustes na demonstração original apresentada

em [5]. Nesse artigo foi considerado que se a ordem de rCP paq, CHpaqs é m-limitada,

então as ordens de xCP pBqHy e rP,Hs são pm, qq-limitadas. No entanto, a ordem de

rCP paq, CHpaqs não é simplesmente limitada por um parâmetro m, ela depende de p.

Assim, supondo que |rCP paq, CHpaqs| “ ps provamos que as ordens dos grupos xCP pBqHy

e rP,Hs são potências de p cujo expoente é limitado em função de s e q. Nesse sentido,

foram feitas as reformulações abaixo.
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Lema 3.1.10 Suponha que P “ rP,Hs. Assuma que |rCP paq, CHpaqs| “ ps para qualquer

a P A#. Então |xCP pBqHy| “ pt, onde t é um número ps, qq-limitado.

Prova: Pelo Lema 3.1.7 temos CP pBq “
ś

CP pAiq, onde A1, . . . , Aq`1 são os

subgrupos de A cuja ordem é q2 e contém B. Primeiro vamos provar que a ordem de

CP pBq é uma potência de p cujo expoente é um número ps, qq-limitado. É suficiente

limitar a ordem de CP pAiq para cada i. Para cada a P Ai vamos denotar por Pa e Ha os

centralizadores CP paq e CHpaq, respectivamente. Temos que Pa é normal em CGpaq. Seja

Da “ CPapHaq eDi “ XaPAi
Da. O índice deDa em Pa é no máximo ps, pois |rPa, Has| “ ps

e então o índice de Di em CP pAiq é menor ou igual a ps|Ai|. Seja x P Di. Considerando que

H “
ś

aPA#
i
Ha, temos que rx,Hs “ 1. Então x “ 1, pois P “ rP,Hs. Daí segue que Di

é trivial para cada i. Portanto CP pAiq tem ordem pj, onde j é um número ps, qq-limitado

para qualquer i.

ComoH “
ś

aPA#
i
Ha, temos que rCP pAiq, Hs “

ś

aPA#
i
rCP pAiq, Has e |rCP pAiq, Hs| ď

ps|Ai|, pois |rCP pAiq, Has| ď ps. Daí, como rCP pBq, Hs “
ś

irCP pAiq, Hs, segue que

|rCP pBq, Hs| ď ps|Ai|pq`1q. Portanto |xCP pBqHy| “ pt, onde t é um número ps, qq-limitado.

�

Lema 3.1.11 Suponha que |rCP paq, CHpaqs| “ ps para qualquer a P A#. Então |rP,Hs| “

pj, onde j é um número ps, qq-limitado.

Prova: Podemos assumir que P “ rP,Hs. Note que se N é um subgrupo normal de

P tal que rN,Hs “ 1, então N ď ZpP q. De fato, neste caso temos rP,N s ď N e

então rP, rN,Hss “ 1 e rH, rP,N ss “ 1. Logo, pelo Lema dos Três Subgupos, temos

rN, rP,Hss “ 1.

Para um subgrupo normal A-invarianteM de P e a P A#, vamos escrever japP {Mq

para a ordem de rCP {Mpaq, CHpaqs e escreveremos japP q quando M é trivial. Defina

kpP q “
ř

aPA# japP q. Temos que kpP q é menor ou igual a ps|A|. Por indução sobre kpP q,

vamos provar que a classe de nilpotência de P é no máximo t “ 2kpP q`1. Se kpP q “ q3´1

(o menor valor possível para kpP q - ele ocorre se, e somente se, rCP paq, CHpaqs “ 1, para

qualquer a P A#), então P é trivial, pelo Lema 3.1.9, pois P “ rP,Hs. Além disso, se P é

abeliano não há nada para provar. Suponha que P não é abeliano. Então rZ2pP q, Hs ‰ 1

e daí, pelo Lema 3.1.9, rCZ2pP q, CHpaqs ‰ 1 para algum a P A#. Portanto kpP {Z2pP qq ă
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kpP q. Por indução, P {Z2pP q tem classe de nilpotência no máximo 2pkpP q´1q`1 e então

a classe de nilpotência de P é no máximo 2kpP q ` 1.

Temos que |P | é limitada em termos de |P {P 1| e da classe de nilpotência de P .

Portanto, pelo parágrafo anterior, para provar o lema é suficiente provar que a ordem de

P {P 1 é pj, onde j é um número ps, qq-limitado. Em particular, sem perda de generalidade,

podemos assumir que P é abeliano.

Pelo Lema 3.1.10 o subgrupo xCP pBqHy tem ordem pj, onde j é um número ps, qq-

limitado e como P é abeliano, concluímos que ele é normal em G. Podemos passar para

o quociente G{xCP pBqHy e sem perda de generalidade, assumir que CP pBq “ 1.

Pelo Lema 3.1.8, rP,CHpBqs tem ordem menor ou igual a ps|A|. Portanto é sufi-

ciente provar que rP,Hs “ rP,CHpBqs. Vamos primeiramente supor que H é abeliano.

Então rP,CHpBqs é normal em G e passando para o quociente podemos assumir que

rP,CHpBqs “ 1. Então CGpBq “ CHpBq pertence a ZpGq e, assim, G{ZpGq admite um

automorfismo livre de pontos fixos de ordem prima q. Pelo Teorema de Thompson 1.3.4,

G{ZpGq é nilpotente. Portanto, G é nilpotente e rP,Hs “ 1, como queríamos.

Suponha que H não é abeliano. Vamos provar que rP,ZpHqs “ rP,CZpHqpBqs.

O subgrupo rP,ZpHqs é normal em G. Logo, passando para o quociente G{rP,ZpGqs

podemos considerar a ação de H{ZpHq sobre P e argumentando por indução sobre a

classe de nilpotência de H, temos rP,Hs “ rP,CHpBqs.

�

Para demonstrar o próximo resultado vamos usar o seguinte lema cuja demonstra-

ção pode ser encontrada em [12].

Lema 3.1.12 (Lema 2.7 em [12]) Se D é um grupo de automorfismos coprimos de um

grupo simples finito, então D é cíclico.

Lema 3.1.13 Seja D um q-grupo não cíclico de ordem q2 agindo sobre um q1-gupo N “

S1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ St o qual é um produto direto de t grupos simples não abelianos. Suponha que

rpγ8pCNpdqqq ď r para qualquer d P D#. Então t é um número pr, qq-limitado e cada

fator direto Si tem posto no máximo r.

Prova: Primeiramente vamos provar que cada fator direto Si tem posto no máximo

r. De fato, se Si é D-invariante, então Si está contido em CNpdq para algum d P D# e
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assim, por hipótese, rpSiq ď r. Suponha que Si não é D-invariante. Escolha d P D# tal

que Sdi ‰ Si. Seja S “ Si ˆ Sdi ¨ ¨ ¨ ˆ Sd
q´1

i . Temos que CSpdq é exatamente o subgrupo

diagonal de S e assim CSpdq é isomorfo a Si. Logo, concluímos que rpSiq ď r.

Agora vamos provar que t é pr, qq-limitado. Seja N “ K1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Ks, onde cada

Ki é um subgrupo normal minimal D-invariante. Então cada Ki é um produto de no

máximo |D| fatores simples e assim t ď |D|s. Portanto é suficiente limitar s.

Seja Sj um fator direto de Ki. Se Sj é D-invariante, então Sj está contido em

CNpdq para algum d P D#. Se Sj não é D-invariante, então podemos escolher d P D# tal

que Sdi ‰ Si. Agora note que CSpdq é exatamente o subgrupo diagonal de SiˆSdi ¨ ¨ ¨ˆSd
q´1

i

e então CSpdq é isomorfo a Sj. Em outras palavras, para cada i existe d P D# tal que

CKi
pdq contém um subgrupo isomorfo a algum Sj. Portanto, γ8pCKi

pdqq tem ordem par.

Como rpγ8pCNpdqqq ď r, segue que γ8pCKi
pdqq pode ter ordem par para no máximo r

índices i. Levando em conta que existem apenas |D| ´ 1 elementos não triviais em D,

deduzimos que s ď p|D| ´ 1qr. �

Definição 3.1.14 Dizemos que um grupo finito G é metanilpotente se γ8pGq ď F pGq.

Lema 3.1.15 Seja G um grupo finito metanilpotente. Seja P um p-subgrupo de Sylow de

γ8pGq e H um p1-subgrupo de Hall de G. Então P “ rP,Hs.

Prova: Passando ao quociente G{Op1pGq, podemos assumir que P “ γ8pGq. Seja

P1 um p-subgrupo de Sylow de G. Então G “ PH. Agora P1{P é normal em G{P ,

pois G{P é nilpotente. Também temos P ď P1, logo P1 é normal em G. Segue que

γ8pGq “ rP1, Hs, pois em um grupo nilpotente todos os elementos coprimos comutam.

Pela Proposição 1.3.6(b), temos rP1, H,Hs “ rP1, Hs “ P e então P “ rP1, Hs “ rP,Hs.

�

3.2 Demonstrações dos Teoremas 3.0.1 e 3.0.2

Agora vamos assumir as hipóteses do Teorema 3.0.2. Então A é um grupo finito de

expoente primo q e ordem pelo menos q3 agindo sobre um q1-grupo finito G de tal forma

que rpγ8pCGpaqq ď r para qualquer a P A. Queremos mostrar que rpγ8pGqq é pr, qq-
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limitado. Note que podemos assumir que A tem ordem q3, pois A contém um subgrupo

de ordem q3 e podemos substituir, se necessário, A por este subgrupo.

Prova do Teorema 3.0.2: Suponha que G seja solúvel. Neste caso, pelo Lema

3.1.1 CGpaq tem altura de Fitting r-limitada para qualquer a P A#. Logo, G tem altura

de Fitting pr, qq-limitada e podemos usar indução sobre hpGq. No caso em que hpGq “ 2

a prova seguirá do Lema 3.1.11. De fato, sejam P um p-subgrupo de Sylow de γ8pGq

e H um p1-subgrupo de Hall A-invariante de G. Pelos Lemas 3.1.11 e 3.1.15 o posto

de P “ rP,Hs é pr, qq-limitado. Suponha que G tenha altura de Fitting h ą 2 e seja

N “ F2pGq o segundo termo da série de Fitting de G. Temos que a altura Fitting de

G{γ8pNq é h´1 e γ8pNq ď γ8pGq. Daí, por indução, temos que γ8pGq{γ8pNq tem posto

pr, qq-limitado. Agora o resultado segue, pois rpγ8pGqq ď rpγ8pGq{γ8pNqq ` rpγ8pNqq.

Agora consideremos G não solúvel. Pela Proposição 1.1.12 temos que λpCGpaqq é

r-limitado para qualquer a P A#, pois seus subgupos solúveis têm altura de Fitting r-

limitada. Portanto, λpGq é pr, qq-limitado e podemos usar indução sobre λpGq. Primeiro

vamos assumir que G “ G1 e λpGq “ 1. Como G “ G1, segue que G{RpGq é o produto

de grupos simples não abelianos, onde RpGq é o radical solúvel de G. Pelo que foi feito

anteriormente, γ8pRpGqq tem posto pr, qq-limitado. Podemos considerar quociente por

γ8pRpGqq e assumir que RpGq é nilpotente, ou seja, RpGq “ F pGq. Agora queremos

mostrar que o posto de rF pGq, Gs é pr, qq-limitado. É suficiente considerar o caso em

que F pGq “ P , onde P é um p-subgrupo de Sylow de F pGq. Note que se s é um primo

diferente de p e H é um s-subgrupo de Sylow A-invariante de G, então rpγ8pPHqq é

pr, qq-limitado, pois PH é solúvel. Vamos precisar da seguinte observação sobre grupos

simples finitos.

Lema 3.2.1 Sejam K um grupo simples finito não abeliano e p um número primo. Existe

um primo s diferente de p tal que K é gerado por dois s-subgrupos de Sylow.

Prova: Se p ‰ 2, podemos usar o Teorema 3.1.2 e K é gerado por uma involução e

um 2-subgrupo de Sylow. Podemos então tomar s “ 2. Se p “ 2, podemos usar o Teorema

3.1.3 e escrever K “ xi, ay, onde |i| “ 2 e |a| é um primo ímpar. Temos K “ xa, aiy pois

ele é um subgrupo a-invariante e i-invariante, logo é normal. Portanto K é gerado por

dois elementos de ordem prima e o resultado segue. �

Pelo Lema 3.1.13, o quociente G{F pGq é um produto de um número pr, qq-limitado
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de subgrupos A-invariantes K1ˆ¨ ¨ ¨ˆKs, onde Ki é um produto de no máximo |A| grupos

simples não abelianos. Logo, sem perda de generalidade podemos assumir que G{F pGq é

o produto de grupos simples não abelianos isomorfos. Pelo Lema 3.2.1 temos que G{P é

gerado pela imagem de dois s-subgrupos de Sylow H1 e H2, onde s é um primo diferente

de p. Por outro lado, H1 e H2 são conjugados de um s-subgrupo de Sylow A-invariante

de G. Segue que rP,H1s e rP,H2s tem posto pr, qq-limitado.

Seja H “ xH1, H2y. Então G “ PH. Como G “ G1, segue que G “ rP,HsH

e rP,Gs “ rP,Hs. Pelo Lema 3.1.6, temos rP,Hs “ rP,H1srP,H2s e, portanto, o posto

de rP,Hs é pr, qq-limitado. Passando para o quociente G{rP,Gs, podemos assumir que

P “ ZpGq. Então estamos na situação em que G{ZpGq tem posto pr, qq-limitado. Pelo

Teorema 3.1.4, o posto de G1 também é pr, qq-limitado. Levando em conta que G “ G1,

concluímos que o posto de G é pr, qq-limitado.

Agora consideremos o caso em que G ‰ G1. Seja Gplq o último termo da série

derivada de G. O argumento do parágrafo anterior mostra que rpGplqq é pr, qq-limitado.

Consequentemente, rpγ8pGqq é pr, qq-limitado, pois G{Gplq é solúvel e γ8pGplqq ď γ8pGq.

Isso prova o teorema no caso em que λpGq ď 1.

Assuma que λpGq ě 2. Seja T um subgrupo característico de G tal que λpT q “

λpGq ´ 1 e λpG{T q “ 1. Por indução, o posto de γ8pT q é pr, qq-limitado. Temos que

λpG{γ8pT qq “ 1. Portanto, o resultado segue, pois rpγ8pGqq ď rpG{γ8pT qq ` rpγ8pT qq.

3.3 Demonstrações dos Teoremas 3.0.3 e 3.0.4

Agora vamos assumir as hipóteses do Teorema 3.0.3, ou seja, A um q-grupo abeli-

ano elementar finito de ordem pelo menos q3 agindo por automorfismos sobre um q1-grupo

finito G de tal forma que |γ8pCGpaqq| ď m para qualquer a P A#. Queremos mostrar que

γ8pGq tem ordem m-limitada. Como A contém subgrupos de ordem q3, substituindo, se

necessário, A por um desses subgrupos vamos assumir que A tem ordem q3. Além disso,

pelo Teorema 3.0.1 γ8pGq tem ordem pm, qq-limitada, assim, sem perda de generalidade,

podemos assumir que m ă q.

Vamos precisar dos seguintes resultados.

Lema 3.3.1 (Lema 2.3 em [7]) Sejam q um primo e A um grupo abeliano elementar

de ordem pelo menos q2 agindo por automorfismos sobre um q1-grupo G. Sejam A1, . . . , As
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os subgrupos de índice q em A. Então rG,As é gerado pelos subgrupos rCGpAiq, As.

Lema 3.3.2 Seja A um grupo de automorfismos de um grupo finito G e seja N um

subgrupo normal de G contido em CGpAq. Então rG,A,N s “ 1. Em particular, se

G “ rG,As, então N ď ZpGq.

Prova: Por hipótese, rN,G,As “ rA,N,Gs “ 1. Então, pelo Lema dos Três

Subgrupos, rG,A,N s “ 1 e o resultado segue. �

Lema 3.3.3 (Lema 2.5 em [7]) Sejam q um número primo e m um inteiro positivo tais

que m ď q. Seja A um grupo abeliano elementar de ordem q2 agindo sobre um q1-grupo

finito G de tal forma que o índice de RpCGpaqq em CGpaq é no máximo m para qualquer

a P A#. Então rG,As é solúvel.

Teorema 3.3.4 (Ward [32]) Se A um p-grupo abeliano elementar de ordem p3 agindo

sobre um p1-grupo G de tal forma que CGpaq é nilpotente, para todo a P A#, então G é

nilpotente.

Teorema 3.3.5 (Teorema 2.4.1 em [15]) Seja G um grupo finito. Se o índice do cen-

tro de G é igual a n, então o subgrupo comutador de G também é finito e sua ordem é

n-limitada.

Lema 3.3.6 O subgrupo rG,As é nilpotente.

Prova: Nossa prova será por contradição. Suponha que G seja um contraexemplo de

ordem minimal. Pelo Lema 3.3.3, o subgrupo rG,As é solúvel. Seja V um subgrupo

normal minimal A-invariante de G. Temos que V é um p-grupo abeliano elementar e G{V

é um r-grupo para um primo r ‰ p. Escrevemos G “ V H, onde H é um A-invariante

r-subgrupo de Sylow de G tal que H “ rH,As. Pelo Lema 3.3.1, temos que H é gerado

pelos subgrupos rCHpAiq, As. Assim, H centraliza rV,As pois rCV pAiq, As e rCHpAjq, As

têm ordens coprimas para cada 1 ď i, j ď s. Daí, rV,As ď ZpGq e pela minimalidade

concluímos que rV,As “ 1 e V “ CV pAq. Então, pelo Lema 3.3.2, V ď ZpGq, pois V é um

subgrupo normal de G e G “ rG,As. Isso é uma contradição e o resultado está provado.

�
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Lema 3.3.7 Se G é solúvel, então γ8pGq “ γ8pCGpAqq.

Prova: Vamos fazer a demonstração por indução sobre altura de Fitting de G. Pri-

meiramente suponha que G seja metanilpotente. Seja P um p-subgrupo de Sylow de

γ8pGq e H um p1-subgrupo de Hall A-invariante de G. Pelo Lema 3.1.15, temos que

γ8pGq “ rP,Hs “ P . É suficente mostrar que P ď γ8pCGpAqq. Então, sem perda de ge-

neralidade, vamos assumir que G “ PH. Agora observe que γ8pCGpaqq “ rCP paq, CHpaqs

para qualquer a P A#.

Vamos provar que P “ rCP pAq, CHpAqs. Note que A age trivialmente sobre

γ8pCGpaqq para qualquer a P A#, pois m ă q. Daí, γ8pCGpaqq ď CP pAq para qualquer

a P A#. Para a, b P A, temos que rγ8pCGpaqq, CHpbqs ď rCP pAq, CHpbqs ď γ8pCGpbqq.

Vamos mostrar que P “ CP pAq.

Primeiramente vamos assumir que P é abeliano. Note que o subgrupo N “

ś

aPA# γ8pCGpaqq é normal em G. Como N é A-invariante, obtemos que A age sobre

G{N de tal forma que CGpaq é nilpotente para qualquer a P A#, então pelo Teorema

3.3.4, temos que G{N é nilpotente. Portanto, P “
ś

aPA# γ8pCGpaqq. Em particular,

P “ CP pAq.

Agora vamos considerar o caso em que P não é abeliano e considerar a ação de A

sobre G{ΦpP q. Pelo que foi feito acima, PΦpP q “ CP pAqΦpP q{ΦpP q, o que implica que

P “ CP pAq.

Como P “ CP pAq é um subgrupo normal de G, pelo Lema 3.3.2, temos que rH,As

centraliza P . Portanto P “ rCP pAq, CHpAqs, pois H “ rH,AsCHpAq. Isso completa a

demonstração para grupos metanilpotentes.

Se G é solúvel e tem peso de Fitting h ą 2, consideramos o grupo quociente

G{γ8pF2pGqq o qual tem altura de Fitting h ´ 1. Temos que γ8pF2pGqq ď γ8pGq. Por-

tanto, γ8pGq “ γ8pCGpAqq.

�

Sob nossas hipóteses, temos que rG,As é nilpotente e CGpAq tem um subgrupo

normal nilpotente de índice no máximo m!. Como G “ rG,AsCGpAq, o índice de R em G

é no máximo m!. Pelo Lema 3.3.11, a ordem de γ8pRq é no máximo m. Podemos passar

para o quociente G{γ8pRq e, sem perda de generalidade, assumir que R é nilpotente. Se

G “ R, o resultado está provado. Vamos assumir que R ă G e usar indução sobre o índice
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de R em G. Como rG,As ď R, segue que cada subgrupo de G contendo R é A-invariante.

Se T é qualquer subgrupo normal próprio de G que contém R, por indução, a ordem de

γ8pT q é m-limitada e o teorema segue. Assim, vamos assumir que G{R é isomorfo a um

quociente de CGpAq e, então, por ser simples, G{R tem ordem no máximo m.

Seja π “ πpm!q o conjunto de primos até m e N “ O1πpGq. Temos que G{N é

um π-grupo e N ď F pGq. Assim, pelo Teorema de Schur-Zassenhaus o grupo G tem um

π-subgrupo A-invariante K tal que G “ NK. Seja K0 “ OπpGq.

Primeiro vamos supor que K0 “ 1. Então G é o produto semidireto de N por

K “ CKpAq. Para um automorfismo a P A#, temos que rCNpaq, Ks ď γ8pCGpaqq, pois

as ordens de CNpaq e K são coprimas. Agora, note que rCNpaq, Ks é um subgrupo de

γ8pCGpaqq e então ele deve ser um π-grupo. Além disso, por ser um subgrupo de N , o

subgrupo rCNpaq, Ks deve ser um π1-grupo. Assim, devemos ter rCNpaq, Ks “ 1 para cada

a P A#. Como N é um produto de todos os centralizadores CNpaq, segue que rN,Ks “ 1.

Como K0 “ 1 e K é um π-grupo, segue que K “ 1 e assim G “ N é um grupo nilpotente.

De forma geral não devemos ter necessariamente que K0 “ 1. No entanto, con-

siderando o quociente G{K0 e levando em consideração o parágrafo anterior, temos que

G “ N ˆ K. Em particular, γ8pGq “ γ8pKq e, sem perda de generalidade, podemos

assumir que G é um π-grupo. Segue que o número de primos divisores da ordem de R é

m-limitado e podemos usar indução sobre esse número. Vamos agora provar o teorema

com a hipótese adicional de que G “ G1 e em seguida faremos o caso geral.

Suponha que R seja um π-grupo para algum primo p P π. Note que se s é um

primo diferente de p e H é um s-subgrupo de Sylow A-invariante em G, então, pelo Lema

3.3.7, temos γ8pRHq ď γ8pCGpAqq, pois RH é solúvel.

Pelo Lema 3.2.1 e do fato de G{R ser um grupo simples, temos que G{R é gerado

pela imagem de dois s-subgrupos de Sylow H1 e H2, onde s é um primo diferente de p.

Ambos os subgrupos RH1 e RH2 são solúveis e A-invariantes, pois rG,As ď R. Portanto,

rR,H1s e rR,H2s estão contidos em γ8pCGpAqq.

Seja H “ xH1, H2y. Temos que G “ RH e como G “ G1, segue que G “ rR,HsH

e rR,Gs “ rR,Hs. Temos que rR,Hs “ rR,H1srR,H2s e portanto a ordem de rR,Hs

é m-limitada. Passando para o quociente G{rR,Gs, podemos asumir que R “ ZpGq.

Assim, estamos na situação em que G{ZpGq tem ordem no máximo m e, pelo Teorema

de Schur-Baer 3.3.5, levando em consideração que G “ G1, concluímos que a ordem de G
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é m-limitada.

Agora suponha que πpRq “ tp1, . . . , ptu, onde t ě 2. Para cada i “ 1, . . . , t vamos

considerar o quociente G{Op1i
pGq. O parágrafo acima mostra que a ordem de G{Op1i

pGq é

m-limitada. Como t também é m-limitado, o resultado segue.

Assim, no caso em que G “ G1 o teorema está provado. Agora vamos considerar o

caso em que G ‰ G1. Seja Gplq o último termo da série derivada de G. O parárafo anterior

mostra que |Gplq| é m-limitada. Consequentemente, |γ8pGq| é m-limitada, pois G{Gplq é

solúvel e Gplq ď γ8pGq.

Agora vamos assumir as hipóteses do Teorema 3.0.4, ou seja, A é um q-grupo finito

de expoente q agindo por automorfismos sobre um q1-grupo finito G. Além disso, A tem

ordem pelo menos q3 e |γ8pCGpaqq| ď m para qualquer a P A#. Queremos mostrar que

γ8pGq tem ordem m-limitada.

Se A contém um subgrupo abeliano de ordem q3, o resultado segue do Teorema

3.0.3. Logo, vamos assumir que todos os subgrupos de ordem q3 são não abelianos. Além

disso, como A contém subgrupos de ordem q3, vamos substituir, se necessário, A por

um desses subgrupos e assumiremos que A é um grupo extraespecial de ordem q3. Para

simplificar a notação vamos denotar por B o centro de A, e como A é extraespecial temos

A1 “ ZpAq e |ZpAq| “ q. Note que B está contido em todos os subgrupos de ordem

q2 de A e todos os centralizadores CGpaq, para a P A#, são B-invariantes e CGpBq é

A-invariante.

Lema 3.3.8 Sejam Ai os subgrupos de A cujas ordens são q2 e contém B. Suponha que

G “ rG,Bs. Então G é gerado pelos subgrupos rCGpaq, Bs, onde a P Ai ´B.

Lema 3.3.9 O subgrupo rG,Bs é nilpotente.

Prova: A demosntração será feita por contradição. Pelo Lema 3.3.3, o subgrupo

rG,Bs é solúvel. Suponha que G seja um contraexemplo de ordem minimal. Seja V

um subgrupo normal minimal A-invariante de G. Temos que V é um p-grupo abeliano

elementar e G{V é um r-grupo para um primo r ‰ p. Vamos escrever G “ V H, onde

H é um r-subgrupo de Sylow A-invariante de G tal que H “ rH,Bs. Pela minimalidade,

também temos V “ rV,Hs, de modo que CV pHq “ 1.

Sejam A1, . . . , Aq`1 os subgrupos de ordem q2 que contêm B. Para cada a P A#,

vamos denotar por Va e Ha os centralizadores CV paq e CHpaq, respectivamente. Temos
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que Va é normal em CGpaq. Seja Ea “ rHa, Bs. Note que VaEa ď F pCGpaqq, pois

rCGpaq, Bs ď F pCGpaqq. Pelo Lema 3.3.8, temos que H “ xEx;x P AizBy para qualquer

Ai. Então rCV pAiq, Hs “ 1 para qualquer Ai. Como CGpBq é gerado pelos subgrupos

CGpAiq, obtemos que rCV pBq, Hs “ 1. Daí, pela minimalidade de G, temos que CV pBq “

1. Note que Ea centraliza CV paq para qualquer a P A#, mas existe a P A# tal que Ea

age não trivialmente sobre V . Nosso objetivo é obter uma contradição decorrente dessas

suposições.

Agora vamos considerar V como um FpHA-módulo e estender o corpo base a

um corpo finito que é um corpo de decomposição para HA. Obtemos um kHA-módulo

Ṽ “ V bFp k. Muitas das propriedades de V , mencionadas acima são herdadas por Ṽ .

Em particular, CṼ pHq “ 0, e Ea centraliza CṼ paq, para qualquer a P A#.

Considere uma série não refinável de kHA-submódulos

Ṽ “ V1 ą V2 ą ¨ ¨ ¨ ą Vn ą Vn`1 “ 0.

Seja W um dos fatores dessa série. Temos que W é um kHA-módulo irredutível

não trivial. Se c P H age trivialmente em cada W descrito anteriormente, então c age

trivialmente sobre Ṽ , pois a ordem de H é coprima com a característica p do corpo k.

Portanto, sem perda de generalidade, podemos assumir que H não centraliza W .

Pelo Teorema de Clifford 1.4.3, W é a soma direta

W “ W1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘Wt

das componentes de Wedderburn Wi com respeito a H, as quais são kH-módulos tran-

sitivamente permutados por A. Além disso, sobre cada um dos Wi, o centro de H é

representado por multiplicação por escalar.

Vamos denotar por Ω o conjunto das componentes de Wedderburn tW1, . . . ,Wtu.

Como H não centraliza W , podemos escolher uma componente de Wedderburn W1 sobre

a qual H age não trivialmente. Então, para obter uma contradição é suficiente provar que

H age trivialmente sobre W1.

�

Lema 3.3.10 Seja a P A. O subgrupo H age trivialmente sobre a soma das componentes
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em qualquer xay-órbita regular em Ω.

Prova: Seja e P Ea e considere a xay-órbita regular tWj,W
a
j , . . . ,W

aq´1

j u. Note que a R B,

pois CV pBq “ 1. Seja A1 “ xa,By. Temos que |A1| “ q2.

O elemento e deixa invariante todas as componentes W ai , pois e P H. Por outro

lado, e fixa todo elemento da forma wj ` waj ` ¨ ¨ ¨ ` wa
q´1

j , o qual pertence a CW paq.

Portanto, e age trivialmente sobre todas as componentes W ai

j .

Agora note que, para cada x P AizB, a xxy-órbita tWj,W
x
j , . . . ,W

xq´1

j u também é

regular, pois CV pBq “ 1 (cada componenteWj deve ser B-invariante). Portanto, qualquer

elemento de Ex age trivialmente sobre Wj. Então H age trivialmente sobre todas as

componentes W ai

j , pois H é gerado pelos subgrupos Ex tais que x P AizB.

�

Pelo lema acima, temos que W a
1 “ W1 para qualquer a P A#. Recorde que A não

é abeliano e B “ A1 “ ZpAq. Seja A1 um subgrupo de ordem q2 que contém B. Os

centralizadores CGpxq tais que x P A1zB são permutados por A, pois CGpxqa “ CGpx
aq e

xa “ xrx, as. Então CW1paq ‰ 0 para qualquer a P A1zB, pois W1 “ xCW1pxq;x P A1zBy

e o subgrupos CW1pxq são permutados por A.

Pela minimalidade, temos que rN,Bs “ 1 para qualquer subgrupo próprio normal

A-invariante N de H. Então H é um r-grupo extraespecial, ou seja, H é um grupo

abeliano elementar ou tem classe de nilpotência 2, e H 1 “ ZpHq “ φpHq é abeliano

elementar.

Para provar queH age trivialmente sobreW1, é suficiente provar que cada subgrupo

Ea age trivialmente sobre W1. Seja a P A# tal que Ea não age trivialmente sobre W1.

Se Ea não é abeliano, então E 1a ď ZpHq e age trivialmete sobre CW1paq. Portanto E 1a
age trivialmente sobre W1 pois ZpHq age por multiplicação por escalar sobre W1. De

fato, se Ea não é abeliano, então Ex não é abeliano para qualquer x P xa,ByzB, pois

tais subgrupos são permutados por A. Além disso, como CW1pxq ‰ 0 para qualquer

x P xa,ByzB, temos que Z “ xE 1a;x P xa,ByzB age trivialmente sobre W1. Como Z é um

subgrupo normal A-invariante de H, podemos fatorar por Z e assumir que Ea é abeliano.

No entanto, nesse caso, B age livre de pontos fixos sobre W1Ea e então, pelo Teorema de

Thompson 1.3.4, W1Ea é nilpotente, o que significa que Ea age trivialmente sobre W1, o

que é uma contradição e a prova está completa.
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Lema 3.3.11 Se G é solúvel, então γ8pGq “ γ8pCGpBqq.

Prova: Vamos usar indução sobre a altura de Fitting h de G. Suponha que G é me-

tanilpotente. Seja P um p-subgrupo de Sylow de γ8pGq e H um p1-subgrupo de Hall

A-invariante de G. Pelo Lema 3.1.15 temos que P “ rP,Hs. É suficiente mostrar que

P ď γ8pCGpBqq. Desta forma, sem perda de generalidade podemos assumir que G “ PH.

Agora observamos que γ8pCGpaqq “ rCP paq, CHpaqs para qualquer a P A#.

Vamos provar que P “ rCP pBq, CHpBqs. Sejam A1, . . . , Aq`1 os subgrupos de

ordem q2 de A. Note que cada Ai age trivialmente sobre γ8pCGpaqq para qualquer a P A#
i ,

pois q ą m. Logo γ8pCGpaqq ď CP pAiq para qualquer a P A#
i . Em particular, temos que

γ8pCGpBqq ď CP pAq pois γ8pCGpBqq é A-invariante.

Primeiro vamos assumir que P é abeliano. Dados a, b P Ai, temos

rrCP paq, CHpaqs, CHpbqs ď rCP pAiq, CHpbqs ď rCP pbq, CHpbqs.

Por outro lado, H “
ś

bPA#
i
CHpbq. Assim, o subgrupo N “

ś

aPA#rCP paq, CHpaqs

é um subgrupo normal. Como N é A-invariante, temos que A age sobre G{N de tal forma

que CGpaq é nilpotente para qualquer a P A#. Então G{N é nilpotente pelo Lema 3.1.9.

Logo P “
ś

aPA#rCP paq, CHpaqs. Em particular, P “ CP pBq.

Agora vamos assumir que P não é abeliano e considerar a ação de B sobre P {ΦpP q.

Pelo que vimos acima, P {ΦpP q “ CP pBqΦpP q{ΦpP q. Então temos que P “ CP pBqΦpP q,

o que implica que P “ CP pBq.

Temos que rB,P,Hs “ rP,H,Bs “ 1, pois P “ CP pBq é um subgrupo normal

de G e então rrH,Bs, P s “ 1, pelo Lema dos Três Subgrupos 1.1.13. Assim temos P “

rCP pBq, CHpBqs, pois H “ CHpBqrH,Bs.

Se G é um grupo solúvel e sua altura de Fitting é h ą 2, então consideramos o

grupo quociente G{γ8pF2pGqq que tem altura de Fitting h ´ 1 e γ8pF2pGqq ď γ8pGq.

Portanto, por indução, temos γ8pGq “ γ8pCGpBqq. �

Recorde que, sob nossas hipóteses, rG,Bs é nilpotente e CGpBq tem um subgrupo

normal nilpotente de índice no máximo m!. Seja R o radical solúvel de G. Como G “

rG,BsCGpBq, o índice de R em G é no máximo m!. Pelo Lema 3.3.11, temos que a ordem

de γ8pRq é no máximo m. Passando ao quociente G{γ8pRq, podemos assumir, sem perda

de generalidade, que R é nilpotente. Se R “ G, não há nada a provar. Então vamos
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assumir que R ă G e usar indução sobre o índice de R em G. Como rG,Bs ď R, segue

que cada subgrupo de G contendo R é A-invariante. Se T é qualquer subgrupo próprio

normal de G contendo R, por indução, a ordem de γ8pT q é m-limitada e o teorema segue.

Dessa forma, podemos assumir que G{R é um grupo simples não abeliano. Sabemos que

G{R é isomorfo a um quociente de CGpBq, e então, sendo simples, G{R tem ordem no

máximo m.

Seja πpm!q o conjunto de primos até no máximo m. Seja N “ O1πpGq. Temos que

G{N é um π-grupo e N ď F pGq. Pelo Teorema de Schur-Zassenhaus, o grupo G tem um

π-subgrupo A-invariante K tal que G “ NK. Seja K0 “ OπpGq.

Suponha que K0 “ 1, então G é o produto semidireto de N por K “ CKpAq.

Para um automorfismo a P A#, temos que rCNpaq, Ks ď γ8pCGpaqq, pois CNpaq e K têm

ordens coprimas. Por outro lado, rCNpaq, Ks é um π-subgrupo, por ser um subgrupo de

γ8pCGpaqq. Concluímos que rCNpaq, Ks “ 1 para cada a P A#. Como N é o produto de

todos os centralizadores CNpaq, segue que rN,Ks “ 1. Como K0 “ 1 e K é um π-gupo,

temos que K “ 1 e então G “ N é um grupo nilpotente.

De maneira geral K0 não necessariamente precisa ser trivial. Contudo, conside-

rando o quociente G{K0 e levando em consideração o parágrafo anterior, temos G “

N ˆK. Em particular, γ8pGq “ γ8pKq, e, sem perda de generalidade, podemos asumir

que G é um π-grupo. Segue que o número de primos divisores da |R| é m-limitado e

podemos usar indução sobre esse número. Primeiramente vamos demonstrar o teorema

adicionando a hipótese de que G “ G1.

Suponha que R seja um p-grupo para algum primo p P π. Note que se s é um

primo diferente de p e H é um s-subgrupo de Sylow A-invariante de G, então pelo Lema

3.3.11 temos γ8pRHq ď γ8pCGpBqq, pois RH é solúvel.

Pelo Lema 3.2.1 e do fato de que G{R é simples, temos que G{R é gerado pela

imagem de dois s-subgrupos de Sylow H1 e H2, onde s é um primo diferente de p. Ambos

os subgrupos RH1 e RH2 são solúveis e B-invariantes, pois rG,Bs ď R. Logo rR,H1s e

rR,H2s estão contidos em γ8pCGpBqq.

Seja H “ xH1, H2y. Temos que G “ RH. Como estamos assumindo que G “ G1,

segue que

G “ rR,HsH e rR,Gs “ rR,Hs.

Temos rR,Hs “ rR,H1srR,H2s, então a ordem de rR,Hs é m-limitada. Passando
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para o quociente G{rR,Hs, podemos assumir que R “ ZpGq. Pelo Teorema 3.3.5 a

ordem de G1 também é m-limitada. Considerando que estamos assumindo que G “ G1,

concluímos que a ordem de G é m-limitada.

Agora suponha que πpRq “ tp1, . . . , ptu, onde t ě 2. Para cada i “ 1, . . . , t,

considere o quociente G{Op1i
pGq. Pelo parágrafo anterior, temos que a ordem de G{Op1i

pGq

é m-limitada. Como t também é m-limitado, o resultado segue.

Agora vamos considerar o caso em que G ‰ G1. Seja Gplq o último termo da série

derivada de G. O parágrafo anterior mostra que |Gplq| é m-limitada. Consequentemente,

|γ8pGq| é m-limitada, pois G{Gplq é solúvel e Gplq ď γ8pGq.
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CAPÍTULO 4

RESIDUAL NILPOTENTE DE GRUPOS FINITOS COM UM GRUPO

SUPERSOLÚVEL DE AUTOMORFISMOS

No Capítulo 2, vimos que ao considerar a ação de um grupo diedral D “ xα, βy

sobre um grupo finito G de tal modo que CGpαβq “ 1, foi demonstrado em [29] que a

ordem e o posto de G são, respectivamente, limitados em função da ordem e do posto de

CGpαq e CGpβq.

Recentemente, em [4] foi considerado o caso em que A é um grupo finito e M é um

subgrupo normal de A tal que todos os elementos em AzM tem ordem p. Supondo que

A age sobre um p1-grupo finito G de tal forma que CGpMq “ 1 e que CGpxq é nilpotente

para todo x P AzM , foi provado que G é nilpotente.

O objetivo deste capítulo é estudar o residual nilpotente de grupos finitos admitindo

um grupo supersolúvel de automorfismos e obter novos resultados que generalizam os

teoremas apresentados nos artigos [29] e [4]. As generalizações destes resultados serão

demonstradas como corolários do seguinte resultado.

Teorema 4.0.1 Sejam A um grupo supersolúvel e B um subgrupo normal de A, cuja

ordem é um primo q. Suponha que exista um conjunto de geradores x1, . . . , xt de A tais

que cada subgrupo Ai “ xB, xiy é um grupo de Frobenius ou um q-grupo abeliano elementar

de posto 2. Assuma que A aja coprimamente sobre um grupo finito G de tal forma que

CNpBq “ xCNpA1q, . . . , CNpAtqy para qualquer subgrupo N , de G, que é A-invariante .

a) Se CGpxq é nilpotente para qualquer x P tA#
1 , . . . , A

#
t u, então G é nilpotente.
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b) Se γ8pCGpxqq tem ordem no máximo m para qualquer x P tA#
1 , . . . , A

#
t u, então

γ8pGq tem ordem pm, |A|q-limitada.

c) Se γ8pCGpxqq tem posto no máximo r para qualquer x P tA#
1 , . . . , A

#
t u, então γ8pGq

tem posto pr, |A|q-limitado.

Corolário 4.0.2 Seja D “ xα, βy um grupo diedral gerado por duas involuções α e β.

Suponha que D age coprimamente sobre um grupo finito G de tal forma que CGpαβq “ 1.

a) Se γ8pCGpαqq e γ8pCGpβqq têm ordem no máximo m, então γ8pGq tem ordem

pm, |D|q-limitada.

b) Se γ8pCGpαqq e γ8pCGpβqq têm posto no máximo r, então γ8pGq tem posto pr, |D|q-

limitado.

Corolário 4.0.3 Sejam P um p-grupo finito e M um subgrupo maximal de P . Assuma

que todos os elementos em P zM têm ordem p. Suponha que P aja sobre um grupo finito

G de tal forma que CGpMq “ 1.

a) Se γ8pCGpxqq tem ordem no máximo m para qualquer x P P zM , então γ8pGq tem

ordem pm, |P |q-limitada.

b) Se γ8pCGpxqq tem posto no máximo r para qualquer x P P zM , então γ8pGq tem

posto pr, |P |q-limitado.

Note que quando consideramos um grupo diedral ou um p-grupo agindo coprima-

mente por automorfismos sobre um grupo finito G, conforme mencionado nos corolários

anteriores, o ponto importante é a forma como G é gerado. Em todos esses casos, as

hipóteses do Teorema 4.0.1 são satisfeitas.

4.1 Demonstrações dos resultados técnicos

Ao longo desta seção, vamos assumir as hipóteses do Teorema 4.0.1. Vamos consi-

derar A um grupo supersolúvel e B um subgrupo normal de A cuja ordem é um número

primo q. Suponha que exista um conjunto de geradores x1, . . . , xt de A de tal forma que

cada subgrupo Ai “ xB, xiy seja um grupo de Frobenius ou um q-grupo abeliano elemen-

tar de posto 2. Assuma que A aja coprimamente sobre um grupo finito G de tal maneira
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que N “ xCNpA1q, . . . , CNpAtqy para qualquer subgrupo A-invariante N . Além disso,

assuma que G “ PH onde P e H são A-invariantes, P é um p-grupo normal e H é um

p1-grupo nilpotente. Note que CGpBq “ xCGpA1q, . . . , CGpAtqy pois CGpBq é A-invariante.

Lema 4.1.1 Seja FH um grupo de Frobenius com núcleo F e complemento H. Se FH

age coprimamente sobre um grupo finito solúvel G, então G “ CGpF qxCGpH
f q; f P F y.

Se G é nilpotente, então G “ CGpF q
ś

fPF CGpH
f q.

Prova: Como G é solúvel, podemos considerar uma série normal não refinável FH-

invariante

G “ G1 ą G2 ą ¨ ¨ ¨ ą Gk ą Gk`1 “ 1

tal que cada fator S “ Gi{Gi`1 é abeliano. Note que é suficiente provar que

CGi{Gi`1
pF qxCGi

pHf
q; f P F yGi`1{Gi`1 “ Gi{Gi`1,

isto é, CSpF qxCSpHf q; f P F y “ S. Assim podemos supor que G é um grupo abeliano.

Note que G “ CGpF q‘rG,F s. Logo, podemos considerar que G “ rG,F s. Em particular,

podemos assumir que CGpF q “ 1. Daí o resultado segue do Lema 2.1.4.

Agora considere que G é nilpotente de classe c. Se G é abeliano, então é ime-

diato que G “ CGpF q
ś

fPF CGpH
f q. Assim podemos assumir que c ě 2 e usar indu-

ção sobre a classe de nilpotência de G. Denote por N̄ a imagem de qualquer subgrupo

N de G em G{ZpGq. Pela hipótese de indução, segue que Ḡ “ CḠpF q
ś

fPF CḠpH
f q.

Então G “ ZpGqCGpF q
ś

fPF CGpH
f q. Como ZpGq é abeliano, segue que ZpGq “

CZpGqpF q
ś

fPF CZpGqpH
f q. Por outro lado, CZpGqpHf q está contido em CGpH

f q e no

centro de G. Portanto, G “ CGpF q
ś

fPF CGpH
f q. �

O próximo lema é uma consequência imediata dos Lemas 1.3.6 e 4.1.1, pois P e H

são nilpotentes.

Lema 4.1.2 Temos que CP pBq “
ś

CP pAiq e CHpBq “
ś

CHpAiq. Além disso, para

qualquer i, temos P “
ś

aPA#
i
CP paq e H “

ś

aPA#
i
CHpaq.

Os próximos lemas são usados para demonstrar a Proposição 4.0.1. Suas demons-

trações usam as mesmas técnicas do Capítulo 3 e serão apresentadas aqui com as adap-

tações necessárias às hipóteses que estamos considerando.
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A partir de agora, vamos denotar por D# o conjunto tA#
1 , . . . , A

#
t u e por |D#| o

número de elementos de D#.

Lema 4.1.3 Se P é abeliano, então rP,CHpBqs está contido em
ź

rCP paq, CHpaqs, onde

o produto é tomado sobre todo a P D#.

Prova: Pelo Lema 4.1.2, temos que CHpBq “
ś

CHpAiq e P “
ś

aPA#
i
CP paq para cada

i. Pelo Lema 3.1.6, rP,CHpBqs “
ś

rP,CHpAiqs. Aplicando o Lema 4.1.2 novamente e

usando o fato de que P é abeliano, temos rP,CHpAiqs “
ś

aPA#
i
rCP paq, CHpAiqs para cada

i. Em particular, rP,CHpAiqs “
ś

aPA#
i
rCP paq, CHpaqs. �

Lema 4.1.4 Se rCP paq, CHpaqs “ 1 para qualquer a P D#, então rP,Hs “ 1.

Prova: Primeiro vamos considerar o caso em que P é abeliano. Pelo Lema 4.1.3, temos

rP,CHpBqs “ 1. Agora vamos mostrar que rCP pBq, Hs “ 1. Pelo Lema 4.1.2 segue que

CP pBq “
ś

CP pAiq e H “
ś

aPA#
i
CHpaq para cada i. Como P é abeliano, concluímos

que rCP pBq, Hs “
ś

rCP pAiq, Hs. Por outro lado, rCP pAiq, CHpaqs “ 1 para qualquer

a P A#
i . Então rCP pAiq, Hs “ 1. Logo, rCP pBq, Hs “ 1.

O primeiro parágrafo mostra que CP pBq ď ZpGq e CHpBq centraliza P . Se H é

abeliano, então CGpBq ď ZpGq. Logo, B age livre de pontos fixos sobre G{ZpGq e assim,

pelo Teorema de Thompson 1.3.4, segue que G{ZpGq é nilpotente. Consequentemente, G

é nilpotente e, então, no caso em que P e H são nilpotentes, temos que rP,Hs “ 1.

Considere que H não é abeliano. Pelo caso abeliano, segue que rP,ZpHqs “ 1.

Considerando a ação de H{ZpHq sobre P e argumentando por indução sobre a classe de

nilpotência de H concluímos que rP,Hs “ 1. Assim, no caso em que P é abeliano, o lema

está provado.

Agora assuma que P não é abeliano e considere a ação de HA sobre P {ΦpP q.

Pelo parágrafo anterior, rP,Hs ď ΦpP q. Então P “ CP pHqrP,Hs ď CP pHqΦpP q e assim

concluímos que P “ CP pHq e rP,Hs “ 1. �

Lema 4.1.5 Seja P “ rP,Hs. Se |rCP paq, CHpaqs| “ ps para qualquer a P D#, então

|xCP pBq
Hy| “ pt onde t é um número ps, |D#|q-limitado.
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Prova: Note que pelo Lema 4.1.2 temos CP pBq “
ś

CP pAiq, onde Ai “ xB, xiy. Primeiro

vamos provar que a ordem de CP pBq é uma potência de p tal que o expoente é um

número ps, |D#|q-limitado. É suficiente mostrar que, para cada i, CP pAiq tem ordem pj,

onde j é um número ps, |D#|q-limitado. Para cada a P Ai vamos denotar Pa “ CP paq e

Ha “ CHpaq. Temos que Pa é normal em CGpaq. Seja Da “ CPapHaq e Di “ XaPAi
Da. O

índice de Da em Pa é no máximo ps, pois |rCP paq, CHpaqs| “ ps e então o índice de Di em

CP pAiq é no máximo ps|Ai|. Tome x P Di. Considerando que H “
ś

aPA#
i
Ha, deduzimos

que rx,Hs “ 1. Daí x “ 1, pois P “ rP,Hs. Logo Di é trivial para cada i. Portanto

CP pAiq tem ordem no máximo ps|Ai|, para cada i.

Como H “
ś

aPA#
i
Ha, segue que

rCP pAiq, Hs “
ź

aPA#
i

rCP pAiq, Has.

Daí, |rCP pAiq, Hs| ď ps|Ai|, pois |rCP paq, CHpaqs| “ ps. Pelo Lema 4.1.2, temos que

CP pBq “
ś

CP pAiq, então rCP pBq, Hs “
ś

i rCP pAiq, Hs. Logo |rCP pBq, Hs| ď ps|D
#| e

assim |xCP pBq
Hy| “ pt onde t é um número ps, |D#|q-limitado.

�

Lema 4.1.6 Se rCP paq, CHpaqs tem ordem ps para qualquer a P D#, então rP,Hs tem

ordem pj, onde j é um número ps, |D#|q-limitado.

Prova: Podemos assumir que P “ rP,Hs. Primeiramente vamos provar que se N é um

subgrupo normal de P tal que rN,Hs “ 1, então N ď ZpP q. De fato, temos rP,N s ď N e

assim, rP, rN,Hss “ 1 e rH, rP,N ss “ 1. Portanto, pelo Lema dos Três Subgrupos 1.1.13,

temos rN, rP,Hss “ 1.

Note que |P | é limitada em termos de |P {P 1| e da classe de nilpotência de P .

Primeiramente vamos limitar a classe de nilpotência de P .

Sejam M um subgrupo normal A-invariante de P e a P D#. Defina japP {Mq “

|rCP {Mpaq, CHpaqs|. Se M for trivial, vamos escrever simplesmente japP q. Defina kpP q “
ř

aPD# japP q. Argumentando por indução sobre kpP q vamos mostrar que a classe de

nilpotência de P é no máximo 2kpP q`1. Note que o menor valor possível para kpP q é |D#|

e esse valor ocorre se, e somente se, japP q “ 1 para qualquer a P D#. Se kpP q “ |D#|,

o resultado segue do Lema 4.1.4, pois P “ rP,Hs. Suponha que kpP q ą |D#|. Se P
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é abeliano, não há nada para provar, então suponha que P não é abeliano. Usando o

resultado do parágrafo anterior, temos rZ2pP q, Hs ‰ 1. Assim, pelo Lema 4.1.4, segue

que rCZ2pP qpaq, CHpaqs ‰ 1 para algum a P D#. Portanto, kpP {Z2pP qq ă kpP q. Por

indução, a classe de nilpotência de P {Z2pP q é no máximo 2pkpP q´ 1q` 1 e então a classe

de nilpotência de P é no máximo 2kpP q ` 1.

Agora temos que provar que a ordem de P {P 1 é pj, onde j é um número ps, |D#|q-

limitado. Em particular, sem perda de generalidade, vamos assumir que P é abeliano.

Pelo Lema 4.1.5 o subgrupo xCP pBqHy tem ordem pj, onde j é um número ps, |D#|q-

limitado pois P é abeliano. Assim, temos que xCP pBqHy é normal em G e então podemos

passar ao quociente G{xCP pBqHy e assumir, sem perda de generalidade, que CP pBq “ 1.

Pelo Lema 4.1.3, rP,CHpBqs tem ordem menor ou igual a ps|D#|. Logo é suficiente

provar que rP,Hs “ rP,CHpBqs. Suponha que H seja abeliano. Então rP,CHpBqs é

normal em G e passando ao quociente, podemos assumir que rP,CHpBqs “ 1. Assim

CGpBq “ CHpBq pertence a ZpGq e G{ZpGq admite um automorfismo livre de pontos

fixos de ordem prima q. Pelo Teorema de Thompson 1.3.4, G{ZpGq é nilpotente. Portanto,

G é nilpotente e rP,Hs “ 1.

Suponha queH não seja abeliano. Pelo parágrafo anterior, rP,ZpHqs “ rP,CZpHqpBqs.

Note que rP,ZpHqs é normal em G, então passando ao quociente G{rP,ZpHqs podemos

considerar a ação de H{ZpHq sobre P e argumentando por indução sobre a classe de

nilpotência de H segue que rP,Hs “ rP,CHpBqs. �

4.2 Demonstração do Teorema 4.0.1

Agora vamos recordar as hipóteses do Teorema 4.0.1. A é um grupo supersolúvel

e B é um subgrupo normal de A, cuja ordem é prima. Existe um conjunto de geradores

x1, . . . , xt de A tais que cada subgrupo Ai “ xB, xiy ou é um grupo de Frobenius, ou é um

grupo abeliano elementar de posto 2 e A age coprimamente sobre um grupo finito G de

tal forma que CNpBq “ xCNpA1q, . . . , CNpAtqy para qualquer subgrupo A-invariante N .

Primeiro vamos provar o item (a): Se CGpxq é nilpotente para qualquer x P tA#
1 , . . . , A

#
t u,

então G é nilpotente.

Nosso argumento será por contradição. Como consequência da classificação dos

grupos simples finitos, se B é um grupo de automorfismos de G cuja ordem é coprima
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com a ordem de G e CGpBq é nilpotente ou tem ordem ímpar, então G é solúvel (veja

por exemplo [31]). Assuma que G não é nilpotente e seja G um contraexemplo minimal.

Sabemos queG é solúvel e assimG “ PH, onde P é o único p-subgrupo abeliano elementar

normal minimal para um primo p e H é um q-subgrupo de Sylow abeliano A-invariante de

G para primos q ‰ p. Agora note que temos uma contradição, pelo Lema 4.1.4. Portanto

G é nilpotente.

Agora vamos dar uma prova detalhada para o Teorema 4.0.1(c). A prova do

Teorema 4.0.1(b) pode ser obtida por adaptações na prova do Teorema 4.0.1(c).

Assumindo as hipóteses do Teorema 4.0.1(c) vamos considerar que rpγ8pCGpaqqq ď

r par qualquer a P D# e queremos provar que rpγ8pGqq é pr, |A|q-limitado.

Suponha que G seja solúvel. Neste caso, CGpaq tem altura de Fitting r-limitado

para qualquer a P D#, pelo Lema 3.1.1. Logo G tem altura de Fitting pr, |A|q-limitado

e podemos usar indução sobre hpGq. No caso em que hpGq “ 2, a prova é imediata pelo

Lema 4.1.6. De fato, sejam P um p-subgrupo de Sylow de γ8pGq e H um p1-subgrupo

de Hall A-invariante de G. Então pelos Lemas 4.1.6 e 3.1.15 o posto de P “ rP,Hs é

pr, |A|q-limitado. Portanto o posto de γ8pGq é pr, |A|q-limitado. Suponha que a altura

de Fitting de G é h ą 2 e seja N “ F2pGq o segundo termo da série de Fitting de G.

A altura de Fitting de G{γ8pNq é h ´ 1 e γ8pNq ď γ8pGq. Assim, por indução temos

que γ8pGq{γ8pNq tem posto pr, |A|q-limitado. Logo, o resultado segue pois, rpγ8pGqq ď

rpγ8pGq{γ8pNqq ` rpγ8pNqq.

Agora vamos considerar o caso em que G não é solúvel. Lembre que λpCGpaqq é

r-limitado para qualquer a P A# pela Proposição 1.1.12, pois seus subgrupos solúveis têm

altura de Fitting r-limitado. Logo, λpGq é pr, |A|q-limitado e podemos usar indução sobre

λpGq.

Primeiramente vamos assumir que G “ G1 e λpGq “ 1. Como G “ G1, segue que

G{RpGq é um produto de grupos simples não abelianos, onde RpGq é o radical solúvel

de G. Pelo argumento acima, γ8pRpGqq tem posto pr, |A|q-limitado. Podemos quocientar

por γ8pRpGqq e assimir que RpGq é nilpotente, isto é, que RpGq “ F pGq.

Agora queremos mostrar que o posto de rF pGq, Gs é pr, |A|q-limitado. Note que

é suficiente considerar o caso em que F pGq “ P , onde P é um p-subgrupo de Sylow de

F pGq. Note que se s é um primo diferente de p eH é um s-subgrupo de Sylow A-invariante

de G, então rpγ8pPHqq é pr, |A|q-limitado, pois PH é solúvel.
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Pelo Lema 3.1.13, o quociente G{F pGq é um produto de um número pr, |A|q-

limitado de subgrupos normais A-invariantes K1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Ks, onde Ki é um produto de

no máximo |A| grupos simples não abelianos. Logo, sem perda de generlidade, podemos

assumir que G{F pGq é um produto de grupos simples não abelianos isomorfos. Usando

o Lema 3.2.1, podemos deduzir que G{P é gerado pela imagem de dois s-subgrupos de

Sylow H1 e H2, onde s é um primo diferente de p. Por outro lado, H1 e H2 são conjugados

de um s-subgrupo de Sylow A-invariante em G. Segue que rP,H1s e rP,H2s têm posto

pr, |A|q-limitado.

Seja H “ xH1, H2y. Temos que G “ PH. Como G “ G1, segue que G “ rP,HsH

e rP,Gs “ rP,Hs. Pelo Lema 3.1.6, temos rP,Hs “ rP,H1srP,H2s e, portanto, o posto

de rP,Hs é pr, |A|q-limitado. Passando ao quociente G{rP,Gs podemos asumir que P “

ZpGq. Então estamos na situação em que G{ZpGq tem posto pr, |A|q-limitado. Pelo

Teorema 3.1.4 o posto de G1 também é pr, |A|q-limitado. Levando em consideração que

G “ G1, concluímos que o posto de G é pr, |A|q-limitado.

Agora vamos considerar o caso em que G ‰ G1. Seja Gplq o último termo da série

derivada de G. O argumento do parágrafo anterior mostra que rpGplqq é pr, |A|q-limitado.

Consequentemente, rpγ8pGqq é pr, |A|q-limitado pois G{Gplq é solúvel e γ8pGplqq ď γ8pGq.

Isto prova o teorema no caso particular em que λpGq ď 1.

Assuma que λpGq ě 2. Seja T um subgrupo característico de G tal que λpT q “

λpGq ´ 1 e λpG{T q “ 1. Por indução, o posto de γ8pT q é pr, |A|q-limitado. Como

λpG{γ8pT qq “ 1 o resultado segue, pois rpγ8pGqq ď rpG{γ8pT qq ` rpγ8pT qq.

4.3 Demonstrações dos Corolários

Prova do Corolário 4.0.2: Seja D “ xα, βy o grupo diedral gerado por duas

involuções α e β. Suponha que D aja coprimamente sobre um grupo finito G de tal

forma que CGpαβq “ 1. Foi mostrado no Teorema 2.2.5 que N “ CNpαqCNpβq para

qualquer subgrupo D-invariante N . Seja F “ xαβy. Se |F | é prima, então pelo Teorema

de Thompson 1.3.4 temos que G é nilpotente. Assuma que |F | não é um número primo.

Dessa forma, podemos considerar um subgrupo normal B de D cuja ordem é prima

e então D{B age sobre CGpBq. Logo, CGpBq “ CCGpBqpαqCCGpBqpβq. Em particular,

definindo A1 “ xB,αy e A2 “ xB, βy, temos que A1 e A2 são grupos de Frobenius se |B|
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é ímpar ou um 2-grupo abeliano elementar se |B| “ 2 e então podemos escrever CGpBq “

CGpxB,αyqCGpxB, βyq. Além disso, note que, por indução sobre |D|, temos |γ8pCGpBqq|

é pm, |D|q-limitada, pois D{B age sobre CGpBq e F {B age livre de pontos fixos sobre

CGpBq. Portanto, temos que CGpaq tem ordem pm, |D|q-limitada para a P tA#
1 , A

#
2 u.

Assim, pelo Teorema 4.0.1, segue que γ8pGq tem ordem pm, |D|q-limitada.

Prova do Corolário 4.0.3: Sejam P um p-grupo finito e M um subgrupo maxi-

mal de P . Assuma que todos os elementos em P zM têm ordem p. Suponha que P age

sobre um grupo finito G de tal forma que CGpMq “ 1. Note que no caso em que |P | “ p2,

o subgrupo maximal M tem ordem p e age livre de pontos fixos sobre G. Então, pelo

Teorema de Thompson 1.3.4, G é nilpotente. Assim, sem perda de generalidade, vamos

assumir que |P | ě p3. Seja Z um subgrupo de ordem p de ZpP q XM e denote por X

o conjunto P zM . Para qualquer x P X, vamos denotar por Bx o p-subgrupo abeliano

elementar Zxxy. Temos que Bx é um p-grupo abeliano elementar de ordem p2 e que

BxzZ Ď X.

Lema 4.3.1 Temos que G “ xCGpxq; x P Xy.

Prova: Vamos provar por indução sobre |P |. Se |P | “ p2, então P é um p-grupo abeliano

elementar. Daí, é imediato que G “ xCGpxq; x P Xy.

Agora suponha que |P | “ pn ě p3. Seja x P X e considere o p-subgrupo abeliano

elementar Bx. Então, G “ xCGpaq; a P Bxzt1uy. Como BxzZ Ď X, é suficiente provar que

CGpZq é gerado por pontos fixos de elementos de X. Por outro lado, o subgrupo CGpZq é

P -invariante e então admite a ação natural pelo p-grupo P {Z. Além disso, M{Z age livre

de pontos fixos sobre CGpZq. Portanto, o resultado segue por indução pois |P {Z| “ pn´1.

�

Como uma consequência do lema acima, temos que CGpZq “ xCGpBxq; x P Xy.

Além disso, note que |γ8pCGpZqq| é pm, |P |q-limitada por indução sobre |P |, pois P {Z age

sobre CGpZq e M{Z age livre de pontos fixos sobre CGpZq. Note que CGpxq tem ordem

pm, |P |q-limitada para todo a P tB#
x ;x P Xu, daí pelo Teorema 4.0.1, segue que γ8pGq

tem ordem pm, |P |q-limitada.
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CAPÍTULO 5

RESIDUAL NILPOTENTE DE GRUPOS FINITOS COM UM GRUPO DE

FROBENIUS DE AUTOMORFISMOS

No Capítulo 2 vimos que ao considerar a ação de um grupo de Frobenius FH sobre

um grupo finito G de tal forma que CF pGq “ 1 e CGpHq é nilpotente, foi mostrado em

[16] que G também é nilpotente. Em [2], foi demonstrado que sob as mesmas hipóteses,

se CGpHq é nilpotente de classe c, então a classe de nilpotência de G é limitada em função

de c e da ordem de FH. Lembrando que quando FH não é supersolúvel não é possível

limitar a classe de nilpotência em termos do CGpHq e da classe c, pelo Exemplo 5.10 em

[16].

Neste capítulo vamos estudar o residual nilpotente de grupos finitos admitindo um

grupo de Frobenius de automorfismos e generalizar o resultado apresentado em [2].

Vamos provar o seguinte teorema.

Teorema 5.0.1 Seja FH um grupo de Frobenius com núcleo F e complemento H. Su-

ponha que FH aja sobre um grupo finito G de tal forma que CGpF q “ 1. Então:

a) |γ8pGq| é limitada em termos da |H| e |γ8pCGpHqq|;

b) o posto de γ8pGq é limitado em termos da |H| e do posto de γ8pCGpHqq.

5.1 Demonstração do resultado técnico

O próximo resultado foi demonstrado em [19].
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Lema 5.1.1 Sejam p um primo, P um p-grupo finito e Q um p1-grupo de automorfismos

de P .

a) Se |rP, qs| ď m para todo q P Q, então |Q| e |rP,Qs| são m-limitadas.

b) Se rprP, qsq ď m para todo q P Q, então rpQq e rprP,Qsq são m-limitados.

Agora vamos demonstrar a seguinte proposição técnica, a qual é o principal resul-

tado dessa seção.

Proposição 5.1.2 Seja FH um grupo de Frobenius. Suponha que FH aja sobre um q-

grupo Q para algum primo q. Seja V um FpQFH-módulo irredutível, onde Fp é um corpo

de característica p que não divide |Q|. Suponha que F aja livre de pontos fixos sobre

o produto semidireto V Q. Se |rCV pHq, CQpHqs| “ ps, então |rV,Qs| “ pt onde t é um

número ps, |H|q-limitado.

Primeiro vamos fazer algumas observações. Sem perda de generalidade podemos

assumir que V “ rV,Qs. Pelo Lema 1.3.6(a) temos que V “ CV pQq ‘ rV,Qs. Então

CV pQq “ 0. Pelo Teorema de Clifford, V é a soma direta

V “ V1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Vt

das componentes de Wedderburn Vi com respeito a Q, as quais são FpQ-módulos tran-

sitivamente permutados por FH. Vamos denotar por Ω o conjunto das componentes de

Wedderburn tV1, . . . , Vtu. Vamos dividir a prova em uma sequência de passos.

(1) Podemos assumir que Q age fielmente sobre V .

Prova: Suponha que KerpQ em Vq ‰ 1 e seja Q “ Q{KerpQ em Vq. Pelo

Lemma 1.3.6(d) temos que CQpF q “ 1 e CQpHq “ CQpHq. Então |rCV pHq, CQpHqs| “

|rCV pHq, CQpHqs| e assim podemos assumir que Q age fielmente sobre V . �

(2) Podemos assumir que Q “ xcF y para qualquer elemento 1 ‰ c P CZpQqpHq de

ordem prima q.

Prova: Como ZpQq é um subgrupo FH-invariante, temos que CQpHqXZpQq ‰ 1

pelo Lema 2.1.4. Então escolhemos um elemento não trivial c P CQpHqXZpQq cuja ordem

é q. Considere xcFHy “ xcF y, o subgrupo minimal FH-invariante contendo c. Como V é

irredutível, temos que V “ rV, xcF ys. Então podemos assumir que Q “ xcF y. �

Rodrigues, E. Mat – UnB

mailto: eliana.rodrigues@ifg.edu.br
http://www.mat.unb.br


5.1. Demonstração do resultado técnico 59

(3) V “ rV, cs ¨ rV, cf1s ¨ ¨ ¨ rV, cfns onde n é um número ps, |H|q-limitado.

Prova: Como KerpCQpHq em CV pHqq “ KerpCQpHq em V q temos que CQpHq

está imerso no grupo de automorfismos de rCV pHq, CQpHqs. Pelo Lema 5.1.1, CQpHq

tem posto s-limitado, e assim pelo Lema 2.1.8, temos que Q tem posto ps, |H|q-limitado.

Logo, existe um número n que é ps, |H|q-limitado tal que Q “ xc, cf1 , . . . , cfny. Então,

pelo Lema 3.1.5 o resultado segue. �

(4) A proposição segue.

Prova: Pelo item (3) é suficiente limitar |rV, cs|. Seja Ω1 uma F -órbita de Ω e

W “
ř

UPΩ1
U . Note que rW, cs ‰ 0, pois caso contrário teríamos rW h, cs “ 0 para todo

h P H e portanto rV, cs “ 0. Além disso, note que rW, cs “
ř

UPΩ1
rU, cs.

Seja U P Ω1 tal que rU, cs ‰ 0. Então CUpcq “ 0 e assim CUhpcq “ 0 para cada

h P H. Além disso, Uh “ rUh, cs para cada h P H.

Seja H1 o estabilizador de Ω1 em H. Primeiro vamos supor que H1 “ 1. Então

StabHpUq “ 1 e portanto a soma X “
ř

hPH U
h é direta. Daí,

CXpHq “ t
ÿ

hPH

vh : v P Uu.

Segue que |U | “ |CXpHq|. Como CXpHq “ rCXpHq, cs ď rCV pHq, CQpHqs, obtemos que

|U | é no máximo ps e então |X| “ |CXpHq||H| é no máximo ps|H|. De fato, provamos que

cada componente U tal que rU, cs ‰ 0 produz um elemento de rCV pHq, CQpHqs. Então

|rW, cs| “
ř

UPΩ1
|rU, cs| é no máximo ps e assim |rV, cs| é no máximo ps|H|.

Agora suponha que H1 seja um subgrupo próprio não trivial de H. Afirmamos que

H1 tem exatamente uma órbita não regular em Ω1.

Sejam S “ StabFH1pUq e F1 “ F X S. Temos que |F : F1| “ |Ω1| “ |FH1 : S| e

assim |S : F1| “ |H1|. Como p|F1|, |H1|q “ 1, existe um complemento S1 de F1 em S com

|H1| “ |S1|. Então passando, se necessário, a um conjugado de U em Ω, podemos assumir

que S “ F1H1, ou seja, U é H1-invariante. Agora considere x P F e 1 ‰ h P H1 tais que

Uxh “ Ux. Temos rh, xs P F1 e assim F1x “ F1x
h “ pF1xq

h. Isso implica a existência

de um elemento g P F1x X CF phq. Agora a ação de Frobenius de H1 em F implica que

x P F1. Ou seja, para cada x P F zF1 temos StabH1pU
xq “ 1. Isso prova a afirmação.

Agora se StabH1pUq “ H1, então |U | “ |CUpH1q|
|H1|, pelo Teorema 2.1.8(a), pois

StabFH1pUq “ F1H1 é um grupo de Frobenius e CUpF1q “ 1. Se StabH1pUq “ 1, então a
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soma X1 “
ř

hPH1
Uh é direta. Daí,

CX1pH1q “ t
ÿ

hPH1

vh : v P Uu.

Como no parágrafo anterior, obtemos que |X1| “ |CUpH1q|
|H1|. Agora, seja T um trans-

versal de H1 em H. Neste caso,

CV pHq “ t
ÿ

tPT

vt : v P CW pH1qu.

Temos |rCV pHq, cs| “
ř

tPT |rCW pH1q, cs
t| e então |rCW pH1q, cs| é no máximo ps. Portanto

|rW, cs| é no máximo ps|H1| e consequentemente |rV, cs| é no máximo ps|H|. �

5.2 Demostração do Teorema 5.0.1

Agora vamos dar uma prova detalhada para o Teorema 5.0.1(b). A prova do

Teorema 5.0.1(a) pode ser obtida por adaptações na prova do Teorema 5.0.1(a).

Vamos assumir as seguintes hipóteses. Seja FH um grupo de Frobenius com núcleo

F e complemento H. Suponha que FH aja sobre um grupo finito G de tal forma que

CGpF q “ 1. Além disso, assuma que G “ PQ onde P e Q são subgrupos FH-invariantes

tais que P é um p-grupo normal para um primo p e Q é um p1-grupo nilpotente. Se

|rCP pHq, CQpHqs| “ ps, então vamos provar que |γ8pGq| “ pt onde t é um número ps, |H|q-

limitado. Note que γ8pGq “ rP,Qs.

Considere uma FH-série normal não refinável

P “ P1 ą P2 ą ¨ ¨ ¨ ą Pk ą Pk`1 “ 1.

Note que os fatores Pi{Pi`1 são abelianos elementares. Seja V “ Pk. Como

CV pQq “ 1, temos que V “ rV,Qs. Podemos também assumir que Q age fielmente sobre

V . Pela Proposição 5.1.2, obtemos que |V | “ pj, onde j é um número ps, |H|q-limitado.

Agora vamos provar que k ď s. Seja S “ Pi{Pi`1. Se rCSpHq, CQpHqs “ 1, então

rS,Qs “ 1 pelo Lema 2.1.8. Como CP pQq “ 1, concluímos que cada fator contém uma

imagem não trivial de um elemento de rCP pHq, CQpHqs. Então, k ď s e podemos usar

indução sobre k para obter um número ps, |H|q-limitado t tal que |rP,Qs| “ pt.
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Observamos que, até agora, as demonstrações de vários dos resultados que limitam

a classe de nilpotência necessitam passar ao recurso das álgebras de Lie. Neste sentido,

ressaltamos que nossos resultados generalizam alguns desses teoremas sem passar pelas

álgebras de Lie.

5.3 Considerações Finais

Ao longo deste trabalho, vimos que quando um grupo A age por automorfismos

sobre um grupo finito G de modo que CGpAq “ 1 podemos obter algumas informações

sobre a estrutura de G, uma vez conhecidas algumas propriedades de A.

Além dos resultados já apresentados ao longo desses capítulos, e uma vez que no

Teorema 5.0.1 conseguimos limitar a ordem de G apenas em função das ordens de H e

γ8pCGpHqq, e o posto de G apenas em função da ordem de H e do posto de γ8pCGpHqq, a

pergunta que surge naturalmente é se é possível melhorar o resultado do Corolário 4.0.2,

ou seja, se é possível demonstrar o seguinte resultado.

Problema: Seja D “ xα, βy um grupo diedral gerado por duas involuções α e β.

Suponha que D aja sobre um grupo finito G de tal maneira que CGpαβq “ 1. Então:

a) a ordem de γ8pGq é limitada em termos das ordens de γ8pCGpαqq e γ8pCGpβqq;

b) o posto de γ8pGq é limitado em termos do posto de γ8pCGpαqq e γ8pCGpβqq.
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LISTA DE SÍMBOLOS

G Um grupo.

CGpHq Centralizador de H em G.

NGpHq Normalizador de H em G.

Gpnq n-ésimo termo da série derivada de G.

γnpGq n-ésimo termo da série central inferior de G.

H ď G Subgrupo de G.

N EG Subgrupo Normal de G.

rx, ys x´1y´1xy.

rG,Hs Comutador de H e G

Fp Corpo com p elementos.

|G| Ordem de G.

rG : Hs Índice de H em G.

xXy Subgrupo gerado pelos elementos do conjunto X.

ΦpGq Subgrupo de Frattini de G.

OπpGq Produto dos π-subgrupos normais de G, onde π é um conjunto de pri-
mos.

hpGq Altura de Fitting de G.

F pGq Subgrupo de Fitting.

FnpGq n-ésimo termo da série de Fitting de G.

A# O conjunto dos elementos não triviais de A
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