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Resumo

Seja A um grupo agindo por automorfismos sobre um grupo finito G. O objetivo deste
trabalho é demonstrar que propriedades do residual nilpotente de Cz(a), onde a € A, estao
relacionadas as correspondentes propriedades do residual nilpotente de G. Considerando
um grupo diedral D = {(«, 5), gerado por duas involu¢oes o e 3, agindo coprimamente
por automorfismos sobre um grupo finito G de tal forma que Cg(af) = 1, mostramos
que a ordem e o posto de v, (G) sao limitados, respectivamete, em funcao de |D| e da
ordem e do posto de 7, (Ca(a)) € 70 (Ca(B)). Agora sejam um p-grupo finito P agindo
por automorfismos sobre um grupo finito G de tal forma que Cg(M) = 1, onde M ¢é
um subgrupo maximal de P, e todos os elementos em P\M tem ordem p. Mostramos
que se Y5 (Ca(z)) tem ordem no méximo m para qualquer x € P\M, entdo v, (G) tem
ordem limitada em fun¢do de m e da ordem de P. Além disso, se 7, (Cg(x)) tem posto
no maximo r para qualquer x € P\M, entao v,(G) tem posto limitado em fungao de m
e da ordem de P. Por fim, consideramos um grupo de Frobenius F'H com ntucleo F' e
complemento H, agindo coprimamente por automorfismos sobre um grupo finito G de tal
forma que C(F') = 1 e mostramos que se Y, (Cqe(H)) tem ordem no maximo m, entao
Yoo (G) tem ordem limitada apenas em fungao da ordem do complemento H e da ordem
de Y (Ce(H)). Além disso, o posto de 7, (G) é limitado apenas em termos da ordem do
complemento H e do posto de 74 (Ce(H)).



Abstract

Let A be a group acting by automorphisms on a finite group G. The goal of this work
is to prove that properties of nilpotent residual of Cg(a) where a € A are related with
correspondents properties of nilpotent residual of G. Considering a dihedral group D =
{a, B), generated by two involutions a and (3, acting coprimely on a finite group G such
that Cq(af) = 1, we prove that the order and rank of v, (G) are limited, respectively, in
terms of |D| and the order and rank of 7, (Cg()) € 7 (Cg(5)). In the case where a finite
p-group P acts by automorphisms on a finite group G in such a way that Cg(M) = 1,
where M is a maximal subgroup of P and all elements in P\M have order p. We will
prove that if 74 (Cg(x)) has order at most m for any x € P\M, then 74 (G) has (m, |P|)-
bounded order. Moreover if v, (Cq(2)) has rank at most r for any x € P\M, then v, (G)
has (r, |P|)-bounded rank. Finally, we consider a Frobenius group F'H with kernel F' and
complement H, acting coprimely by automorphisms on a finite group G in such a way
that Cq(F) = 1. We will prove that if 7, (Cg(H)) has order at most m, then the order
of 75 (G) is bounded only by the order of complement H and the order of 74 (Cs(H)).
Moreover, the rank of 7., (G) is bounded only in terms of the order of complement H and
the rank of v, (Cq(H)).
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INTRODUCAO

Seja G um grupo finito e ¢ um elemento do grupo de automorfismos de G. Deno-

tamos por Cg(¢) o subgrupo dos pontos fixos de ¢ em G, ou seja,

Cq(p) = {re G;x¥ =z}

Quando este subgrupo é trivial, dizemos que ¢ ¢é livre de pontos fixos em G. De ma-
neira anéloga, quando consideramos A um subgrupo do grupo de automorfismos de G, o

centralizador de A em G é definido por

Co(A) = {z € G;2¥ = x,para todo ¢ € A}.

No caso em que Cg(A) = 1, dizemos que A ¢é livre de pontos fixos em G.

Seja G um grupo finito e considere ¢ um automorfismo de GG cuja ordem é um
nimero primo. Existem muitos resultados que mostram como a estrutura do subgrupo
Ca(p) exerce influéncia sobre a estrutura do grupo G. Por exemplo, se ¢ tem ordem
dois e é livre de pontos fixos, entao GG é abeliano. Outro resultado bastante conhecido
¢ o Teorema de Thompson [30], o qual afirma que se um grupo finito G admite um
automorfismo livre de pontos fixos de ordem prima, entao G é nilpotente.

Motivado pelo Problema 17.72 do Kourovka Notebook [I7] proposto por Mazurov
em 2010, o qual citamos abaixo, o caso em que um grupo de Frobenius F'H, com ntcleo
F' e complemento H, age sobre um grupo finito G de tal forma que a a¢ao do nicleo
F é livre de pontos fixos vem ganhando destaque. Recorde que um grupo de Frobenius

A = FH, com nucleo F' e complemento H, pode ser caracterizado como um grupo finito
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2 Introducao

A que é o produto semidireto de um subgrupo normal F' por H tal que Cr(h) = 1 para
todo h e H*.

Problema 17.72 do Kourovka Notebook [I7]: Seja F'H um grupo de Frobe-
nius com nucleo F' e complemento H. Suponha que F'H aja sobre um grupo finito G de

modo que GF seja um grupo de Frobenius com niicleo G e complemento F'.

i) A classe de nilpoténcia de G ¢ limitada em termos da ordem de H e da classe de

nilpoténcia de Co(H)?
ii) O expoente de G é limitado em termos da ordem de H e do expoente de Cq(H)?

O primeiro item do Problema 17.72 foi resolvido por N. Yu. Makarenko e P.
Shumyatsky em 2010 [24]. O segundo item continua sem resposta. No entanto, foi provado
em [I6], por E. I. Khukhro, N. Yu. Makarenko e P. Shumyatsky, que se considerarmos
que o grupo de Frobenius F'H tem nicleo ciclico e que F'H age sobre G de tal forma que
Cq(F) =1 e Cg(H) tem expoente e, entdo o expoente de G é limitado em termos de e
e da ordem de FFH. A partir desse trabalho os autores propuseram os Problemas 18.66 e
18.67 na Edigao 18 do Kourovka Notebook.

O Problema 18.66 considera o caso em que o grupo finito G admita a acao de
um grupo de Frobenius F'H com niticleo F' e complemento H de tal forma que o grupo
GF também é um grupo de Frobenius com niicleo G complemento F' e pergunta se o
comprimento derivado de G pode ser limitado em termos da ordem de H e do comprimento
derivado de C¢(H).

O Problema 18.67 considera um grupo de Frobenius F'H com ntucleo F' e comple-
mento H agindo por automorfismos sobre um grupo finito G de tal forma que Cg(F) = 1
e pergunta se é possivel limitar o expoente de G em termos da ordem de F' e do expoente
de Co(H).

Recorde que o posto de um grupo finito G é o menor namero r = r(G) tal que
todo subgrupo de G pode ser gerado por no maximo r elementos. Quando se considera
que o nucleo F' age livre de pontos fixos sobre GG, E. I. Khukhro, N. Yu. Makarenko e P.

Shumyatsky mostraram, em 2014, o seguinte teorema sobre a estrutura de G.

Teorema [2.1.8[Teorema 2.7 [16]] Suponha que um grupo finito G admita um grupo de
Frobenius de automorfismos FFH com nicleo F' e complemento H tal que Co(F) = 1.

Entao:

RODRIGUES, E. Mat — UnB
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Introducao 3

a) |G| = |C(H)|";
b) o posto de G € limitado em termos da |H| e do posto de Cq(H);

c) se Cq(H) € nilpotente, entao G é nilpotente.

Recentemente, em 2019, E. de Melo e J. Caldeira [2] mostraram o seguinte teorema
que limita a classe de nilpoténcia de G no caso em que temos a a¢gao de um grupo de

Frobenius supersoluvel.

Teorema 0.0.1 Seja FH um grupo de Frobenius supersolivel com nicleo F' e comple-
mento H. Suponha que FH aja sobre um grupo finito G de tal forma que Co(F) =1 e
Ce(H) € nilpotente de classe c. Entao a classe de nilpoténcia de G é limitada em termos

de ¢ e da ordem de FH.

No caso em que o grupo de Frobenius nao é supersoluvel esse resultado nao é
verdadeiro. Isso pode ser visto no Exemplo 5.10 em [I6] no qual os autores consideram
um grupo de Frobenius de ordem 12, que nao é supersoluvel, agindo sobre um grupo finito
G e mostram que a classe de nilpoténcia de G nao pode ser limitada.

Em 2013 P. Shumyatsky [29] considerou um grupo diedral agindo sobre G e de-

monstrou os seguintes resultados.

Teorema Seja D = {a, 8) um grupo diedral gerado por duas involugoes a e 3. Se
D age sobre um grupo finito G de tal forma que Cq(af) = 1, entio G = Cq(a)Cq(B) e
G| = |Ca()]|Ca(B)]-

Teorema Seja D = {a, B) um grupo diedral gerado por duas involugdes v e 3. Se
D age sobre um grupo finito G de tal forma que Cg(a8) = 1 entao o posto de G € limitado
em termos de 7(Ce()) e r(Ca(B)).

Em 2018 E. de Melo e J. Caldeira [4] demonstraram as seguintes generalizagoes.
Teorema 0.0.2 Seja A um grupo finito e M é um subgrupo normal de A. Suponha que

todos os elementos em A\M tem ordem p. Se A age sobre um p'-grupo finito G de tal
forma que Co(M) =1 e Cg(x) € nilpotente para todo x € A\M, entao G € nilpotente.

No caso particular em que A é um p-grupo os autores limitaram a classe de nilpo-

téncia e provaram o seguinte resultado.
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4 Introducao

Teorema 0.0.3 Seja P um p-grupo finito e M um subgrupo normal de P. Suponha que
todos os elementos em P\M tenham ordem p. Se P age sobre um grupo finito G de tal
forma que Cq(M) =1 e Cg(x) € nilpotente de classe no mdzimo ¢ para todo v € P\M,

entio G € nilpotente com classe limitada em termos de ¢ e |P)|.

Vamos usar a expressao (a,b,...)-limitado para abreviar "limitado superiormente

apenas em termos de a,b,... ".

Lembre que o residual nilpotente de G, denotado por
Yo (G), é o subgrupo obtido pela interse¢ao de todos os subgrupos normais de G cujos
quocientes sao nilpotentes. Em [5] E. de Melo, A. S. Lima e P. Shumyatsky provaram os

seguintes teoremas.

Teorema Sejam q um niumero primo e A um q-grupo finito de expoente q agindo
por automorfismos sobre um ¢ -grupo finito G. Suponha que A tenmha ordem pelo menos

@ e |70 (Cgla))| < m para qualquer a € A¥. Entio v, (G) tem ordem (m, q)-limitada.

Teorema Sejam q um numero primo e A um q-grupo finito de expoente q agindo
por automorfismos sobre um ¢ -grupo finito G. Suponha que A tenha ordem pelo menos

@ er(v5(Cq(a))) < r para qualquer a € A*. Entdao v, (G) tem posto (r, q)-limitado.

O resultado abaixo, apresentado em [3] por de Melo, mostra que sob as mesmas
hipoteses dos teoremas acima é possivel melhorar a limita¢ao da ordem de ., (G) de modo

que nao dependa da ordem do grupo A.

Teorema Sejam q um numero primo e A um q-grupo finito de expoente q agindo
por automorfismos sobre um ¢ -grupo finito G. Suponha que A tem ordem pelo menos ¢*

e |7 (Ca(a))| < m para qualquer a € A*. Entio v.(G) tem ordem m-limitada.

Motivados por esses resultados, vamos considerar a acao de um grupo supersolt-
vel sobre um grupo finito GG e estudar como se comporta a ordem e o posto do residual
nilpotente de G. Com o objetivo de generalizar os resultados anteriores para grupos de
automorfismos supersoliiveis, iniciamos a apresentacao de novos resultados com a demons-

tragao do seguinte resultado técnico.

Teorema Seja A um grupo supersolivel e B um subgrupo normal de A, cuja ordem
€ um primo q. Suponha que exista um conjunto de geradores xi,...,x; de A tais que
cada subgrupo A; = (B,x;) € um grupo de Frobenius ou um q-grupo abeliano elementar
de posto 2. Assuma que A aja coprimamente sobre um grupo finito G de tal forma que

Cn(B) ={(Cn(A1),...,Cn(Ay)) para qualquer subgrupo N, de G, que é A-invariante .
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a) Se Cq(z) € nilpotente para qualquer x € {AT, ... A¥}, entdo G ¢ nilpotente.

b) Se voo(Ca(x)) tem ordem no mdximo m para qualquer x € {A¥ ... A}, entio

Yoo (G) tem ordem (m, |Al])-limitada.

¢) Sevu(Ca(x)) tem posto no mdzimo r para qualquer x € {A¥ ...  A¥}, entio v (G)

tem posto (r,|A|)-limitado.

Com esse resultado obtemos dois corolarios que enunciamos a seguir.

Teorema Seja D = {a, 8) um grupo diedral gerado por duas involugées v e [5.

Suponha que D age coprimamente sobre um grupo finito G de tal forma que Cg(af3) = 1.

a) Se 75 (Cala)) € 70 (Ca(B)) tém ordem no mdximo m, entio v.(G) tem ordem

(m, | D|)-limitada.

b) Se Vo (Ca()) e Yo (Ca(B)) tém posto no mdazximo r, entdo v (G) tem posto (r,|D])-

limitado.

Teorema Seja P um p-grupo finito e M um subgrupo mazximal de P. Assuma que
todos os elementos em P\M tem ordem p. Suponha que P aja sobre um grupo finito G

de tal forma que Cq(M) = 1.

a) Se v (Cq(x)) tem ordem no mdzimo m para qualquer x € P\M, entdo v, (G) tem

ordem (m,|P|)-limitada.

b) Se v (Cq(x)) tem posto no mdximo r para qualquer x € P\M, entdo v.(G) tem
posto (r,|P|)-limitado.

O Teorema [4.0.1 também pode ser aplicado ao caso em que um grupo de Frobenius
supersolivel age por automorfismos sobre um grupo finito G. No entanto, provamos o
teorema abaixo que mostra que o resultado vale para grupos de Frobenius que nao sao
necessariamente supersoliiveis e, além disso, que as propriedades do residual nilpotente

de G nao dependem da ordem do ntucleo de Frobenius.

Teorema Seja FH um grupo de Frobenius com nicleo F' e complemento H. Su-
ponha que FH aja sobre um grupo finito G de tal forma que Co(F) = 1. Entao:

a) |70 (G)| € limitado em termos da |H| e |y (Ca(H))|;
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6 Introducao

b) o posto de v, (G) € limitado em termos da |H| e do posto de v, (Ca(H)).

Este trabalho sera dividido em cinco capitulos. No Capitulo 1 daremos algumas
definicoes e resultados cléssicos da Teoria de Grupos que serao utilizados ao longo do texto.
No Capitulo 2 estudamos grupos de Frobenius e grupos diedrais agindo por automorfismos,
sendo que o objetivo é demonstrar o Teorema [2.1.8 o Teorema [2.2.5) e o Teorema [2.2.7]
No Capitulo 3 estudamos propriedades como posto e a ordem do residual nilpotente de
um grupo finito G quando consideramos a ac¢ao de um g¢-grupo finito A de expoente ¢
agindo por automorfismos sobre um ¢’-grupo finito G e demonstramos os Teoremas [3.0.1]
B.0.2] ¢ 3.0.4, No Capitulo 4 provamos o Teorema e seus corolarios. Por fim, no
capitulo 5 provamos o Teorema Os resultados dos capitulos 4 e 5 possuem preprint

e serao submetidos em breve.
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CAPiTULO 1

PRELIMINARES

O objetivo deste capitulo é apresentar defini¢oes e propriedades de Teoria de Gru-
pos que serao uteis para o desenvolvimento deste trabalho. O leitor interessado pode

consultar [§], [25], [26].

1.1 Definicoes basicas e propriedades

Definigao 1.1.1  a) Dizemos que uma sequéncia finita {H;}o<i<n de subgrupos de G é
uma Série se

l=Hy9H, <---<4H,1dH, =G.

Os subgrupos Hy, Hy, ..., H, sdo chamados termos da série e os subgrupos quoci-

entes H;/H; 1,0 < i < n sao os fatores da série;

b) Uma série de subgrupos de um grupo G

l1=Hy<H,<---4H, ,<H, =G.

€ uma série normal de G se temos H; I G, para cada 0 < i < n.

c) A sequéncia de subgrupos definida indutivamente por

1(G) =G evi(G) = [vi-1(G), G]
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8 1. Preliminares

€ chamada série central inferior;

d) A intersecao termos da série central inferior de G € chamado residual nilpotente

e € denotado por v, (G).

Proposicao 1.1.2 (Corolario 2.5.6 [15]) Se um grupo G ¢é gerado por d elementos,
ent@o Y (G)/Yns1(G) € gerado por d* elementos, para cada n.

Defini¢ao 1.1.3  a) Um fator H/K de uma série de G € dito ser um fator central
de G se K é normal em G e H/K < Z(G/K);

b) G é dito nilpotente se possui uma série cujos fatores sao centrais. Tal série é

chamada série central;
c) O tamanho da menor série central de G é chamado classe de nilpoténcia;
d) G ¢ dito soluvel se possui uma série cujos fatores sao abelianos;

e) G € dito supersolivel se possui uma série normal cujos fatores sao ciclicos.

Defini¢ao 1.1.4 Seja G um grupo finito. O radical solivel de G, denotado por R(G),

€ 0 mator subgrupo normal solivel de G.

Definicao 1.1.5 Seja m um conjunto de nimeros primos. Um inteiro positivo n € dito

um T-numero se todo divisor primo de n pertence a T.

Definicao 1.1.6 Seja H um subgrupo de G. Dizemos que H é um m-subgrupo de G se

|H| é um m-nimero.

Proposicao 1.1.7 Se G é um grupo finito, entao G contém um unico w-subgrupo normal

mazximal, o qual € denotado por O (G).

Defini¢ao 1.1.8 O subgrupo de Fitting, F(G), de um grupo finito G € o produto de

todos os subgrupos normais nilpotentes de G.

Note que, pela proposigao abaixo, temos que se G é um grupo finito, entao F(G)

¢ um grupo nilpotente.

Proposicao 1.1.9 (Lema 1.1 [8]) Se H e K sao subgrupos normais nilpotentes de um

grupo finito G, entao HK também é um subgrupo normal nilpotente de G.
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Definigao 1.1.10 Defina os subgrupos F;(G) recursivamente como Fo(G) =1 e
F(G)/Fi-a(G) = F(G/F-1(G))

para cada inteiro 1 = 1. A série formada por estes subgrupos é denominada série de
Fitting de G.
Se G € um grupo solivel, o menor nimero inteiro h = h(Q) tal que F,(G) = G ¢

denominado altura de Fitting de G.

Todo grupo finito possui uma série normal cujos fatores sao soliiveis ou um produto
direto de grupos simples nao abelianos. Em [I8|, E. I. Khukhro e P. Shumyatsky definem
o comprimento nao solivel de um grupo finito G como o nimero minimo de fatores nao

soltiveis em uma série desse tipo.

Definicao 1.1.11 Considere uma série normal, de um grupo finito G, onde cada um
dos seus fatores € soluvel ou produto direto de grupos simples nao abelianos, definimos o

comprimento nao solivel \(G), como o menor nimero de fatores nao soliveis.

Proposigao 1.1.12 (Corolario 1.2 [18]) O comprimento nao solivel \(G) de um grupo

finito G nao excede o mdximo das alturas de Fitting dos subgrupos soliveis de G.

Lema 1.1.13 (Lema dos Trés Subgrupos) Seja G um grupo, H, K, L subgrupos de G
e N um subgrupo normal de G tal que [H, K, L|,[L,H, K] < N, entao [K,L,H] < N.

Definicao 1.1.14 Seja G um grupo finito solivel e denote pq,...,pr primos distintos
divisores da ordem de G. Seja Q; um p'-subgrupo de Hall de G, entio {Q1,...,Qr} €

chamado sistema de Sylow de G.

Definigao 1.1.15 Seja {Q1, ..., Qx} um sistema de Sylow de um grupo finito solivel G.

Entao o subgrupo
k
N = Na(@)
i=1

€ chamado normalizador de sistema de G.

Defini¢ao 1.1.16 Sejam K<H < G e L < G. Dizemos que L cobre H/K se HL = KL,

ou equivalentemente, se H = K(H n L).
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Teorema 1.1.17 (Teorema de P. Hall) Se N € um normalizador de sistema de um

grupo finito soluvel G, entao N cobre os fatores princiais centrais de G.

Definicao 1.1.18 O posto de um grupo finito que € dado por

r(G) = sup{d(H) | H < G},

onde d(G) é o nimero minimo de geradores de G.

E interessante notar que nem sempre o nimero de geradores de um subgrupo de
GG é menor do que o nimero de geradores de G. Veja por exemplo o grupo simétrico Sg,
para o qual temos d(Sg) =2 e d(H) = 3, onde H = {(12),(34), (56)). Um exemplo desse
fenéomeno na familia de p-grupos é o produto entrelacado G = C51Cy. Neste caso, o grupo
base B do produto entrelacado G é tal que B =~ (5 x Uy x Cy x Cy. Entao G = B x Cy e
temos que d(G) =2 e d(B) = 4.

1.2 p-grupos

Nesta secao apresentaremos uma introducao a importante classe dos p-grupos fi-

nitos.

Definicao 1.2.1 Seja p um primo. Um grupo G no qual todo elemento tem sua ordem

1qual a uma poténcia de p € chamado um p-grupo.
Proposicao 1.2.2 Qualquer p-grupo finito é um grupo nilpotente.

O subgrupo de Frattini ®(G) de um grupo finito G é definido como a intersecao
de todos os seus subgrupos maximais. Caso G nao possua nenhum subgrupo maximal,
definimos ®(G) = G. Quando G é um p-grupo finito, veremos no teorema a seguir que o
subgrupo de Frattini nos mostra uma informacao importante sobre a quantidade minima

de geradores de GG. Denote por F, um corpo finito com p elementos.

Teorema 1.2.3 (Teorema da Base de Burnside) Seja G um p-grupo finito. Entdo:

a) G/®(G) é um p-grupo abeliano elementar e consequentemente pode ser visto como

um espago vetorial sobre IF),;
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b) o conjunto {x1,...,x4} € um conjunto minimo de geradores para G se, e somente

se, {r1P(G),...,z4P(G)} € uma base para G/P(G);

¢) o numero minimo d = d(G) de geradores do grupo G coincide com a dimensdo de

G/®(G) como um F,-espaco vetorial. Ou seja, |G : ®(G)| = p*.

Defini¢ao 1.2.4 Um p-grupo G € dito extraespecial se é nao abeliano, G' = Z(G) e
1Z(G)| = p.

1.3 Automorfismos de grupos

Vamos usar a notagao g® para denotar a imagem de g sob a a¢ao de um automor-

fismo a.

Definicao 1.3.1 Seja G um grupo e o um elemento do grupo de automorfismos de G.

Dizemos que a € livre de pontos fixos se

onde Cg(a) = {g € G;g* = g}.

De maneira analoga, temos a seguinte defini¢ao.

Definicao 1.3.2 Seja G um grupo e A um subgrupo do grupo de automorfismos de G. O
centralizador de A em G € definido como Cg(A) = {g € G;g* = g para todo o € A} e

dizemos que A € livre de pontos fixos em G, sempre que Cq(A) =1 .

Teorema 1.3.3 (Teorema 1.48 [9]) Um grupo finito admitindo um automorfismo que

deiza apenas o elemento identidade fixo € necessariamente soluvel.

Teorema 1.3.4 (Thompson [8]) Se G admite um automorfismo livre de pontos fixos

de ordem prima, entao G € nilpotente.

Definigao 1.3.5 Seja A um grupo que age por automorfismos sobre um grupo finito G,

dizemos que A age coprimamente sobre G se (|A|,|G|) = 1.
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Se A é um grupo de automorfismos de um grupo G, o subgrupo gerado pelos
elementos da forma g~'g® com g € G e a € A é denotado por [G, A]. O subgrupo [G, A] é
A-invariante e normal em G. Além disso, vamos denotar por 7(G) o conjunto de nimeros
primos divisores da ordem de G.

O proximo resultado é uma colecao de fatos sobre acao coprima. As demonstragoes

destes resultados podem ser encontradas em [§].

Proposigao 1.3.6 Seja A um grupo de automorfismos de um grupo finito G tal que

(|G|,]4|) = 1. Entao:
(a) G = Ca(A)[G, Al;
(b) |G, A, A] =[G, A,
(c) A deiza invariante algum p-subgrupo de Sylow de G para cada primo p € 7(G);
(d) Cgn(A) = Co(A)N/N para qualquer subgrupo normal A-invariante N de G;
(e) se G € nilpotente e A € um grupo abeliano nao ciclico, entio G = HaeA# Cgl(a).

Como elementos de grupos, dizemos que um automorfismo o de um grupo G é
um 7-automorfismo se sua ordem é divisivel apenas pelos primos do conjunto 7, e é um

7’-autmomorfismo se nenhum dos primos em 7 divide sua ordem.

Teorema 1.3.7 (Thompson, Teorema 5.3.11 [8)]) Um p-grupo finito P possui um sub-

grupo caracteristico C' com as sequintes propriedades:
a) cd(C) <2 eC/Z(C) € abeliano elementar;
b) [P,C) < Z(C);
¢) Cp(C) = Z(C);
d) Todo p'-automorfismo nao trivial de P induz um automorfismo nao trivial de C'.

Um subgrupo caracteristico C' de um p-grupo P que satisfaz as condigoes do teo-

rema acima é chamado subgrupo critico.
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1.4 Representacoes de grupos

Nesta secao vamos apresentar alguns resultados acerca da teoria de representacao
de grupos finitos. Nosso objetivo é apresentar o Teorema de Clifford, o qual seré usado
nos capitulos seguintes. Mais informacoes sobre este assunto podem ser encontradas em
[8].

A partir de agora, vamos considerar V' um espaco vetorial de dimensao finita sobre
um corpo F e denotar por GL(V) o grupo de transformacoes lineares invertiveis de V.

Um homomorfismo

o:G—GL(V)

¢ chamado uma representacao do grupo G. Quando o é injetivo, dizemos que a repre-
sentacao é fiel. A representacao sera dita #rredutivel se 0 e V sao os Gnicos subespagos
o(G)-invariantes de V', caso contrario o ¢ dita redutivel. Além disso, uma representagao

sera dita completamente redutivel se

V=Vehe &V,

onde cada V; é um subespago nao nulo, invariante por o, e a restri¢ao o|y, de o a cada
um desses subespacos é uma representacao irredutivel.
Apresentamos agora o Teorema de Maschke, o qual é um critério suficiente para

que uma dada representacao seja completamente redutivel.

Teorema 1.4.1 (Maschke) Seja o uma representacio de G sobre V' e assuma que a
caracteristica de F € zero ou coprima com a ordem de G. Entao o é completamente

redutivel.

O Teorema de Maschke nos diz que para conhecer as representacoes de um grupo,
basta conhecermos suas representagoes irredutiveis. Uma aplicagao desse teorema é o

seguinte resultado.

Teorema 1.4.2 (Teorema 3.3.3 [9]) Seja P um p-grupo abeliano elementar e seja @

um q-subgrupo abeliano nao ciclico de Aut(P), onde p e q sdo primos distintos. Entdo
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Em particular, P € gerado por seus subgrupos Cp(z), com x € Q.

Agora apresentamos o Teorema de Clifford. Esse teorema apresenta uma maneira
de ver como se da a decomposigao de V' sobre a agao de um subgrupo normal de G. Uma

demonstragao desse resultado pode ser encontrada em |[[§], Teorema 3.4.1].

Teorema 1.4.3 (Clifford) Sejam V um G-mddulo e H um subgrupo normal de G. En-
tao 'V € a soma direta de subespagos V;, 1 < i < n, os quais sao H-invariantes e satisfazem

as sequintes condigoes:

i) Vi=Xa®Xin®- - ® Xy, onde cada X;; € um H-submodulo irredutivel, 1 < i < n,
t € independente de i e X;;, Xyj sao H-submddulos isomorficos se, e somente se

1 =1

it) Para qualquer H-submddulo U, temos U = Uy @Us®- - -@U,.; onde Uy =UnNV;, 1<
1 < n. Em particular, qualquer H-submaodulo irredutivel de V' estd contido em algum

dos V;;

iii) Para qualquer x € G, a aplicagio 7(x) : V; — Viz é uma permutagao do conjunto
S = {V,Vs,...,V,} e induz uma representa¢io permutacional transitiva de G

sobre S. Além disso, HCg(H) estd contido no nicleo de 7.

Os subespagos V;, 1 < i < n sdao chamados componentes de Wedderburn de V

com respeito a H.

1.5 Grupos de Frobenius

Nesta se¢ao faremos um estudo introdutorio aos grupos de Frobenius. A referéncia

utilizada aqui sera [g].

Definicao 1.5.1 Dado um grupo G, dizemos que um subgrupo H € disjunto de seus
conjugados se H* " H =1 ou H* n H = H para todo x € G. Neste caso, H € dito

complemento de G.

Definicao 1.5.2 Seja H um subgrupo nao trivial de um grupo finito G. Dizemos que G
€ um grupo de Frobenius com complemento H, se H é disjunto de seus conjugados e €

seu proprio normalizador em G.
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Um grupo de Frobenius também pode ser visto como um grupo de permutacoes
transitivo sobre um conjunto finito tal que nenhum elemento nao trivial fixa mais do
que um ponto e algum elemento nao trivial fixa um ponto. Recorde que um grupo de
permutacoes GG agindo sobre um conjunto €2 é dito ser tansitivo sobre ) sempre que
dados w, w’ em Q existe x em G tal que wr = w'.

Uma forma de caracterizar os grupos de Frobenius a partir da estrutura de seu

complemento é dada no seguinte teorema.

Teorema 1.5.3 Sejam F um grupo finito e H um subgrupo de Aut(F). Suponha que
para todo elemento ndo trivial h € H temos Cp(h) = 1. Entdo o produto semidireto

G =F x H ¢ um grupo de Frobenius com nicleo F' e complemento H.

Prova: Primeiramente vamos mostrar que H é seu proprio normalizador em G.
Note que dado z € G temos H* = H/, para algum f € F, pois G = FH. Suponha que
H/ = H para algum f € F, entdo [f,h] € H para todo h € H. Por outro lado, como F
¢ normal em G, temos que [f,h] € F. Logo [f,h] = 1, pois F n H = 1, ou seja, f* = f
para todo h € H. Portanto f e Cp(H) = 1.

Agora vamos mostrar que H n Hf =1 ou H n H' = H para todo f € F. Suponha
que HNHY # 1 esejah € HnH/. Temos que [f,h] € HNF = 1. Portanto f € Cr(h) = 1,
ouseja, H n Hf = H. ]

Seja G um grupo finito, H um subgrupo de G e S = {Hx;; ;€ G, 1 <i<n}o
conjunto formado pelas classes laterais de H em GG. Paracadax e Gecadal <i<n

definimos a permutacao m, do conjunto S por

m.(Hzx;) = H(z;x)

e definimos a aplicacao my que leva cada x € G em 7,. Temos que 7y é um homomorfismo
de G no grupo de permutagoes do conjunto S.
O proximo teorema é um resultado de Frobenius e com ele vamos conseguir enten-

der melhor a estrutura dos grupos de Frobenius.

Teorema 1.5.4 (Teorema 2.7.5, [8] ) Seja G um grupo de Frobenius com complemento
H. Considere o subconjunto S = {Hz;; x; € G, 1 < i < n} das classes laterais de H

em G e o homomorfismo wy. Entdao o subconjunto de G consistindo da identidade e dos
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elementos x tais que m, nao fitam nenhum ponto de S formam um subgrupo normal K

cuja ordem € |G : H|.

A este subgrupo normal K é dado o nome de nicleo de Frobenius e o subgrupo
H é chamado de complemento de Frobenius.
A estrutura de um grupo de Frobenius é dada pelo seguinte resultado cuja demons-

tracdo pode ser encontrada em [§].

Teorema 1.5.5 Seja G um grupo de Frobenius com complemento H e nicleo K. Entao:
i) G=HK com Hn K =1, isto é, G € o produto semidireto de K por H;
it) |H| divide |[K| —1;

i) todo elemento de H* induz por conjugagdao um automorfismo de K o qual fiva apenas

o elemento identidade de K;
i) K € nilpotente e é abeliano se |H| € par;

v) Cq(y) € K, para todo y em K.
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CAPITULO 2

GRUPOS DE FROBENIUS E GRUPOS DIEDRAIS AGINDO COMO
GRUPOS DE AUTOMORFISMOS

Recentemente, devido ao problema 17.72 proposto por Mazurov no Kourovka No-
tebook [1I7] foi dada atengao ao caso em que um grupo de Frobenius F'H age por au-
tomorfismos sobre um grupo finito G. No caso em que o ntucleo F' age livre de pontos
fixos foi possivel obter que algumas propriedades de G sao, de certo modo, parecidas com
as correspondentes propriedades de Cg(H), dependendo em alguns casos do grupo H.
Apresentaremos alguns desses resultados na secao [2.1]

Uma pergunta natural é se podemos obter resultados semelhantes quando outros
grupos agem por automorfismos sobre G . Isso é respondido de forma afirmativa, na segao
2.2l quando consideramos um grupo diedral agindo por automorfismos sobre um grupo
finito G.

Agora vamos apresentar algumas defini¢oes e resultados que serao utilizados nas

proximas secoes.

Definigao 2.0.1 Um subgrupo H de um grupo finito G é chamado subgrupo de Carter

se € nilpotente e autonormalizante, ou seja, Ng(H) = H.

Teorema 2.0.2 (Teorema 20.1.4 [13]) Um grupo finito solivel G tem pelo menos um

subgrupo de Carter e quaisquer dois subgrupos de Carter sao conjugados.

Teorema 2.0.3 (Teorema 0.11 [I]) Seja G um grupo finito. Se G admite um grupo

nilpotente de automorfismos F tal que Cq(F) = 1, entdo G € solivel.
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2.1 Grupos de Frobenius agindo como grupos de

automorfismos

O objetivo desta secao ¢é estabelecer uma conexao entre posto, ordem e nilpoténcia
de G e Cg(H) para um grupo finito G admitindo um grupo de Frobenius de automorfismos
FH, com nucleo F' e complemento H, de modo que a acao de F' sobre GG é livre de pontos
fixos. Este resultado, provado por Khukhro, Makarenko e Shumyatsky em [16], mostra

1 o posto de G ¢é

que as ordens de G e Cg(H) satisfazem a equagao |G| = |Cq(H)
limitado em termos da ordem de H e do posto de Cg(H), além disso, G é nilpotente se
Ce(H) ¢ nilpotente.

Sejam () um subgrupo de Aut(G) e N um subgrupo normal Q-invariante de G. Em
muitas situagoes é importante saber quando os pontos fixos de @ em G/N séo cobertos
pelos pontos fixos de @ sobre G, ou seja, quando temos Cg/n(Q) = Cq(Q)N/N. Um
resultado ja conhecido é que se assumirmos (|N|, |Q|) = 1, entdo Cq/n(Q) = Co(Q)N/N.
Quando nao assumirmos a hipotese de coprimalidade, a igualdade Cg/n(Q) = Ca(Q)N/N

pode nao ser verdadeira. Contudo, existem alguns casos importantes em que isso vale.

Um desses casos é o seguinte lema.

Lema 2.1.1 (Lema 2.2 em [16]) Seja G um grupo finito admitindo um grupo nilpo-
tente de automorfismos F' tal que Co(F) = 1. Se N € um subgrupo normal F-invariante

de G, entiao Ce/n(F) = 1.

Prova: Como F é um subgrupo de Carter de GF, segue que N F'/N é um subgrupo
de Carter de G/N. Suponha que Cg/n(F') # 1, entdo existe um subgrupo nao trivial /N
de G/N tal que F' age trivialmente sobre H/N. Temos que Nyp(F) = F e por hipotese
F' é nilpotente, entao F' é subgrupo de Carter de HF'. Passando para o quociente, NF'/N
é um subgrupo de Carter de HF/N. Assim, como NF/N é subgrupo normal de HF /N
temos HF /N = Nyp/n(NF/N) = NF/N e entdao H = N, o que é uma contradicao ao
fato de H /N nao ser trivial. Portanto, Ceq/n(F) = 1. |

O préximo teorema é um resultado de Khukhro, no qual ele considera a agao de
um grupo de Frobenius F'H sobre um grupo finito G e mostra que sob a condicao de
coprimalidade entre as ordens do nucleo F' e do subgrupo normal N, os pontos fixos de

H em G/N sao cobertos pelos pontos fixos de H sobre G.
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Teorema 2.1.2 (Teorema 1 [14]) Suponha que um grupo finito G admita um grupo de
Frobenius de automorfismos FFH com nucleo F' e complemento H. Se N é um subgrupo
normal FH-invariante de G tal que Cy(F) = 1 e (|[N|,|F|) = 1, entdo Con(H) =
Co(H)N/N.

O teorema a seguir mostra que é possivel melhorar esse resultado e retirar a hipo-
tese de coprimalidade entre as ordens do subgrupo normal e do nucleo de Frobenius. A
demonstracao do resultado é obtida reduzindo o caso em questao ao caso apresentado no

teorema anterior, em que as ordens sao coprimas.

Teorema 2.1.3 (Teorema 2.3 [16]) Suponha que um grupo finito G admita um grupo
de Frobenius de automorfismos FH com nicleo F' e complemento H. Se N é um subgrupo

normal F H-invariante de G tal que Cy(F') =1, entio Cq/n(H) = Co(H)N/N.

Prova: Como F' é o niicleo de Frobenius, segue que ele é um grupo nilpotente.
Dai, pelo Teorema temos que N é soluvel. Considere uma F'H-série normal e nao
refinavel de G
G>N=N;>Ny> >N >Ny, = 1.

Os quocientes N;/N;,1 sao abelianos elementares. Vamos aplicar indugao sobre k para
encontrar um elemento de C¢(H) em qualquer classe gN € Cq/n(H ). Para k > 1 considere
o quociente G/Nj e o grupo de automorfismos induzidos FH. Pelo Lema [2.1.1] temos
Cg/n, (F) = 1. Por inducao existe ¢; N € Cg/n, (H) N gN/Nj. Entao a prova do passo de
inducao seguira do caso k = 1.

Seja k = 1. Temos que N = N; é um p-grupo para algum primo p. Seja F =
F, x Fy, onde F), é um p-subgrupo de Sylow de F. Como Cy(F}) é F,-invariante, segue
que Cn(F,) = 1. De fato, suponha que Cn(F,y) # 1, entéo o p-grupo F), tem pontos fixos
nao triviais no p-grupo Cn(Fy). Agorasejan € Coy(r,,)(F}), entdo n € N satisfaz n” =n
para todo x € Fjy e n¥ = n para todo y € F,. Dai n"™ = n, ou seja, n € Cn(F') e assim
Cen(r,(Fp) € On(F) = 1, contrariando a suposicao de Cey(r,)(F}) ter pontos fixos,
logo Cy(Fy) = 1. Agora note que as hipoteses do teorema também valem para G com o
grupo de Frobenius automorfismos Fyy H satisfazendo a condigao adicional (|N|, |F,/|) = 1.

Entao podemos aplicar o Teorema [2.1.2] para obter um ponto fixo. |
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Lema 2.1.4 (Lema 2.4 [16]) Suponha que um grupo finito G admite um grupo de Fro-
benius de automorfismos F'H com nicleo F' e complemento H tal que Cq(F') = 1. Entao

G =(Ce(H)!; feF).

Prova: Pelo Teorema [2.0.3[o grupo G é soltavel. Considere uma série normal, nao

refinavel e F'H-invariante
G:G1>G2>"'>Gk>Gk+1:1. (21)

E suficiente provar que cada fator da S = G;/Gj,1 dasérie é coberto por (Cg, (H)'; f €
F), ou seja,

<0Gi(H)f;f € F)Gi11/Giv1 = Gi/Giza.

Pelo Teorema [2.1.3] isso é equivalente a
(Cs(H); feFy=5.

Pelo Lema [2.1.1] temos Cg(F) = 1, entdo o Teorema de Clifford pode ser aplicado

para mostrar que Cs(H) # 1. Para isso, vamos precisar do lema a seguir.

Lema 2.1.5 (Lema 2.5 [16]) Cada fator S de[2.1] é um F,H-mddulo livre para o primo
p apropriado.

Prova: Para demonstrar este resultado, provaremos uma redugao ao caso coprimo
considerado no Lema 2 de [14]. Sejam S um p-grupo abeliano elementar e F' = F), x Fy,
onde F}, ¢ um p-subgrupo de Sylow de F'. Como na prova do Teorema devemos ter
Cs(F;) = 1. Refinando S por uma série normal, nao refinavel e Fy, H- invariante obtemos
fatores que sao F,F,y H-mo6dulos irredutiveis. Tendo a condigao adicional de que p nao
divide F},, podemos aplicar o Lema 2 de [14] e obter que cada um destes fatores é um

F,H-moédulo livre. Portanto S também é um F,H-modulo livre. [ |

Agora vamos retomar a demonstragdo do Lema 2.1.4] Pelo Lema S é um
[F, H-modulo livre, ou seja, S = @),y Th para algum [, H-submodulo 7. Portanto temos
Cs(H) # 0 pois 0 # >, th € Cs(H) para qualquer 0 # t € T. Como a série ¢ nao
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refinavel, o F, H-modulo S é irredutivel. Portanto,
0 # (Cg(H)HFY = Cg(H)F = 8.

Lema 2.1.6 (Lema 2.6 [16]) Suponha que um grupo finito G admita um grupo de Fro-
benius de automorfismos F'H com nicleo F' e complemento H tal que Cq(F') = 1. Entao
para cada primo p dividindo a |G| existe um tnico p-subgrupo de Sylow de G que é F H -

mvariante.

Prova: Relembre que tanto G quanto GF' sao soliiveis. Como F' é um subgrupo
de Carter de GH ele contém um normalizador de sistema de G. Pelo Teorema de P. Hall,
Teorema [1.1.17, um normalizador de sistema cobre todos os fatores centrais de qualquer
série principal de GF. Como F' é nilpotente, segue que F' é um normalizador de sistema.
Além disso, F' normaliza um tnico p-subgrupo de Sylow. De fato, se P e P9 sao dois
p-subgrupos de Sylow normalizados por F', entao P é normalizado por F e F 9" Entao
F e F9' sio subgrupos de Carter do Ng(P) e F = F9 '™ para algum n € Ng(P), donde
g 'n =1 pois Ng(F) = Cq(F) = 1. Entao P9 = P" = P. Como F é normal em HF, a

unicidade de P implica que ele também é H-invariante. [

Vamos precisar de um teorema que foi provado, para grupos soltveis, por Kovacs
[21] e para grupos arbitrarios, de maneira independente, por Guralnick [I1] e por Lucchini

23].

Teorema 2.1.7 (Teorema 1 [23]) Seja G um grupo finito. Se cada subgrupo de Sylow

de G pode ser gerado por d elementos, entao G pode ser gerado por d + 1 elementos.
Agora apresentamos o resultado principal desta secao.

Teorema 2.1.8 (Teorema 2.7 [16]) Suponha que um grupo finito G admite um grupo
de Frobenius de automorfismos FH com nicleo F' e complemento H tal que C(F) = 1.

Entao:
a) |G| = |Ca(H)[M;
b) o posto de G € limitado em termos da |H| e do posto de C(H);

c) se Cq(H) € nilpotente, entao G é nilpotente.
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a)

Prova:

E suficiente provar esta igualdade para cada fator S = G;/G,,; da série normal, ndo
refinavel e F'H-invariante G = Gy > Go > -+ > G > Ggy1 = 1, pois |Co(H)| =
[1;1Cc. /6., (H)| pelo Teorema[2.1.3] Pelo Lema[2.1.5, S é um F, H-mo6dulo livre, ou
seja, S = @penTh para algum F,H-submodulo T'. Logo Cq(H) = {3, .5 th;t € T}
e |Cq(H)| = |T), portanto |S| = T[]

Pelo Teorema , temos que o posto de um grupo finito solivel é limitado em
termos do posto maximo dos seus subgrupos de Sylow. Seja P um F H-invariante
p-subgrupo de Sylow de G, dado pelo Lema 2.1.6] Sabemos que o posto de um
p-grupo de automorfismos de um p-grupo finito U é limitado em termos do posto
de U. Seja U um subgrupo critico de Thompson de P; temos que U é um subgrupo
caracteristico de classe de nilpoténcia no maximo 2 contendo seu centralizador em
P. Entao o posto de P é limitado em termos do posto de U. Como a classe de
nilpoténcia de U é no maximo 2, o posto de U é limitado em termos do posto de
S = U/®(U). O grupo S pode ser considerado como um [, H-mo6dulo o qual é
um [, H-mo6dulo livre se aplicarmos repetidamente o Lema [2.1.5] a uma série nao
refinavel de F,F H-submoédulos de U/®(U). Pelo mesmo argumento da prova do
item (a), o posto de S é igual a |H|r(Cg(H)). Pelo Teorema[2.1.3, Cs(H) é coberto
por Ce(H); logo o posto de S é no méaximo |H|r(Cq(H)).

Primeiramente lembramos que em qualquer acao de um grupo de Frobenius F'H
com ag¢ao nao trivial de F' o complemento H age fielmente. De fato, o nicleo K
que nao contém F' deve interceptar H trivialmente: K n H age trivialmente sobre
F/(K n F) # 1 e portanto tem pontos fixos nao triviais sobre F', pois a agao é
coprima. Suponha que Cg(H) é nilpotente. Vamos provar que G é nilpotente, por
contradi¢ao, considerando um contra exemplo de ordem minimal GF H. Recorde
que G ¢é soluvel. Suponha que G nao é nilpotente; entao é facil encontrar uma
secao F'H-invariante de (G, a qual vamos denotar por VU, de tal forma que U e V'
sao grupos abelianos elementares de ordens coprimas, V' é normal em VUFH, e U
age fielmente sobre V com Cy(U) = 1. Note que Cyy(F) = 1 pelo Lema 2.1.1]
Em particular, F' age nao trivialmente sobre VU e portanto H age fielmente sobre

VU. Como Cyy(H) é coberto por Ci(H), pelo Teorema segue que Cyy(H) é
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nilpotente. Entao podemos trocar G por UV, e F por sua imagem nesta acao sobre

UV, dai pela minialidade do nosso contra exemplo devemos ter G = VU.

Pelo Teorema[2.1.3, Cyy(H) = Cy(H)Cy(H). Além disso, como U e V' tém ordens
coprimas, a nilpoténcia de Cyy(H) implica que ele é abeliano; em outras palavras,

Cy(H) centraliza Cy (H). Note que Cy(H) # 1, pelo Lema [2.1.4]

Seja V um p-grupo abeliano elementar; podemos considerar V' como um F,UF H-
modulo. Note que V' é um F,H moédulo livre, pelo Lema . Vamos estender o
corpo base [, a um corpo finito ]FTp que é o corpo de decomposicao de UF' H e obter
um F,UF H-moédulo V = V ®p, Fp. Algumas das propriedades de V mencionadas

acima sao herdadas por V:

Considere uma série nao refinavel de IF_pU F H-submodulos
V=Vi>Vy>->Vp> Vi = 0. (2.2)

Seja W um dos fatores desta série; ele é um IF_pU F'H-submoédulo livre. Note que
Cw(F) = 0 pelo Lema e podemos ainda considerar V como um grupo finito
aditivo sobre o qual F' age livre de pontos fixos pela propriedade (V4). Pelo mesmo

motivo, W é um EH -modulo livre, pelo Lema
Seja
W=Ww o -eoW,

a decomposicao de W na soma direta das componentes de Wedderburn W; com
respeito a U. Sobre cada um dos W; o grupo U é representado por multiplicagao
por escalar. Vamos considerar a acao transitiva de F'H sobre o conjunto {2 =

(Wh,..., W),

Para concluir a demonstracao vamos precisar do seguinte lema.
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Lema 2.1.9 (Lema 2.8 [16]) Todas as drbitas de H sobre 2, exceto possivelmente uma,

sao requlares (ou seja, de comprimento |H|).

Prova: Note que H permuta transitivamente as F-Orbitas sobre (). Seja {); uma
dessas F-Orbitas e seja H; o estabilizador de 2; em H. Se H; = 1, entao todas as H-orbitas
sao regulares, assim vamos assumir que H; # 1. Afirmamos que H; tem exatamente uma
Orbita nao regular sobre ; (na verdade, um ponto fixo).

Seja F a imagem de F' em sua acdo sobre ;. Se F = 1, entdo €2 consiste de uma
tnica componente de Wedderburn, sob a qual U age por multiplicacao por escalar, e age
nao trivialmente pela propriedade (V2). Entao F' age trivialmente sobre o quociente nao
trivial de U pelo correspondente nticleo, o que contradiz o Lema . Entdo F # 1 e pela
observacao no inicio da demonstracio, FH; é um grupo de Frobenius com complemento
H;.

Seja S o estabilizador de um ponto em Q; em FH;. Como|Q] = |F: Fn S| =
|FH, : S| e as ordens |F| e |H;| sdo coprimas, S contém um conjugado de H;; sem perda
de generalidade assumimos que H; < S. Qualquer outro estabilizador de um ponto é igual
a ST para f e F\ S. Afirmamos que S/ n H; = 1, o que ¢ equivalente a S n H{H =1.
Mas note que todos os conjugados H¥ para x € F sdo distintos, disjuntos e suas unides
contém todos os elementos de F'H; de ordens dividindo |H;|; o mesmo ¢ verdade para os
conjudados de H; em S. Portanto os tnicos conjugados de H; que intersectam S sao H*®
para s € S.

As H-oOrbitas de elementos de uma H;-Orbita regular sao H-orbitas regulares. En-
tao existe uma H-orbita nao regular sobre ) (a H-6rbita do ponto fixo de H; sobre €2;).

Considere qualquer H-orbita regular sobre €, a qual vamos denotar por {W),;h €
H}. Seja X = @,y Wh. Entao, como antes, Cx(H) = {>,,.zxh;x € Wi}. Note
que Cy(H), como um subgrupo de U, age sobre cada W), por multiplicagdo por escalar e
centraliza C'x (H) pela propriedade (V3), entao obtemos que Cyy(H ) deve agir trivialmente
sobre X.

A soma dos W; sobre todas as H-Orbitas regulares é um FPH -modulo livre. Como
V também é um FPH -modulo livre pela propriedade (V5), entao pelo Lema a soma

Y dos W; sobre a tnica, possivelmente remanescente, H-6rbita nao regular deve também
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ser um FDH—m()dulo livre. Seja Y = @,y Zh para algum FPH—subm()dulo 7. Entao,
como antes, Cy (H) = {5 yh;y € Z}. O subgrupo Cy(H) age sobre cada W; por mul-
tiplicagao por escalar. Como Y ¢é a soma sobre uma H-orbita e H centraliza Cy(H ), todos
os W; na H-érbita sdo F,Cy(H)-mo6dulos isomorfos. Logo Cy(H) age por multiplicacio
por escalar em todo Y. Como Cy(H) centraliza Cy (H) pela propriedade (V3), segue que
Cy(H) deve agir trivialmente sobre Y.

Como resultado, Cy(H) age trivialmente sobre W. Como isso é verdade para cada
fator de e a ordem de U é coprima com a caracteristica p (ou com a ordem de
V) segue que Cy(H) age trivialmente sobre V', contrariando a propriedade (V1). Esta

contradicao completa a prova.

2.2 Grupos diedrais agindo como grupos de

automorfismos

Como vimos na se¢ao anterior, vérios resultados foram obtidos quando um grupo
de Frobenius age por automorfismos sobre um grupo finito. Nesta secao veremos que
as técnicas apresentadas na secao anterior podem ser aplicadas ao estudo de acoes por
grupos que nao sao necessariamente grupos de Frobenius. Mais especificamente, em seu
artigo [29] Shumyatsky considerou um grupo diedral D, gerado por duas involugoes a e (3,
agindo sobre um grupo finito G de tal modo que Cg(af) = 1. Embora um grupo diedral
seja grupo de Frobenius apenas quando o produto af tem ordem fmpar, Shumyatsky
mostou que todos os principais resultados obtidos em [I6] podem ser extendidos para o
caso de grupos diedrais, mesmo quando consideramos que o produto a8 tem ordem par.

O objetivo desta se¢do é mostrar que dado um grupo diedral D = {a, ), gerado
por duas involugdes a e 3, agindo por automorfismos sobre um grupo finito G de tal
forma que Cg(af) = 1, entdo G = Cu(a)Cq(B), |G| = |Ca(a)||Ca(B)| e o posto de G &

limitado em fungao do posto dos centralizadores Cg(«) e Cq ().

Lema 2.2.1 (Lema 2.2 [29]) Seja G um grupo finito de ordem impar e o um auto-

morfismo de ordem 2 de G. Seja I o conjunto de todos os v € G tais que 2% = z~ 1.

Entao:
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a) G =Cqla)] = ICq(a);

b) [Gv a] = <]>7

c) se R é um subgrupo de G contendo Cg(ax), entao R é a-invariante.

Lema 2.2.2 (Lema 2.3 [29]) Seja G um p-grupo finito admitindo um grupo nilpotente
de automorfismos A tal que Cg(A) = 1. Seja B o p'-subgrupo mazimal de A. Entdo
Cq(B) = 1.

Lema 2.2.3 (Lema 2.6 [29]) Seja D = {«a, ) um grupo diedral gerado por duas involu-
¢oes a e B. Para cada primo p € w(G) existe um unico p-subgrupo de Sylow D-invariante

em G.

Lema 2.2.4 (Lema 2.7 [29]) Se N um subgrupo normal e D-invariante de G, entdo
Cayn(aB) = 1,Cqn(a) = Ca(a)N/N e Con(8) = Ca(B)N/N.

Teorema 2.2.5 Seja D = {a, ) um grupo diedral gerado por duas involugdes o e 3.
Suponha que D age sobre um grupo finito G de tal forma que Cg(af) = 1, entao G =
Ce(a)Ca(P) € |G| = |Cala)||Ca(B)].

Prova: Por hipotese Cu(aff) = 1, entdo segue que a intersecao entre Cg(a) e
Ce(B) deve ser trivial. Para mostrar que G = Cg(«)Cq(B), primeiro vamos considerar o
caso particular em que G é um p-grupo abeliano elementar e provar que G é soma direta
de Cg(a) e Ce(B). Para este caso, considere inicialmente que p é um ntimero impar e
defina N = Cg(a)Cq(B). Pelo Lemal2.2.|(c) o subgrupo N é a-invariante e S-invariante.
Logo, N é D-invariante. Pelo Lema a e [ agem livre de pontos fixos sobre G/N.
Entéo pelo Lema [2.2.1a) segue que o e 3 agem sobre G/N levando cada elemento em
seu inverso. Logo af age trivialmente sobre G/N. Por outro lado, pelo Lema
Ca/n(aB) = 1. Portanto G = N.

Agora vamos considerar o caso em que p = 2. Como na demonstracao do Lema
2.2.4] seja K o subgrupo maximal de ordem impar de (af). Entdo Cg(K) = 1 e o
grupo K{a) ¢ um grupo de Frobenius. Pelo Teorema temos |G| = |Co(a)* e
por um argumento de simetria, temos |G| = [Cg(B)[>. Assim, |Cq(a)| = |Ca(B)| e

|G| = |Ca(a)[|Ca(B)]. Como Cg(a) n Ca(B) = 1, segue que G = Cg(a)Cq(B).

RODRIGUES, E. Mat — UnB


mailto: eliana.rodrigues@ifg.edu.br
http://www.mat.unb.br

2.2. Grupos diedrais agindo como grupos de automorfismos 27

Agora considere o caso em que G nao é abeliano elementar. Como G é solu-
vel, temos que G possui um subgrupo normal préprio D-invariante N. Argumentando
por indugdo sobre a ordem de G podemos assumir que N = Cy(a)Cn(8) e G/N =
Cayn(a)Cqn(B). Comparando as ordens destes grupos, temos que |G| = |Ca(a)||Ca(B)]
e como Cg(a) N Ce(B) = 1, segue que G = Cqu(a)Cq(p).

[

Vamos usar a expressao (a,b, ...)-limitado para abreviar "limitado superiormente
apenas em termos de a, b, ... ". Para provar o préoximo teorema vamos precisar do seguinte

resultado.

Proposicao 2.2.6 (Lema 4.2 [27]) Sejam H e G p-grupos finitos para algum primo p
er =1(G) o posto de G. Se H age fielmente sobre G entdo o posto de H € r-limitado.

Teorema 2.2.7 Seja D ={«, ) um grupo diedral gerado por duas involugoes o e 3. Se
D age sobre um grupo finito G de tal forma que Cq(af5) = 1 entao o posto de G é limitado
em termos de 7(Cg(a)) e r(Ca(B)).

Prova: Seja ry o posto maximo dos subgrupos de Sylow de G. Pelo Teorema
temos que r(G) < 1+ 79 e pelo Lema existe p-subgrupo de Sylow D-invariante
em G, o qual vamos denotar por P. Pela Proposicao [2.2.6, o posto de um p-grupo de
automorfismos de um p-grupo finito U é limitado em termos do posto de U. Seja U um
subgrupo critico de P, pelo Teorema temos que U é um subgrupo caracteristico de
classe de nilpoténcia no méximo 2 contendo seu centralizador em P. Entao o posto de P
é limitado em termos do posto de U. Como U = Cy(a)Cy(5), concluimos que U pode

ser gerado por no méaximo r(Cy(«)) + r(Cy(fF)) elementos e o resultado segue. [
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CAPITULO 3

ORDEM E POSTO DO RESIDUAL NILPOTENTE DE GRUPOS FINITOS

E bem conhecido que os centralizadores de automorfismos coprimos possuem in-
fluéncia sobre a estrutura do grupo sobre o qual agem. Como exemplo deste fato podemos
citar o resultado demonstrado por Ward [32] no qual ele considera que A é um g-grupo
abeliano elementar de posto pelo menos 3, agindo sobre um grupo finito GG de tal forma
que Cg(a) é nilpotente para qualquer a € A%, e prova que o grupo G ¢é nilpotente. Pos-
teriormente Shumyatsky [28] mostrou que sob as mesmas hipoteses acima, se Cg(a) é
nilpotente de classe no méximo ¢ para qualquer a € A*, entdo o grupo G & nilpotente de
classe (¢, ¢)-limitada. Recentemente, de Melo e Shumyatsky [6] mostraram que o resultado
acima continua sendo verdadeiro para o caso em que o grupo A nao é necessariamente
abeliano.

O objetivo deste capitulo é estudar grupos finitos que admitem a ag¢ao de um ¢-
grupo finito de expoente ¢ e ordem pelo menos ¢. Neste sentido, os primeiros resultados
que vamos apresentar sao os teoremas a seguir, obtidos por de Melo, Souza e Shumyatsky
[5]. Ressaltamos que as demonstragoes de alguns lemas técnicos foram ajustadas, pois
as demonstragoes apresentavam lacunas, embora os resultados estivessem corretos. Neste
sentido, foi possivel olhar para as limitagoes inicialmente apresentadas nesses lemas e

observar que um parametro era desnecessario.

Teorema 3.0.1 Sejam g um nudmero primo e A um q-grupo finito de expoente q agindo
por automorfismos sobre um ¢'-grupo finito G. Suponha que A tenha ordem pelo menos

@ e |70 (Cqla))| < m para qualquer a € A% . Entdo v, (G) tem ordem (m, q)-limitada.
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Teorema 3.0.2 Sejam g um numero primo e A um q-grupo finito de expoente q agindo
por automorfismos sobre um ¢ -grupo finito G. Suponha que A tenha ordem pelo menos

@ er(75(Cq(a))) < r para qualquer a € A¥. Entdo v,(G) tem posto (r,q)-limitado.

Uma vez demonstrados esses resultados, de Melo e Shumyatsky [7] verificaram
que é possivel limitar a ordem de v, (G) apenas em func¢ao de m, quando se considera a
hipotese adicional de que o ¢g-grupo A é abeliano elementar. Foi demonstrado o seguinte

teorema.

Teorema 3.0.3 (Teorema 1.1 em [7] ) Sejam ¢ um nimero primo e A um q-grupo
abeliano elementar finito de ordem pelo menos ¢® agindo por automorfismos sobre um
q'-grupo finito G. Suponha que |v.(Cg(a))] < m para qualquer a € A%. Entio v, (G)

tem ordem m-limitada.

Posteriormente, de Melo [3] estendeu esse resultado mostrando que é possivel retirar

a hipotese de que A é um g-grupo abeliano elementar e obteve o teorema abaixo.

Teorema 3.0.4 (Teorema 1.1 em [3] ) Sejam ¢ um nimero primo e A um q-grupo
finito de expoente q agindo por automorfismos sobre um ¢ -grupo finito G. Suponha que
A tem ordem pelo menos ¢* e |75 (Cq(a))| < m para qualquer a € A% . Entio v.,(G) tem

ordem m-limitada.

Este capitulo serd dividido em trés secoes. Na primeira se¢ao vamos apresentar os
resultados técnicos necessarios para demonstrar dos Teoremas e e na segunda
secao vamos apresentar as demonstracoes desses resultados. Na terceira se¢ao vamos

apresentar as demonstragoes dos Teoremas [3.0.3] e [3.0.4]

3.1 Demonstracoes dos resultados técnicos dos

Teoremas |3.0.1| e (3.0.2

Nesta se¢ao apresentaremos os lemas técnicos que serao necessarios para a demons-

tragdo dos Teoremas e[3.0.2

Por questao de organizagao, agora vamos enunciar alguns resultados que sao em

sua maioria recentes e que serao usados nas demonstracoes seguintes.
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Lema 3.1.1 (Lema 1.4 [19]) Um grupo finito solivel de posto r tem altura de Fitting

r-limitada.

Teorema 3.1.2 (Teorema A [10]) Qualquer grupo simples nao abeliano pode ser ge-

rado por uma involugao e um 2-subgrupo de Sylow.

Teorema 3.1.3 (Teorema 1 [20]) Todo grupo simples finito nao abeliano G € gerado

por uma involucao e um elemento de ordem prima.

Teorema 3.1.4 (Teorema 1.1 [22]) Seja G um grupo finito tal que G/Z(G) tem posto

r. Entao o posto de G’ é r-limitado.

Lema 3.1.5 (Lema 1.6 [19]) Suponha que um grupo @Q aja por automorfismos sobre um

grupo G. Se Q ={qu,...,qn), entio [G,Q] = [G,q1] - [G, qs].

Lema 3.1.6 Sejam N, Hy,..., H; subgrupos de um grupo G sendo N um subgrupo nor-
mal. Se K = (Hy,...,H;), entao [N, K| =[N, H,|---[N, H].

Vamos denotar por B um subgrupo de ordem ¢ do Z(A). Considere que A age
sobre um ¢’-grupo G = PH, onde P e H sao subgrupos A-invariantes tais que P é um
p-subgrupo normal para um primo p e H é um p’-subgrupo nilpotente. Note que A contém

exatamente ¢ + 1 subgrupos de ordem ¢? contendo B.

Lema 3.1.7 Sejam Ay,..., A1 0s subgrupos de ordem ¢* de A contendo B. Entao

Prova: Vamos denotar por A o grupo quociente A/B. Como A ndo é ciclico e os
centralizadores Cp(B) e Cy(B) sdo A-invariantes, segue que Cp(B) = [[Cepp)(a) e
Cr(B) = [1Ccyp)(a), onde @ € A. Uma forma alternativa de expressar isso ¢ escrever
Cp(B) = [1Cp(Ai) e Cy(B) = [1Cu(A).

|

Lema 3.1.8 Suponha que P € abeliano. Entao |P,Cy(B)] estd contido em [ [[Cp(a), Cy(a)],

onde este produto é tomado sobre todos os a € A7.
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Prova: Pelo Lema temos Cy(B) = [[Cu(A;) e P =[], 4# Cp(a) para cada
i. Pelo Lema [3.1.6 [P,Cy(B)] = [P, Cu(A;)]. Como P é abeliano, para cada i temos
[P,Cu(A4:)] = [1[Cp(a),Cr(a)] onde o produto é tomado sobre todos os a € A*. Em

particular, [P, Cy(4;)] = [ [[Cp(a),Cu(a)].

Lema 3.1.9 Se [Cp(a),Cx(a)] = 1 para qualquer a € A%, entio [P, H] = 1.

Prova: Primeiro vamos considerar o caso em que P ¢ abeliano. Pelo Lema [3.1.§]
[P,Cy(B)] = 1. Vamos provar que [Cp(B), H] = 1. Usando a notagdo do Lema te-
mos que Cp(B) =[] Cp(4;) e H = HGEA# Cy(a) para cada i. Como P é abeliano, temos
que [Cp(B),H] = [ [[Cp(A;i), H]. Entao [Cp(A;), H] = 1, pois [Cp(A4;),Cr(a)] = 1 para
qualquer a € A¥. Logo [Cp(B), H] = 1. O paragrafo anterior mostra que Cp(B) < Z(G)
e Cy(B) centraliza P. Se H ¢é abeliano, entdao Cg(B) < Z(G). Assim, B age livre de
pontos fixos sobre G/Z(G) e entao G/Z(G) ¢ nilpotente, pelo Teorema([l.3.4] Consequen-
temente, GG é nilpotente e, entdo, no caso em que P e H sao abelianos, temos [P, H] = 1.

Suponha que H nao ¢é abeliano. Pelo paragrafo anterior, [P, Z(G)] = 1. Con-
siderando a acdo de H/Z(G) sobre P e argumentando por indugdo sobre a classe de
nilpoténcia de H, concluimos que [P, H] = 1. Entao, no caso em que P é abeliano, o
lema esta provado.

Agora vamos considerar que P nao é abeliano. Considere a acao de HA sobre
P/®(P). Pelo paragrafo anterior, [P, H] < ®(P). Dai, P = Cp(H)[P, H] < Cp(H)®(P),
o que implica P = Cp(H) e [P, H| = 1.

|

Nos dois lemas a seguir foram feitos ajustes na demonstracao original apresentada
em [5]. Nesse artigo foi considerado que se a ordem de [Cp(a),Cy(a)] é m-limitada,
entdo as ordens de (Cp(B)?) e [P, H] sdo (m,q)-limitadas. No entanto, a ordem de
[Cp(a),Ch(a)] ndo é simplesmente limitada por um parametro m, ela depende de p.
Assim, supondo que |[Cp(a), Cg(a)]| = p* provamos que as ordens dos grupos (Cp(B)™)
e [P, H] sao poténcias de p cujo expoente é limitado em fungao de s e gq. Nesse sentido,

foram feitas as reformulacoes abaixo.
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Lema 3.1.10 Suponha que P = [P, H]. Assuma que |[Cp(a),Cru(a)]| = p°® para qualquer
a € A% . Entio [(Cp(B)™)| = pt, onde t é um mimero (s, q)-limitado.

Prova: Pelo Lema temos Cp(B) = [[Cp(4;), onde Ay,..., Ayyq 880 08
subgrupos de A cuja ordem ¢ ¢? e contém B. Primeiro vamos provar que a ordem de
Cp(B) ¢ uma poténcia de p cujo expoente é um ntmero (s, q)-limitado. E suficiente
limitar a ordem de Cp(A;) para cada i. Para cada a € A; vamos denotar por P, e H, os
centralizadores Cp(a) e Cy(a), respectivamente. Temos que P, ¢ normal em Cg(a). Seja
D, =Cp,(H,) e D; = Nngea,D,. O indice de D, em P, é no maximo p°, pois |[P,, H,]| = p°
e entao o indice de D; em Cp(A;) é menor ou igual a pS|Ai|. Seja x € D;. Considerando que
H = HaeA?& H,, temos que [z, H] = 1. Entao x = 1, pois P = [P, H|. Dai segue que D;
¢ trivial para cada i. Portanto Cp(A;) tem ordem p’, onde j é um ntmero (s, ¢)-limitado
para qualquer 1.

Como H = HaeAz# H,, temos que [Cp(A4;), H] = HaeAl# [Cp(A:), Ho e |[Cp(4;), H]| <
pl4il pois |[Cp(A), Hy]| < p*. Dai, como [Cp(B),H]| = [L,[Cr(A:), H], segue que
[Cp(B), H]| < p¥4llat1) | Portanto |[{(Cp(B)")| = p', onde ¢ ¢ um nimero (s, q)-limitado.

[ |

Lema 3.1.11 Suponha que |[Cp(a),Cy(a)]| = p® para qualquer a € A*. Entao |[P, H|| =

p’, onde j € um nimero (s, q)-limitado.

Prova: Podemos assumir que P = [P, H]. Note que se N é um subgrupo normal de
P tal que [N,H] = 1, entdao N < Z(P). De fato, neste caso temos [P,N] < N e
entdo [P,[N,H]|] = 1 e [H,[P,N]] = 1. Logo, pelo Lema dos Trés Subgupos, temos
[N, [P, H]] = 1.

Para um subgrupo normal A-invariante M de P e a € A# vamos escrever j,(P/M)
para a ordem de [Cp/y(a),Cr(a)] e escreveremos j,(P) quando M ¢é trivial. Defina
k(P) = >, ca# Ja(P). Temos que k(P) é menor ou igual a p*|A|. Por inducao sobre k(P),
vamos provar que a classe de nilpoténcia de P é¢ no maximo ¢t = 2k(P)+1. Se k(P) = ¢*—1
(o menor valor possivel para k(P) - ele ocorre se, e somente se, [Cp(a), Cy(a)] = 1, para
qualquer a € A%), entao P é trivial, pelo Lema , pois P = [P, H]. Além disso, se P é
abeliano nao ha nada para provar. Suponha que P nao é abeliano. Entao [Zy(P), H| # 1

e dai, pelo Lema [3.1.9, [C'z,(p), C(a)] # 1 para algum a € A#. Portanto k(P/Z5(P)) <
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k(P). Por indugao, P/Zy(P) tem classe de nilpoténcia no maximo 2(k(P)—1)+ 1 e entao
a classe de nilpoténcia de P ¢ no maximo 2k(P) + 1.

Temos que |P| é limitada em termos de |P/P’| e da classe de nilpoténcia de P.
Portanto, pelo paragrafo anterior, para provar o lema é suficiente provar que a ordem de
P/P’ & p?, onde j é um ntimero (s, q)-limitado. Em particular, sem perda de generalidade,
podemos assumir que P é abeliano.

Pelo Lema o subgrupo (Cp(B)#) tem ordem p’, onde j ¢ um nimero (s, q)-
limitado e como P é abeliano, concluimos que ele é normal em G. Podemos passar para
o quociente G/{Cp(B)) e sem perda de generalidade, assumir que Cp(B) = 1.

Pelo Lema , [P,Cy(B)] tem ordem menor ou igual a p*l4l. Portanto é sufi-
ciente provar que [P, H] = [P,Cy(B)]. Vamos primeiramente supor que H ¢é abeliano.
Entao [P,Cg(B)] é normal em G e passando para o quociente podemos assumir que
[P,Cy(B)] = 1. Entao Cg(B) = Cy(B) pertence a Z(G) e, assim, G/Z(G) admite um
automorfismo livre de pontos fixos de ordem prima q. Pelo Teorema de Thompson [1.3.4]
G/Z(G) é nilpotente. Portanto, G é nilpotente e [P, H] = 1, como queriamos.

Suponha que H nao é abeliano. Vamos provar que [P, Z(H)| = [P,Cyu)(B)].
O subgrupo [P, Z(H)| ¢ normal em G. Logo, passando para o quociente G/[P, Z(G)]
podemos considerar a agao de H/Z(H) sobre P e argumentando por indugao sobre a
classe de nilpoténcia de H, temos [P, H| = [P, Cy(B)].

[

Para demonstrar o proximo resultado vamos usar o seguinte lema cuja demonstra-

¢@o pode ser encontrada em [12].

Lema 3.1.12 (Lema 2.7 em [12]) Se D ¢é um grupo de automorfismos coprimos de um

grupo stmples finito, entao D é ciclico.

Lema 3.1.13 Seja D um q-grupo nao ciclico de ordem ¢* agindo sobre um ¢ -gupo N =
S1 X -+ x Sy 0o qual € um produto direto de t grupos simples nao abelianos. Suponha que
r(70(Cn(d))) < r para qualquer d € D¥. Entio t é um mimero (r,q)-limitado e cada

fator direto S; tem posto no mdximo r.

Prova: Primeiramente vamos provar que cada fator direto .S; tem posto no méximo

r. De fato, se S; é D-invariante, entao S; esté contido em Cy(d) para algum d € D# e
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assim, por hipétese, r(S;) < r. Suponha que S; ndao ¢ D-invariante. Escolha d € D# tal
que S? # S;. Seja S = S; x S%- .. x S¥' Temos que Cg(d) é exatamente o subgrupo
diagonal de S e assim Cg(d) é isomorfo a S;. Logo, concluimos que r(S;) < r.

Agora vamos provar que t é (1, q)-limitado. Seja N = K; x --- x K, onde cada
K; é um subgrupo normal minimal D-invariante. Entao cada K; é um produto de no
maximo |D| fatores simples e assim ¢ < |D|s. Portanto é suficiente limitar s.

Seja S; um fator direto de K;. Se S; é D-invariante, entao S; esta contido em
Cy(d) para algum d € D#. Se S; ndo ¢ D-invariante, entdao podemos escolher d € D# tal
que S # S;. Agora note que Cg(d) é exatamente o subgrupo diagonal de S; x S¢ - . x §4*™"
e entdao Cg(d) ¢ isomorfo a S;. Em outras palavras, para cada i existe d € D¥ tal que
Ck,(d) contém um subgrupo isomorfo a algum S;. Portanto, v (Cg,(d)) tem ordem par.
Como r(7,(Cn(d))) < 7, segue que vy, (Ck,(d)) pode ter ordem par para no maximo r
indices i. Levando em conta que existem apenas |D| — 1 elementos nao triviais em D,

deduzimos que s < (|D| — 1)r. |

Definicao 3.1.14 Dizemos que um grupo finito G é metanilpotente se v, (G) < F(G).

Lema 3.1.15 Seja G um grupo finito metanilpotente. Seja P um p-subgrupo de Sylow de
Yoo (G) € H um p'-subgrupo de Hall de G. Entao P = [P, H].

Prova: Passando ao quociente G/Oy(G), podemos assumir que P = 7,(G). Seja
P, um p-subgrupo de Sylow de G. Entdao G = PH. Agora P;/P é normal em G/P,
pois G/P é nilpotente. Também temos P < Pj, logo P; é normal em G. Segue que
Yo (G) = [Py, H], pois em um grupo nilpotente todos os elementos coprimos comutam.
Pela Proposigao [1.3.6(b), temos [Py, H, H| = [P, H| = P e entao P = [P, H| = [P, H].
[ |

3.2 Demonstracoes dos Teoremas [3.0.1] e [3.0.2

Agora vamos assumir as hipoteses do Teorema [3.0.2] Entao A é um grupo finito de
expoente primo ¢ e ordem pelo menos ¢* agindo sobre um ¢’-grupo finito G de tal forma

que r(75(Cg(a)) < r para qualquer a € A. Queremos mostrar que r(v,(G)) é (r,q)-
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limitado. Note que podemos assumir que A tem ordem ¢3, pois A contém um subgrupo
de ordem ¢* e podemos substituir, se necessario, A por este subgrupo.

Prova do Teorema Suponha que G seja soluvel. Neste caso, pelo Lema
Cq(a) tem altura de Fitting r-limitada para qualquer a € A#. Logo, G tem altura
de Fitting (r, ¢)-limitada e podemos usar indugao sobre h(G). No caso em que h(G) = 2
a prova seguird do Lema [3.1.11] De fato, sejam P um p-subgrupo de Sylow de 7, (G)

e H um p’-subgrupo de Hall A-invariante de GG. Pelos Lemas [3.1.11] e |3.1.15| o posto

de P = [P, H] é (r,q)-limitado. Suponha que G tenha altura de Fitting h > 2 e seja
N = F5(G) o segundo termo da série de Fitting de G. Temos que a altura Fitting de
G/Y0(N) ¢ h—1ev0(N) < 70 (G). Dai, por indugao, temos que Yy, (G) /70 (N) tem posto
(r, g)-limitado. Agora o resultado segue, pois r(V(G)) < (Yoo (G) /Yoo (V) + r(Yeo(N)).
Agora consideremos G nao solavel. Pela Proposigao temos que A\(Cg(a)) é
r-limitado para qualquer a € A, pois seus subgupos soliveis tém altura de Fitting r-
limitada. Portanto, A(G) é (r, ¢)-limitado e podemos usar indugao sobre A(G). Primeiro
vamos assumir que G = G’ ¢ A(G) = 1. Como G = G, segue que G/R(G) é o produto
de grupos simples nao abelianos, onde R(G) é o radical solavel de G. Pelo que foi feito
anteriormente, v, (R(G)) tem posto (r,q)-limitado. Podemos considerar quociente por
Yo (R(G)) e assumir que R(G) é nilpotente, ou seja, R(G) = F(G). Agora queremos
mostrar que o posto de [F(G),G] ¢é (r,q)-limitado. E suficiente considerar o caso em
que F(G) = P, onde P é um p-subgrupo de Sylow de F(G). Note que se s é um primo
diferente de p e H é um s-subgrupo de Sylow A-invariante de G, entdo r(y.(PH)) é
(r, ¢)-limitado, pois PH é soluvel. Vamos precisar da seguinte observac¢ao sobre grupos

simples finitos.

Lema 3.2.1 Sejam K um grupo simples finito nao abeliano e p um nimero primo. FExiste

um primo s diferente de p tal que K € gerado por dois s-subgrupos de Sylow.

Prova: Se p # 2, podemos usar o Teorema|3.1.2/e K é gerado por uma involucao e
um 2-subgrupo de Sylow. Podemos entao tomar s = 2. Se p = 2, podemos usar o Teorema
e escrever K = (i,a), onde |i| = 2 e |a|] ¢ um primo fmpar. Temos K = {(a,a") pois
ele ¢ um subgrupo a-invariante e i-invariante, logo é normal. Portanto K é gerado por

dois elementos de ordem prima e o resultado segue. |

Pelo Lema|3.1.13} o quociente G/F(G) é um produto de um ntmero (r, ¢)-limitado
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de subgrupos A-invariantes K x - - - x K, onde K; é um produto de no méximo |A| grupos
simples nao abelianos. Logo, sem perda de generalidade podemos assumir que G/F(G) é
o produto de grupos simples nao abelianos isomorfos. Pelo Lema temos que G/P é
gerado pela imagem de dois s-subgrupos de Sylow H; e Hs, onde s é um primo diferente
de p. Por outro lado, H; e Hy sao conjugados de um s-subgrupo de Sylow A-invariante
de G. Segue que [P, Hy] e [P, Hs| tem posto (r, ¢)-limitado.

Seja H = (Hy,Hs). Entao G = PH. Como G = G, segue que G = [P,H|H
e [P,G] = [P, H]. Pelo Lema temos [P, H| = [P, H,|[P, H2] e, portanto, o posto
de [P, H] é (r,q)-limitado. Passando para o quociente G/[P,G], podemos assumir que
P = Z(G). Entao estamos na situa¢ao em que G/Z(G) tem posto (r,q)-limitado. Pelo
Teorema [3.1.4] o posto de G’ também ¢é (r, ¢)-limitado. Levando em conta que G = G,
concluimos que o posto de G ¢é (r, ¢)-limitado.

Agora consideremos o caso em que G # G’. Seja GU o tltimo termo da série
derivada de G. O argumento do paragrafo anterior mostra que r(G®) ¢ (r, ¢)-limitado.
Consequentemente, r(7,(G)) é (r, ¢)-limitado, pois G/G® & solivel e v, (GP) < v, (G).
Isso prova o teorema no caso em que A(G) < 1.

Assuma que A(G) = 2. Seja T' um subgrupo caracteristico de G tal que A\(T) =
AMG) —1 e ANG/T) = 1. Por indugao, o posto de v,(T') & (r,g)-limitado. Temos que
MG/v%(T)) = 1. Portanto, o resultado segue, pois r(7,(G)) < r(G/v0(T)) + r(70(T)).

3.3 Demonstracoes dos Teoremas [3.0.3| e [3.0.4

Agora vamos assumir as hipoteses do Teorema [3.0.3] ou seja, A um g-grupo abeli-
ano elementar finito de ordem pelo menos ¢* agindo por automorfismos sobre um ¢’-grupo
finito G de tal forma que |y, (Cg(a))| < m para qualquer a € A#. Queremos mostrar que
Y (G) tem ordem m-limitada. Como A contém subgrupos de ordem ¢*, substituindo, se
necessario, A por um desses subgrupos vamos assumir que A tem ordem ¢*. Além disso,
pelo Teorema Yo (G) tem ordem (m, ¢)-limitada, assim, sem perda de generalidade,
podemos assumir que m < q.

Vamos precisar dos seguintes resultados.

Lema 3.3.1 (Lema 2.3 em [7]) Sejam q um primo e A um grupo abeliano elementar

de ordem pelo menos ¢* agindo por automorfismos sobre um ¢ -grupo G. Sejam A, ..., A,
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0s subgrupos de indice ¢ em A. Entao [G, A] € gerado pelos subgrupos [Ca(A;), Al.

Lema 3.3.2 Seja A um grupo de automorfismos de um grupo finito G e seja N um
subgrupo normal de G contido em Cg(A). Entao |G,A,N| = 1. Em particular, se
G = |G, A], entaio N < Z(G).

Prova: Por hipotese, [N,G, A] = [A,N,G] = 1. Entao, pelo Lema dos Trés
Subgrupos, [G, A, N] =1 e o resultado segue. [ |

Lema 3.3.3 (Lema 2.5 em [7]) Sejam q um nimero primo e m um inteiro positivo tais
que m < q. Seja A um grupo abeliano elementar de ordem ¢* agindo sobre um q'-grupo
finito G de tal forma que o indice de R(Cg(a)) em Cg(a) é no mdzximo m para qualquer

a € A*. Entao |G, A] € solivel.

Teorema 3.3.4 (Ward [32]) Se A um p-grupo abeliano elementar de ordem p* agindo
sobre um p'-grupo G de tal forma que Cg(a) € nilpotente, para todo a € A%, entio G ¢

nilpotente.

Teorema 3.3.5 (Teorema 2.4.1 em [15]) Seja G um grupo finito. Se o indice do cen-
tro de G € igual a n, entao o subgrupo comutador de G também é finito e sua ordem é

n-limitada.
Lema 3.3.6 O subgrupo |G, A] € nilpotente.

Prova: Nossa prova serda por contradicao. Suponha que G seja um contraexemplo de
ordem minimal. Pelo Lema o subgrupo [G, A] é solavel. Seja V' um subgrupo
normal minimal A-invariante de G. Temos que V' é um p-grupo abeliano elementar e G/V
é um r-grupo para um primo r # p. Escrevemos G = VH, onde H é um A-invariante
r-subgrupo de Sylow de G tal que H = [H, A]. Pelo Lema temos que H é gerado
pelos subgrupos [Cr(A4;), A]. Assim, H centraliza [V, A] pois [Cy(4;), A] e [Cu(A4,), A]
tém ordens coprimas para cada 1 < 7,7 < s. Dai, [V, A] < Z(G) e pela minimalidade
concluimos que [V, A] = 1 e V = Cy(A). Entéo, pelo Lema[3.3.2, V < Z(G), pois V é um
subgrupo normal de G e G = [G, A]. Isso é uma contradigao e o resultado esta provado.
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Lema 3.3.7 Se G ¢ solivel, entao 7, (G) = v0(Ca(A)).

Prova: Vamos fazer a demonstragao por inducao sobre altura de Fitting de G. Pri-
meiramente suponha que G seja metanilpotente. Seja P um p-subgrupo de Sylow de
Yo(G) e H um p'-subgrupo de Hall A-invariante de G. Pelo Lema [3.1.15 temos que
Y0(G) = [P, H] = P. E suficente mostrar que P < 7,(Cg(A)). Entdo, sem perda de ge-
neralidade, vamos assumir que G = PH. Agora observe que 7, (Cg(a)) = [Cp(a), Cu(a)]
para qualquer a € A7,

Vamos provar que P = [Cp(A),Cr(A)]. Note que A age trivialmente sobre
Y5 (Ca(a)) para qualquer a € A% pois m < q. Dai, 7,(Cq(a)) < Cp(A) para qualquer
a € A*. Para a,b € A, temos que [v,(Cg(a)),Cr(b)] < [Cp(A),Cr(b)] < Y0(Cq(b)).
Vamos mostrar que P = Cp(A).

Primeiramente vamos assumir que P é abeliano. Note que o subgrupo N =
[ T,ea# 70(Ci(a)) é€ normal em G. Como N é A-invariante, obtemos que A age sobre
G/N de tal forma que Cg(a) é nilpotente para qualquer a € A%, entdo pelo Teorema
B.3.4] temos que G/N ¢ nilpotente. Portanto, P = [],c44 7(Cc(a)). Em particular,
P = Cp(A).

Agora vamos considerar o caso em que P nao é abeliano e considerar a acao de A
sobre G/®(P). Pelo que foi feito acima, P®(P) = Cp(A)P(P)/P(P), o que implica que
P = Cp(A).

Como P = Cp(A) ¢ um subgrupo normal de G, pelo Lema [3.3.2} temos que [H, A]
centraliza P. Portanto P = [Cp(A),Cu(A)], pois H = [H, A]Cx(A). Isso completa a
demonstracao para grupos metanilpotentes.

Se G é soliuvel e tem peso de Fitting A > 2, consideramos o grupo quociente
G/v0(F3(G)) o qual tem altura de Fitting h — 1. Temos que Yoo (F2(G)) < Yoo (G). Por-
tanto, 1 (G) = 1(Co(4)).

[ |

Sob nossas hipoteses, temos que [G, A] é nilpotente e Cg(A) tem um subgrupo
normal nilpotente de indice no maximo m!. Como G = [G, A|Cs(A), o indice de R em G
¢ no méaximo m!. Pelo Lema , a ordem de vy, (R) é no maximo m. Podemos passar
para o quociente G//7,(R) e, sem perda de generalidade, assumir que R é nilpotente. Se

G = R, o resultado esté provado. Vamos assumir que R < G e usar inducao sobre o indice
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de R em G. Como |G, A] < R, segue que cada subgrupo de G contendo R é A-invariante.
Se T' é qualquer subgrupo normal proprio de G que contém R, por indugao, a ordem de
Yo (T) € m-limitada e o teorema segue. Assim, vamos assumir que G/R ¢ isomorfo a um
quociente de C(A) e, entdo, por ser simples, G/R tem ordem no maximo m.

Seja m = w(m!) o conjunto de primos até m e N = O/ (G). Temos que G/N é
um 7-grupo e N < F(G). Assim, pelo Teorema de Schur-Zassenhaus o grupo G tem um
m-subgrupo A-invariante K tal que G = NK. Seja Ky = O,(G).

Primeiro vamos supor que Ky = 1. Entao G é o produto semidireto de N por
K = Ck(A). Para um automorfismo a € A%, temos que [Cy(a), K| < 75 (Ca(a)), pois
as ordens de Cy(a) e K sdo coprimas. Agora, note que [Cy(a), K] ¢ um subgrupo de
Y0 (Cq(a)) e entao ele deve ser um m-grupo. Além disso, por ser um subgrupo de N, o
subgrupo [Cy(a), K| deve ser um 7’-grupo. Assim, devemos ter [Cy(a), K| = 1 para cada
a € A#. Como N é um produto de todos os centralizadores Cy(a), segue que [N, K| = 1.
Como Ky =1e K é um m-grupo, segue que K =1 e assim G = N é um grupo nilpotente.

De forma geral nao devemos ter necessariamente que Ky = 1. No entanto, con-
siderando o quociente G/Kj e levando em consideragao o paragrafo anterior, temos que
G = N x K. Em particular, 7, (G) = v, (K) e, sem perda de generalidade, podemos
assumir que G é um 7-grupo. Segue que o numero de primos divisores da ordem de R é
m-limitado e podemos usar inducao sobre esse nimero. Vamos agora provar o teorema
com a hipotese adicional de que G = G’ e em seguida faremos o caso geral.

Suponha que R seja um 7-grupo para algum primo p € 7. Note que se s é um
primo diferente de p e H é um s-subgrupo de Sylow A-invariante em G, entao, pelo Lema
3:3.7 temos Voo (RH) < 75(Ci(A)), pois RH & solavel.

Pelo Lema e do fato de G/R ser um grupo simples, temos que G/R é gerado
pela imagem de dois s-subgrupos de Sylow H; e Hs, onde s é um primo diferente de p.
Ambos os subgrupos RH; e RH, sao soluveis e A-invariantes, pois [G, A] < R. Portanto,
|R, H1] e [R, Hs| estao contidos em v, (Ce(A)).

Seja H = (Hy, Hy). Temos que G = RH e como G = G, segue que G = [R, H|H
e [R,G] = [R,H]. Temos que [R,H| = [R, H|[R, H2] e portanto a ordem de [R, H|
¢ m-limitada. Passando para o quociente G/[R, G|, podemos asumir que R = Z(G).
Assim, estamos na situagao em que G/Z(G) tem ordem no méaximo m e, pelo Teorema

de Schur-Baer [3.3.5] levando em consideragao que G = G’, concluimos que a ordem de G
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¢ m-limitada.

Agora suponha que w(R) = {p1,...,p:}, onde t = 2. Para cada ¢ = 1,...,¢ vamos
considerar o quociente /O, (G). O pardgrafo acima mostra que a ordem de G/O,, (G) é
m-limitada. Como ¢ também é m-limitado, o resultado segue.

Assim, no caso em que G = G’ o teorema esta provado. Agora vamos considerar o
caso em que G # G'. Seja G o ltimo termo da série derivada de G. O pararafo anterior
mostra que |GW| é m-limitada. Consequentemente, |v,(G)| é m-limitada, pois G/G©® ¢é
soltivel e G < 7, (@G).

Agora vamos assumir as hipoteses do Teorema[3.0.4] ou seja, A é um g-grupo finito
de expoente ¢ agindo por automorfismos sobre um ¢’-grupo finito G. Além disso, A tem
ordem pelo menos ¢* e |7,(Ca(a))| < m para qualquer a € A#. Queremos mostrar que
Yoo (G) tem ordem m-limitada.

Se A contém um subgrupo abeliano de ordem ¢3, o resultado segue do Teorema
. Logo, vamos assumir que todos os subgrupos de ordem ¢ sao nao abelianos. Além
disso, como A contém subgrupos de ordem ¢®, vamos substituir, se necessario, A por
um desses subgrupos e assumiremos que A ¢ um grupo extraespecial de ordem ¢3. Para
simplificar a notacao vamos denotar por B o centro de A, e como A é extraespecial temos
A = Z(A) e |Z(A)| = q. Note que B esta contido em todos os subgrupos de ordem
q®> de A e todos os centralizadores Cg(a), para a € A¥, sio B-invariantes e Cg(B) ¢é

A-invariante.

Lema 3.3.8 Sejam A; os subgrupos de A cujas ordens sao ¢° e contém B. Suponha que

G = |G, B]. Entao G ¢ gerado pelos subgrupos [Cg(a), B], onde a € A; — B.
Lema 3.3.9 O subgrupo |G, B] € nilpotente.

Prova: A demosntragao sera feita por contradi¢ao. Pelo Lema [3.3.3] o subgrupo
[G, B] é solavel. Suponha que G seja um contraexemplo de ordem minimal. Seja V/
um subgrupo normal minimal A-invariante de G. Temos que V' é um p-grupo abeliano
elementar e G/V é um r-grupo para um primo r # p. Vamos escrever G = VH, onde
H é um r-subgrupo de Sylow A-invariante de G tal que H = [H, B]. Pela minimalidade,
também temos V = [V, H], de modo que Cy(H) = 1.

Sejam A, ..., A 1 os subgrupos de ordem ¢? que contém B. Para cada a € A%,

vamos denotar por V, e H, os centralizadores Cy(a) e Cy(a), respectivamente. Temos
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que V, é normal em Cg(a). Seja E, = [H,, B]. Note que V,E, < F(Cg(a)), pois
[Ci(a), B] < F(Cg(a)). Pelo Lema [3.3.8 temos que H = (E,;x € A;\B) para qualquer
A;. Entao [Cy(A;), H] = 1 para qualquer A;. Como Cg(B) ¢ gerado pelos subgrupos
Ce(4;), obtemos que [Cy(B), H] = 1. Dai, pela minimalidade de G, temos que Cy (B) =
1. Note que E, centraliza Cy(a) para qualquer a € A% mas existe a € A¥ tal que E,
age nao trivialmente sobre V. Nosso objetivo é obter uma contradicao decorrente dessas
suposigoes.

Agora vamos considerar V' como um F,HA-moédulo e estender o corpo base a
um corpo finito que é um corpo de decomposicao para HA. Obtemos um kH A-mo6dulo
V=V ®r, k. Muitas das propriedades de V', mencionadas acima sao herdadas por V.
Em particular, Cy(H) = 0, e E, centraliza Cy(a), para qualquer a € A%.

Considere uma série nao refinavel de kH A-submoédulos
V=Vi>Vy>--->V,>V,4=0.

Seja W um dos fatores dessa série. Temos que W é um kH A-moéodulo irredutivel
nao trivial. Se ¢ € H age trivialmente em cada W descrito anteriormente, entao ¢ age
trivialmente sobre V, pois a ordem de H ¢é coprima com a caracteristica p do corpo k.
Portanto, sem perda de generalidade, podemos assumir que H nao centraliza W.

Pelo Teorema de Clifford [I.4.3, W ¢ a soma direta
W=Ww& oW,

das componentes de Wedderburn W; com respeito a H, as quais sao kH-moédulos tran-
sitivamente permutados por A. Além disso, sobre cada um dos W;, o centro de H é
representado por multiplicagao por escalar.

Vamos denotar por € o conjunto das componentes de Wedderburn {W7y, ... W;}.
Como H nao centraliza W, podemos escolher uma componente de Wedderburn W; sobre
a qual H age nao trivialmente. Entao, para obter uma contradicao é suficiente provar que

H age trivialmente sobre Wj.

Lema 3.3.10 Sejaac A. O subgrupo H age trivialmente sobre a soma das componentes
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em qualquer {a)-orbita reqular em Q.

Prova: Seja e € E, e considere a (a)-0rbita regular {W;, W7, ..., W']fl‘k1 }. Note que a ¢ B,
pois Cy(B) = 1. Seja A; = {a, B). Temos que |A;| = ¢*.

O elemento e deixa invariante todas as componentes W%, pois e € H. Por outro
lado, e fixa todo elemento da forma w; + w§ + --- + w?qil, o qual pertence a Cy (a).
Portanto, e age trivialmente sobre todas as componentes WJ‘-’i.

Agora note que, para cada x € A;\B, a (x)-orbita {W;, W¢, ..., Wfq_l} também é
regular, pois Cy(B) = 1 (cada componente W, deve ser B-invariante). Portanto, qualquer
elemento de E, age trivialmente sobre W);. Entao H age trivialmente sobre todas as
componentes V[/j“i, pois H é gerado pelos subgrupos E, tais que x € A;\B.

Pelo lema acima, temos que W = W, para qualquer a € A#. Recorde que A nao
é abeliano e B = A’ = Z(A). Seja A; um subgrupo de ordem ¢*> que contém B. Os
centralizadores Cg(z) tais que = € A;\B sao permutados por A, pois Cg(x)* = C(z?) e
z% = z[z,a]. Entdo Cy, (a) # 0 para qualquer a € A;\B, pois W, = (Cy, (x);x € A]\B)
e o subgrupos Cy, (z) sdo permutados por A.

Pela minimalidade, temos que [N, B] = 1 para qualquer subgrupo proprio normal
A-invariante N de H. Entao H é um r-grupo extraespecial, ou seja, H é um grupo
abeliano elementar ou tem classe de nilpoténcia 2, ¢ H' = Z(H) = ¢(H) é abeliano
elementar.

Para provar que H age trivialmente sobre W, é suficiente provar que cada subgrupo
E, age trivialmente sobre W;. Seja a € A* tal que E, nio age trivialmente sobre Wj.
Se E, nao ¢ abeliano, entdo E! < Z(H) e age trivialmete sobre Cyy, (a). Portanto E
age trivialmente sobre W) pois Z(H) age por multiplicacdo por escalar sobre Wj. De
fato, se E, ndo é abeliano, entdo E, nao é abeliano para qualquer x € {a, B)\B, pois
tais subgrupos sao permutados por A. Além disso, como Cy,(x) # 0 para qualquer
x € {a, B)\ B, temos que Z = (E!;z € {a, B)\B age trivialmente sobre W;. Como Z é um
subgrupo normal A-invariante de H, podemos fatorar por Z e assumir que E, é abeliano.
No entanto, nesse caso, B age livre de pontos fixos sobre W E, e entao, pelo Teorema de
Thompson [I.3.4] W1 E, é nilpotente, o que significa que E, age trivialmente sobre W7y, o

que é uma contradi¢ao e a prova estd completa.
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Lema 3.3.11 Se G ¢ soluvel, entao 7 (G) = v0(Cq(B)).

Prova: Vamos usar inducao sobre a altura de Fitting h de G. Suponha que G é me-
tanilpotente. Seja P um p-subgrupo de Sylow de 7,(G) e H um p’-subgrupo de Hall
A-invariante de GG. Pelo Lema temos que P = [P, H]. E suficiente mostrar que
P < 75 (Cg(B)). Desta forma, sem perda de generalidade podemos assumir que G = PH.
Agora observamos que v, (Cg(a)) = [Cp(a), Cx(a)] para qualquer a € A%.

Vamos provar que P = [Cp(B),Cy(B)]. Sejam Aj,..., A 1 os subgrupos de
ordem ¢* de A. Note que cada A; age trivialmente sobre v, (Cg(a)) para qualquer a € Afﬁ,
pois ¢ > m. Logo 7, (Cg(a)) < Cp(A4;) para qualquer a € Af Em particular, temos que
Yoo (Ca(B)) < Cp(A) pois v (Cg(B)) é A-invariante.

Primeiro vamos assumir que P é abeliano. Dados a,b € A;, temos
[[Cp(a),Cu(a)],Cu(b)] < [Cp(Ai), Cu(b)] < [Cp(b),Cu(b)].

Por outro lado, H = HbeA? Cu(b). Assim, o subgrupo N = [ [, _,x[Cp(a),Cu(a)]
¢ um subgrupo normal. Como N é A-invariante, temos que A age sobre G/N de tal forma
que Cg(a) é nilpotente para qualquer a € A#. Entdao G/N ¢é nilpotente pelo Lema m
Logo P = | [,c4#[Cp(a),Cy(a)]. Em particular, P = Cp(B).

Agora vamos assumir que P nao é abeliano e considerar a agao de B sobre P/®(P).
Pelo que vimos acima, P/®(P) = Cp(B)®(P)/P(P). Entao temos que P = Cp(B)®(P),
o que implica que P = Cp(B).

Temos que [B,P,H| = [P,H,B] = 1, pois P = Cp(B) é um subgrupo normal
de G e entdo [[H, B], P] = 1, pelo Lema dos Trés Subgrupos [1.1.13] Assim temos P =
[Cp(B),Cu(B)], pois H = Cy(B)[H, B].

Se G é um grupo solavel e sua altura de Fitting é h > 2, entao consideramos o
grupo quociente G/v,(F2(G)) que tem altura de Fitting h — 1 e 75 (F2(G)) < 75(G).
Portanto, por indugao, temos 7, (G) = v (Ca(B)). [

Recorde que, sob nossas hipoteses, |G, B] é nilpotente e Cg(B) tem um subgrupo
normal nilpotente de indice no maximo m!. Seja R o radical solavel de G. Como G =
|G, B]Cx(B), o indice de R em G é no maximo m!. Pelo Lema [3.3.11] temos que a ordem
de 75 (R) é no maximo m. Passando ao quociente G/, (R), podemos assumir, sem perda

de generalidade, que R é nilpotente. Se R = G, nao ha nada a provar. Entao vamos
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assumir que R < G e usar indugdo sobre o indice de R em G. Como [G, B] < R, segue
que cada subgrupo de G contendo R é A-invariante. Se T' é qualquer subgrupo préprio
normal de G contendo R, por indugao, a ordem de 7, (T") é m-limitada e o teorema segue.
Dessa forma, podemos assumir que GG/R é um grupo simples ndo abeliano. Sabemos que
G/R ¢ isomorfo a um quociente de C(B), e entao, sendo simples, G/R tem ordem no
maximo m.

Seja m(m!) o conjunto de primos até no maximo m. Seja N = OL(G). Temos que
G/N é um m-grupo e N < F(G). Pelo Teorema de Schur-Zassenhaus, o grupo G tem um
m-subgrupo A-invariante K tal que G = NK. Seja Ky = O,(G).

Suponha que Ky = 1, entdao G é o produto semidireto de N por K = Ck(A).
Para um automorfismo a € A%, temos que [Cy(a), K| < 7,(Cg(a)), pois Cy(a) e K tém
ordens coprimas. Por outro lado, [Cy(a), K] é um 7-subgrupo, por ser um subgrupo de
Y (Ca(a)). Concluimos que [Cy(a), K] = 1 para cada a € A#. Como N & o produto de
todos os centralizadores Cy(a), segue que [N, K] = 1. Como Ky =1 e K é um m-gupo,
temos que K =1 e entao G = N é um grupo nilpotente.

De maneira geral K, nao necessariamente precisa ser trivial. Contudo, conside-
rando o quociente G/Kj e levando em consideragao o paragrafo anterior, temos G =
N x K. Em particular, 7, (G) = v, (K), e, sem perda de generalidade, podemos asumir
que G é um 7-grupo. Segue que o numero de primos divisores da |R| é m-limitado e
podemos usar inducao sobre esse niimero. Primeiramente vamos demonstrar o teorema
adicionando a hipotese de que G = G'.

Suponha que R seja um p-grupo para algum primo p € w. Note que se s é um
primo diferente de p e H é um s-subgrupo de Sylow A-invariante de G, entao pelo Lema
temos Yoo (RH) < 75,(Cq(B)), pois RH ¢ soluvel.

Pelo Lema e do fato de que G/R é simples, temos que G/R é gerado pela
imagem de dois s-subgrupos de Sylow H; e Hy, onde s é um primo diferente de p. Ambos
os subgrupos RH; e RH; sao soluveis e B-invariantes, pois |G, B] < R. Logo [R, H{] e
[R, Hs] estao contidos em 74 (Ca(B)).

Seja H = (Hy, Hy). Temos que G = RH. Como estamos assumindo que G = G’,
segue que

G = [R,H]H e [R,G] = [R, H].

Temos [R, H| = [R, H1][R, H], entdo a ordem de [R, H] é m-limitada. Passando
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para o quociente G/[R, H], podemos assumir que R = Z(G). Pelo Teorema a
ordem de G’ também é m-limitada. Considerando que estamos assumindo que G = G’,
concluimos que a ordem de G é m-limitada.

Agora suponha que 7(R) = {p1,...,p:}, onde t > 2. Para cada i = 1,...,¢t,
considere o quociente G/O,, (G). Pelo paragrafo anterior, temos que a ordem de G/Oy (G)
¢ m-limitada. Como ¢ também ¢é m-limitado, o resultado segue.

Agora vamos considerar o caso em que G # G’. Seja G o wltimo termo da série
derivada de G. O paragrafo anterior mostra que |G| é m-limitada. Consequentemente,

V0 (G)| € m-limitada, pois G/GW ¢ solivel e GV < v, (G).
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CAPITULO 4

RESIDUAL NILPOTENTE DE GRUPOS FINITOS COM UM GRUPO
SUPERSOLUVEL DE AUTOMORFISMOS

No Capitulo 2, vimos que ao considerar a a¢do de um grupo diedral D = {«, )
sobre um grupo finito G de tal modo que Cg(af3) = 1, foi demonstrado em [29] que a
ordem e o posto de GG sao, respectivamente, limitados em funcao da ordem e do posto de
Ca(a) e Ca(P).

Recentemente, em [4] foi considerado o caso em que A é um grupo finito e M é um
subgrupo normal de A tal que todos os elementos em A\M tem ordem p. Supondo que
A age sobre um p’-grupo finito G de tal forma que Co(M) =1 e que Cg(x) € nilpotente
para todo x € A\M, foi provado que G é nilpotente.

O objetivo deste capitulo é estudar o residual nilpotente de grupos finitos admitindo
um grupo supersoluvel de automorfismos e obter novos resultados que generalizam os
teoremas apresentados nos artigos [29] e [4]. As generalizac¢oes destes resultados serdo

demonstradas como corolérios do seguinte resultado.

Teorema 4.0.1 Sejam A um grupo supersolivel e B um subgrupo normal de A, cuja
ordem € um primo q. Suponha que exista um conjunto de geradores xi,...,x; de A tais
que cada subgrupo A; = (B, x;) € um grupo de Frobenius ou um q-grupo abeliano elementar
de posto 2. Assuma que A aja coprimamente sobre um grupo finito G de tal forma que

Cn(B) ={Cn(A1),...,Cn(Ay)) para qualquer subgrupo N, de G, que é A-invariante .

a) Se Cq(x) € nilpotente para qualquer x € {Afﬁ, . ,AZ#}, entao G € nilpotente.
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b) Se vo(Ca(z)) tem ordem no mdximo m para qualquer x € {A¥,... A¥}, entio

Yoo (G) tem ordem (m, |Al])-limitada.

¢) Se v (Ca(x)) tem posto no mdzimo r para qualquer z € {A¥, ... A¥}, entio v, (G)

tem posto (r,|A|)-limitado.

Corolario 4.0.2 Seja D = {a, ) um grupo diedral gerado por duas involugoes o e f3.

Suponha que D age coprimamente sobre um grupo finito G de tal forma que Cg(af3) = 1.

a) Se 75(Ca(a)) € 70 (Ca(B)) tém ordem no mdzimo m, entio v.(G) tem ordem

(m, | D|)-limitada.

b) Se v (Ca(a)) e v (Ca(B)) tém posto no mdzimo r, entao v, (G) tem posto (r,|D|)-

limitado.

Corolario 4.0.3 Sejam P um p-grupo finito e M um subgrupo maximal de P. Assuma
que todos os elementos em P\M tém ordem p. Suponha que P aja sobre um grupo finito

G de tal forma que Cg(M) = 1.

a) Se v (Cq(x)) tem ordem no mdzimo m para qualquer x € P\M, entio v, (G) tem

ordem (m, | P|)-limitada.

b) Se Yo(Ca(z)) tem posto no mdximo r para qualquer x € P\M, entio v.(G) tem
posto (r,|P|)-limitado.

Note que quando consideramos um grupo diedral ou um p-grupo agindo coprima-
mente por automorfismos sobre um grupo finito GG, conforme mencionado nos corolarios
anteriores, o ponto importante é a forma como G é gerado. Em todos esses casos, as

hipoteses do Teorema sao satisfeitas.

4.1 Demonstracoes dos resultados técnicos

Ao longo desta segao, vamos assumir as hipoteses do Teorema [4.0.1 Vamos consi-
derar A um grupo supersolivel e B um subgrupo normal de A cuja ordem é um ntmero
primo ¢g. Suponha que exista um conjunto de geradores x1,...,z; de A de tal forma que
cada subgrupo A; = (B, x;) seja um grupo de Frobenius ou um ¢-grupo abeliano elemen-

tar de posto 2. Assuma que A aja coprimamente sobre um grupo finito G' de tal maneira
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que N = (Cy(4;),...,Cn(A;)) para qualquer subgrupo A-invariante N. Além disso,
assuma que G = PH onde P e H sao A-invariantes, P é um p-grupo normal e H é um

p/-grupo nilpotente. Note que Cg(B) = (Cg(A1),...,Cq(Ar)) pois Cq(B) ¢ A-invariante.

Lema 4.1.1 Seja FH um grupo de Frobenius com nicleo F' e complemento H. Se FH
age coprimamente sobre um grupo finito solivel G, entio G = Cq(F){(Cq(H”); f € F).
Se G € nilpotente, entao G = Ca(F) [ Cq(HY).

Prova: Como G é soluvel, podemos considerar uma série normal nao refinavel F H-
invariante

G=G1>G2>"'>G1§>Gk+1=1

tal que cada fator S = G;/G;1 € abeliano. Note que é suficiente provar que
CGi/Gi+1 (F)<CGZ (Hf)7 f € F>Gi+l/Gi+1 = Gi/Gi+17

isto &, Cs(F){Cs(H”); f € Fy = S. Assim podemos supor que G é um grupo abeliano.
Note que G = Cq(F)®|[G, F]. Logo, podemos considerar que G = [G, F']. Em particular,
podemos assumir que Cg(F') = 1. Dai o resultado segue do Lema

Agora considere que G é nilpotente de classe ¢. Se G é abeliano, entao é ime-
diato que G = Cg(F) [[cp Cg(HY). Assim podemos assumir que ¢ > 2 e usar indu-
cdo sobre a classe de nilpoténcia de G. Denote por N a imagem de qualquer subgrupo
N de G em G/Z(G). Pela hipétese de inducio, segue que G = Cg(F) erF Ca(HT).
Entdo G = Z(G)Co(F)[1er Cg(HT). Como Z(G) é abeliano, segue que Z(G) =
Cz)(F) [ fer Cz)(H'). Por outro lado, Cyc)(H') esta contido em Cg(HY) e no
centro de G. Portanto, G = C(F) []ep Ca(HY). |

O proximo lema é uma consequéncia imediata dos Lemas[1.3.6) e [£.1.1] pois P e H

sao nilpotentes.

Lema 4.1.2 Temos que Cp(B) = [[Cp(A;) e Cy(B) = [[Cu(A;). Além disso, para
qualquer i, temos P =[] _,#Cp(a) e H=1],_,# Crl(a).

Os proximos lemas sao usados para demonstrar a Proposigao [£.0.1] Suas demons-
tragoes usam as mesmas técnicas do Capitulo 3 e serao apresentadas aqui com as adap-

tagoes necessérias as hipoteses que estamos considerando.
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A partir de agora, vamos denotar por D o conjunto {A#, . ,Af&} e por |D¥| o

nimero de elementos de D#.

Lema 4.1.3 Se P € abeliano, entao [P,Cy(B)] estd contido em H[C’p(a), Cu(a)], onde

o produto é tomado sobre todo a € D¥ .

Prova: Pelo Lema , temos que Cy(B) = [[Cu(A;) e P = HaeA;# Cp(a) para cada
i. Pelo Lema 3.1.6] [P,Cu(B)] = [1[P,Cu(A;)]. Aplicando o Lema novamente e
usando o fato de que P ¢ abeliano, temos [P, Cy(4;)] = HaeA? [Cp(a), Cy(A;)] para cada
i. Em particular, [P,Cy(A;)] = ]_[aeA?a [Cp(a),Cy(a)]. |

Lema 4.1.4 Se [Cp(a),Cy(a)] = 1 para qualquer a € D¥, entdo [P, H] = 1.

Prova: Primeiro vamos considerar o caso em que P ¢ abeliano. Pelo Lema [.1.3] temos
[P,Cy(B)] = 1. Agora vamos mostrar que [Cp(B), H] = 1. Pelo Lema segue que
Cp(B) =[[Cp(A;) e H = HaeA;# Cp(a) para cada i. Como P ¢é abeliano, concluimos
que [Cp(B),H] = [[[Cp(A;), H]. Por outro lado, [Cp(A4;),Cx(a)] = 1 para qualquer
a € A¥. Entao [Cp(A;), H] = 1. Logo, [Cp(B), H] = 1.

O primeiro paragrafo mostra que Cp(B) < Z(G) e Cy(B) centraliza P. Se H é
abeliano, entao Cx(B) < Z(G). Logo, B age livre de pontos fixos sobre G/Z(G) e assim,
pelo Teorema de Thompson segue que G/Z(@) é nilpotente. Consequentemente, G
é nilpotente e, entdo, no caso em que P e H sdo nilpotentes, temos que [P, H| = 1.

Considere que H nao é abeliano. Pelo caso abeliano, segue que [P, Z(H)] = 1.
Considerando a a¢ao de H/Z(H) sobre P e argumentando por indu¢ao sobre a classe de
nilpoténcia de H concluimos que [P, H| = 1. Assim, no caso em que P é abeliano, o lema
esta provado.

Agora assuma que P ndo ¢ abeliano e considere a acdo de HA sobre P/®(P).
Pelo paragrafo anterior, [P, H] < ®(P). Entao P = Cp(H)[P, H] < Cp(H)®(P) e assim
concluimos que P = Cp(H) e [P, H| = 1. |

Lema 4.1.5 Seja P = [P, H]. Se |[Cp(a),Cx(a)]| = p* para qualquer a € D¥, entio

[{Cp(B)")| = p' onde t é um nimero (s, |D#|)-limitado.
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Prova: Note que pelo Lema[l.1.2/temos Cp(B) = [ [ Cp(4;), onde A; = (B, ;). Primeiro
vamos provar que a ordem de Cp(B) é uma poténcia de p tal que o expoente é um
ntimero (s, | D#|)-limitado. E suficiente mostrar que, para cada i, Cp(A;) tem ordem p’,
onde j é um ntmero (s, |D#|)-limitado. Para cada a € A; vamos denotar P, = Cp(a) e
H, = Cy(a). Temos que P, é normal em Cg(a). Seja D, = Cp,(H,) € D; = Ngea, Do O
indice de D, em P, é no maximo p°, pois |[Cp(a), Cy(a)]| = p°® e entdo o indice de D; em

Cp(A;) é no maximo p*l4il.

Tome 2 € D;. Considerando que H =[], _,# H,, deduzimos
que [z, H] = 1. Dai z = 1, pois P = [P, H|. Logo D; é trivial para cada i. Portanto
Cp(A;) tem ordem no maximo p*l4il, para cada i.

Como H =[], ,# Ha, segue que

Dai, |[Cp(A), H]| < pl, pois |[Cp(a),Cu(a)]| = p*. Pelo Lema [.1.2] temos que
Cp(B) = [[Cp(A;), entio [Cp(B), H] = [],[Cr(As), H]. Logo |[Cp(B), H]| < p?P"! e
assim [(Cp(B)?)| = p' onde t ¢ um ntmero (s, |D#|)-limitado.

Lema 4.1.6 Se [Cp(a),Cy(a)] tem ordem p* para qualquer a € D¥, entio [P, H] tem

ordem p?, onde j € um nimero (s,|D¥|)-limitado.

Prova: Podemos assumir que P = [P, H|. Primeiramente vamos provar que se N é um
subgrupo normal de P tal que [N, H] = 1, entdo N < Z(P). De fato, temos [P, N] < N e
assim, [P, [N, H|| = 1 e [H,[P, N]] = 1. Portanto, pelo Lema dos Trés Subgrupos [1.1.13]
temos [N, [P, H]|] = 1.

Note que |P| é limitada em termos de |P/P’| e da classe de nilpoténcia de P.
Primeiramente vamos limitar a classe de nilpoténcia de P.

Sejam M um subgrupo normal A-invariante de P e a € D#. Defina j,(P/M) =
[[Cp/m(a),Cu(a)]|. Se M for trivial, vamos escrever simplesmente j,(P). Defina k(P) =
Yuept Ja(P). Argumentando por indugao sobre k(P) vamos mostrar que a classe de
nilpoténcia de P é no méaximo 2k(P)+1. Note que o menor valor possivel para k(P) ¢ | D¥|
e esse valor ocorre se, e somente se, j,(P) = 1 para qualquer a € D¥. Se k(P) = |D#|,

o resultado segue do Lema [4.1.4] pois P = [P, H]. Suponha que k(P) > |D#|. Se P
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é abeliano, nao ha nada para provar, entao suponha que P nao é abeliano. Usando o
resultado do parégrafo anterior, temos [Z5(P), H| # 1. Assim, pelo Lema [£.1.4] segue
que [Czypy(a),Crla)] # 1 para algum a € D#. Portanto, k(P/Z5(P)) < k(P). Por
indugao, a classe de nilpoténcia de P/Zy(P) é no maximo 2(k(P)—1) + 1 e entdo a classe
de nilpoténcia de P é no maximo 2k(P) + 1.

Agora temos que provar que a ordem de P/P’ ¢ p/, onde j é um ntimero (s, |D#|)-
limitado. Em particular, sem perda de generalidade, vamos assumir que P é abeliano.

Pelo Lemad.1.50 subgrupo (Cp(B)) tem ordem p’, onde j é um ntimero (s, |D#|)-
limitado pois P ¢ abeliano. Assim, temos que (Cp(B)*) ¢ normal em G e entao podemos
passar ao quociente G /(Cp(B)f) e assumir, sem perda de generalidade, que Cp(B) = 1.

Pelo Lema , [P, C(B)] tem ordem menor ou igual a p*l” |, Logo ¢é suficiente
provar que [P, H] = [P,Cy(B)]. Suponha que H seja abeliano. Entao [P,Cy(B)] é
normal em G e passando ao quociente, podemos assumir que [P,Cy(B)] = 1. Assim
Ce(B) = Cg(B) pertence a Z(G) e G/Z(G) admite um automorfismo livre de pontos
fixos de ordem prima g. Pelo Teorema de Thompson[1.3.4] G/Z(G) é nilpotente. Portanto,
G ¢ nilpotente e [P, H]| = 1.

Suponha que H nao seja abeliano. Pelo paragrafo anterior, [P, Z(H)| = [P, Cyzm)(B)].
Note que [P, Z(H)] é normal em G, entao passando ao quociente G/[P, Z(H)] podemos
considerar a acado de H/Z(H) sobre P e argumentando por indugao sobre a classe de

nilpoténcia de H segue que [P, H] = [P, Cy(B)]. |

4.2 Demonstracao do Teorema |4.0.1

Agora vamos recordar as hipoteses do Teorema [4.0.1] A é um grupo supersoluvel
e B é um subgrupo normal de A, cuja ordem é prima. Existe um conjunto de geradores
xy,...,2; de A tais que cada subgrupo A; = (B, x;) ou é um grupo de Frobenius, ou é um
grupo abeliano elementar de posto 2 e A age coprimamente sobre um grupo finito G' de
tal forma que Cn(B) = (Cy(4;),...,Cn(A;)) para qualquer subgrupo A-invariante V.
Primeiro vamos provar o item (a): Se Cg(z) é nilpotente para qualquer z € {A#, LAY }
entao G é nilpotente.

Nosso argumento serd por contradicao. Como consequéncia da classificacao dos

grupos simples finitos, se B é um grupo de automorfismos de G cuja ordem é coprima
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com a ordem de G e Cg(B) é nilpotente ou tem ordem impar, entdao G é soluvel (veja
por exemplo [3T]). Assuma que G nao é nilpotente e seja G um contraexemplo minimal.
Sabemos que G é soluvel e assim G = PH, onde P é o tinico p-subgrupo abeliano elementar
normal minimal para um primo p e H é um ¢-subgrupo de Sylow abeliano A-invariante de
GG para primos g # p. Agora note que temos uma contradicao, pelo Lema [4.1.4. Portanto
G é nilpotente.

Agora vamos dar uma prova detalhada para o Teorema [4.0.1(c). A prova do
Teorema [4.0.1|(b) pode ser obtida por adaptagoes na prova do Teorema [4.0.1](c).

Assumindo as hipéteses do Teorema[4.0.1f(c) vamos considerar que r(7,(Cg(a))) <
r par qualquer a € D e queremos provar que r(7,(G)) é (r,|A])-limitado.

Suponha que G seja soluvel. Neste caso, Cg(a) tem altura de Fitting r-limitado
para qualquer a € D#, pelo Lema Logo G tem altura de Fitting (r,|A|)-limitado
e podemos usar indugao sobre h(G). No caso em que h(G) = 2, a prova é imediata pelo
Lema [4.1.6, De fato, sejam P um p-subgrupo de Sylow de 7, (G) e H um p’-subgrupo
de Hall A-invariante de G. Entao pelos Lemas e o posto de P = [P, H] ¢
(r,|A|)-limitado. Portanto o posto de 7, (G) é (r,|A])-limitado. Suponha que a altura
de Fitting de G é h > 2 e seja N = F5(G) o segundo termo da série de Fitting de G.
A altura de Fitting de G/70(N) é h — 1 € 75(N) < 7(G). Assim, por indugdo temos
que Yoo (G) /70 (N) tem posto (r,|A|)-limitado. Logo, o resultado segue pois, r(7,(G)) <
r(Yo0(G)/ o0 (N)) + £(7e ().

Agora vamos considerar o caso em que G nao ¢ soluvel. Lembre que \(Cg(a)) é
r-limitado para qualquer a € A* pela Proposicao , pois seus subgrupos soluveis tém
altura de Fitting r-limitado. Logo, A(G) é (r,|A|)-limitado e podemos usar indugao sobre
AMG).

Primeiramente vamos assumir que G = G’ e A\(G) = 1. Como G = G’ segue que
G/R(G) é um produto de grupos simples nao abelianos, onde R(G) é o radical solavel
de G. Pelo argumento acima, v, (R(G)) tem posto (r,|A|)-limitado. Podemos quocientar
por Yy (R(G)) e assimir que R(G) é nilpotente, isto ¢, que R(G) = F(Q).

Agora queremos mostrar que o posto de [F(G),G] é (r,|A|)-limitado. Note que
é suficiente considerar o caso em que F(G) = P, onde P é um p-subgrupo de Sylow de
F(G). Note que se s € um primo diferente de p e H é um s-subgrupo de Sylow A-invariante

de G, entdo r(v,(PH)) é (r,|A])-limitado, pois PH é solavel.

RODRIGUES, E. Mat — UnB


mailto: eliana.rodrigues@ifg.edu.br
http://www.mat.unb.br

4. Residual nilpotente de grupos finitos com um grupo supersolavel de
54 automorfismos

Pelo Lema [3.1.13] o quociente G/F(G) é um produto de um numero (r,|A|)-

limitado de subgrupos normais A-invariantes K; x --- x K, onde K; é um produto de
no maximo |A| grupos simples nao abelianos. Logo, sem perda de generlidade, podemos
assumir que G/F(G) é um produto de grupos simples ndo abelianos isomorfos. Usando
o Lema , podemos deduzir que G/P é gerado pela imagem de dois s-subgrupos de
Sylow H; e Hs, onde s é um primo diferente de p. Por outro lado, H; e Hy sao conjugados
de um s-subgrupo de Sylow A-invariante em G. Segue que [P, Hi] e [P, H] tém posto
(r,|A])-limitado.

Seja H = (Hy, Hy). Temos que G = PH. Como G = G’, segue que G = [P, H|H
e [P,G] = [P, H]. Pelo Lema temos [P, H| = [P, H,|| P, H2] e, portanto, o posto
de [P, H] é (r,|A|)-limitado. Passando ao quociente G/[P,G] podemos asumir que P =
Z(G). Entao estamos na situagdo em que G/Z(G) tem posto (r,|A|)-limitado. Pelo
Teorema o posto de G’ também é (r,|A|)-limitado. Levando em considerac¢ao que
G = G, concluimos que o posto de G é (r,|A|)-limitado.

Agora vamos considerar o caso em que G # G’. Seja G o tltimo termo da série
derivada de G. O argumento do paragrafo anterior mostra que r(G?) ¢ (r,]A|)-limitado.
Consequentemente, (7, (G)) é (r, | A|)-limitado pois G/G® é soltvel e 7, (GV) < 74 (G).
Isto prova o teorema no caso particular em que A(G) < 1.

Assuma que A(G) = 2. Seja T' um subgrupo caracteristico de G tal que \(T) =
AMG) — 1 e MG/T) = 1. Por indugao, o posto de v,(T") é (r,|A|)-limitado. Como
MG /70(T)) =1 o resultado segue, pois r(V,(G)) < r(G/75(T)) + (7 (T)).

4.3 Demonstragoes dos Corolarios

Prova do Corolario : Seja D = {«, 5) o grupo diedral gerado por duas
involugoes o e 8. Suponha que D aja coprimamente sobre um grupo finito G de tal
forma que Cg(af) = 1. Foi mostrado no Teorema que N = Cy(a)Cyn(pB) para
qualquer subgrupo D-invariante N. Seja F' = (a/3). Se |F| é prima, entao pelo Teorema
de Thompson temos que G é nilpotente. Assuma que |F'| ndo é um ntimero primo.
Dessa forma, podemos considerar um subgrupo normal B de D cuja ordem é prima
e entdao D/B age sobre Cg(B). Logo, Cg(B) = Ceoyn)(a)Coyp)(8). Em particular,
definindo A; = (B, «a) e Ay = (B, 3), temos que A; e As sao grupos de Frobenius se |B)|
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¢ impar ou um 2-grupo abeliano elementar se |B| = 2 e entdao podemos escrever Cg(B) =
Co((B,a))Cq({B, 8)). Além disso, note que, por indugao sobre |D|, temos |7, (Cq(B))|
¢ (m, |D|)-limitada, pois D/B age sobre Cg(B) e F'/B age livre de pontos fixos sobre
Cu(B). Portanto, temos que Cg(a) tem ordem (m,|D|)-limitada para a € {A¥ A¥}.
Assim, pelo Teorema segue que Yy (G) tem ordem (m, |D])-limitada.

Prova do Corolario [4.0.3} Sejam P um p-grupo finito e M um subgrupo maxi-
mal de P. Assuma que todos os elementos em P\M tém ordem p. Suponha que P age
sobre um grupo finito G de tal forma que Cg(M) = 1. Note que no caso em que |P| = p?
o subgrupo maximal M tem ordem p e age livre de pontos fixos sobre G. Entao, pelo
Teorema de Thompson [I.3.4] G é nilpotente. Assim, sem perda de generalidade, vamos

assumir que |P| > p3.

Seja Z um subgrupo de ordem p de Z(P) n M e denote por X
o conjunto P\M. Para qualquer x € X, vamos denotar por B, o p-subgrupo abeliano

elementar Z{z). Temos que B, é um p-grupo abeliano elementar de ordem p? e que

B,\Z c X.
Lema 4.3.1 Temos que G = {Cg(z); v € X).

Prova: Vamos provar por indugao sobre |P|. Se |P| = p?, entao P é um p-grupo abeliano
elementar. Dai, ¢ imediato que G = (Cg(z); x € X).

Agora suponha que |P| = p" > p3. Seja x € X e considere o p-subgrupo abeliano
elementar B,. Entao, G = (Cg(a); a € B, \{1}). Como B,\Z < X, é suficiente provar que
Cq(Z) é gerado por pontos fixos de elementos de X. Por outro lado, o subgrupo Cg(Z) é
P-invariante e entdao admite a a¢ao natural pelo p-grupo P/Z. Além disso, M /Z age livre
de pontos fixos sobre Cg(Z). Portanto, o resultado segue por indugao pois |P/Z| = p™~ 1.
|

Como uma consequéncia do lema acima, temos que Cg(Z) = (Ce(B:); = € X).
Além disso, note que |5 (Ca(Z))| é (m, | P|)-limitada por indugao sobre | P|, pois P/Z age
sobre C(Z) e M/Z age livre de pontos fixos sobre C;(Z). Note que Cg(z) tem ordem
(m, |P|)-limitada para todo a € {B#;x € X}, dai pelo Teorema [4.0.1] segue que 7., (G)

tem ordem (m, |P|)-limitada.
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CAPITULO 5

RESIDUAL NILPOTENTE DE GRUPOS FINITOS COM UM GRUPO DE
FROBENIUS DE AUTOMORFISMOS

No Capitulo 2 vimos que ao considerar a agao de um grupo de Frobenius F'H sobre
um grupo finito G de tal forma que Cp(G) = 1 e C(H) ¢ nilpotente, foi mostrado em
[16] que G' também é nilpotente. Em [2], foi demonstrado que sob as mesmas hipoteses,
se Cq(H) é nilpotente de classe ¢, entdo a classe de nilpoténcia de G é limitada em fungao
de c e da ordem de F'H. Lembrando que quando F'H nao é supersoluvel nao é possivel
limitar a classe de nilpoténcia em termos do Cg(H) e da classe ¢, pelo Exemplo 5.10 em
[16].

Neste capitulo vamos estudar o residual nilpotente de grupos finitos admitindo um
grupo de Frobenius de automorfismos e generalizar o resultado apresentado em [2].

Vamos provar o seguinte teorema.

Teorema 5.0.1 Seja FFH um grupo de Frobenius com nicleo F' e complemento H. Su-

ponha que FH aja sobre um grupo finito G de tal forma que Co(F) = 1. Entdo:
a) Vo (G)| € limitada em termos da |H| € |7,(Ca(H))|;

b) o posto de v, (G) € limitado em termos da |H| e do posto de ., (Cq(H)).

5.1 Demonstracao do resultado técnico

O proximo resultado foi demonstrado em [19].

RODRIGUES, E. Mat — UnB


mailto: eliana.rodrigues@ifg.edu.br
http://www.mat.unb.br

5. Residual nilpotente de grupos finitos com um grupo de Frobenius de
58 automorfismos

Lema 5.1.1 Sejam p um primo, P um p-grupo finito e QQ um p’-grupo de automorfismos

de P.
a) Se |[P,q]| < m para todo q € Q, entao |Q| e |[P, Q]| sao m-limitadas.
b) Ser([P,q]) < m para todo q € Q, entao r(Q) e r([P,Q]) sao m-limitados.

Agora vamos demonstrar a seguinte proposicao técnica, a qual é o principal resul-

tado dessa secao.

Proposicao 5.1.2 Seja FH um grupo de Frobenius. Suponha que FFH aja sobre um q-
grupo Q) para algum primo q. Seja V. um F,QF H-modulo irredutivel, onde IF,, € um corpo
de caracteristica p que nao divide |Q|. Suponha que F aja livre de pontos fixos sobre
o produto semidireto VQ. Se |[Cv(H),Cqo(H)]| = p*, entao |[V,Q]| = p* onde t é um

nimero (s, |H|)-limitado.

Primeiro vamos fazer algumas observagoes. Sem perda de generalidade podemos
assumir que V = [V,Q]. Pelo Lema [1.3.6(a) temos que V = Cy(Q) & [V,Q]. Entao
Cy(Q) = 0. Pelo Teorema de Clifford, V' é a soma direta

V=10 -V

das componentes de Wedderburn V; com respeito a @), as quais sao [F,Q)-modulos tran-
sitivamente permutados por F'H. Vamos denotar por {2 o conjunto das componentes de
Wedderburn {Vi, ..., V;}. Vamos dividir a prova em uma sequéncia de passos.

(1) Podemos assumir que Q) age fielmente sobre V.

Prova: Suponha que Ker(Q em V) # 1 e seja Q = Q/Ker(Q em V). Pelo
Lemma M(d) temos que C5(F) = 1 e Co(H) = Cg(H). Entdo [[Cv(H),Cq(H)]| =
[Cv(H),Cg(H)]| e assim podemos assumir que @ age fielmente sobre V. |

(2) Podemos assumir que Q = {c*') para qualquer elemento 1 # ¢ € Cyq)(H) de
ordem prima q.

Prova: Como Z(Q) é um subgrupo F' H-invariante, temos que Co(H) N Z(Q) # 1
pelo Lema[2.1.4] Entdo escolhemos um elemento nao trivial ¢ € Co(H)n Z(Q) cuja ordem
¢ q. Considere (¢ = (¢}, o subgrupo minimal F'H-invariante contendo ¢. Como V ¢é

irredutivel, temos que V = [V, {c!")]. Entao podemos assumir que Q = {c/"). |
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(3)V =[V,c|-[V,c']---[V,c/"] onde n é um nimero (s,|H|)-limitado.

Prova: Como Ker(Co(H) em Cy(H)) = Ker(Cgo(H) em V') temos que Cg(H)
estd imerso no grupo de automorfismos de [Cy(H),Co(H)]. Pelo Lema [5.1.1], Co(H)
tem posto s-limitado, e assim pelo Lema temos que @ tem posto (s, |H|)-limitado.
Logo, existe um ntimero n que é (s, |H|)-limitado tal que Q = {c,c/*,... c¢/*). Entao,

pelo Lema [3.1.5] o resultado segue. |

(4) A proposi¢ao seque.

Prova: Pelo item (3) é suficiente limitar |[V,¢]|. Seja €; uma F-orbita de Q e
W = > eq, U. Note que [W,c] # 0, pois caso contrario terfamos [W" c] = 0 para todo
h e H e portanto [V, c] = 0. Além disso, note que [W,c] = > ;q [U, c].

Seja U € € tal que [U,c] # 0. Entdo Cy(c) = 0 e assim Cyn(c) = 0 para cada
he H. Além disso, U" = [U", c] para cada h € H.

Seja Hy o estabilizador de §2; em H. Primeiro vamos supor que H; = 1. Entao

Staby(U) = 1 e portanto a soma X =Y, _,, U" & direta. Dai,

Cx(H) = {Z " s we Ul

heH

Segue que |U] = [Cx(H)|. Como Cx(H) = [Cx(H),c] < [Cv(H),Cq(H)], obtemos que

s|H|

|U| ¢ no maximo p° e entdo |X| = |Cx(H)|*l ¢ no maximo p De fato, provamos que

cada componente U tal que [U,c| # 0 produz um elemento de [Cy(H),Cg(H)]. Entao
W, c]| = Yeq, I[U, c]| € no maximo p* e assim [[V, ¢]| ¢ no méximo p*I1.

Agora suponha que H; seja um subgrupo proprio nao trivial de H. Afirmamos que
H, tem exatamente uma orbita nao regular em €.

Sejam S = Stabpp,(U) e Fy = F nS. Temos que |F : Fi| = || = |FH, : S| e
assim |S : Fy| = |Hy|. Como (|Fy|,|H:|) = 1, existe um complemento Sy de F} em S com
|H;| = |S1|. Entao passando, se necessario, a um conjugado de U em (2, podemos assumir
que S = F1Hy, ou seja, U é Hi-invariante. Agora considere = € F e 1 # h € H; tais que
U = U®. Temos [h,z] € F| e assim Fix = Fia" = (Fyz)". Isso implica a existéncia
de um elemento g € Fiz n Cp(h). Agora a acao de Frobenius de H; em F' implica que
x € Fy. Ou seja, para cada x € F\F; temos Staby, (U”) = 1. Isso prova a afirmagao.

Agora se Staby, (U) = Hy, entdo |U| = |Cy(Hy)|"!, pelo Teorema (a), pois
Stabpy, (U) = F1H; é um grupo de Frobenius e Cy(Fy) = 1. Se Staby, (U) = 1, entao a
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soma X1 = Y, . U" é direta. Dai,

Cx,(H)) ={ ), v" : velU}.

hGHl

s

Como no paragrafo anterior, obtemos que |X;| = |Cp(H;)[H#1l. Agora, seja T' um trans-

versal de Hy; em H. Neste caso,

Cy(H) = {dv' : veCw(H)}

teT

Temos |[Cy (H), c]| = Xer [Cw (Hy), ]| e entao |[Cw (Hy), ¢]| ¢ no méaximo p®. Portanto

s|H1

[[W, c]| ¢ no maximo p*I1l e consequentemente |[V, ¢]| é no méaximo p*I#1. |

5.2 Demostracao do Teorema |5.0.1

Agora vamos dar uma prova detalhada para o Teorema M(b) A prova do
Teorema [5.0.1)(a) pode ser obtida por adaptagdes na prova do Teorema [5.0.1f(a).

Vamos assumir as seguintes hipoteses. Seja F'H um grupo de Frobenius com niicleo
F e complemento H. Suponha que F'H aja sobre um grupo finito G de tal forma que
Cq(F) = 1. Além disso, assuma que G = PQ onde P e () sao subgrupos F' H-invariantes
tais que P é um p-grupo normal para um primo p e () é um p’-grupo nilpotente. Se
[Cp(H),Co(H)]| = p*, entao vamos provar que |v,,(G)| = p' onde ¢ ¢ um namero (s, | H|)-
limitado. Note que v, (G) = [P, Q].

Considere uma F'H-série normal nao refindvel

P=P>P>-->PFP.>PFP,,=1.

Note que os fatores P;/P;;; sdo abelianos elementares. Seja V' = P,. Como
Cv(Q) =1, temos que V = [V, @Q]. Podemos também assumir que ) age fielmente sobre
V. Pela Proposigio [5.1.2] obtemos que |V| = p/, onde j é um ntmero (s, |H|)-limitado.
Agora vamos provar que k < s. Seja S = Pi/P11. Se [Cs(H),Cqo(H)] = 1, entao
[S,Q] = 1 pelo Lema Como Cp(Q) = 1, concluimos que cada fator contém uma
imagem nao trivial de um elemento de [Cp(H),Co(H)]|. Entao, £ < s e podemos usar

indugao sobre k para obter um namero (s, |H|)-limitado ¢ tal que |[P, Q]| = p".

RODRIGUES, E. Mat — UnB


mailto: eliana.rodrigues@ifg.edu.br
http://www.mat.unb.br

5.3. Consideragoes Finais 61

Observamos que, até agora, as demonstracoes de vérios dos resultados que limitam
a classe de nilpoténcia necessitam passar ao recurso das algebras de Lie. Neste sentido,
ressaltamos que nossos resultados generalizam alguns desses teoremas sem passar pelas

algebras de Lie.

5.3 Consideracoes Finais

Ao longo deste trabalho, vimos que quando um grupo A age por automorfismos
sobre um grupo finito G de modo que Cg(A) = 1 podemos obter algumas informagoes
sobre a estrutura de GG, uma vez conhecidas algumas propriedades de A.

Além dos resultados ja apresentados ao longo desses capitulos, e uma vez que no
Teorema conseguimos limitar a ordem de GG apenas em funcao das ordens de H e
Yo(Ca(H)), e o posto de G apenas em fungao da ordem de H e do posto de 7., (Ce(H)), a
pergunta que surge naturalmente é se é possivel melhorar o resultado do Corolario [4.0.2)]
ou seja, se é possivel demonstrar o seguinte resultado.

Problema: Seja D = {a, ) um grupo diedral gerado por duas involugdes a e f3.

Suponha que D aja sobre um grupo finito G de tal maneira que Cg(af) = 1. Entao:

a) a ordem de 7, (G) € limitada em termos das ordens de v, (Cg()) € 75 (Ca(B));

b) o posto de 74 (G) € limitado em termos do posto de Y4, (Ca(a)) € Yoo (Ca(5)).
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LISTA DE SIMBOLOS

Um grupo.

Centralizador de H em G.

Normalizador de H em G.

n-ésimo termo da série derivada de G.
n-ésimo termo da série central inferior de G.
Subgrupo de G.

Subgrupo Normal de G.

Yy lay.

Comutador de H e G

Corpo com p elementos.

Ordem de G.

Indice de H em G.

Subgrupo gerado pelos elementos do conjunto X.
Subgrupo de Frattini de G.

Produto dos m-subgrupos normais de GG, onde 7 é um conjunto de pri-
mos.

Altura de Fitting de G.
Subgrupo de Fitting.
n-ésimo termo da série de Fitting de G.

O conjunto dos elementos nao triviais de A
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