N

Universidade de Brasilia

Instituto de Ciéncias Exatas

Departamento de Matematica

Algebras de Lie restritas apenas infinitas
por
Hercules de Carvalho Bezerra

Orientador: Prof. Dr. Victor Petrogradskiy

Brasilia

2023



Universidade de Brasilia
Instituto de Ciéncias Exatas

Departamento de Matematica

Algebras de Lie restritas apenas
infinitas

por
Hercules de Carvalho Bezerra

Tese apresentada ao Departamento de Matemdtica da Universidade de Brasilia como parte

dos requisitos necessdrios para obtencao do grau de

DOUTOR EM MATEMATICA

DIA 27 de Fevereiro de 2023

Comissao Examinadora:

Prof. Dr. Alex Carrazedo Dantas - Membro (MAT-UnB)

Prof. Dr. Victor Petrogradskiy - Orientador (MAT-UnB)

Prof®. Dra. Dessislava Hristova Kochloukova - Membro (UNICAMP)

Prof. Dr. Ivan Shestakov - Membro (USP)

Prof. Dr. Igor dos Santos Lima - Suplente (MAT-UnB)

L*Q autor foi bolsista CAPES e CNPq durante a elaboracdo deste trabalho.



Aos meus pais e a minha esposa,



Agradecimentos

- Primeiramente agradecgo aos meus pais, por todo apoio emocional e financeiro durante
todo esse processo. Espero ser motivo de orgulho e um dia poder retribuir um pouco por
todo o apoio que me deram.

- Agradego em especial a minha esposa Thamires Pontes. Obrigado por ter sido tao
paciente, dedicada e compreensiva. Este trabalho nunca seria possivel se vocé nao estivesse
do meu lado me apoiando a todo momento.

- Agradeco ao meu orientador, professor Victor Petrogradskiy, por ter aceitado me
orientar, pelas dicas de como escrever, pela paciéncia, e por todos os ensinamentos neste
periodo.

- Agradeco também aos professores Alex Carrazedo Dantas, Dessislava Kochloukova,
Ivan Shestakov e Igor dos Santos Lima, por aceitarem compor a banca da avaliacao deste
trabalho e contribuir para sua melhora.

- Aos professores, servidores e todos os demais funcionarios do Departamento de Ma-
teméatica da UNB, meus sinceros agradecimentos.

- Agradeco também aos amigos que fiz neste periodo em Brasilia e que de alguma
forma me ajudaram nessa caminhada.

- A CAPES e ao CNPq, pelo apoio financeiro durante a elaboracio deste trabalho.



Resumo

Neste trabalho, construimos exemplos andlogos aos grupos de Grigorchuk e Gupta-
Sidki, que desempenham um papel importante na teoria de grupos moderna, pois sao
exemplos naturais de grupos periddicos finitamente gerados autossimilares, no campo das
algebras de Lie restritas.

Em 2021, Petrogradsky e Shestakov construiram um exemplo de uma superdlgebra
de Lie apenas infinita (), 3-gerada, sobre um corpo arbitrario, que da origem a um fecho
associativo, uma superalgebra de Poisson, e duas superalgebras de Jordan. Devido a
forma como essas cinco superalgebras foram construidas, foi possivel obter uma base
monomial clara para essas algebras, além de estudar sobre a estrutura, crescimento e
outras propriedades de cada uma delas.

Neste trabalho, construimos uma dlgebra de Lie (restrita) L, sobre um corpo de ca-
racteristica positiva p, que da origem a um fecho associativo A, e uma algebra de Poisson
P. Apresentamos no trabalho as seguintes propriedades: L e A sao N3-graduadas por
multigrau em seus geradores. Exibimos uma base monomial de L e mostramos que L e
A tém crescimento polinomial lento. Também provamos que a algebra de Lie L é apenas
infinita, L tem Nj-graduacgio com componentes no méximo uni-dimensionais, além disso
a &lgebra de Lie restrita L, é uma dlgebra nil. Mostramos que os pontos do reticulado Z?
correspondentes aos componentes das Z3-graduacoes de L, A, e envelopante restrita sem
unidade u = u(L), pertencem a um sélido do tipo paraboloide de rotagdo. Usando esta
observagao provamos que L, A, e u sao somas diretas de duas subalgebras localmente nil-
potentes e existem infinitas dessas decomposicoes. Chamamos L, A e P édlgebras fractais
pois elas contém infinitas cépias delas mesmas.

Palavras chave: Algebras de Lie, algebras de Lie restritas, algebras autossimilares,
algebras nil, dlgebras graduadas, graduacoes finas, p-grupos, crescimento, dlgebras de

Poisson.



Abstract

In this work, we build examples analogous to Grigorchuk and Gupta-Sidki groups,
which play an important role in modern group theory as they are natural examples of
self-similar finitely generated periodic groups, in the field of restricted Lie algebras.

In 2021, Petrogradsky and Shestakov constructec an example of just infinite, 3-generated,
Lie superalgebra () over an arbitrary field, which gives rise to an associative closure, a
Poisson superalgebra, and two Jordan superalgebras. Due to the way these five superal-
gebras were constructed, it was possible to obtain a clear monomial basis, in addition to
study the structure, growth, and other properties of each one of them.

Now, we construct a (restricted) Lie algebra L, over a field os any positive characteristic
p, which gives rise to an associative closure A, and a Poisson algebra P. We present in the
work the following properties: L and A are N3-graded by multidegree in the generators.
We exhibit a monomial basis of L, and show that L and A have slow polynomial growth.
We also prove that the Lie algebra L is just infinite, L has N3-grading with at most one-
dimensional components, in addition that the restricted Lie algebra L, is a nil algebra.
We show that the lattice points of Z3 corresponding to Z3-graded components of L, A
and the restricted enveloping algebra without unit « = u(L), belong to a paraboloid type
body of rotation. Using this observation we prove that L, A and u are direct sum of two
locally nilpotent subalgebras and there are infinitely many such decompositions.

We call L, A and P fractal algebras because these contain infinite copies of themselves.

Keywords: Lie algebras, restricted Lie algebras, self-similar algebras, nil-algebras,

graded algebras, fine gradings, p-groups, growth, Poisson algebras.
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Introducao

Citaremos alguns resultados que motivaram a construcao dos nossos exemplos.

0.1 O problema geral de Burnside

O problema geral de Burnside faz o seguinte questionamento: Um grupo periddico
finitamente gerado € finito?

A resposta para esta questao, a primeira vista, parece ser afirmativa, ja que existe uma
quantidade finita de geradores para o grupo e cada um destes geradores tem ordem finita.
Porém, muitos outros episddios na hitéria da matematica nos levam a duvidar de nossa
intuicao. A primeira resposta negativa foi dada por Golod e Shafarevich, que provaram
que, para cada primo p, existe um p-grupo infinito, finitamente gerado. O trabalho é
baseado em uma famosa construgao de uma familia de dlgebras nil associativas finitamente
geradas de dimensao infinita, veja [18]. Esta construgdo também garante exemplos de
algebras de Lie L finitamente geradas, de dimensdo infinita, tais que (adz)™®¥)(y) = 0,
para quaisquer x,y € L, onde o corpo € arbitrario. Jacobson questiona se uma algebra de

Lie restrita L finitamente gerada é necessariamente finita quando cada elemento x € L é

e

algébrico, isto é, quando cada = € L é raiz de um p-polinémio f, ,(z) = aoz?"+aqx +
...+ a,,x. Uma resposta negativa é dada pelo caso em que o corpo tem caracteristica
positiva p, pois obtém-se uma algebra de Lie restrita L finitamente gerada de dimensao
infinita cuja p-aplicacao é nil, ou seja, o L 0 para todo x € L. A construcao de Golod
fornece algebras associativas nil de crescimento exponencial. Lenagan e Smoktunowicz

construiram &lgebras associativas nil de crescimento polinomial, veja [31]. Para ler mais

sobre as dlgebras e os grupos de Golod-Shafarevich, veja [15, 71].
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0.2 Grupos de Grigorchuk e Gupta-Sidki

Grigorchuk fez uma construcao direta e elegante de um 2-grupo infinito gerado por 3
elementos de ordem 2, que pode ser melhor compreendida lendo [20]. O grupo consiste
em transformagoes do intervalo [0, 1] do qual sdo removidos nimeros racionais da forma
{k/2"0 < k < 2" n > 0}. Gupta e Sidki fizeram uma construcao direta de um p-grupo
infinito com 2 geradores de ordem p, veja [23]. Esse grupo foi construido como subgrupo
de um grupo de automorfismos de uma arvore regular infinita de grau p.

Os grupos de Grigorchuk e Gupta-Sidki sao respostas negagivas para o problema
geral de Burnside, além de responderem problemas importantes na teoria de grupos. Por
exemplo, uma conjectura de Milnor menciona que grupos de crescimento intermediario
[21] ndo existem, o que foi respondido negativamente com os grupos de Grigorchuk e suas
generalizacoes, que foram os primeiros exemplos de grupos com crescimento intermediario.
A construgao de Gupta-Sidki também resulta em grupos de crescimento subexponencial,
veja [16]. Os grupos de Grigorchuk e Gupta-Sidki sao autossimilares, [40]. A seguir
falaremos sobre a existéncia de andlogos aos grupos de Gupta-Sidki e Grigorchuk para

outras estruturas algébricas.

0.3 Algebras associativas nil graduadas autossimila-
res

O estudo dos grupos mencionados na se¢ao anterior influenciou a investigacao acerca de
anéis de grupo e outras édlgebras associativas relacionadas, [66]. Surgiram entao algebras
associativas autossimilares definidas por matrizes de maneira recorrente, [5]. Sidki sugeriu
dois exemplos de algebras de matrizes associativas autossimilares, [67]. Uma familia mais
geral de dlgebras com as mesmas caracteristicas foi introduzida em [52]. A partir dessa
familia, que generaliza o segundo exemplo de Sidki, [67], é possivel obter exemplos de
algebras de Lie restritas de Fibonacci em termos de matrizes autossimilares, [52]. Relem-
bremos de que uma algebra é dita localmente nilpotente se toda subalgebra finitamente
gerada ¢ nilpotente. As dlgebras associativas autossimilares construidas em [52] sdo ainda
somas de duas subdlgebras localmente nilpotentes A = A, & A_.

Porém, os analogos dos grupos de Grigorchuk e Gupta-Sidki devem ser algebras associ-
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ativas autossimilares nil, para que se possam produzir novos exemplos de grupos periodicos
finitamente gerados. Tais exemplos ainda nao sao conhecidos. Problemas em aberto na

teoria de élgebras de dimensao infinita podem ser vistos em [72].

0.4 Algebras de Lie restritas nil

Mencionamos que exemplos analogos naturais aos grupos de Grigorchuk e Gupta-Sidki
nao existem para algebras associativas. Para algebras de Lie restrita, felizmente existem.
Petrogradsky construiu um exemplo de uma algebra de Lie restrita de dimensao infinita
L, sobre um corpo de caracteristica 2, gerada por dois elementos, denominada dlgebra de

Lie restrita de Fibonacci, [45]. Seja char L = 2 e seja R = K[t;|i > 0]/(t?]i > 0) um anel

de polinémios truncado. Fazendo 0; = a%, 1 > 0, sao definidas duas derivagoes de R:
v =01 +to(0r +t1(05 + t2(0s + t3(05 + t4(06 + - -+ ))))), (1)
vy = 0y +11(03 + t2(0s + t3(05 + t4(F + -+ +))))- (2)

Essas derivagoes geram uma &lgebra de Lie restrita L = Lie, (vi,v2) C Der R e uma
algebra associativa A = Alg(v1,v3) C End R. Bergman mostrou que a dimensao de
Gelfand-Kirillov de uma algebra associativa ndo pode pertencer ao intervalo (1,2) [29].
Isso, porém, nao é valido para algebras de Lie. A dimensao de Gelfand-Kirillov de uma
algebra de Lie finitamente gerada pode ser qualquer ntmero pertencente ao intervalo
{0} U[1, +o0] [43].

Uma propriedade interessante de L é que ela possui uma p-aplicagao nil, [45], o que é
analogo a periodicidade dos grupos de Grigorchuk e Gupta-Sidki. Porém, nao se sabe se
a sua envoltéria associativa A é uma algebra nil, mas Petrogradsky e Shestakov provaram
uma afirmacao mais fraca. As dalgebras L e A sao somas diretas de duas subalgebras

localmente nilpotentes [51]:
L:L+@L_7 A:A+@A_ (3)

Existem exemplos de algebras associativas de dimensao infinita que sao soma direta
de duas subélgebras localmente nilpotentes, [28, 13]. No caso em que o corpo possui
caracteristica prima arbitraria, Shestakov e Zelmanov sugeriram um exemplo de uma

algebra de Lie restrita finitamente gerada com uma p-aplicagao nil, [64].
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Um exemplo de algebra de Lie restrita nil p-gerada L foi estudado em [56]. Neste
exemplo, para qualquer p primo, temos uma decomposigao (3) em somas diretas de duas
subdlgebras localmente nilpotentes. A desvantagem destes exemplos é a dificuldade em
efetuar computagoes.

Observe que apenas o exemplo original tem uma clara base monomial, [45, 51], di-
ferentemente de outros exemplos onde os elementos da algebra de Lie sao combinacoes
lineares de monomios. Trabalhar com tais combinacoes lineares pode envolver processos
técnicos que apresentam certa dificuldade, [64, 56]. Em [47], uma familia continua de
algebras de Lie restritas nil de crescimento lento com bases monomimais satisfatorias é

construida.

0.5 Algebras de Lie sobre um corpo de caracteristica
Zero

No caso em que o corpo tem caracteristica zero, nao existem analogos naturais dos

grupos de Grigorchuk no campo das algebras de Lie, devido ao seguinte resultado.

Teorema 0.5.1. (Martinez e Zelmanov, [36]) Seja @La uma dlgebra de Lie sobre

acl
um corpo K de caracteristica zero e graduada por um grupo abeliano I'. Suponha que as

sequintes condi¢oes sao satisfeitas:
(i) Existe d > 0 tal que dimg L, < d para todo o € T';
(ii) Todo elemento homogéneo a € L,, a € I', € ad-nilpotente.

Entao L € localmente nilpotente.

0.6 Superalgebras de Lie graduadas fractais

Petrogradsky construiu exemplos de superalgebras de Lie andlogas aos grupos de Gri-
gorchuk e Gupta-Sidki em caracteristica arbitraria, [46]. Esses exemplos sdo também
analogos a algebra de Lie restrita de Fibonacci e a outras algebras de Lie autossimila-
res ja mencionadas anteriormente. Nas superalgebras de Lie construidas, os elementos

homogéneos com respeito a Zs-graduacao sao ad-nilpotentes, o que configura como uma
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propriedade andloga a periodicidade dos grupos de Grigorchuk e Gupta-Sidki. Ambas
as algebras sao autossimilares e, em particular, contém infinitas cépias de si mesmas.
Portanto, gracas a essa propriedade, dizemos que essas algebras sao fractais. Segue a
descri¢ao do primeiro exemplo de [46] :

Seja A = Alz;, y;]¢ > 0] uma algebra de Grassmann nas infinitas varidveis x;, y;,7 > 0.
Considere os seguintes elementos impares na superdlgebra de Lie das superderivagoes

W(A):

a; = Op; + Yi%i(Op, s + Yir1Tis1 (O, + Yir2Ti2(On g +-+7))), 120

bi = ayi + $iyi(ayi+1 + Tip1Yiv1 (ayi+2 + xi+2yi+2(ayi+3 +oee )))7 P> 0

Define-se entao a superalgebra de Lie R = Lie (ag, by) C W(A) e sua envoltéria asso-
ciativa A = Alg (ag,bg) C End A. A superalgebra R é autossimilar e possui crescimento
lento (GKdim R ~ 1,44). Além disso, R = Ry @ Ry é nil graduada.

Petrogradsky e Shestakov construiram uma superalgebra de Lie fractal sobre um corpo
arbitrario, que da origem a uma superalgebra associativa, uma superalgebra de Poisson e
duas superalgebras de Jordan, [55]. Estas dlgebras sdo andlogas aos grupos de Grigorchuk
e Gupta-Sidki nas respectivas classes das dlgebras. O fato principal inédito é que nos
desenvolvemos novas construgoes que produzem superalgebras de Poisson e Jordan nil-

graduadas.

0.7 Algebras de Lie restritas nil de crescimento lento
e crescimento oscilante

Petrogradsky construiu, para um corpo de caracteristica arbitraria, uma familia L(Z)
de dlgebras de Lie restritas 2-geradas de lento crescimento polinomial (GKdim L(Z) < 2)
com uma p-aplicagao nil, onde = é uma infinita tupla de inteiros positivos, [47], a saber,
GKdim L(Z) < 2 para todas as tais algebras. Essas dlgebras sdo construidas através
de derivacoes de uma algebra de infinitas poténcias divididas §2. A &lgebra de Lie L e
sua envoltéria associativa A C End () sao Z?-graduadas pelo multigrau em relagao aos
geradores. Além disso, se a tupla Z é periddica, entdo L(Z) é autossimilar.

Como caso particular, foi construida uma familia continua de algebras de Lie restritas

nil ndo isomorfas L(Z,), o € RT, com crescimento muito lento. A saber, elas possuem
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dimensao de Gelfand-Kirillov igual a 1, mas o crescimento nao ¢ linear. As envoltdrias
associativas A tém dimensao de Gelfand-Kirillov 2, mas o crescimento nao é quadratico.
A virtude desses exemplos é que eles possuem bases monomiais explicitas.

Petrogradsky construiu exemplos de dlgebras de Lie restritas, que tém p-aplicacao
nil e crescimento oscilando intermedidrio, [48], semelhante aos exemplos de grupos de
crescimento oscilando intermediario de Kassabov e Pak e usando exemplos de dlgebras de

Lie restritas construidas especialmente por ele [49].

0.8 Algebras de Poisson

Algebras de Poisson foram introduzidas em 1976 por Berezin [8], veja também Vergne
[70] (1969).

Algebras de Poisson aparecem naturalmente em diferentes areas da algebra, topologia
e fisica. A nogao de superalgebra de Poisson livre foi sugerida por Shestakov, [62]. Usando
algebras de Poisson, Shestakov e Umirbaev resolveram um problema de longa data sobre
automorfismos de Nagata do anel polinomial em trés varidveis Clx,y, z]; eles provaram
que este é selvagem, [65]. Propriedades algébricas diferentes das dlgebras de Poisson livres

foram estudadas por Makar-Limanov, Shestakov e Umirbaev [33, 34, 63].



Capitulo 1

Definicoes basicas

Neste capitulo iremos definir os objetos principais deste trabalho, como dlgebras de Lie
e algebras de Lie restritas, além de citar, sem demonstracao, alguns resultados preliminares
de fundamental importancia para o entendimento do texto. Nos nossos exemplos, o corpo
base serd denotado por K. Iremos ainda utilizar a notacao (X), para o subespaco linear

gerado por um subconjunto X de um espago vetorial sobre K.

1.1 Algebras de Lie e algebras de Lie restritas

Definicao 1.1.1. Uma dlgebra de Lie ¢ um espaco vetorial L sobre um corpo K, com
uma opera¢ao bilinear L X L — L, denotada por (z,y) — [x,y] e chamada de colchete ou

comutador de x ey, que satisfaz os sequintes ariomas:

(L1) [z,y] = —[y, x| para todos x,y € L (anticomutatividade);

(L2) [x, 1y, 2] + ly, [z, al] + [z, [, 9]l = 0 (29,2 € L)

Caso char K # 2, a anticomutatividade do colchete de Lie garante que [z,z] = 0
para todo x € L. Quando char K = 2, incluimos essa condi¢ao nos axiomas da defini¢ao
anterior. Neste trabalho, colchetes de grandes comptimentos serao sempre normados a

direita, da seguinte forma: [x,y, 2] = [z, [y, 2]].

Definigao 1.1.2. Dado x € L, definimos o operador adjunto adx : L — L por ad z(y) =
[z,y]. Denotamos [z*,y] := (adz)*y, z,y € L. Se (adz)" = 0 para algum inteiro positivo

n, dizemos que o elemento x € L ¢é ad-nilpotente.

15
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Dada uma algebra associativa A, ao definirmos em A o produto comutador
[-T,y]:-'ﬂy_yfﬂ, .T,yEA,

o espaco vetorial A torna-se uma algebra de Lie, denotada por A(-). Desta forma, a
cada algebra associativa associamos uma algebra de Lie. Por outro lado, a cada algebra
de Lie L, podemos associar uma algebra associativa com identidade, chamada dlgebra

envelopante universal, que definiremos a seguir.

Definicao 1.1.3. Seja L uma dlgebra de Lie sobre um corpo K. Uma dlgebra envelopante
universal é um par (U,1), onde U é uma dlgebra associativa unitdria sobre K e i : L —
U ¢ um homomorfismo de dlgebras de Lie com a propriedade universal:

Se A ¢ uma dlgebra associativa unitdria qualquer sobre K e o : L — A ¢ um homo-

morfismo de dlgebras de Lie, entao existe um unico homomorfismo de dlgebras associativas

¢:U — A tal que p(1y) =14 e poi=o0.

Para qualquer que seja a algebra de Lie L, um par (U, ) definido como acima existe
e é Uunico, a menos de isomorfismos. A demonstracao deste fato pode ser encontrada em
[25]. Mostraremos a seguir uma construgao do par (U, i), que pode ser feita utilizando o
conceito de dlgebra tensorial. Inicialmente, vamos definir o produto tensorial de espagos

vetoriais.

Definicao 1.1.4. Dados dois espacos vetoriais A e B sobre um mesmo corpo K, o produto

tensorial entre A e B € um espaco vetorial A ® B sobre K com uma operagao bilinear
®:AxB— A® B,

denotada por (a,b) — (a @ b) e que satisfaz a condi¢do: se {a;|i € I} e {bjlj € J} sao
bases de A e B, respectivamente, entdo {a; ® b;li € I,j € J} € uma base de A® B.

Agora podemos definir o produto tensorial entre algebras.

Definicao 1.1.5. Sejam A e B duas dlgebras sobre um mesmo corpo K. O produto
tensorial A ® B € a dlgebra cujo espaco € o produto tensorial dos espacos A e B, e o

produto ¢ definido por

(a1 & bl) . (ag X bQ) = 102 X blbg, a; € A,bl € B.
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Com a definicao acima, podemos considerar o produto tensorial entre n copias de uma
dlgebra A (ndo necessariamente unitdria) sobre um corpo K. Denotemos T°(A) = K,

TYA)=Aepor T"(A) = A®---® A o produto tensorial entre n copias da algebra A.

Definigao 1.1.6. Seja A um espago sobre um corpo K. A dlgebra tensorial de A € a

dlgebra associativa unitdria T(A) = @T”(A).
n=0

Agora, através do conceito de algebra tensorial, podemos construir uma algebra enve-

lopante universal (U, i) de uma dlgebra de Lie L sobre um corpo K. Considere o quociente
UL)=T(L)/(z®@y —y®@z—[z,y]|lv,y € L),

onde T'(L) é a élgebra tensorial do espago vetorial L. Se 7 : T'(L) — U(L) é o homomor-
fismo canénico e i = 7|, : L — U(L) é a sua restri¢ao a L, entdo o par (U(L),) constitui
uma algebra envelopante universal para L.

Abaixo, enunciamos o famoso Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt, que fornece uma
base para a algebra envelopante universal U(L) a partir de uma base ordenada arbitraria

da algebra de Lie L. Frequentemente, esse teorema é referido abreviadamente por PBW.

Teorema 1.1.7. Seja {z;|i € I} uma base arbitrdria da dlgebra de Lie L, onde I € um

conjunto ordenado de indices. Os monomios

{zi, - ai|in < ... <lin,ij € I,n >0}

constituem uma base para a dlgebra envelopante U(L).

Definicao 1.1.8. Uma dlgebra de Lie L sobre um corpo K de caracteristica p > 0 € dita
uma dlgebra de Lie restrita (ou p-dlgebra de Lie) se em L estd definida uma operagdo

undria x — x| x € L, denominada p-aplicacdo, que satisfaz os sequintes axiomas:
(i) o)l = \Palll N e K, v € L;

(ii) ad (zP)) = (ad2)?, x € L;

p—1
(iii) (z + y)P! = 2P 4 4P 4 Zsi(x,y), para quaisquer x,y € L, onde is;(x,y) € o
i=1
coeficiente de t'"' no polinémio ad (tx + y)P~'(x) € L|t].
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Note que, se A é uma &algebra associativa sobre um corpo K de caracteristica p > 0,
entdo a aplicacdo = — P, x € A, satisfaz os trés axiomas acima, o que é uma motivacao
para essa definicao. Além disso, podemos ainda definir o comutador sobre os elementos
de A por [z,y] = zy — yx e com isso obter uma algebra de Lie restrita.

O Axioma (7i7) por vezes é de dificil aplicagao nas computagoes. Portanto, utilizaremos

a seguinte versao:

—_

(o + 9P = 2 4y 4 (ady? ) (@) + 3 sila. ), (1)

%

||
N

onde s;(x,y) envolve comutadores que contém i letras x e p — 1 letras y.
A seguir, definimos um homomorfismo respeitando a estrutura algébrica de uma
algebra de Lie restrita. Com esta definicao, podemos definir dlgebra envelopante uni-

versal restrita.

Definicao 1.1.9. Sejam L e H dlgebras de Lie restritas sobre um mesmo corpo K. A

aplicacao f : L — H é um homomorfismo de dlgebras de Lie restritas se:

(i) f(l,yle) = [f (), f(y)]u:
(i) f(zPlr) = f(2)lPlm | para quaisquer x,y € L.

Definicao 1.1.10. Seja H uma dlgebra de Lie restrita. A dlgebra envelopante universal
restrita de H é um par (u,i) onde u é uma dlgebra e i : H — u(™) € uma aplicacdo entre
algebras de Lie restritas, satisfazendo a sequinte propriedade universal:

Dada qualquer dlgebra A e qualquer aplicacdo de dlgebras de Lie restritas f : H —

A | existe uma tnica aplicacio de dlgebras g : u — A tal que f = g oi.

O préximo teorema, é uma versao do Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt para algebras
envelopantes restritas. Afirma que dada uma base ordenada qualquer de uma algebra de

Lie restrita L, podemos obter uma base para u(L).

Teorema 1.1.11. Para qualquer base {x;|i € I} de uma dlgebra de Lie restrita L, onde

I € um conjunto ordenado de indices, os monomios

{aft - afmliy < .. <0< a; <p—1,n>0}

11

constituem uma base para a dlgebra envelopante restrita u(L).
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1.2 Algebras graduadas

Definicao 1.2.1. Sejam A uma dlgebra sobre um corpo K e G um grupo. Entao A € dita
uma dlgebra G-graduada se existe uma decomposicao em espacos vetoriais

A=A,

geG

onde os subespagos A, satisfazem AyA;, C Agn, para todos g,h € G. Os subespagos A,

sao chamados de componentes homogéneas da graduacao.

Dado g € G, qualquer elemento a € A, é chamado homogéneo e denotamos da seguinte
forma dega = ¢g. Pela definicao de graduacao, qualquer elemento x € A pode ser escrito

de forma tnica como soma finita

x:ng, xy € Ay

geG

Definigao 1.2.2. Dizemos que uma G-graduacao de uma dlgebra A = @ Ay € fina se nao
geG
existem um grupo H e uma graduacio A = @ Ay, tal que para qualquer 0 # Ay, h € H,
heH

eviste g € G tal que A, C Ay e alguma inclusao é propria.
Em particular, se todas as componentes A,, g € GG, sao no maximo unidimensionais,

obtemos uma graduacao fina.

Defini¢ao 1.2.3. Um subespago V- C A € chamado de subespago graduado (ou subespago

homogéneo) se

V=PV nA4,).

gelG

Uma subdlgebra de A é dita graduada se esta é um subespaco graduado.

Definigao 1.2.4. Sejam A = @ AjeB = @ By duas dlgebras G-graduadas. Um homo-
geG geG
morfismo (isomorfismo) de dlgebras f : A — B € chamado um homomorfismo(isomorfismo)

de dlgebras graduadas se f preserva a estrutura da graduagdo, ou seja, f(A,) C By, para

todo g € G.
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1.3 Crescimento de algebras e dimensao de Gelfand-

Kirillov

Seja K um corpo. Uma K-algebra unitaria finitamente gerada A com conjunto gerador
{ai,...,an} tem um subespago gerador de dimensao finita V(o espago vetorial gerado por
ai,...,a,;) de modo que cada elemento de A é uma combinagao linear de mondémios
formados com os elementos ay, ..., a,. Se V? = K, e paran > 1, V" denota o subespaco

gerado por todos os monémios em aq, ..., a, de comprimento n, entao

A= D A,
n=0

onde A, ;= K+ V +V?+...4V,. Note que, em geral, a fungao dy(n) = dimg (A,) é
mondtona crescente e é utilizada para distingao entre K-dlgebras , entretando dy depende
do subespago gerador V. Esta dependéncia pode ser removida introduzindo a seguinte

relacao de equivaléncia:

Definicao 1.3.1. Seja ® o conjunto de todas as funcoes f : N — R, as quais sdao
eventualmente mondtonas crescentes e que assumem apenas valores positivos, ou seja,

para as quais existe ng = no(f) € N, tal que
fn)eR" e f(n+1)> f(n), Vn>n,.

Dadas f,g € ®, temos que f <* g se, e somente se, existem c¢,m € N tais que

f(n) < cg(mn),

para quase todo n € N. Denotamos que f ~ g se e somente se f <* g e g <* f. Para

f €, aclasse de equivaléncia G(f) € ®/ ~ € chamada de crescimento de f.

O préximo lema garante que o crescimento de uma K-dlgebra finitamente gerada
nao depende da escolha particular de um subespaco gerador de dimencao finita V. A

demonstragao deste lema pode ser vista em [29].

Lema 1.3.2. Seja A uma K-dlgebra finitamente gerada com subespagos gemdores de

dimensao finita Ve W. Seva(V,n) e ya(W,n) denotam as dimensoes de Z Vie Z W,

1=0 1=0
respectivamente, Entao G(ya(V,n)) = G(ya(W,n)).
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Definicao 1.3.3. Seja A uma K-dlgebra finitamente gerada, e seja V' um subespaco
gerador de dimensdo finita para A. Entao G(A) := G(va(V,n)) é chamada crescimento

de A.

Sabe-se que o crescimento exponencial é o maior crescimento possivel para algebras
associativas e algebras de Lie finitamente geradas. Uma fungao de crescimento é compa-
rada com funcoes polinomiais n¥, k € R*, ao se computar a dimensao de Gelfand-Kirillov,

definida a seguir

Defini¢ao 1.3.4. Seja A uma dlgebra associativa (ou de Lie). A dimensdo de Gelfand-
Kirillov de A € definida por

GKdim (A) = sup lim log, v4(V,n) = lim log, v4(V,n),
n—oo

vV n—o

onde o supremo € tomado sobre todos os subespacos de dimensao finita V de A.

Pelo Lema 1.3.1, para uma K-algebra finitamente gerada B com subespagco gerador de

dimensao finita V', o crescimento de B independe da escolha particular de V. Portanto,
GKdim (B) = lim log,, v4(V,n).
n—oo
Definimos também a dimensao de Gelfand-Kirillov inferior

GKdim(B) := inf lim log,, v4(V,n) = lim log, va(V,n),

V n—oo n—00

onde o infimo é tomado sobre todos os subespacos de dimensao finita V' de A.

Sejam L uma algebra de Lie e X C L. Denotamos por Lie (X) a subdlgebra de
L gerada por X, incluindo a aplicacao quadratica no caso char K = 2. Se L é uma
algebra de Lie restrita, denotamos por Lie, (X) a subélgebra restrita de L gerada por X.
Semelhantemente, se X é um subconjunto de uma &algebra associativa A, denotamos por

Alg (X)) C A a subélgebra associativa gerada por X.

1.4 Algebra de Lie das derivacoes especiais

Suponhamos que char K = p > 0. Usando a notagdo I = {0,1,2,...} e N, =

{0,1,...,p— 1}, consideremos a dlgebra polinomial truncada

A = Klzili € 1)/ (i € I).
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Seja NII, o conjunto de fungoes com um niumero finito de valores nao nulos. Para o € NII,,

denotamos |a| = Zai ex® = H:c? € A. O conjunto {z*|a € NJ} é claramente uma
iel iel

base de A. Consideremos o ideal AT gerado por todos os elementos z%, o € Né, la] > 0.

Denotemos por 0; = % 1 € I, as derivacgoes parciais de A. Introduzimos a denominada

;"

dlgebra de Lie das derivacoes especiais de A:

o
W(A) =49 ) ZAa,ijai Aaji; € K ij €1

aeN] =1 i

E essencial que a soma para cada z%, o € Né, seja finita. Sobre dlgebras das derivagoes
especiais veja [57, 59, 50].

Monoémios acima na forma x;, - - ~xik£ sao chamados derivadas puras.
J

Lema 1.4.1 ([51]). Para nimeros complexos arbitrdrios a; € C, i € N, existem gra-

duagoes nas dlgebras A, W(A) tais que wt (x;) = —a;, wt (0;) = a;.

1.5 Algebras de Poisson

Defini¢ao 1.5.1. Um espago vetorial A munido com duas operagoes bilineares, - e {,},

se chama dlgebra de Poisson se
1) (A,-) € uma dlgebra associativa com unidade;
2) (A, {,}) € uma dlgebra de Lie;

3) Essas operagoes respeitam a regra de Leibniz

{a,b-c} ={a-b} -c+a-{bc}, a,b,c € L.

Exemplo 1.5.2. Seja A = K[z1,...,Zm,Y1,---,Ym] 0 anel polinomial com operacao as-

sociativa comutativa reqular. Consideramos o produto de Lie definido por
{:L‘zvyj}:(sz]a {xlax]}:{ylay]}zov Zajzlavm
A dlgebra A munida com estes dois produtos € uma dlgebra de Poisson.

Exemplo 1.5.3. Seja L a dlgebra de Lie com uma base {z;|i € I}. Consideramos a

dlgebra envelopante U(L) com filtra¢io {U,(L)|n > 0} onde U, € o espago gerado por
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produtos com no mdzrimo n elementos de L. A dlgebra associada graduada
=D UL/ U (L),
n>0

¢ uma dlgebra isomorfa ao anel polinomial S(L) = K|x;|i € I]. Definimos colchetes nos
geradores

{@i,z;} = [z, 24] € L.

Obtemos a dlgebra de Poisson chamada dlgebra simétrica de L.



Capitulo 2

Resultados principais

Neste capitulo, listaremos os principais resultados obtidos acerta dos exemplos es-
tudados no texto. Construimos um analogo ao exemplo de Petrogradsky, Shestakov e
Zelmanov, [56], mas nossas construgoes e computagoes sdo “mais lindas”. Nossa cons-
trucao é um analogo direto das superalgebras de Lie fractais sugeridas e estudadas por

Petrogradsky e Shestakov [55].

2.1 A algebra de Lie L

Consideremos um corpo K de caracteristica positiva p e a dlgebra polinomial truncada

definida da seguinte forma:
A = Klz;|i > 0]/(«]i > 0).

Consideramos o conjuntos dos geradores dessa algebra, e as respectivas derivadas

parciais {z;,0;]t > 0} C End A. Temos as seguintes relagoes
0, xi] =1, [0;,0;] = [z, 2;] =0, i#7. (2.1)
Dentre as derivacoes desta dlgebra, destacamos os seguintes elementos:
vi = 0+l 2l (Givs + 2l 5y (Ovs + g a7 (9 +..))), 020, (2.2)

A esses elementos v; € Der A damos o nome elementos pivo. Estes elementos podem ser

escritos na seguinte forma recursiva:
— p—1_p—1 ;
Vi = 01 + T; Ty Vigs, 1 > 0. (23)

24
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Definimos a dlgebra de Lie L := Lie (vg,v1,v2) C Der A, a élgebra de Lie restrita

L, := Lie, (vg, v1,v9) e sua envoltéria associativa A := Alg (vg, v1,vy). Estabelecemos as
D p \Y0, Y1, 0, V1,

seguintes propriedades principais das algebras L, L,, A, e da dlgebra envelopante restrita

sem unidade u(L).

i)
ii)

iii)

iv)

vi)

vii)

viii)

ix)

No Capitulo 3, obtemos relacoes bésicas entre os elementos de L e L,,.

Uma base da algebra de Lie Lie (vg,v1,v2) é composta por monémios standard de
primeiro tipo (Teorema 3.2.2). Uma base da dlgebra de Lie restrita Lie, (vg, v1, v2)
¢ formada pelos monomios standard de tipos 1 e 2 (Corolério 3.2.3). Entao, temos

bases nitidas.

No Capitulo 4, introduzimos funcoes peso wt, swt; e swto, que sao aditivas em
produtos de monomios. No caso p € {2,3,5,7}, usamos também fungoes de peso

reais torcidas wtq, wto.

Obtemos uma Nj-graduagao para a dlgebra L, a dlgebra de Lie restrita L,, e para
sua envoltoria associativa A (Teorema 4.5.1), e.g:

L= @ L(n1,n2,n3)7 A= @ A(m:”?»”?r)'

ni,n2,n3>0 ni,n2,n3>0

Encontramos limitagoes para os pesos dos monomios de L e A (Segbes 5.1 e 8.2).
Na representacao geométrica, os monoémios de L e A estdao em uma regiao do tipo

paraboloide de rotagao ou em uma regiao do tipo funil retangular (Segoes 5.3 e 7.3).

GKdim L = GKdim L = log, p € (1,65, 2) (Teorema 5.2.1), temos o mesmo valor

para Ly (vo, v1, v2).
GKdim A = GKdim A = 2log, p € (3,3, 4) (Teorema 8.2.2).

No Capitulo 6, mostramos que a Nj-graduacao de L tem componentes no maximo

uni-dimensionais. Entao a Nj-graduacao é fina.

Existe limite que é igual a parte dos pontos do reticulado Z* C R3 dentro do

paraboloide de rotacdo (ou funil retangular) ocupados pelas componentes nao-nulas

de L (Teorema 5.3.5).

No Capitulo 6, provamos que L é uma dlgebra apenas infinita (Teorema 6.2.2) e néo

hereditariamente apenas infinita.
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xi)

xii)

xiii)

xiv)

Provamos que a algebra de Lie restrita Lie, (vg, v1,v2) € nil (Teorema 7.2.1).

Determinamos um paraboloide de rotacao (ou funil retangular) a qual pertencem

os pontos da algebra envelopante restrita sem unidade (Teorema 8.3.3).

Mostramos que as algebras: &lgebra de Lie (restrita) L, envelopante associativa
A e envelopante restrita sem unidade u = u(L), sdo somas de duas subdlgebras

localmente nilpotentes (Teorema 8.5.1).

No Capitulo 9, definimos algebras de Poisson P e P determinadas pela algebra de
Lie L e estudamos suas propriedades. Mostramos que existe uma filtracao de A = A
tal que grfl = Poisson ([:), onde L é a algebra de Lie com base que consiste nos

monomios standard de 3 tipos.



Capitulo 3

Base monomial da algebra de Lie L

3.1 Relacoes entre os elementos pivo

Antes de discutir relagoes entre elementos da dlgebra L = Lie (vg, v, v2), fazemos uma

pequena observacao:
Observacao 3.1.1. Identificamos cada elemento x; € A com o endomorfismo:
Lo, : A — A
definido por l,,(q) = x;q, ¥Yq € A. Desta forma, {x;,0;|i > 0} C End A.
Valem as seguintes relacoes:
o rv; =xwy, Oy =x;0;, 0,05 = 0;0;, sei# j;
o 17 =0"=0, para i > 0;
e Oix; —x;0; =1, para i > 0.
Vejamos agora como os elementos pivo agem sobre as varidveis comutativas.
Lema 3.1.1. As sequintes relacoes valem:
o v,(zx) =0, se k <n;
o v,(xy) =1, sek=n;
o v, (zp) = 20l Fngoat sal L Bpma®t a7y o, sek=n+ 31, 1> 1;
o v,(x;) =0, se k>n ek#n (mod 3).

27
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Demonstracao. No primeiro item, temos que
vn(wr) = (O + a2ty (O + 28350034 (O + ) (k) = 0.
Pois nenhuma das derivadas tem indice k. No segundo item temos que:
(O + a3 vns) (24) = (8n) () + (2 2] G vnss) () = L.
Para o terceiro item, temos que:

On (1) = (O + 22 2P (Opys + .+ $n+3l 3xn+317 (Onast +--2) - ) (Tpas)

_ p—1,.p-1; p—1_p-—1 p—1
=T, Ty 1Tni2T 3T g - Tnadie 4xn+3l 3Tn431-2-

E, finalmente, para o tltimo item temos que:
vn () = 0.

Pois o nenhum indice das derivadas coincide com k.

m
Agora veremos como se relacionam os elementos pivo da dlgebra de Lie L = Lie (vg, vy, v).
Lema 3.1.2. Sao vdlidas as sequintes relagoes para 1 > 0:

i) [vi,vi1] = :Cfflﬂfflfviw;

ZZ) ["Uz', Uz’+3] =0;

iii) [vi, viga] = —ab b al al 2uys;
w) [VF,vi] = —2l Lo,
79 Yitl i+1 Yit+3-

Demonstragcao. Note que:

_ p—1_p—1 p—1_p—1
Vi, Vipa] = [0 + Ty 1 Vig3, Oip1 + Ty Ty o V4]
_ p—1_p—1 p—1_p—1 p—1_p—1 p—1_p—1
= [0, 01| + [0h, w3 0 o Vipa] + (27 2y Wiy Opa] + [T 201 Wiy T4 U400 Viga)
_ p—1_p—1 _ p—1_p—2 _ .p—1 7P~ 2
= —[0i41, 7} Lit1 vips] = —(p — 1)x; Lip1 Vi3 = xy Liy1Vits-

O que prova o primeiro item. Desde que L = Lie (vg, v1,v2) é uma algebra de Lie, segue
que:

(3, vigs] = [0 + 2 2l viys, vigs] = 0,
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O que prova o segundo item. Utilizando entao os itens i) e ii) temos:

[F, viea] = (ad v [vs, vina] = (ad )Ml 2l virs) = (p = Dlalfvies = —afJviss.

Provando assim o quarto item. Por fim, para provar iii), temos que:

_ p—1_p—1 p—1,_p—1_p— p—1,_p—1

Vi Viga] = 05 + a7 @i O + 27 w34, xz+3 5’51+4 Vit6: Oia + Tip Ty 3 Vigs)
_ r.p—1 p 1 —1 1 - p—1 p—1 p—1 p—2
= [z} Liy1 Oit3, T} Lito wz+3“i+5] = -} Lip1Tiq0T543Vits-

Lema 3.1.3. A sequinte relacdo vale para 1 > 0:

= (adwi1)"*[vir, o] = (advi)P 2 (@l Foigs)
= (p — 2)lvits = viys,

pois a agao sobre v;; 3 pela poténcia do fator ;1 da zero (veja o Item i) do Lema 3.1.2)

-1
Portanto, [v}, v} ] = —viy3. O

O lema a seguir mostra como calcular o colchete de Lie entre dois elementos pivo

quaisquer, generalizando os itens do Lema 3.1.2.

Lema 3.1.4. Para quaisquer inteiros i,k > 0, temos:

Z) [Uia Ui+3k] = O;

.. _ p—l p—1 4 p—l p—1 A p—1 p—2 .
i) [vi, Vigaps1] = (2] z+1xl+2 i+3k73xi+3k72xi+3k—l)xi+3kxi+3k+1vi+3k+3a

m) [Uia Uz'+3k+2]
p— -1 -1

— Lp=1s o p—l p—1 5.
= —(7} L1 Tit2 xi+3k73xi+3k72xz+3k—1) z+3kxz+3k+1xz+3k+2xz+3k+3vl+3k+5
Demonstragao. Caso (i):

[V5, Vigsr) = [0; + @}~ ! f+1 (O3 + .o 4 h(5)vigsr), Vigsr]

_ .p—1 2P~ 1- pfl p—1 ~ _
=27 T it Tihan_aTiyar—oLitak—1[Vitrsk, Vivar] = 0.
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Caso (ii):
_ p—1_p—1- p—1 p—1 -
[Uu Ui+3k+1] =T; T Tig2-- 'xi+3k_3$i+3k_2$i+3k71[Ui+3k7 Vi43k+1
_ (P11 p—14 p—1 p—1 s p—1 p—2 )
= (v] @i Tiga - xi+3k73xi+3k72$z+3k—l)$i+3kxi+3k+1vi+3k+3'
Caso (iii):
o0 viasiso] = oF el osn o alg ol psssoalvies vivse)
Vi, Vit 3k+2] = T; 9€Z+1l'1+2 Ty 3k—3Vit3k—2Vi+3k—1|Vi+3ky Vit3k+2

= — (@ Fyg 2l g2 T Yalod alol APl aPtE
- i i+1Lit2 i+3k—3 z+3k 2Vi+3k—1) %4 3k i4+3k+1Vi+3k+2Vi4+3k+3 Vi+3k+5-

Lema 3.1.5. Para todo i > 0, vale

p_ p—1
Ui = =Ly Vit3-

Demonstracao. Na algebra de Lie End™) A, a correspondéncia x — 2P define uma p-

aplicacao. Dessa forma, para =,y € End A, temos que:

(z +y)P = 2P + 9 + (ady)? () +Zslxy
=2

onde s;(z,y) sdo os comutadores que contém i letras x e p — i letras y. Segue entao que:

_ p—1,_ p—1 p
= (0 + ] wy vigs)

p—1
= (0P + (2l v +ad (0,7 (2l lvsys) + ) sial T el vy, 00).
=2

: —1,_p-1
Para 2 <i <p—1, o termo s;(x}  a¥ ; viy3, 0;) envolve comutadores em que o elemento

Pl i igual a 2 é trivial d de 2;41. 1
&} ) Vi3 aparece em grau maior ou igual a 2 ¢ trivial por causa do grau de x;41. Isso
. . 1 p—1 . -
implica que s;(x} @} viy3,0;) = 0, para todo ¢ € {2,...,p — 1}. Segue entao que

D __ \p—1/,p—1,p—1 p—1_
vp = (ad ;)P (a7 @i 1 Vigs) = — i3 Viss
O que prova o lema. n

Lema 3.1.6. Todos os elementos pivé pertencem a L = Lie (vg, vq,v2).

Demonstracao. Temos que vy, v1,v2 € L. Seja n > 3 e suponha que v, € L para todo

0 < k < n. Pelo Lema 3.1.2, Item i), temos que

[Un—37 Un—2] =x

Agindo com v,,_5 e (ou) v,_3 (que por hipétese sao elementos de L), um niimero suficiente

de vezes, ganhamos que v, € L, o que conclui a prova. O
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Definicao 3.1.7. Definimos dlgebras de Lie (restritas) da sequinte forma
Ly = Lie (v, viy1, vit2), 1> 0.
Definimos também o endomorfismo “shift”:
T(x;) = Tig1, 7(0;) = Oipa para i > 0.

Lema 3.1.8. Seja L = Lie (vg, v1,v2). Entao

1) 7: L — L é um endomorfismo;

2) 7' : L — L) € um isomorfismo, para i > 0;

3) Temos cadeia de subdlgebras isomorfas:

L:L(O)QL(DQ...QL@2..., ﬂL(i):{O}-
=0

Chamamos a algebra L fractal. Provavelmente, a &lgebra L nao é autossimilar na

defini¢ao de Bartholdi [5, 6].

3.2 Bases monomiais das algebras L e L,

A partir de agora, tentaremos exibir bases para a édlgebra de Lie L := Lie (vg, v1,v2) €
para a algebra de Lie restrita L, := Lie, (vo, v1,v2), utilizando das relagoes estabelecidas

anteriormente. Para simplificar a notagao, denotaremos por r,, um monomio “cauda”:

Tn =20 -xl no,...,n, €{0,...,p—1}, n>0.

1z
n?

Quando necessdrio, denotaremos outros monomios cauda por 7, rr. etc.

Definigao 3.2.1. a) Os monémios vy, vy, v € todos os monémios do tipo
Tn—?)xf;f;vny 0 S gn—Q S D — 27 n Z 3
serao chamados de monémios quasi-standard do primeiro tipo.

b) Os monémios da forma

p—1
Tpy_oUp, N =>2

serao nomeados como monomios standard do segundo tipo.

O numero n € chamado de comprimento do mondémsio.
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Teorema 3.2.2. Considere char K = p > 0. Uma base da dlgebra de Lie L = Lie (vo, vy, va)

¢ dada pelos sequintes monémios standard do primeiro tipo:

B ={vg, v1,v2} U {13530, 0< &2 <p—2, n>3}

n

0,61 ,,.62 0,861,862, p—1_&s p—2
\{w’ ey 25P vy, ag 2y w3’ ey wgt ey v}

Onde acima & # 0, isto €
a) Em monémios de comprimento 4 nao pode constar xy com & # 0.

b) Em mondmios de comprimento 7, caso & = p — 2, nao podem constar simultanea-

&o p—1
mente os termos xy’ com § # 0 e x5 .
Nos referimos aos monomios excluidos como monémios falsos do primeiro tipo.

Demonstracao. Devemos provar que todos os monomios standard pertencem a L. Sa-
bemos pelo Lema 3.1.6 que {v;|i > 0} C L. Usando o Lema 3.1.2, concluimos que
[vo, v1] = @b 2P 2us e [uy,v9] = 2 'ah vy, Considerando comutadores com vg, vy, va,
podemos diminuir poténcias de xg, x1, 2 nesses monomios. Portanto, todos os monomios
nao falsos do primeiro tipo, de comprimento no méaximo 4, pertencem a L. Esta é a base
da inducao.

Seja agora n > 5 e assuma que os monomios standard do primeiro tipo de comprimento

menor do que n pertencem a L. Pelo Lema 3.1.2, temos que:

[Tn—ﬁvn—& Un—B] = Tn—ﬁ[vn—& Un—5] = Tn—6$£:15$gjlxﬁ:§$f;22% €L (31)

Multiplicando pelos elementos pivo conseguimos cada um dos monomios standard. En-

tretanto, este argumento falha quando r,_gv,_3 ¢ um monomio falso.

a) Vamos entao obter todos os monémios nao falsos de comprimento 7. Caso r,,_gv,_3 =

rovy seja falso, usamos computagoes diferentes. Consideramos

p—1 — p—1_p—1_p—1_p—-1_p-2
[vg, 2 vy = =2 a2t g,

Deletando as letras x1, x2, 23, T4, x5, obtemos todos os mondmios nao falsos de com-
primento 7 onde nao consta o termo xgo com &y # 0. Agora, se fizermos

p—1_p—-1_p—1_ p-—2 _ b1, p-1_p-1_p-=2_ p—1_p-=2
O v S S V oY N S v S v R A /A R VP
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e deletando as letras xg, x1, T2, 3, T4, T5, obtemos todos os monoémios nao falsos de

. ~ -1 7
comprimento 7 onde nao consta o termo x5 . Temos também no caso p > 3

&0 .81 ,.62,.p—2 €4 P2, 1 _ 0..61,.p—1 &1 p—3
[zgvs, x’x} aahy “xtar Tvg] = =2 xlaal xytar oy
Desta forma obtemos todos os monomios nao-falsos de comprimento 7, como dese-

jado.

b) Agora vamos mostrar que podemos obter todos os monoémios standard de compri-

p—

—1
...1'4

mento 10, caso o primeiro termo em (3.1) seja falso. Note que zf Lu7 nao é

falso. Temos

p—1 p—1 _ pl p—1_p-1_p—1_p—1_p-2
[xg -l v us) = af T 2l Al ag Ty

Desta forma podemos obter todos os monomios standard de comprimento 10.

Vamos provar agora que produtos de monomios standard sao combinacoes lineares de
monomios standard. Escreveremos dois monomios standard do primeiro tipo da seguinte
forma: a = r,_ov,, b = T,,_2v,, onde assumiremos que 0 < n < m ja que se n = m
entao [v,, v,] = 0, pois L é dlgebra de Lie. Observamos tambem que os produtos a seguir
podem eventualmente resultar em elementos com alguns termos nulos caso algum termo
x; aparega com poténcia maior ou igual a p. Por simplicidade vamos supor que z; apareca

com potencia no maximo p — 1. Dividiremos esta parte da prova em trés casos:

(1) Seja n = m (mod 3). Usando a forma recursiva (2.3) escreveremos o monoémio a

com a seguinte apresentacao:
a = Tanan + rn+1an+3 +..+ Tme)ame + T'm—2Um
logo:

[CL, b] = (rn72an(7:mf2) + rn+1an+3(7sz2> + ...+ 7nﬂ"sz)a?n%S (fm—2)>'Um- (32)

Todos os termos sao standard de primeiro tipo, pois b é monomio standard de

primeiro tipo.

Devemos checar que a agao nas caudas em (3.2) nao produz monoémios falsos. Essa
consideracao é feita para todos os 3 casos dos residuos modulo 3. Também temos 2

possibilidades: m =4 oum = 7.
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a) O caso em que b é monomio standard de comprimento 4 ¢é trivial, desde que em
(3.2) temos n < m—2 < 2, logo a ac¢do se dard por monémios a de comprimento
no maximo 2, os quais nao tém caudas, logo o monoémio resultante nao contera
termo x com &, # 0.

b) Analisemos o caso em que b é um monémio standard de comprimento 7. Con-

sidere o termo sem xgo

com & # 0. Estamos agindo sobre (3.2) com monomios
finalizando com 0, onde k < 5. Deletar o termo x5 nao tem sentido. Ob-
serve que todos os monomios standard de comprimento 1,2 e 4 nao contém

o

o termo zy’ com &, # 0 logo a acao por estes monomios nao pode gerar um

0

monomio falso. Entao, as possibilidades de obter o termo x3’ com &, # 0 sao

A . 1 p-1
mondmios de comprimento 0 ou 3. Temos z5'vs = z5°(95 + 25 "2 vg) ou

1 _p-1 1, p—1_p-1_p-1
vo = Oy + xb 'ab 05 + 2l P ah b s, Portanto podemos obter

no
p—1 4 A ~
preco de perder o termo x5 , e o resultado é portanto um monomio nao falso.
. ~ . . ~ —1 -
Finalmente, se no monémio de comprimento 7 nao consta o termo x4 = entéao
~ . - . -1 . A . .
a agdo acima nao pode produzir x5 ~ pois nos mondmios de comprimento no

méximo 4 nao consta a letra x3. Isto prova o caso (1).
(2) Sejam —n=1 (mod 3).
Neste caso temos:
a =" 20+ 110043+ -+ Tm60m—a+ Tm_3Um_1.
Logo
[a,b] = (rn—200 (Frm—2) +Tn410n43(Fm—2)+ - -+ Tm—60m—a(Fm—2))Vm+ 70 o [Vm—1, U]

Todos os mononios, exceto o iltimo, nao sao falsos, pelas consideragoes feitas acima.

Pelo Lema 3.1.2 o ultimo termo é:

7’7/4172 [Um—1, V] = "”Z%vaﬁ;ll xfn,gva’ (3.3)

que é um monomio standard do primeiro tipo. Precisamos checar que o monomio

(3.3) nao é falso. Consideremos que este tem comprimento 4, logo m = 2 e temos

1 A .
somente [vy,vs] = 2 "2h %v,. Agora, se o monémio (3.3) tem comprimento 7, ou

2520, sao multiplicados por 225 2525y

seja, m = b5, entao elementos da forma z3'x
com &3 € {1,...,p—2} portanto nao temos o termo ngl. Logo o produto nao pode

resultar em monomio falso.
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(3) Sejam —n =2 (mod 3). Neste caso temos:
a =790, +Tp110p13+ -+ Ti—70m_5 + Tm_aVUm_o.
Logo
[a,b] = (rn—20p (Fr—2) +Tns10n43(Fm—2)+ o -+ Tm—10m—5Tm—2) ) Vm+ 70 5 [Vm—2, U]

Pelo Lema 3.1.2, o iltimo termo é:

" _ " p—1
T'm72[1}m,2,'11m] = Ty me me 11’ l'm+1'11m+3, (34)

o qual é standard do primeiro tipo. Precisamos verificar que o monémio (3.4) nao
é falso. Considere comprimento 4, logo m = 1 e desta forma nao existem produtos.

Consideremos agora o comprimento 7, entao m = 4, n = 2 e temos
[ &2 ] &1 p—1 _p—1_ p—2

que nao ¢ falso pois nao consta o termo :p com &y # 0.

Corolario 3.2.3. Seja L, := Lie,(vo, v1v2) a p-dlgebra de Lie gerada por vy, vi,ve. Uma

base de L, € dada por
1) Os mondémios standard do primeiro tipo;
2) Os monémios standard do sequndo tipo.

Demonstragao. Usamos o fato de que basta adicionar {w§k|j,k > 0}, onde {wj;|j € J}
é uma base de L. Basta portanto, adicionar a base de L as p-poténcias dos elementos
pivo. A independéncia linear do conjunto de todos os mondmios standard é feita usando

argumento padrao. O



Capitulo 4

Funcoes peso

4.1 Polinomio caracteristico

Nosso objetivo agora é obter o crescimento da dlgebra de Lie restrita L = Lie, (vo, v1, v2).
Para isto recorreremos ao uso de func¢oes peso. Suponhamos que os pesos da derivagoes

0; e das letras x; satisfazem:
wt (0;) = —wt (z;)) =, € C, i >0.
Queremos que todos os termos da relacao de recorréncia
vy = 0; + b wl vis, >0 (4.1)

tenham o mesmo peso e que, além disso, a funcao peso seja aditiva em mondémios nas

letras {x;, 0;, v;|i > 0}. Temos entao que:
a; = wt (v) = wt (9;) = wt (27 "2 Jviys) = —(p — Dag — (p — Vs + aigs.

(2

Logo temos que, para ¢ > 0:
Qi3 = pai + (p — D)is1.
O que nos da a equacao caracteristica
2~ (p—-1Dz—p=0. (4.2)

Pela formula de Cardano para solugoes de equacoes do terceiro grau, temos que uma das

3 solucoes desta equagao é dada por:

36
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_8lp P o (p—1*  slp [P (p—1)3
I_\/2+V4 or 27 V3 o7

onde das raizes de terceiro grau sao determinadas de modo especifico. Destacamos

VL (Y

4 27

aqui o radicando D =

a) Se D > 0 entao a equagao tem uma raiz real e duas raizes complexas conjugadas.
b) Se D = 0 a equacgao tem trés raizes reais, onde uma delas tem multiplicidade dois.

c) Se D < 0 a equagao tem trés raizes reais distintas.

Uma verificacao rapida nos mostra que se p < 7 entao D > 0 e se p > 7 entao D < 0.

Iremos tratar separadamente estes dois casos.

4.2 Raizes do polindmio caracteristico no caso p <7

A equacao possui uma raiz real e duas raizes complexas conjugadas. Denotamos entao:

(27r,) —1+3i
e:=exp | —2 :—2 ;

_ 3/ _p2_ (13 p-1
Observe que 6160, = \/ 1 57— =~
Por teoria as raizes de terceiro grau sao escolhidas de mono a ter trés raizes distintas

da seguinte forma:
ty = €0, + 770, ke {0,1,2}. (4.3)
Denotamos estas raizes como

/\:to 1:91+92;
=t = eh; + €20y;
fi =ty = €20, + €bs.

A seguir, apresentamos uma tabela com os valores aproximados das raizes A, p e |/,

parap=2,3,5,7.
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A I |l
1,5213... | —0,7606... + i0,8578... | 1,1464...

1,8932... | —0,9466... +i0,8297... | 1,2587...
2,4566... | —1,2283... 4+ 0, 7255... | 1,4265...
2,9005... | —1,4502... 4+ i0,5567... | 1,5533...

N Ot w3

Tabela 4.2.1: Valores das raizes do polinomio caracteristico para 2 < p < 7.

Pelas férmulas de Viete temos que

A+ i = 0;
A+ A+ pp=1—p;
ApL = p.
Portanto [u|> = pufi = §. A equagao caracteristica tambem garante:
PeXti-p Y= i1-p Bl
A I I

Lema 4.2.1. Seja p € {2,3,5,7}. Temos que X\ > |u| = |7l

Demonstragdo. Usando (4.3), |u| = |efy + €202] < 01 + 0 = A, pois €b; e €0y sio vetores

nao paralelos. Temos que || = |p| < A

4.3 Raizes do polinomio caracteristico no caso p > 11

A equacao possui 3 raizes reais distintas.

Lema 4.3.1. Seja p > 7, entao temos uma raiz positiva A := A\ e duas raizes negativas

Ao, A3 de modo que Ay > |Aa| e Ay > |A3].

Demonstracao. Sejam A1, Ay e A3 as 3 raizes reais distintas, pelas férmulas de Viete temos
que

AL+ A+ A3 = 0;

A1 A3 = p.
A primeira equagao garante que existem raizes positivas e negativas. A segunda equagao

garante que uma das raizes ¢ positiva e duas sao negativas. Denotamos \; a raiz positiva
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e Ag, A3 as raizes negativas. Pelas férmulas de Viete temos que A\; = —Ay — A3, portanto

AL > |)\2| e\ > |>\3| ]

Podemos fazer um estudo do polinomio caracteristico afim de obter uma estimativa

para as raizes reais distintas. Considere

fl@)y=2"=(p— 1z —p, (4.4)

com p > 7 primo, entdo f'(x) = 322 — (p — 1). Obtemos duas raizes da derivada, que
SA0 T19 = :I:\/%. Além disso temos que f”(x) = 6x, o que nos da a informacao de que
z = 0 é um ponto de inflexdo do gréfico de f. Note que a fun¢ao f'(x) é positiva em
(—00,x1) U (x9,00) e negativa em (z1,x2), além de que f(z1) = 2 (1"%1)3/2 —p, flx) =
(N2 —pe f(-1) = -2

Com estas informagoes, conseguimos esbogar o grafico da fungdo f(x) e determinar

estimativas para as raizes aq, ap e ag através do teorema do valor intermediario.

Lema 4.3.2. Seja f(t) = t3— (p—1)t—p o polinémio caracteristico e X\ uma raiz qualquer

de f. Denotemos g(t) =t*> —t+ (2 —p) e 0 := g(\). Entao 0 = 1%\
Demonstragao. Desde que X é raiz de g, temos que A3 — (p — 1)\ — p = 0, segue que

M=AN=A+2-p) =N+ X1 -p) +r-N
=X —(p-DA—ptp+A-N=2-(N-A+(2-p)=2-0.

Portanto §(A + 1) = 2 o que implica 6§ = O

2
A
Corolario 4.3.3. Dadas as notacoes do Lema 4.5.2, e considerando A\ a raiz positiva do

polinomio caracteristico f, valem as sequintes desigualdades

a)9>)\2,sep>2.

b) 0>1,3%, sep>2.

)\37

Demonstragdo.  a) Note que 1 + x < z? vale para > 1+‘[ ~ 1,618. Observando a
Tabela 4.2.1 dos valores de A para diferentes valores de p, a desigualdade vale para

p=3.

b) No caso em que p = 2 utilizamos a desigualdade 1 + A\ < onde A = 1,5213...,

13’

para verificar diretamente que:
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[]

Lema 4.3.4. Seja p > 11. As estimativas para as raizes reais distintas ag < s < 0 <

sao dadas por:
i) /D <oy </p+1/2 (vilido para a raiz positiva X = oy, para qualquer p);
i) —/D+1/2 < a3 < —/p+1, no caso p > 13;
i) —1— 2 <y < —1— 2

Demonstracao. Vamos provar os trées itens:

i) Note que
fWp)=vp-p—p—-Dvp—p=yp—p<0.
Por outro lado,

fW/p+1/2) = (Vp+1/2)° = (p — D(Vp+1/2) = p
R s
=£@+g > 0.

Portanto, Existe uma raiz de f(x) entre \/p e \/p+1/2. Sabemos que existe apenas

uma raiz positiva, para qualquer p, logo esta deve ser «;.

ii) Note que

FVB+1/2) = (—yB+ 12 = (0= )(—yF+1/2) =7
— PPt P SVBE S PVE V- b4 -

7 5
——Z—l\/ﬁ+§<0.

Por outro lado,

fevp+ 1) =(=vp+ 1) = (p—D(=vp+1) —p
= —pyp+3p =3P+ 1+pyp—p—p+1l-p

=p—4y/p+2=(/p—2%*-2>0,

no caso p > 13. Portanto, —/p+1/2 < a3 < —/p+ 1.
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iii) Note que

()2 o 2
8

Por outro lado,

(gt e (052

9 27 27 3(p—1)
= —1-— - - tp—1+="->—p
p—4 (p—42 (@(@-4)7° p—4
2 2
=1- ! ! > 0,

(=42 (-4

: 3 2
pois p > 11. Portanto, —1 — o7 << -1 - —=.

p—4

[]

A origem das estimativas do Lema 4.3.4 pode ser explicada através do método de
Newton-Raphson. Aproximamos, por exemplo, a raiz o, por um nimero 6, inicialmente.

A reta tangente ao grafico de f que passa pelo ponto (6, f(6p)) tem a equagao

y = f(00) + f'(00)(x — bp).

Aplicando uma iteracao do método de Newton-Raphson, a intersecao da reta tangente
com o eixo z é um valor mais ”préximo”da raiz:
f(6o)
91 - 90 — 6 .
f"(6o)
Repetindo o processo, temos uma sequéncia gerada pelas iteracoes

f(0r)
. k>0
(k)
Considerando entao 6y = —1, temos que f(—1) = =2 e f'(—=1) =4 —p < 0. Pelo

Ort1 := O

método de Newton #; = —1 — %4. Note que
p
2\’ 2
h)=—(1+—) —(p-1|(-1———) —
s =-(1+20) ~e-v(-1- %) -
6 12 8 2(p—1)
=—-1- — — +tp—14+———
p—4 (p—47? (-4 —4
12 8
=— — < 0,
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além de que

2 \? 12 12
"0 :3<1+—) —p4+1=4—p+ + )
6 p—4) ¥ P =i o

Portanto, desde que

) o (12+2%;)
1(60) (4—p) (1_ 12 12 )

-2 (p—4)?
12

(p—4)3

S (6o)

(1+mn(p)), plgrolon(p) = 0.

Concluimos entao que

f(6o) o212
P T p—d (poap ((p—4)4'>'

Repetindo este processo, conseguimos valores cara vez mais proximos da raiz as o que

92:91—

nos dd um comportamento assintético de as.
A seguir, apresentamos uma tabela com os valores aproximados das raizes oy, as e as,

para p = 11,13, 17, 19, 23, 29.

p A= Qo Qg3

11 | 3,6118... | —1,3413... | —2,2705...
13 ] 3,9142... | —1,2436... | —2,6706...
17 | 4,4518... | —1,1601... | —3,2917...
19 | 4,6953... | —1,1372... | —3,5581...
23 | 5,1449... | —1,1071... | —4,0378...
29 | 5,7484... | —1,0808... | —4,6676...

Tabela 4.3.1: Valores das raizes do polinémio caracteristico para p > 11.

4.4 Funcoes de peso

No que segue, um monomio é qualquer produto (de Lie ou associativo) das letras

Lema 4.4.1. Seja p arbitrdrio. Denotamos por A1, Xa, A3 as raizes, onde A = A\ € a unica
raiz real positiva. Identificamos as funcoes peso com o espago das solugoes da equacgao de

recorréncia ;43 = pa; + (p — 1)ayi1, entdo
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i) Uma base do espaco das fungioes peso é dada por
wt (v,) == A}, n>0;
swty (v,) == A5, n>0;

swto (v,) := A}, n >0, onde

a) No caso 2 < p <7, temos que A = A1 € raiz real positiva e Ay = [, A3 = i $Go
raizes complexas.
b) No caso p > 11, temos que A\; = 1, Aa = o, A3 = Q3 SG0 Taizes reais e

ag <oy < —1<0<a.

ii) Combinamos estas fung¢oes em uma fungao vetorial:

Wt (v,) := (Wt (vy,), swty (vy), sWta(v,)) = (AT, A5, A}), n >0 (vetor peso);

i11) As fungoes peso sao bem definidas em monomios. Elas sao aditivas sobre os produ-

tos(de Lie ou associativos) de mondmios, ou seja,
Wt (ab) = Wt (a) + Wt (b),
onde a,b sao monomios em A;
Para p < 7 as fungoes swtq, swty sao complexas. Para evitar isso definimos também
Lema 4.4.2. Sejap < 7.

i) Denotamos as fungoes acima também como

wt (v,) = A", n >0, (peso);

swt (v,) = swty (v,) == ", n >0 (super peso);

swt (v,) = swty (v,) := 1", n >0 (super peso conjugado).
it) No lugar das fungdes complexas introduzimos duas fung¢des peso reais:
wty (v,) = Re (u) = £22 ) n > 0;

Wt (v,) = Im () = £ n > 0.

iii) O vetor peso agora tem a sequinte forma:
Wt (v,) = (Wt (vy,), 8wt (vy,), swt (v,)) = (A", 1™, 7"), n >0 (vetor peso);
Introduzimos a funcdao peso vetorial real:

WtR (v,) = (Wt (v,), Wty (vy,), Wha (v,)) (vetor peso torgado).

w) Seja w um monomio, entao WtR (w) = (wt w, Re (swtw), Im (swtw));
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v) As fungoes peso sio bem definidas em mondémios. Elas sao aditivas sobre os produ-

tos(de Lie ou associativos) de mondmios, ou seja,
WitR (ab) = WtR (a) + WtR (b),
onde a,b sao monomios em A.

Demonstra¢ao. Chequemos apenas a ultima afirmacao. Seja w um elemento pivo, a igual-
dade segue por definicao. Agora, as relacoes se extendem a todos os monomios por aditi-

vidade. O

4.5 N3-graduagao e sistemas de 3 coordenadas

Como uma aplicagao do Lema 4.4.2, vamos estabelecer uma N3-graduacao.

Teorema 4.5.1. Seja p > 0 e A1, Ao, A\3 raizes distintas do polinomio caracteristico 4.4.
A dlgebra de Lie L = Lie (vg, v1,v2) (ou dlgebra de Lie restrita Lie, (vo, v1,v2)) € seu fecho

associativo A = Alg (vo, vy, vs) sio N3-graduadas por multigrau nos geradores {vg, vy, v2}:

L= @ Loy nomg, A= @ Ap nang-

ni,n2,n3>0 ni,n2,n3>0

Demonstracao. Pelo Lema 4.4.2, os geradores tém os seguintes vetores peso:

Wt (Uo) = (1, 1, 1), Wt (Ul) = ()\1,)\2,)\3), Wt (Ug) = ()\%,)\%,)\%)

Para quaisquer nj,ng,ng > 0, seja Ly, nyns C L 0 subespaco gerado por todos os
monomios de Lie puros de multigrau (ny, ns, n3) em {vg, v1,v2}. Pelo Lema 4.4.2, todos

os elementos v € Ly, n, n, t€m o mesmo vetor peso:

Wt (v) = ny Wt (vg) + no Wt (v1) 4+ nz Wt (v2).

Elementos de Ly, ,,n, sa0 combinacoes lineares infinitas de monomios de Lie puros
que tém o mesmo vetor peso. Desde que Wt (vg), Wt (v1) e Wt (vg) sdo linearmente
independentes, componentes diferentes Ly, n,ns © Lt ny g, onde (11, 19, 13) # (17, 15, n3),
tém diferentes vetores peso, portanto seus elementos sao expressos via conjuntos diferentes
de monomios de Lie puros. Logo, a soma destas componentes ¢ direta. A Nj-graduagio

segue por definicao destas componentes. O]
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Definicao 4.5.2. Dado um elemento homogéneo nao-nulo v € Ay, nyng, M1,N2,n3 > 0,

definimos seu vetor multigrau e seu grau total, respectivamente, da sequinte forma:

Gr (v) := (n1,n9,n3), deg(v):=ns+ ng + ng.

Definigao 4.5.3.  a) Pomos estes elementos no espago utilizando coordenadas padrdo
(X1, Xo, X3) € R3, as quais chamamos de coordenadas multigrau. Entdo escre-

vemos, Gr (U) = (nb na, n3) = (X17 X27 X3)
b) No caso p arbitrdrio, introduzimos também coordenadas peso

(Z1, Zy, Z3) := Wt (v) € C>.

¢) Para p € {2,3,5,7}, as coordenadas peso Zs, Z3 sao compleras. Nesse caso intro-

duzimos também coordenadas reais peso torcadas

(Y1,Ya,Y3) := WtR(v) € R?.

No caso p > 11 precisamos apenas das coordenadas peso reais Wt (w) = (21, Zs, Z3) €

R3.

Defini¢ao 4.5.4.  a) Introduzimos as matrizes de transi¢do no caso p arbitrdrio:

1 X N\
B = (WtT (vg), Wt© (v1), WtT (v)) = | 1 A, A2
1 A3 )\g
b) No caso p <7 consideramos também a matriz real
1 A2
C = (WtR" (vg), WtR” (v1), WtRT (vy)) = | 1 i w2
0 H;ﬁ #Z;ﬁz

Observe que os valores de A\, p e @ dependem da caracteristica do corpo p.

Lema 4.5.5. Seja p <7, entao:

p/A p/u p/i
3A2—p+1  3p2—p+1  3pl-p+l

Bil = A 123 122
3X2—p+1  3p?—p+1  3p2—p+l

1 1 1
3X2—p+1  3u2—p+l  3u’—p+l
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Demonstracao. Utilizando a férmula da matriz inversa, podemos computar a inversa da

matriz de Vandermonde e obter:

o Al Al
A=p)(A=p)  (p=N (-1 (E-N(E—p)
Bl = —u—p 7] —A—p
A=p)A=p) (=X (p—pn) (E=N(E-—p)
1 1 1

A=p)A=m)  (p=N(p—p)  (E=)(E—p)

Trabalhando com os denominadores dessa matriz, pelas férmulas de Viete, temos:

A=)\ =1) =N — (u+ A + pja

p
=222+ 5
A
_ 912
=3\ —p+1.
Portanto
p/A p/u p/i
3\2—p+1  3u2-p+l  3p2—p+1
Bl — A 1 I
3A2—p+1  3u2-p+l1  3E2—p+1

1 1 1
3\2—p+1  3u2—p+l  3E2—p+1

O

Lema 4.5.6. Seja p qualquer e v € A um monémio com coordenadas multigrau Gr (v) =
(X1, Xo, X3) € N3. Sejam Wt (v) = (Zy, Zy, Z3). No caso p < 7 consideramos WtR (v) =
(Y1,Y5,Y3). Entao:

i) Wt' (v) = B - Gr” (v);

i) No caso p < 7 temos: WtR” (v) = C - Gr” (v);
iti) (Y1,Y2,Y3) = (Z1,Re (Z2),1Im (Z5));
w) Zy ER e Zy = Zy;

Demonstrag¢ao. Provaremos apenas o item 7). Por hipdtese, v é um produto que envolve
X, fatores vy, Xs fatores v; e X3 fatores vy. Utilizando a aditividade da fungao de peso,

temos que:
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X
Wt (v) = X3 Wt (vg) + Xo WtT (v1) + Xs WtT () =B | X, | = B- G’ (v).
X3
O

Lema 4.5.7. Seja 2 <p <7 e7:=log, |ul|, temos T < 1. Os elementos pivo {v,|n > 0}

pertencem a uma superficie no espaco do tipo paraboloide de rotagao com equacao em

VYE+YE =T

Demonstracao. Pelo Lema 4.4.2 temos que

coordenadas torcadas reais:

Wt (vn) = (21, 2, Z3) = (A", 1", [1");
WitR (v) = (Y1, Y2, Y3) = (Z1, Re (22),Im (Zy)).

Entao:

Yy + Y5 =2 = ™

Y = Z; = A" = A28 0FHY9) — (2 4 y2)z o8,

VY2 Y2 =Y

O
P T
2| 0,3256...
3 0,3604...
5 0,3952...
71 0,4135...

Tabela 4.5.1: Valores de 7, caso p < 7.

Lema 4.5.8. Seja p > 11. As coordenadas peso reais (Zy, Zy, Z3) dos elementos pivo

{vn|n > 0} pertencem a uma superficie do tipo funil retangular:

|ZQ|:Z{1, lelog)\|oz2| <]_,

| Z3| = Z77, Ty = log, |ag| < 1.
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Demonstragao. Pelo Lema 4.4.2,
Wt (v,) = (21, Za, Z3) = (\", a3, o).
Entao, Z; = \" e n = log, Z;. Temos

_yn __ _logyZ1,

In Zy 1
1Z5] = Jao| 13 =z = 77

|Zs| = 27,

p T1 T2

11 | 0,6385... | 0,2286...
13 10,7198... | 0,1597...
17 10,7978... | 0,0994...
19 | 0,8206... | 0,0831...
23| 0,8520... | 0,0621...
29 | 0,8809... | 0,0444...

Tabela 4.5.2: Valores de 11, 75, caso p > 11.
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Crescimento de L

5.1 Cotas para funcoes de peso

Lema 5.1.1. Seja A\ a raiz positiva do polinémio caracteristico f(z) = 23 — (p — 1)z — p,

entao N> — A\ +2—p > 0.

Demonstragao. A fungao g(t) = t* —t + 2 — p tem raizes

1+1—42=p) 1 [ 7
lig = 2( )Zgi P=7

Enquanto o polinémio caracteristico f(t) = t> — (p — 1)t — p tem raizes A;, A2, A3 onde

A=)\ > 0. Temos que

f(t2)=t2(t§—p+1)—p=<%+ p—;)( —;ﬂ/p—g—zﬂrl) —p
1 7 7 1
:(f\/ ‘1) (\/ ‘1‘§>‘p=‘2~

Portanto to < A\; o que implica que g(A;) > 0. ]

Teorema 5.1.2. Vale a sequinte estimativa para o peso dos monomios quasi-standard do

primeiro tipo {ry_sa>" 20,|0 < &uy < p—2}:

a) No casop > 3:

b) No caso p = 2:

1,3\ < wt (rn_gxi[‘szn) <\, n>0.

49
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Demonstracao. Nota-se facilmente que wt (rn_gzvf{f;vn) < A", de modo que basta provar

a outra desigualdade. Vejamos inicialmente o que ocorre com a cauda r,_3. Temos que

Wt (1) = wt (250250 . 28m)

= wt (25°) + wt (25) + ... + wt (257)

= —&owt (vg) — & wt (V1) — ... — & Wt (V).
Sabe-se que §; <p—1,Vi € {0,...,n— 3}, logo =& > —(p — 1), o que implica:

wt (1) > —(p— 1)(wt (vo) + ... + wt (vy))

0 )\m—i—l_l
)\m—i—l p_1 )\m—f—l
s v T v el e b

Portanto wt (r,—3) > —(p — 1)% Agora, sabe-se que \* = (p — 1)\ + p. Seja

0 = X — 1, temos entao:

O+1)°=(p-1)(0+1)+p,
0 +30° +30+1=(p—1)0+2p—1,
0> +30> +(4—p)f =2(p—1),

2(p—1)

0 +30+4—p= 7

Segue entao que:

p—1 p—1 1

= (A =17 +30 = D+ d—p) = (¥ +A+2-p)

Finalmente, temos que

wt (w) > A" — (p — 2)A"2 — ( —1))\71_2 = A2 (N2 —( _2)_E
p p Y—1 p N1
1 n—2
2 (=2 - J A 42 -p)) = X0 a2

—4
>\,

pois, pelo Coroldrio 4.3.3 temos que \> = A +2 —p > % no caso p > 3. No caso p = 2,

usamos o corolario 4.3.3 de forma semelhante. O
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Lema 5.1.3. Seja w = b 1211” um elemento standard do sequndo tipo. Entao
a) pA\"73 = wt (w) < A"
b) A% < wt (w) < A", para p > 3.
Demonstragdo.  a) Desde que f(\) = A3 — (p— 1)\ — p = 0, temos que
wt (w) = A" = (p = DA = NN — (p = DA —p+p)
= pA\" 73,

b) Pelo Lema 4.3.4 sabemos que

1
\/ﬁ</\<\/]_9+§,

> (A — %)2.

Perceba que (z — %)2 > x ocorre quando z2 — 2x—i—i > 0, ou seja, quando z < 1 — %=

oux >1+ \/73 Note que 1+ ‘/75 ~ 1,866 e A > 1,866 para p > 3. Portanto no caso

p > 3 temos p > A

Lema 5.1.4. No caso 2 < p < 7 seja pu raiz complexa. No caso p > 11 seja p €

{ag, a3} uma das raizes reais negativas. Consideramos a funcao de superpeso definida

por swt (v,) = A",n > 0. Considere w um mondémio quasi-standard de comprimento
n > 0. Entao
-1
swt (w)] < Clp|*  onde C = 2~ +1.
|l = |l

Demonstragao. Escrevemos w como 1, _ov,. Sabendo que |u| > 1, segue que:

[swt (w)] = [swt (rp—o0n)[ < (p 1) Zlul + |ul”

<(p-1)——— +| "=+ 1) |ul"=Clul
| — pl? — |pl

5.2 Dimensao de Gelfand-Kirillov de L

Teorema 5.2.1. Considere a dlgebra de Lie L = Lie (vg, v1,v2) (ou dlgebra de Lie restrita

L = Lie, (vg, v1,v2)) sobre um corpo K de caracteristica p > 0. Entdo

GKdim L = GKdim L = log, p.
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3

Onde X\ € a raiz positiva do polinémio caracteristico x° — (p — 1)x — p.

Demonstra¢ao. Vamos exibir um limitante superior para a funcao 7;(m) que conta os
monomios stantard, dos dois tipos, w tais que wtw < m, onde m > 1. Considere um
tal monomio w de comprimento n. Pelo Teorema 5.1.2 temos que A\"~* < wt (w) < m,
portanto n < ny = [log, m] + 4. Contando todos os monoémios, escritos como w = r,_svy,

de comprimento no maximo n < ng, temos um limitante superior desejado:

no no
Jum) =24 pt <24+ ) p"
n=0 n=0

pn0+1 -1 pno ) A
=24+ — <2+ <24 ——ploalmt
p—1 1-1/p 1—1/p"
— 924 p_4(m)logw.
1-1/p
Entao temos a cota superior. Seja agora n = [log, m|. Considere todos os monomios

w = rn,gxi"_’;vn, do primeiro tipo, de comprimento n. Observamos que o nimero finito

de monomios falsos nao importa. Pelo Teorema 5.1.2 temos que
wt (w) < A" < m.
Contando todos os monomios w, temos um limitante inferior:
r(m) 2 p" 2 (p—2) = P8 (p — 2) = p P (p — 2m B
O

Corolario 5.2.2. Considere a dlgebra de Lie L = Lie (vg, v1,v2) (ou dlgebra de Lie restrita

L, = Lie, (vg, v1,v2)) sobre um corpo K de caracteristica p > 0. Entdo
(a) 1,65 < GKdim L < 2.

(b) lim GKdim L = 2.

p—0o0

Demonstragao. (a) Pelo Lema 4.3.4 temos que A > p, entao

GKdim(L) = log,p <log zp = 2.

Para p > 7, usando cota (5.1) abaixo, temos que GKdim L > ﬁ > 1,65. Para
v

p = 2,3,5, observe os valores da tabela a seguir.
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(b) Pelo Lema 4.3.4 temos A < /p + 1/2. Segue entdo que

. - hlp B lnp
R BT T (14 1)
1 ! 2
) np - nl)], = - —, (5.1)
%1np+1n<1+ﬁ]§> 5np+m +\/51np

onde usamos que In(1+xz) < z, Vo > 0. Observe que ultimo termo tende a 2 quando

D — 0Q.

A GKdim L

p
2 | 1,5213... | 1,6521...
3| 1,8932... | 1,7212...
5 | 2,4566... | 1,7907...
7 | 2,9005... | 1,8273...
11| 3,6118... | 1,8672...
13 | 3,9142... | 1,8796...
17 | 4,4518... | 1,8972...
19 | 4,6853... | 1,9064...
23 | 5,1449... | 1,9142...
29 | 5,7484... | 1,9253...

Tabela 5.2.1: Dimensao de Gelfand-Kirillov de L para diferentes valores de p.

5.3 Paraboloide para L e aplicacoes

Teorema 5.3.1. Seja 2 <p <7 e7:=log, |ul|, observamos que T < 1 (ver Lema 4.2.1).
FExiste uma constante ¢ > 0, tal que os pontos do espaco representando os mondémios
(quasi)standard da dlgebra L estao dentro de uma superficie do tipo paraboloide de rotagao,

cuja equagao € escrita em termos das coordenadas tor¢adas reais (Y1, Y, Ys) := WtR (w):

\VYZ+YE < Y.
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Demonstracdo. Seja w um monomio standard de L de comprimento n > 0 e coordenadas

peso Wt (w) = (Z1, Zo, Z3) = (wt (w), swt (w), swt (w)). Pelo Teorema 5.1.2,
A< wt (U)) = 7,
portanto n < log, Z; + 4.

Pelo Lema 5.1.4 temos que:

|Za] = [swt (w)] < clp™ < exfp B2+

1
— C|’u|4210g)\\#\ — C|,u|4Z{.

Aplicando o Lema 4.5.6 concluimos com uma transi¢ao para as coordenadas torcadas

reais:

VY2 +YE = V(Re Z2)? + (Im Z2)? = | Zo] < ca|pl'YY

]

Teorema 5.3.2. Seja p > 11. Seja w elemento homogéneo da dlgebra de Lie (restrita)
L com coordenadas de peso reais Wt (w) = (wt (w),swty (w),swts (w)) = (21, Za, Z3).

Entado, esses pontos estao dentro do sequinte funil retangular:

|Zy] < C 27, T = logy |aal;

|Z3| SCQZ{27 TQZIOg/\|O[3|.
Demonstracao. Seja w um monomio standard de comprimento m. Pelo Teorema 5.1.2
)\n—4 <wtw = 2.

Temos entao que n < log, Z; + 4. Pelo Lema 5.1.4

|Zy| = |swt (w)] < Ch|ag|™ < Cy|ay|'er #114
_ C~'1ZiogA lo2|
[
Observacgao 5.3.1. Os valores de 11 e T sao dados pela tabela 4.5.2 acima.
Teorema 5.3.3. a) Seja2 <p < 7. Consideramos um corte do paraboloide de rotagdo

do Teorema 5.5.1

VYE +YE <Yy,

0<Y;, <m.
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b) Seja p > 11. Consideramos um corte do funil retangular do Teorema 5.3.2

0 S Zl S m,
| Zy| < er Z7,

’Zg’ S CQZlTQ.
Entdo o volume desses cortes tem a forma
V(m) = c-ml°8r?, m > 0.

Demonstra¢ao. A menos de um escalar, podemos considerar os sistemas (Y7, Ys,Y3) e

(Z1, Zy, Z3) ortogonais. Pelas férmulas de Viete, o produto dos trés autovalores é igual a

p-

a) Temos volume do corte gerado no paraboloide de rotagao

m
m Y2T+1 )
v(m) = m(eY7)?dY; = nc? — Gmtosa lul

0 27+ 1
0
~ 2 .
— leOgA(Allufl ) — leogkp.
b) De modo semelhante
m ZT1+7'2+1
U(m) = ClcQZIl—i_TQle = 61021— — émlJrlOgA |ooas]
0 1 -+ T1 + 1 0

— émlog/\(Malaz\) — émlogkp.

Coroldrio 5.3.4. O nimero do reticulado Z3 C R? nos corpos acima tem assintdtica
N(m) =~ cm/*&P, m — +00.

Teorema 5.3.5. Denotamos por Noyeypados(m) 0 nimero dos pontos do reticulado 73 C R?

que correspondem aos pontos da dlgebra de Lie restrita L. Entao existe um limite nao-nulo

NOC’U, aaos
0< lim ecupodos(m) <1.
m——+00 N(m)
Demonstragao. Segue do Corolario 5.3.4, da assintdtica do crescimento de L (Teorema
5.2.1), e do fato de que as componentes da N3-graduacao da élgebra L sdo no maximo

uni-dimensionais (Teorema 6.1.2). O
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L é apenas infinita

6.1 N3-graduacao fina de L

Lema 6.1.1. Seja 7 : A — A o endomorfismo shift. Considere um elemento multiho-

mogéneo 0 # v € A com Gr (v) = (n1,n2,n3), ni,ne,ng > 0. Entdo:
Gr (7(v)) = (pns,n1 — nz + pns, ny).

Demonstragao. A relacao dada pelo Lema 3.1.3, implica que Gr (v3) = (p,p — 1,0). Por
hipdtese, v é uma combinagao linear de produtos envolvendo nq,no, ns fatores vy, vo, vs,
respectivamente. Desde que 7 é um endomorfismo, 7(v) é uma combinado linear de
produtos envolvendo n; fatores 7(vg) = vy, ng fatores 7(v1) = v e ng fatores 7(vy) = vs.

Pela aditividade da funcao multigrau, temos que:

Gr (7(v)) = n1 Gr (v1) + no Gr (v2) + ng Gr (vs)
=n1(0,1,0) +n2(0,0,1) + nz(p,p — 1,0)
= (n3p,n1 — N3 + png, na).
[

Teorema 6.1.2. As componentes da N3—graduagio L = @ Ly, nyms pOT multigrau
n1,n2,n320
nos geradores {vg, v1,v2} $G0 no mdximo uni-dimensionais.

Demonstracao. Relembramos que os monomios standard e os monomios falsos sao cha-
mados de monomios quasi-standard. Vamos listar os monomios quasi-standard de com-

primento no maximo 4:

26
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e Standard: {vo,vl,vg,xgoxl ’Ug,ﬁUl .1:2 *ug}

o Falsos: {x3vy, 25028 25 04|60 # 0}

Vamos provar que monomios quasi-standard diferentes possuem multigraus diferentes, o
que consiste em um resultado mais geral.
Antes de continuarmos, fazemos uma observacao. Seja v um monoémio quasi-standard,

entao podemos escrevé-lo da seguinte forma:
a /
v =57 (V')

onde a € {0,...,p — 1}, 7 é o endomorfismo “shift”e v’ é um monoémio do mesmo tipo
de comprimento uma unidade menor. Existe uma unica excessao: v = vy. Vamos tratar
deste caso separadamente.

Note que Gr (vg) = (1,0, 0) logo os mondémios standard com o mesmo multigrau devem
conter apenas o fator vy, portanto o inico monémio standard com o mesmo multigrau é
o proprio vg. Agora devemos comparar com os monomios falsos, vejamos inicialmente os
monomios falsos de comprimento pequeno.

Temos que Gr (25°v5) = (—=&,0,1) # (1,0,0). Desde que [v¥, 05" '] = v, (veja Lema
3.1.3), temos Gr (vy) = (0,p, p—1), entdo Gr (z325 25 vy) = (—&o, —E14+p, —Es+p—1) #
(1,0,0), pois & < p — 2.

Agora considere v um monomio falso de comprimento n > 5. Dizer que dois monomios
tém mesmo multigrau implica que os dois monomios tém o mesmo peso, porém, pelo
Teorema 5.1.2, temos

wt (v) > 1,3\"7° > 1 = wt (vp),

entao vy, v; tém multigraus diferentes. O caso onde um monoémio é vy é considerado.
Agora, por contradi¢ao, suponha que u # v sao monomios quasi-standard de mesmo
multigrau, ou seja, Gr(u) = Gr(v). Além disso, suponha ainda que os comprimentos
de u e v sao minimos respeitando esta propriedade. Pela observagao anterior, podemos
escrever u = z37(u') e v = 257(v') onde v/ e v’ sdo mondmios de mesmo tipo de u e v
respectivamente, com comprimento menor por uma unidade e o, € {0,...,p — 1}. Seja

Gr (') = (n1,n9,n3) e Gr (v') = (mq, mg, m3). Desde que Gr (z) = (—1,0,0), pelo Lema

6.1.1 temos que:

Gr (u) = (png — a,ny — n3 + png,ny) = (pmg — B, my — ms + pmg, my) = Gr (v).
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Dessa forma,

p(nB_mB):O‘_ﬂe{_<p_1)7_(17_2)’"'707"'729_1}7

concluindo que o = f e portanto ny = my, ny = my e ng = ms. Logo, Gr (v') = Gr (V') o
que implica, pela minimalidade assumida por hipétese, que v’ = ¢'. Portanto v = v, uma
contradicao.

]

Coroldrio 6.1.3. Se u e w sdo monémios standard de L tais que wt (u) = wt (w), entdo

u=1mw.

Demonstrag¢ao. Considere os respectivos multigraus e assuma que Gr (u) = (ny, ng, n3) #

Gr (w) = (mq, mg, m3). Temos
Wt (1) = 1y + nA + n3A? = wt (w) = my + Mo + maA>.

Portanto (mz — nz)A% + (mg — ng)A + (my — ny) = 0, uma contradigao com o fato de que
A satisfaz um polinomio irredutivel de grau 3. Portanto, Gr (u) = Gr (w). Pelo Teorema

6.1.2, u = w. 0

Definigao 6.1.4. Dizemos que uma G-graduacao de uma dlgebra A = @ Ay € fina se nao
geG
existem um grupo H e uma graduacdo A = @ Ay tal que para qualquer 0 # Ay, h € H,

heH
eriste g € G tal que A, C Ay e alguma dessas inclusoes € propria. Em particular, se todas

as componentes Ay, g € G, sao no mdximo unidimensionais, obtemos uma graduagao fina.

Corolério 6.1.5. A N}-graduagdo de L € fina.

6.2 L é apenas infinita

Definicao 6.2.1. Uma K-dlgebra A € dita apenas infinita dimensional, ou apenas infinita

(just infinite em inglés), se dimg A = oo e cada ideal nao nulo de A tem codimensao finita.

Teorema 6.2.2. A dlgebra de Lie L = Lie (vg,v1,v2) € uma dlgebra apenas infinita di-

mensional.



Capitulo 6. L é apenas infinita 59

Demonstracao. No Teorema 3.2.2, exibimos uma base de L composta por infinitos monomios
standard, logo dimg L = oo. Agora consideramos I um ideal nao nulo de L e seja

0 # a € I. Pelo Corolario 6.1.3, Temos que:
a:)\lw1+...—|—>\mwm, )‘j €K7 (61)

onde w; sdo monoémios standard com wt (w;) < ... < wt (w,,). Vamos provar por inducao
sobre m que algum elemento pivo pertence a I. Denotamos o termo de maior peso w,,
como o termo lider. Iremos multiplicar (6.1) por monémios, de modo que, ap6s a multi-
plicagao, o termo lider w,, se transforme em um novo termo lider, mantendo seu coeficiente
nao nulo. Pelo Teorema 6.1.2, apds a multiplicacao, os termos diferem por, no méximo,
componentes multihomogeneas uni-dimensionais. Portanto, temos uma decomposicao si-
milar a (6.1) com o mesmo nimero, ou uma quantidade menor, de termos no maximo

m. Consideremos o termo lider w,, = 3" - - :cf:

Up, 11 < ... < 1. Multiplicamos w,, a
esquerda sussecivamente por cada elemento pivo v; tal que x; compoe a cauda, de modo
a eliminar as varidveis x;. Conseguimos entdo um elemento pivo w), = v, como termo
lider em (6.1). Se m’ = 1, a base da indugao estd provada.

O argumento anterior nos permite assumir que o termo lider é um elemento pivo

Wy, = vp,. Pelo Lema 3.1.2, afirmagao (7), temos que

p—1

[Un—la Un] = xn—lxﬁ_zvn—&-?-

Multiplicando por v,,_; e v, de modo a eliminar, respectivamente, os fatores xz,,_1 e x,,
concluimos que podemos fazer n arbitrariamente grande. Desde que sempre multiplicamos
por elementos homogéneos, ou a seguinte diferenca se mantem ou esta se torna cada vez

menor no caso do menor termo desaparecer:
wtw,, — wtw] < wtw, —wtw; =C.

Portanto wtw} > wtw! , — C' = X" — C, e o tltimo termo e excede A"~ = wtv,,_,
para n suficientemente grande. Podemos entao considerar que todos os monomios em
(6.1) tém comprimento no minimo n (por enquanto monomios de comprimento maior sao
possiveis).

Por outro lado, sabemos que wtw; < wtw,, = wtv, = A", e da estimativa dada pelo

Teorema 5.1.2 temos que (o caso p = 2 j4 foi considerado em [55], vamos supor p > 3):

ANt < wt (s 2u,) < A, > 0.
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Pela conta inferior, podemos ter somente monémios do primeiro tipo de comprimento
no maximo n + 3, e segundo tipo de comprimento no maximo n + 1. Seja r,_sv,, onde
n < k < n+3, um monémio da decomposicao (6.1), e assuma que este possui um fator x;,
i < n. Desde que z¥ _lvn+2 € L é um monomio standard do primeiro tipo, conseguimos

um novo termo lider:

p—1 — o1 p=1_p—1 _p—1_p-2
[xi Un+2, Uﬂ] =Ty Tp Tpp1lngo¥ny3Unds 7& 0,
—1 -1 / . ’
enquanto [z¥ v, 0, w] = £[xF w40, 2m_ov,] = 0, portanto reduzindo o nidmero de

monomios, de modo que podemos aplicar a hipétese de indugao. Falta apenas considerar
os monomios, com as restricoes de comprimento dadas anteriormente, sem fatores z;,
t < n. Obtemos entao os monomios:

a) 5 s, < 2

b) @50, 0< &, <p—1.

Note que, nos monémios do tipo a) temos

Wt (28255 Vnys) > AT = (p— 24" — (p— 1A

n

=NV —p—DA=p+A+1)=X\"(A+1)> A"
De modo semelhante, nos monémios do tipo b) temos

Wt (2570 40) > N2 — (p— DA = A" 13 — (p— 1)N)

=NV = (- DA=p+p) =p\"T > A"
Portanto temos que vy € I para N suficientemente grande. Pelo Lema 3.1.2,
[un_1, o8] = 25 2R P un .

Multiplicando sucessivamente por vy_;1 € vy eliminamos, respectivamente, os fatores

Tn_1 € Ty e ganhamos que vy o € I. Além disso,
_ p—1 p—1 p—1_p-—2
[N 2, UN] = =2y L2y 7y TN41UN+3;

e de forma analoga garantimos que —vy3 € I. Por inducao, concluimos que vy, € I para
k > N +2. Considerando entao k > N + 2 fixo, pela afirmagao (iii) do Lema 3.1.2 temos

que

_ _ p—1 _p—-1_ p—1_p—2
[Th—1Ukt2, Uk) = Tho1[Vks2, Vk] = Th1@), TR Th 0Tk 3Vkts € 1.
+1Y k2 k+
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Multiplicando por vg e(ou) Vi1, Vkio, Ukrs conseguimos provar que todos os monomios
standard do primeiro tipo de comprimento k£ + 5 > N + 7 pertencem a /. Também
mostramos que todos os monomios do segundo tipo de comprimento £ > N +5 pertencem
a I, pois 0573 = —xiiévk. Provamos entao que I contem todos os monomios da base, de
comprimento n > N + 7, portanto dim L/ ¢ limitada por um nimero finito de monémios

da base, de comprimento no maximo N + 6.

]

Definigao 6.2.3. Uma K-dlgebra A € dita hereditariamente apenas infinita, se todo ideal

J de A de codimensdo finita € apenas infinito dimensional.

Lema 6.2.4. A dlgebra de Lie L = Lie (v, v1,v2) nao € uma dlgebra hereditariamente

apenas infinita.

Demonstragao. Vamos fixar m > 1. Considere L(m) C L o fecho linear dos monémios
da base de L com comprimento no minimo m, portanto vy ¢ L(m). Pelas regras mul-
tiplicativas (ver se¢ao 2.1), L(m) é um ideal de L. Observe que o ideal L(m) C L tem
codimensao finita. Em particular, se m = 1, dim L/L(1) = 1. Seja J = xoL(m) o su-
bespago de L(m) gerado por todos os monoémions da base de L envolvendo o termo .
Desde que xy pode ser deletado apenas multiplicando por vy, que nao pertence a L(m),
vemos que J é um ideal abeliano de L(m). Desde que v; € L(m)\J, Vi > m, concluimos

que dim L(m)/J = oo e o ideal L(m) nao é apenas infinito. O



Capitulo 7

A algebra de Lie restrita L é nil

7.1 Deplecao

Temos como objetivo agora provar que a dlgebra L = Lie (v, v1, v2) é nil. Inicialmente,

apresentamos um lema importante:

Lema 7.1.1. Considere uma subdlgebra associativa B C A que € gerada por monomios

standard nao-piwos. Entao B € localmente nilpotente.

Demonstracao. Vamos provar um resultado mais geral. Seja N > 0 um numero fixado.
Assuma que V' é um conjunto de monomios quasi-standard nao-pivo de comprimento no
maximo /N, isto é, contendo pelo menos uma variavel em cada monémio. Sao os monomios

da forma:

u= a5, (7.1)

.
onde 0 <& <n—1seie€{0,....,n—3}0<¢, 2<n—1en < N. Vamos provar que
a algebra associativa Alg (V') C End (A) é nilpotente.

Seja w um produto de M elementos u;, u; € V da forma (7.1). Desde que wt (u;) > 1,
temos que wt (w) > M. Assim como fizemos no Teorema 8.1.1, vamos mover todas as
letras x; para a esquerda e ordend-las, mantendo os elementos pivo v; na mesma ordem.

Como resultado, obtemos monomios da forma:
a2 220, -, iy < N. (7.2)

Podemos limitar superiormente o grau total das varidveis em (7.2) da seguinte forma:

N-2

NMi=&+&+.. . +va<No=) (p—1).

=0

62
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Por hipétese, o grau total de varidveis no produto original w é maior ou igual ao
nimero de cabegas v; (durante a movimentacao das letras, esta propriedade permanece
vélida). Portanto N7 > m onde m é o nimero de elementos pivé no mondmio resultante

(7.2). Computando o peso do mondémio resultante temos:
M < wt(w) <mwt(vy) < Nywt (vy) < Nowt (vy).
Portanto Alg (V)™ ¥ — g, O

Vamos agora definir o conceito de deple¢ao, que serd de fundamental importancia para

os proximos resultados. Considere um mondémio de Lie puro

V="Tp_00, = :Ugoa:? . -xg"_’fﬁn,

onde 0 < <p—1,s¢i€{0,....,n—3}e0<¢&, o<p—2.

Defini¢ao 7.1.2. Definimos uma deple¢ao de x; em r,_o acima, onde i € {0,...,n—2},
da sequinte forma:

depl,, (rn—2) =p —1 =&

Defini¢ao 7.1.3. Definimos uma deple¢ao (total) do monémio de Lie puro v = r,_90,

por:

depl (1,-20,,) Zdepl (rn—2)

Lema 7.1.4. Considere dois monomios de Lie puros u = 7,_20, € U = Ty_20,,, onde

n < m. Suponha que [u,v] # 0, entdo
depl ([u,v]) < depl (v) + 1

Demonstragao. Temos que [u,v] = o1l _50m, onde 1), 5 = [On, I'm—2]. Vamos comparar

m—2
inicialmente as deplegoes de 7,,—2 e 7. _,. Temos uma mudanca de deplegao apenas com
respeito a x,,. Sabemos que depl, (ry—2) = p—1-&,. Note que a agao de J, no respectivo
fator x,, nos da o seguinte:

[0, mfzn] = fnxinil'

Portanto,

depl, (1, o) =p—1—(4—1)=p—1—-¢& +1=depl, (rm—o)+1.
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Agora, vamos calcular a deplegao de o7, _,. Consideremos i € {0,...,n —2}. No
caso em que ¢ > n — 1, a variavel x; entra no segundo fator apenas, portanto

!
Vamos considerar o caso menos trivial em que 7 < n—2. Sejam z;’ e xf’ os respectivos

termos em 7,5 e 1/, _,. Desta forma, usando que & > 0, temos

depl,, (ro—2rp ) =p—1—(&+&) <p—1—¢&=depl, (r,_,).
Portanto
depl (r,_or!. o) < depl (1], ) < depl(r, o) +1,

de onde concluimos que depl ([u, v]) < depl (v) + 1.

Lema 7.1.5. Seja w € L com deplegao finita. Entao depl (w?) < depl (w) +p — 1.

Demonstracao. Podemos escrever w como combinacao linear de monomios puros u;. Pe-
las propriedades da p-aplicacao, wP é uma combinagao linear de monomios da forma

[Wiy, -, u,] ou da forma uf = 0. Pelo Lemma 7.1.4, temos que

depl [u;,, ..., u;,] < max{depl,... depl(u;)}+p—1<depl(w)+p—1,

depl (w”") < depl (w) +p — 1.

7.2 A p-aplicagao da algebra de Lie restrita L é nil

Teorema 7.2.1. Seja L o espaco gerado por todos os monémios standard. A dlgebra de

Lie restrita L tem uma p-aplicacdo nil.

Demonstracao. Seja 0 # w € L e considere um inteiro positivo N > 1. Suponha que a
~ pN . N . .
expansao de w?  via monomios puros possua uma derivada pura 0,,.
Note que w é uma combinacao linear finita de monémios standard, portanto a deplecao
de w existe e é exatamente o maximo das deplecoes dos monomios que constituem a

combinacao linear. Denotamos C' := deplw.
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Primeiramente vamos computar as deplecoes. Pelo Lema 7.1.5 temos que
depl (w”") < C+ N(p—1). (7.3)

Sabemos ainda, pela Definigao 7.1.3, que depl (9,) = n(p — 1). Note que 0, faz parte

da expansao de wP” via mondmios standard, logo, por (7.3), temos que
depl (9,) < depl (w”") < C+ N(p—1).
Portanto

nip—1)<C+N(p—1),

C

Agora, vamos calcular os pesos. Sabemos que wt (J,) = A". Além disso, qualquer
monomio que compoe a combinagao linear de w tem peso no minimo 1. Denotamos isso
como wt (w) > 1 o que implica, por aditividade da fungao peso, que wt (pr) > ph.
Isso implica que todos os mondmios puros na expansao tém peso pelo menos p”¥. Em

particular A" = wt (9,) > p", o que implica que

n > N log, p. (7.5)

Seja © := log, p. Pelo Lema 4.2.1 sabemos que A < p, temos que © > 1. Devido a
(7.4) e (7.5) temos que

B

NO <

p—1
C
NOe-1) < ——.
©-1)<

+ N,

O que é uma contradicao, para N suficientemente grande. Esta contradicao prova que a
expansao de wP" via monomios standard nao contem nenhuma derivada pura 0,, n > 0.
Afirmamos que, ao escrever wP" como combinagao linear finita de monémios standard,
esta combinacao linear nao pode conter elementos pivo v,, n > 0. De fato, caso contrario,
a expansao de wP” iria conter a respectiva derivada 0,,.
Desta forma, w' = wP” é uma combinagao linear finita de monomios standard que

contém pelo menos uma variavel em sua escrita. Portanto, pelo Lema 7.1.1, w’ é nil.



Capitulo 8

Algebra envelopante associativa

8.1 Base da envelopante associativa A

Agora que ja obtemos a dimensao de Gelfand-Kirillov da algebra de Lie (restrita)
L = Lie (vg, v1,v2), nosso objetivo neste capitulo é determinar o crescimento da algebra
envelopante associativa A = Alg (vg, v1, v9). Para auxiliar este processo, vamos considerar
uma dlgebra de Lie um pouco maior. Definimos L como o espaco gerado por todos os

monomios quasi-standard da forma:

fn—2
7"n—Bwn_Q'Uny

onde 0 < &, 5 < p— 2. Claramente, temos que L C L. Vamos estudar a envoltéria

associativa extendida A := Alg L, que inclui a nossa algebra A = Alg (vg, V1, V2).

Teorema 8.1.1. Seja A = Alg (L). Uma base para A consiste em todos os mondmios da

forma

w= :ES%? oo gl 2oy tnt 0y°, a6 €{0,...,p—1}, n>0, (8.1)

n—2 “n “n—1

onde a, > 1 (nos referimos a n como o comprimento de w), e os expoentes & sequem as

sequintes restrigoes:

i) Sea, =1, entao 0 < &, o < p—2e&,...,& 3 assumem qualquer valor do conjunto
{0,...,p—1};
it) Se2 < a, < p—1, entao &y, ..., &2 assumem qualquer valor do conjunto {0, ..., p—

1.

66
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Demonstracao. Durante a prova, trabalharemos com produtos de monomios quasi-standard.
Podemos reordenar estes produtos usando argumentos como no teorema de Poincaré-
Birkhoff-Witt, fixando uma ordem total, que diz respeito ao comprimento desses monomios.
Escreveremos entao os produtos em ordem decrescente de comprimento. Observamos
ainda que o produto entre p monomios quasi-standard de mesmo comprimento desapare-
cem, ja que:

(r0,) (F250,) - - (FP50,) = T _90? = =1 9p11Vnta-

Teremos, portanto, produtos de mondmios quasi-standard (no méximo p— 1 para cada
comprimento fixado), em ordem decrescente de comprimento. Um exemplo é dado pelo

seguinte produto:
1 —1 1 -1
[ 500) - - (PP o) [ g 1) -+ (P 0] - - oo -+ - o), (8.2)

onde ha pelo menos um monomio de comprimento n, enquanto os demais, de comprimento
menor do que n podem ou nao aparecer.

Seja z; uma varidvel em um monoémio r;_ov; (i < j—2). Os monomios que o antecedem
tém comprimento maior que j, consequentemente, maior que <. Logo, pelo Lema 3.1.1, z;
comuta com as cabegas vy correspondentes (k > i). Desta forma, podemos mover todas
as letras x; em (8.2) para a esquerda.

No caso em que o produto (8.2) envolve apenas um monoémio quasi-standard de com-
primento n, a variavel x,,_o deve aparecer em grau no maximo p — 2, visto que nao é
possivel obter essa variavel através de produtos de monomios de comprimento menor ou
igual a n — 2. Ja no caso em que o produto (8.2) envolve pelo menos dois mondmios de

comprimento n, a variavel x,,_o pode aparecer em grau até p — 1.

8.2 Dimensao de Gelfand-Kirillov de A

o ,.61 En—2

Lema 8.2.1. Seja p > 2. Considere w = zy’xy -2, ETRRRRE i

o .
vare " ugY um monomio
pertencente a dlgebra envoltoria extendida A, com as mesmas restri¢oes apresentadas no

Teorema 8.1.1. O peso de w satisfaz as desigualdades:

NP < wt (w) < AT
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Demonstra¢ao. Vamos denotar u := :17%%%1 x -xfl"_’;vn a parte inicial de w, onde 0 <

o < p— 2, temos que u ¢ um monomio quasi-standard de L. Usamos a estimativa

inferior que segue do Lema 5.1.2, vélida para p > 2:
AN < wt (s R oy).

Primeiramente vamos estabelecer a cota inferior. Perceba que no caso em que 2 <
a, < p—1, a letra z,,_5 pode aparecer com poténcia p — 1. Temos entao pelo menos a
seguinte situacao:

_ p—2
W = Tp_3L;,_9Un * Tn_2Un.

Neste caso, note que wt (x,_ov,) = —A""2 4+ A" > 0. Portanto, wt (w) > A\"~>. De modo

geral, temos que

wt (w) = wt (2302 -+ 2 2ot 020) > wh (u) 4+ wh (02 4+ wt (05°)

> wt (u) > A0,

Agora, vamos estabelecer a cota superior. Pelo Lema 5.1.4 temos A > /p. Novamente,

perceba que wt (z;) < 0, portanto temos que:

wt (w) < wt (v2") +wt (v"7") + ... + wt (v5°)
<(p-DN"+p-DXN"'+ .+ (p-DN

A1 p—1 p—1
)\n+1 >\n+1 — 1 )\n+1
P W WP+ 1)

< (A DA < N

=(p—1)

Usamos o fato de que z + 1 < 22 para = > %3 ~ 1,618. No caso p = 2 utilizamos a

cota 1 +x < 23 parax = A ~ 1,52. O

Teorema 8.2.2. Considere A = Alg(vg, v1,v2) sobre um corpo K de caracteristica p > 0.
Entao
GKdim A = GKdim A = 2log, p.

Demonstracao. Primeiramente, vamos encontrar um limitante superior para a funcao
7 i(m) que faz a contagem dos monomios da dlgebra envoltéria extendida w € A, tais que
wtw < m. Considere um tal monoémio w de comprimento n. Pelo Teorema 8.2.1 temos

que \"° < wtw < m, portanto n < [log, (m)] + 5 = ny.



Capitulo 8. Algebra envelopante associativa 69

Contando todos os monoémios (8.1) de comprimento no maximo ng, temos o limitante

superior desejado:

no 2 (21,
~ n p(p 0_1) 1 2\logy (m)+5
7~(TfL)<p+ p2 =p+—<p+—(p) €A

10
= p —I— p—(m)210g)\p.

1—1/p?
Seja agora n := [log, m] — 4. Considere todos os monomios
— 80,81 En—2  an, On—1 [
W =T L] - Ty_g V" Upy * Uy,

de comprimento n. Para n > 8 eles pertencem a mesma algebra A. Pelo Lema 8.2.1 temos
que wtw < A\"** < m. Contando todos os monomios w, temos um limitante inferior para

o crescimento da algebra A:
%‘(m) > p2n—2 > (pQ)IOg)\ m—6 _ p—12m2logAp‘

Concluimos que GKdim A = GKdim A = 2log, p.

O
Corolario 8.2.3. Para qualquer p temos
a) 3,3 < GKdim A < 4;
b) lim GKdim A = 4.
p—o0
Demonstragao. Segue do Corolério 5.2.2. m

8.3 Paraboloide para A

Agora vamos encontrar um limitante superior para | swt (w)|.

Lema 8.3.1. No caso 2 < p <7 seja pu raiz complexa. No caso p > 11 seja p € {a, as}
uma das raizes reais negativas. Agora, seja swt(v,) a func¢ao de superpeso definida por
swt (v,) = X", n > 0. Consideramos um monémio w € A como (8.1). Temos a sequinte

cota

[sw (w)] < clpl"
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Demonstragdo. Temos que |swt (vy)| = |swt(xy)| = |u|*. Segue entdo a estimativa para
(8.1):

st ()] < 3200 = 1)+ [l <200~ 1)

|M|n+1 _

< ¢l
| =1

]

Teorema 8.3.2. Sejap < 7 e 7 := log, |u|, onde 7 < 1. Eziste uma constante ¢ > 0
tal que os pontos do reticulado 7> C R?® representando os mondmios da dlgebra A estio

dentro de uma superficie do tipo paraboloide de rotagao, cuja equagao € escrita em termos

das coordenadas tor¢adas (Y1,Ys,Y3) :== WtR (w):

0<Y; < +oo,
VY3 4+ YE < Y.
Demonstragio. Seja w = z¥a5t - 25 20202 - 08 um monomio de A de compri-

mento n > 0 com coordenadas peso Wt (w) = (Z1, Za, Z3) = (wtw,swtw,swtw). Pelas

estimativas para o peso dos monomios w € A, dadas pelo Lema 8.2.1, temos que

NP < wtw = Zy,

n < log, Z1 + 5. (8.3)
Agora, pelo Lema 8.3.1, temos:
|Zo] = [swtw| < c|ul" < c|u]*B 7 = e uf - 2720 = ez,

Aplicando o Lema 4.5.6, fazemos a transicao para as coordenadas torcadas:

\Y? +Y? = /(Re Zy)2 + (Im Zy)% = | Zo| < &Y.

]

Teorema 8.3.3. Seja p > 11. Os pontos do reticulado Z3> C R3 representando os
mondémios da dlgebra A estao dentro de wma superficie do tipo funil retangular em termos

das coordenadas superpeso (Zy, Za, Z3) = Wt (w):

0 S Zl < +OO7
|Zs| < 1 27, 7 = log), |ay|,

| Z3| < e 272, Ty = log, |as].
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Demonstragao. Pelas consideragoes feitas em (8.3), n < log, Z; + 5. Pelo Lema 8.3.1

| Z2] = |swtw| < ¢|u[* = c|ag|"

< clan[ A = a2 = o 27,
[l

Corolario 8.3.4. A N3-graduagdo da dlgebra A = Alg (vg,v1,v2) nao pode ter componen-

tes no maximo unidimensionasis.

Demonstragao. Pelo Teorema 8.3.3 elementos homogéneos w € A, wt (w) < m pertencem
ao corpo, que estd dilatado do corpo para L (Teorema 5.3.3). O nimero dos pontos do

reticulado Z? C R? dentro desse corpo é dado pelo corolério 5.3.4
N (m) =~ cm!8r?,
Mas pelo Teorema 8.2.2 a funcao de crescimento de A se comporta como
ya(m) ~ m?I AT,
Entdo existe componente da N3-graduacao de dimensao maior do que 1. O]

Podemos demonstrar o mesmo, usando outra abordagem.

Lema 8.3.5. Seja A uma dlgebra (Lie ou associativa) N*-graduada com N®-componentes

no mazrimo uni-dimensionais. Entao GKdim A < 3.

Demonstragao. O crescimento do grupo abeliano Z3? é bem conhecido. A seguinte as-
sintdtica vale [32]:
vzs(m) = ¢ - m?.

O

Observamos que, pelo Corolario 8.2.3 acima, GKdim A > 3,3 e usando Lema 8.3.5

temos mais uma demonstracao do Corolario 8.3.4.
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8.4 Paraboloide para algebra envelopante restrita

Vamos primeiro estabelecer que monoémios da dlgebra envelopante restrita u(L) tam-

bem pertencem a uma superficie do tipo paraboloide.

Teorema 8.4.1. Considere a dlgebra envelopante restrita u = u(L). No caso 2 <p <7
seja p raiz complexa. No caso p > 11 seja p € {ao, oz} raiz real negativa. Consideramos

a fungao superpeso swt (vy,) = p", n > 0. Escolhemos 0 tal que

5::M<9<1,

In (pA)

onde 6 < 1 por estimativas para autovalores. Elementos do reticulado Z* C R® corres-

pontes dos elementos homogéneos w € u(L) satisfazem, para algum ¢ > 0:
|swt (w)| < ¢ (wtw)?.

Demonstracio. Seja L a dlgebra gerada como espaco vetorial por todos os mondmios
quasi-standard. Vamos considerar coordenadas dos elementos homogéneos da algebra
estendida u(L) D u = u(L). Seja {w;|i € N} a base ordenada de L, que consiste nos

elementos

_ 0.6 En—2 _ p1
w = IO $1 st In72 UTL? w = In721)n,

onde 0 <& <p—1e0 <&, 5 <p—2. Considere a funcao que mede o comprimento

I {w;li e N} = N, 1(2525" - 25" 2v,) = n. Pelo Teorema 5.1.2 temos as estimativas

A < wt (w) < A

|swt (w)| < Clpl”,  neN. (8.4)

Considere um elemento standard da base de u(L) do tipo v = w, - - - w;,, onde os w;; estao
ordenados e cada w; ocorre no maximo p — 1 vezes. Seja N = max {l(w;,)|1 < j < s}.
Denote por my, o nimero dos w;; tais que k = [(w;;), para todo k =1,..., N. Considere
as novas coordenadas peso Z; = wt (v) e Zy = swt (v). Aplicamos (8.4) e obtemos as

estimativas
N N
Fme <Zp <y mph
k=1 k=1

N
%] < malul* (8.5)

k=1
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Seja v = a(v) o nidmero tal que |Zs| = Z¢{. Entao
N
In (C’ka|u|k>
k=1
~ :
In </\1—4 ka)\k)
k=1

O ntimero de diferentes elementos da base w; tais que [(w;) = k é igual a p*~2(p —

In ZQ
o(v) =1 7, =

(8.6)

1)+ 1 < p*! para todo k > 2. Cada um desses pode compor v no maximo (p — 1) vezes.

Portanto temos
me <pFtp—1)<pf,  k=1,....N. (8.7)

Vamos computar o valor méximo de «(v) dentre todos os v's com valor de peso fixo
N

Zy(v) = S. De (8.5) temos S < ka/\]c < \'S, esta estimativa implica o intervalo de
k=1
valores para o denominador de (8.6). Para obter estimativas para o numerador de (8.6)

consideramos o maximo da fungao linear

N
f(tlaatN):Ztkllu’k7 Ogtképkvk:L?Na (88)
k=1
N
sujeito a uma restricao da forma de um hiperplano ka)\k = A, onde a constante A

k=1
é tal que S < A < \S. Note que o denominador de (8.6) é fixado em cada hiperplano.

Desde que |u] < A, 0 maximo em cada hiperplano é alcangado quando tomamos o maior
valor possivel para t, com menores k’s. Por (8.7), temos os limitantes 0 < t, < pF,
k =1,...,N. Portanto, tomamos o ponto sobre o hiperplano t;,1 = p¥, k = 1,...,m,

k+1>

para algum m < N, o valor apropriado tx 1 € [0,p"™!), e tjyo = ... =ty = 0. Isto

garante o limitante superior

In (C (Zp’“|u|’“ + tk+1lu!’““>)
_ (o™
m = In (CypmAm)

In (% <Z(p)\)k + tk+1)\k+1>>

k=1
L InCy+In(plul)
~ LInCy+1In(ph)

a(v)

IN

< (1—1—0(1))%, m — 00.

Quando S cresce, o nimero m também aumenta. Vamos escolher o niimero 6 tal que

0 < 6 < 1. Entao para Z; suficientemente grande temos a(v) < 6, portanto |Z,| < Z7.

By choosing an appropriate constant C' we get |Z,| < CZY para todo Z; > 0. ]
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Teorema 8.4.2. Pontos do reticulado Z*> C R3® que correspondem aos mondmios da

dlgebra envelopante restrita sem unidade u(L) satisfazem
a) No caso 2 < p <7 usamos coordenadas peso reais tor¢adas (Y1,Y2,Ys) = WtR (w):

0<Y] < +o0,
VYZ+YE <Y, onde 0 := l?(f’l’;” <6<l

b) No caso p > 11 usamos coordenadas peso (21, Za, Z3) = WtR (w):

0 S Zl < +OO,
|Zo] < C1 20", onde 6y = B <6, <1
| Zs| < CLZ52, onde 0y := hifgf‘;’)‘) < by < 1.
Demonstragao. Segue de forma semelhante ao Teorema 8.3.2 e ao Teorema 8.3.3. O]

As seguintes tabelas mostram que agora a superficie do tipo paraboloide é maior do

que tal para L ou A.

P 0

210,7071...
3| 0,7649...
5 0,7832...
710,7925...

Tabela 8.4.1: Valores de 6 para 2 < p < 7.

p 0, 0,

11 | 0,7309... | 0,8739...
13 1 0,7082... | 0,9027...
171 0,6891... | 0,9302...
19 | 0,6842... | 0,9382...
23| 0,6781... | 0,9492...
29 | 0,6733... | 0,9592...

Tabela 8.4.2: Valores de 6; e 6, para p > 11.
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Observacao 8.4.1. Usando resultado de Petrogradsky [42], [44], a dlgebra envelopante

restrita tem a sequinte assintotica de crescimento para algum C > 0:

o) (m) = exp ((C + 0(1))m%+1>, m —s 0.

8.5 Decomposicoes nas somas diretas de duas subalgebras
localmente nilpotentes

Teorema 8.5.1. As sequintes dlgebras
a) Algebra de Lie (restrita) L = Lie (vg, vy, v3);
b) Algebra envelopante associativa A = Alg (vo, v1,V2);
c) Algebra envelopante restrita u = u(L) sem unidade,

sao somas diretas de duas subdlgebras localmente nilpotentes:
L:L+EBL7, A:A+@A,, U/:U+@U,.

Demonstragao.  a) Mostramos que o eixo OZ; (que coincide com OY) no caso p €
{2,3,5,7}) nao tem pontos do reticulado Z* no sentido das coordenadas multigrau,

além da origem. Assumimos que Z* 3 (ny,n9,n3) = Grw € OZ;. Pelo Lema 4.5.6

Zl 1 )\ )\2 nq
0 | =Wt'(w)=] 1 X A ny |
0 1 )\3 )\:2)) ng

0 = n1 + Aona + Ans,
0=mn1+ A\3ny + )\gng,

ny = —(Aa + A3)ns.
A= =X — A3 =mny/n3 € Q,

uma contradi¢ao com o fato de que o polinomio caracteristico é irredutivel.

b) Existem continuum dos planos que passam pelo eixo OZ;. Pontos do reticulado Z?
sao contaveis. Portanto, existem infinitos planos que passam pelo eixo OZ; mas nao

passam por nenhum dos pontos de Z3\{(0,0,0)}.
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c)

Vamos considerar o caso da dlgebra envelopante restrita u(L) sem unidade. Seja I’
um plano obtido acima. Por b) nenhum monoémio tem ponto em I'. Definimos
como espago gerado pelos mondmios de u(L) por um lado de I', e u_ 0s monoémios

do outro lado. Obtemos uma soma direta v = u; S u_.
Observamos que uy e u_ sao subalgebras, por aditividade das fungoes peso.

Agora, veja que W = Alg (wy, ..., wy), w; € uy. Pontos para essa dlgebra ficam den-
tro do cone formado por esses vetores, {t; Wt (wy) +...+tx Wt (wg)|t; > 0}. Obser-
vamos que esses vetores estao de um lado do plano I'. Por argumentos geométricos,

produtos longos devem sair do paraboloide de rotagao

\/Z3+ 23 <078, onde 6 < 1.

Portanto, W¥ = 0 para algum inteiro N.



Capitulo 9

Algebra de Poisson P

9.1 Definicao da algebra de Poisson P

Neste capitulo, vamos definir uma algebra de Poisson P(Vg, Vi, V3), determinada pela
algebra de Lie L = Lie (vg, vy, v2).

Consideramos a algebra polinomial truncada em dois grupos de variaveis

H = Klae i > 0]/ (a2 y2]i > 0),

%

a qual se torna uma algebra de Poisson munida com um colchete determinado pelas

seguintes relacoes:

Obtemos o colchete:

B = [ Of dg B df dg

A seguir definimos um completamento de H. Denote por = o conjunto de todas as
tuplas o = (a4l € {0,...,p — 1},7 > 0) com uma quantidade finita de entradas nao
nulas. Denote por ¢; € = a tupla com entrada 1 na i-ésima posicao e zero nas demais,
1 > 0. Seja a € Z, definimos

la| = Zai, @ =max{i > 0|a; # 0}, 2% = Hmf“, Yy = Hyio‘i,
i>0 i>0 i>0
onde os produtos sao tomados em ordem crescente. Seja o € Z e considere que para

algum ¢ > 0, temos «; = 0 (ou o; > p), entdo consideramos que x* % = 0. Abaixo

77
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assumimos que as tuplas «a, 8 pertencem a =. Considere o seguinte completamento de H,

que consiste em todas as somas formais infinitas:

H .= Z)\a,ga:ayﬁ

a<p

Aa,ﬁ e K

Desde que abaixo os termos y; serao substituidos por derivadas parciais, definimos

operadores diferenciais de ordem finita k:

H* .= Z /\a”@xayﬁ
a<p, |Bl=k

H = éﬁlk
k=0

Lema 9.1.1. Eztendemos formalmente os produtos de H para H. Entdo

)\aﬁEK , k>0;

(i) H ¢ dlgebra de Poisson;
(ii) HC H ¢ uma subdlgebra de H.

Demonstracao. Claramente o produto associativo estd bem definido. Vamos provar que

o colchete de Poisson estd bem definido:

> Ay > pran gy
a'<p

E/I<BU

= Z Aa’,ﬁ’/’“a”ﬁ// /B/Q{” Z xa’yﬁ’_&‘il‘a/l_giyﬁ// _ Q{,ﬁ” Z I‘O/_Eiyﬁlxa”yﬂu_si

a'<p i<a'<B" i<a'<B
—/!

a'<p’ i<B i<B

- Z Z Z (8" +e)(@" + ) Aar e arre,pr —

’ 1 __ . —/!
a,f %/igu;g i<f

Z(O/ + 51')(5” + 5i)>‘a’+6i,ﬂ’ﬂa”,5”+si fL‘ay’B; a < B
i<B
Acima deletamos i de o/ e 3", existe 7 > ¢ em '. Temos max{j, 5" —¢;} > o,
trivialmente 5’ > o/ — ;. Portanto o produto pertence a H.

Sejam agora f € H* g € H™, k,m > 0. Pelas computacoes acima temos que

f-ge€ Hm e {f g} € H*"1 Portanto H é uma subalgebra.
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Os préximos elementos, pertencentes a Der H, serao referidos como elementos pivo
—1_p—1 —-1_p—1 —1_p—1 ,
Vi=y + o) 2 (Yirs + 27 327 (Yire + 206007 (Yiro +--+))), >0, (9.2)

Seja ™ : A — H a imersao natural, ou seja, se xf eA,com0<E<p—1,entaon

i

leva 2% no mesmo 2% € H. Portanto, identificamos uma cauda r,, € A com o respectivo

elemento r,, € H. Definimos tambem como 7 age sobre as derivadas parciais, da seguinte
forma

m(a}0;) = xf'y; € H,

onde i,j > 0,i < je0<¢& <p-—1. Em particular, temos que 7(v;) = V;, para todo

t > 0. Seguem as imagens dos monomios standard

W(rn_gxi[’QQUn) = rn_gxf[f;vn c H, n > 3. (9.3)
Lema 9.1.2. A aplicacao

7 : L = Lie (vg, v1,v2) — Lie (Vp, V1, Vo) C H
€ uma imersao isomorfa entre L e uma subdlgebra da dlgebra de Poisson H.

Demonstrag¢ao. Observe que os colchetes (2.1) e (9.1) sdo “o mesmo”. Concluimos que os

colchetes de Lie sobre os elementos pivo (2.2) e suas imagens (9.2) sdo “o mesmo”, logo
W([”Z’?“j]) - {V;?V}}? 0,5 2 0.
A mesma observacao se aplica aos monomios standard e suas imagens. O]

Definimos a subdlgebra de Poisson P = Poisson (Vp, V4, V2) C H gerada por {V, Vi, Vo }.

A relagao recursiva (2.2) é reescrita da seguinte forma:
Vi=yi+al Vi, >0
7 — y’L l’z xl+1 Z+37 3 [l .

Definimos algebras de Poisson P, = Poisson (V;, V11, Viee) € H, i > 0, portanto
Py = P. Estendemos o endomorfismo shift 7 : L — L para Ppor 7(1) = le7(w; - - - w,) =

7(wy) - - 7(wp,), onde w; € L.
Corolario 9.1.3. Seja P = Poisson (Vy, V1, V,) C H. Entado

i) V;e P, i>0;
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ii) ' P — P; é um isomorfismo, para qualquer i > 0;

i11) Obtemos uma cadeia de subdlgebras de Poisson isomorfas:

P=P 2P 2 2P2Ps2 -, [P={)k
=0

iv) A dlgebra de Poisson P tem dimensao infinita.

9.2 Propriedades das algebras de Poisson P, Pe relacao

com A

()

i oUn, J = 1,...,p, monomios standard de primeiro e segundo tipos.

Sejam w; = r

Consideremos produtos deles em A = Alg (v, vy, v2):

(1) (2) () ~
WIWg * == Wy = Ty gUnTp_oUp =+ = Ty gUp = Tp_oUl
- _ 5 p—1 9.4
= —Trp—2Tp11Un+3. (9.4)
. 1 ~ .
No caso particular w; = z,, temos v2 = —z?" 0,35, monémios standard do segundo

tipo. Em geral, monomios (9.4) tém forma r,_sz" Sv,, n > 3.

Defini¢ao 9.2.1. 1) Mondmios obtidos como (9.4), que nao sdo mondmios standard

tipo 2, sao chamados monoémios standard de tipo 3.

" . —1 - A . .
2) Monémios da forma r,_sxb_jv,, n > 3, sao chamados monémios quasi-standard

de tipo 3.
3) Monémios quasi-standard de tipo 3, que nao sao standard, sao chamados falsos.

Lema 9.2.2. 1) Nao existem mondmios standard falsos do tipo 3 de comprimento n >

11.
2) O nimero de monémios standard falsos do tipo 3 € finito.
3) Na defini¢ao (9.4) podemos usar como w;:

a) Apenas mondémios standard do tipo 1;

b) Usando monomios standard de tipos 1,2,3, obtemos 0s mesmos monémios.
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Demonstrac¢ao. Usamos que nao existem monomios falsos do tipo 1 de comprimento n > 8.
No produto (9.4), podemos usar monoémios standard de tipo 1 para obter todas as caudas

Tn_2. Usando monomios de tipo 1,2, 3, nao muda nada. O

Lema 9.2.3. Denotamos por Lo espaco gerado pelos monomios standard de tipo 1,2, 3.

Entao
1) L € uma subdlgebra de Lie restrita em Der A.

2) Seja A := Alg(L). Temos A= A = Alg (v, v1,v2).

~ ~

3 m:L—m(L)C H € uma injegao.

Demonstra¢ao. 1) Sejam wq, wy mondmios standard de tipo 1,2 ou 3. Por computagoes
do Teorema 3.2.2, [wy, ws] é expresso por mondmios standard do tipo 1. Observamos
que p-poténcias dos monomios sao nao-nulas no caso dos elementos pivo, nesse caso

obtemos monomios de tipo 2.
2) Segue da definigdo dos monomios standard dos tipos 2,3 (veja (9.4)).

3) Evidente.
[

Temos entdo subdlgebra de Lie L 2 W(f)) C H, dentro da algebra de Poisson, com
base

7T(rn—2vn> - Tn—2vn7

onde {r,_sv,|n > 0} sdo todos os mondmios standard dos 3 tipos.
Consideramos a algebra de Poisson gerada por esses elementos (espaco gerado por eles

A

e algebra de Lie 7w(L)). Entao obtemos a algebra de Poisson

A

P := Poisson (x(L)) C H.
Lembramos que H ¢é uma algebra comutativa e associativa. Uma base de P tem forma
:L'go "'IZZ_QQVnﬂ"fofl _._‘/0,307 Oéi,ﬁi € {0,...,]9— 1}, ﬁn 7&0, (95)

onde «y, . . ., a,,_o satisfazem algumas condi¢oes adicionais. Nao especificamos estas condigoes,
mas estd claro que existe esta descricao precisa, originada da lista finita dos monémios

falsos dos tipos 1, 3.
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Por exemplo, no caso n > 8 temos a condicao seguinte: se 3, = 1, ocorre um dos

seguintes casos
a) ap_2 < p—2ou
b) apo=p—1lea,3=0a,4=0.

Denotamos por Pmo subespaco de 15, que tem nimero m de letras V;. Obtemos uma

graduagao P= GB P™ do espaco e da algebra associativa.

m>0
Teorema 9.2.4. Seja A™ c End A o espaco gerado por todos 0s produtos associalivos
de no mazrimo m elementos de [:, onde m > 0. Entao

i) {A™m > 0} € uma filtragio de A = A;

i) A™ médulo Am1 ¢ gerada por produtos wy - - - w,, de monomios standard w; de tipos

1,2,3, de comprimentos estritamente decrescentes, onde m > 1;

12

iii) Erxiste um isomorfismo natural de espagos vetoriais Ay, = P,,, m > 0;

iv) grfi tem estrutura natural de dlgebra de Poisson e grfl = P.

Demonstra¢ao. Vamos provar i) por inducao sobre m. Os casos m = 0,1 s@o claros.
Seja m > 2. Fixamos uma ordem total < sobre os monomios standard que obedece seus
comprimentos. Considere um produto wyws - - - w,, € flm, onde w; sao monodmios stan-
dard. Desde que o comutador de dois monomios diferentes [w;, w;,1] € Lé expresso via
monomios standard, podemos comutar esses monomios maédulo Am—1, Portanto, assu-
mimos que wy = wy = ... = w,,. Suponha que temos p elementos consecutivos w;, de
mesmo comprimento n, entdo por (9.4) o produto resulta em um mondémio standard do
tipo 3. Portanto, produtos que contenham tais p elementos pertencem a Am=1 ¢ apli-
camos a hipétese de indugao. Como resultado, conseguimos produtos de monoémios com
comprimentos estritamente decrescentes, o que prova 7).

Por i1), A™ médulo Am1 6 gerado por produtos de m elementos standard, como segue:
Tni—1Uny " Tnag—1Uny = " Ty —1Uny, n=m Z U Z s 2 Nm Z Oa m Z ]-7 (96)

onde existem no maximo p — 1 fatores para cada comprimento.
Agora, movemos todas as letras z; em (9.6) para a esquerda. Procedemos como segue.

Seja x; uma varidvel em um monomio standard 7, _1v,,,j > 2, entdao i < n;. Os monomios
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standard que aparecem antes deste em (9.6) tém comprimento maior que n;, portanto,
maior que ¢. Detsa forma, x; comuta com as cabegas precedentes {v,, |l < k < j}, e
movendo todas as letras para a esquerda, nao obtemos termos adicionais. Desde que a
algebra associativa P é comutativa, P, é gerada por produtos ordenados de comprimento
m de monoémios standard, como em (9.6) (deve-se apenas substituir v;s por V;'s). Ambos
os produtos sao reordenados (ambos produzem zero, desde que uma letra aparega p vezes)
para obter respectivas bases da mesma forma, uma delas obtida pela lista (9.5) sob as

restricoes especificadas. Conseguimos isomorfismos de espagos vetoriais
pm Ay = A" /AT =2 P VYm > 0.

Temos um isomorfismo p : grA >~ P. Desde que gr A é comutativo, nés munimos este
com um colchete como segue. Seja a = wy---w, € AMNA" e b =w|---w, € A, =
Am\flmfl, onde w;s, w}s sao monomios standard de IA/, n,m > 1. Observe que a ordem
em tais produtos ndo importa. Denote por @, b as respectivas imagens em fln = An / Ar-1

e A, = A"/A"=! Ponha

@)~ lot oo 477 = 3 ([ o) o) € 4070 G 227

pg  \iFp  j#q
Este colchete satisfaz a regra de Leibniz pois vem de um comutador de uma algebra
associativa que satisfaz a regra de Leibniz. Obtemos um isomorfismo de &dlgebras de
Poisson grfl >~ P pois os colchetes coincidem sobre L que gera ambas as algebras como

algebras associativas, portanto garantindo iv). O]
Corolario 9.2.5. Seja p > 0 qualquer.
1) A dlgebra Alg (v, v1,vs) tem uma filtragao {Amlm > 0} tal que

gr A = P = Poisson (L),

¢ isomorfismo de dlgebras de Poisson (onde L tem uma base que consiste nos

monoémios standard dos 3 tipos);
2) Temos a inclusao propria P C gr A.

Demonstra¢io. 1) Como élgebra associativa temos que A = A. (Lema 9.2.3).
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2) Seja w = rp_52?" v, monémio standard do tipo 3. Temos 7(w) € L\L, entdo

m(w) € P\P.

Observagao 9.2.1. Consideramos as dlgebras de Poisson P e P. Entio
1) Temos as mesmas cotas para peso e superpeso obtidas para A.
2) Temos o mesmo crescimento obtido para A.
3) P, P pertencem ao mesmo paraboloide de A.

Demonstracao. A diferenca para A vem dos monoémios standard do terceiro tipo. Note
que nao tém muito mondmios deste tipo, portanto estes nao influenciam nas propriedades

acima. O
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