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“O matemdtico puro, tal como o misico, é um criador livre do seu mundo

de beleza ordenada.”
Bertrand Russell



Resumo

A natureza aritmética de um ntimero que é imagem de um niimero algébrico por uma
funcao transcendente é um tema estudado por varios matematicos desde o século XIX.
Um dos principais interessados nesse tipo de problema foi Mahler, que propos questoes de
grande interesse em Teoria dos Niuimeros Transcendentes. Uma dessas questoes trata da
existéncia de uma funcao transcendente com coeficientes inteiros e limitados que assume
valores algébricos em pontos algébricos. O primeiro objetivo deste trabalho é mostrar a
existéncia de uma tal fungdo, porém com quase todos os coeficientes limitados.

Mostraremos ainda a existéncia de uma fungdo transcendente f € Z{z} com quase
todos os coeficientes limitados tal que f e todas as suas derivadas levam algébricos em
algébricos.

Um outro problema proposto por Mahler questiona se existem fungoes transcendentes
com um conjunto excepcional prescrito. Relacionado a esse problema, mostramos que
certos subconjuntos de ntimeros algébricos sdo conjuntos excepcionais de alguma fungao

transcendente f € Z{z} com quase todos os coeficientes limitados.

Palavras-chave: Fungoes transcendentes. Problemas de Mahler. Conjuntos excepcio-

nais. Densidade assintodtica.
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Abstract

The arithmetic nature of a number given as an image of an algebraic number by a
transcendental function is a subject studied by several mathematicians since the 19th
century. One of the main interested in this type of problem was Mahler, who proposed
questions of great interest in Transcendental Number Theory. One of these questions deals
with the existence of a transcendental function with integer and bounded coefficients that
assumes algebraic values at algebraic points. The first goal of this work is to show the
existence of such a function, but with almost all bounded coefficients.

We will also show the existence of a transcendental function f € Z{z} with almost all
bounded coefficients such that f and all its derivatives take algebraic values in algebraic
points.

Another problem proposed by Mahler asks whether there are transcendental functions
with a prescribed exceptional set. Related to this problem, we show that certain subsets
of algebraic numbers are exceptional sets of some transcendental function f € Z{z} with

almost all bounded coefficients.

Keywords: Transcendental functions. Mahler’s problems. Exceptional sets. Asymptotic

density.
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Introducao

Uma fungao f é dita transcendente se nao existe polindmio nao nulo complexo P
que satisfaz P(z, f(z)) = 0, para todo z em seu dominio. A classe mais interessante de
numeros transcendentes sao aqueles obtidos como valores de fungoes transcendentes em
pontos algébricos. O interesse em estudar a natureza aritmética de nimeros da forma
f(a), com « algébrico, surgiu no século XIX, apds Lindemann mostrar a transcendéncia,
de e%, para um algébrico nao nulo a. De fato, em 1886, Strauss tentou provar que nao
existia uma func¢ao analitica transcendente que mapeia Q em Q. Entretanto, Weierstrass
o surpreendeu apresentando um contraexemplo.

Além disso, Weierstrass comecou a investigar o conjunto de ntimeros algébricos para
os quais uma funcao inteira transcendente assume valores algébricos. Esse conjunto foi

denominado de conjunto excepcional. Dali, ele levantou duas questoes:

(1) Seja Q o conjunto dos niimeros algébricos. Existe uma funcio inteira transcendente

f tal que
@ cQ?

(2) Quais os possiveis subconjuntos de @ sao conjuntos excepcionais de funcoes inteiras

transcendentes?

Em 1895, Stackel [26] provou que para todo conjunto enumerdvel ¥ C C e todo
conjunto denso T" C C, existe uma fungdo inteira transcendente f tal que f(X) C T,
respondendo assim a questdo (1) de Weierstrass (X =7 = Q).

A resposta para a questdo (2) veio em 2010, quando Huang, Marques e Mereb [7]
mostraram que dado S C Q, existe uma funcdo inteira transcendente f tal que S o =9,
para todo s > 0 (onde Sy denota o conjunto excepcional de f()).

Um outro matematico que investigou o comportamento aritmético de fungdes trans-
cendentes foi Mahler. Em 1965, ele mostrou que se S é fechado em relacio a Q (ou seja,
se @ € S entdao todos os seus conjugados algébricos pertencem a S), entdo existe uma
funcdo f transcendente tal que Sy = S. Em um de seus livros [12], Mahler sugeriu trés
problemas relacionados a esse topico e os chamou de problemas A, B e C. No que segue,

Z{z} é o conjunto das séries de poténcias analiticas em B(0, 1) com coeficientes inteiros.



Problema A. Existe uma fungdo transcendente f € Z{z} com coeficientes limitados tal
que (@ N B(0,1)) C Q7

Mahler mostrou que a resposta é negativa para fungoes fortemente lacunarias. Por
isso, ele conjecturou que a resposta do Problema A seria negativa. No entanto, o problema
ainda estd em aberto. Recentemente, Marques e Moreira [16] mostraram a existéncia de
uma quantidade ndo enumeréavel de fungoes transcendentes f € Z{z}, tais que f(QnN
B(0,1)) C Q e seus coeficientes tém apenas 2 e 3 como divisores primos.

Nesse contexto, levantamos a seguinte questao, que chamamos de versao assintotica
do Problema A de Mahler:

FEziste uma fungdo transcendente f € Z{z} com quase todos os coeficientes
limitados tal que f(QN B(0,1) C Q?

A expressao “quase todos limitados” significa que a densidade assintotica dos inteiros
nao negativos para os quais os coeficientes correspondentes sao limitados é igual a um.

No Capitulo 2 desta tese, mostraremos que a resposta para essa pergunta é afirma-
tiva. Essa parte do capitulo estd baseada em nosso trabalho em [2]. Mais precisamente,

provaremos o seguinte resultado.

Teorema A. Sejam A e B conjuntos infinitos de inteiros ndo negativos e defina S =
A+ B={a+0bja€ Abe B}. Entio existe uma quantidade nao enumerdvel de fungées

transcendentes f(z) = Y,es anz™ € Z{z} tais que

f@nNB(0,1) Q.

Para ver que esse resultado responde a nossa questao basta tomar A = B = N2, pois
o conjunto § = A+ B é um conjunto de densidade zero.
Uma outra forma interessante que encontramos de responder a nossa questao foi obtida

utilizando o teorema abaixo e um resultado recente de Tao e Ziegler [27].

Teorema B. Sejam A = {ay,a2,0a3,...},a1 < as < -+, e B=1{by,by,b3,...},by < by <

-, conjuntos infinitos de nimeros naturais e seja

S:{az+b]€A+B,1§Z<]}

Entao existem uma quantidade nao enumerdvel de fungoes transcendentes f(z) = Y, cs Cn2™ €

Z{z} tais que
f(@nN B(0,1)) € Q.

Tao e Ziegler mostraram que existem dois conjuntos infinitos A = {ay,as,...}, B =

{b1, bo, ...} tais que a;+b; é primo para 1 < i < j. Com isso, podemos mostrar a existéncia



de uma quantidade nao enumerével de fungoes transcendentes f(z) = 3, cp anz™ € Z{z}
tais que f(QN B(0,1)) C Q.

Em 1902, Stickel [25] construiu uma funcdo inteira f cujas derivadas f), para t =
0,1,..., mapeiam Q em Q. Além disso, Faber refinou esse resultado em f®(Q) C Q(i),
para todo t > 0. Em 1968, Van der Poorten [28] construiu uma funcao inteira transcen-
dente f, tal que f®(a) € Q(a), para todos t > 0 e a € Q. Nesse sentido, no Capitulo 3,

mostraremos o resultado a seguir.

Teorema C. Sejam A e B conjuntos infinitos de inteiros nao negativos e defina S =
A+B={a+bya € A bec B}. Entio existem uma quantidade nao enumerdvel de fungées

transcendentes f(z) = ,cs an2™ € Z{z} tais que
f™M@NBO,1))€Q, m=>0.

O Problema C de Mahler trata dos possiveis conjuntos excepcionais de fung¢oes trans-

cendentes com coeficientes racionais.

Problema C. Seja p € (0,00] um nimero real. Eziste para qualquer escolha de S C
QN B(0,p) (fechado para conjugagio complexa e tal que 0 € S) uma fungio analitica com
coeficientes racionais e raio de convergéncia p tal que Sy = S?

Esse problema foi resolvido por Marques e Ramirez [17], para o caso p = oo e por
Marques e Moreira [14] para qualquer p € (0, o0].

Em 2020, Marques e Moreira [15] mostraram que qualquer subconjunto de QN B(0, 1),
fechado para conjugacao complexa e que contém o elemento 0, é conjunto excepcional de
uma quantidade nao enumerdvel de fungoes transcendentes em Z{z}.

Relacionado a conjuntos excepcionais, levantamos a seguinte pergunta que chamamos

de versao assintética do Problema C de Mahler:

Dado S € QN B(0,1) fechado para conjugagio complexa e com 0 € S existe
uma fungao transcendente f € Z{z} com quase todos os coeficientes limitados
tal que Sy = S?

No Capitulo 4, provaremos resultados parciais com o intuito de responder essa questao.

Teorema D. Sejam p € (0,1] ¢ S C Q N B(0,p) um conjunto fechado em relagio a
Q tal que 0 € S. Entdo existem uma quantidade ndo enumerdvel de funcoes analiticas

transcendentes

f(z) = i apz", a, € 7.

n=0

e uma constante M > 0, tais que

O(L(f, M)) =1



ecompr=peSy=2>9.
Aqui, 0 denota a densidade assintotica e L(f, M) := {n € No;|a,| < M}.

Teorema E. Sejam ¢ > 2 um nimero inteiro, {1 = 1,(s,...,(} o conjunto das (-
ésimas raizes da unidade e S C QN B(0,1) um conjunto fechado para conjugagio compleza

contendo 0 e com a sequinte propriedade:
sea € S entao (ya € S, para todo k € {1,2,...,0}.

Entdo existe uma quantidade nao enumerdvel de fungoes transcendentes (z) = 3,50 an2" €

Z{z} e uma constante M > 0, tais que
1

BS¢:S.

Aqui, ¢ denota a densidade assintética inferior.
Como consequéncia do Teorema E, obtivemos que qualquer subconjunto S de Q N

B(0,1), fechado para conjugacao complexa, contendo 0 e que tem a propriedade:
sea € Sentao —a € 9,

é o conjunto excepcional de uma quantidade nao enumeravel de fungoes transcendentes

pares. A conclusao é a mesma para func¢oes transcendentes impares.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢oes e resultados que serao utilizados ao

longo desse trabalho.

1.1 Densidade assintotica

Seja Ny o conjunto dos inteiros nao negativos. Dados A C Ny e n € N, definimos
A(n) .= ANJ0,n].

Definigao 1.1. Seja A C Ny. A densidade assintética inferior e¢ a densidade
assintotica superior de A sio dadas por
A - A
0(A) = liminf #Am) e 0(A)=lim supm,

n—0o0 n n—o00 n

respectivamente. Aqui, #A(n) indica a cardinalidade do conjunto A(n). Dizemos que A
tem densidade assintética 6(A) se §(A) = 5(A). Nesse caso,
5(4) = lim 24N

n—oo n

Seja
A = {m € Ny;m tem a propriedade P}.

Dizemos que quase todos os inteiros nao negativos tém a propriedade P se
i(A) =1.
Proposicao 1.2. Sejam A, B C Ny. Se A C B, entdo

5(A) < 3(B) e 3(A) <3(B).



Demonstra¢io. Como A C B, segue que A(n) C B(n) para todo n € N, o que implica

que

#A(n) < 7B (n)

n n

#A(n) < #B(n) =

)

para todo n € N. Portanto,

timint P2 < g FE) o iy gy FAD g gy FEE@),
n—oo n n—00 n N 00 n oo n
ou seja, 0(A) < J(B) e 6(A) < H(B). -

Proposicao 1.3. Sejam A e B dois conjuntos de inteiros disjuntos e seja C' := AU B.
Se dois dos conjuntos A, B e C' possuem densidade assintotica, entdo o terceiro conjunto

também possui e

5(C) = 8(A) + 8(B).

Demonstrag¢io. Suponha que 6(A) e §(B) existem. Como A e B sdo disjuntos, tem-se que

#C() _ #Am) | #B(n)

Y

n n n
_ #A(m) - #Bn)
e como lim ———= e lim ———= ex1stem, segue que
n—oo n n—oo n
LHO) (#A<n>+#3<n>>
n—00 n n—00 n n
= lim #An) + lim #B(n)
n—oo n n—oo n

Portanto, §(C') existe e
(C) =6(A)+46(B).

Para mostrar o resultado quando §(B) e 6(C') existem ou quando §(A) e 6(C') existem,

procede-se da mesma forma. O
Corolario 1.4. Se 0(A) existe, entao §(No\A) existe e € igual a 1 — §(A).
Demonstrag¢io. Na Proposigao 1.3, substitua C' por Ny e B por Ng\A. Ja que

No =AU (No\A4) e AN (No\A4) =0,
segue que d(Np\A) existe e

S(No\A) = 6(No) — 6(A) = 1 — 5(A).



Proposicao 1.5. Seja A C Ny um conjunto com densidade assintotica . Defina Ay :=
AUB e Ay := A\B onde B C Ny € um conjunto de densidade assintdtica zero. Entdo

I(A1) = d(Az) =0.
Demonstracio. Podemos escrever A; como uma uniao disjunta da seguinte forma:
A=A, U(B\A)U (AN B).
Pela Proposicao 1.3,
6(A1) = 6(As) +6(B\A) + (AN B).
Como B\A e AN B sdo subconjuntos de B, segue da Proposi¢ao 1.2 que 6(A;) = §(A,).
Dai, e de Ay C A C A;, segue que

(A1) = 6(As) = 6.

]

Proposigao 1.6. Seja A uma sequéncia de numeros naturais a; < as < ---. FEntdo A
tem densidade 6 se e somente se
n

lim — = .
n—oo an

Demonstrag¢io. Suponha que A tenha densidade assintética §. Entao

lim #A)

n—oo n

= .

Observe que para cada n € N, tem-se que #A(a,) = n. Dessa forma, pondo m := a,

temos
n _ #A(m)
a, = om
n A(m
Ou seja, () é uma subsequéncia de <#()> . Portanto,
Qn/ p>1 m m>1
lim o 0.
n—oo a’TL
Reciprocamente, suponha que
.on
lim — = 4.
n—o0 an
#A(m)

Seja € > 0 dado arbitrariamente. Se ¢ = lirrl> inf , entao existe uma subsequéncia
m o0

m



<#A(mk)> (ver [3], p.176) tal que
Mk ) k>

#Alm) <l+ E,
my 2

para todo k > 1. Para cada my > a,, seja n € N tal que a,,_; < my; < a,,. Com isso,

temos
Nk #A(mk) . N N — 1 < N ne — 1 . 1
Ap,, my Ay, myg my myg my
Agora, existe kg € N tal que
1 €
k>ky— — < =
my 2

Assim, para k > kg, tem-se que

A 1
E<M+7<£+67
An,, my my

donde segue que § < £+ e. Como ¢ é arbitrario, obtemos ¢ < ¢. Por outro lado, como

n , A #A(m)
<> é uma subsequéncia de [ ————= , segue que

Qn/ p>1 m m>1

A
0= liminfﬁ > lim inf #A(m) = /.
n—oo an m—0o0 m
Portanto, § = £.
A(m)

. Temos que L > ¢ = §, assim, resta-nos mostrar que

A
L < §. Dado ¢ > 0, existe uma subsequéncia <#<mk>> tal que
M k>1

Agora seja L := lim sup
m—00 m

LA(mk) > L —¢,
My

para todo k > 1. Para cada k > 1, seja ny := #A(my). Dessa forma temos a,, < my <

App+1 €
e _ #Am) _ #A(m)

QU (U, my

>L—¢,

o que implica que § > L — . Como ¢ é arbitrario, concluimos que § > L.

Portanto, L = ¢ = §, ou seja, §(A) existe e é igual a . ]

Exemplo 1.7. Considere a progressio aritmética A = {ak + b;k € No}, com a € N,
b € Ny. Pela Proposicao 1.6, temos

n 1

5(A) = lim ~ = lim

n—o0 Qp, n—oo qn + b a‘



Exemplo 1.8. O conjunto A dos quadrados perfeitos tem densidade 0. De fato, escre-

vendo a, = n?, temos pela Proposi¢io 1.6

d(A) = lim %: lim l:0.

n—oo n, n—oo n,
Exemplo 1.9. O conjunto de todos os primos P tem densidade 0. De fato, sabemos pelo
teorema dos niumeros primos que
n
m(n) ~ —,
(n) Inn
onde w(n) denota a quantidade de nimeros primos menores do que ou iguais a n. Assim,
m(n)

n/lnn

. 1
= lim — =0.
n—oo lnn

d(P) = lim @ = lim

n—oo n n—oo

n/lnn
A seguir, daremos um exemplo de um conjunto que nao possui densidade assintética.

Exemplo 1.10. Considere o conjunto A dos inteiros que comegcam com o digito 1, ou

seja,
A=J{neN;10* <n <2-10"}.
k>0
Temos )
#AL0™ — 1) = > 10" ==(10" — 1)
0<k<m 9
€
1 5 4
#A2-10"—1) = 5(10’“ —1)+10" = §(2 S10™ —1) + 5
Assim,
5(A) < L < 3(A)
T 9 9 ‘

Portanto, A nao possui densidade assintotica.

O proximo resultado estabelece qual a densidade assintotica do conjunto dos naturais

que podem ser escritos como soma de dois quadrados.

Teorema 1.11. O conjunto
Ng + N; = {m* + n*m,n € No}

tem densidade assintotica zero.

Demonstragio. Ver [9], Vol. 11, p. 261, Teorema 7.28 ou [8] p. 24. O

1.2 Numeros algébricos e transcendentes
Apresentaremos nessa se¢ao definigoes e resultados relacionados aos niimeros algébricos

9



e transcendentes para melhor entendimento do trabalho.

Definicao 1.12. Sejam L e K dois corpos. Dizemos que L é uma extensdo de K,

denotada por L/ K, quando K for um subcorpo de L.

Seja L/ K uma extensao de corpos. Dizemos que o € L é algébrico sobre K, quando
existe P € K[x] ndo nulo, tal que P(a) = 0. Caso contrario, a ¢ dito transcendente
sobre K.

Uma extensdo L/K onde todo elemento o € L ¢é algébrico sobre K ¢ chamada de
extensao algébrica.

Dizemos simplesmente que um nimero complexo é algébrico, quando for algébrico

sobre Q. Nuimeros nao algébricos sao chamados transcendentes.

Exemplo 1.13. Todo numero racional o = g ¢ algébrico, pois € raiz do polindmio P(x) =
qr —p.

Exemplo 1.14. /2, i ¢ l—jg sio numeros algébricos, pois sdo raizes de x> — 2, x> +1 e

92% + 4, respectivamente.

Denotamos o conjunto dos niimeros algébricos por Q. Dois fatos conhecidos sobre Q

que serao utilizados nesse trabalho sao:
e Q é enumeréavel e
e Q ¢ um corpo.

Se L/K é uma extensao de corpos, podemos considerar L como um espago vetorial

sobre K.

Definicao 1.15. O grau de uma extensio L/K, denotado por [L : K] é a dimensdo de

L como um espaco vetorial sobre K .

Quando [L : K| < oo, dizemos que a extensao L/K ¢ finita.
Proposigao 1.16. Seja L/K uma extensao finita. Entao L/K € algébrica.
Demonstragio. Ver [19], p. 9. O

Proposicao 1.17. Sejam F C K C L corpos. Entao
[L:F|=[L:K]-|K:F|.

Se um dos lados da equacao € infinito, entao o outro lado também é.

Demonstragio. Ver [19], p. 9. ]
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Defini¢ao 1.18. Sejam L/K uma extensao e o € L algébrico sobre K. O polinémio
minimal de « sobre K, denotado por irrg(«), € o polindmio mdénico de menor grau com
coeficientes em K que tem a como raiz. Nesse caso, o grau de o € definido como o grau

de seu polinomio minimal.

Observe que irrg («) é um polinémio irredutivel em K[z|. De fato, se ele fosse redutivel,

existiriam polindémios P € K(z] e Q € K[z], com deg P > 1 e deg@ > 1, tais que

irrg (o) = P(z)Q(x). (1.1)

Dessa forma,
deg(irrg (o)) = deg P + deg Q@ > max{deg P,deg Q}. (1.2)

J& que « é raiz de irrg(«), segue de (1.1) que P(a)@Q(a) = 0, o que implica P(a) = 0
ou Q(a) = 0. Suponha sem perda de generalidade que P(a) = 0. De (1.2), temos que

deg P < deg(irrk(«)), o que é impossivel, pela definicao de polindmio minimal.

Exemplo 1.19. O nidmero o = 1—\/%’ é raiz de ' +1 € Q[z] e de 2> — 2z +1 € K][z],
onde K = Q(v/2) = {a + bv/2;a,b € Q}. Como z* + 1 é monico e irredutivel em Q[z] e

2?2 —\/2x + 1 é ménico e irredutivel em K|z, seque que
irrg(a) =a* +1 e irg(a) = 2> — V2 + 1.

O polinémio minimal de um nimero algébrico a sobre Z ¢é definido como o polinémio
primitivo P(z) € Z[x] de menor grau, tal que P(«) = 0. Lembramos que um polinémio
em Z[x] é chamado primitivo se seus coeficientes sdo primos entre si.

Por exemplo, o polinémio minimal de % sobre Z é 5x3 — 8.

Considere agora L = C.

Definicao 1.20. Seja K um subcorpo de C. Seja o € C um algébrico sobre K. Os

conjugados de o sobre K sao as raizes em C de irrga.

Os conjugados de a sobre Q sao simplesmente chamados de conjugados.
Um ntimero complexo é dito ser um inteiro algébrico se for raiz de um polinémio

monico com coeficientes inteiros.

1-V5
2

22 —x—1,224+1 e 2* — 102 + 1, respectivamente.

Exemplo 1.21. Os nimeros i e /24 /3 sdo inteiros algébricos pois sio raizes de

Proposicao 1.22. Todo nimero algébrico é da forma a/b, onde a é um inteiro algébrico

ebeZ.

Demonstragdo. Seja v um nimero algébrico. Entao existem aq, aq,...,a,-1 € Q tais que

a” —+ an_loz”_l +---+aa+ayg= 0. (13)
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Seja b o minimo multiplo comum dos denominadores de ag, ay,...,a,_1. Assim, b € N e

ba; € Z, parai=0,1,...,n — 1. De (1.3) segue que
(ba)™ + (bap—1)(ba)" ™" + -+ + (1" 'ar) (bar) + b"ag = 0.

Isso mostra que ba é uma raiz de um polinémio monico com coeficientes inteiros. Assim,

a := ba: ¢ um inteiro algébrico, de modo que

onde a é um inteiro algébrico e b € Z, como queriamos demonstrar. O

Proposicao 1.23. Se a € um inteiro algébrico, entao
irrg(a) € Zlx].

Demonstragio. Ver [1], p. 92. ]

Defini¢ao 1.24. Sejam L/K uma extensio e a € L. Seja

K(a):= Q F,

acF
KCFCL

onde a intersecao é tomada sobre todos os subcorpos F' de L que contém K e .

Observe que essa interse¢ao é nao vazia, pois L é um tal corpo. Além disso, como a
interse¢ao de subcorpos de L é um subcorpo de L, K(«) é o menor corpo que contém K
e a.

Sejam L/K uma extensao e o € L algébrico sobre K. Pode-se mostrar que se
deg(irrg () = n, entdo os elementos 1,a,...,a" ! formam uma base de K(a) sobre

K. Desse modo,
K(a)={ag+aa+ -+ a,_10" Ya0,a1,...,0,-, € K}

e [K(«a): K] =n (veja [19], p.7).

Da mesma forma, se L /K é uma extensao de corpos, entao dados ay, g, ..., ap,n > 2,
elementos de L, denotamos por K(ay,...,a,) como o menor subcorpo de L que contém
K e os elementos aq, s, ..., q,.

Proposicao 1.25. Seja L/K uma extensio de corpos. Se cada o € L é algébrico sobre
K, entio [K(ay,...,a,) : K] < oo com

[K(aq,... ) K| < ﬁ[K(ai) : K.

=1
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Demonstragio. Ver [19], p. 10. ]

Corolario 1.26. Se L/K ¢é uma extensao, entio o € L € algébrico sobre K se e somente
se [K(a): K] < cc.

No que diz respeito a teoria dos nimeros transcendentes, ela teve sua origem no
trabalho de Liouville em 1844, no qual obteve, pela primeira vez, uma classe de nimeros
que nao satisfazem nenhuma equacao algébrica com coeficientes inteiros.

A ideia de Liouville para construir nimeros transcendentes usa o seguinte teorema.

Teorema 1.27 (Liouville). Dado um nimero algébrico real o de grau n > 1, existe uma

constante ¢ = c(«) tal que para todos os nimeros racionais p/q com mde(p,q) = 1,q > 0

tem-se que
0P| da)
q qr
Demonstragio. Ver [21], p. 1 ou [13], p.81. ]
Exemplo 1.28. O numero
> 1
nz::() 10n!
¢ transcendente.
Sejam a = i L e
J a n=0 10n'
U
qr = 10n!
Temos
Pel = 1 1 1 1 2
‘a Ca] nzzm 107~ 100+1) (1 AETRETER > = 106D

Se « fosse um nimero algébrico, digamos de grau m, entdo pelo Teorema de Liouville,

existiria uma constante c¢(«) tal que

_cle) _ cla)

q]:,n o 10k!m?’

Pk
a —_— —
| dk

o que para k suficientemente grande é uma contradigao.

Em 1873, Cantor mostrou que Q é um conjunto enumeravel e que R é ndo enumeravel.
Portanto, o conjunto dos nimeros transcendentes ¢ nao enumeravel. Entretanto, decidir
se um dado nimero é transcendente nao é uma tarefa facil. Como exemplos, temos as

constantes e e .
Teorema 1.29 (Hermite, 1873 [6]). e € transcendente.

Teorema 1.30 (Lindemann, 1882 [10]). 7 € transcendente.

13



Os dois Teoremas acima sao casos especiais de um resultado mais geral que Lindemann

esbogou em seu trabalho de 1882 e foi provado rigorosamente por Weierstrass em 1885.

Teorema 1.31 (Lindemann-Weierstrass, 1885). Se ay,...,q,, sao nimeros algébricos
distintos, entdo e, ..., e"" sdo linearmente independentes sobre Q.
Demonstragio. Ver [21], p.15 ou [13], p.165. O

Para mostrar que e é transcendente usando o tltimo teorema, tome a; =0 e ag = 1.
E para mostrar que 7 ¢é transcendente, tome a; = 0 e ag = i7.

Além disso, obtemos o seguinte corolario.

Corolario 1.32 (Teorema de Hermite-Lindemann). Se a # 0 € algébrico, entio e* é

transcendente.

De fato, basta tomar a; = 0 e as = o no Teorema 1.31.

Em 1900, no Congresso Internacional de Matematica em Paris, David Hilbert propos
uma lista de 23 problemas. O sétimo problema de Hilbert pergunta se o niimero o, onde o
é um algébrico (diferente de zero) e § é um algébrico (ndo racional), é transcendente. Esse
problema foi resolvido independentemente por A. O. Gelfond (em 1934) e T. Schneider
(em 1935).

Teorema 1.33 (Gelfond-Schneider). Seja o € Q\{0,1} ¢ 3 € Q\Q. Entdo o é trans-

cendente.

Demonstrag¢io. Ver [13], p.177. ]
Exemplo 1.34. Os nimeros 2‘/5, it (\3’/3+ 1)‘ﬁ sao transcendentes.

Exemplo 1.35. e™ ¢ transcendente.

De fato, como €™ = —1, entao
671' — (e’iﬂ')f’i — (_1)71'_

Portanto, pelo Teorema de Gelfond-Schneider e™ é transcendente.
Segue abaixo mais uma outra consequéncia interessante do Teorema de Gelfond-

Schneider.

Corolario 1.36. Sejam «q, as, 81, B2 numeros algébricos, nao nulos, com logaq,log as

linearmente independentes sobre Q. Entdo

Bilogay + Balogag # 0.
Demonstrag¢io. Ver [13], p. 120. O]
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Uma questao natural a se fazer é se é possivel obter um resultado similar para uma
quantidade arbitraria de logaritmos de nimeros algébricos. A resposta para essa questao

é afirmativa e foi obtida por Baker em 1966.

Teorema 1.37 (Baker, 1966). Se «aq, ..., q,, sao nimeros algébricos nao nulos tais que
log aq, ..., log a,, sdo linearmente independentes sobre Q, entdo
1,logay, ..., logay,

sdo linearmente independentes sobre Q.

Demonstrag¢io. Ver [13], p. 191. ]
Corolario 1.38. Se aq,...,q,, € B1,..., By sao algébricos, onde o0s «;’s sao nao nulos,
entao

Bilogay + -+ + B log ay,

€ zero ou transcendente.

Demonstragio. Ver [21], p. 101 ou [13], p. 127. ]
O préximo corolario é uma vasta generalizagdo do Teorema de Gelfond-Schneider.

Corolario 1.39. Se ay, ..., € By, b1, ..., Bm SGo algébricos nao nulos, entdo

eﬂoafl e aglm

é transcendente.

Demonstragcio. Suponha por absurdo que eﬁoa’fl ---aPm seja algébrico e denote-o por
Q1. Assim,

Bllogal + ~-+b’mlogam—logam+1 - _BO 7A 07

o que contradiz o corolario anterior. O

Exemplo 1.40. O nimero e - 5V10 ¢ transcendente.

1.3 Séries e funcoes analiticas

Os numeros cuja natureza algébrica ou transcendente se deseja decidir sao frequen-
temente dados como os valores f = f(«) de fungoes analiticas f em uma varidvel z em
pontos algébricos z = a.

Lembremos que uma fungao analitica é uma funcao f a valores complexos definida

em um conjunto aberto D C C que é diferencidvel (no sentido complexo) em todo ponto
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de D. Dizemos ainda que f é analitica em um ponto z; € D se existe uma vizinhanca
U C D de z tal que f é analitica em U.

Como veremos a seguir, qualquer funcao analitica pode ser localmente expandida em
uma série de poténcias. Por isso, nesta se¢ao, veremos conceitos basicos de sequéncias e

séries que serao utilizadas nas demonstragoes dos nossos resultados.

Definicao 1.41. Diz-se que uma sequéncia z,,n = 1,2,3,... de numeros complexros con-

verge a um numero complero zy se, para cada € > 0, existir um inteiro N tal que
n >N implica que |z, — 2| < €.

Diz-se que uma série infinita Y ;24 ar de nimeros complexos converge para w e es-

crevemos
oo
w = Z ar
k=1
A .. . o«
S€E a sequencia das somas parciats deﬁmdas por wy, = Zk:l ag converge para w.

Exemplo 1.42.

lim 2" =0 para |z] <1.
n—oo

Se z = 0, a sequéncia converge trivialmente. Suponha agora z # 0. Dado € > 0, existe

N tal que n > N implica que

1 1
_ > -,
2| 3

1

nl —
|2

pois a sequéncia (( )”) . é crescente e ilimitada. Assim, para n > N, temos |z
n>

|z|" < e.
Exemplo 1.43. A série geométrica converge para todo z € B(0,1) :={z € C;|z| < 1}.

Nesse caso temos

1 — Zn—H

wn:1+z+22+...+2”:7
1—2z

Dai e do exemplo anterior segue que

lim w, = ,
n—00 1—2

para todo z € B(0,1).

Definicao 1.44. Diz-se que uma série complexa Y ;> | ar converge absolutamente se

D
> lax]
k=1

converge.
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Pode-se provar que toda série absolutamente convergente é convergente (veja por exem-
plo [18], p. 185 e p. 193). Esse fato é importante, uma vez que a série > .32, |ax| é uma
série real e por isso os testes conhecidos para séries reais podem ser aplicados (ver [18],
p. 186).

Como vimos no inicio desta secao, estamos interessados em fungoes analiticas, por-
tanto, veremos a seguir as defini¢oes de convergéncia pontual e convergéncia uniforme de

uma sequéncia de funcgoes.

Definigao 1.45. Diz-se que uma sequéncia f, : D — C de fungoes definidas em um con-
junto D converge pontualmente se para cada z € D, a sequéncia (f,(z))n>1 converge.

O limite define uma nova funcao em D.

Definicao 1.46. Diz-se que uma sequéncia f, : D — C de funcoes definidas em um
conjunto D converge uniformemente para a funcio f se, para cada € > 0, existe N

tal que n > N implica que
|fn(2) — f(2)| < e, para todo z € D.

Uma série > 3~ gr converge pontualmente se as somas parciais correspondentes
wy(2) = Y p_1 gr(z) convergem pontualmente. Além disso, dizemos que essa série comn-

verge uniformemente se a sequéncia de fungoes (wy)n>1 converge uniformemente.

Defini¢ao 1.47. Uma série Y32, gr converge absolutamente em D se > 72, |gr(2)|

¢ convergente para cada z € D.

Uma das ferramentas mais tteis para mostrar que uma série de fungoes converge

uniformemente é o Teste M de Weierstrass, que enunciamos a seguir.

Teorema 1.48 (Teste M de Weierstrass). Seja (gn)n>1 uma sequéncia de fungoes definidas
em um conjunto D C C. Suponha que exista uma sequéncia de constantes reais nao

negativas (My)n>1, tal que as sequintes condigoes sio vdlidas:
(1) |gn(2)| < M, para todo z € D;
(ii) >0, M, converge.

Entao Y77 1 g, converge absoluta e uniformemente em D.

Demonstrag¢ao. Ver [18], p.189. ]
Exemplo 1.49. Considere a série g(z) = Y02, % Afirmamos que essa série converge
uniformemente em cada um dos conjuntos D, := B(0,r) = {z € C;|z| < r}, onde
0<r<l.
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Seja gn(z) = 2™/n. Como |z| < r, temos |g,(2)| = |2]"/n < r™/n. Pondo M,, = r"/n,
temos 0 < M,, < r". Dal segue que a série > 2, M, converge pela comparacao com a
série geométrica Y > (7" que € convergente. Portanto, pelo Teste M de Weierstrass, a
série o
converge uniformemente em D,.

O proximo resultado foi formulado por Weierstrass em 1860 aproximadamente e é um

dos principais teoremas referentes a convergéncia de fungoes analiticas.

Teorema 1.50 (Weierstrass). Se (gn)n>1 € uma sequéncia de fungoes analiticas definidas
em um aberto D C C e g(z) = 302, gn(2) converge uniformemente em todo disco fechado
de D, entao g é uma fungio analitica em D e ¢'(2) = Y02, g..(2) pontualmente em D e

também uniformemente em todo disco fechado contido em D.
Demonstragio. Ver [18], p.191. ]
Veremos agora um tipo especial de série chamado de série de poténcias.

Definicao 1.51. Uma série de poténcias é uma série da forma

(o]
Z an(z — zo)",
n=0

onde 0s a, e zy sao numeros complexos fixados.

Lembramos a seguir que o dominio apropriado de analiticidade de uma série de po-

téncias é um disco centrado em zg.

Teorema 1.52. Seja 0% an(z — 20)" uma série de poténcias. Eziste um tinico nimero
real p > 0, possivelmente +00, chamado raio de convergéncia, tal que se |z — z| < p, a
série converge, € se |z — zo| > p a série diverge. Além disso, a convergéncia é uniforme
e absoluta em todo disco fechado em D = B(zy,p) = {z € C;|z — 29| < p}. E nenhuma

afirmagao pode ser feita quando |z — z| = p.
O circulo |z — 29| = p é chamado de circulo de convergéncia.

Demonstragio. Ver [18] p. 204 e p. 205. O]
Combinando os Teoremas 1.50 e 1.52 podemos deduzir o seguinte teorema.

Teorema 1.53. Uma série de poténcias > 02 s an(z — z0)" € uma fung¢io analitica dentro

de seu circulo de convergéncia.

Vimos também no Teorema 1.50 que podemos derivar séries convergentes de fungoes

analiticas termo a termo. Isso nos leva ao préximo teorema.
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Teorema 1.54. Seja
f(2) =2 anlz = 2)"
n=0

a funcao analitica definida dentro do circulo de convergéncia da série de poténcias dada.
Entio f'(z) = 3% na,(z — 2)"" !, e essa série de poténcias tem o mesmo circulo de

convergéncia de Y.°° a,(z — 29)". Além disso, os coeficientes a,, sao dados por
n=0 Yn 0 ’ n

ap = Ln)(%).
n!

Demonstragio. Ver [18] p. 205. O

Existem alguns métodos praticos para encontrar o raio de convergéncia de uma série

de poténcias, como o teste da razao e o teste da raiz.
Proposicao 1.55. Considere uma série de poténcias > 0>, an(z — 20)".

(i) Teste da razdo: Se

n—oo

eziste, entao € iqual a p, o raio de convergéncia da série.

(ii) Teste da raiz: Se lim \/|a,| existe, entio
n—oo

1

s n
A, {flan|

€ o raio de convergéncia (ponha p = oo se lim la,| =0).
Demonstrag¢io. Ver [18] p. 207. O

Existe uma férmula mais geral para encontrar o raio de convergéncia de qualquer série

de poténcias. Trata-se da férmula de Cauchy-Hadamard dada por

(1.4)

1
p=—"—.
lim sup {/|a,|

n—oo

Finalmente, veremos que qualquer fun¢ao analitica pode ser localmente expandida em

uma série de poténcias.

Teorema 1.56. Seja [ uma fungdo analitica em um conjunto aberto D C C. Seja zyp € D
e seja B(zp,7) = {2z € C;|z — 20| <1} C D (geralmente o maior disco aberto possivel é

usado: ser = o0, B(z9,7) = D = C). Entao para todo z € B(zo,7), a série

0 () (4
S

|
n=0 n.
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converge em B(zy, ), (isto €, tem um raio de convergéncia p > r) e temos
[ f(n) 20 .
fay =3 T
n=0 '

Demonstragio. Ver [18] p. 208 e p. 209. ]

1.4 Funcoes transcendentes

Como vimos na se¢ao anterior, estamos interessados em investigar a natureza aritmé-
tica de niimeros que sao valores de certas fungdes analiticas em pontos algébricos. Além
de serem analiticas, queremos que essas fungoes sejam transcendentes, por isso, iremos

abordar sobre esse tema nessa segao.
Definigao 1.57. Seja f: Q2 C C — C uma fung¢ao. Dizemos que f é algébrica se eziste
um polinomio P € Clx,yl, nao nulo, tal que

P(z, f(2)) =0, para todo z € €.

Caso contrario, dizemos que f € transcendente.

Exemplo 1.58. As funcoes e* e log z sao transcendentes. As fungoes trigonométricas e

suas inversas também sao fungoes transcendentes.
Exemplo 1.59. Os polinomios e as fungoes racionais sdo exemplos de fungoes algébricas.

O resultado a seguir pode ser encontrado em [12]. Porém, a demonstraciao dada a

seguir é mais simples e é devida a Marques e Moreira [15].

Teorema 1.60. Seja f(x) = 322, arz® uma série de poténcias com raio de convergéncia
positivo e coeficientes racionais. Se existe um polinomio nao nulo P € Clz,y| de grau n
tal que P(z, f(x)) € identicamente 0, entdo existe um polindmio Q € Q[z,y| de grau no

mdzimo n tal que Q(z, f(x)) é identicamente 0.

Demonstrag¢io. Ja que existe um polinémio nao nulo P € C[z, y| que satisfaz

Pz, f(x)) =0,

as séries de poténcias z" f(x)*, r;s € No,r + s < n, sao linearmente dependentes. Para
cada N € Ny, seja

7y : Cl[z]] — Clx]

00 N
Z (lkl‘k — Z akxk.
k=0 k=0
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a projecao natural sobre o espago vetorial dos polindmios com grau no maximo N. Seja
E < C[[x]] o espaco vetorial gerado pelas séries x" f(z)%,r,s € Ng,r + s < n e para cada
N € N seja

Eyn :=7N(E).

Uma vez que o nimero de solugdes nao negativas da inequacao r +s < n é

G>+<§>+<i’>++<nil> = 14243+ +(n+1)= (”+1)2(”+2),

temos

(n+1)(n+2)

0<dmFEy <dmFE < , para todo N € Nj.

Além disso, dim Ey < dim Ey 41, para todo N € Ny. Dessa forma existem d, Ny € N tais
que dim Ey = d para todo N > Ny. Sejam (rq,s1), ..., (74, Sq¢) tais que r; + s; < n, para
todo1 <de

v (2 f(2)%),1 <i<d

formem uma base para Ey,. Afirmamos que
(2" f(2)%),1 <1 <d

formam uma base para Fy, para todo N > Ny. De fato, temos
(1) dim EN =de

(i) mn(x" f(2)%),1 <i < d sdo linearmente independentes, pois do contrario terfamos

T (27 f(2)™) = v (e (27 f (2)™))), 1 < i < d,
linearmente dependentes, o que ¢ uma contradicao.

Ja que " f(x)®,r, s € Ng,r + s < n sdo linearmente dependentes em C[[z]], aplicando
mn a uma combinacao linear nao trivial que ¢ igual a zero, concluimos que para qualquer
N € Ny,

vz f(x)®),r,s € No,r+s<n

sao linearmente dependentes em C|x]. Assim,

(n+1)(n+2)

d
= 2

e existe (r,s) com r,s € No, 7 + s < n tal que

<T7 8) 7é (Th 572)
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para todo 1 < ¢ < d. Uma vez que mn, (2} f(z)%),1 < i < d formam uma base de Ey, e
(2" f(x)®) € Q[z], para todo N € N,r,s € Zo,r + s < n, existem ¢; € Q,1 < i < d,

unicamente determinados, tais que
d
o (7 f(2)7) = D cimw, (27 f(2)™).
i=1
Isso implica que para todo N > Ny,
d
(@ f(2)®) =) emn (a7 f(z)™).
i=1
De fato, dado N > Ny, existem ¢; € Q,1 <1 < d tais que
d
(e [(@)°) = Y e f(2)").
i=1
Aplicando 7y,, obtemos
d
TN (xrf<x>s) = Z éiﬂ-No (l’nf(x)&)
i=1
Logo, por unicidade obtemos ¢; = ¢; para 1 < i < d. Agora, ja que
d
v (@ f(2)*) = Y cmn(a” f(2)™),
i=1
para todo N > Ny, segue que
d
:L'Tf(l')s — Zcixm (x)Sz
i=1

em C[[z]], e obtemos o resultado com

d
Q('Tu y) = xT'yS - Zcixmy& € Q['ra y]

i=1

O proximo resultado é bastante 1til para a construcao de fungoes transcendentes.

Corolario 1.61. O conjunto das séries de poténcias com raio de convergéncia positivo e

coeficientes racionais que sao fungoes algébricas é enumerdvel.

Demonstragio. Pelo Teorema 1.60, dada uma série de poténcias algébrica f com coefici-

entes racionais, existe um polinémio nao nulo @ € Q|z,y] tal que Q(z, f(x)) = 0. Uma
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vez que Q|z,y] é enumeravel e o nimero de ramos em x = 0 de qualquer curva algébrica
determinada por um polinémio em C[x,y]\{0} é finito, segue que o conjunto das séries

de poténcias com raio positivo e coeficientes racionais é enumeravel. O

Lema 1.62. Se f1, fo € Z{z} sao funcoes algébricas, entao fi £ fo também é uma funcao

algébrica.

Demonstrag¢io. Como fi e fo sdo algébricas, segue do Teorema 1.60 que existem polind-
mios nao nulos P, P, € Q[X, Y], tais que Pi(z, fi(z)) = 0 e Py(z, f2(2)) = 0, para todo
z € B(0,1). Dessa forma, f; e fo s@o elementos algébricos sobre o corpo das fungoes
racionais Q(z) e, por isso, [Q(2)(f1, f2) : Q(2)] < oo (veja a Proposigao 1.25). Ja que

Q(2)(f1 + f2) € Q(2)(f1, f2), segue que [Q(z)(f1 + f2) : Q(z)] < oo. Portanto, pelo
Corolario 1.26, existe um polinémio nao nulo Py € Q(z)[y| tal que Po(f; + f2) = 0. Mul-
tiplicando esse polinémio pelo minimo multiplo comum dos denominadores, encontramos

um polinémio nao nulo P € Q[X, Y] tal que
P(z, fi(2) + fa(2)) =0, para todo z € B(0,1),

o que mostra que fi+ fy é algébrica. Similarmente, mostramos que f; — f é algébrica. [

Corolario 1.63. Se f € Z{z} € algébrica e g € Z{z} € transcendente, entio f + g é

transcendente.

1.5 Séries de poténcias lacunarias e fortemente lacu-
narias
Nessa secao iremos definir uma classe especial de fungoes analiticas transcendentes
que serao fundamentais nas demonstragoes dos nossos resultados.
Defini¢do 1.64. Diz-se que uma série de poténcias f(z) = > apz® ¢ lacundria (resp.

k>0
fortemente lacundria) se existem duas sequéncias de inteiros {ry,rs, ...} e{so, s1, S2, - -

tais que
1. OZSOST1<51§7’2<82§...,
2. li - lim 2 =
. nl_g)lo(sn—rn) =00 |resp. nl_)I{)loa—oo ,

3' a"’n #07(1571 #0 eakzoy para TTL <k<sn7 (n:172,)

Exemplo 1.65. A fun¢do f(z) = 2" € lacundria com
k>0

so=0,r1=1les,=r,.1=2"n>1
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Exemplo 1.66. A funcio f(z) = M € fortemente lacundria com
k>0

so=0,r1=1les,=rpp1=Mm+1),n>1

Observe que uma série fortemente lacunaria é lacunaria. De fato, dado M > 0, existe
no € N tal que
s
n>nyg = — > M+1.

n

s
De T—" > M + 1, segue que
n
Sp—Tp > Mr, > M
para n > ng. Assim,

. Sn .
lim — = oo = lim (s, — r,) = 0.
n—oo rn n—oo

O motivo de apresentarmos a definicdo de série fortemente lacunaria aqui, é que em
certos problemas, o fato de ser lacunaria nao é suficiente para controlar o crescimento da
cauda de uma série.

O resultado a seguir estabelece a transcendéncia das séries lacunarias.
Teorema 1.67. Toda série lacundria define uma funcao transcendente.

Demonstragio. Ver [12] p. 42. O
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Capitulo 2

Funcoes Transcendentes com

Coeficientes Inteiros e o Problema A
de Mahler

Neste capitulo abordaremos o tema de fung¢oes analiticas transcendentes que assumem
valores algébricos em pontos algébricos.

Weierstrass foi quem comecou a investigar o conjunto de ntimeros algébricos para os
quais uma funcao transcendente dada assume valores algébricos. Em 1886, em uma carta
para Strauss, ele conjecturou sobre a existéncia de uma funcao inteira transcendente f

satisfazendo
f(Q) CqQ,

onde Q denota o corpo dos ntimeros algébricos. Essa conjectura foi provada em 1895 por
Stackel [26], que estabeleceu o seguinte resultado mais geral: Para cada subconjunto enu-
merdvel 3 C C e cada subconjunto denso T' C C, existe uma fungdo inteira transcendente
f tal que

fE)CT.

A afirmagdo de Weierstrass é obtida no caso especial
Y=T=Q.

Em [12], no Capitulo 3, Mahler sugeriu trés problemas sobre o comportamento arit-
mético de fungoes transcendentes. Ele os denominou de Problemas A, B e C. Daremos

destaque aqui nesse capitulo ao Problema A de Mahler.

2.1 O Problema A de Mahler

Seja Z{z} o conjunto das séries de poténcias analiticas em B(0,1) com coeficientes
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inteiros.

Problema A. Existe uma funcao transcendente f € Z{z} com coeficientes limitados tal
que £(@N B(0, 1)) C Q7

O Problema A até esse momento esta em aberto. Mahler conjecturou que a resposta
para esse problema ¢é negativa. Ele mesmo mostrou isso no caso em que f é uma funcao
fortemente lacunéria (veja [11]). Em sua tese de doutorado [23], Ramirez, usando o
Teorema do Subespago de Schlickewei, mostrou que para func¢oes lacunarias satisfazendo
2 =140,0 > 0, a resposta continua sendo negativa.

Em [16], Marques e Moreira mostraram que existem fungoes transcendentes f € Z{z}

cujos coeficientes tém somente 2 e 3 como divisores primos e tais que

f@nNB(0,1) Q.

O problema A de Mahler esta relacionado com expansdes em uma base g de niimeros
algébricos irracionais, que ¢ um topico ainda bastante misterioso. Isso nos d4 uma ideia

da dificuldade em resolver o problema A. Vejamos a seguir mais precisamente essa relacao.

Conjectura 2.1. Sejam x um numero algébrico real irracional, g > 3 um inteiro positivo
e a um inteiro no intervalo 0 < a < g — 1. Entao o digito a ocorre pelo menos uma vez

na expansao de x na base g.

Supondo que essa conjectura é verdadeira, Marques e Moreira provaram o seguinte

resultado.

Proposicao 2.2 (Marques, Moreira, [16]). Se a Conjectura 2.1 € verdadeira, entio o

Problema A de Mahler tem resposta negativa.

Antes de apresentar a demonstracao da Proposicao 2.2, vamos definir o que é uma

sequéncia ultimamente periddica.

Definicao 2.3. Seja R um anel. Uma sequéncia (a,)n>0, an € R, € dita ser ultimamente
periddica se existem r,ng € N tais que a,., = a, para todo n > ng. O numero r é

chamado de periodo da sequéncia.

Lema 2.4. Seja f(z) = Y00 a,2", a, € R, uma série de poténcias. Se a sequéncia
dos coeficientes (ay)n>0 € uma sequéncia ultimamente periodica, entao f € uma fungdo

racional.

Demonstragio. Como (ay,),>0 ¢ ultimamente periédica, existem r,ng € N, tais que a4, =
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Gy, para todo n > ng. Dessa forma,

no—1

f(z) = Z anx” + > (Anox™ + -+ g 12T D) 27"
7>0

= p(x) +q(@)d>_ 2"

320
1

— plo) +ale)

onde p(z) = 10 anz™ € q(x) = angx™ 4 - -+ pg4r—1 271 Portanto, f é uma funcio

racional como queriamos demonstrar. O]

Demonstragio da Proposicao 2.2. Seja f(z) = Y50 an2" € Z{z} uma funcao transcen-
dente com coeficientes limitados, digamos |a,| < M, para todo n > 0 (onde M é um
inteiro positivo). Mostraremos que se a Conjectura 2.1 é verdadeira, entdao f(1/10%) é

transcendente para todo inteiro s > log(2M + 1)/log 10. Seja

M+1

an, + M +1
108)71_Z

F1/109 + 3 . = 1oy

n>0
Jaque 0 <ap,+M+1<2M+1<10° entao Y,>o(a, + M +1)/(10°)" é a expansao de
£ na base 10°. Assumindo a veracidade da Conjectura 2.1, concluimos que 3 é racional
ou transcendente, uma vez que 0 nao aparece na expansao de  na base 10°. Se [ fosse
racional, entao sua expansao na base 10° seria ultimamente periédica. Com isso, teriamos
(an ), ultimamente periddica (ja que M + 1 é constante) e por isso, pelo Lema 2.4, f seria
uma fungao racional, contradizendo o fato dela ser transcendente. Logo, /3 é transcendente.

Dai e de
M+1_(M+1)~1OS

(10s) 105 —1

>

n>0

€Q,
segue que f(1/10%) é transcendente, como desejado (em particular, f(Q N B(0,1)) Z Q)

0 que completa a demonstracao. O

2.2 Uma versao assintotica do Problema A de Mahler

Nessa se¢ao apresentaremos os nossos resultados relacionados ao Problema A de Mah-
ler.
Sejam f(z) = > ,>0a,2" uma série de poténcias e M > 0 uma constante. Denotamos

por L(f, M) o conjunto de indices n > 0 para os quais |a,| < M, ou seja,
L(f, M) = {n € No; |a,| < M}.

Com isso, podemos reescrever o problema A de Mahler da seguinte forma.
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Problema A*. Existem uma func¢do transcendente f € Z{z} e um inteiro M > 0 tais
que L(f, M) =Ng e f(QN B(0,1)) C Q?
Nesse contexto surge a seguinte pergunta: e quanto ao problema A de Mahler para

f € Z{z} tendo quase todos os coeficientes limitados? Ou seja,

Versao assintética do Problema A. Existem uma funcao transcendente f € Z{z} e
um inteiro M > 0 tais que §(L(f, M))=1e f(QN B(0,1)) C Q7

Mostraremos a seguir que a resposta para essa pergunta é afirmativa. Na verdade,

mostraremos o seguinte resultado mais geral.

Teorema A. Sejam A e B conjuntos infinitos de inteiros ndo negativos e defina S =
A+ B={a+0bja€ Abe B}. Entio existe uma quantidade nao enumerdvel de fungées

transcendentes f(z) = Ypes anz™ € Z{z} tais que

f@nB(0,1) cQ

Como consequéncia imediata, temos que a resposta para a versao assintética do Pro-
blema A ¢ afirmativa (para M = 0). De fato, podemos escolher 4 = B = N2, ji que
S=A+B={m?+n*m,n € Ny} tem densidade assintética zero (veja Teorema 1.11).

Para demonstrar o Teorema A, precisamos do seguinte lema.

Lema 2.5. Seja P(z) € Z[z] um polinomio de grau d > 1 e S um conjunto infinito de
inteiros nao negativos. Entdo existe um polindmio nao nulo Q(z) € Z[z] com grau m tal

que o produto PQ € Z[z] é um polindmio da forma

Z anz".

neS(d+m)

Demonstracao. Escrevamos

onde L e os coeficientes ¢; serdao determinados posteriormente. Com isso, o polinémio
PQ tem grau no maximo L + d e seus coeficientes sao formas lineares em qq,...,qr.

Gostariamos de eliminar os termos z" para os quais n € S e 0 <n < L + d. Existem
L+d+1—#S(L+d)

desses termos. Se igualarmos os coeficientes correspondentes a zero, obtemos um sistema
de L +d+1— #S(L + d) equagdes lineares homogéneas nas L + 1 incégnitas ¢;. Da

Algebra Linear, esse sistema tem solucdo nao trivial inteira desde que tenhamos
L+1>L+d+1—-#S(L+d),
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ou seja, #S(L + d) > d. Como § ¢ infinito, essa desigualdade é vélida para todo L

suficientemente grande. Escrevendo m := max{i < L;¢; # 0}, temos que
Q(2) = Y_ai2' € Z[7]
i=0

é o polinémio procurado e P tem a forma requerida. O

Demonstragio do Teorema A. Sejam {ay, s, ...} uma enumeragiao de QN B(0,1) e Pi(2)
o polindmio minimal (sobre Z) de «; com grau d;. Agora, vamos aplicar o Lema 2.5 aos
polinémios

Pl(Z),Pl(Z)PQ(Z), Pl(Z)Pz(Z)Pg(Z), e

Para isso, j4 que B é um conjunto infinito, o Lema 2.5 garante, para cada k > 1, a

existéncia de um polindmio nao nulo Qx(z) € Z|[z] de grau my, tal que

Qr(2)Py(2) -+ Pr(z2) = Z 2",

neB(mg+Dy)

k

onde Dy, := Z d;. Agora vamos definir recursivamente a sequéncia (tg)r>1 por
i=1

(i) ¢t = min A,

(ii) e tp41 € A satisfazendo

tk:-i—l Z max{k(tk + Dk + mk) + 1, L(Qk+1P1 T Pk+1) + (kﬁ + 1)}

Essa escolha é possivel, pois A é um conjunto infinito de inteiros ndo negativos. Aqui,
L(P) denota o comprimento de um polinémio P (ou seja, a soma dos valores absolutos
de seus coeficientes).

Afirmamos que a fungao

f(z) = Z 2*Qu(2)Py(2) - - Pr(2) (2.1)
k>1
satisfaz as condigoes do enunciado. De fato, primeiramente note que por construgao f(z)
pode ser escrita como > ,,cs a,2" (onde usamos tg 1 > (ty + Dy + my)). Também temos
que f é uma funcio analitica na bola unitdria. De fato, seja z € B(0,R),R € (0,1).
Como ty > L(QxPr--- Py) + k, R <1e|P(z)] < L(P) para |z| < 1, temos

‘Zthk(Z>P1(Z)-..Pk<Z)‘ S RtkL<QkP1Pk>
< RL(Qkpl'“Pk)+kL(QkP1 P,
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Observe agora que o valor maximo da funcao x — xR*,0 < R < 1, para valores positivos

de z, é atingido em x = 1/|log R|, e ¢ igual a e~!/|log R|. Isso implica que

-1

RL@wPPothr () P ... P < —C Rk
(Qk 1 k) = |10gR|
Em suma, obtemos
WO, (2)P P < R —u
[ QUAR(R) - Ple)| < o B = My

para todo z € B(0,R). Como Y ;> M converge, pelo Teste M de Weierstrass (ver
Teorema 1.48), a série Y45 2% Qp(2)Pi(2) - - - Py(2) converge absoluta e uniformemente
em B(0, R), para qualquer R € (0,1). Portanto, essa série define uma fungao analitica (a
saber, f(z)) na bola unitaria B(0,1) (ver Teorema 1.50).

Temos ainda que f(Q N B(0,1)) € Q. De fato, para qualquer i > 1, tem-se que

flag) = ;z:: @F Qi) Py () . .. Pula;) € Q.

Além disso, ja que
I Trt1
im ———
k—oo ty, + Dy + my

Y

entdo f é uma série fortemente lacundria e, por isso, é uma func¢ao transcendente (ver
Teorema 1.67).

Para terminar, vamos mostrar que existe uma quantidade ndo enumeravel dessas fun-
¢oes. Para ver isso, observe primeiramente que uma vez escolhidos t1,...t,_1, diferentes
escolhas de t, (temos uma infinidade de possibilidades) fornecem valores diferentes de
f(ant1), que ndo depende dos valores de t; para k > n e, por isso, obtemos fungoes

diferentes. Agora, se (f;)ien € uma enumeracao dessas funcoes com
) VNS

fi(z) =Y 29+ Qu(2)Pi(2) -+ Py(2) e t;1 = minA para todo j € N,

k>1

associamos a cada f;, uma sequéncia
S; = (tj71,tj72, Ce ,th, .. )
Dali, definimos uma sequéncia
S = (tl,tg, c. ,tj,. . .),

com (t;);>1 satisfazendo (i) e (ii) e t; # t;_1 ;, para todo j > 2. Dessa forma, s difere de
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cada s, e, por conseguinte, a funcao associada

f(z) =3 2" Qu(2)Pi(2) - Pu(2)

k>1

¢ diferente de todas as f;, uma contradi¢ao. Portanto, existe uma quantidade nao enu-

meravel de fungoes (2.1). O

Como vimos anteriormente, uma consequéncia desse teorema é a existéncia de uma

fungao transcendente f € Z{z} que satisfaz

f@nNB0,1)CQ e H(L(f M) =1,

com M = 0. A partir dessa funcao f, podemos construir outra fungao onde os coeficientes
limitados sd@o ndo nulos. De fato, seja P € Z[z] um polindémio com deg P > 0 com

coeficientes nao nulos e defina a funcao racional

P(z)
r(z) = [ gL

A funcao
9(z) :==r(z) + f(2) € Z{z}

é uma funcao transcendente, pelo Corolario 1.63. Além disso, ela satisfaz
9(QNB(0,1)) € Q,
pois 7(z) é uma funcao racional. Por fim, temos
6(L(g, M)) = 1,

com M = H(P), onde H(P) é a altura do polinémio P (isto é, o0 maximo dos valores
absolutos de seus coeficientes).
Destacamos que existem conjuntos que nao contém uma soma de dois conjuntos infi-

nitos. Senao vejamos:

Exemplo 2.6. O conjunto
S ={2%k >0}

nao contém uma soma de dois conjuntos infinitos.

Para ver isso, note primeiramente que as diferencas de pares de elementos de S sao

distintas. De fato, suponha que

2k1 o 2k2 — 2k3 o 2k4

Y

31



com ky > ko e k3 > ky. Suponha ainda que min{ky, ko, , k3, ky} = min{ko, ks} = k4 (0

caso em que min{ky, ky} = ky é andlogo). Assim,
2k4 (2k1*k4 _ 2762*164) — 2k4 <2k3*7€4 _ 1) — 2161*164 _ 2162*’64 — 2]@34@4 —1.

Se ks > k4, entdo 2F7% — 1 ¢ impar e, portanto, 2¥1 =% — 2%2=F4 também deve ser impar.

Isso ocorre desde que ki > k4 e ky = k4. Dessa forma, obtemos
hh 1 =0k M = k) = k.

Se ks = ky, entdo 28 = 2%2_ o que implica k; = ko. Concluimos que se ki, ko, ks, k4 sdo
todos distintos, entdo 2% — 2k2 =£ ks _ 9ka,

Agora, suponha que existam dois conjuntos infinitos A e B tais que A+ B C S. Se
by # by € B, entao para todo a € A, tem-se que

<a+bg)—<a+b1):b2—b1,

ou seja, A+ B contém uma quantidade infinita de pares cuja diferenga é by — by. Logo, &

nao pode conter uma tal soma pela observacao acima.

Exemplo 2.7. Um argumento similar pode ser usado para mostrar que o conjunto S =

{n*n € Ng} ndo contém uma soma de dois conjuntos infinitos.

Com efeito, para cada m € N fixado, a equacao diofantina

tem uma quantidade finita de solugoes em inteiros positivos. Assim, pelo que vimos no

exemplo anterior, a afirmagao segue.

Exemplo 2.8. O conjunto P de todos os primos nao pode ser escrito como uma soma de

dois conjuntos infinitos.

Suponha por contradi¢do que existam conjuntos infinitos A = {aq, a9, ...}, a1 < ag <

yo..e B={by,by,...}, by < by <,...de inteiros nao negativos satisfazendo
A+B=P.

Assumindo a; > by, temos

e a1 =2eb; =0o0u
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No primeiro caso, as + 0 deve ser primo. Dessa forma by > 0 deve ser par para que
as + by seja impar. Mas isso implica que a; + by > 2 é par e, portanto, ndo pode ser
primo. No segundo caso, temos a; +b; = 2 . A fim de que a; + by > 1+ b; = 2 seja
primo, by deve ser par. Similarmente, as deve ser par, para que as + b seja impar. Assim,
as + by > ay + by = 2 é par e, por isso, nao é um numero primo. Portanto, P ndo pode ser
escrito como soma de dois conjuntos infinitos de inteiros nao negativos.

Note que os conjuntos, nos trés exemplos acima, tém densidade assintética zero. Para

conjuntos de densidade positiva tem-se o seguinte resultado.

Teorema 2.9 (Moreira, Richter, Robertson, 2019, [20]). Se S C N tem densidade assin-

totica superior positiva entdo existem conjuntos infinitos A,B C N tais que A+ B C S.

Usando esse teorema e procedendo como na demonstragao do Teorema A, podemos

mostrar o corolario a seguir.

Corolario A. Seja S C N um conjunto com 6(S) > 0. Entao existem uma quantidade ndo
enumerdvel de fungoes transcendentes f(2) = Y ,cs an2™ € Z{z} tais que f(QNB(0,1)) C
Q.

Vimos no Exemplo 2.8 que o conjunto de todos os primos nao pode ser escrito como
uma soma de dois conjuntos infinitos. Entretanto, o problema de encontrar dois conjuntos
infinitos de niimeros naturais A e B tais que A+ B C P ainda é um problema em aberto.
Em [4], Granville resolveu esse problema assumindo a veracidade da conjectura de Hardy-
Littlewood para k-tuplas primas. Mais recentemente, Tao e Ziegler [27] mostraram que
existem dois conjuntos infinitos A = {ay,as,...},a1 < as < -+ e B ={by,bs,...},b1 <
by < --- tais que a; +b; € P quando 1 <1 < j.

Isso nos levou ao seguinte resultado.

Teorema B. Sejam A= {al,(lg,ag, .. .},a1 <ap <---,€ B = {bl,b27b3, .. .},bl < by <

-, conjuntos infinitos de niumeros naturais e seja
S = {aierj €A+B,1 §Z<]}

Entdo existem uma quantidade nao enumerdvel de fungoes transcendentes f(z) = Y ,cs Cn2™ €
Z{z} tais que
f@NB(0,1)) CQ.

Demonstragio. Seja {1, a, ...} uma enumeracio de QN B(0,1) e seja Pi(z) o polinémio

minimal de «; (sobre Z). Agora, aplicamos o Lema 2.5 aos polindmios

Pi(z), P (z2)P2(2), Pi(2)Py(2)P3(2), ...
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J& que A é um conjunto infinito, o Lema 2.5 garante a existéncia (para todo k > 1) de

um polinémio de grau my, Qr(z) € Z[z] tal que

Qr(z)Pi(2) -+ Pi(2) = Z Chn2",
neA(mg+Dyg)
onde Dy, é o grau de Py(z) - - Py(2).
Seja Ni := #A(my, + Dy). Vamos definir recursivamente uma sequéncia (fx)r>1 de

elementos de B da seguinte forma:

. tl = le_H (§]

o tpy1 = max{bmin s, bn,,,+1}, onde

Jk = {j € N; bj Z max{k(tk —+ Dk + mk) + 1, L(Qk+1P1 s Pk+1> + (/{Z -+ 1)}}

Com isso, definimos

f(z) =Y 2"Qu(2)Pi(2) ... Pi(2).

k>1

Observe que f é da forma

flz) = Z 2"

nes
Para mostrar que f é uma fun¢ao analitica, transcendente e que assume valores algébricos
em pontos algébricos procedemos como na demonstragao do Teorema A. Para cada k > 1,

podemos ter ao menos duas possibilidades para t;,1. De fato,
o se max{bmin ., ONy 141} = Dmin g, » Podemos tomar ty1 € {bmin sy, bmin 41} €

o se max{bmin s, 0Ny, +1} = DN,y 41, Podemos tomar ¢ € {by, 41, 0N, 42}
Dessa forma, podemos construir uma quantidade nao enumeravel dessas funcoes. O

Usando o Teorema B e o Teorema de Tao-Ziegler mencionado acima podemos mostrar

o seguinte corolario, respondendo novamente de forma afirmativa a versao assintética do

Problema A de Mahler.

Corolario B. Ezistem uma quantidade ndo enumerdvel de fungoes transcendentes f(z) =
>onep An2" € Z{z} tais que

f(@nB(0,1) CQ
Demonstragio. Pelo Teorema de Tao-Ziegler, existem conjuntos infinitos A = {ay, as, ...}, a1 <
ag < - e B={b,bg,...},by <by<--- tais que a; +b; € P para 1 <1i < j. Aplicando
o Teorema B a esses conjuntos, obtemos uma quantidade ndo enumeravel de fungoes

transcendentes f(z) = Y., cpanz™ € Z{z} tais que



]

Observagao 2.10. Note que se o conjunto S no Teorema B tem densidade positiva, o
resultado seque do Coroldario A. Entretanto, a vantagem do Teorema B é que ele nos

permite obter uma versao do Coroldario A para o conjunto dos niumeros primos, que € um
conjunto de densidade zero.
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Capitulo 3

Funcoes Transcendentes e suas

Derivadas

Abordaremos neste capitulo func¢oes transcendentes que tanto ela quanto suas deriva-
das assumem valores algébricos em pontos algébricos.

Em 1902, Stickel [25] construiu uma funcdo inteira f cujas derivadas f), para t =
0,1,..., mapeiam Q em Q. Além disso, Faber refinou esse resultado em f®(Q) C Q(i),
para todo ¢t > 0. Em 1968, Van der Poorten [28] construiu uma fungdo inteira transcen-
dente f, tal que f®(a) € Q(a), para todost >0 e a € Q.

3.1 Comportamento aritmético de funcoes transcen-

dentes e de suas derivadas

Apresentaremos a seguir alguns resultados relacionados ao comportamento aritmético

de fungoes transcendentes e de suas derivadas.

Teorema 3.1. FEzxiste uma funcgdo inteira transcendente

f(z) = Z n 2"

n>0

com coeficientes racionais tal que
fY(Q) € Q, para todot > 0.
Teorema 3.2. FErxiste uma funcao transcendente

9(z) =D by2" € Z{z}

n>0
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tal que
g(t)(@ﬂ B(0,1)) C Q, para todot > 0.

Demonstragio dos teoremas 3.1 e 3.2. Considere as duas séries de poténcias

F(z) =Y F,z" e G(z)=> Gn2",

n>0 n>0

com coeficientes positivos, onde F' converge para todo z € C e G converge para todo

z € B(0,1), com coeficientes satisfazendo

lim G,, = co.
n—oo

Seja z, Py(2), Py(2), P3(2), ... a sequéncia de todos os polindémios irredutiveis com co-

eficientes inteiros e defina
Bi(2) :=[Pi(2) -+ Pk(z)]k, k=1,2,....
Seja dy := deg(By) e suponha que a forma explicita de By é dada por
dye '
Bk(Z) = Z bijJ,
§=0
onde by # 0 e byq, # 0 pois By nao é divisivel por z.

Considere agora {cy,c,...}, {r1,79,...} e {so, 51, S2,...} trés sequéncias de inteiros.

Para as duas ultimas sequéncias suponha que

Ty = Sp_1 +dg, parak =1,2,.... (3.1)
O0=50<11 <81 <1y <s9< ... (32)
kh_}rglo(sk — ) = 00. (3.3)

Com isso, os polinémios
2 1B (2) = bro2® 7+ b 2T b b 2 (K =1,2,..)

envolvem poténcias diferentes de z.

Agora, pondo
25 1B (z
f(z) = Z a,2" = Z 7k(),

n>0 k>1 Ck

onde os inteiros ¢; sao escolhidos de modo que
lan| <
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para todo n > 0. Logo, da convergéncia de F', segue que f converge para todo z € C,
mostrando que f é inteira. Além disso, f é uma funcgao lacunaria e, portanto, transcen-
dente.

Analogamente, pondo

g(z) == > bp2" =Y 2% By(2),
n>0 k>1
onde assumimos que os inteiros s; crescem rapidamente de modo que |b,| < G, para
todo n > s;. Da convergéncia de GG, segue que g converge para todo z € B(0,1). Além
disso, g é transcendente por ser lacunéaria.
Ambas as séries f e g podem ser derivadas termo a termo qualquer ntimero de vezes

(ver Teorema 1.50). Para cada n > 0 e para k > n + 1, temos

B eI (1) L5 e 500,

s j)dzn—i
Assim, para cada i > 1 e n > 0 os polindémios
BY(2),0<j<mk>n+1

sao divisiveis por P;(z). Portanto, quando «; é um niimero algébrico que anula P;, f(™(z)
e ¢™(z) em z = a; consistem de, no maximo, uma quantidade finita de termos, e estes
termos sao polindmios em «; com coeficientes racionais, o que completa a demonstragao.

]

3.2 Uma versao assintotica do Teorema 3.2

Os resultados acima juntamente com o Teorema A nos levaram a estabelecer o seguinte

teorema.

Teorema C. Sejam A e B conjuntos infinitos de inteiros nao negativos e defina S =
A+B={a+bya € A bec B}. Entio existem uma quantidade nao enumerdvel de fungées

transcendentes f(2) = X ,es an2™ € Z{z} tais que
FM(@nNB(0,1)) CQ, para todom > 0.

Demonstragio. Seja {1, as, ...} uma enumeracio de QN B(0,1) e seja Pi(z) o polinémio

minimal de «; (sobre Z). Agora, aplicamos o Lema 2.5 aos polindmios

Pi(2), (P(2)Pa(2))%, (PL(2) Pa(2) P3(2))3, . . ..
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Ponha By(z) := (Pi(z) - - Px(2))*. J& que B é um conjunto infinito, o Lema 2.5 garante

a existéncia (para todo k > 1) de um polindmio de grau my, Qr(z) € Z[z] tal que

Qr(2)By(z) = Z ag 2",

neB(mg+Dyg)

onde Dy é o grau de By. Agora, definimos recursivamente a sequéncia (tx)r>1 por t; =

min A e t,1 € A satisfazendo
tk+1 Z max{k(tk + Dk + mk) + 1, L(Qk+1Bk+1) + (k’ + 1)}

Como na demonstragao do Teorema A, a série f(2) := > y51 2% Qr(2)Bi(2) é uma funcao

analitica transcendente que tem a forma

f(z) =" a2

nesS

Além disso, essa série pode ser derivada termo a termo qualquer nimero de vezes e
como nas demonstragoes dos teoremas 3.1 e 3.2, f (m)(&i) consiste de, no maximo, uma
quantidade finita de termos, e estes termos sao polindmios em «; com coeficientes inteiros.
Logo,

f™(@n B(0,1)) C Q, para todo m > 0.

Por fim, como nos Teoremas A e B, podemos construir uma quantidade ndo enumeravel

de tais fungoes e a demonstragao esta completa. O

Corolario C. Eziste uma quantidade ndo enumerdvel de fungoes transcendentes f € 7Z{z}
tais que
fM@nNB0,1)CQ e S(L(f™,0) =1, para todom > 0.

Demonstragio. No Teorema C, ponha A = B = NZ. Assim, existe uma quantidade nao

enumeravel de funcoes transcendentes f(z) = 2,50 an2" tais que
f™@nB(0,1) cQ

e de modo que
n ¢ N +Nj = a, = 0.

Além disso, derivando f termo a termo m vezes, obtemos

f™(2) = nla,z" ™.
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Ja que 0(L(f,0))=1¢e

L(f™,0) = {n>m;nla, =0}
= {n>m;a, =0}
= L(f,0\{0<n<m-—1;a, =0},

segue da Proposicao 1.5 que 6(L(f™,0)) = 1 para cada m > 0.
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Capitulo 4

Conjuntos Excepcionais de Funcoes

Transcendentes e o Problema C de
Mahler

No fim do século XIX, apods os trabalhos de Hermite e Lindemann sobre a transcen-

déncia de e para um algébrico nao nulo «, levantou-se uma questao:

Uma fungdo analitica transcendente assume, em geral, valores transcendentes

em pontos algébricos?

No exemplo da funcao e*, a expressao “em geral” na questdo acima significa evitar
a excecao o = 0. Weierstrass descobriu que uma resposta afirmativa para essa questao
pode valer somente para classes restritas de fungoes. De fato, ele construiu uma funcao
inteira transcendente que leva racionais em racionais. Além disso, como ja sabemos,
ele conjecturou a existéncia de uma funcao inteira transcendente que leva algébricos em
algébricos, o que foi provado posteriormente por Stéckel.

Assim, iniciou-se o estudo dos conjuntos excepcionais S, ou seja, conjuntos de nimeros

algébricos para os quais uma funcao transcendente f assume valores algébricos.

4.1 Exemplos de conjuntos excepcionais

Vejamos alguns exemplos de conjuntos excepcionais de algumas fungoes.
Exemplo 4.1. Se f é um polinémio com coeficientes algébricos, entdo Sy = Q.

Exemplo 4.2. Seja f(z) = e*. O Teorema de Hermite-Lindemann estabelece que se

a € Q\{0} entio f(a) € transcendente. Dessa forma, o conjunto excepcional de f é

S; = {o}.
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Mais geralmente, se f(z) = elzman)(z=a2)-(z=ak)  opde os als sao numeros algébricos,
entao

Sr=A{o,aq,...,a}.
Exemplo 4.3. Seja f(z) = e* + e*t1. O conjunto excepcional de f é Sy = (.

Primeiramente, temos f(0) = 1+ e que é transcendente. Agora, seja o € Q\{0}.
Se f(a) € Q, terfamos
e + et — f(a) =0,

0 +1

o que é uma contradicao, uma vez que 1 = e”,e* e e*"" sao linearmente independentes

sobre Q pelo Teorema de Lindemann-Weierstrass (ver Teorema 1.31).
Exemplo 4.4. A funcgio f(z) = €™ tem conjunto excepcional Sy = 0.

Temos f(0) = e € C\Q. Se a é um algébrico ndo nulo, temos
f(CY) — eﬂ'a-i-l —e- (_1)—ia

que é um naimero transcendente pelo Teorema de Baker (ver Teorema 1.37 e Corolé-
rio 1.39).

Exemplo 4.5. As fungoes f(z) = 2% e g(z) = €™ tém conjuntos excepcionais iguais a

Q.

Isso segue do Teorema de Gelfond-Schneider (ver Teorema 1.33).

4.2 Existéncia de funcoes transcendentes com con-

junto excepcional prescrito

Em 1886, Weierstrass levantou a seguinte questao sobre conjuntos excepcionais:

Quais possiveis subconjuntos de Q sdo conjuntos excepcionais de alguma fun-

¢ao inteira transcendente?
Essa pergunta foi respondida em [7], por Huang, Marques e Mereb.

Teorema 4.6 (Huang, Marques, Mereb, 2010). Se A C Q, entio existe uma fungio
inteira transcendente f tal que

para todo s > 0.
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Destacamos que nenhuma informacao sobre a natureza aritmética sobre os coeficientes
da série de Taylor da funcao f é obtida em sua construcao.

No capitulo 3 de seu livro, Mahler [12] investigou os possiveis conjuntos excepcionais
de fungoes transcendentes tendo coeficientes racionais em sua série de Taylor em torno
do zero e com raio de convergéncia p € (0, oo|, fazendo com que ele levantasse a seguinte

questao:

Problema C: Seja p € (0,00] um ntmero real. Existe para qualquer escolha de S C
QN B(0,p) (fechado para conjugacao complexa e tal que 0 € S), uma funcio analitica
com coeficientes racionais e raio de convergéncia p tal que Sy = S?

Observamos que as sentengas em parénteses nao aparecem na questao original de
Mahler. No entanto, elas sao necessarias, pois para qualquer funcao f cujos coeficientes

da sua série de Taylor sao racionais tem-se

Marques e Ramirez [17] resolveram o Problema C para p = oo e Marques e Moreira
[14] para qualquer p € (0, oo].

Em 1965, Mahler [11] investigou o conjunto excepcional de fungdes com coeficientes
inteiros. Antes de apresentar os resultados de Mahler, precisamos introduzir algumas
defini¢oes e resultados auxiliares.

Como antes, se P(z) = ag+ a1z + -+ + a,2" € C[z] é um polindmio arbitrério, sejam

H(P) := max |a;| e L(P) :== Y _ |ai],
i=0

0<i<n
a altura e o comprimento de P, respectivamente. Sao validas as seguintes desigualdades:
H(PQ) < H(P)L(Q) e L(PQ) < L(P)L(Q). (4.1)
Lema 4.7. Seja o um niumero algébrico que é raiz do polinomio irredutivel
P(z)=ag+arz+ - +asz" € Z[z] (aqg#0).

Se
Q(2) =by+biz+ -+ by,2™ € Z[2]

¢ um sequndo polinomio, entao

ou

Demonstragdo. Ver [5]. O
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Seja f(2) = Yo apz® uma série de poténcias fortemente lacundria com coeficientes

inteiros e com raio de convergéncia py € (0,1] e considere os polindmios

Tn+1

F(z) =Y a2, (n=0,1,2,...). (4.2)

k=sn

Em termos desses polindmios podemos escrever f como

f(2) =3 Ful2).

n>0

Com isso, podemos estabelecer o seguinte critério de transcendéncia.

Teorema 4.8 (Mahler, 1965). Sejam f uma fungdo fortemente lacundria com coeficientes
inteiros e a € QN B(0, pr). O walor f(a) € algébrico se e somente se existe um inteiro
positivo N = N(«) tal que

F,(a) =0 paran > N.

Demonstragio. Se F,(a) = 0 para todo n > N, entao

Suponha agora que 8 := f(a) = Y ;50 axe’ é um nimero algébrico de grau D. Sejam
Bo := 3, B1,...,Bp_1 os conjugados de 3, |3] = maxo<r<p_1|Bx| € co um inteiro positivo
tal que os produtos cyfy, cof1, - - -, CoSp—1 s@o inteiros algébricos (ver Proposicao 1.22).

Seja c¢; uma constante tal que
1
af < — < py.
C1

Com isso,

cg>1 e |aal <1 (4.3)

Além disso, temos a convergéncia de Y ;5o ax(1/ c1)¥, o que implica a existéncia de uma

constante ¢y tal que ’ak(l/cl)k‘ < ¢9, para todo k£ > 0, ou seja,

lax| < coc?, para todo k > 0. (4.4)
Defina os polinémios
paa(z) = =B+ > az®  (A=0,1,....,D—1) (4.5)
k=0

pa(z) = TT ()

44



Os ntimeros ¢yfy, - - ., cofp—1 sao conjugados (veja [1], p. 115), onde o polindémio minimal
é
D-1

q(z) :== H (z — cof3y).

A=0
Como ¢q € N, o polindémio minimal de um inteiro algébrico tem coeficientes inteiros (ver

Proposigao 1.23) e
oS,
k=0

segue que p, é um polinémio em z, de grau Dr, e com coeficientes inteiros.

Da segunda desigualdade em (4.1), temos
L(pn) < ¢ TI Lpan)-
Agora de (4.3) e (4.4)
Low) < 11+ 3l

Tn
< Bl +e Z cf
k=0

— C1Co
< '
< B+ 2%
a7 C1C2
= <’ | 01—1)'071%203017
onde
— cic
ez = [B] + ——
C1 — 1
Dai,
D-1
L(p,) < cé) H (cscim) = (cocg)Dc?“ = c4cf)’"”, (4.6)
A=0

com ¢4 = (coc3)P.
Como « é um nimero algébrico, entao ele é raiz de um polindémio irredutivel P € Z][z],
digamos, de grau d. Assim, aplicando o Lema 4.7 com Q(z) = p,(2), deduzimos de (4.6)

que p,(a) =0 ou
[pa()] > [(cac?™ ) L(P)P™ 70 > [(cf e T L(P)) P = g (4.7)

onde ¢5 := c{ ' L(P).
Mas esta desigualdade nao é valida se n for suficientemente grande. De fato, pela

definigao de fy e pelas equagoes (4.4) e (4.5), tem-se que
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oo
Z akak

k=sp

caleral™ (1 + | + |C1Oé|2 +-)

[pro(a)] =

IN

= cgleral™,

onde ¢4 := c3(1 + |1 + |era)® + - -+ ). Além disso, para A =1,2,..., D — 1, temos

Par(@)] < 18]+ ]|l
k=0

< [Bl+ X laxllal* =: er.

k>0
Combinando essas estimativas, obtemos

()] < cg'celeral ™7™

. Sn
Como |ciarf < 1e lim — = oo, segue que,
n—oo Tn

1 Sn
lim (¢ cge? 1) |eral ™ = 0.
lim (cf cgeP )7 |era
Em outras palavras, para n suficientemente grande, temos
D, D D

(DegeP Ny |eral™ < ¢,

ou seja,

[pn(0)] < c’cc? ~ eral™ < 5P

Assim, existe Ny tal que
pn(@) =0, para todo n > Nj.

Isso significa que para cada n > Ny existe um indice A\, € {0,1,2,..., D — 1} tal que

Tn
Z akak = 5)\”.
k=0

Portanto,
Tn+1 Tn4+1 Tn
F.(a) = Z apa = Z apa — Z apa = Brpir — Bans  sen > Ny, (4.8)
k=sn k=0 k=0
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Agora, ja que f(a) é uma série convergente,
lim F,(a) = 0.
Por outro lado, os D conjugados de [ sao distintos, por isso, existe N > N tal que
Ans1 = Apsen > N.
Por (4.8), isso implica que
F.,(a) =0sen> N,
como queriamos demonstrar. ]

Sejam p € (0,00] ¢ S € QN B(0, p). Denotamos por 5 conjunto dos conjugados

algébricos dos elementos de S.

Definigdo 4.9. Sejam p € (0,00] ¢ S € QN B(0,p). Dizemos que S é fechado em
relacdo a Q se
5% N B(0,p) = S.

Observagao 4.10. Uma vez que S C ?alg', para mostrar que S € fechado em relacao a
Q basta mostrar que
5" N B(0,p) C S.

Exemplo 4.11. O conjunto excepcional de f(z) = 2% € fechado em relagio a Q.

Exemplo 4.12. O conjunto excepcional de f(z) = eGHVDE=VI) pag ¢ fechado em relacao
a Q, pois

Sy ={-v2,v3} e 5™ = {-v2,v2,V3, -3}

Proposicao 4.13. Seja [ uma funcgdo fortemente lacundria com coeficientes inteiros.

Entado, o conjunto excepcional de f é fechado em relagio a Q.

Demonstragdo. Sejam py e Sy o raio de convergéncia e o conjunto excepcional de f,

respectivamente. Queremos mostrar que
S N B(0, py) = Sy

Sejam a € Sy e P seu polindomio minimal sobre Z. Pelo Teorema 4.8, existe um inteiro

positivo N = N(a) tal que
F,(a) =0 para n> N,

e, por isso, F), é divisivel por P para todo n > N. Assim, cada conjugado de « é raiz de

F,, para todo n > N. Logo, pelo Teorema 4.8, cada conjugado de a em B(0, ps) pertence
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a Sy, ou seja,
SN B(0,py) € Sy

[]

O resultado de Mahler a seguir estabelece quais os subconjuntos de nimeros algébricos

sao conjuntos excepcionais de uma funcao fortemente lacunéria com coeficientes inteiros.

Teorema 4.14 (Mahler, 1965). Sejam p € (0,1] ¢ S € QN B(0,p) um conjunto fe-
chado em relacio a Q tal que 0 € S. Entdo existe uma série fortemente lacundria com
coeficientes inteiros f tal que

pr=peSy=>_5.
Demonstragio. Ver [11]. O

Em [15], Marques e Moreira resolveram a versao do Problema C de Mahler para

funcoes com coeficientes inteiros.

Teorema 4.15 (Marques, Moreira). Todo subconjunto de Q N B(0, 1), fechado para con-
jugacao complexa e que contém o elemento 0, € o conjunto excepcional de uma quantidade

nao enumerdvel de fungéoes transcendentes em Z{z}.

Generalizando o teorema acima em sua tese de doutorado [24, Corolario 3.12], Silva

mostrou o teorema abaixo.

Teorema 4.16. Se S C QN B(0,1) € fechado para conjugagio complexa e 0 € S, entdo
existe uma quantidade nao enumerdvel de fungéoes transcendentes em Z{z} tais que St =
S, para todo t > 0.

4.3 Versoes assintoticas do Problema C de Mahler

Nesta secao, mostraremos nossos resultados relacionados a conjuntos excepcionais de

funcoes transcendentes. Mais precisamente, eles tentam responder a seguinte questao:

Versdo Assintética do Problema C. Dado S € QN B(0, 1), fechado para conjugacao
complexa e com 0 € S, existe uma fungao transcendente f € Z{z} com quase todos os

coeficientes limitados tal que Sy = S7

Ainda nao temos a resposta para conjuntos gerais S. No entanto, apresentaremos

resultados para duas classes especiais de conjuntos S.

Teorema D. Sejam p € (0,1] ¢ S C Q N B(0,p) um conjunto fechado em relagio a
Q tal que 0 € S. Entdo existem uma quantidade nio enumerdvel de fungoes analiticas

transcendentes

f(z)=>a.2" a, €Z

n>0
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e uma constante M > 0, tais que
O(L(f, M)) =1

ecompr=peSy=2>9.

Demonstragio. Como S C QN B(0, p), ele é enumeravel. Dessa forma, podemos definir

uma sequéncia infinita de polinémios
Pi(2). Pa(2), ..

da seguinte forma:

(i) Se S = {0}, pomos Py(z) := 1 para todo k > 1.

(ii) Se S é finito, digamos, S = {a1,...,q,}, tomamos, para 1 < k < m, Py sendo
o polinémio minimal de «y, (sobre Z) de grau djy e, para k > m + 1, tomamos
Pi(z) :=1.

(iii) Se S = {1, a9,...} é um conjunto infinito, escolhemos Py para ser o polinémio

minimal de oy (sobre Z) de grau dy.

k
Seja Dy, := Zdi' Agora vamos definir recursivamente a sequéncia (t;)x>1 por t; = 0 e

i=1
tr+1 € N satisfazendo

k+1
trv1 > max{k(ty + Dy) + 1, L(Py -+ Piy1) + (K + 1), (k+ 1) ((k +1)+ > Di> — Dy}
=1

Como L(P) > H(P) para qualquer polinémio P, segue que
1< H(P - P)Y < tllf/tk,

e por isso,

lim H(P;---P)Y% = 1. (4.9)

k—o00

Por fim, seja (¢x)k>1 uma sequéncia de inteiros positivos tal que

.t
lim ck/ F
k—o0

1
-~ (4.10)

Afirmamos que a funcao

f(z) =) 2™ Pi(z)- Pu(z) =) Fi(z) = ianz"

k>1 k>1
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satisfaz as condi¢des do enunciado. De fato, o raio de convergéncia de f é positivo, pois

1
, 1 . 1/t
= =limsup |a,|"" = limsup |a,|"”"
Pf n—o0 tk<n<tx+Dj
k—o0

lan| < cxH(Py---Py) para tp <n <t;+ Dy

com igualdade no minimo para um indice n nesse intervalo. Dai, de (4.9) e de (4.10),
segue que

1 1
— =limsup(ct H(Py -+~ Py))Y%* = =,

o que nos da py = p > 0.

Como antes, essa série é fortemente lacunaria, ja que

78]
im ———— =

Y

e, por isso, f é transcendente. Além disso, para cada k > 2, t; pode ser escolhido
de infinitas maneiras e cada uma dessas escolhas nos da uma funcao diferente. Assim,
construimos uma quantidade nao enumeravel dessas funcgoes.

Vamos mostrar agora que Sy = S. Por um lado temos que se a; € S, entao
i—1 B
fla) =" Filay) € Q.
k=1

Por outro lado, se a ¢ S, entdo Fj(a) # 0 para todo k e, por isso, f(a) ¢ Q, pelo
Teorema 4.8.
Finalmente, vamos mostrar que existe M > 0, tal que §(L(f, M)) = 1. Observe que
se a, # 0, entao
neA:=J{tete+1,... .t + Dy}

k>1
Da definicao de t;, temos
k k t, + Dy,
H#At+ D)= (Di+1)=k+> D; < —
i=1 i=1
o que implica
ty +D
lim #A(t + Di) —0. (4.11)

Além disso,
k—1

#A(ty) =1+ (k—1)+>_ D,

=1

20



Ja que t, > tp_1 + Dy_1, segue que

#A(t) _ 1 (k=1 +3I5 D _ 1 Ll
L th—1 + Dy thke1 +Dp—y Ttk + Dy k=1
Logo,
t
lim A _ (4.12)

Agora, vamos deduzir de (4.11) e (4.12) que

lim #An)

n—00 n

=0.

Seja ¢ > 0. Existem, k1, ko, k3 € N tais que

#A(t, + Dy,) -

k> k= ,
= tr + Dy

t

t 2

1 €
> —_—< -
k_l{:3:>k_1<2

Sejam ko := max{ky, ko, k3} e N := ty, + Dy,. Para n > N, temos dois casos.

Caso 1: n ¢ A. Nesse caso temos que t + Dy < n < t,1, para algum k > kq. Assim

#AMn) _ #A+ D) _ #AM+ D)
n n tk + Dk

Caso 2: n € A. Isso implica que t, < n < t, + Dy, para algum k > ko + 1 > ky. Com

isso,
#A(n) < #A(ty) + Dy < #A(ty) + Dy
n - n - tr
HA(tr) 1 £ €
< t + L —1 < 5 + 5 =g,

uma vez que

k

=1

Mostramos que dado € > 0, existe N € N tal que

_ #Am)

n

n2N=>'#/:l(n> <eg,
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ou seja,

5(A) = 1im AN

n—o0 n

Portanto, como No\\A C L(f,0), segue que

=0.

1= 5(No\A) < §(L(£,0)) < 1 = 3(L(£.0)) = 1,

e obtemos o resultado com M = 0. OJ

Observacao 4.17. Como antes, podemos construir a partir das fungoes obtidas no Teo-
rema D, fungoes onde os coeficientes limitados sdao nao nulos. De fato, seja P € Z[z] um

polinomio com deg P > 0 com coeficientes ndo nulos e defina a fun¢ao racional

P(z)
71(2) = 1 — gdegP+1"

A funcao
9(2) ==1(2) + f(2) € Z{z}
¢ uma fungao transcendente, pelo Coroldrio 1.63 e Sy = Sy.

Teorema E. Sejam ¢ > 2 um nimero inteiro, {1 = 1,(s,...,(} o conjunto das (-
ésimas raizes da unidade e S C QN B(0,1) um conjunto fechado para conjugagio compleza

contendo 0 e com a sequinte propriedade:
sea € S entao (ya € S, para todo k € {1,2,...,(}.

Entdo existe uma quantidade nao enumerdvel de fungoes transcendentes (z) = 3,50 an2" €

Z{z} e uma constante M > 0, tais que
1

€ S¢ =5.
Para mostrar esse teorema serd necessario antes demonstrar o seguinte lema.

Lema 4.18. Sejam f € Z{z} uma funcgao transcendente e { > 2 um nimero inteiro. Seja
V(z) = f(2%). Entdo

(a) ¥ € Z{z} € uma fungao transcendente;

(b) Se o € Sy, entao (o € Sy, onde ¢ € uma (-ésima raiz da unidade.

Demonstragio. (a) Como f é transcendente, temos [C(z)(f) : C(z)] = oo (veja Corola-

rio 1.26), onde C(z) denota o corpo da fungoes racionais em C. Com isso, temos que

[C(z")(®) : C(=")] = 0.
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Por um lado,

o que mostra que 1) é transcendente.
(b) Se a € Sy, entdo ¥(a) € Q. Assim,

¥(Ca) = f((Ca)") = f(a) = ¥(a) € Q = Ca € Sy
0

Observacao 4.19. Como vimos anteriormente, C(2)(f) € o menor corpo que contém
C(z) e f. Dessa forma, estd subentendido que C(z)(f) estd contido em uma extensao
de C(z). De fato, trata-se do corpo das séries de Laurent g, com coeficientes em C que
convergem em alguma bola B(0, p), onde p > 0 pode depender de g. Esse corpo é denotado
por C{z}. Para mais detalhes, veja [12], p. 32.

Demonstracao do Teorema FE. Escrevamos

S=1{0tu U{ay, ey, .., Gaj} U{as, G&ag, .. Gag}).
jEN
Seja
S ={0yu{at, af,.. Yu{as’, @b, .. )

Pelo Teorema 4.15, existe uma quantidade nao enumeravel de fungoes transcendentes

f € Z{z} tais que
Sp=25"
Para cada f € Z{z}, defina ¢y = 1 por ¥(z) = f(z"). Pelo Lema 4.18 (a), ¢ é trans-
cendente. Observe ainda que se fi # fo, entdo ¥y # 1y, onde 1;(2) = fi(2%), i = 1,2.
Logo, temos uma quantidade ndo enumeravel dessas fungoes. Agora, se a € S, entao
at eSS = Sf e
Y(a) = f(@") € Q= a € S,.
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Por outro lado, se § ¢ S, entdao B #0 e
B & {a; Gy, .., Gag ULay, Gag, - G}
para todo j € N. Assim, 3¢ ¢ {af,ch} para todo j € N. Com isso, 3 ¢ S’ e
W(B) = f(B8) ¢ Q=B ¢ Sy
Portanto, Sy = S. Por fim, temos que ¢ ¢ da forma

W(z) = Z e 2" = Z anz",

n>0 n>0

ou seja, se a, # 0 entdo n é um multiplo de ¢. Logo,

O(L(¥,0)) = d(No\{n € No;a, # 0})
> J(No\{m-¢;m € Ny}) (pela Proposicao 1.2)
= 0(No\{m - £;m € Ny})
1
= 1—-.
l
Isso conclui a demonstragao tomando M = 0. O

Mais uma vez, para obter uma funcao com coeficientes limitados e nao nulos, some

uma fung¢ao racional da forma
P(z)

1 — pdegP+1

a uma funcao obtida no teorema anterior.

Corolério D. Seja S C QN B(0,1) um conjunto fechado para conjugagio contendo 0 e

com a sequinte propriedade:
sea €S, entio —a € 5.

Entao eziste uma quantidade nao enumerdvel de fungoes transcendentes pares (e impares)
f tais que Sy = S.
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