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Resumo

Em estudos de confiabilidade, estamos interessados no comportamento de um sistema quando
ele interage com seu ambiente circundante. Para avaliar o comportamento do sistema em termos
de confiabilidade, podemos considerar a qualidade analisadas do sistema como sua resisténcia
e o resultado das interacdes como tensdo. A falha é observada sempre que a tensdo excede a
resisténcia. Tomando Y como uma varidvel aleatoria que representa a tensao (stress) que o
sistema experimenta e a varidvel aleatoria X como sua resisténcia (strength), a probabilidade
de nao falha pode ser tomada como um indicador da confiabilidade do componente e expressa
como P(Y < X) =1— P(X <Y). Dessa forma, neste trabalho, consideramos que X e Y
seguem distribui¢Oes generalizadas de valores extremos (GEV), que representam uma familia
de distribui¢des de probabilidade continuas amplamente aplicadas em contextos de Engenharia
e Economia. Nossa contribui¢do lida com um cendrio mais geral em que tensao e resisténcia
possuem dependéncia, e cOpulas sdo usadas para modelar a dependéncia entre as varidveis alea-
torias envolvidas. As cOpulas de Gumbel-Hougaard, Frank e Clayton foram usadas para modelar
conjuntos de dados bivariados. Em cada caso, critérios de informacao foram considerados para
comparar as capacidades de modelagem de cada cépula. Duas aplicagdes econdmicas em conjun-
tos de dados reais sdo discutidos, bem como uma aplicacdo em Engenharia. Outro tema abordada
neste trabalho foi a confiabilidade em um sistema multicomponente. A confiabilidade pode
ser estendida para um sistema multicomponente que consiste em k componentes de resisténcia
com uma tensdo comum, ou seja, R, = P(pelo menos s das (X3, - - , X;) excedem Y'), sendo

Xy, Xo, -+, X} varidveis aleatorias independentes e idénticamente distribuidas que representam
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a resisténcia de £ componentes em um sistema e seguirem uma funcio de distribuicdo acumulada
comum G'x (), onde cada componente estd sujeito a uma tensdo aleatéria independente Y, com
a FDP fy (+). Dessa forma foram consideradas as leis estdveis I-méximas e as leis p-max estdveis
como as distribui¢ao para a aplicacdo deste estudo. Uma aplicagdo em conjuntos de dados
reais € discutida. No geral, € descrito um quadro metodolégico fécil de usar, permitindo que os

profissionais o apliquem em seus proprios projetos de pesquisa.

Palavras-chaves: Confiabilidade stress—strength; Distribui¢des dos valores extremos; Copu-

las bivariadas; Multicomponente.
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Abstract

In reliability studies, we are interested in the behaviour of a system when it interacts with its
surrounding environment. To assess the system’s behavior in a reliability sense, we can take the
system’s intrinsic quality as strength, and the outcome of interactions as stress. Failure is observed
whenever the stress exceeds the strength. Taking Y as a random variable representing the stress
the system experiences and the random variable X as its strength, the probability of not failing can
be taken as a proxy for the reliability of the component and givenas P(Y < X) = 1-P(X <Y)).
This way, in the present paper it is considered that X and Y follow generalized extreme value
distributions, which represent a family of continuous probability distributions that have been
extensively applied in Engineering and Economy contexts. Our contribution deals with a
more general situation when stress and strength are not independent, and copulas are used
to model the dependence between the involved random variables. Gumbel-Hougaard, Frank
and Clayton copulas were used for modelling bivariate data sets. In each case, information
criteria were considered to compare the modelling capabilities of each copula. Two economic
applications on real data sets are discussed, as well as an Engineering one. Another topic
addressed in this work was reliability in a multicomponent system. Reliability can be extended
to a multicomponent system consisting of k resistance components with a common voltage,
ie. Ry, = P(atleastsof (X, ---,X}) exceed V), with Xy, Xy, ---, X}, independent and
identically distributed random variables that represent the resistance of £ components in a system
and follow a common cumulative distribution function G x(-), where each component is subject

to an independent random voltage Y, with the PDF fy (+). Thus, the I-maximum stable laws and
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the stable p-max laws were considered as the distributions for the application of this study. An
application to real data sets is discussed. Overall, an easy-to-use methodological framework is

described, allowing practitioners to apply it to their own research projects.

Keywords: Stress—strength reliability; Distributions of extreme values; Bivariate copulas;

Multicomponent.
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Capitulo 1

Introducao

A probabilidade de falha de um sistema ou componente pode ser calculada comparando
estatisticamente a tensdo (stress) aplicado a sua resisténcia (strength). Sejam X (strength)e Y
(stress) varidveis aleatorias continuas com func¢do de densidade de probabilidade (FDP) conjunta

fx.v (- ). A confiabilidade (ou probabilidade) de stress-strength (SSR) é definida como:

R=PX<Y)= /OO /y fxy(z,y)dxdy. (1.1)

Ha varias aplicacdes dessa estrutura, como na Selecdo de Ativos Financeiros (Quintino et al.,
2024), Fragilidade Financeira Doméstica (Domma e Giordano, 2012) e Engenharia (Surles e
Padgett, 1998), entre outros. Pode consultar Kotz, Lumelskii e Pensky (2003) para mais detalhes.

A Equacdo (1.1) pode ser avaliada quando a representacdo analitica da FDP conjunta é
conhecida (ou qualquer outra férmula estatistica equivalente que possa ser transformada em
fxy). Portanto, avaliar adequadamente essa formulacdo conjunta é de extrema importincia para
aplicacoes de SSR do tipo P(X < Y'). Encontrar uma representagao precisa para fxy envolve
dois passos: entender como sdo as distribui¢cdes marginais e como € a estrutura de dependéncia
dessas varidveis aleatorias.

Assim, determinar as melhores distribui¢des marginais para X e Y é um dos problemas
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de interesse. Os experimentos envolvendo dados financeiros no século XX apontaram para
a adequacdo de distribui¢des de caudas pesadas na modelagem, seja por meio de processos
a-estaveis (alternativa de cauda pesada ao movimento Browniano de cauda leve (Bachelier,
1900)) ou por meio de modelos de séries temporais de caudas pesadas (Embrechts, Kliippelberg
e Mikosch, 2013; Taleb, 2020). Embora a literatura proponha a hipétese geral de que os
retornos logaritmicos em dados financeiros seguem um processo a-estdvel com parametro
0 < a < 2 (Mandelbrot, 1967) (e variancia indefinida), sem perda de generalidade, os resultados
da Teoria dos Valores Extremos (TVE) em relacdo a distribuicdo de valores extremos generalizada
(GEV) (Jenkinson, 1955) apresentam essa distribuicdo como uma alternativa as distribui¢des
a-estaveis. Essa abordagem pode ser considerada valida, uma vez que a distribuicio GEV
apresenta comportamento de cauda pesada. Do ponto de vista econdmico, € bem conhecido que
retornos extremos de agdes nos mercados de agdes podem ter importantes implicagdes para o
gerenciamento de risco financeiro, e varios estudos aplicaram com sucesso a GEV para modelar
dados financeiros (Cirillo e Taleb, 2016; Gettinby et al., 2004; Goncu et al., 2012; Hussain e Li,
2015; Quintino et al., 2024).

Além disso, distribuicdes de cauda pesada como Log-Normal e Pareto sdo conhecidas por sua
adequagdo em abranger tanto as caudas quanto o modo das funcdes de densidade de renda empi-
rica (Domma e Giordano, 2012). No entanto, algumas limitacdes dessas distribui¢des deixam a
oportunidade para a aplicacdo de outras distribui¢cdes que se assemelham ao comportamento de
cauda pesada, mas trazem mais flexibilidade no conjunto de parametros (Dagum, 1977). Dessa
forma, explorar como a distribuicdo GEV se comporta ao modelar dados de renda e consumo em
um quadro de avaliacdo de fragilidade € um dos interesses desse trabalho.

Uma discussdo das caracteristicas da distribuicdo GEV foi feita em Kotz e Nadarajah (2000),
destacando sua ampla relevancia em vérios dominios, como testes de vida acelerada, desastres
naturais, corridas de cavalos, chuvas, filas de supermercado, correntes maritimas, velocidades do
vento, registros de corridas, e mais.

Ap6s selecionar as marginais para X e Y, sua estrutura de dependéncia precisa ser consi-
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derada. A confiabilidade SSR quando X e Y sdo varidveis aleatérias independentes seguindo
distribui¢des dos valores extremos tem sido amplamente estudada na literatura. Nadarajah (2003)
considerou a classe de distribui¢des de valores extremos e derivou as formas correspondentes
para a confiabilidade R = P(X < Y') em termos de fungdes especiais. Vdrios autores traba-
lharam na estimativa e aplicacdo da probabilidade de stress-strength para as distribui¢des de
valores extremos como por exemplo, Abbas e Tang (2014), Jia, Nadarajah e Guo (2017), Krish-
namoorthy e Lin (2010) e Kundu e Raqab (2009). A confiabilidade SSR para distribuicdes GEV
independentes foi estudada por Quintino et al. (2024), que derivaram férmulas de confiabilidade
SSR e investigaram a aplicacdo da medida de confiabilidade P(X < Y') na sele¢do de ativos
financeiros.

O uso de copulas para modelar a estrutura de dependéncia de varidveis aleatdrias € uma
consequéncia direta do Teorema de Sklar, que possibilita a criacdo de varias familias de cépulas,
cada uma das quais captura melhor situagcdes de dependéncia especificas. Entre as copulas mais
exploradas, a cépula de Gumbel-Hougaard € especialmente eficaz em lidar com a dependéncia
da cauda superior entre varidveis. Por outro lado, a cépula de Clayton é adequada para delinear a
dependéncia da cauda inferior entre varidveis, enquanto a copula de Frank se destaca na captura
da dependéncia simétrica da cauda entre varidveis (Frees e Valdez, 1998). Para um estudo mais
detalhado sobre a teoria de cépulas, o leitor pode consultar o livro de Nelsen (2006).

Trabalhos recentes exploraram cépulas em diferentes cendrios, como o uso da Cépula de
Frank para modelar ativos financeiros com marginais de Dagum para Gestdao de Portfélio de
Ativos Dependentes (Rathie, Ozelim e Andrade, 2021), a aplicacdo de cépulas em dados de
empresas de seguros sobre perdas e despesas (Frees e Valdez, 1998), a derivacdo da distribui¢ao
bivariada de chuvas de mong¢ao em subdivisdes meteoroldgicas vizinhas (Ghosh, 2010) e uma
simulag@o de vazido mensal usando uma cépula de méxima entropia-Gumbel-Hougaard (Kong et
al., 2015). Propriedades tedricas de cépulas de valores extremos também podem ser encontradas
em Gudendorf e Segers (2010) e Kasper, Fuchs e Trutschnig (2021).

Considerando seu uso comum tanto em aplicacdes financeiras quanto de engenharia, as
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copulas de Gumbel-Hougaard, Frank e Clayton foram consideradas no presente trabalho. Além
dos aspectos tedricos, exploramos os procedimentos de estimacao, propondo uma estrutura geral
que pode ser aplicado por profissionais ao considerar marginais GEV com as trés familias de
cOpulas mencionadas. Nesse caso, pode-se observar que o valor de R dado em (1.1) depende dos
parametros das distribuicdes marginais (para a distribuicao GEV, como sera visto, localizagao
14, escala o, e forma ~) e um parametro de dependéncia 6 (introduzido pelo modelo de cépula).
Motivados pela melhoria no tempo computacional, optamos por uma estima¢do em duas etapas,
ou seja, as marginais sdo modeladas e entdo o parametro de dependéncia é estimado, através
da estima¢ao de maxima verossimilhanca, inferéncia marginais em 2 passos (Genest e Rivest,
1993).

Outra tematica abordada nesse trabalho sdo os casos de confiabilidade em um sistema
multicomponente. A teoria SSR pode ser estendida para um sistema multicomponente que
consiste em k componentes de resisténcia com uma tensdo comum, e o sistema funciona quando
pelo menos s (1 < s < k) componentes sobrevivem simultaneamente.

Sejam X, Xo, - -+, X} varidveis aleatdrias (v.a.’s) independentes e idénticamente distribui-
das (i.i.d.) que representam a resisténcia de £ componentes em um sistema e seguirem uma
funcdo de distribui¢do acumulada (FDA) comum G x(+). Cada componente esta sujeito a uma
tensdo aleatdria independente Y, com a FDP fy (-). O modelo de confiabilidade stress-strength
multicomponente (MSSR) € dado por:

Rsr = P(pelomenossdas (X, -, X;) excedem Y)

)

k

k o0 ‘ ,
=) [0 Gxwy G e (12)
j=s \ J e
A estimativa de confiabilidade em um modelo de MSSR foi realizada por varios autores.
Procedimentos de inferéncia 6tima para a funcao de confiabilidade sob o modelo paramétrico de

distribui¢des exponenciais foram obtidos por Bhattacharyya e Johnson (1974). De igual forma
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Wang et al. (2021) estudaram a estimativa de confiabilidade SSR para sistemas multicomponentes
com distribuicao Rayleigh. Estimativas Bayesianas de confiabilidade para o modelo de MSSR
baseada na distribui¢do Topp-Leone foi estudada por Akram e Yousif (2022). Os autores Lio
et al. (2022) desenvolveram uma metodologia inferencial para MSSR quando as varidveis de
resisténcia e tensdo seguem as distribui¢des Burr XII sob censura do Tipo-II nos dados de forga.

O objetivo desse trabalho € dividido em duas partes: um estudo detalhado de Lima et al.
(2024a), onde estendemos a abordagem de Quintino et al. (2024) estudando (1.1) quando X
e Y seguem distribuicdes GEV dependentes com uma FDP conjunta dada por cépulas; obter
novas expressoes fechadas para (1.2) quando as componentes do sistema multicomponente
seguem distribuicdes de valores extremos. Tais resultados obtidos foram aplicados em estudo de
simulacdes e a dados reais.

A presente dissertacdo estd organizada da seguinte forma: no Capitulo 2 sdo apresentadas
defini¢cOes e resultados gerais necessdrios para realizar o estudo proposto. Sdo apresentadas a
FDA e a FDP das c6pulas de Gumbel-Hougaard, Frank e Clayton. Além disso, a FDA, a FDP e
algumas propriedades das distribui¢des de valores extremos também sdo apresentadas.

No Capitulo 3, um estudo de simulagdes € apresentado para validar os estimadores de
R = P(X <Y) propostos, quando X e Y seguem distribui¢des GEV dependentes. O modelo
metodolégico aqui proposto € aplicado para estimar R em trés situagdes reais. Primeiramente,
consideramos uma situagdo de sele¢do de ativos onde existe correlacdo entre os retornos de pares
de diferentes agdes. Em resumo, quando X e Y representam varidveis aleatérias de retorno
financeiro e R < 1/2, é aconselhdvel que o investidor escolha o ativo correspondente a varidvel
X. Se R > 1/2, ocorre o oposto. O caso R = 1/2 é inconclusivo. A medigdo da fragilidade
financeira domiciliar é considerada como uma segunda situagdo de modelagem de dados reais.
Usando dados da Pesquisa sobre Renda e Consumo das Familias do Banco de dados da Itdlia de
2008 (Domma e Giordano, 2012), investigamos com que frequéncia as familias tém seu consumo
anual maior que sua renda. Finalmente, um terceiro banco de dados é modelado, permitindo

comparar a vazao minima mensal para o rio Piracicaba no Brasil. Essa comparacio € util para
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definir medidas de contingéncia para complementar a matriz elétrica, que é em grande parte
dependente de fontes hidricas. Por fim, destacamos que os resultados apresentados neste capitulo
foram publicados em Lima et al. (2024a).

No Capitulo 4, estudamos estimativas para (1.2) quando Xy, ---, X} e Y seguem distri-
buicdes de valores extremos. Novas expressoes analiticas sdo obtidas para varias classes de
distribui¢des de valores extremos. Uma aplicacdo de conjunto de dados reais € realizada para
mostrar o desempenho de tais expressdoes na modelagem de dados. Os dados representam a
capacidade mensal de 4gua do Reservatdrio Shasta na Califérnia (EUA) durante agosto, setembro
e dezembro de 1980 a 2015.

Finalmente, no Capitulo 5 as consideracdes finais do trabalho sdo apresentadas.




Capitulo 2

Preliminaries

2.1 Introducao

Neste capitulo, apresentamos os conceitos que serdo utilizados ao longo desta dissertacao.
Iniciamos a Secdo 2.2 apresentando um breve contexto histérico sobre copulas, as copulas
escolhidas para este trabalho e como estimar os parametros das mesmas.

A Secdo 2.3 € dedicada a apresentacao das distribui¢cdes de valores extremos utilizadas nos
capitulos seguintes.

Na Sec¢do 2.5 apresentamos a funcio dos valores extremos H dado por

H(ay, as, as, aq, as, ag) := / Y exp{—a1y — (agy™ + as)*}dy.
0

Esta funcao foi introduzida por Rathie et al. (2023). Em nosso estudo, utilizamos a func¢do
H para reescrever a forma de estimar a confiabilidade sem impondo minimo de restri¢des aos
parametros das distribui¢des envolvidas.

Finalmente, destacamos que um leitor familiarizado com os tépicos abordados nesse capitulo
pode omitir a leitura do capitulo e ir diretamente ao Capitulo 3, retornando a este capitulo apenas

para citacdes ocasionais.
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As principais referéncias para esse capitulo sdo: Domma e Giordano (2012), Genest e Rivest
(1993), Kolev, Anjos e Mendes (2006), Mohan e Ravi (1993), Nadarajah (2003), Nelsen (2006)
e Quintino et al. (2024).

2.2 Coépulas

O estudo das copulas e suas aplicagdes em estatistica tem ganhado destaque nas tltimas déca-
das. O interesse por copulas cresceu significativamente nas ultimas décadas, como evidenciado
pelo aumento no niimero de publicacdes e conferéncias dedicadas ao tema. A primeira utilizagio
formal do termo “copula” em um contexto matemaético foi por Sklar (1959), ao descrever fun-
cdes que conectam distribui¢des unidimensionais para formar distribui¢cdes multivariadas. Os
trabalhos de Fréchet, Hoeffding, e outros pesquisadores também contribuiram significativamente

para o desenvolvimento das cépulas (Nelsen, 2006).

Definicdio 2.2.1 (Nelsen, 2006). Uma cépula bi-dimensional € uma fungio C : [0, 1]*> — [0, 1]

satisfazendo as seguintes propriedades:

1. Para cada u,v em [0, 1],

C(u,0) =0 = C(0,v) 2.1

Clu,1)=u e C(1,v) =uv; (2.2)

2. Para cada uy, us, v1,ve em [0, 1] tal que u; < ug e vy < vy,

C(ug,v9) — C(ug,v1) — C(ug,ve) + Cuy,vy) > 0. (2.3)

O Teorema de Sklar apareceu pela primeira vez em Sklar (1959) e este teorema fundamenta

o uso de copulas. Ele também estabelece a possibilidade de expressar qualquer distribuicao
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conjunta multivariada em termos de fun¢des de distribuicdo marginal univariadas e uma cépula

que descreve a estrutura de dependéncia entre as variaveis.

Teorema 2.2.1 (Teorema de Sklar). Seja H uma fungdo de distribuicdo conjunta com marginais

F e (. Entao existe uma cépula C' tal que, para todos z,y € R,
H(z,y) = C(F(x), G(y)). (2.4)

Se F' e (G sdo continuas, entdo C' é Unica; caso contrario, C' € unicamente determinada em
Im F' x Im G. Por outro lado, se C' é uma copula e F' e GG sdo fungdes de distribuicdo, entdo a

funcdo H definida por (2.4) é uma funcio de distribuicdo conjunta com marginais F' e G.

Note que (2.4) estd associada a vetor aleatério, isto é, (X,Y) ~ He (F(X),G(YY)) =
(U, V)~ C.

Para a demonstracdo do Teorema de Sklar ver Teorema 2.3.3 em Nelsen (20006).

As cépulas sao especialmente uteis em aplicagdes estatisticas, permitindo a modelagem e
a estimacao da distribui¢c@o de vetores aleatorios de forma separada para marginais e copulas
(Cherubini, Luciano e Vecchiato, 2004). Existem diversas familias de cépulas paramétricas
disponiveis, cada uma com parametros que controlam a intensidade da dependéncia entre as
varidveis. Alguns exemplos populares incluem a Cépula Gaussiana, Copula de Frank, Cépula de
Clayton, Cépula de Gumbel e Cépula de Student-t (Cherubini, Mulinacci e Gobbi, 2009). Porém
no Capitulo 3 abordaremos trés tipos de copulas que sdo as copulas de Gumbel-Hougaard, Frank
e Clayton, apresentadas a seguir:

A copula de Gumbel-Hougaard € dada por:
1 1 6
C%H (u,v;0) = exp {— [(—logu)? + (—logv)ﬁ] } , 0€(0,1], (2.5)

onde 6 € o valor que determina o grau e a estrutura de dependéncia entre as varidveis aleatorias.

Observe que se § = 1, entdo C“ (u,v; 1) = uv, ou seja, as marginais sio independentes.

9
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As cépulas de Frank e Clayton sdo dadas, respectivamente, por:

(exp{—fu} —1)(exp{—fv} — 1)
exp{—0} —1

CF(u,v;0) = —% log (1 + ) , 0 R—{0}, (2.6)

C (u, v:0) = max { (u™® + v —1);0} 7, 0 €[~1,00) — {0}. @.7)

Para obter a FDP associada a cada FDA, basta considerar que:

02C(u, v; 0)

elu, v;0) = dudv

onde W simboliza a derivada parcial da funcdo com respeito u. A Tabela 2.1 apresenta as

FDPs das cépulas de Gumbel-Hougaard, Frank e Clayton.

Tabela 2.1: Cépulas, FDP e seus espacos de parametros

Cépula c(u,v;6) espagos de parAmetros
1 0
Gumbel-Hougaard C("’";o)qog"log”)el 12,9 { [(— logu)7 + (—log 1;)5} +35- 1} 6 € (0,1]
uv |:(710g u) ¥ +(—log v)?]
—0 exp{—0(u+v)}(exp{—0}—1) _
Frank (exp{—0}—exp{—0u}—exp{—Ov}+exp{—0(u+tv)})? feR {0}

Clayton (14 0)(uv) =0 (=1 a0 =) 7271/0 0 € (0,00)

Pode ser observado na Tabela 2.1 que, restringindo o espago de parametros das copulas de
Clayton de 6 € [—1,00) — {0} para § € (0, c0), o operador max pode ser desconsiderado.

A estimacdo de # pode ser feita por meio de um Estimador de Médxima Verossimilhanca
(EMV). Neste caso, dado uma amostra aleatéria {(x;,v;), i =1,--- ,n} de (X,Y) ~ H tal que
(F(X),G(Y)) = (U, V) ~ C. Seja ¢ a densidade da cépula C, 0 EMV de 0 é dado por:

0 = arg m(?le log ¢(F(x;), G(y:); 0). (2.8)

As derivadas parciais (com respeito a v) das copulas de Gumbel-Hougaard, Frank e Clayton

10
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estdo apresentadas abaixo.

OCYH (y, v)
ov

=

= exp{—[(—logu) +(—logv)$]9}><

{I(=10gwp + (“log )11} (—logw)i '3 29)

oC* (u,v) (1 N (exp(—0u) — 1)(exp(—6fv) — 1))1 y

ov exp(—&) 1
(exp(—Bu) — 1)(exp(—6v))
op(6) 1 (2.10)
aCC(UJ U) ’U_e_l
ov - (u—e L0 — 1)%4_1 (2.11)

As derivadas parcias das cOpulas de Gumbel-Hougaard, Frank e Clayton apresentadas
anteriormente, serdo utilizadas para geracido de amostra via algoritmo de transformada inversa,

no Capitulo 3.

2.3 Distribuicoes dos valores extremos

A TVE propde FDAs assintoticas para o maximo parcial M,, = max{X,; j =1,--- ,n}
de varidveis aleatérias i.i.d. X7, X5, --- com uma FDA comum F'(-). Mais especificamente, se

existem a,, > 0 e b, € R tais que
M, — b, )
lim P (— < x) = lim F"(a,z +b,) = G(z), (2.12)
n—o0 A, n—o00

onde G(+) é uma fungdo de distribui¢do ndo-degenerada.

Existem trés classes de FDA G/(-) que satisfazem (2.12) (ver, por exemplo, Resnick (2008)).

11



cap. 2. Preliminaries §2.3. Distribuicées dos valores extremos

Sao elas Fréchet, Weibull reversa e Gumbel. Essas distribui¢des sdo conhecidas como distribui-
coes de valores extremos sob normalizacgao linear ou leis estaveis [-max. As condi¢des sobre
a fungdo de distribui¢do G(-) para (2.12) ser verdadeira sdo bem documentadas e podem ser
encontradas em Resnick (2008), Galambos (1987), e Haan e Ferreira (2006). Aplicacdes da
TVE sdo encontradas em financas, catdstrofes naturais e falhas de equipamentos, entre outros
(Embrechts, Kliippelberg e Mikosch, 2013).

Normaliza¢des mais gerais do maximo parcial M,, também podem ser consideradas. Foi
demonstrado em Pantcheva (1985) que sob normalizacio poténcia existem seis classes de FDAs
H (") tais que

lim F" (a,|z|"sign(z)) = H(z), (2.13)

n—o0

onde «,, B, > 0 sdo sequéncias de nimeros reais positivos. Essas distribuicdes sdo chamadas
de distribuicdes de valores extremos sob normalizacdo poténcia ou leis estdveis p—max e sao
conhecidas, respectivamente, como log-Fréchet, log-Weibull, inversa log-Fréchet, inversa log-
Weibull, Fréchet padrao e Weibull padrao. A expansao das defini¢des e diversas propriedades
das distribui¢des estdveis [—max para distribuicdes estaveis p—max ocorre naturalmente. Para

uma caracterizacao completa dessas distribui¢des, consulte Mohan e Ravi (1993).

2.3.1 Distribuicao de Fréchet

Dizemos que uma varidvel aleatéria (v.a.) X possui distribui¢do de Fréchet, e denotamos
por X ~ Fréchet(u, o, ), com pardmetro de locacdo p € R, parAmetro de escala 0 € R, e

parametro de forma o € R, se X possui, respectivamente, uma FDA e uma FDP dadas por

0, T < [,
F(z;p,0,a) = -
eXp{—(I—;‘i) a}, T > p,
e
o T — —a—1
f(x;,u70-7 O[) = ; < P ) F(.ZU;,M,O', a):n-(u,w)v (214)
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onde 1 4 denota a fungdo indicadora do conjunto A. A Figura 2.1 mostra o comportamento da

FDP de Fréchet quando os parametros variam.

c=1,u=0 a=2,u=0

(
00 02 04 06 08

f(x)
00 02 04 06 08

f(x)
00 02 04 06 08

Figura 2.1: Formas da distribuicao de Fréchet com pardmetros de locagdo u, escala o e forma a.

2.3.2 Distribuicao Weibull reversa

Dizemos que uma v.a. X possui distribuicdo Weibull reversa e denotamos por X ~
RWeibull(u, o, ), com pardmetro de locacdo p € R, pardmetro de escala ¢ € R, e para-

metro de forma o € R, se X possui, respectivamente, uma FDA e uma FDP dadas por

exp {— (559)"}, = <p,

F(z;p,0,a) =
1, 2> [,
e
a w—x a—1
flzp,0,a) = p ( - > F(x;p, 0,001 (Zoo (). (2.15)

A Figura 2.2 mostra o comportamento da FDP da Weibull reversa quando os parametros variam.
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c=1,u=0 a=2,u=0

f(x)
0.0 02 0.4 06 08 1.0
f(x)

f(x)

0.0 0.2 04 06 0.8 1.0

f(x)
0.0 02 04 06 08

Figura 2.2: Formas da distribuicdo Weibull reversa com parametros de locacdo i, escala o e
forma a.

2.3.3 Distribuicao de Gumbel

Dizemos que uma v.a. X possui distribui¢do de Gumbel, e denotamos por X ~ Gumbel(y, o),
com parametro de locacdo p € R e parametro de escala 0 € R, se X possui, respectivamente,

uma FDA e uma FDP dadas por

F(x;u,a,a):exp{—exp{—x_u}}, r € R,

o

1 _ —
f(:c;,u,a,a):—exp{—x M}exp{—exp{—x M}}, r €R.
o o o

A Figura 2.3 apresenta a FDP da Gumbel geradas utilizando diferentes conjuntos de parametros.
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f(x)

0.0 01 02 03 04 05

f(x)

04 06

f(x)

0.0 02

Figura 2.3: Formas da distribui¢do Gumbel com parametros de locacdo p e escala o.

2.3.4 Distribuicao GEV

Para aplicacdes estatisticas, as distribui¢des 1-max-estdveis podem ser resumidas em uma
unica funcdo de distribui¢do chamada de distribui¢do de valores extremos generalizada (GEV,
do inglés Generalized Extreme Value Distribution). Com a leitura de Embrechts, Kliippelberg e
Mikosch (2013), € possivel realizar um estudo detalhado sobre a distribui¢io GEV.

Dizemos que uma v.a. X possui distribui¢do GEV e denotamos por X ~ GEV (u,0,7),

1,y € Reo > 0,se X possui, respectivamente, uma FDA e uma FDP dadas por

F(x;p,0,7) = exp{— [1 + g (x—u)} W}, 1+ g(x—u) > 0, (2.16)

onde p € o parametro de locagdo, o € o parametro de escala e v é o pardmetro de forma.

1 .-

A Figura 2.4 mostra o comportamento de (2.17) para algumas escolhas de parametros.
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Observe que o parametro de locagdo desloca a curva, a escala controla a dispersdo e a densidade

muda de acordo com o sinal da forma.

g=05vy=-07 n=0,y=-0.7

08
L

o
~
gbx)
04

00
L

Figura 2.4: Gréficos para a FDP da GEV.

Considere uma amostra aleatdria observada x = (x, 29, - ,2,) de uma v.a. X com

distribuicdo GEV. A func¢do de verossimilhanca é dada por:

L(p,0,7:%) = [ [ 95 11,0, 1) Vi @,y o0 (2.18)

=1

onde 1 4 denota a fung¢éo indicadora do conjunto A. Observe que o suporte de G depende da
escolha dos parametros (exceto para o caso v = (). Assim, as condigdes usuais de regularidade
ndo sdo satisfeitas (ver o trabalho de Smith (1985) para ver condi¢des que garantem a existéncia
do EMV). No entanto, é possivel realizar a estima¢do de maxima verossimilhanca, que &

formalmente escrita como:

(f1,6,%) = argmax L(u, 0, v; X). (2.19)
0,y

Observe que para v = 0 podemos usar o vetor gradiente da funcdo de verossimilhanca para
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encontrar o estimador. Para o caso v # 0, essa abordagem nao funciona, entdo sdo necessarios
métodos numéricos. Para uma leitura detalhada sobre o assunto, recomendamos ao leitor que

consulte Embrechts, Kliippelberg e Mikosch (2013).

2.3.5 Leis p-max estaveis
Caso 1: Distribuicao log-Fréchet
Seja X uma v.a. com distribuicdo H;(a, B:,7Vz), onde o, 5,7 € (0,00). A FDA e a FDP

sdo dadas, respectivamente, por

0, se vy’ <1,

exp{—(log(yz”))™*}, se 727 >1,

Hl('r7 OJ,B,’Y> -

_any af o
(a3 @, 8,7) = exp { ~[log 10”1} “flog(y2")] Ly, (127),
A Figura 2.5 apresenta a FDP de H; geradas utilizando diferentes valores de parametros.

B=2,y=15 a=1,y=15

1.2

0.8

h(x)
h(x)

0.4

0.0

0.8
L

h(x)
0.4

0.0

Figura 2.5: Formas de H; com parametros «, 3, 7.
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Caso 2: Distribuicao log-Weibull

Seja X uma v.a. com distribuicdo Hy (., 5y, V), onde «, 5,7 € (0,00). A FDA e a FDP

sdo dadas, respectivamente, por

0, se va? <0,
Hy(z;0) = exp{—(—log(y2?))*}, se 0<~yz? <1,
1, se yx® > 1,
e
a—1 Ba

ha(z; v, B,7) = exp {— [~ log(vz?)]" } [~ log(v2”)] Lo -1/6)(737),

r
onde a, 3,7 € R,.

A Figura 2.6 apresenta a FDP de [, geradas utilizando diferentes valores de parametros.

p=0.7,y=03 a=2,y=0.3
© )
S o S B
— 15 « — 03
© ] 2 =3 05
& ws e ! [y 07
|
X< =z °
e £ o
o
N
o 4
o
= =
= T T T T T T T = T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
X X
a=7,p=01
=g
[S)
— 01
« ] 02
s o0y 03
X o
T o
g_
=3
[S]

Figura 2.6: Formas de H; com parametros «, 3, 7.
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Caso 3: Distribuicao log-Fréchet inversa

Seja X uma v.a. com distribuicdo Hs(a, 5:,7Vz), onde o, 5,7 € (0,00). A FDA e a FDP

sdo dadas, respectivamente, por

0, se —y(—z)f < -1,
Ha(w:0) = 3 exp{~(~log(r(~2)") ), s¢ —1< —(-2)" <0,
1, se —vy(—x)? >0,
(s, 8,7) = exp { [~ loa(r(~2)")] } 22 [log(r(~2)")] " Lag (),

onde a, 3,7 € R,.

A Figura 2.7 apresenta a FDP de H3 geradas utilizando diferentes valores de parametros.

B=2,y=15 a=1,y=15
o
o o . P
o 1
— o7 : '~ — 10
w 1.0 o 15
-1 kv e 15 e A 20
= e =
= - £ 24
21 o |
e | e |
= T T T T T =] T T T T T
4 2 0 2 4 4 2 0 2 4
X X
a=1,p=2

1.5

1.0

h(x)

0.5
L

0.0
L

Figura 2.7: Formas de H3 com parametros «, 3, 7.
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Caso 4: Distribuicao log-Weibull inversa

Seja X uma v.a. com distribuicdo Hy(a, B:,7Vz), onde o, 5,7 € (0,00). A FDA e a FDP

sdo dadas, respectivamente, por

exp{—(log(v(—2)7))*}, se —7(-2)’ < -1,
1, se —y(—x)? > —1,

Hy(z; o) =

(0, 8,7) = exp{~ [log(1(~2)")]"} [los(r(~)*)] ™ 221 (1 (-2)?),

onde a, 3,7 € R,.

A Figura 2.8 apresenta a FDP de [, geradas utilizando diferentes valores de parametros.

p=2,y=15 a=1,y=15

0.6

0.4

h(x)
02 04
R

h(x)

0.2

0.0
0.0
|

h(x)
00 05 10 15 20
IR

Figura 2.8: Formas de H, com parametros «, 3, 7.
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Caso 5: Distribuiciao Fréchet padrao
Seja X uma v.a. com distribui¢do Hs(S,,7:), onde 3, € (0,00). A FDA e a FDP sio

dadas, respectivamente, por

0, se vx? <0,

exp{—(yz?)"'} se ~a2f >0,

e
. — By—1 B —B-1 B
hs(w: 5,7) = exp {= (7)™} Zam" ey (727,
onde 5,v € R,.
A Figura 2.9 apresenta a FDP de H; geradas utilizando diferentes valores de parametros.
y=1 p=2
@ , B @ , v
. — 10 . — 02
,,,,, 15 et 0.5
,,,,, 20 1.0
0 2 4 6 e 10 0 2 4 6 8 10
X X

Figura 2.9: Formas de H; com parametros [3, 7.

Caso 6: Distribuicao Weibull padrao

Seja X uma v.a. com distribuicdo Hg(S,,7.), onde 3,7 € (0,00). A FDA e a FDP sdo

dadas, respectivamente, por
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Hg(z) =
1 S€ _7(_x)ﬁ Z ’
e
he(; 8,7) = exp{— (=) }18(=2) L (oo 0) (=7 (~2)"),
onde 5,7 € R,.
A Figura 2.10 apresenta a FDP de Hj geradas utilizando diferentes valores de parametros.
y=1 p=2
P ¥
— 40 — 02
w| e = 15 o | R 0.5
= 2 1 | N B 20 = 2 Y S 1.0
0 5 0 5 10 10 5 0 5 10
X X

Figura 2.10: Formas de Hg com parametros 3, .

2.4 Selecao de Modelos

Nesta secdo, apresentaremos o Critério de Informacdo de Akaike (AIC), o Critério de
Informacdo Bayesiano (BIC) e o Critério de Desvio Esperado (EDC). Esses critérios foram
utilizados na Secdo 3.4 para a selecao da melhor cépula para representar o conjunto de dados e

na Secdo 4.3 para a escolha da melhor distribui¢do de TVE para os conjuntos de dados.
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24.1 Critério de Informacao de Akaike

De acordo com Akaike (1974), o AIC € um método utilizado para a selecao de modelos que
minimiza a divergéncia de Kullback-Leibler. O modelo com o menor valor de AIC € considerado
o melhor para representar os dados. A estimativa do AIC para um determinado modelo é dada

por:

AIC = 2L + 2k (2.20)

em que: L € o logaritmo da mdxima verossimilhanga e £ o nimero de parametros.

2.4.2 Critério de Informacao Bayesiano

O BIC € um método para a selecao de modelos que penaliza modelos mais complexos para
evitar o sobreajuste (Schwarz, 1978). O modelo com o menor valor de BIC € considerado o

melhor para representar os dados. A estimativa do BIC para um determinado modelo é dada por:

BIC = —2L + k1In(n) (2.21)

em que: L é o logaritmo da méxima verossimilhanca, £ é o nimero de parametros, € n é o

nimero de observagdes.

2.4.3 Critério de Desvio Esperado

O EDC ¢ um método utilizado para a selecdo de modelos que busca minimizar a divergéncia
esperada entre o modelo estimado e a verdadeira distribuicdo dos dados (Levy, 1969). O modelo
com o menor valor de EDC € considerado o melhor para representar os dados. A estimativa do

EDC para um determinado modelo € dada por:

EDC = —2L + 2log(log(n))k (2.22)
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em que: L € o logaritmo da verossimilhanca maxima, k& é o nimero de parametros do modelo e
n € o nuimero de observacgdes.
2.5 Problemas Abordados

A seguir, descrevemos os problemas de pesquisa abordados nessa dissertacao:

1. Propor um procedimento de estimativa para R = P(X < Y') quando X e Y seguem

distribui¢cdo GEV e validar tal procedimento por meio de um estudo de simulagao.
2. Aplicar a metodologia proposta em alguns conjuntos de dados reais.
3. Estudar o caso de SSR multicomponente.

4. Apresentar os c6digos computacionais necessdrios para implementar a estrutura metodol6-

gica aqui desenvolvida.

Os topicos 1 e 2 sdo abordados no Capitulo 3. O Capitulo 4 analisa o tépico 3.

O tépico 4 foi abordado e disponibilizado em Lima et al. (2024b).
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Capitulo 3

Avaliando o impacto da selecao de copulas
nas medidas de confiabilidade do tipo

stress-strength com marginais GEV.

3.1 Introducao

Neste capitulo, estudamos a probabilidade de SSR R = P(X < Y') quando (X,Y’) tem
cOpula associada C de Clayton, Frank ou Gumbel-Hougaard e as marginais seguem distribui¢do

GEV. A FDA e a FDP da distribuicdo GEV sao respectivamente como em (3.1) e (3.2), ou seja,

G(z;p,0,7) :exp{— [1—#%@—#)} W}, 1+g(x—p) > 0. 3.1)

2=

-1

1
g(w; p,0,7) :G($ia7i7ﬂ70); [1+g($—u)} ; 1+g(fﬁ—u) >0. (32

As copulas de Clayton, Frank e Gumbel-Hougaard sdo dadas respectivamente por

C(u,v,0) = max { (u™® + v —1);0} 7, 0 €[~1,00) — {0}. (3.3)
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stress-strength com marginais GEV. §3.2. Estimagdo da probabilidade de stress-strength
1 (exp{—0u} — 1)(exp{—06v} — 1)

CF(u,v;0) = —=log ( 1 feR—{0 3.4

(u7vﬂ ) 6 Og ( + eXp{_e} _ 1 ) E { }7 ( )

=

CM (u,v;0) = exp {— [(—logu)é + (—logv) ]0} , 0€(0,1], (3.5)

Na Secdo 3.2 apresentamos uma forma de implementacdo da probabilidade SSR utilizando
um método de Monte Carlo para aproximar numericamente as integrais duplas, além de apresentar
estimadores para R. Na Se¢ao 3.3, apresentamos a avalia¢do do estimador proposto por meio de
um estudo de simulagdes. Na Secdo 3.4, propomos e validamos a aplicagdo da metodologia 12 na
modelagem de dados reais. No primeiro caso, avaliamos um indicador para comparar dois ativos
financeiros, proporcionando um critério direto a ser utilizado por um investidor na selecio de
ativos financeiros. Na segunda aplicacao, avaliamos dados provenientes da Pesquisa do Banco
de dados da Italia sobre Renda e Consumo das Familias no ano de 2008 para modelagem de
fragilidade econdmica. Na terceira aplicacdo, analizamos os fluxos minimos mensais de dgua.

Por fim, destacamos que os resultados apresentados nesse capitulo foram publicados em

Lima et al. (2024a).

3.2 Estimacao da probabilidade de stress-strength

Seja (X,Y’) um vetor aleatério com distribui¢do H, que satifaz a Equacdo (2.4) e seja fxy a
FDP de H, ou seja,
fxy(@,y) = c(F(2),G(y); 0) f(x)g(y), (3.6)

onde as FDP marginais sdo f(z) = F'(z) e g(y) = G'(y), respectivamente, e § é o pardmetro de
associacdo. Podemos escrever a probabilidade de SSR como em Nelsen (2006) e Rathie, Ozelim

e Andrade (2021):

26



§3.2. Estimagdo da probabilidade de stress-strength

Ro= Px<v)= [ [ (PG00 f@)gy)dody

1 fF(G1(v))
= / / c(u, v; 0)dudv. (3.7)
o Jo

Assumindo que X ~ GEV (i, 0,,7:) e Y ~ GEV (u,, 0y, 7,), temos

R = R(ﬂxa Oz Ve ,Uya Oy, Fyy’ 9)

Como R? € uma fungdo integral (mensurdvel), podemos estima-la através da propriedade de

A

invariancia dos EMVs por meio de estimativas (fi,, 64, Va, fly, Oy, Yy, 0), isto &,

~ A~

R: R(/liﬂva-xa?ywaﬂwa-y?’?yae)' (38)

Como indicado no Capitulo 2, consideramos 0 método de estimagdo, onde os parametros
das distribui¢cdes marginais sdo estimados separadamente dos parametros da cépula. Pode-se
observar que (3.7) e (3.8) dependem de integrais da funcao densidade da copula.

Nestes casos, algoritmos de integracdo numérica podem ser prontamente utilizados para
avaliar adequadamente as integrais envolvidas. No presente trabalho, foi considerada uma
abordagem de integracao por Monte Carlo. Desta forma, primeiro geramos pontos aleatérios

uniformes vy, - - - v, em [0, 1], e em seguida pontos aleatérios uniformes u; sdo gerados em

[0, F(G™(v;))], paracada j = 1,--- , k. Finalmente, estimamos R por:
k
.1 . B S
R~ Z Z c(uj,vj;0) x [1 = 0] x [F(G™ (v fys Oys V) flars s Fu) — O] (3.9
j=1

Nas préximas secdes, compararemos os resultados de R com um estimador nao paramétrico
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denotado como Ry p, que € definido como:

. ] —
Ryp =~ Z L, <y;} (3.10)
7j=1
onde 1 4 denota a fun¢do indicadora do conjunto A e n é o tamanho da amostra.

O Algoritmo 3.2.1 descreve a abordagem usada na Secdo 3.4 para obter intervalos de

confianca Bootstrap das estimativas de .

Algoritmo 3.2.1. Seja (x,y) uma amostra de tamanho n de (X,Y) ~ H. Considere M um

inteiro positivo que denota o numero de repeticoes Bootstrap.

Passo 1 Gerar amostras Bootstrap (x,y)o

A~

Passo 2 Calcular as estimativas (fi,, 0, Yz, fly, Oy, Jy, 0) com base em (x,y)o. Neste caso,
os parametros de cada distribuicdo marginal sdo estimados individualmente usando (2.19),
e entdo os vetores transformados uniformes correspondentes sdo considerados em (2.8)

para estimar 6.

Passo 3 Obter Ry = R(fiz, G, Y, flys Oys Yy 0)-

Passo 4 Repetir os passos 1 a 3 M vezes.

Passo 5 O intervalo de confianca (IC) aproximado de 100(1 — )% de R é dado por
[Ras(ar/2), Rys(1—ar/2)], onde Ry(o) =~ G~'(a) e G é a fungdo de distribui¢do empirica
de R.

3.3 Estudo de Simulac¢oes

Para avaliar o desempenho das estimativas ? e Ryp, simulamos amostras aleatérias das

copulas fornecidas em (3.3), (3.4) e (3.5) com marginais GEV. As amostras aleatérias foram
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simuladas usando as distribui¢cdes condicionais dos vetores aleatérios U = {U;, Us}. No caso
bivariado, seguimos os passos descritos em Mai e Scherer (2017).

Dada uma cépula C, calculamos a fungdo

0
FUl\ngug(ul) = a—WC(UhUQNUZ:uQ, Uy € [0, 1] (311)

As derivadas parciais de cada copula foram apresentadas na Se¢do 2.2. Essa fun¢do representa

P(U; < uy|Us = uy). Em seguida, calculamos a inversa generalizada

-1

FUl\Uzzug (’U) = inf{ul > O, FU1|U2:'u2(u1) Z U}, v E (O, 1) (312)
A Equacdo (3.12) foi obtida numericamente. Por fim, o seguinte algoritmo de geracdo de valores

aleatodrio foi utilizado:

Algoritmo 3.3.1. 1. Obter uma amostra uy de U; ~ U0, 1], ou seja, uniformemente distri-

buida em [0,1].
2. Obter uma amostra v de V' ~ U0, 1], independente de Us.
3. Definir u := FU_ll\UQ:ug (v) e considerar (u, uy) como o vetor aleatério da cépula C.

Os Passos 1-3 descritos acima nos fornecem um vetor aleatorio com distribuigdes marginais
uniformes (Mai e Scherer, 2017). Podemos gerar um vetor aleatério com distribuicdo C' e

marginais GEV (yy, 04,7:) € GEV (1, 0y, 7,) da seguinte forma:

(G71<u; Mgy O, %c); Gil(“Q? oy Oy ’Vy))-

onde G(-) denota a FDA de varidveis aleatérias GEV dada em (3.1).
Os valores de iz, 05, Va, [by, Ty, Yy, 0 € 0 tamanho da amostra n sdo pré-especificados. Simu-

lacdes de Monte Carlo foram implementadas em R (R Core Team, 2023) com M = 100 replicas.
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Para comparar as estimativas, calculamos a média R mco das 100 amostras Bootstrap, o Viés e o
Raiz do Erro Quadratico Médio (REQM) em comparacdo com o verdadeiro R.

O tnico pacote R utilizado em nosso estudo foi o extRemes para usar a FDA e FDP da
distribuicao marginal GEV, através da funcdo fevd. Apds o ajuste das marginais, estimamos
o parametro de dependéncia # usando a Equacao (2.8). Todos os outros algoritmos utilizados
neste estudo foram programados com base nos procedimentos delineados neste trabalho. Para
permitir que os leitores apliquem a metodologia aqui proposta, os c6digos estdo disponiveis em
um repositorio publico (Lima et al., 2024b).

Nas Tabelas 3.1, 3.2 e 3.3 apresentam o desempenho dos estimadores Ruc e Ryp, para
as copulas de Gumbel-Hougaard, Frank e Clayton com marginais GEV, respectivamente. Em
geral, os estimadores Ryp parecem ser melhores do que Rue, apresentando Viés e REQM mais
baixos.

Em resumo, as Tabelas 3.1, 3.2 e 3.3 fornecem uma andlise detalhada da precisao e do viés
das estimativas de R utilizando simula¢cdes de Monte Carlo e abordagens ndo paramétricas para
diferentes parametros das cépulas de Gumbel-Hougaard, Frank e Clayton e marginais GEV. Isso
ajuda a entender a robustez das estimativas em diferentes cendrios de dependéncia e formas das
distribui¢des marginais.

De modo geral as simulacdes para as copulas de Gumbel-Hougaard, Frank e Clayton foram
satisfatorias, ou seja, tanto RMC quanto }?N p estdo proximas do valor tedrico, indicando um
bom desempenho das simulacdes de Monte Carlo e da abordagem ndo paramétrica. O viés e o
REQM para R MC € R N p Mostram que a estimativa ndo paramétrica muitas vezes tem um viés
menor ¢ um REQM menor, indicando que pode ser uma abordagem mais robusta em alguns

casos.
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Tabela 3.1: Simula¢des de Monte Carlo para a c6pula de Gumbel-Hougaard com marginais
GEV e n = 100.

1251 g1 4 M2 g9 V2 0 R RJ\JC’ Viés REQM RNP ViéSNP REQ]VINP
00 07 -03 00 1.0 -1.0 03 0.3600 | 0.4047 0.0447 0.0692 | 0.3679 0.0079 0.0470
00 09 -03 00 15 -1.0 03 0.4306 | 04261 -0.0045 0.1393 | 04362 0.0056 0.0422
00 07 -1.0 00 1.0 -1.0 03 0.6361 | 0.6194 -0.0166 0.0719 | 0.6511 0.0150 0.0528
00 09 -1.0 00 15 -1.0 03 0.6431 | 0.5814 -0.0617 0.1616 | 0.6571 0.0140 0.0454
00 05 -1.5 00 15 -1.5 03 0.6587 | 0.6149 -0.0439 0.0874 | 0.6621 0.0034 0.0474
00 07 -15 00 1.0 -1.5 03 0.659 | 0.5925 -0.0672 0.1306 | 0.6723 0.0127 0.0498
00 09 -15 00 15 -1.5 03 0.6649 | 0.6099 -0.0549 0.1118 | 0.6739 0.0090 0.0490
00 07 -03 00 1.0 -1.0 0.5 0.4030 | 04207 0.0178 0.0576 | 0.3953 -0.0077 0.0496
00 09 -03 00 15 -1.0 05 0.4450|0.4182 -0.0268 0.1303 | 0.4361 -0.0089 0.0578
00 07 -10 00 1.0 -1.0 05 0.6107|0.5984 -0.0123 0.0785 | 0.6314 0.0207 0.0551
00 09 -10 00 15 -1.0 05 0.6202|0.5666 -0.0537 0.1595 | 0.6386 0.0184 0.0511
00 05 -15 00 15 -1.5 05 0.6563 | 0.6135 -0.0428 0.1119 | 0.6588  0.0025 0.0414
00 07 -15 00 1.0 -1.5 0.5 0.6434|0.6013 -0.0421 0.0949 | 0.6486 0.0052 0.0490
00 09 -15 00 15 -1.5 0.5 0.6448 | 0.6062 -0.0386 0.0978 | 0.6567 0.0119 0.0453
00 07 -03 00 1.0 -1.0 0.7 0.4287|0.4492 0.0204 0.0463 | 0.4316 0.0029 0.0510
00 09 -03 00 15 -1.0 0.7 0.4647|0.4229 -0.0417 0.1646 | 0.4654 0.0007 0.0530
00 07 -10 00 1.0 -1.0 0.7 0.5896 | 0.5652 -0.0244 0.0921 | 0.5892 -0.0004 0.0545
00 09 -1.0 00 15 -1.0 0.7 0.6011 | 0.5448 -0.0563 0.1655 | 0.6129 0.0118 0.0498
00 05 -15 00 1.5 -1.5 0.7 0.6456 | 0.6072 -0.0384 0.1314 | 0.6568 0.0112 0.0467
00 07 -15 00 1.0 -1.5 0.7 0.6186 | 0.5836 -0.0350 0.1159 | 0.6244  0.0058 0.0472
00 09 -15 00 15 -1.5 0.7 0.6217 | 0.5930 -0.0287 0.0905 | 0.6255 0.0038 0.0410
00 07 -03 0.0 1.0 -1.0 09 0454204577 0.0036 0.0575 | 0.4529 -0.0013 0.0515
00 09 -03 00 15 -1.0 09 0.4858]|0.4275 -0.0583 0.1587 | 0.4819 -0.0039 0.0485
00 07 -1.0 00 1.0 -1.0 09 0.5701 | 0.5676 -0.0025 0.0703 | 0.5731 0.0030 0.0470
00 09 -1.0 00 15 -1.0 09 0.5851 |0.5332 -0.0519 0.1605 | 0.5934 0.0083 0.0525
00 05 -15 00 15 -1.5 09 0.6336 | 05908 -0.0428 0.1371 | 0.6374 0.0038 0.0531
00 07 -15 00 1.0 -1.5 09 0.5965 | 0.5809 -0.0156 0.0938 | 0.6054 0.0089 0.0474
00 09 -15 00 15 -1.5 09 0.6028 | 0.5805 -0.0224 0.1436 | 0.6223  0.0195 0.0520
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Tabela 3.2: Simulacdes de Monte Carlo para a cépula de Frank com marginais GEV e n = 100.

J%51 01 71 2 o) Y2 0 R RMC Viés REQM RNP ViéSNP REQ]\/INP
1.0 07 -03 10 1.0 -1.0 -50 0.4960 | 0.5029 0.0069 0.0643 | 0.5041 0.0081 0.0579
1.0 09 -03 1.0 15 -1.0 -50 0.5259 | 0.4598 -0.0661 0.1574 | 0.5269 0.0010 0.0486
1.0 07 -1.0 10 1.0 -1.0 -50 0.5284 | 0.5288 0.0004 0.0530 | 0.5280 -0.0004 0.0532

1.0 09 -1.0 1.0 L5 -1.0 -50 0.5458 | 0.4819 -0.0639 0.1721 | 0.5467  0.0009 0.0492
1.0 05 -15 10 15 -1.5 -50 0.5976 | 0.5562 -0.0415 0.1462 | 0.6017 0.0041 0.0573
1.0 07 -15 1.0 1.0 -15 -5.0 0.5493 | 0.5159 -0.0334 0.1199 | 0.5425 -0.0068 0.0492
1.0 09 -15 10 15 -15 -50 0.5628 | 0.5517 -0.0111 0.1386 | 0.5641 0.0013 0.0495
1.0 07 -03 1.0 1.0 -1.0 -0.9 0.4740 | 0.4688 -0.0052 0.0587 | 0.4729 -0.0011 0.0546
1.0 09 -03 10 15 -1.0 -09 0.5038 | 0.4440 -0.0598 0.1535 | 0.4897 -0.0141 0.0553
1.0 07 -1.0 1.0 1.0 -1.0 -0.9 0.5525]|0.5575 0.0050 0.0608 | 0.5605 0.0080 0.0522

1.0 09 -1.0 1.0 15 -1.0 -0.9 0.5698 | 0.5059 -0.0640 0.1782 | 0.5734 0.0036 0.0537
1.0 05 -15 1.0 15 -1.5 -09 0.6211|0.5846 -0.0366 0.1337 | 0.6281 0.0070 0.0515
1.0 07 -15 1.0 10 -1.5 -09 05771 | 0.5534 -0.0237 0.1135 | 0.5721 -0.0050 0.0576
1.0 09 -15 1.0 15 -15 -09 0.5866 | 0.5498 -0.0368 0.1328 | 0.5864 -0.0002 0.0480
1.0 07 -03 1.0 1.0 -1.0 09 04569 | 0.4509 -0.0060 0.0580 | 0.4495 -0.0074 0.0493

1.0 09 -03 1.0 15 -1.0 09 04883 | 0.4260 -0.0623 0.1598 | 0.4774 -0.0109 0.0529
1.0 0.7 -1.0 1.0 1.0 -1.0 09 0.5690 | 0.5775 0.0085 0.0629 | 0.5711 0.0021 0.0512
1.0 09 -1.0 1.0 15 -1.0 09 0.5863 | 0.5207 -0.0656 0.1805 | 0.5876 0.0013 0.0463
1.0 05 -15 1.0 15 -1.5 09 0.6345 ] 0.6002 -0.0343 0.1103 | 0.6277 -0.0068 0.0475
1.0 07 -15 1.0 1.0 -1.5 09 05966 | 0.5579 -0.0387 0.1443 | 0.6015 0.0049 0.0559
1.0 09 -15 10 15 -1.5 09 0.6036 | 0.5597 -0.0439 0.1574 | 0.6035 -0.0001 0.0522
1.0 07 -03 10 1.0 -1.0 5.0 04166 | 04119 -0.0047 0.0542 | 0.4117 -0.0049 0.0506

1.0 09 -03 1.0 15 -1.0 5.0 0.4537]|0.4006 -0.0530 0.1665 | 0.4530 -0.0007 0.0500
1.0 07 -1.0 1.0 1.0 -1.0 5.0 0.6046 | 0.6087 0.0041 0.0715 | 0.6041 -0.0005 0.0488
1.0 09 -1.0 1.0 15 -1.0 5.0 0.6278 | 0.5706 -0.0572 0.1869 | 0.6300 0.0022 0.0504
1.0 05 -15 1.0 15 -1.5 5.0 0.6550 | 0.6224 -0.0326 0.1229 | 0.6584 0.0034 0.0499
1.0 0.7 -15 10 1.0 -1.5 50 0.6388 | 0.5944 -0.0445 0.1267 | 0.6333 -0.0055 0.0485
1.0 09 -15 10 15 -1.5 50 0.6430| 0.6180 -0.0250 0.1399 | 0.6495 0.0065 0.0497
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Tabela 3.3: Simula¢des de Monte Carlo para a cépula de Clayton com marginais GEV e
n = 100.

1251 g1 4 M2 g9 V2 0 R R]\,]C Viés REQM RNP ViéSNP REQAINP
00 07 -03 00 1.0 -1.0 1.5 0.4048 | 04014 -0.0034 0.0462 | 0.4000 -0.0048 0.0512
00 09 -03 00 15 -1.0 1.5 0443404152 -0.0282 0.1164 | 0.4405 -0.0029 0.0447
00 07 -1.0 00 1.0 -1.0 1.5 0.5662 | 0.5800 0.0138 0.0609 | 0.5641 -0.0021 0.0453
00 09 -1.0 00 15 -1.0 1.5 0.5836|0.5271 -0.0565 0.1881 | 0.5973 0.0137 0.0521
00 05 -15 00 15 -1.5 1.5 0.6265 | 0.5876 -0.0389 0.1395 | 0.6321  0.0056 0.0465
00 07 -15 00 1.0 -1.5 L5 0.6029|0.5729 -0.0301 0.1322 | 0.6084 0.0055 0.0525
00 09 -15 00 15 -1.5 15 0.6125|0.5716 -0.0409 0.1332 | 0.6068 -0.0057 0.0482
00 07 -03 00 1.0 -1.0 25 03794 | 03747 -0.0048 0.0575 | 0.3754 -0.0040 0.0438
00 09 -03 00 15 -1.0 25 0424403782 -0.0462 0.1665 | 0.4301  0.0057 0.0519
00 07 -10 00 1.0 -1.0 25 0.5642|0.5892 0.0250 0.0768 | 0.5682  0.0040 0.0489
00 09 -10 00 15 -1.0 25 0.5832|0.5486 -0.0346 0.1673 | 0.5933 0.0101 0.0409
00 05 -15 00 15 -1.5 25 0.6234 | 0.5658 -0.0576 0.1758 | 0.6281  0.0047 0.0493
00 07 -15 00 1.0 -1.5 25 0.6042 | 0.5658 -0.0384 0.1222 | 0.6004 -0.0038 0.0463
00 09 -15 00 15 -1.5 25 0.6076 | 0.5885 -0.0191 0.1359 | 0.6230 0.0154 0.0512
00 07 -03 00 10 -1.0 28 0.3734|0.3695 -0.0039 0.0574 | 0.3700 -0.0034 0.0444
00 09 -03 00 15 -1.0 28 04214 0.3682 -0.0531 0.1485 | 0.4079 -0.0135 0.0504
00 07 -10 00 1.0 -1.0 28 0.5639|0.5838 0.0199 0.1003 | 0.5747 0.0108 0.0484
00 09 -1.0 00 15 -1.0 2.8 0.5835|0.5418 -0.0416 0.1724 | 0.5839 0.0004 0.0503
00 05 -15 00 15 -1.5 2.8 0.6228 | 0.5723 -0.0505 0.1544 | 0.6174 -0.0054 0.0437
00 07 -15 00 1.0 -1.5 2.8 0.6046 | 0.5488 -0.0558 0.1691 | 0.5975 -0.0071 0.0539
00 09 -15 00 15 -1.5 28 0.6077 | 0.5685 -0.0392 0.1564 | 0.6056 -0.0021 0.0583
00 07 -03 00 10 -1.0 3.0 03697 | 03664 -0.0033 0.0574 | 0.3653 -0.0044 0.0443
00 09 -03 00 15 -1.0 3.0 04197 | 0.3980 -0.0217 0.1506 | 0.4130 -0.0067 0.0487
00 07 -1.0 0.0 1.0 -1.0 3.0 0.5637 | 0.5983 0.0346 0.0835 | 0.5782 0.0145 0.0538
00 09 -1.0 00 15 -1.0 3.0 0.5838 | 0.5442 -0.0396 0.1734 | 0.5896 0.0058 0.0514
00 05 -15 00 15 -1.5 3.0 0.6225|0.5798 -0.0427 0.1566 | 0.6219 -0.0006 0.0484
00 07 -15 00 1.0 -1.5 3.0 0.6049 | 0.5769 -0.0281 0.0969 | 0.6046 -0.0003 0.0464
00 09 -15 00 15 -1.5 3.0 0.6079 | 0.5788 -0.0291 0.1174 | 0.6092 0.0013 0.0438

3.4 Aplicacoes

Nesta secdo discutimos trés aplicacdes usando dados reais. Estudamos a validade do modelo
para todos os casos e mostramos que a cpula de Gumbel-Hougaard, Frank ou Clayton com

marginais GEV se ajustam adequadamente aos conjuntos de dados considerados.

3.4.1 Selecao de ativos financeiros

O uso de métricas do tipo P(X < Y') pode servir como um guia para selecionar ativos

financeiros ao gerenciar uma carteira. Em vez de depender do método tradicional de comparar
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os valores esperados de X e Y (de acordo com a teoria moderna da carteira), exploramos o
uso de uma medida de confiabilidade P(X < Y') como um parimetro alternativo para avaliar
log-retornos.

Os log-retornos sao usados para medir a variacdo percentual dos precos das a¢des de um dia
para o outro, s@o definidos como a diferenca logaritmica entre o preco de fechamento de um dia
e o preco de fechamento do dia anterior. Matematicamente, o log-retorno ?; de um ativo no
tempo ¢ € dado por:

R; =log X; —log X; 1,

onde X; e X;_; sdo os precos das agdes nos tempos ¢ e t — 1, respectivamente.

Comparamos os log-retornos dos precos das a¢des' Banco do Brasil SA (BBAS3), Itau
Unibanco (ITUB4), Grupo Ultra (UGPA3), Petroleo Brasileiro SA Petrobras (PETR3), Vale S.A.
(VALE3), VIA S.A (VIIA3) e Magazine Luiza (MGLU3). Essas a¢des sdo de empresas que
representam uma ampla variedade de setores econdmicos, a saber: bancario (BBAS3, ITUB4),
extracao e comercializacdo de gés e petréleo (UGPA3, PETR3), mineracdo (VALE3) e varejo
(VIIA3 e MGLU3). Consideramos os precos de fechamento diarios entre 01-01-2022 e 30-04-
2023 obtidos do site Yahoo! Finance. Estatisticas descritivas para os conjuntos de dados sdao
apresentadas na Tabela 3.4.

A Figura 3.1 apresenta os boxplots dos log-retornos, mostrando certa simetria dos log-
retornos em torno de zero e maior variabilidade para MGLU3 e VIIA3. A estrutura de dependén-

cia entre os log-retornos dos conjuntos de dados € mostrada na Figura 3.2.

Tabela 3.4: Estatisticas resumidas para os log-retornos dos pregos das agdes (n = 331).

Varidveis  Min. O Mediana Média Q3 Max. Desvio Padrio Assimetria Curtose
BBAS3 -0.1057 -0.0097 0.0019 0.0012 0.0136 0.0736 0.0204 -0.3452 5.7413
ITUB4 -0.0492 -0.0105 0.0004 0.0006 0.0109 0.0794 0.0172 0.3809 4.4864
UGPA3 -0.0802 -0.0169 -0.0023 0.0001 0.0158 0.0771 0.0252 0.0306 3.0732
PETR3 -0.1270 -0.0136  0.0007 -0.0005 0.0159 0.0849 0.0280 -1.0420 6.3563
VALE3 -0.0689 -0.0140 0.0001 -0.0002 0.0128 0.0989 0.0231 0.4092 4.5967
VIIA3  -0.1075 -0.0344 -0.0059 -0.0030 0.0231 0.1504 0.0447 0.6144 3.6044

MGLU3 -0.1435 -0.0329 -0.0043 -0.0021 0.0284 0.1635 0.0502 0.1849 3.1167

lNegociados na BOVESPA, Bolsa de Valores de Sdo Paulo.
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Figura 3.2: Grafico de disperc¢ao dos log-retornos.

Os parametros estimados para a distribuicdo GEV sao apresentados na Tabela 3.5, assim
como o p-valor do teste de Kolmogorov-Smirnov (KS). As Figuras 3.3 a 3.6 mostram os ajustes
GEV para os conjuntos de dados. Note que, apesar do teste KS rejeitar o ajuste GEV para

os dados de BBAS3 e PETR3, uma andlise grifica do histograma e da funcao de distribuicao
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empirica (ECDF) nao necessariamente descartaria a adequacao da distribuicdo GEV para esses
conjuntos de dados. Também € importante observar que o teste KS se torna muito sensivel até
mesmo a pequenas discrepancias para tamanhos de amostra médios a grandes, o que explica essa

questao.

Tabela 3.5: Parametros estimados da distribuicdo GEV e o p-valor do teste de Kolmogorov-
Smirnov.

Dados il o A p-valor KS
BBAS3 | -0.01 0.02 -0.25 0.01
ITUB4 | -0.01 0.02 -0.15 0.43
UGPA3 | -0.01 0.03 -0.26 0.73
PETR3 | -0.01 0.03 -0.32 0.00
VALE3 | -0.01 0.02 -0.16 0.23

VIIA3 | -0.02 0.04 -0.12 0.70
MGLU3 | -0.02 0.05 -0.22 0.64

A decisdo sobre a melhor copula para modelar conjuntamente os dados bivariados foi
orientada pelos critérios AIC (Critério de Informacdo de Akaike), BIC (Critério de Informacdo
Bayesiano) e EDC (Critério de Determinacao Eficiente). Na Tabela 3.6, esses critérios sugerem a
copula de Gumbel-Hougaard para (MGLU3, VIIA3), e a c6pula de Frank para (BBAS3, ITUB4),
(UGPA3, MGLU3), (VIIA3, PETR3), (MGLU3, PETR3) e (VALE3, BBAS3).
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Figura 3.3: Histograma (esquerda) e ECDF (direita) dos log-retornos ajustados das institui¢des
bancarias BBAS3 e ITUB4.
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Figura 3.5: Histograma (esquerda) e ECDF (direita) dos log-retornos ajustados da empresa de

mineracdo VALE3.

Tabela 3.6: Estimativas do parametro de dependéncia das cépulas e selecao de modelos com

AIC, BIC e EDC.

Dados bivariados

copula

0 AIC BIC EDC

(BBAS3, ITUB4)

Gumbel-Hougaard

Frank
Clayton

0.58 -121.74  -54.55 -111.13
577 -159.13 -91.94 -148.52
0.78  -80.07 -12.88  -69.46

(UGPA3, MGLU3)

Gumbel-Hougaard

Frank
Clayton

0.72  -51.81 15.38  -41.20
322 -61.22 597 -50.61
043  -22.73 4446 -12.12

(VIIA3, PETR3)

Gumbel-Hougaard

Frank
Clayton

0.94 11.24 78.42 21.85
0.89 9.08 76.27 19.69
0.05 13.12 80.31 23.73

(MGLU3, VIIA3)

Gumbel-Hougaard

Frank
Clayton

043 -301.61 -234.43 -291.00
798 -297.10 -229.92 -286.50
1.30 -152.77  -85.59 -142.17

(MGLU3, PETR3)

Gumbel-Hougaard

Frank
Clayton

0.93 11.10 78.29 21.71
1.03 7.59 74.77 18.19
0.06 12.25 79.44 22.86

(VALE3, BBAS3)

Gumbel-Hougaard

Frank
Clayton

0.95 12.79 79.98 23.40
1.08 7.46 74.65 18.07
0.04 12.83 80.02 23.44
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Figura 3.6: Histograma (esquerda) e ECDF (direita) dos log-retornos ajustados das empresas de
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Na Tabela 3.7, os ICs foram obtidos pelo método Bootstrap, conforme o Algoritmo 3.2.1.
Em um cendrio de selecdo de ativos, a tnica situacao conclusiva ocorre ao comparar UGPA3
e MGLU3, pois, este é o caso em que R = 1/2 ndo estd dentro do intervalo de confianga
(0,4035;0,4949), indicando que os retornos de UGPA3 sdo maiores do que os de MGLU3 no

periodo analisado. Para todos os outros casos, a andlise € inconclusiva.

Tabela 3.7: Estimativas de R e intervalo de confianga.

Dados bivariados R Ryp 95% I1C

(BBAS3, ITUB4) 0.4749 0.4909 (0.4459;0.5224)
(UGPA3, MGLU3) 0.4393 0.4788 (0.4035;0.4949)
(VIIA3, PETR3) 0.5482 0.5576 (0.5053;0.5899)
(MGLU3, VIIA3)  0.4696 0.4667 (0.4477;0.533)
(MGLU3, PETR3) 0.5245 0.5455 (0.4843;0.566)
(VALE3, BBAS3) 0.5296 0.5242 (0.4874;0.5689)

A Figura 3.7 foi construida usando dados reais e simulados segundo o modelo ajustado.
Das Figuras 3.10 as Figuras 3.13 mostram os graficos QQ normais para os ajustes univariados.
Podemos concluir que os modelos de copula se ajustam bem aos dados. Além disso, € importante
comparar diferentes distribui¢des como modelos candidatos para a modelagem dos log-retornos.
Comparamos o desempenho da distribuicdio GEV e normal como modelos para os retornos
didrios, conforme apresentado na Tabela 3.8. E possivel observar que tanto a GEV quanto
a normal forneceram capacidades de modelagem bastante similares (valores de critérios de

informacdo aproximadamente iguais).
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Figura 3.7: Dados reais e simulados segundo os modelos ajustados.
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Figura 3.10: Graficos QQ normais dos ajustes univariados dos log-retornos ajustados das
instituicdes bancédrias BBAS3 e ITUB4.

45



cap. 3. Avaliando o impacto da selecdo de copulas nas medidas de confiabilidade do tipo

stress-strength com marginais GEV. §3.4. Aplicagoes
UGPA3
¢
(]
8
=
S
a
]
S
=
i
14
T T T T T T T
. . 4 0 1 2 3
Quantis Teoricos
PETR3
.
o
(2]
8
s
g
(e
8
c
i
1
¥ oo

-3 -2 -1 0 1 2 3
Quantis Tedricos

Figura 3.11: Graficos QQ normais dos ajustes univariados dos log-retornos ajustados das
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Figura 3.12: Gréficos QQ normais dos ajustes univariados dos log-retornos ajustados da empresa
de mineracao VALE3.
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Tabela 3.8: Selecao de modelo para marginais com AIC, BIC e EDC.

Dados  Distribui¢do AIC BIC EDC
BBAS3 Normal 1638.59 1657.78 1641.62
GEV 1613.83 1642.63 1618.38
ITUB4 Normal 1750.27 1769.47 1753.30
GEV 1747.28 1776.07 1751.82
MGLU3 Normal 1043.51 1062.70 1046.54
GEV 1046.06 1074.86 1050.61
VIIA3 Normal 1119.85 1139.05 1122.88
GEV 1141.40 1170.19 1145.94
VALE3 Normal 1556.49 1575.69 1559.52
GEV 1554.18 1582.97 1558.73
PETR3 Normal 1427.54 1446.74 1430.57
GEV 1411.09 1439.88 1415.63
UGPA3 Normal 1498.53 1517.73 1501.56
GEV 1499.31 1528.11 1503.86

3.4.2 Dados de renda e consumo

Para avaliar outra aplicabilidade de SSR R = P(X < Y'), foi utilizado um conjunto de dados
publicos de renda e consumo. Os dados? sdo provenientes da Pesquisa do Banco da Itdlia sobre
Renda e Patrimonio das Familias do ano de 2008.

A renda € composta por:

renda do trabalho (salérios liquidos, remuneragdes e beneficios adicionais);

* pensdes e transferéncias liquidas (pensdes, pagamentos atrasados e outras transferéncias);

renda liquida de auténomo (renda de autdbnomo e renda empresarial); e

renda de propriedade (seja de imdveis ou de ativos financeiros).

O consumo € composto pelos anos de despesas durdveis e ndo durdveis. As despesas durdveis

Disponivel em https://www.bancaditalia.it/statistiche/tematiche/
indagini-famiglie-imprese/bilanci-famiglie/documentazione/ricerca/ricerca.
html?min_anno_pubblicazione=2008&max_anno_pubblicazione=2008, acessado em:

09/11/2023
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representam o equilibrio entre bens comprados e vendidos, enquanto as despesas ndo durdveis
sd0 compostas por gastos mensais (aluguéis, alimentos, itens ndo alimenticios, etc.) e anuais.

O mesmo conjunto de dados também foi utilizado em Domma e Giordano (2012). No entanto,
esses autores transformaram os dados de consumo e, até onde sabemos, ndo conseguimos obter
os mesmos dados transformados seguindo os procedimentos descritos em Domma e Giordano
(2012). Portanto, optamos por usar os dados brutos da pesquisa, disponiveis como os conjuntos
de dados RFAMOS (renda como variavel Y) e RISFAMOS8 (consumo como variavel X)), de
acordo com o arquivo de descri¢do dos dados da Pesquisa sobre Renda e Consumo das Familias
de 20083. A amostra filtrada resultou em 7977 domicilios, apés a remocdo de entradas cuja renda
ou consumo sao negativos ou ndo disponiveis.

A Tabela 3.9 apresenta as estatisticas descritivas para a renda (Y') e o consumo (X). As
Figuras 3.14 e 3.15 mostram dados com caudas pesadas e o ajuste da distribui¢do GEV aos dados
por meio da densidade e ECDF dos dados. Os parametros estimados sdo apresentados na Tabela

3.10. O ajuste da cépula de Frank e marginais GEV também € avaliado na Figura 3.16.

valores
2e+05 4e+05 6e+05

0e+00

Consumo Renda
Dados

Figura 3.14: Boxplot para consumo e renda.

*Disponivel em https://www.bancaditalia.it/statistiche/tematiche/
indagini-famiglie-imprese/bilanci-famiglie/documentazione/documenti/2008/
eng_Legen08.pdf, acessado em: 09/11/2023

50


https://www.bancaditalia.it/statistiche/tematiche/indagini-famiglie-imprese/bilanci-famiglie/documentazione/documenti/2008/eng_Legen08.pdf
https://www.bancaditalia.it/statistiche/tematiche/indagini-famiglie-imprese/bilanci-famiglie/documentazione/documenti/2008/eng_Legen08.pdf
https://www.bancaditalia.it/statistiche/tematiche/indagini-famiglie-imprese/bilanci-famiglie/documentazione/documenti/2008/eng_Legen08.pdf

§3.4. Aplicagoes

Tabela 3.9: Estatisticas descritivas para o consumo X e arenda Y.

Dados Min. (1 Mediana  Média Q3 Max. Desvio Padrdo Assimetria
X 1680 15600 20760 23836 28800 283100 13779.52 3.7685
Y 65.7 17890.5 26784.2 324244 40587.0 629339.7 24333.25 5.2347

Tabela 3.10: Parametros estimados da distribuicao GEV.

Dados il o 4
X 17753.46  8226.34 0.13
Y 21993.26 12807.62 0.20
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Figura 3.15: Densidades marginais ajustadas (esquerda) e ECDF (direita) para consumo (topo)
e renda (parte inferior).
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Tabela 3.11: Estimativas de dependéncia de copula e selecao de modelo com AIC, BIC e EDC.

Copula 0 AIC BIC EDC
Gumbel-Hougaard 0.40 -8410.24 -8298.50 -8393.51

Frank 9.14 -8983.35 -8871.60 -8966.62

Clayton 221 -7313.24 -7201.49 -7296.50

Coépula Frank

= Dados Simulados
| = Dados Reais

6e+05

4e+05

Renda

2e+05

0e+00

0 50000 100000 150000 200000
Consumo

Figura 3.16: Dados reais e simulados.

Apesar da distribuicdo GEV modelar efetivamente as marginais, a independéncia nao pode
ser considerada neste contexto, tornando invidvel a aplicacdo direta dos resultados de Quintino
et al. (2024). Consequentemente, a abordagem preferida neste cendrio envolve a modelagem da
dependéncia por meio de cépulas. Com base na Tabela 3.11, a cépula de Frank emerge como a
melhor escolha para modelar conjuntamente as varidveis X e Y, pois demonstra o critério de
informacdo mais favordvel, em comparacdo com as copulas de Gumbel-Hougaard e Clayton. Ao
estimar R através de (3.7), o valor resultante é R = 0, 7841, acompanhado por um IC de 95% de
(0,7562;0,7957). Isso sugere uma probabilidade de aproximadamente 79% para uma familia

tipica encerrar o ano com saldo positivo de renda.
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Figura 3.17: Gréficos QQ normais para os residuos dos ajustes marginais.

Dado que os dados de X e Y sao positivos, podemos fazer uma comparagao entre a utilizacao
da distribuicdo GEV e outras distribui¢des familiares, como Weibull e Gamma, conforme

ilustrado na Tabela 3.12.
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Tabela 3.12: Selecao de modelo para marginais com AIC, BIC e EDC.

Data set Model AIC BIC EDC
X Gamma 17046298 17049491 170467.76
Weibull 171812.76 171844.69 171817.54
GEV  169926.30 169974.19 169933.47
Y Gamma 177934.22 177966.14 177939.00
Weibull 178862.71 178894.64 178867.49
GEV  169926.30 169974.19 169933.47

3.4.3 Fluxos minimos mensais de agua.

Ramos et al. (2019) analisaram cinco conjuntos de dados reais relacionados aos fluxos
minimos mensais de dgua (m? /s) no rio Piracicaba, localizado no estado de Sao Paulo, Brasil.
Eles obtiveram os conjuntos de dados junto ao Departamento de Recursos Hidricos e a agéncia
gestora de recursos hidricos do Estado de Sao Paulo, no periodo de 1960 a 2014.

Considerando que a matriz elétrica do Brasil € principalmente composta por fontes hidraulicas
(cerca de 62% do total*.), ¢ importante compreender as mudancas mensais nos fluxos de dgua
para considerar fontes alternativas de geracdo de eletricidade. Ao longo dos meses, pode ser
necessario usar fontes de combustiveis fosseis para complementar a quantidade de energia gerada
necessdria para todo o pais. Dessa forma, medidas de confiabilidade do tipo P(X < Y') podem
ser usadas para estimar a quantidade de combustiveis fosseis que precisam ser estocados para
um determinado més, de forma comparativa.

Assim, a Tabela 3.13 apresenta estatisticas descritivas para os fluxos minimos mensais
de 4gua em setembro (Y) e julho (X). A Figura 3.18 mostra as PDFs e CDFs ajustadas da
distribui¢do GEV, bem como as empiricas. Os graficos QQplots na Figura 3.19 indicam uma boa

qualidade de ajuste. Além disso, os parametros estimados sao apresentados na Tabela 3.14.

4Disponl’vel emhttps://www.epe.gov.br/pt/abcdenergia/matriz—energetica-e—eletrica,
acessado em: 24/12/2023
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Tabela 3.13: Estatisticas descritivas para X em julho e Y em setembro.

Dados Min. ()1 Mediana Média (3 Max. DesvioPadrao Assimetria
X 7.26 11.40 13.49 2541 25.14 17494 30.97 3.35
Y 6.18 11.12 16.44 2828 3291 153.78 29.32 2.45

Tabela 3.14: Parametros estimados da distribuicao GEV.

Dados it o o
X 12.7542 5.8039 0.7114
Y 13.3178 8.4558 0.7448
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Figura 3.18: PDFs do modelo GEV ajustadas (esquerda) e CDF empirica (direita) para o fluxo
minimo mensal em julho (topo) e setembro (parte inferior).
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Refirido-se a Tabela 3.15, onde a cépula de Gumbel-Hougaard surge como a escolha ideal
para modelar conjuntamente as varidveis X e Y, pois demonstra o critério de informagao
mais favordvel, em comparacdo com as copulas de Frank e Clayton. Ao estimar I? através de
(3.7), o valor resultante é R = 0, 5384, acompanhado por um intervalo de confianga de 95%
de (0,3918;0,6899). Isso sugere que a necessidade de contingéncia em ambos os meses é

aproximadamente a mesma (os fluxos minimos s@o estatisticamente equivalentes).

Tabela 3.15: Estimativas de dependéncia de cépula e sele¢do de modelo com AIC, BIC e EDC.

Copula 0 AIC BIC EDC
Gumbel-Hougaard 0.87 11.87 49.16 16.05
Frank 1.13 1255 49.84 16.73
Clayton 0.10 13.73 51.02 1791

Como feito em subsecdes anteriores, ao observar que os conjuntos de dados X e Y sdo
positivos, € possivel realizar uma anélise comparativa dos ajustes marginais da distribui¢do GEV

com aqueles dos modelos Gamma e Weibull, como ilustrado na Tabela 3.16.

Tabela 3.16: Selecdo de modelo para marginais com AIC, BIC e EDC.

Data set Model AIC BIC EDC
X Gamma 377.69 388.35 378.89
Weibull 376.39 387.05 377.59
GEV  342.17 358.15 343.96
Y Gamma 338.44 349.09 339.63
Weibull 340.89 351.54 342.08
GEV 32742 343.40 329.21
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Capitulo 4

MSSR com Marginais de Distribuicoes de
Valores Extremos: Teoria e Aplicacao a

Dados Hidrologicos

4.1 Introducao

Neste capitulo, estudamos a confiabilidade de stress-strength multicomponente (MSSR),
que é R, = P(pelo menos s das (X1, -+, Xj) excedem Y') quando X, --- , X, e Y sdov.a’s
independentes. Sejam X7, --- , X, v.a’s i.i.d. com FDA Gx(-), e Y uma v.a. independente com
FDP fy (-). Defina M,, = max{Xy,---,X,}. Entdo, P(M,, < u) = G%(u) e temos

o0

I,=P(M,<Y)= / G (u) fy (v)du. 4.1

—0o0

Na Sec¢do 4.2 apresentamos uma forma fechada da probabilidade MSSR. Expressoes fechadas
para (4.1) sao fornecidas para cada familia das distribui¢des extremais descritas na Se¢ao 2.3. Na
Secdo 4.3, propomos e validamos a aplicacdo da metodologia 12 na modelagem de dados reais.

No primeiro caso, avaliamos dados que representam a capacidade mensal de d4gua do reservatorio
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Shasta na Califérnia, EUA, durante os meses de agosto, setembro e dezembro de 1980 a 2015.

Na segunda aplicacdo, avaliamos dados de fluxos minimos mensais de dgua do Piracicaba.

4.2 Confiabilidade do sistema multicomponente

Num contexto mais amplo, a confiabilidade MSSR ¢é dada por

R, = P(pelomenossde (X, -, X)) excederY)

k

k 00 A ‘
- Z /_ (1 - Gx(w)) (Gx(u)*™ fy(u)du.

o0

Usando uma expansao binomial, obtemos

kK J k ; ' 0
Re=33 [ ‘i (1) /_ (Gx (W) fy (). 42)

j=s r=0 ] o0

Defini¢do (4.2), (4.1) pode ser escrita como:

k J :

(=171, (4.3)
j=s r=0 j r

Estamos interessados em obter I, ;, para as leis estdveis I-max e as seis leis p-max estaveis.

A partir de (4.3), basta ter uma expressao fechada para /,, definida em (4.1).

Recentemente, Rathie et al. (2023) introduziu a fun¢ao de valor extremo H como:

H(ah a2, a3, A4, A5, CLG) = / Y exp{—aly - (GQ?JGS + a4>a5}dy, 4.4)
0

onde R(ay), R(az),R(as) € Ry, a3,a;5 € C, em ambos R(a1) e R(az) pode ser igual a zero
ao mesmo tempo, R(ag) > —1 quando a; # 0 ou a; = 0 e sign(az) = sign(as), R(ag) < —1

quando a; = 0 e sign(ag) # sign(as). Aqui, R, C e  denotam os niimeros reais, os nimeros
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complexos e a parte real de um nimero complexo, respectivamente.
A funcdo de valor extremo H € uma ferramenta importante para obter expressdes fechadas

de I,, para cada distribui¢do de valor extremo.

4.2.1 Uma expressao alternativa para MSSR

O MSSR (4.3) pode ser reescrito como
k
k ee w k—w
Ryp=1- 3 [y @ Fe) " e @)
w=k—s+1 w -0
De fato,
Rs . = P (pelomenos sde (Xi,...,X}) excede Y)

=1— P (pelomenos sde (Xi,...,X;) nioexceda})

+00 k
-[ - X (Fx()” (1 = Fx()*™| fy(w)du,

- w=k—s+1 w

desde [ fy(u)du = 1.

Observe que

ok
1= (Fx(u)+ (1= Fx(u))* =) (Fx ()" (1= Fx(u)*™".
Por isso,
- k k—w i k w k—w
B (Fx(u)” (1= Fx(u)"™=>" (Fx(u)" (1 = Fx(u))
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k k
Defina k£ — w = j. Observando que = , obtemos
k—j w
i k N [k s 4
B (Fx ()" (1= Fx(u)"™" = (Fx ()™ (1= Fx ()’
w=k—s+1 w j=s S

o que implica a igualdade entre (4.3) e (4.5).
Nas proximas subsecdes, relembraremos a FDA e a FDP das leis estdveis 1- e p-max apresen-

tadas no Capitulo 2 e obtemos a expressao correspondente de /,, em cada caso.

4.2.2 Leis estaveis l-maximas

Fréchet

A seguir sdo apresentados a CDF e a PDF da distribui¢dao Fréchet, respectivamente,

0, T < W,
F(z;p,0,a) = -
exp{—(54) "}, 2=,
(]
a iL’—[L —a—1
f(x;u,aﬂ):;( > ) F(x; 1, 0,0) 1 (4,009, (4.6)

onde 1 4 denota a fun¢do indicadora no conjunto A.
Sejam X, --- , X, v.a’s i.i.d. com distribui¢ao Fréchet(p,, 0,,7,) e Y uma v.a. indepen-

dente com distribui¢do Fréchet(u,, 0y, v, ). Se jt, > p,, entao

_[n — H (17n—1/04:1:@’ _i7n—1/awM, —O[x70) s (47)

Op Oy Oy
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De fato,
I,=P(X;<Y,....X, <Y)

=P (M, <Y)

+oo
- / F)T}(u7 ,uac:Oac»’Ya:)fY(u;My,O-y/yy)du'

[e.o]

Defina M = max {y,, p, }. Entdo,

400 _ —Qy _ —ay—1 _ —ay
I, = / exp {—n (u ,ux) } b’ (M) exp {— (M) } du.
M O Oy Ty Ty

. . — —Qy
Substituindo v = (”0—“7’) ,se M = p,, obtemos
Yy

I, = / exp {—v —n (@u—l/av v u) } dv. (4.8)
0 Oy Og

Portanto, (4.7) segue de (4.4) e (4.8).

Weibull reversa

A seguir sdo apresentados a FDA e a FDP da distribuicdo Weibull reversa, respectivamente,

exp{—(¥5)"}, = <m,

F(zyp,0,a) =
1, r > W,
e
o -z a—1
aimoa) = (F) Pl o0l (o), 49)
Sejam X, - -+ , X,, v.a.’s i.i.d. com distribuicdo RWeibull (i, 0, 7,) € Y uma v.a. indepen-

dente com distribui¢ao RWeibull(y,, o, v, ). Se p, > 1, entdo

1 _
I, =H (1,n1/%ﬁ, = pVesHz "Ry 0) . (4.10)

)
Op Oy Oy
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Gumbel

A seguir sdo apresentados a FDA e a FDP da distribuicdo Gumbel, respectivamente,

F(z;p,0,a) :exp{—exp{—mgu}},
flzp,o,a) = %exp{—x;M}exp{—exp{—x;u}}.

Sejam X7, -+, X,, v.a’s i.i.d. com distribui¢do Gumbel(,, 0,) € Y uma v.a. independente

com distribui¢do Gumbel(y,, 0,,). Entdo,

I, =exp Py g exp Hy , L eXP Ha ,&,0,1,0 : 4.11)
oy oy o, ) 0s

Distribuicao GEV

A seguir sdo apresentados a FDA e a FDP da distribui¢cdo GEV, respectivamente,

F(x;u,a,y):exp{— [1—1—%@—/@}_”}, 1+g(m—u)>0, (4.12)
e
Lr. 7 -5l o]
f(x;,u,a,v):F(ac,%u,a)g [l—i-g(x—,u)] : l—i-g(x—u) > 0. (4.13)
Sejam X, - -+, X, v.a’s i.i.d. com distribuicdo GEV (i, 04, 7,) € Y uma v.a. independente
com distribui¢do GEV (u,, 0y, v, ). Entio:
* Quando y; > 0,7 € @, y:
z © _ 1
I,=H (1, 220y [1 + 2 (uy T @)1 no, ——) SN CATY
U:ﬂy Oy ’)/y T
desde que y,, — % > e — 2= Quando p1,, — % < o — 2
x x — 1
L,=1-H <1, Y%, [1 + 2 (ux — 1y~ "—)] n, ——) L @19)
OyVz Oy Yz Yy
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* Quando; < 0,5 € z,y:

z = _ 1
I,=H (1, B0y e —y,, {1 4 (uy — iy — @)} n ——) . (416)
Oxy Oy Yy Va

Oz .

desdequeuy—:—ygpz—‘;—z. Quandouy—:—yZM—V :
Y x Y T

T xT — ]'
I,=1—H <1, o2 = [1 + v (uz — oy — U—)] n=w, —-) . (4.17)
O'y/ya; O-y Yz 7y

* Quando v, =, = 0:

In:exp{&}H(exp{&},exp{&}n,@,()J). (4.18)
oy oy o Oy

4.2.3 Leis p-max estaveis
Caso 1: log-Fréchet

Seja X1, -, X, va’siid. com distribui¢do H; (v, Bz, 7.) € Y sdo uma v.a. independente
com distribuicdo Hi(ay, By, vy), i, Bisvi € (0,00), 4 € {z,y}. Entdo, no caso H;, FDA, FDP

e I,, sao dados, respectivamente, por

0, se vy’ <1,

exp{—(log(yz”))™}, se 72’ >1,

Hl(‘r7 Oé,ﬁ,”Y) -
hi(z;a, B,7) = exp {—[logyz”]~*} O;—ﬁ[log(vxﬁ N7 178 oy (),

T 1 T
In =H <1a n_l/axg_7 _a_a n_l/ax (log%c - g_log 73/) y — Qg 0) )
Yy Yy Yy

desde que fyy_l/ﬂy > %—1/51.
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Caso 2: log-Weibull

Seja X1, -, X, va’siid. com distribui¢io Hs (v, Bz, 7.) € Y sdo uma v.a. independente
com distribuicao Hy(cvy, By, V), 4, Bi, i € (0,00), i@ € {z,y}. Entdo, no caso H,, FDA, FDP

e 1,, sdo dados, respectivamente, por

0, se yz? <0,

Hy(z;a) = exp{—(—log(vz?))*}, se 0<~zf <1,
1, se yx® > 1,
1 fa

ha(z; o, B,7) = exp {— [~ log(vz?)]" } [~ log(v2”)]*" — L0019 (@),

onde a, 3,7 € Ry,

x 1 x
I, =H (Ln”“g—, —nte (—10g% + g—logvy) ,a:c,()) :
Yy Yy Yy

desde que 7;1/&’ < %_1/5””.

Caso 3: log-Fréchet inversa

Sejam X1, -, X, v.a s i.i.d. com distribuicdo H3(ov, B:,7,) € Y uma v.a. independente
com distribui¢do Hs(cvy,, By,7y), onde oy, 5;,7; € (0,00), i € {z,y}. Entdo, no caso Hs, a FDA,

FDP e I, sdo dadas, respectivamente, por:

0, se —y(—x)% < -1,
H3(z;0) = ¢ exp{—(—log(y(—2)%))"*}, se —1< —v(—2z)® <0,
17 s€ _7(_I)5 >0,
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onde o, 8,7y € Ry, e

_Lﬁx 1 -1 5ac
In:H ]-7n fr o=y, ——, N = _10g7$+_10g7>7_az’0)7
( By« ( By !

desde que fyy_l/ﬁy < 7;1/&”.

Caso 4: log-Weibull inversa

Sejam X, .-+, X, v.a’s i.i.d. com distribui¢do Hy(cv, 5, 7.) € Y uma v.a. independente
com distribuigdo Hy(cvy,, By,7y), onde oy, 5;,7v; € (0,00), i € {z,y}. Entdo, no caso Hy, a FDA,

FDP e I, sdo dadas, respectivamente, por:

exp{—(log(y(-2)"))*}, se —y(-2)" < -1,
1, se —y(—x)? > —1,

Hy(z;a) =

a=l %]1

ha(z; o, B,7) = exp{~ [log(y(~2)")]"} [log(v(~2)”)] (00,1 (),

onde o, 5,7y € Ry, e

In:H Lnaz—’—’naz lOg’}/x——lOg")/ 7aI70 ’
( By ay By !

desde que 7;/5” < w;/ﬂ’”.

Caso 5: Fréchet padrao

Sejam Xy, - -+, X,, v.a.’s i.i.d. com distribuicdo H5(/3,,7.) e Y uma v.a. independente com
distribuicao H5(f,,7y), onde ;,v; € (0,00), i € {x,y}. Entdo, no caso Hs, a FDA, FDP e I,

sdo dadas, respectivamente, por:
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0, se vx? <0,
Hs(z) =

exp{—(y2”)7'} se 727 >0,

ho(a: B, 7) = exp {—(v2®) ) %-ﬁ-lmo,m) ().

onde o, 5,7y € Ry, e

1
In - _H ’Y_Ian%_la _$707 170> .
Ty ( Y By

Caso 6: Weibull padrao

Sejam X, .-+, X, v.a’s i.i.d. com distribui¢do Hg(5,,7,) € Y uma v.a. independente com
distribuicdo He(5,,7,), onde a, B;,7v; € (0,00), i € {z,y}. Entdo, no caso Hg, a FDA, FDP e

I,, sao dadas, respectivamente, por:

exp{—7(—2)?}, se —vy(—2)? <0,
1 se —y(—x)? >0,

Hﬁ(l’) =

he(x; 8,7) = exp{—y(—2)"}18(—2)" Lo (),

onde o, 5,7y € Ry, e

I, = ’YyH (Vy7n7m7 %707 170) :
Yy

4.3 Aplicacoes a dados hidrolégicos

Nesta secao, discutimos duas aplicagdes utilizando dados reais. Avaliamos a validade do
modelo para todos os casos e identificamos quais distribui¢des abordadas neste capitulo se

ajustam adequadamente aos conjuntos de dados considerados.
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4.3.1 Aplicacio aos dados hidrolégicos

Para avaliar a estrutura proposta, modelamos conjuntos de dados hidrolégicos como distribui-
coes de valores extremos e os comparamos no sentido MSSR. Denote X, X5, X3, Xy e X5 os
dados de resisténcia observados e Y os dados de tensdo observados, respectivamente. Os dados
sdo frequentemente utilizados na literatura e também sdo apresentados abaixo (por exemplo, Lio

et al. (2024), Lio et al. (2022) e Wang et al. (2021)).

X1 Xo X3 X4 X5

0.7009
0.4238 0.5579 0.7262 0.8112 0.8296

0.6532
0.2912 0.3634 0.3719 0.4637 0.4785

0.4589

X =1 05381 05612 0.7226 0.7449 0.7540 e Y =

0.7183
0.5249 0.6060 0.6686 0.7159 0.7552

0.5310
0.3451 0.4253 0.4688 0.7188 0.7420

0.7665

0.2948 0.3929 0.4616 0.6139 0.7951

Os dados representam a capacidade mensal de dgua do reservatério Shasta na Califérnia,
EUA, durante os meses de agosto, setembro e dezembro de 1980 a 2015. Neste caso, consi-
deramos k£ = 5 componentes de forca que sdo obtidos da seguinte forma: Y; = 0.7009 € a
capacidade de dezembro de 1980, e X; = (0.4238,0.2912,0.5381,0.7183, 0.5310, 0.7665) sdo
as capacidades de agosto de 1981 a 1985; Y5 = 0.6532 € a capacidade de dezembro de 1986,
Xy = (0.5579,0.3634, 0.5612, 0.6060, 0.4253, 0.3929) sdo as capacidades de agosto de 1987 a
1991, e assim por diante. Para mais detalhes sobre o conjunto de dados, consulte Wang et al.
(2021) e as referéncias 14 contidas.

Com o objetivo de estimar probabilidades do tipo I, ;, conforme dado em (4.3) através das
expressoes [, fornecidas na se¢@o anterior, precisamos analisar a melhor distribui¢do de valores

estremos para ajustar os dados. E importante comparar diferentes distribuicdes como modelos
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candidatos para a modelagem do conjunto de dados. Considerando resultados anteriores na
literatura (Wang et al., 2021), comparamos o desempenho das leis estaveis l-max e p-max com
as distribui¢des Rayleigh como modelos para a capacidade mensal de dgua. Estimativas de
mdxima verossimilhanca (ML) e p-valor do teste Kolmogorov-Smirnov (KS) estdo apresentados
na Tabela 4.1. Para cada conjunto de dados, a Funcdo de Distribuicdo Empirica (ECDF) &

comparada aos modelos tedricos nas Figuras 4.1 e 4.2.

Tabela 4.1: Parametros estimados da distribuicdo GEV e valor p do teste Kolmogorov-Smirnov.

VA Modelos i o o KS p-valor
X  Fréchet | 029 0.12 0.66 4x1073
X  Gumbel | 049 0.15 - 0.34
X  Weibull | 0.83 0.20 0.60 2x1073
X GEV 0.54 0.18 -0.59 0.47
X Rayleigh | 0.24 7.44 - 0.28
VA  Modelos e} i 4 KS p-valor
X H, 18.85 0.18 3.15 0.29
X H, 1.34  2.27 1.40 0.31
X H; 3.17 11.38 - 0.49
VA Modelos i o o KS p-valor
Y  Fréchet | 046 0.17 1.01 0.18
Y Gumbel | 058 0.11 - 0.71
Y Weibull | 0.77 0.12 1.00 0.95
Y GEV 0.64 0.14 -1.07 0.98
Y Rayleigh | 041 15.82 - 0.68
VA Modelos | @ 3 4 KS p-valor
Y H,y 0.08 18.29 1539843.25 0.03
Y H, 0.63 7.69 7.72 0.51
Y H; 541 2043 - 0.64

E possivel observar que Gumbel, GEV, H, e Rayleigh forneceram capacidades de modelagem
bastante semelhantes. Os critérios de informag¢do na Tabela 4.2 mostram que [, é o melhor
modelo para os conjuntos de dados. Portanto, considerando s = 3, kK = 5 e os modelos Gumbel,
GEV e H; em (4.3), a Tabela 4.3 mostra as estimativas para o MSSR da capacidade mensal de

agua do Reservatorio Shasta na Califérnia durante o periodo analisado.
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Dados Hidrologicos
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Figura 4.1: Modelos ajustados e ECDF para strength (X).
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Figura 4.2: Modelos ajustados e ECDF para stress (Y).
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Tabela 4.2: Selecdo de modelo com AIC, BIC e EDC.

VA Modelos AIC BIC EDC
X  Fréchet 19.83 27.03 20.50
X Gumbel -18.68 -13.88 -18.23
X Weibull -1.76 544  -1.09
X GEV -23.01 -15.81 -22.34
X H; -16.28 -23.48 -16.95
X H, -30.76 -37.96 -31.43
X Hj -17.21 -22.01 -17.66
X Rayleigh -22.05 -17.25 -21.60
Y Fréchet -1.92 046 -3.17
Y Gumbel -6.38 -4.80 -7.22
Y Weibull -9.57 -7.19 -10.82
Y GEV -13.62 -11.24 -14.87
Y H; -11.61 -13.99 -10.36
Y H, -17.97 -20.34 -16.72
Y H; 955 -11.13 -8.71
Y Rayleigh -7.36 -5.78  -8.20

Tabela 4.3: Estimativas de R, para alguns modelos de valores extremos com s = 3 e k = 5.

Modelos R375
Gumbel 0.3036
GEV 0.3151
H, 0.3049

Neste contexto, Y refere-se o nivel de 4gua em um determinado més de um reservatério na
California. As varidveis X - - - X5 sdo os niveis do reservatorio em meses diferentes. Neste
trabalho, baseados em Lio et al. (2022), Lio et al. (2024) e Wang et al. (2021), consideramos
Y como referéncia e calculamos a probabilidade de em pelo menos s = 3 dos £ = 5 meses
excederem o nivel do reservatorio registrado em Y. Se a probabilidade R for menor que 0, 5
nao houve nenhum X que excedeu Y, caso contrédrio ha pelo menos um X que excede o nivel
do reservatorio registrado em Y. Em termos praticos essa metodologia pode ser utilizada para
calcular a probabilidade de um determinado més Y e entdo calcular a probabilidade de trés meses

ou mais exceder o nivel do reservatorio registrado em Y, os resultados obtidos na Tabela 4.3
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demonstra que nenhum més X excedeu o nivel registrado em Y.
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Capitulo 5

Conclusoes

Apesar de suas limitacdes significativas, a teoria moderna de portfélio de Markowitz continua
sendo amplamente utilizada em diversos estudos, devido a sua simplicidade e facilidade de uso.
Por isso, € crucial estudar abordagens alternativas que sejam igualmente ficeis de compreender.

No Capitulo 3, estudamos a confiabilidade stress-strength R = P(X < Y) quando X e Y
seguem distribuicdes GEV dependentes. Para tratar a dependéncia entre as varidveis X e Y,
foi utilizada uma estrutura de cépulas, empregando as cépulas de Gumbel-Hougaard, Frank e
Clayton. Em resumo, quando X e Y representam v.a.’s de retorno e R < 1/2, é aconselhdvel que
o investidor escolha a varidvel X. Se R > 1/2, ocorre o oposto. O caso R = 1/2 & inconclusivo.

Simulagdes de Monte-Carlo atestam o desempenho das expressoes analiticas de R. Ao aplicar
nossa metodologia a dados financeiros do mundo real, poderiamos orientar um procedimento
de selecdo de agdes calculando P(X < Y') quando X e Y representam retornos de a¢des.Além
disso, foram descritas aplicacOes da confiabilidade stress-strength em dados de Renda e Consumo
das Familias, extraidos do banco de dados da Itdlia de 2008. Investigamos a frequéncia com que
as familias apresentaram um consumo anual superior a sua renda. Também foi realizada uma
aplicacao utilizando dados de vazdao minima mensal do rio Piracicaba, no Brasil.

No Capitulo 4, apresentamos novas expressoes analiticas para a probabilidade de stress-

strength com multicomponentes, quando as marginais seguem distribui¢des das familias de leis
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estdveis l-maximas e p-méximas estdveis. Uma aplicac¢do a conjuntos de dados reais foi realizada
para demonstrar o desempenho dessas expressdes na modelagem dos dados.

Por fim, destacamos que, no estudo de simulacdes dos estimadores da probabilidade stress-
strength, observou-se que por diversas vezes, o estimador nao paramétrico performou melhor
que o estimador de mdxima verossimilhanca. Para futuros trabalhos, recomendamos a busca por

melhorias na estima¢do via maxima verossimilhancga.
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Abstract: In reliability studies, we are interested in the behaviour of a system when it interacts with
its surrounding environment. To assess the system’s behaviour in a reliability sense, we can take the
system’s intrinsic quality as strength and the outcome of interactions as stress. Failure is observed
whenever stress exceeds strength. Taking Y as a random variable representing the stress the system
experiences and random variable X as its strength, the probability of not failing can be taken as
a proxy for the reliability of the component and given as P(Y < X) = 1— P(X < Y). This way,
in the present paper, it is considered that X and Y follow generalized extreme value distributions,
which represent a family of continuous probability distributions that have been extensively applied
in engineering and economic contexts. Our contribution deals with a more general scenario where
stress and strength are not independent and copulas are used to model the dependence between
the involved random variables. In such modelling framework, we explored the proper selection
of copula models characterizing the dependence structure. The Gumbel-Hougaard, Frank, and
Clayton copulas were used for modelling bivariate data sets. In each case, information criteria were
considered to compare the modelling capabilities of each copula. Two economic applications, as
well as an engineering one, on real data sets are discussed. Overall, an easy-to-use methodological
framework is described, allowing practitioners to apply it to their own research projects.

Keywords: stress—strength reliability; GEV distribution; bivariate copulas

1. Introduction

The probability of failure of a system or component can be calculated by statistically
comparing the applied stress to its strength. Let X (strength) and Y (stress) be continuous
random variables (RVs) with joint probability density function (PDF) fx y (-, -). The stress—
strength probability (or reliability) is defined as

R=P(X<Y)= /j:o '/joo fxy(x,y)dxdy. 1)

There are several applications of this framework, such as in asset selection [1], house-
hold financial fragility [2] and engineering [3], among others. See Kotz et al. [4] for
more details.

Equation (1) can only be evaluated when the analytical representation of the joint PDF
is known (or any other equivalent statistical formula which can be transformed into fx y);
thus, properly assessing this joint formulation is of utmost importance in stress—strength ap-
plications of type P(X < Y). Finding an accurate representation of fx y involves two steps:
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