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Resumo

Neste trabalho estudamos o modelo de Stone-Leverett para escoamento unidimensional
trifásico que é utilizado em engenharia de reservatórios petrolíferos. Este modelo utiliza a
função de �uxo de Stone e a matriz de viscosidade construída usando pressões capilares de
Leverett. Veri�camos, utilizando o conceito de estabilidade de Majda-Pego, que este modelo
é estável próximo a fronteira do triângulo de saturações e instável em um conjunto aberto
contendo dois vértices do triângulo no seu fecho. Além disso, para ilustrarmos essa estabili-
dade de Majda-Pego através de simulações numéricas, criamos um software, em linguagem
Java, para encontrar soluções aproximadas de um problema de Riemann.



Abstract

In this work we study the Stone-Leverett model for one-dimensional three-phase �ow
which is utilized in petroleum reservoir engineering. This model uses the Stone �ux function
and the viscosity matrix using the Leverret capillary pressures. We veri�ed, using the Majda-
Pego stability condition, that this model is stable near the saturation triangle edges and
unstable in an open set containing two corners of the triangle in its closure. Moreover, to
illustrate the Majda-Pego stability with numerical simulations, we built a software, in JAVA
language, to �nd approximated solutions of a Riemann problem.



Introdução

O modelo usual para o escoamento trifásico horizontal e unidimensional em um reser-
vatório petrolífero é baseado no sistema de equações diferenciais parciais não-lineares

ut + F (u)x = [B(u)ux]x, (1)

onde u = (u1, u2)
T , u1 e u2 representam as saturações de duas fases do �uido (água, gás ou

óleo), que assumem valores no chamado triângulo de saturações ∆ = {(u1, u2) : 0 ≤ u1+u2 ≤
1}, F = (F1, F2)

T é chamada função de �uxo e B é uma matriz 2×2 que representa os efeitos
da pressão capilar. Uma modelagem desta equação será feita no Capítulo 2.

Apesar de na modelagem considerarmos os efeitos da pressão capilar, em geral, esses
efeitos são deprezados, dando importância, apenas, a equação de convecção

ut + F (u)x = 0. (2)

Um problema de valor inicial para (2) de grande interesse analítico e numéricos considera
dados iniciais constantes por partes, do tipo

u(x, 0) =

{
ul, se x < 0
ur, se x > 0

(3)

Este tipo de problema de valor inicial foi estudado por Riemann no século XIX, e é chamado
problema de Riemann. As soluções de um problema de Riemann são formadas por grupos
de ondas. A estrutura dessas ondas será estudada no Capítulo 3.

Quando consideramos o sistema (1), levando em conta a matriz de viscosidade, é possível
que um problema de Riemann bem posto tenha a solução apresentando um comportamento
anômalo. Majda e Pego [17] introduziram um conceito de estabilidade, que utilizaremos
nesse trabalho, e vamos veri�car no Capítulo 4 que o modelo utilizado é estável perto das
arestas do triângulo de saturações. O modelo que estudaremos utiliza a função de �uxo de
Stone e a matriz de viscosidade de Leverett, que vamos de�nir no Capítulo 4. A de�nição
da estabilidade de Majda-Pego leva em conta os efeitos da matriz de viscosidade, por isso a
análise da estabilidade é importante para um modelo usado em recuperação de petróleo.

Com o intuito de ilustrarmos a estabilidade de Majda-Pego no modelo de Stone-Leverett
vamos estudar alguns métodos numéricos, fazendo simulações numéricas utilizando, prin-
cipalmente, um método de alta resolução de diferenças �nitas introduzido por Nessyahu e
Tadmor em [26]. Este método será apresentado no Capítulo 5, junto com uma pequena
discussão da teoria envolvida nos métodos numéricos para sistemas de leis de conservação
não-lineares. Com isso, vamos simular numericamente o comportamento do modelo de Stone-
Leverett. Os resultados serão apresentados no Capítulo 5.
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