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RESUMO

Neste trabalho tratamos de existéncia e nao-existéncia de solugoes inteiras para

problemas da forma
—Ayu =\ a(x)o(u) + b(z) |[Vu|? em RN,
u>/0 em RN u(z) el l,

ondel <p<N,N2>3,0>0,q>0,A, ¢éo operador p-Laplaciano e A é um parametro

real.

Os potenciais a : RN — (0,00) e b : RN — R sao fungoes regulares. Exigimos,
em um sentido apropriado, que a decaia para zero rapidamente no infinito, enquanto que,
sobre o coeficiente b do termo convectivo |Vu|?, impomos uma condi¢ao de sinal, a saber:

b>0,b=00ub<0.

Quanto a nao-linearidade o(u), destacamos que da fungao o : (0,00) — (0,00)
nao exigimos qualquer tipo de monotonicidade e, quando ¢ = 0, permitimos que o seja

. . s—0
singular, no sentido que o(s) — oc.

As técnicas que empregamos exploram principios variacionais, sub e supersolucoes

e argumentos de simetria.

Palavras-chaves: Equagoes Quasilineares Singulares, Solucoes Inteiras, Sub e Supersolugao,
Principios Variacionais, Termo de Convecgao.



ABSTRACT

This work deals with existence and non-existence of entire solutions for problems

of the form

—Ayu =\ a(z)o(u) +b(z) [Vu|? in RN,
u>/0 in RN, wu(z) iy l,

where 1 <p < N, N >3, (>0, q>0, A, is the p-Laplacian operator and A is a real

parameter.

The potentials a : RN — (0,00) and b : RN — R are continuous functions. The
potential a will be required to decay to zero at infinity fast enough in an appropriate sense
while on the coefficient b of the convection term |Vu|? a sign condition will be imposed

namely: b >0,b=0or b <0.

Regarding the nonlinearity o(u), we emphasize that no monotonicity condition will
be required from the function o : (0,00) — (0,00) and when ¢ = 0, o is allowed to be

singular at 0 in the sense that o(s) = 0.

Our techniques exploit variational principles, lower and upper solutions as well as

symmetry arguments.

Key Words: Quasilinear Singular Equations, Entire Solutions, Lower and Upper Solutions,
Variational Principles, Convection Term.
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Introducao

Formularemos resultados de existéncia e nao-existéncia de solugoes para problemas

quasilineares do tipo

—Ayu =\ a(x)o(u) + b(z) [Vul? em RN,
(0.0.1)
u>/0 em RN u(z) el l,

onde l<p< N, N>30>0,q>0, Apu:=div (\Vu]p_Q Vu), A é um parametro real,
a: RN — (0,00) (denominada potencial anisotrépico) é localmente Holder-continua e a
nao-linearidade o : (0,00) — (0,00) é C'. Exigiremos também que a fun¢ao b: RN — R

seja localmente Holder-continua.

Suporemos que o satisfaz as condigoes

gl(s S— .. [A¢] S§—0OQ
% = oo, (ii) % — Ooo, (0.0.2)

onde

(p—1)? se 1<p<2.
0=
p—1 se 2<p<N,

0<o0g<ooel <o, < oo, com hipdteses adicionais a serem impostas ao par (0g, 0eo)

posteriormente. Nenhuma condi¢ao de monotonicidade sera exigida de o.

1X



A norma euclidiana do RN serd denotada por |-| e introduziremos a fungao M,
definida para r > 0, por

M(r) :=max a(z).

|z|=r

Focaremos o caso em que a funcao o se comporta, perto do zero, da forma

lim o(s) = +oc. (0.0.3)

s—0t

A pesquisa para esta classe de problemas em RN, com a, b, p, ¢, X e o satisfazendo
hipéteses apropriadas, é recente. Um dos trabalhos pioneiros foi o de Edelson [26], em

1989.

No entanto, para a classe de problemas do tipo (0.0.1), com A=1,b=0,¢=0¢e

p = 2, em dominios limitados de RN, isto é,

—Au = a(x)o(u) em Q,
(0.0.4)
u>0 em €, wu(zr)=0 sobre 01,

onde Q C RN ¢ um dominio limitado regular e o apresenta algum tipo de singularidade,

ja existe uma ampla e importante teoria na literatura.

Problemas de evolucao onde aparecem termos nao-lineares singulares, assim como

os problemas estacionarios associados, descrevem diversos fenomenos fisicos.

O interesse em torno do problema (0.0.4) surgiu a partir da década de 60, em
pesquisas realizadas por Fulks & Maybee [28], que abordaram um problema motivado por
condutividade elétrica. Fulks & Maybee provaram resultados de existéncia e unicidade
usando argumentos de ponto fixo, e além disso, mostraram que solugoes do problema

parabdlico tendiam a tinica solugao do problema eliptico estacionario correspondente.

Além disso, problemas do tipo (0.0.4) surgem no contexto de catalizadores quimicos
heterogéneos, superficies minimas singulares, fluidos nao-Newtonianos (os chamados
fluidos pseudoplésticos), em fenomenos de camada limite para fluidos viscosos, em
processos de reagao-difusdo, na obtengao de diversos indices geofisicos (avango glacial)

e processos industriais, cf. [12-14,16, 20,21, 28,37,39,51, 57, 58].
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Como dito anteriormente, o conceito de problemas singulares do tipo (0.0.1)
encontrado atualmente na literatura ¢ bastante amplo, mas como um breve relato histérico
de trabalhos voltados ao nosso interesse, citamos Dinu [24], que provou que dado um

numero nao-negativo ¢, o problema

—Au=a(z)f(u) em RN,

(0.0.5)

u>(0 em RN u(x) ey,

admite uma unica solucao limitada desde que
(i) £=0, (i) / rNTIM(r)dr < oo, (i) s 1), decrescente,

0 s

(0.0.6)
(iv) () "%°0, (v) f é crescente, (vi) J(s) = o0,
s s

ou

¢ >0, /000 rM(r)dr < oo e (0.0.6)(iii)(iv).

O resultado de Dinu foi motivado por Brézis & Kamin [10], no qual a procura de

solugoes positivas limitadas de equacoes sublineares do tipo

—Au = a(z)u” em RN,

onde N >3 e 0 < vy <1 foi investigado e novas técnicas foram desenvolvidas.

Analisando o caso ¢ = 0, em [15] Cirstea & Radulescu provaram a existéncia de

solugoes para (0.0.5) munido das condigoes

(i) sf—(i—S)ﬁ é decrescente para algum S > 0,
(i) J(5) s 0o, (iii) f ¢ limitada no oo,
s

enquanto Gongalves & Santos, em [35], trataram do caso onde

(i) % ¢ decrescente, (ii) — 0. (0.0.7)
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Ainda tratando do caso ¢ = 0, recentemente Zhang, em [67], provou que (0.0.5)
admite uma solu¢do inteira considerando apenas as condigoes (0.0.7)(ii)(iii), ou seja,

nenhuma monotonicidade foi requerida.

Retornando para (0.0.1) Covei, em [17], supondo o caso em que £ = 0, A =1 e
b = 0, mostrou que o problema tem uma unica solucao inteira admitindo as seguintes

hipéteses sobre o e a, respectivamente:

a(s)

¢ decrescente para algum 3 > 0,

(i)

— 00, (ili) o é limitada no oo

(i) / rﬁM(r)ﬁ dr <oo se 1<p<2,
0
(0.0.8)
.. © (p-2N+1
(ii) / ro T M(r)dr<oo se 2<p<oo.
0

Covei também provou, em [17], que se a é radialmente simétrica e vale uma das

condicoes abaixo,
2N+l
ro 1 a(r)dr=oc0 se 1<p<2
0

1

/ Tp%la(r)r)j dr=00 se 2<p<N,
0

p=>N,

entao (0.0.1) nao possui solugao radialmente simétrica.

Antes de estabelecer os resultados principais, consideraremos algumas notacoes.

/|Vw|pdx
Gi(a, B) := %r;f B : (0.0.9)
W / o(2) |w]? da
B

Seja

onde B é a bola unitaria do RN, e tome

_1
a::/ [th/ leM(s)dsr dt, (0.0.10)
0 0

o qual é positivo e finito, (cf. Apéndice B).
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Se 0g = 04 = 00, seja

. p0(s) a(m)
IR ;25?2 v

onde m > 0 é um numero real.

A seguir formularemos o primeiro de nossos resultados principais.

Teorema 0.1. Sejam ¢ >0, 1 <p < N, A>0 eb=0. Suponha (0.0.2) e (0.0.8). Entdio

existem numeros nao-negativos N;, 0 < i < 2, tais que se um dos conjuntos de condi¢ies

(i) (=0, 1<p<?2, 0<o0p<00, 0<0, <00, Al <A<o0,
(ii)) =0, 2<p<N, O<%’()B)<aogoo, 0 <00 <00, 0<A<Ay,
(111) (=0, 0<o0p<o00, 00=0, A <A <o0,

(iv) 0</l<m, 0g=0s0=00, 0< <Ay,

(v) 0<l<oo, 1<p<?2 0<o09<00, 0<0,0 <00, 0<A<o0,
(vi) 0<l<oo, 2<p<N, 0<o0p<o0, 0<0, <00, 0<A<Ay,
valem, entdo existem um nimero positivo ju := u(\) e alguma func¢io u = uy € C1(RN),

com u < u, satisfazendo (0.0.1) no sentido das distribuigoes.

Observacao 0.1. (a) Mais adiante serda mostrado que

(gt () s

(b) As fungoes o(s) = s+ 57 e o(s) = s7% + s%¢*, onde « e y sao ntimeros positivos,

sao exemplos tipicos do nosso resultado principal;



Xiv

(c) O Teorema acima completa os resultados principais de Dinu [24], em vdrios aspectos,
por exemplo, quando o9 = 00, 05, = 0 e p = 2, (iii) e (vi) de nosso resultado aplicam-se
com A = 1. Também completa os resultados de Gongalves & Santos [34], Covei [17],

Zhang [67] e, o item (iv), o resultado de Gongalves, Melo & Santos [33].

Problemas com a presenga do termo convectivo (b # 0) surgem em teoria de
controle estocastico e foram estudados por Lasry & Lions [44]. A correspondente equagao

parabdlica foi considerada em Quittner [56].

Problemas elipticos com a nao-linearidade o combinada com o termo gradiente
tém sido estudados em vérios aspectos (cf. [8,36,48,49]). Problemas deste tipo surgem
no estudo de um campo eletromagnético em um meio nao-linear, satisfazendo hipéteses
adequadas (cf. [60,61]). Em trabalhos de nosso interesse, Dinu [25] mostrou a existéncia

e unicidade de solugao para o seguinte problema

—Au+b(z) |[Vu|! = a(z)u™ em RN,

|| —o00

u>0 em RN u(z) 0,

com N >3 7>0,0<¢<2 abeCr¥RN),a>0em RN eb>0em RN. Dinu,

loc

em [25], considerou o decaimento para a(x) como em (0.0.8), com p = 2.

Em Ghergu & Radulescu [29], mostra-se a existéncia de pelo menos uma solugao

para o seguinte problema
—Au+ |Vul? = a(x) f(u) + A\g(z,u) em Q,
(0.0.11)
u>0 em €2, wuw=0 sobre 0f2,
onde Q C RN é um dominio limitado regular, A > 0, 0 < ¢ < 2, f ¢ Hélder-continua,
decrescente e satisfaz f(s) = 00, enquanto g satisfaz
9(x,5) s—oo

(i) g(x,s) é nao-crescente, (i) — 0, (iii)
s S ;

Ghergu & Radulescu [29] também trataram o caso onde a(z) < 0 em €2, mas exigiram que
fol f(s) ds < co. Eles mostraram que o problema (0.0.11) admite ao menos uma solugao,

desde que A > 0 seja suficientemente grande.
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O segundo de nossos resultados principais segue abaixo.

Teorema 0.2. Sejam £ > 0,1 <p< N, A>0,g=p eb<0. Suponha (0.0.2), (0.0.3) e
(0.0.8). Entao ezxistem nimeros nao-negativos A;, 0 < i < 2, tais que se um dos conjuntos

de condicoes

(i) (=0, 1<p<?2, 0<o0p<o00, 0<o0, <00, 2A; <)< 00,
(ii)) L =0, 2<p<N, 0<%C:B)<aogoo, 0< 0 <00, 0<A<Ag,
(111) (=0, 0<0p<00, 05=0, 201 <\ <00,

(iv) 0</l<m, 0g=0s=00, 0< <Ay,

(v) 0<l<oo, 1<p<2 0<o09<0, 0<0, <00, 0<A<o0,
(vi) 0<l<oo, 2<p<N, 0<o0p<o00, 0<0, <00, 0<A<Ay,

valem, entdo existem um nimero positivo ju := u(\) e alguma func¢io u = uy € C1(RN),

com u < u, satisfazendo (0.0.1) no sentido das distribuigoes.

Observacao 0.2. O Teorema acima completa os resultados principais de Dinu [25],
em varios aspectos, por exemplo, quando oy = 00, 0o = 0 e p = 2, (iii) e (vi) de
nosso resultado aplicam-se com A = 1. Nosso resultado também completa Ghergu &
Radulescu [29], pois estendemos o seu resultado para o operador p-Laplaciano, com ¢ = 0,
0 < 0g < 00,0 < 0y < oo e nenhuma monotonicidade sobre o e o(s)/s’. Também
completa o resultado principal de Zhang [67] pois, da mesma forma, estendemos o seu
resultado para o operador p-Laplaciano, com a presenca da nao-linearidade singular o

combinada com o termo gradiente |Vu/|?.

Quanto ao caso b > 0, observamos que, recentemente, Ghergu & Radulescu [31],
consideraram equagoes do tipo Lane-Emden-Fowler originadas em fluido-dinamica
(dinamica de gases, astrofisica) (cf. [27,30,66]). Equagdes do tipo Lane-Emden-Fowler
tém sido estudadas por vérios autores utilizando diversos métodos e técnicas, (cf. [1,7,38,

50,52, 65)).
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Foi provado em [31] que se (0.0.8) é satisfeito, com p = 2, entao o problema

—Au = a(x) (g(u) + f(u) +|Vul?) em RN,
(0.0.12)
u>0 em RN, () e 0,

admite uma solugao inteirase 0 < ¢ < 1, g : (0,00) — (0, 00) é uma fungao C'* decrescente

tal que g(s) ooef: [0,00) — [0,00) é uma fungao Hélder-continua satisfazendo

f(s)

(i) sf(s) >0 para s>0, (i) N é nao-crescente,
(iid) @ oo, (i) @ =500,

Exemplos tipicos de fungdes g e f satisfazendo as condig¢oes em [31] sdo:

g:(0,00) = (0,00), g(s)=5", onde 0< 3 < oo,
f:]0,00) = [0,00), f(s)=s", onde 0<~y<1.
Recentemente Xue & Zhang em [64] mostraram que, se (0.0.8) com p = 2 verifica-

se, entao (0.0.12) admite uma solugao inteira sob as seguintes condigoes, onde nenhuma

monotonicidade foi requerida:

() g:(0,00) = (0,00) ¢ C, (i) @ = oo, (i) @ =}
(iv) f:]0,00) — [0,00) ¢ Hélder-continua, (v) @ s=0 00, (vi) iS) 5290 g

Exemplos tipicos de fungdes g e f satisfazendo as condi¢oes em [64] sao:
g:(0,00) — (0,00), ¢g(s)=s5"+sen(s)+1, onde 0< < oo,
f:[0,00) = [0,00), f(s)=s"+sen(s)+ 1, onde 0 <~y <1.

A seguir apresentaremos o terceiro de nossos resultados principais, que melhora o

feito em [31] e [64], como verifica o exemplo abaixo.
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Considere a classe de funcoes
o:(0,00) = (0,00), o(s) =57+ (1+sen(s)) + s,
onde 3 e 7 sao constantes positivas. Neste ponto observe que
(i) se 7€ (0,1) entdo o, =0, (ii) se y=1 entdo o, = 1,
(iii) se v >1 entdo 0, = 0.

Fazendo

o(s) = g(s) + f(s), s>0,

temos que nenhum dos casos acima ¢é satisfeito por [31], enquanto os itens (ii) e (iii) néo

sdo satisfeitos por [64].
Considerando o problema (0.0.1) comp=2, 0<g<1l, £=0 e b(x)=\a(x),
isto é,

—Au =X a(x) (o(u) +|Vul?) em RN,
(0.0.13)
u>0 em RN, wu(z) Sy}

temos o

Teorema 0.3. Sejam ¢ =0, A >0 e 0 < ¢g < 1. Suponha (0.0.2) e (0.0.8) com p = 2.

Entao existem nimeros nao-negativos N\;, (i = 0,1) tais que se um dos conjuntos de

condicoes
B .
(i) 0<C1(/C{’ )<00§oo, 0< 00 <00, 0<A<A,
0
(i1) 00 = 0o =00, 0<X<A,

. : . " . 2
valem, entao existem um nimero positivo i := p(\) e alguma funcao u = uy € C};)F com

loc
u < p satisfazendo (0.0.13).

Observacao 0.3. (a) Mais adiante serda mostrado que

Ay := mi 1

}, onde k > 0 é suficientemente grande;
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(b) O Teorema 0.3 completa os resultados principais em [64] em vdrios aspectos, por

exemplo, quando oy = 00 € 05 = 0, temos que (i) de nosso resultado aplica-se com A = 1.

Para demonstrar os teoremas principais anteriormente citados, utilizaremos a
técnica de sub e supersolugao em dominios limitados. Neste contexto, apresentaremos

alguns resultados que desempenharao papel chave neste trabalho.

Denote respectivamente por (;(a,€2) e wy(a,$2) o primeiro autovalor e a primeira
autofuncgao de

~Ayw=Ca(x)|w?w em Q, w=0 sobre 99,

onde © C RN um dominio limitado regular, a € C%*(Q), com a > 0 em Q, e (;(a,Q) é
dado por uma expressao semelhante a (0.0.9). Referimos o leitor [6] e suas referéncias.

Seja £ > 0 e considere o problema

—Apu =X\ a(z)o(u) +b(x) |Vul? em Q, u>/¢ em Q. (0.0.14)

Os resultados abaixo serao usados para produzir uma familia de subsolu¢ées para o

problema (0.0.1), com b =0 e b < 0.

Teorema 0.4. Sejam £ >0, 1 <p < N, A>0 eb=0. Suponha (0.0.2) e (0.0.8). Entdo

existem numeros nao-negativos Ao, A1 e Ao, tais que, se um dos conjuntos de condi¢oes

(i) (=0, 1<p<?2 0<oy<o00, 0<0s<o00, A <)< o0,

(ii)) =0, 2<p<N, O<<1(K;Q)<aogoo, 0< 00 <00, 0<A<Ag,
(iii) (=0, 0<09<00, 0s=0, A <A\< o0,

(iv) 0<l<m, 0g=0s=00, 0< <Ay,

(v) O0<l<oo, 1<p<?2 0<o09<o00, 0<0, <00, 0<A<o0,

(vi) 0<fl<oo, 2<p< N, 0<o0p<00, 0<0, <00, 0<A<Ay,

valem, entao existe uma funcio u = uy € CH(Q)NL>®(Q) satisfazendo (0.0.14) no sentido
das distribuicoes. Além disso, nos casos (iv), (v) e (vi), u = € sobre 9, com £ > 0 no

caso (iv).
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Observacao 0.4. Mostraremos adiante que

A= G <Z(’)Q) .

Teorema 0.5. Sejam £ > 0,1 <p< N, A>0,g=p eb<0. Suponha (0.0.2), (0.0.3) e
(0.0.8). Entao existem nimeros ndo-negativos Ao, A e Ao, tais que, se um dos conjuntos

de condicoes

(i) (=0, 1<p<?2 0<0y<00, 0<0m<o00, 20 << o0,
(ii)) =0, 2<p<N, O<%QO’Q)<00§OO, 0< 0 <00, 0<A<Ag,
(iii) (=0, 0<09<o00, 0u=0, 2A; <\ < o0,

(iv) 0</l<m, og=0s=00, 0< <Ay,

(v) 0<l<oo, 1<p<2 0<o09<00, 0<0, <00, 0<A<o0,

(vi) 0<fl<oo, 2<p< N, 0<o0p<00, 0<0, <00, 0<A<Ay,

valem, entdo existe uma funcdo u = uy € C'(Q)NL>(Q) satisfazendo (0.0.14) no sentido
das distribuicoes. Além disso, nos casos (iv), (v) e (vi), u = € sobre O, com £ > 0 no

caso (iv).
A seguir, consideraremos o problema

—Au=Xa(z)(oc(u)+|Vul?) em Q, u>0 em Q. (0.0.15)

O resultado que formularemos abaixo sera utilizado na demonstracao do

Teorema 0.3.

Teorema 0.6. Sejam £ =0, A >0 e 0 < ¢ < 1. Suponha (0.0.2) e (0.0.8) com p = 2.

Entao existem niumeros nao-negativos Ny e Ay tais que, se um dos conjuntos de condigoes

Q R
(i) O<Cl(g’ )<00§oo, 0<0s0 <00, 0< <A,
0
(i1) 00 = 0o =00, 0<X<A,

valem, entdo existe uma fungdo u := uy € C**(Q) N C(Q) satisfazendo (0.0.15).
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Com o objetivo de construir uma supersolugao para (0.0.1), estudaremos o problema

formulado abaixo

/|Vv|p_2 Vv V¢ dx > //\ a(x)o(v)p dr + /b(m) |Vo|? ¢ dz,
(0.0.16)

v>/( em RN, v(z) el l,

onde ¢ € C°(RN) e ¢ > 0.

Os resultados abaixo tratam dos casos nao-convectivo (b = 0) e convectivo (b < 0),

respectivamente.

Teorema 0.7. Sejam (>0, 1 <p < N, A>0 eb=0. Suponha (0.0.2) e (0.0.8). Entao

existem numeros Ao, Ay € (0,00) tais que, se um dos conjuntos de condigioes
(i) 0</l<oo0, 1<p<?2 0<o0p<0o0, 0<0, <00, 0<A<o0,
(i1) 0</l<oo, 2<p<N, 0<op<o0, 0<0, <00, 0<A<A,

(111) 0<l<m, 09g=00=00, 0<A<Ay,
valem, entao existem um nimero positivo pu := u(\) e uma fungdo radialmente simétrica

v:=wvy € CHRN)NC*(RN\{0}), com |v,|,, = p, satisfazendo (0.0.16).

O caso convectivo (b < 0) é uma consequéncia imediata do Teorema 0.7.

Corolario 0.1. Sejam ¢ > 0,1 <p< N, A >0,q¢=p eb<0. Suponha (0.0.2) e (0.0.8).

Entao existem nimeros Ao, As € (0,00) tais que, se um dos conjuntos de condi¢oes
(i) 0</l<o0, 1<p<2, 0<0p<00, 0<0,<00, 0<A<o0,
(i1) 0<l<oo, 2<p<N, 0<o0p<o0, 0<0, <00, 0<A<A,

(i1i) 0<l<m, 09g=0s=00, 0<)\<As,

valem, entao existem um niumero positivo u := u(\) e uma fungdo radialmente simétrica

v:=uvy € CHRN)NC*RN\{0}), com |v,| = p, satisfazendo (0.0.16).
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Com o objetivo de construir uma supersolugao para (0.0.13), considere o problema

—Av > X a(z) (o(v) +|Vo]?) em RN,
(0.0.17)
v>0 em RN, ov(z) e,

O resultado a seguir produzira supersolugoes adequadas para o problema (0.0.13).

Teorema 0.8. Sejam ¢ =0, A >0 e 0 < ¢ < 1. Suponha (0.0.2) e (0.0.8) com p = 2.

Entio existem Ao, A, € (0,00) tais que, se um dos conjuntos de condigoes
(i) 0<o09<o00, 0<00 <00, 0<A<A,,

(ii) 00 = 0oo =00, 0<X<A,
valem, entao existem um nimero positivo p = p(\) e uma fungao radialmente simétrica

v:=wvy € C*(RN), com |v)|, = u, satisfazendo (0.0.17).

E bem conhecido que as condigoes

/OO rM(r)dr < co (0.0.18)

/OO rM(r)dr = oo, (0.0.19)

sao respectivamente cruciais nas provas de existéncia e nao-existéncia de solucoes para o
problema (0.0.12). De fato, a condigao (0.0.18) é necessaria para a existéncia de solugao,

(cf. [42,43]) e suas referéncias.

Recentemente foi mostrado por Covei em [18] que (0.0.12) ndo tem solugao

radialmente simétrica se a é radialmente simétrica e (0.0.19) verifica-se.
O resultado abaixo completa [18] no sentido que aumenta a classe de fungoes o.

Teorema 0.9. Sejam 0 < ¢ < 1 e A > 0. Suponha (0.0.2), com 0 < 09 < 00 €
0 < 0o <00. Sea= M satisfaz (0.0.19), entdo (0.0.13) nao admite solug¢do radialmente

simétrica.
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Observacao 0.5. Alguns exemplos bésicos de fungoes o satisfazendo (0.0.2):
(a) e¥" +uP 4+ cost(u) +1,onde 0 < v,p < ocoerp € C*(R);
(b) v In"®(14u)+In®?(14+u)+uP+senh(u)+2, com p € C*(R), 0 < 7,p,q1, o < 00;
(c) w7 + arctan(u) + 7, com ¢ € C*(R) e 0 < v < o0.
Esta tese encontra-se organizada da seguinte maneira:

No Capitulo 1 provaremos dois resultados de sub e supersolucoes. O primeiro visa

estudar o caso b = 0 e o segundo visa estudar o caso b # 0.

No Capitulo 2 verificaremos o primeiro dos resultados principais (caso b = 0), isto

é, o Teorema 0.1. Com este objetivo demonstraremos também os Teoremas 0.7 e 0.4.

No Capitulo 3 provaremos os demais resultados principais (casos b < 0 e b > 0), isto
é, os Teoremas 0.2 e 0.3. Assim demonstraremos também o Coroléario 0.1 e os Teoremas
0.5, 0.6 e 0.8. Neste capitulo, encontraremos também a demonstracao do resultado de

nao-existéncia, isto é, o Teorema 0.9.

No Apéndice A apresentaremos as demonstragoes de dois Teoremas de sub e

supersolugoes no caso nao-singular, utilizados no Capitulo 1.

No Apéndice B apresentaremos algumas demonstragoes de afirmacoes e resultados

técnicos.

Enfim, no Apéndice C, encontraremos alguns resultados basicos utilizados neste

trabalho.



CAPITULO 1

Sub e Supersolucoes de Problemas
Singulares

Neste capitulo formulamos e demonstramos resultados sobre sub e supersolugoes
para problemas singulares. Tratamos separadamente os casos: nao-convectivo (b = 0) e o

caso convectivo (b # 0).

1.1 Equagoes Sem Termo Convectivo

Nesta secao apresentamos e provamos um Teorema de sub e supersolucao para

problemas possivelmente singulares da forma

—Apu =ay(x)o(u) em Q, u>0 em €, (1.1.1)

onde @ C RN ¢ um dominio limitado com fronteira regular 99, ay : © — (0,00) é
localmente Holder-continua e o é uma funcao suave. Enfatizamos que nosso principal

. , , . . s—0
mteresse € 0 caso em que o € smgular no zero, no sentido que O'(S) — OQ.



Primeiramente discutimos o problema de contorno (nao-singular) da forma

—Apu = g(z,u) em Q,
(1.1.2)
u =0 sobre 0f,

onde g : 2 xR — R satisfaz a bem conhecida condigao de Carathéodory e tem crescimento

subcritico, isto é,
lg(z,s)| <C(1+1s]"Y), (2,5) € 2xR, (1.1.3)
para alguma constante C' > 0 e algum ¢ € [1,p*), onde p* :=pN/(N —p)el <p < N.

Introduzimos as defini¢oes de sub e supersolugao para (1.1.2).

Uma fungio u € WP(2) N C(Q) é uma subsolugao de (1.1.2) se

/Q Va2 V- Vo do < /Q gz, u)p dn, 6 € Wi(Q), 6> 0,

u <0 sobre 09,

enquanto @ € WHP(Q) N C(Q) é uma supersolucio de (1.1.2) se

[ warva-vode> [ ganode o ewir@, o0
u >0 sobre 01,

O resultado auxiliar abaixo é conhecido e apresentaremos um esboco da sua

demonstracao no Apéndice A, que é baseada em Iriarte [40].

Lema 1.1. Suponha que g : Q x R — R satisfaz a condigao de Carathéodory e (1.1.3).
Sejam u,u sub e supersolugdo, respectivamente, de (1.1.2) tais que u < u em ). Entdo

existe u € Wy P(Q) N CH(Q), onde a € (0,1), tal queu <u <7 em Q e

/ IVulP > Vu -V do = / g(z,u)p dr, ¢ € WyP(9).
Q 0



Em seguida temos as definigoes de sub e supersolugao de (1.1.1).

Uma funcio u € WP(2) N C(Q) é uma subsolugao de (1.1.1) se

[ 19ur2u Vo i < [ av@otwo dn, o€ G, 020,
Q Q
u>0 em Q, wu=0 sobre 012,

enquanto @ € WH(Q) N C(Q) é uma supersolucio de (1.1.1) se

[1war e Vo ds > [ a@omeo dn, o€ @), 020,
Q Q
u>0 em Q uw>0 sobre 0f),

O principal resultado desta secao é apresentado abaixo e estende para o caso do
operador p-Laplaciano, (¢ nao dependendo do termo gradiente de u), o resultado de
Cui [19], o qual verifica-se para o operador Laplaciano. Referimos também o leitor o

resultado de Agarwal, Lu & O’Regan [2] para o caso p-Laplaciano com N = 1.

Teorema 1.1. Seja o : (0,00) — (0,00) uma fun¢ao C' satisfazendo (0.0.2) com
0<o0pg<o00el <oy <oo. Sejam u,u sub e supersolugdo, respectivamente, de (1.1.1)
satisfazendo u <u em Q e u > 0 sobre 0. Além disso, se 1 < p < N existe u € C*(Q)

comu < u <u em Q satisfazendo (1.1.1) no sentido das distribui¢des, isto €,

/ \Vul" > Vu - V¢ dz = / a)(z)o(u)p dx, ¢ € C(). (1.1.4)
Q Q

Demonstracao do Teorema 1.1. Para cada ¢ > 0 considere a fungao o, : R — (0, 00),

g(s)=0(s+¢€) se s>0 e os)=o0(e) se s<0,

e o problema associado
—Ayv = ay(z)o(v) em €,
(1.1.5)
v =0 sobre 0.

Note que o, satisfaz as hipéteses do Lema 1.1. De fato, fazendo

9e(,5) = ax(x)ac(s),



e observando que

0

o(s)  o(s+e) <1+ e>9 s

Pl (s +e)f s) s U

Se 1 < p < 2 entao § = (p — 1)® e assim usando (0.0.2) e recordando que

0 < 00 < 00, segue que ge(z, s) satisfaz (1.1.3). O caso 2 < p < N é andlogo.

Tomando € > 0 suficientemente pequeno, recordando que u > 0 sobre 0 e fazendo

V= u — €, temos
/ Vo' ?Vu-Vé de = / \Vu[" > Vu- Ve dx
Q Q
< [ a@otwe ds
Q

ax (m)UE(Q)Cb dx,

I
S

mostrando que v é uma subsolugao. Fazendo v := u — €, segue, por argumentos similares,

que ¥ é uma supersolucao (1.1.5) no sentido do Lema 1.1.

Seja ¢ € C5°(2). Pelo Lema 1.1 existe u, € WyP(Q) N CY(Q) tal que

(i) v<u.<v em £,

(1.1.6)
(ii) /Q V"> Vu, - Vo dx = /Qa)\(x)a(uE +€)¢ dx.

Seja {2} uma sequéncia de dominios suaves e limitados tais que

U C Ut e Q=[]
k=1

Tomando um inteiro k& > 1 tal que supp(¢) C €2 temos por (1.1.6)(ii),

/ V"> Vu, - Vo dx = / ax(z)o(ue + €)¢ dx. (1.1.7)
Qp Q

Por (1.1.6)(i)(ii) e por DiBenedetto [23] e Tolksdorff [63] (cf. Apéndice C, Teorema C.2),

existem « € (0,1) e uma constante C' > 0, independente de ¢, tais que

Vu(z)] <C e |[Vue(z) = Vuy)| < Cla —yl*, @,y € Q.



Fazendo € := 1/n e u, := u", segue que {u"} é limitado em C*(£);) e entdo existem
uma subsequéncia de {u"} denotada por {u}}, com a propriedade de {uf} C {up,,}, e

uma funcio u;, € CH(Qy) tal que

uf Bup em CHQp) e wup >0 em (.

Logo
\Vu2|p_2 Vup = \Vuk]p_Q Vu, em  C(Qy).

Utilizando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

VUl Vuy - Vo de 5 | |Vur”™> Vg - Vo da

Qp Qp

/ ax(z)o(uy +1/n)¢ dx = ax(z)o(ug)¢ dx.
Qe Qp

Usando (1.1.7) temos

V[P~ Vuy, - Vo da = / ax(z)o(ug)¢ d.

Q Q

Definindo u : 2 — (0, c0) por

temos

ueCH (), u>0 em Q u<u<u em .

Além disso, u também satisfaz (1.1.4). Isto termina a prova do Teorema 1.1.



1.2 Equagoes Com Termo Convectivo

Nesta secao apresentamos e provamos um Teorema de sub e supersolucao para

problemas possivelmente singulares da forma

—Apu = ay(z)o(u) + b(z) |[Vul’ em Q, u>0 em €, (1.2.1)

onde @ C RN ¢ um dominio limitado com fronteira regular 99, a) : © — (0,00) e
b: Q2 — R sao localmente Holder-continua e ¢ é uma funcao suave. Enfatizamos que o

. . . , s . . s—0
prmmpal mteresse € 0 caso em que o ¢ Smgular no zero no sentido que O’(S) — OQ.

Uma fungao u € C*(Q) é uma subsolucio de (1.2.1) se

/ \Vul" > Vu - Vo dr < / ax(z)o(u)p dr + / b(z)|Vul’ ¢ de, ¢ € CF(Q), ¢ >0,
Q Q

Q

u>0 em Q u=0 sobre 0f),

enquanto @ € C*(Q) é uma supersolucao de (1.2.1) se

/ |Vﬂ|p*2 Vu-V¢ dx > / ax(z)o(@)¢ dr + / b(z)|Val’ ¢ de, ¢ € C(Q), ¢ >0,
Q Q Q
u>0 em €, u>0 sobre 0f),

O principal resultado desta segao é

Teorema 1.2. Seja 0 : (0,00) — (0,00) uma funcao C* satisfazendo (0.0.2) com
0<o09g<o00el <oy <o0. Sejam u,u sub e supersolugdao, respectivamente, de (1.2.1)
satisfazendo u < uw em Q e u > 0 sobre 0. Além disso, se 1 < p < N existe u € C*(Q)

comu < u<u em ) satisfazendo (1.2.1) no sentido das distribuicoes, isto €,

/ \Vul|P > Vu - Vo dx = / ax(z)o(u)¢ dr + / b(z) |Vul’ ¢ dz, ¢ € CF (). (1.2.2)
0 Q Q

Este Teorema completa o de Cui [19], pois tratamos o caso para o operador

p-Laplaciano.



Para provar o Teorema 1.2 tratamos primeiramente de um resultado preliminar

para o caso nao-singular da forma

—Ayu = F(x,u,Vu) em Q,
(1.2.3)
u =0 sobre €,

onde F : O x R x RN — R satisfaz a conhecida condicio de Carathéodory e tem um

crescimento no seguinte sentido: existe uma funcao crescente ¢ : R — R tal que

[F(z,s,8)] < els]) (1 +[€]7). (1.2.4)

Introduzimos as defini¢ées de subsolugao e supersolugao para (1.2.3).

Uma funcao u € WH(Q) N C(Q) é uma subsolugao de (1.2.3) se

/ |Vy]p_2 Vu- V¢ dr < / F(z,u,Vu)p dz, ¢ € C;* (), ¢ >0,
Q Q
u < 0 sobre 0f),

enquanto @ € WH(Q) N C(Q) é uma supersolucio de (1.2.3) se

/ \Val’ > Vu- V¢ dx > / F(z,u,Vu)p de, ¢ € C;°(Q), ¢ >0,
Q Q
u >0 sobre 012,

Observe que, como u € WP(Q) N C(Q), |Vu| € LP(Q) e por (1.2.4), temos

F(x,u,Vu) € L'(2) de modo que as integrais acima fazem sentido.

O resultado abaixo é um caso particular de um Teorema geral devido a Boccardo,

Murat & Puel [9]. No Apéndice A apresentaremos um esbogo de sua demonstragao.

Lema 1.2. Suponha F : Q x R x RN — R satisfaz a condigdao de Carathéodory e (1.2.4).
Sejam w,u, respectivamente, sub e supersolu¢ao de (1.2.3) tais que u < w em Q. Entao

existe u € Wy (Q) N L=(Q), tal que u < u <7 em Q e

/ IVulP>Vu -V do = / F(x,u,Vu)p dz, ¢ € C°(R).
Q Q



Demonstracao do Teorema 1.2. Para cada ¢ > 0 considere a fungao o, : R — (0, 00),

oe(s)=o0(s+¢€) se s>0 e o.s)=o0(e) se s<0

e o problema associado

—Ayv = ay(z)o(v) + b(z) [Vul’ em Q,
(1.2.5)
v =0 sobre 0f),
Note que F.(x,s,€) satisfaz as hipéteses do Lema 1.2. Tomando € > 0 suficientemente
pequeno e fazendo v := u — € e ¥ := U — € segue que v,V sao, respectivamente, sub e

supersolugao de (1.2.5) no sentido do Lema 1.2.

Seja ¢ € C°(9). Pelo Lema 1.2 existe u. € Wy () N L®(Q) tal que

(i) v<u. <7 em

(1.2.6)
(ii) /Q|vueyp‘2 Vu, - Vo do = /Qa,\(x)a(ue +€)¢ dm+/gb(q:) Vu|” ¢ da.

Seja {2} uma sequéncia de dominios suaves e limitados tais que

Q_kCQk+1 € Q:UQk

k=1
Tomando um inteiro k& > 1 tal que supp(¢) C € temos por (1.2.6)(ii),

IVu "> Vu, - Vo de = /

ax(x)o(ue + €)¢ dr + / b(z) |Vuel’ ¢ de.  (1.2.7)
Q

972 Q

Por (1.2.6)(i)(ii) e por DiBenedetto [23] e Tolksdorff [63] (cf. Apéndice C, Teorema

C.2), existem « € (0,1) e uma constante C' > 0, independente de ¢, tais que

Vu(z)] <C e |[Vu(r) = Vu(y)| < Cla—y|*, z,y € Q.

Fazendo € := 1/n e u, := u", segue que {u"} é limitado em C**() e entdo existe
uma subsequéncia de {u"} denotada por {u}}, com a propriedade de {u}} C {u} ,} e

uma funcao uy, € C1(Qy) tal que

uf oy, em CHQp) e up >0 em €.



Logo

IVl P> Vu & [V’ > Vay, em C(Qy),

IVup|? 2 |VuP em C(Q).

Utilizando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

VUl Vuy - Vo de 2 | |Vurl”™> Vg - Vo da,

Qk Qk

/Q ax(x)o(uf +1/n)¢ do ax(z)o(ug)¢ dx

Q
e
/ b(z) |VupP ¢ de = [ b(x) [Vl ¢ dx
Qk Qk
Usando (1.2.7) temos
/ V"> Vy, - V¢ da = / ax(x)o(ug)¢ dx +/ b(z) |Vugl’ ¢ dx.
Qf Qp Qp
Definindo u : 2 — (0, c0) por
u(z) == ug(z), =€ Q,

temos

ueCHQ), u>0em Q, u<u<u em Q.

Além disso, u também satisfaz (1.2.2). Isto termina a prova do Teorema 1.2.



CAPITULO 2

Existéncia de Solucao no Caso
Nao-Convectivo

O alvo deste capitulo é demonstrar o Teorema 0.1 e iniciamos a secao seguinte
com a demonstragao da existéncia de uma supersolugao radialmente simétrica que decaia
para ¢ > 0 no infinito. A prova do Teorema 0.7 é baseada nos argumentos de Gongalves
& Santos [34], Gongalves, Melo & Santos [33] e Dinu [24]. Técnicas importantes para
encontrar solucoes radialmente simétricas de problemas singulares foram desenvolvidas
nos trabalhos de Pucci, Garcia-Huidobro, Manasevich & Serrin [54], Pucci & Servadei
[55].  Adicionalmente, referimos o leitor a Alves, Corréa & Goncalves [4], onde sao
tratados sistemas de equagoes singulares, Perera & Silva [53], onde sao utilizados métodos

variacionais, e suas referéncias.

2.1 Supersolucao Decaindo para ¢ > 0 no Infinito

Formulamos no Lema abaixo uma extensao para o p-Laplaciano de um resultado de
Zhang [67]. Enfatizamos que, em nosso caso, o resultado é mais geral também no sentido

de que o, pode ser positivo. O esboco de sua demonstracao sera dada no Apéndice B.

10
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Lema 2.1. Suponha que o : (0,00) — (0,00) é C! e satisfaz (0.0.2), com 0 < g9 < 00 €

0 < 05 < 00. Entdo existe uma fungio C*, T, : (0, 00) — (0,00), tal que

i 2 <y (0. s>
(i1) [}, € nao-crescente , (i11) FZ,U(S) X 0.

A seguir demonstramos o Teorema 0.7 que exerce um papel importante neste

trabalho.
Demonstracao do Teorema 0.7. A prova sera dividida em dois passos.
. . . 1o\t
Passo 1: Prova de (i) e (ii). Seja Ay = <m> Le
oo se 1<p<2;
A=

Ay se 2<p<N.

Tome A € (0, A*) e seja w := w) definido por

w@%:hh<a—KWﬁN£zNUﬂ$$r%ﬁ> (2.1.1)

segue que w(0) = AP Ta e além disso w(r) "=°0.

Seguindo argumentos encontrados em Gongalves & Santos [34], mostra-se que w satisfaz

— (VW' P2 = AeNTIM(r), 1> 0,
W (0)=0, we C'(0,00))N C*((0,00)).

Definindo
hoo(s) = s’ (Cy,(s)+1/s"), s>0,

segue facilmente que

(i) hoo(s)> sefzja(s) > o(s), (i) hos(s)/s” é decrescente,

(2.1.2)
h@,g(s) §700 o
s? >

— o0, (iv)



12

Considere a fungao

hoo(t+ ) i= (hoo(t +0) + )Y@ >0

Afirmamos que izgﬂ satisfaz

s hoo(t+ 0
) hoo(t+10) > ho(t+0YCD >0, (i M ¢ decrescente,
k) i) tp_l
i () 0 se 1 <p<2; (2.1.3)
(i) lim "v‘; —

ol se 2<p< N.

De fato, (2.1.3)(i) segue direto da definicio de hg,. Para mostrar (2.1.3)(ii),

observe que

(2.1.4)

o1 (t + )r—1? by

heo(t+10) (hg,(,(tw) + 1)1/“’—” ( e)P—l
Se 1 < p <2, temos que § = (p — 1)? e entao utilizando (2.1.4) e (2.1.2)(ii), obtemos

ho.o(t + 0)

pr= ¢ decrescente.

Se 2 <p < N, temos que § = p — 1 e entdo de (2.1.4), temos

ﬁ@,a(t + 6) . h@,a (t + E) 1 1 1/(p—1) . / p—1
tp—1 (t+ E)(P—l) (t+ g)p2—3p+2 + (t+ g)(p—l)Q + 7 .

Mas p? —3p+2 > 0, e assim (2.1.3)(ii) segue de (2.1.2)(ii) e da expressao acima.

Aplicando (2.1.2)(iv), temos

0 se 1<p<2;

t—o0 tp—1

~ 1

ho »(t hoo(t)+1\r1
lim —G’t( ) = tlim <—9’ () + ) =
o ollP g0 2<p< N

mostrando (2.1.3)(iii).
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Considere a fungao continua Hy, definida por

B 1 r—{ =1
Hy,(r) = / —dt, r>V/.
’ ar?=t o hy,(t+ 1)

Afirmamos que

00 se 1 <p<2;
. s r—00 .. i r—¢
(i) Hpo(r) — 1) (i) Hypo(r) — 0. (2.1.5)
@ (i) se 2 < p < N;

Para mostrar (2.1.5)(i)(ii), note que

li = 1
rirgo arp*1 rirgo a(p — 1)

r—~{ tp— 1
/ B .
o hoo(t+10) . 1 (1 €)p r

1 A
(—) se 2<p<N.

a(p—1) \ 0

De fato, a afirmacao segue analisando os casos 1 < p <2 e 2 < p < N separadamente e

usando (2.1.5)(i)(ii).

Pela definicao de ﬁg,g,

1 " 1 1
1/~ dt = A\i'Ta. (2.1.6)
W= Jo hgo(t+10)

Considere a func¢ao P : [0,00) x [/, u] — R definida por

1 s—/{ tp—l
P(t,s) = w(t) — 1/ "
P~ o ho o (t +0)
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Fazendo s =/
P(t,0) = w(t) >0 para t >0,

e por (2.1.1) e (2.1.6)

Y U
Pt p) = w(t) — 1/ — _dt<0.
W= Jo  heo(t+10)

Além disso por (2.1.3)(ii),

_ pyp—1
OP(t,s) _ 1 (s~ 0) <0, 5>0.
0s P hg o (s)

Agora, pelo Teorema da Fungao Implicita existe uma fungao v : [0, 00) — [¢, u| tal

que
P(r,v(r)) =0, r>0

o qual nos da

1 v(r)—~ =1
w(r) L — (2.1.7)
0

T o g0 (t + 0)

Derivando ambos os membros da equagao (2.1.7) com respeito a r obtemos

/ 1 (v—0pt,
wln) = Pt hgo(v) ")
y 1 (v—20)P1 , 1 i (v — )Pt o ()2
w'(r) = T T (o) (r) Mp_ldv( oo (0) ) v (r)]
Portanto
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Segue que

' ()P () =

Observe agora que

(or )i = () (55 e

Logo

(TN—1|WI(T>|p—2w/(T)>, _ (up1_1>10—1 <(U}~le_j():>l>p (TN_1|U/(T)|p_2U/<T)>/

N SN A W ARl Lo WO
- () (S (S o

Notando que por (2.1.3)(ii), temos
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segue que

(") 2 (1)@_”2 W0 (v e ()

% hgﬂ(v)p_l
Dai
) / / 1 (p—1)* _
(PP e) < = (SE) Rl )
< —rNTEXM(r) ho(v(r)), r>0.
Portanto
L (er\u’(r)w%’(r))' > A M(r) hoo(v(r)), r>0
rN-1 = o ’ )
isto é,

—Av > X a(r)hys(v) em RN\ {0}, (2.1.8)

no sentido cldssico, onde v := vy € CL(RN) N C?*(RN\ {0}).

Multiplicando (2.1.8) por uma fungao nao-negativa ¢ € C°(RN\ {0}) e integrando,

temos

/ Vo’ * Vo - V¢ da > //\ a(z)hoo(v(z))p do (2.1.9)

Os argumentos abaixo sao inspirados em [3,5]. Considere a fungao n € C* tal que

0<n<1,nx)=0sel|z|<len(z)=1se|z|>2.

Tome ¢ > 0 e considere a fungio ¥.(x) = n(x/e). Se ¢ € CF(RN) entdo
Ve € C(RN\ {0}). Trocando ¢ em (2.1.9) por esta fungao temos

/|Vfu|p2 Vv -V, d:E—l—/\Vv|p2 V-V dx > /)\ a(x)ho o (v(z)))ed de (2.1.10)
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Afirmamos que, fazendo ¢ — 0,

/|Vv\p_2 Vv - Voipe de — /|Vv\p_2 Vv - V¢ dx, (2.1.11)
/|W|p—2 Vo - Vipeo dz — 0, (2.1.12)
/ N a(2)hy o (0(2)) et dar — / X a(@)ho o (0(2))é da (2.1.13)

De fato, (2.1.11) e (2.1.13) segue como aplicacao direta do Teorema de Lebesgue. Retornando
a (2.1.12) e aplicando a desigualdade de Hélder, temos

<o/ |W|pdx)“* (/ de)i 2110

onde C' denota uma constante positiva. Seja z := /€ e n(z) := ¢(x(2)), dai

‘ / IVoP 2 Vo - Vibeo da

o _ o

€

82’]' 8xj

e [Vnl" =€ Vi’

e logo

</ |V1Z)E|pdx>p <C </ |Vn|pdz)p €7 0 quando € — 0,
|z|<2¢ |z]<2

e portanto (2.1.12) segue de (2.1.14). Fazendo ¢ — 0 em (2.1.10), usando (2.1.11)-(2.1.13)

e (2.1.2)(i) obtemos uma solugao no sentido das distribuigdes de (0.0.16).

Agora, como w(r) "=5 0 segue por (2.1.7) que v(r) "= ¢. Por outro lado, por

(2.1.1), w(0) = AT, e por (2.1.6) e (2.1.7) temos respectivamente

1 n—e tp_l 1 v(0)—¢ tp_l
w(0) = 1/ T e w(0) = 1/ T
wP= Jo h97g<t + E) HP 0 h9,0 (t + g)

Como o integrando é estritamente crescente, temos que v(0) = p. Dai usando o fato que

v é radialmente simétrica, inferimos que |v)|,, = p. Isto termina a prova dos itens (i) e

(ii).
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Passo 2: Prova de (iii). Considere a fungao ¢ : (0,00) — (0, 00) definida por

o(s), se 0<s<m,

o(s) = (2.1.15)
Imﬂsg, se s> m.

onde I,,, 9 ¢ definido na pédgina xiii. Note que ¢ € C* e satisfaz

Além disso, qualquer solucao de

—Ayv > Na(z)p(v) em RN,
v>/( em RN, o(x) i l, v<m,

é também solugao de (0.0.16). Seja

ho,(s) i= s’ (T5.,(s) + 1/s"), s>0.

Temos que
h
i) hgo(s) > sT% (s) > o(s), (i 06(5) é decrescente,
P 0,0 g9
oon o o(S) s— ho.o(8) s—oo
(iii) 9’::6( ) s 00, (iv) 9’:6( ) — I
Seja
N 1 r—{ tp—l
Hy,(r) = / —dt, r>{( 0</l<m.
’ Oé?”pil 0 hg#,(t + 6)
onde
hoo(t +€) = (hg ot +€) + 1)V ¢ >0,
Considere
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Por argumentos similares feitos no Passo 1, temos

hoo(t 4 0)

(1) ho(t+0) > ho (t+0O)Y®D ¢ >0 (i) =

é decrescente,

~ 0 se 1<p<2;
(iii) lim h@%ﬁ) - (2.1.16)
- [V ge 2 <p< N

m,0

o se 1<p<2;
o .

(iv) Ho, =2 (v) Hyulr) =0,

/\§,¢ se 2<p<N.

onde

1 1 \#1
A= .
" alp—1) (Im,0>

Se A € (0, Ay) entdo APT < Hy.,(m). Por (2.1.16)(iv)(v) existe p := u(\) € (¢,m]

tal que ]:Ig,go(,u) = /\ﬁ, onde tomamos o menor 4 tal que

1 pt gl 1
1 / ~—dt = )\pTlOé
P 0 ho.(t +¢)

A prova agora segue por argumentos como no Passo 1. Isto termina a prova do

Teorema 0.7.

2.2 Solucgoes Positivas de Problemas em Dominios
Limitados

O principal propésito desta segao é provar o Teorema 0.4. Utilizamos alguns
resultados auxiliares. Para comecar, o Lema abaixo é uma extensao para o p-Laplaciano

de um resultado de Zhang [67] e sua demonstragao se encontra no Apéndice B.
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Lema 2.2. Suponha que o : (0,00) — (0,00) é C! e satisfaz (0.0.2), com 0 < g9 < 00 €

0 < 05 < 00. Entdo existe uma fungio C*, I . : (0,00) — (0,00), tal que

i) %>, >0,

s—0

(i) 1, € nao-crescente , (iii) Ij . (s) — oo.

Demonstracao do Teorema 0.4. Prova de (i). Seja

[\1 — Cl (a’ Q) 7

00

(2.2.1)

e tome A € (Ay,00). Fazendo (;(Aa) := (1(Aa,Q), wyy = w;i(Aa, Q) e recordando que

wy ) € C1*(Q), temos

—Aywy\ = (1(Aa) Aa(x) |w17,\|p72 wy ) em £,

wiy >0 em , w; =0 sobre Of.

Como a > 0 sobre 0 e

existe 6 := §(\) € (0,1) tal que

Ijo(s) = Gi(Aa), s €(0,0).

(2.2.2)

(2.2.3)

Seja u = cwy )y, onde ¢ > 0 é uma constante. Afirmamos que u é uma subsolucao de

(0.0.14) com ¢ = 0, no sentido do Teorema 1.1, se ¢ é tomado suficientemente pequeno.

De fato, seja

O<e<
max wy
Q

e tome ¢ € C5°(Q2) tal que ¢ > 0. Usando (2.2.2), (2.2.3) e (2.2.1)(i), temos

/|Vg|p2VQ-V¢ dr < /Aa(z)lg,a(cwly,\)(cwly,\)p_lgb dx
Q 0

< Axmmdw¢m.
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Por outro lado, a fungao @ := vy, onde v, é dada pelo Teorema 0.7 (i), satisfaz

/ \Val’ > Va - Vo dr > / A a(z)o(u)¢ dx,
@ @ (2.2.4)

ueCYQ), u>0 em Q.
mostrando que 7 é uma supersolugao de (0.0.14) com ¢ = 0, no sentido do Teorema 1.1.

Afirmamos que u < uw em 2. De fato, escolhendo ¢ suficientemente pequeno tal

que
1

(clwip] )Pt > a(ha)

Seja
Bez:={x € Q | cw(z)>u(z)}.
E suficiente mostrar que B.z = (). Primeiramente note que EC,H C Q. Faca
wy = (cwy )P, e wy = (u)?

no Lema C.4 (cf. Apéndice C). Usando (2.2.4) e recordando que 6 = (p — 1)?, temos

0 S / {—AP(C’WL)\) + Apu} ((ch,\)p —ﬂp) d
Bc,ﬂ

(cwyy)p=t  wP!

< [ Ao . (ra) — Hoe(®)

- I (v)p1:| ((cwrn)P —u”) dx

[ (p—1)? 1
= /Bc,u Aa(z) | Grae) - UUPT (F;,G(U) + 1;(10—1)2)] ((cunp)? — ) dx

< /Bc,u A a(z) -Cl()\a) — /Up_11:| ((cwy\)P —P) de,

< /B RXCICEOR ;} (cwnn)? — ) dz < 0,

(¢ fwial )P

o que é impossivel. Isto mostra que B.z = @), provando a afirmagao.
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Como consequéncia do Teorema 1.1, existe uma fungao u € CY(Q) N L>(Q)

satisfazendo (0.0.14) no sentido das distribuicoes e

cwry <u<vy, em .

Prova de (ii) Tome A € (0,Ay). Como

Cl <a7 Q)
Ao

= (1(Aoa, ) > ((Aa),

og >

e a > 0 sobre €, existe § := §(\) € (0, 1) satisfazendo (2.2.3). Procedendo como na prova
de (i) segue que u := cwi é uma subsolu¢ao de (0.0.14) com ¢ = 0, no sentido do

Teorema 1.1.

Seja T := vy, onde vy é dado pelo Teorema 0.7 (ii). Segue que U satisfaz (2.2.4) e
entao u é uma supersolugao de (0.0.14) com ¢ = 0, no sentido do Teorema 1.1. O restante

da prova segue como na prova de (i).

Prova de (iii) Note primeiramente que 0o, = 0. Tome Ay = oco. A prova segue
as mesmas linhas das provas dos itens (i) e (ii), considerando separadamente os casos

l<p<2e2<p<o.
Prova de (iv) Neste ponto observe que qualquer solu¢ao do problema
—Apu = X a(z)p(u) em £,
u>{¢ em Q, u<m,

onde ¢ foi definida em (2.1.15), é uma solugao de (0.0.14) e ainda, o problema acima é

equivalente ao problema

—Apz=Xa(x)p(z+ () em Q,
(2.2.5)
z>0 em Q, z<m-—V/.

Notando que

o e T

o(s+0) <p(8+€)( 5)983000
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existe um 0 := () € (0,1) tal que

I; () > Ci(Aa), s€(0,0).

Fazendo z = cw; , e procedendo como nos itens anteriores, temos

/|Vg\p_2 Vz-Vodr < //\a(x)go(g—}—ﬂ)gb dz, ¢ € CF(Q), ¢>0.
Q Q

Por outro lado, a fungao z := vy — ¢, onde v, é dada pelo Teorema 0.7 (iii), satisfaz
/ VERVE Ve de > / X a@)p(z + 06 dr, ¢ e CR(Q), ¢ >0,
Q Q
zeCYQ), 2>0 em Q.

Afirmamos que z < Z em 2. De fato, escolhendo ¢ suficientemente pequeno tal

que

1
(clwipl, +€)P~

1 > Cl()\a),

e procedendo como nas provas dos itens (i) e (ii), mostramos que z e Z sao sub e

supersolugao de (2.2.5), no sentido do Teorema 1.1.
Se ¢ = 0, pelo Teorema 1.1 existe uma funcao z € C*(2) N L>(Q) tal que
cwiy <z<wvy em
satisfazendo (2.2.5) no sentido das distribuigoes.
Se ¢ > 0, pelo Lema 1.1 existe z € C*(Q) N W, (), onde a € (0,1) tal que
cupy <z<wvy—L0 em
satisfazendo (2.2.5) no sentido fraco.

Portanto, fazendo u := z + ¢ segue que v € C*(Q2) N L>(Q) satisfazendo (0.0.14)
e, se £ > 0, entao

cpy+l<u<vy<m em €,

e u = ¢ sobre 0f).
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Prova de (v) e (vi) A prova segue os mesmos argumentos das provas dos itens (iv),

(i), (ii). Isto termina a prova do Teorema 0.4.

2.3 Demonstracao do Resultado Principal: Teorema
0.1

Prova de (i). Scja

C1<(Z, B) .

0o

A=

Tome A € (A1, 00) e um inteiro k£ > 1. Considere o problema

—Apu=Xa(r)o(u) em By, u>{ em By, (2.3.1)

onde B, é a bola de raio k centrada na origem do RN.

Usando as hip6teses do Teorema 0.1 (i) temos

00 > C1<a7 B) > Cl(a’ Bk)

A A

Pelo Teorema 0.4 (i) com 2 = By, (2.3.1) admite uma solugao

Up € Cl(Bk) N Loo<Bk>
satisfazendo

O<u<ur<vy<p

onde u é a subsolugao correspondente a {2 := By e v, é a funcao dada pelo Teorema 0.7 (i).

Agora provaremos algumas estimativas sobre {u;}. Seja ¢ € C5°(RN) e tome um

inteiro k1 > 1 tal que supp(¢) C By,. Tome um dominio limitado Q@ € RN tal que

supp(¢p) C Q CC By,.
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Afirmamos que
{|uk|01,a(m}k_k1 ¢ limitado. (2.3.2)
De fato, fazendo €2 = By, no Teorema 0.4 (i) e tomando k > k; afirmamos que
0 < Uy, <up em Bkl, k> k.

A afirmacao é verdadeira para k = k;. Suponha, por contradicao, que existe kg > ki e

considere o conjunto

Apo iy = {x € By, | gkl(x) > uko(x)}

E suficiente mostrar que Ay, », = 0. Faca
wy = (cw\)? e wy = (ug,)”

no Lema C.4 (cf. Apéndice C). Recordando que 6 = (p — 1)? temos

0 < /
Akoykl

/A el {Cl(m _ (k) } () — ) do.

(uko)p !

—Ap(cwy ) Apug,

(cwy z )Pt uigl

((cwu)p — uio) dx

IN

o (uky (7)) < ho o (up, (7))

temos

r 0
0 < / A a(@) [G(ha) — —2 (Fz,g<uko> + %)} ((cwin)” —up, ) dz,
Ak ky L

(uko )pil U,

IN

/ Aa(z) |G (Aa) — p1_1] ((cwr\)P —ufy ) da < 0,
Ak,

o que é impossivel. Isto mostra que Ay, , = 0, provando a afirmagao.
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Agora seja
pre(x) == X a(z)o(ug(x)), =€ By, k>k
em (2.3.1) e note que py € L*®(By,).

Por resultados de DiBenedetto [23] e Tolksdorff [63] (Teorema C.2, cf. Apéndice C) existe

uma constante positiva C, independente de k, tal que

[Vup(z)| <C e [Vuy(z) = Vu(y) < Cle —y|*, 2,y €Q,
mostrando (2.3.2).
Usando a imersao compacta
Che Q) = CY(Q),

existe uma funcio u := ug € C1(Q) tal que up — u em C*(Q) e, passando o limite em

(2.3.1), obtemos

/ IVulP > Vu - Ve de = / Aa(z)o(u)g de, ¢ € C(Q).
Q Q

Como RN = |J By, temos, aplicando o conhecido processo da sequéncia diagonal de
Cantor, que existe uma subsequéncia, ainda denotada por {uy}, tal que a fungao definida

por
u(z) = lilgnuk(x), z € RN

pertence a C*(RN) e satisfaz (0.0.1) no sentido das distribuicoes.

Prova de (ii). Seja A € (0,Ap). Usando as hipdteses do Teorema 0.1 (ii) temos

Cl(av B) > Cl(aa Bk)
AO - AO

oy > , k>1.
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Pelo Teorema 0.4 (ii) com Q = By, (2.3.1) admite uma solugao

U € Cl(Bk) N LOO(Bk)

Além disso, temos
O<u<u,<wvy<pu
onde u é a subsolucao correspondente a 2 := B, e v, é a funcao dada pelo
Teorema 0.7 (ii). A prova de (ii) agora segue como no item (i).
Prova de (iii). Recordando que 0o, = 0. Faca Ag = oo.

Tome A\ € (A1, 00). A prova segue as mesmas linhas dos itens (i) e (ii), considerando

separadamente os casos 1 < p<2e 2 <p<oo.

Prova de (iv). Seja A € (0,Ay). Pelo Teorema 0.4 (iv), o problema (2.3.1) admite uma
solugao

U € Ol(Bk) N LOO(Bk)

e além disso,

O0<u<u,<wvy<m.

O resultado segue procedendo como na prova do item (i).
Prova de (v), (vi). Segue os mesmos argumentos como nas provas dos itens (i) e (ii).

Isto termina a prova do Teorema 0.1.



CAPITULO 3

Existéncia e Nao-Existéncia de
Solucao no Caso Convectivo

Neste capitulo tratamos do problema (0.0.1) com b # 0, observando assim uma
caracterfstica importante, que é a presenga do termo de convecgao |Vu|?. Tratamos

separadamente os casos b < 0 e b > 0.

3.1 Existéncia: Termo Convectivo com Coeficiente
Negativo

Nesta secao demonstramos o Teorema 0.2 e também o Corolario 0.1.
Demonstramos também o Teorema 0.5, que tem o objetivo de construir uma subsolucao

adequada.

Demonstracao do Corolario 0.1. Note que qualquer solucao do problema

/\WV’? Vv -V dx > /)\ a(z)o(v)¢ dr,
v>( em RN, wv(x) el o0 l,

também ¢é solugao do problema (0.0.16), pois neste caso, temos que b(z) |Vul” < 0.

28
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Portanto, o resultado segue a partir do Teorema 0.7. Isto termina a demonstragao do

Corolério 0.1.
O

Agora demonstraremos o Teorema 0.5, o qual é uma adaptacdo do método em

Dinu [25], isto ¢, usaremos novamente a técnica de sub e supersolugoes.

Demonstracio do Teorema 0.5. Prova de (i). Tome A € (2A;,00). Fazendo

G(Aa) == G (Aa, Q) e wy = wi(Aa, Q) e tal que satisfaz a equagao (2.2.2).

Como a > 0 sobre Q e

oo > w = 2C1(/\(I),
existe § := d(A) € (0,1) tal que
I; ¢(s) = 2Ci(Aa), s €(0,9). (3.1.1)

Seja u = cwy », onde ¢ > 0 é uma constante. Afirmamos que u é uma subsolugao
de (0.0.14) com ¢ = 0, no sentido do Teorema 1.2, se ¢ é tomado suficientemente pequeno.

De fato, queremos mostrar que
[ 19up Vi Vo do+ [ 30 Vulto do < [ Natwows dr, o€ CE@, 020,
Q Q Q
onde b := —b > 0. Observe que é suficiente mostrar que

(i) /Q IVu"*> Vu -V dr < %/Q)\ a(z)o(u)¢ dz,
(3.1.2)

@) [ o) Va6 ds < 5 [ Naw)o(we de
Afirmamos que u satisfaz (3.1.2)(i) se

O0<e< .
max wy
Q
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De fato, tome ¢ € C3°(Q2) tal que ¢ > 0. Usando (2.2.2), (3.1.1) and (2.2.1)(i), temos

1
/ |Vg\p_2 Vu-Vodr < 5/ A a(:c)Ig’U(ch,\)(cwl,)\)p’% dx
Q Q

1

5/9)\ a(x)o(u)e dr,

IN

provando (3.1.2)(i).

Agora, para mostrar (3.1.2)(ii), temos por (0.0.3) que existe ¢ € (0, 1] tal que

2 (Vwy|? < o(cowrn).

Aa

[e.e]

Entao, para ¢ € (0, 1],

2 201G e ) < 268

Aa(z) [VwialZ, < o(cowry). (3.1.3)

o0

Agora, multiplicando (3.1.3) por ¢ € C§°(2) e integrando sobre €2, temos (3.1.2)(ii).

Por outro lado, a funcdo @ := vy, onde v, é dada pelo Corolério 0.1 (i), satisfaz

/ \Val’ > Vi - Vo dz > / Aa(x)o(u)p de + / b(z) |Vu|? ¢ du,
@ @ @ (3.1.4)
ueCl(Q), u>0 em

mostrando que @ é uma supersolugao de (0.0.14) com ¢ = 0, no sentido do Teorema 1.2.

Procedendo como no Teorema 0.4, concluimos que u < @ em ().

Como consequéncia do Teorema 1.2 existe uma fungao u € C*(2) N L>°(9) tal que
cwy <u<vy, em
satisfazendo (0.0.14) no sentido das distribuigoes.

Prova de (ii). Tome A € (0,Ay). Temos que

oo > %“OQ) — 201 (Ao, Q) > 2¢(Na).



31

Observando que a > 0 sobre (2, existe § := §(\) € (0,1) satisfazendo (3.1.1).
Procedendo como na prova de (i), segue que u := cw; ) é uma subsolugao de (0.0.14) com

¢ =0, no sentido do Teorema 1.2.

Seja u := vy, onde vy é dado pelo Corolario 0.1 (ii). Segue que u satisfaz (3.1.4) e
entao u é uma supersolugao de (0.0.14) com ¢ = 0, no sentido do Teorema 1.2. O restante

da prova segue como na prova de (i).

Prova de (iii). Note primeiramente que o, = 0. Tome Ay = oo. A prova segue
as mesmas linhas das provas dos itens (i) e (ii), considerando separadamente os casos

l<p<2e2<p<oo.
Prova de (iv). Neste ponto observe que qualquer solu¢ao do problema
—Ayu = X a(z)p(u) +b(z) [Vul? em Q,

u>{C em Q, u<m,

onde ¢ foi definida em (2.1.15), é uma solugao de (0.0.14). Além disso, observe que o

problema acima é equivalente ao problema

—Apz =Xalx)p(z+0) +b(x) |[Vz]? em Q,
(3.1.5)
z>0 em Q, z<m-—V/.

Notando que

(st 0)

o(s+0)  p(s+10) (1+€>953000’
s
existe um 0 := () € (0,1) tal que
Iy ,(s) > 2Ci(Aa), s €(0,9).
Fazendo z = cw; ) e procedendo como nos itens anteriores temos
/Q IVz[P>Vz V¢ dx + /Q b(z)|Vz)? ¢ do < /QA a(z)p(z + )¢ du,

onde ¢ € C§°(2), ¢ > 0.
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Por outro lado, a funcao z := vy — ¢, onde v, é dada pelo Corolario 0.1, satisfaz

/ IVZ[P*Vz V¢ dx > / Aa(x)p(Z+ )¢ do + / b(z)|Vz|? ¢ dr,
Q 0

Q
zeCHQ), 2>0 em Q,
onde ¢ € C§°(Q2), ¢ > 0.

Como feito na demonstracao do Teorema 0.4, temos que z < Z em 2. Procedendo
como nas provas dos itens (i) e (ii) mostramos que z e Z sao sub e supersolugao de (3.1.5),

no sentido do Teorema 1.2.

Se ¢ = 0, pelo Teorema 1.2 existe uma funcao z € C1(2) N L>() tal que
cwy <z<wvy em

satisfazendo (3.1.5) no sentido das distribuigdes.

Se £ > 0, pelo Lema 1.2 existe z € C*(2) N W, ?(Q), onde o € (0,1) tal que
cunpy <z<wvy—L0 em
satisfazendo (3.1.5) no sentido fraco.

Portanto, fazendo u := z + £ segue que z € C*(Q2) N L>(Q) satisfaz (0.0.14) e, se
¢ > 0, entao

cpy+l<u<vy<m em

e u = ¢ sobre 0f).

Prova de (v) e (vi). A prova segue os mesmos argumentos das provas dos itens (vi),

(1), (ii). Isto termina a prova do Teorema 0.5.
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Demonstracao do Teorema 0.2. Prova de (i). Tome A € (2A;,00) e um inteiro

k > 1. Considere o problema

—Ayu= X a(z)o(u) +b(z)|Vul? em B, wu>{ em By, (3.1.6)
onde B, é a bola de raio k centrada na origem do RN.

Usando as hip6teses do Teorema 0.2 (i) temos

2C1(CL, B) > 2C1(a, Bk)
A - A

og >

Pelo Teorema 0.5 (i) com ©Q = By, (3.1.6) admite uma solugao ux € C*'(By,) N L>(By,)

satisfazendo
0<u<u, <wvy<p,

onde u é a subsolugao correspondente a 2 := By, e v, é dada pelo Corolério 0.1 (i).

Agora provaremos algumas estimativas sobre {u;}. Seja ¢ € C°(RN) e tome um

inteiro k; > 1 tal que supp(¢) C Bg,. Tome um dominio limitado Q C RN tal que
supp(¢) C Q CC By,.
Afirmamos que
{|uk|cl’a(9)}zok1 é limitado. (3.1.7)
De fato, fazendo 2 = By, no Teorema 0.5 (i) e tomando k > ky, afirmamos que
0<wy, <wup em By, k=>k.

Agora seja
pr(x) = X a(x)o(up(z)) + b(z) |Vur(x)|?, =€ By, k>k

em (3.1.6) e note que

|ox] < efux]) (1 + [Vug]*) .
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Por resultados de DiBenedetto [23] e Tolksdorff [63] (cf. Apéndice C, Teorema

C.2), existe uma constante positiva C, independente de k, tal que
Vup(z)] <C e [Vup(z) = Vur(y)| < Cla —yl*, z,y€q,
mostrando (3.1.7).
Usando a imersdo compacta C1%(Q) — C(€), existe uma funcio u := ug € C1(Q)

tal que u, — u em C'(Q) e, passando o limite em (3.1.6),

/ Vul" > Vu -V dr = / Aa(z)o(u)d de + / b(z) |Vu|?¢ dz, ¢ € C(Q).
Q Q

Q

Como RN = J By, temos, aplicando o conhecido processo da sequéncia diagonal de Cantor,

que existe uma subsequéncia, ainda denotada por {u}, tal que a fungao definida por
u(z) = h}gnuk(a:), r € RN,
pertence a C*(RN) e satisfaz (0.0.1) no sentido das distribuigoes.

Prova de (ii). Seja A € (0,Ap). Usando as hipdteses do Teorema 0.2 (ii) temos

> 2(1(&, B) Z 2{1(@, Bk)7
Ao Ao

(o) kZl

Pelo Teorema 0.5 (ii) com Q = By, (3.1.6) admite uma solucao
up € C1(By,) N L>®(By).
Além disso, temos
0<u<u, <wvy<p,
onde u é a subsolucao correspondente a 2 := B, e v, é a funcao dada pelo

Corolario 0.1(ii). A prova de (ii) agora segue como no item (i).

Prova de (iii). Recordando que o, = 0, faga Ag = oco. Tome A € (A}, 00). A prova
segue as mesmas linhas dos itens (i) e (ii), considerando separadamente os casos 1 < p < 2

e2<p<oo.

Prova de (iv). Seja A € (0,As). Pelo Teorema 0.5(iv), o problema (3.1.6) admite uma
solucao

Ur € Cl(Bk) N Loo(Bk>
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e além disso,

0<u<ur<wvy<m.

O resultado segue procedendo como na prova do item (i).
Prova de (v), (vi). A prova segue os mesmos argumentos das provas dos itens (i) e (ii).

Isto termina a prova do Teorema 0.2.

3.2 Existéncia: Termo Convectivo com Coeficiente
Positivo

Comecaremos a secao demonstrando o Teorema 0.8.

Demonstracao do Teorema 0.8. Passo 1: Prova de (i). Seja

U(r) = rl_N/ tNTIM(t)dt, Y or > 0.
0

Pela condi¢ao (0.0.8) com p = 2 e, pela regra de L’Hopital, temos que

lim ¥(r) = lim ¥(r) = 0.

r—0 —00

Logo, ¥ ¢é limitado em (0, 00) e assim pode ser estendido para a origem tomando

U(0) = 0. Por outro lado, integrando ¥ de 0 a oo, temos por (0.0.10) que

/ U(r)dr=lim [ ¥Y(r)dr=a < .
0

r—oo [o

Sejam

k = max {3, [2 max W(r)] ﬁq}

r>0

' 1
Ag=min{1,— 1.
=it}
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Tome A € (0, Ag] e defina w := wy, por

00 t
w(r) = k)\/ [th/ sNTIM(s) ds|dt, v > 0.
r 0

Segue que w(0) = kAa e w satisfaz

—Aw =k X M(|z]) em RN,

(3.2.1)
w>0 em RN w(|z]) e,
Definindo
ho(s):=s(h(s)+1/s), s>0,
segue facilmente que
(i) ho(s) > sT%i(s) > o(s), (ii) he(s)/s é decrescente,
(3.2.2)
i) ) 0 o iy Pl o
s s
Considere a fungao continua H, definida por
1 " t
H,(r) = dt, 0.
(r) kar/o ho(t) +1 "
Afirmamos que
r—00 1 . T—
(i) H,(r) =3 T (ii) H,(r) =0. (3.2.3)

As provas de (3.2.3)(i)(ii) sao feitas através de cédlculos simples de limites. Mostraremos

o item (i):

1 " r 1
li dt = lim — = .
oo kar /0 ho() 10 s kahy(r) +1  kaow

Agora segue como consequéncia de (3.2.3)(i)(ii) que para cada A € (0, Ag] existe

algum p € (0, 00) tal que

Por definicao de H,,

neot
| it = k) 2.
u/o he(t) +1 “ (3:24)
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Considere a funcao P : [0,00) x [0, u] — R,

Pts) = w(t) — ~ /0 #dt.

Iz )+1
Temos que
P(t,0) = w(t) >0, para t>0,
e por (3.2.4),
1 (e
Pt ) =w(t) — = dt < 0.
R e i
Por outro lado,
OP(t,s) 1
= —— <0 >0
Js phe(s)+1 00

Logo, existe uma fungao v : [0,00) — [0, u] tal que
P(r,u(r)) =0, r>0,

o qual nos da

Note que
v(lz]) < p.

Agora, derivando (3.2.5) com respeito a r, temos

————u(r) =k A p¥(|z])

1_ v w,1d (L) WP =

whe(v) 41 pwdv \ hy(v) +1
Como
he 1
(v) + é decrescente em v,
v
segue que
v// < /.,Lho-(/U) + 1 "

he(v) + 1.

(3.2.5)

(3.2.6)
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Recordando que v e w sao radialmente simétricas, inferimos que

he(v) +1
v

Av<p Aw.

Usando a equagao em (3.2.1) e a expressao (3.2.6), temos

1
Av > muMumD%
h
> +1

= Xa(x) (hy(v)+ 1)+ X a(z)|Vv|?.
e, por (3.2.2)(i), temos

~Av > Xa(z) (o) +|Vu|!) em RN

A a(z) (he(v) +1) + X a(z) )\ku%

W(l])

q

Agora, como w(r) = 0, segue por (3.2.5) que v(r) — 0. Por outro lado, w(0) = kAo,

e por (3.2.4) e (3.2.5), temos respectivamente que

1

0 ' t d 0 L ¢ d
== —at S — .
“(0) u/o ROFS LA M/O ROES!

Como v(0) = p e v é radialmente simétrica, inferimos que |v)|o = p. Isto termina a prova

do item (i).

Passo 2: Prova de (ii). Considere a fung¢ao ¢ : (0,00) — (0, 00) definida por

o(s), se 0<s<m,
p(s) =
I,08, se s > m.

Note que ¢ € C! e satisfaz

Além disso, qualquer solucao de

—Av > X a(z) (p(v) +|Vol?) em RN,

v>0 em RN, o) i 0, v<m,

(3.2.7)
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é também solugao de (0.0.17). Fazendo

ho(s) == s (Th(s)+1/s), s>0,

temos que
h
(i) hy(s) > sT > w(s), (i) hols) é decrescente,
s
) "o () R,
s s

Tome k como na prova do item (i). Seja

1 " t
H = dt
o) kar /0 ho(t)+1 r>0,

e note que H, é crescente em 7.

Por argumentos similares aos da prova do item (i) temos que

1
k’CYIm’Q ’

(i) H,(r) =" (ii) Hy(r) =" 0.

Seja
Ay == min {1,H,(m)}

(3.2.8)

e tome A € (0,A,]. Por (3.2.8)(i)(ii) existe p := u(\) € (0,m] tal que H,(u) = . Note

que
1

T
— ——dt = k).
1 /0 hg(t) +1

Agora a prova segue como na prova do item (i). Isto termina a demonstragao do

Teorema 0.8.

Demonstracio do Teorema 0.6. Prova de (i). Tome A € (0, Ag]. Como

Cl (CL, Q)
Ao

o9 > = (1(Aoa, ) > (1 (Aa),

existe d := d(\) > 0 tal que

I;(s) = G(Aa), s €(0,0).
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Seja u = cw; ) onde ¢ > 0 é uma constante. Afirmamos que u é uma subsolugao de

—Au=Xa(z)(oc(u)+|Vu|?) em Q, ©u>0 em Q u=0 sobre 99, (3.2.9)

se ¢ é tomando suficientemente pequeno. De fato, seja

0<e< ——.
max wi
Q

Dai segue que

—Au = Xa(x)G(Aa)(cwry) < Xa(z)li(cwyy)(cwy )

< A a(z)o(w) < Aa(z) (o(w) +[Vul).

Por outro lado, a fungao w := vy, onde v, é dada pelo Teorema 0.8 (i), satisfaz

—Av > a(x) (o(v) + |[Vo|?) em RN,

v>0 em RN, o(z) e,
Logo w := v, é uma supersolugao de (3.2.9). Agora, provaremos que

u<u em .

De fato, suponha o contrario, isto é, que existe g € €2 tal que u(xg) < u(xg). Entao,

sup (In(u(r)) — In(u(z)))

e

existe e é positivo em €2. Neste ponto, temos

Y (in(u(x0)) — In(i(xo))) = 0
A (In(u(zy)) — In(T(xo))) < 0.

Como I} é nao-crescente, temos

o(u(ay))

Lo((zo)) 2 T (u(an) = = 05
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Entao obtemos

A (in(u(ea)) ~ Infa@) = S22 - "ulzo)

he (u(0)) 0(@(160))} n |Vﬂ($o)|q>

a(ro)  w(zo) (o)

v
>
Q
—~
8
N
/N

olatro)y | L [Vt

u(zo) u(zo)

> 0,

o que é uma contradigdo. Portanto u < @ em 2. Pelo Lema C.6 (cf. Apéndice C), a prova

do item (i) estd completa.

Prova de (ii). Neste ponto observamos que qualquer solugao do problema

—Au= X a(z) (¢(u) + |Vul?) em Q,
(3.2.10)
u>0 em Q, u<m,

onde ¢ foi definido em (3.2.7), é solucao de (0.0.15).

Notando que
©(s) 20 o
s

existe algum § := d(\) > 0 tal que
I7(s) > Gi(Aa), s €(0,9).

Procedendo como antes, na prova do item (i), segue que u = cw; \ ¢ uma subsolucao de

—Au =X a(z) (p(u) + |[Vul?) em Q,
(3.2.11)
u>0 em €, wu=0 sobre 0f2.

Por outro lado, a fungao @ := vy, com vy dado por Teorema 0.8 (ii), é uma supersolucao

de (3.2.11).
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Procedendo novamente como na prova de (i), temos que u < @ em 2. Pelo Lema C.6

(cf. Apéndice C), existe u € C(Q2) N C2() tal que
cuy <u<vy, em

satisfazendo (0.0.15). Isto termina a prova do Teorema 0.6.
g

Demonstracio do Teorema 0.3. Prova de (i). Seja A € (0, Ag] e considere o problema

—Au=Xa(z) (oc(u)+|Vu|’) em B,, u>0 em B, (3.2.12)
onde B, := {x € RN;|z| < n}, n =1,2,3,.... Usando as hipéteses do Teorema 0.3(i),
temos
oo > Cl(?’B) > Cl(af Bn), n>1.
Ao Ao

Segue, pelo Teorema 0.6 (i), que o problema (3.2.12) tem ao menos uma solucao

u, € C*B,)NC(B,).

Tome

up(x) =0, Vx| >n.
Seja vy dado pelo Teorema 0.8 (i), no qual temos

u(z) <vp(z), € RN, n=1,2,3,.... (3.2.13)

Agora, precisamos estimar {u,}. Para qualquer dominio limitado regular ' ¢ RN, tome

Q1 e Qs regulares, e K; suficientemente grande, tais que

Q' ccOccccB, n>K,.

Note que
un(z) > ug, () >0, Vo€ Bg,, (3.2.14)
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onde By, ¢ substituido por €2 na prova do Teorema 0.6 (i).
Seja

pn(7) = Aa(z) (0(u,) + |Vua|?), z € Byg,.

Como —Au,(z) = pu(z), © € Bg,, por estimativas no interior de Ladyzenskaja &
Ural’tseva [41], (cf. Teorema 3.1, p. 266), obtemos uma constante positiva C; independente

de n, tal que

max |Vu,(z)| < Cy max u,(r) < C; max v(z), VYV a € Bg,,
:DGQQ I'EBKl (EEBKl

isto é, |Vu, ()| é uniformemente limitado em 2.

Segue que {p,}32 ¢ uniformemente limitado em Q5 e entdo p, € LP(€)) para qualquer

p > 1.
Como —Au,(z) = pu(x), x € Qo, temos por [32], (cf. Teorema 9.11), que existe uma
constante positiva Cs, independente de n, tal que

lunllwzr@) < Co (I1oallzrs) + lunllea) . V> Ky

Tomando p > N tal que @ < 1 — N/p e aplicando a imersao de Sobolev, temos que

{llunllcre@) Y&,
é uniformemente limitado. Portanto p, € C*(£2;) e

{lenllce @y 7,

é uniformente limitado. Segue, por estimativas interiores de Schauder [32], (cf. Capitulo 1

p. 2), que existe uma constante positiva Cs, independente de n, tal que

lttnll .y < Cs (Ioallcoy + lunlle@n ) ¥ n = Ki;

isto &, {[Junllc2.e @) }%, ¢ uniformemente limitado. Usando o Teorema de Ascoli-Arzeld e
o argumento da sequéncia diagonal de Cantor, a sequéncia {u,}%, tem uma subsequéncia

uniformemente convergente em C2(€Y') para a funcio u € C*(') e u satisfaz
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—Au = X a(z) (o(u) + |[Vul?), ze.

Por (3.2.14), obtemos que

u>0, Vre.

Aplicando o Teorema de regularidade de Schauder, temos que u € C%*(€Y'). Como Q' é

arbitrario, temos também que u € Cp.%(RN).

Segue por (3.2.13) que

lim u(x) = 0.

|z|—o0

Assim, por um argumento de bootstrap padrao, mostra-se que u é uma solucao classica

do problema (0.0.13). Isto termina a prova do item (i).

Prova de (ii). Seja A € (0, A;]. Pelo Teorema 0.6 (ii), o problema (3.2.12) admite uma
solugao

U, € C(B_n) N CQ(Bn),

e além disso,

0 <ug, <up <vx<m.

O resultado segue procedendo como na prova do item (i).

Isto termina a prova do Teorema 0.3.

3.3 Nao-Existéncia

Usamos a seguinte variante do resultado de [67] cujo esbog¢o da prova estd no

Apéndice B. A prova do Teorema 0.9 é baseada em argumentos de [18].

Lema 3.1. Suponha que o : (0,00) — (0,00) é C! e satisfaz (0.0.2), com 0 < g9 < 00 €

0 < 0 < 00. Entdo existe uma func¢io C*, I* : (0,00) — (0,00), tal que

(1) % > 1(s) para s >0, (it) I énao-crescente, (iii) I7(s) = .
s
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Prova do Teorema 0.9. Suponha, por contradi¢ao, que (0.0.13) tenha uma solugao

radialmente simétrica, digamos u(x) := u(|z|) := u(r).

Entao
—Au(r) = A a(r) (o(u(r)) + [Vu(r)[*),
e como consequéncia u(r) satisfaz

/

— (W) =N e ().
Integrando (3.3.1) de 0 a r, temos que

—rN 7l () > /OT sV \a(s)o(u(s))ds,

o qual nos da u'(r) < 0. Fazendo

mostrando que u(r) satisfaz

w N—1_ 1
u + u + 5 |Vul> < —Xa(r) o (u(r)) .

r (u(r) +1)

1

Multiplicando a equacdo (3.3.2) por rV~! e integrando de 0 a &, encontra-se

~ o\ eN-1 A 2 ¢ N o(u(s))
u (€)¢ +/0 W\VM ds < —/0 s )\a(s)md&

Agora, multiplicando (3.3.3) por £V e integrando de 0 a &,

(3.3.1)

(3.3.2)

(3.3.3)
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r I3 SNfl )
u(r) — u(0) +/0 3 /0 m |Vu|” dsd€

" ¢ o(u(s
S_/o fl_N/O sN_I/\a(s)u((S)(_{_))ldsdf. (3.3.4)

Observe que u(r) < u(0) e u(r) < u(0) para r > 0. Como u(r) é positivo, (3.3.4) d4

r ¢ o(u(s
/0 51—]\//0 SN_IAQ(S)u(i)(j)ldeS < 0(0), (3.3.5)

para r > 0. Agora, usando o Lema 3.1 em (3.3.5), temos

/orfl‘N /f SN Na() Iz (uls))dsds < /Orél‘N /jsN”Ms) o)) e

u(s) +1
"o [f v o(u(s))
< /05 /08 )\a(s)mdsdﬁ
< u(0).

Mas, como I* é nao-crescente em (0, 00), temos

. ¢
/0 g1_N/0 sV \a(s)dsdé < I*(ul(()))ﬂ(o) < 00,

o que é impossivel porque, por (0.0.19),

T—00

T 3
lim [ &7 / sV a(s)dsdé = oo.
0 0

Isto termina a prova do Teorema 0.9.



APENDICE A

Sub e Supersolucoes de Problemas
Nao-Singulares

Neste Apéndice demonstraremos os Lemas de sub e supersolucoes para funcoes
nao-singulares. Demonstraremos o caso em que b = 0, isto é, o Lema 1.1, e também o

Lema 1.2, que é o caso b # 0.

A.1 Sub e Supersolucao Sem Termo Convectivo:
Prova do Lema 1.1

Para provar o Lema 1.1 definamos a funcao §: Q x R — R por

g(x,u(x)) se s < u(x),
g(z,s) = gz, s)  se u(z) <s<u(z),
g(x,u(x) se s > u(x).

Segue que g satisfaz a condigdo de Carathéodory e, por (1.1.3), concluimos que

g(x, s) é limitada por alguma constante positiva C'.

47
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Agora, consideremos o funcional ® : W, (Q) — R. definido por

. 1 ~
O(u) = —/ \Vu\pdx—/G(:c,u)dx, (A.1.1)
P Ja Q
onde
é@g:/g@ﬂw
0
Continuaremos a demonstracao do Lema 1.1 seguindo por passos:

Passo 1: Primeiramente provaremos que ¢ é coercivo. Usando que g(z, s) é limitada e a

imersao de Sobolev W, 7(Q) < L'(Q), temos que

. 1 .
P(u) > p [ul[? = Clull,

assim, como p > 1,

donde segue a afirmacao.

A seguir, provaremos que ® é fracamente semicontinuo inferior. Como |||, para
p > 1, é fortemente continua e convexa, entdo ||-||” é fracamente semicontinuo inferior,
portanto, sé falta mostrar que o segundo termo de (A.1.1) é fracamente semicontinuo

inferior. Para isso definamos o funcional ¥ : L'(Q) — R por

wmzéé@mmm,

e provemos que ele é continuo.

Seja {u,} C L*(Q) tal que u,, — w em L'(Q), entao existem uma subsequéncia,

ainda denotada por {u,}, e uma funciao h € L'(Q) tal que
uy, P e |un| < h.
Usando a continuidade de G(z,.), temos que

G(z,un(z)) — G(z,u(x)) q.t.p. em £,
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€ como

’é(w,un(z))‘ < h(z), onde h=C-heL(Q),

temos, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, que

Assim, se {u,} C VVO1 P(Q) é uma sequéncia tal que u, — u, pela imersao de Sobolev
WyP(Q) — LYQ), temos que u,, — u em L'(Q), entdo, usando a continuidade de W,

resulta que

/Q Gl un())dz — /Q G, u(z))da,
e daf

®(u) < liminf ®(uy,).

n—oo

Logo, existe u; € W, (Q) tal que

d(uy) = inf d(u),

uEWOl’p

isto é, u; é o minimo global de ®. Como ® ¢ diferenciavel, u; é um ponto critico de

(A.1.1), e assim satisfaz
/Q \Vu, [P Vuy - Ve do = /Qg(x, w)p dr, ¢ € WyP(Q). (A.1.2)

Passo 2: Mostraremos agora que u < u; < .

De fato, usando a definigdo de subsolugao e (A.1.2), temos que

/ [V’ Vu — [V [P> V] - Vo d < / [9(x, u) — §(x, u1)] ¢ da,
Q Q

para ¢ € Wy*(9), ¢ > 0.

Escolhendo ¢ = [u — u1]" obtemos, usando a definicio de §, que

/ﬂ 9z, 1) — 3z w)] - (1 — w)* de = / 9z, ) — 32 w)] (1 — w) dz = 0.

{u—u1>0}
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Consequentemente pela Proposigdo C.1 (cf. Apéndice C), temos
0 2 / (‘Vﬂ‘p_2 Vu — ’vul‘p_2 Vul) -V (u—w)de
{u—u1>0}

Cp f{g—ulzo} |V(Q - U1)|p dr se p > 2,

= g 2
B (j{27u1>0}|v(2—u1)\pdz) p
Cp = —

P

(f{g—ul >o3 (IVul+IVur \)pdx) P

Logo, para qualquer p > 1, temos que

O_/ |V(2—U1)‘pd$_/ ‘V(M—U1)+|p dz,
{u—u1>0} Q

entao

(w—u))" =0 qtp. emQ,
ou seja, u < uy.
Da mesma forma, podemos verificar que u; < w. Portanto
g(z,u1) = g(x, u1)
e, pela definigdo de g, temos que u; é uma solugao de (1.1.2).

Passo 3: Regularidade da solucio u; € W, 7(Q).

Usando o fato que g(-,u1(-)) é limitada, temos que g(-,ui(-)) € L*>(Q).

G(-ui(v)) € L) e Apuy € Li,.(Q2). Por outro lado,

loc loc

—uApuy = wig(z,up) < Clug|, C >0 q.t.p. em Q.

Entao

Entdo, pelo Lema C.2 (cf. Apéndice C), u; € L>(Q), daf, uy € WyP(Q) N L>2(Q).

Finalmente, como Ayu; € L>(2), pelo Lema C.1 (cf. Apéndice C),

u; € CH*(Q), para algum a € (0,1).
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A.2 Sub e Supersolucao Com Termo Convectivo:
Prova do Lema 1.2

Procederemos com base nas idéias de Boccardo, Murat & Puel [9].
Defina g : 2 x R x RY — R por
F(z,u(x), Vu(z)) se s < u(x),
g(x,s,8) = F(z,s,) se u(x) < s <u(x),
F(z,u(x), Vu(z)) se s > u(x).
Considere o seguinte problema

—Ayu=G(u,Vu) em €,
(A.2.1)
u e Wy (Q),

onde G(u,Vu)(x) = g(z,u(z), Vu(z)). Segue que o operador G : W'P(Q) — L'(Q)
estd bem definido e é continuo. Além disso, existe uma constante Cj, tal que para todo

u e Whr(Q),

|G (u, Vu)(z)] < Co (1 + |Vu(x)"). (A.2.2)

Afirmamos que toda solucdo u € W, () do problema (A.2.1) satisfaz u < u < T e, além
disso, u é uma solucdo de (1.2.3). De fato, seja u € Wy () uma solucao de (A.2.1),

mostraremos que u < u. Como u € C1(Q) e u < 0 sobre 99, temos

[u—u]* e WyP(Q) N L=(Q).
Usando a definicao de subsolucao, temos

/ [[VulP~>Vu — [VulP~Vu] - V¢ dv < / [F(2, u, Vu) — g(z,u, Vu)] ¢ dr,
Q

Q

para ¢ € WyP(Q) N L®(Q), ¢ > 0. Tomando ¢ = [u — u]* e recordando a definicio de G,

temos

/{ - [F(z,u, Vu) — g(x,u, Vu)] (u — u) de =0,
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e entao
0= / [[Vul"™* Vu — [Vul"™* Vu] - V(u—u) d.
{u—u>0}

Usando a Proposigao C.1 (cf. Apéndice C), encontramos
0> / [[VulP~>Vu — |[VulP?Vu] - V(u —u) dz > / IV (u—u)T|P dr.
{u—u>0} Q

Portanto

|19ty de=o,
Q
mostrando que (v — u)t = 0, q.t.p. em e, como consequéncia, u < u. Similarmente

mostra-se que u < u e portanto
g(x,u, Vu) = F(x,u, Vu).

Agora definiremos um problema aproximado de (A.2.1). Para m € N, defina a fungao

gm : 2 x R x RY — R como segue abaixo

glz,s,6)  se [g(xz,s,E)] <m,

o) (A.2.3)
m—g se |g(x,s,&)] >m.

Para u € W?(Q), considere G,,(u, Vu) definido por
G (1, V) (2) = gon(, (), Fu(2), G.p. em .
Para m € N fixado e para todo u € W'?(Q), claramente temos que G,,(u, Vu) € L>=(Q)

e, além disso, para todo ¢ € [1,00), a aplicacdo u — G,,(u, Vu) é continua de WHP()

em L9(€2).

Por outro lado, de (A.2.2) e (A.2.3) temos que, para todo u € W?(Q),

|G (1, V) (2)] < Co (1 + [Vu(2)]P), (A.2.4)

onde Cj estd definido em (A.2.2) e é independente de m.
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Agora considere o problema aproximado

—Apty, = Gy (U, Vu,) em Q,
(A.2.5)
Um € WP ().

Afirmamos que, para todo m € N, o problema (A.2.5) admite uma solugao u,, € Wol’p(Q)

no sentido das distribuigoes. De fato, defina para todo v € W'?(Q),
Tin(v) = —=Apv — G (v, V).

Como G, € L*>(Q), segue facilmente a verificacdo da coercividade de T,,.

Para estabelecer que 7T,, é um operador no célculo das variagoes, no sentido de
Lions [47](cf. Definigdo 2.2, p. 180), consideramos o Lema C.5 (cf. Apéndice C).
E assim pela Proposicao 2.6 de [47] que nos diz: T, é um operador no célculo das

variagoes = T, é pseudo-monétono. Logo pelo Corolédrio 2.1 de [47] segue a afirmacao.
Agora precisamos estimar as solugdes {u,,}, independente de m, do problema
(A.2.5). Primeiramente, tome
mo = sup ||F(z,u, Vﬂ)hﬁ(g) | (7, Vﬂ)|L°°(Q):| :
Afirmamos que, se m > myq entao, para toda solucao u,, de (A.2.5), temos que u < u,, < .
De fato, mostraremos que u < ,,.

Como m > my, temos

gm(z,u, Vu) = G(z,u, Vu) = F(z,u, Vu).

Se u, € W,P(Q) é uma solucdo de (A.2.5), entdo procedemos como anteriormente,
obtendo

G (T, U, V) = G2, u, Vu) = F(x,u, Vu) para m > my,

+

e entdo, concluindo que [u — u,,]" = 0, temos u < u,,. Similarmente mostra-se que

U, < e portanto a afirmacao segue.
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Agora afirmamos que, para todo m > mq e, se u,, é uma solucao de (A.2.5), entao wu,, é

limitado em VVO1 (), independente de m. De fato, seja t € R e considere a fungao

b = etm) Ly
Como u,, € L*(Q), temos
bm € WP(9).
Multiplicando (A.2.5) por ¢,,, temos
/ |Vt |72 Vit - Ve ) da + Zt/ YV tn|P % Vit - Vg2, e®n) dz
Q Q
= / G (T, Upp, Vum)e(tugn)um dx.
Q
Usando (A.2.4), obtemos
/ [V tt|? - e®m) da: + Qt/ |V t|? - w2, ) dx:
Q Q

<G / e(tum) [um| (1 + |Vu,|") d.
Q
Escolhendo t = %g, e usando que u,, € L*(Q), temos

C’O/ ) |y, | dz < Cy, (com C) independente de m).
Q

Aplicando a Desigualdade de Young, temos

Co / o(tui)
Q
:CO/ [6(%7?“%)
Q
2

1 C
< - / i) |V, [P do + —2 / ) [* [V [P da.
Q 0

U | |V |” dx

Um| |vum|p/2} [d%tu%) |Um| |Vum|p/2 dr

2 2
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Em conclusao,

1 3
_/e(tu?n) VP dz + _O/Q(tufn) [t | |Vt | da < Cy
2 Q 2 Q

e entdo u, é limitado em W, (Q), independente de m.

E ainda, mostra-se que existe ¢ > p tal que, para todo aberto w, com w CC €2, e para
toda solugio u,, do problema (A.2.5), temos u,, € W4 (w) e u,, ¢ limitado em Wh4(w),
independente de m. Essa afirmacao é devido a um resultado de regularidade do tipo

Meyers (ver demonstragao dessa afirmagao em Borccardo, Murat & Puel [9]).

Agora sejam O um conjunto aberto de RY tal que O ccC , 5 €CF(Q), >0,
tal que 5 —lem OeQo suporte compacto de 5, (SNI cC Q).

Entao, por afirmagoes anteriores, podemos extrair uma subsequéncia de u,,, ainda denotada

por u,,, tal que se m — oo,
1
Um — u em WyP(Q),

Up — u em LP(Q)) q.t.p. em €.

Multiplicando (A.2.5) por 5(um — u), temos

N
0 p—2 Oy, 0 ~
/Q ; Oz, (qum| o0x; ) Oz, (tm = u) & dx

J

—|—/—ii Vu |p_28um 8_$(u —u) dx:/g (2, Up, Vu )g(u —u) dr
0 2 8[);’]- m I a[Ej m o m\<Ly Um, m m .

J

Entao

Z A ) R ) | R
L3 (o (e ) = 3 (o 5] 3
2

N
:/Qj:1 9 8um) ng
/ -

a p—
3, (17l 55
N
Zi (|v P 8u) ~i(u—um)gdaj+/gm(x,um,Vum)¢(um—u) dx.

Ij
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Mostraremos que o segundo membro da igualdade acima tende para zero quando m — oo.

Vu |p_2 Otim
mn alL'j

é limitado em L (), 85/89@- € L*(Q) e que (u — uy) — 0 em LP(Q2). Entao o primeiro

Observe que o primeiro termo,

termo tende para zero.

No segundo termo, como u,, — u q.t.p. em 2, temos

’p—Q 8um - ’vu|p_2 ou

Va5, oz,

em L (Q). Por outro lado, ¢ € L>(Q) e 0/0xj(u — uy) — 0 em LP(2). Portanto o

segundo termo tende para zero.

No terceiro termo, observe que u,, ¢ limitado em W19(O) e ¢,,(z, U, Vu,,) é limitado

em L9?(O) (com ¢/p > 1). Por outro lado,

(u— tp) — 0 q.t.p. em

U= Up|pooiq) ¢ limitado.
Dai, em particular,

U — Uy, — 0 em L(‘I/p)/((’)),

e portanto o terceiro termo tende para zero.

Como consequéncia, obtemos

N

E _a p—2 Oupm 0 p—2 ou 0 ~

B 9. .. A - dz — 0.
/Q =1 |:0517j (|Vum| a’lfj) 0x; (|Vu| oz, 0z; (tm —u) ¢ dz — 0
Usando a propriedade de 5, temos

N
a p—2 aum a b2 au 8
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Por Browder [11], obtemos

Uy, — u em WHP(O)

e usando a continuidade do operador GG e o Teorema de Vitali obtemos, respectivamente,

G (U, Vi) — G(u, Vu) em L'(O).

G (T, U, Vi) — g(x,u, Vu) em L'(O).

Além disso,

Oy, . |Vu|p72 ou

[V, P2 —_—
&’zj aiL'j

Considerando ¢ € C5°(Q2), com supp(¢) C O, temos

/ \Vul"> Vu -V dr = / g(z,u, Vu)o dx.
0 Q

Como isto ¢ valido para todo O CC (2, concluimos que
/ \Vul" > Vu - V¢ de = / F(z,u,Vu)p dz, ¥ ¢ € CX(Q),
Q Q

0 que termina a prova do Lema 1.2.
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Resultados Técnicos 1

Neste Apéndice apresentamos as demonstracoes de algumas afirmacoes e resultados

técnicos importantes para o desenvolvimento deste trabalho.

B.1 Sobre o Decaimento do Potencial a no Infinito

’

E suficiente mostrar que

) = /O ' [th /O " (s) dsrlldt

tem limite finito quando r — oo. Denotaremos por C' diversas constantes positivas.

Se 1 < p <2, obtemos que

I(r)<C (1 +/1rt3151” Uot leM(s)Pllds] dt) .

: 1
De fato, como 1 < p < 2, temos que 0 < p — 1 < 1. Assim, segue que 1 < -7 < 0. Pela

Desigualdade de Jensen, Teorema C.1 (cf. Apéndice C), e para qualquer r > 0, temos

58
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_1 1

I(r) = [ltrt [fg N1 (s )d} dt+ [Tter [-fg N-1(s )ds}‘“‘ldt

1 1

foltlﬁv[fgthlM(s)ds]EdHfl’"tlﬁvtﬁl[ JEsN M (s }jdt

IN

< [ ards]) T f R 3 a7 s
< C (1 + f; ¢ [fot S%M(S)P%lds] dt) :

Reescrevendo a ultima expressao da seguinte forma

I(r) < (1+m/ - Qp Votsp—‘fM(s)zilds}dQ

temos, usando a condicao que N > 3 e integracao por partes, que

I(r)<C (1 +/1TtpllM(t)p11dt> .

Aplicando (0.0.8)(i) na integral acima, inferimos que I(r) tem limite finito quando

r tende para oo.

Agora seja 2 < p < oo, entao 1 < p — 1. Segue que 1 > p%l > 0. Seja

Uie) = [ (s,

e note que U(t) <1 parat >0 ou U(ty) = 1 para algum t, > 0.

No primeiro caso,

1

[/Ot sN—lM(s)ds} o,

entao

r t _1 T B
/tél[/ sN_lM(s)ds] pldt,§C+/ trrdt
0 0 1

logo, I(r) tem limite finito quando r — oo, pois p < N.
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No segundo caso,

1

[/Ot sN—lM(s)ds}”j < /Ot sNIM (s)ds

para t > tg, e entao

1-N

I(r) < c+/1rtp1 [/Ot sN—lM(s)ds] dt.

Usando integracao por partes

p—2)N+1

I(r) < C (1 + }@;fp [flrt(?M(t)dt - N thlM(t)dtD

, (p=2)N+1

< O<1+f1t b1 M(t)dt).

Agora, por (0.0.8)(ii), temos que I(r) tem limite finito quando r — oo.

B.2 Extensao de um Lema de Zhang: Prova do
Lema 2.1

Para cada s > 0, seja

o(t
Lyo(s):=sup %.

t>s

Note que Ty, (s) > a(s)/s’ para s > 0 e, se 0 < 51 < 85 < 00, entdo

o(t o(t
Fpo(sr) = sup 20 > sup 70, ¢

82)7
t>s1 t t>s9 t

isto €, I'y , é ndo-crescente em (0, 00).

§—00

Afirmamos que 'y ,(s) — 0.

De fato, seja s, — 0o e note que

o(t)

Ly o(sn) == sup T

t>sn
Para cada n, existe algum ¢, > s,, tal que
1 o(ty)
Too(s,) —— < < Tyo(8,).
boln) = < T < Tolon)
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Recordando que I'y , é nao-crescente e limitado, temos
tn :

lign Loo(sn) < lign 0559 ) < hgn Loo(sn).
Como o(s)/s% "= 04, temos que [y 4(s,) "= 0o, mostrando a afirmacio.
Defina

* 2 °
FGJ(S) = —/ Fgg(t) dt, s>0
S Js/2
Dai, temos
ary 2 2 [F
2 == Ty, —To,(s/2) | — = Ly, (1) dt,

mostrando que I'; , € C*.
Além disso, como

1 2 [® 1

STE (s)i= = | Tou(t) dt > ~Tyu(s),

RCESY IEORES e
segue que

ary 2 1 1
T < Top(s) — =Tos(s/2) | — =Tyn(s) <0,
2 < 2 (T0a9) = 5aa(5/2)) = STals) <
mostrando que I'; ¢ nao-crescente.
OJ

B.3 Extensao de um Lema de Zhang: Prova do
Lema 2.2

Para cada s > 0, seja

Note que 0 < Ip,(s) < o(s)/s’ para s > 0 e, se 0 < s; < 59 < 00, entdo

Too(s) = inf “W 5 ipr 7O _p )

s1>t>0 té’ T sa>t>0 ¢

isto é, Iy, é ndo-crescente em (0, co).
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s—0

Afirmamos que Iy ,(s) — oy.

De fato, seja s, — 0 e note que

.. o(t)
Iy o (sn) == snlgtf>0 T

Para cada n, existe algum ¢, < s, tal que

U(tn)
t9

n

IQ,U(SH) S

1
< Ip,(s,) +—
< Tyo(sn) + —
Recordando que Iy, é nao-crescente e limitado, temos

o(tn)

t9

lim [, (s,) < lim < lim Iy, (sp,).

Como o(s)/s" = 7y, temos que Iy, (s,) "—5° 0o, mostrando a afirmacdo.
Defina
s+1
Ti(s) = / Lo () dt, s> 0.
Dai, segue que
Ipo(s+1) < Iy, (s) < Ipo(s),

e entao
dl, ;’U
ds

mostrando que I é C! e nao-crescente.

= ]0,0(5 + 1) - I@,U(S) <0, s> 07

B.4 Extensao de um Lema de Zhang: Prova do
Lema 3.1.

Seja

co = limo(s).
5—0

Como gg > 0, segue que 0 < ¢y < oo. Agora, observe que

lim o(s) = ¢
s—0s+ 1
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lim ﬁ

s—o0 § + 1

oo

O restante da prova segue com os itens B.2 e B.3.



APENDICE C

Resultados Técnicos 2

Neste Apéndice enunciaremos alguns Teoremas para facilitar as citagoes.

Comecamos com a Desigualdade de Jensen, cuja demonstracao encontra-se em

Lieb & Loss [45], Teorema 2.2, p. 38.

Teorema C.1 (Desigualdade de Jensen). Sejam Q C RN aberto e limitado, j : R — R

convexa e u : ) — R uma funcao integrdvel. Entdao

](ﬁ/ﬂu(x)dx) < ﬁ/ﬂj(u(m))dm,

onde |Q] € a medida de Lebesque de S).

O seguinte lema foi provado por Liebermann [46] e Tolksdorff [62].

Lema C.1 (Estimativa C1®). Seja Q um dominio limitado de classe C*P, para algum
B € (0,1), e seja u € WyP(Q) N LX(Q) tal que Ayu € L=(Q). Entio u € CH(Q) e
|lullgra < Ky, para algum o € (0,1) e uma constante Ky > 0. As constantes o e Ky so

dependem de N, Q,p, |[ull o e [|Apull .

64
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O seguinte resultado foi provado por Anane [6].

Lema C.2 (Estimativa L>®). Seja u € Wy (Q) tal que Ayu € L (Q). Suponhamos que

existem nimeros reais a > 0,0 € [1,p*),q € [1, %) e uma func¢do b € Lq/(Q) comb >0

tais que
—ulpu < alul” +b(x) |u]  gtp. em Q.

Entaou € L>() e [lul ;o < C, onde C é uma constante que depende de a,o,q, N, p, ||b]|

e |lul|1p, onde

*

P se pt < oo,

Po
2max {pg,0} se p*=oo.

O resultado a seguir é devido a DiBenedetto [23] e Tolksdorff [63] e trata sobre

regularidade interior para solugoes de problemas quasilineares da forma

—Ayu = H(z,u,Vu), €, (C.0.1)

onde Q C RN e H:Q xR xRN — R é uma funcao continua..

Teorema C.2 (C'* Regularidade Interior). Suponha que |H(z,s,&)| < y(|ul) (1 + [£[F),
onde y € uma fungio continua em R e crescente. Sejau € WEP(Q)NLS () uma solugdo
fraca de (C.0.1). Entdo x +— Vu(x) € localmente Holder-continua em S, i.e. para todo
compacto D C ', existe o > 0 e uma constante positiva C, dependendo somente de

V0, N, ||ull o p e D tal que

Vu@)| <C e |Vu(x) - Vu(y) < Cle—y*, wyeD.

A demonstracao do Lema a seguir pode ser encontrada em Simon [59].
Lema C.3. Seja p > 1. Existe uma constante ¢, > 0 tal que, para todo s1, sy € RN,

Cp |sg — 51|p se p=>2,

(\32’%2 s2— |17 51,80 — s1) >
lsa—s1”

Clmlrmprr ¢ P2

onde (-,+) € o produto interno usual em RN.
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Proposigao C.1. Sejam uy,uy € WyP(Q), onde p > 1, entdo

ep JoIV(ug —wy)[Pdz se p>2,

p—2 p—2
/Q (IVue|" Vuz — [V V)V (g — wr) doe > (Jol ¥ 02— )

P
(fo(IVu2|+|Vui|)Pdz)

| BN

-p

Demonstracgao: Dividiremos a prova em dois casos:
Caso p > 2: Neste caso, o resultado é uma aplicacao imediata do Lema C.3 acima.

Caso 1 < p < 2: Usando a Desigualdade de Holder, temos que

p(p—2)

V - P p(p—2
/Q V(- u)Pde — / <rv| ﬁf‘v“j))’ (V] + [V ]) 2252 da
(751 U9 2

2—p

= (/ﬂ (et ;de)g (fvmi+vwpya) ©

Entao, usando o Lema C.3, acima temos que

RSN

UplVion —wa)lde)l ¥l )
(fQ(|Vu1| + |vu2|)pdx)%p = Ja ([Vur| + [Vug|)2P

M

< / (IVua|" ™ Vg — |Vui [P Vg ) - V (ug — uy) da,
Q

donde segue o resultado.

O préximo resultado é devido a Diaz & Saa [22].

Lema C.4. Sejai,j € {1,2} e seja O C RN um conjunto aberto. Se w; € L>(O) satisfaz

w; >0 gtp. em O, w; =wy sobre 00, wil/pGWLp(O),

pril/p € L>*(0) e w;/w; € L>(0).

Entao
_pri/p pr;/P
/ (p=1)/p (p—1)/p (w1 —ws) dx > 0.
O w Wy
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A demonstracao do seguinte lema encontra-se em Browder [11].

Lema C.5. Se u, — u em W, 7(Q) e

N
0 p—2 aUk p—2 ou
< ; . {|Vuk] Iz, |Vul 8:1711 U, u> — 0,

entdo uy — u em WyP(Q).

A demonstracao do seguinte lema encontra-se em Cui [19)].
Lema C.6. Seja Q C RN um dominio limitado regqular. Suponha que o problema

—Au =a(z) (o(u) + |Vul?) em Q,

u>0 em Q, wu=0 sobre 09,

tem uma supersolucao u e uma subsolugcao u tais que u < uw em §2, entao o problema

(0.0.15) tem ao menos uma solucdo u € C*(Q) N C(Q) tal que u < u < U em .
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