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Resumo

Nesta tese provamos que todo grupo soluvel do grupo finitamente gerado do grupo
de automorfismos da arvore regular n-aria T,,, Aut(7,), que contém a méaquina de
adicao n-adica tem uma estrutura bastante restrita.

Provamos que todo subgrupo nilpotente de Aut(7;,) contendo a maquina de adi¢ao
é um grupo abeliano livre de torcao.

Estudando os elementos de grupos abelianos normalizados pela méquina de adi¢cao
n-ddica em Aut(T,), demonstramos que quando n é um primo p, todo subgrupo
soltvel finitamente gerado do pré-Sylow p-subgrupo de Aut(7},), contendo a maquina
de adicao p-adica é uma extensao de um grupo metabeliano livre de torcao por um

p-grupo finito.

Palavras chaves: Arvore n-aria; maquina de adi¢ao; grupos nilpotentes; grupos

soluveis; transformacoes de Tietze.



Abstract

We prove in this thesis that finitely generated soluble group of automorphisms Aut(7},)
of the regular n-ary tree T,,, which contain the n-ary adding machine have restricted
structure.

We prove that every nilpotent subgroup of Aut(T,,) containing then n-ary adding
machine is a torsion-free abelian group.

We study in detail elements of abelian groups normalized by an n-ary adding
machine. For the case where n is a prime number p we prove that every finitely
generated soluble subgroup of the pro-Sylow p-subgroup of Aut(7},), containing the

p-adic adding machine is an extension of a torsion-free metabelian group by a finite

p-group.

Keywords: n-ary trees; adding machine; nilpotent groups; solvable groups; Tietze

transformations.
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Introducao

Maquinas de adicao foram estudadas no contexto de sistemas dinamicos e, mais recen-
temente, no contexto de grupos agindo sobre arvores: veja [1, 4, 5, 7] e as referéncias
contidas nestes artigos.

Se T,, é uma arvore regular n-aria cujos vértices sao rotulados por palavras em
um mondide M livremente gerado pelo conjunto Y = {0,1,--- ,n — 1}, entdo toda
palavra em M pode ser vista como um elemento do conjunto dos inteiros n-adicos.
Desta forma, se 7 é uma maquina de adi¢ao n-adica e agay - - - a5 é um vértice de T,

com ag,ay,--- ,a, € Y, entao a agao de 7 em agay - - - a ¢ dada por

. (ap+ 1)ay ---ag, seage{0,1,--- ,n—2}
(aoal e ak> —
O(ay---ag)7, seag=mn—1
Estendendo a ac@o de T para seqiiéncias infinitas (vértices da fronteira da drvore)
de digitos n-adicos, entao a acao de 7 em um vértice de fronteira a = agayias - - - pode

ser traduzida como a soma de uma unidade ao elemento a visto como elemento do

conjunto dos inteiros n-adicos, ou seja,
a" =a+1.

Uma das caracteristicas mais marcantes da maquina de adicao n-adica 7 é que
seu centralizador C(7) no grupo de automorfismos da drvore n-aria é pré-ciclico, mais

precisamente,

C(r) ={r* | £ € Zu},

onde Z,, é o anel dos inteiros n-adicos.

O propésito principal da tese é demonstrar que um grupo solivel de automorfis-
mos da arvore n-aria que contém a maquina de adi¢ao tem uma estrutura bastante
restrita. No caso bindrio, este fato foi demonstrado em [8] por Said Sidki. Mais

precisamente, se G é um grupo soltuvel finitamente gerado que contém a maquina de



adicao binaria, entao este grupo é metabeliano-por-finito. Neste trabalho mostramos
que este resultado se estende para o caso p-adico para qualquer primo p :
Teorema A. Seja p um primo e seja G um subgrupo soluvel do Pro-Sylow p-subgrupo
do grupo de automorfismos da drvore p-dria contendo a mdquina de adi¢ao p-addica.
Entao G é metabeliano-por-finito.

No Capitulo 1, veremos que um elemento o do grupo dos automorfismos da arvore

n-aria, Aut(7},,), assume a forma
a=(ag, * ,0p_1)0a,

onde o; € Aut(T,,) e o, € S,,. Desenvolvimentos sucessivos nos «s produzem
Qla) ={ay | ue M},

o conjunto dos estados de a.

A méquina de adicao n-adica tem a representagao
T = (6," : 7677_)07'7

onde e é elemento identidade de Aut(7},) e o, é a permutacao (0,1,--- ;n—1). Neste
caso, T possui apenas 2 estados, sendo Q(7) = {e, 7}.

Mostramos que o nimero de automorfismos com 2 estados em Aut(7},) é
(2" =1)-(n!)-2"(n! = 1)
Na Capitulo 2, introduzimos a funcao Polarizador, definida por

.o 07 SGEG{O,L"',TL—;}
6(i, j) = . ,
1, caso contrario
onde 0 : Z x Z — {0,1} e i é o resto da divisao de i por n. A funcio Polarizador

aparece naturalmente quando encontramos as poténcias finitas e infinitas da maquina

de adicao e a partir desta funcao, definimos a funcao Indutor como sendo

Estas fungoes sao necessarias para o estudo detalhado de grupos contendo a maquina
de adigao n-adica.

Através do estudo do grupo pré-ciclico (1), obtemos a caracterizagao dos subgru-

pos nilpotentes contendo 7 :



Teorema B. Todo subgrupo nilpotente de Aut(T,) contendo a mdquina de adi¢do
n-ddica € um grupo abeliano livre de tor¢ao contido em <7'/\>

No Capitulo 3 apresentamos algumas construgoes de subgrupos soliveis de Aut(7},)
normalizados por um dado elemento de Aut(7},). Como exemplo de grupos soliveis
que contém a maquina de adi¢ao, obtemos uma classe de grupos abelianos-por-finito

com a seguinte estrutura: para cada t € N um subgrupo G; solivel de comprimento

derivado t 4+ 1 isomorfo ao produto entrelacado
(- (M C)C) )1 C,

onde C,, aparece t vezes & direita de (7) no produto entrelacado.

Uma classe de grupos metabelianos que aparece naturalmente quando estudamos
a solubilidade de grupos que contém a maquina de adicao é a classe dos Grupos
estruturais, semelhante aos grupos de tipo Fibonacci. Cada grupo estrutural é um
grupo metabeliano livre de torcao e de indice n no produto entrelacado C'{ C,, para
algum inteiro positivo n.

Para cadan e Net e {0,1,--- ,n— 1}, o grupo
J(n,t) = <b0,"' ,bn,1 ’ blbﬁ:bjbm,v%j S {0, , N — 1}>,

onde 7 é o resto da divisao inteira de z por n serd chamado de grupo estrutural.

No Capitulo 4 analisamos elementos de subgrupos abelianos B de Aut(7},) normal-
izados pela maquina de adigao n-adica. Em particular, se 5 = (8o, B, , Bn-1)0ps €
B, estudamos a solubilidade ou nao do grupo H = (By, 51, , Bn_1,T) € obtemos os
seguintes resultados:

Teorema C. Seja n par.
(i) Se os = (5,5 - g) para algum s € {0,--- , § — 1}, entdo

M = <[ﬂi>7k], G, %ﬁs, Tﬂf | k€ Z, i,jeY,j7és’5_|_g>

¢ um subgrupo normal e abeliano de H, com & = (Mf,) .
(i1) Se og = 07%, entao

M = BBy, B2 28999 (8,71 [ijteY ekez).
H

¢ um subgrupo normal e abeliano de H, com 7; imagem homomdrfica de

ZxCyx--xCy.
~—_——

% termos



Teorema D. Se o3 = ol para algum inteiro t, entio

) n
A= <[5i,7k]7 Bibmlrm Pamm | FE€Z,i€Y e m= (n,t)>

¢ subgrupo abeliano normal de H. Mais ainda, M = K (T) é um subgrupo metabeliano
normal de H sendo i uma imagem homomorfica de um subgrupo de C,, 1 Cy, ou
seja, H € metabeliano-por-finito.
Teorema E. Sejam p um primo impar, G o pré-Sylow p-subgrupo de Aut(T,) e B
um subgrupo abeliano de G normalizado por T. Entdo, para qualquer 0 € B, existe
m € N e algum conjugado pv de 7 em Aut(T,) tal que 5 € ><pm(/u\>.

Um subgrupo de Aut(7},) que fixa todos os vértices que estao fora da subarvore
com vértices uM e se projeta em um grupo H no vértice u é indicada por u x H e

seus elementos sao denotados por u * o, onde o € H. Desta forma,

w, Se v = uw para algum w € M.
(ux*a), =
e,  caso contrario

Um dos resultados principais deste trabalho demonstrado utilizando o Teorema E
e [8] é:
Teorema F. Sejam p primo, K um grupo solivel do pro-Sylow p-subgrupo contendo
a maquina de adi¢ao p-ddica T e ¥ o normalizador do grupo pro-ciclico </\T> no pro-
Sylow p-subgrupo de Aut(T,), entdo existe um menor inteiro positivo t tal que K € o

conjugado de um subgrupo de V(t), onde W(t) é um elemento da sequinte seqiiéncia

de subgrupos de Aut(T,) :
(0) =, (1) = (0% ¥, W(0))

k)= (0"« U, U(k—1)),k=1,2,



Capitulo 1

Automorfismos de Arvores

1.1 Preliminares

Uma arvore regular (uni-raiz) 7' pode ser identificada por um mondide M livremente

gerado por um conjunto Y e parcialmente ordenado pela relagao
u>v <= uéprefixo de v.

O elemento identidade de M é a seqiiéncia vazia &. Existe uma fungao nivel em
T, denotada por |m| que fornece-nos o nimero de caracteres de m € M; o vértice
raiz & tem nivel 0. No caso em que Y possui n elementos a arvore é dita n-aria e é
simbolizada por T},.

Sejam A = Aut(T) o grupo dos automorfismos da arvore T' e Sy o conjunto das
permutacoes do conjunto Y. Toda permutagao o € Sy pode ser estendida para o

grupo dos automorfismos de 7" da seguinte forma
(y-u)=(y) u Vyey, Yue M.

Mais precisamente, ¢ permutard rigidamente as sub-arvores de nivel 1 e, portanto,
temos uma imersao do grupo Sy das permutacoes de Y no grupo A dos automorfismos
da arvore T'.

Um automorfismo a € A induz uma permutacdo o, no conjunto Y que é iden-
tificada pela sua extensao rigida ao automorfismo da arvore. Conseqiientemente, o
automorfismo nos proporciona uma representacao o = oo, onde o’ fixa Y pontual-
mente e induz para cada y € Y um automorfismo o/(y) da sub-drvore cujos vértices
formam o conjunto y - M. Usando o isomorfismo candnico y - u — u entre esta

subarvore e a arvore T, podemos considerar o/ como uma funcao de Y em A; em



forma notacional, o/ € F(Y,A), onde F(Y,.A) denota o conjunto das fungdes de Y

em A. Conseqiientemente, o grupo A se fatora como A = F (Y, A) - Sy.

Definicao 1. Seja a € A. A permutacao o, € Sy induzida por o € chamada de
atividade de a. Neste caso, denotando por e o elemento identidade de Sy, dizemos

que « € ativo se o, # e e inativo se g, = e.
Notagao 1. E conveniente denotarmos o por ag e &'(y) por a,.

Para descrever «, utilizamos o mesmo procedimento que em « e, aplicando recur-
sivamente este raciocinio, obtemos a descricao de «,, para todo u € M e a imagem
de qualquer elemento de T" por a da seguinte forma:

Seja v € M. Entao existem vy, v, -,y € Y tais que v = y195 - - - y,-. Dad,
() = (ryz - y)" = (g yr) ™7 = (alya - yp) ™)

- (yl)aa <y2 e yr)ayl = (yl)aa (y2y3 Tt yr)a!ﬂyz'”“yl
= ()7 (walys - gr)®12) 70 = (y2)7 (y2) 70 (ys - - - yr) "1

— .= (yl)”a (yZ)U%ﬂ (y3)gay1y2 - (yr)o-angwyrfl )

Portanto,

Yo ={04, | ue M}

é o conjunto das permutacgoes de Y que descrevem fielmente o automorfismo a.

Definicao 2. Se a € A e u € M € uma palavra de comprimento k em Y, entdo
¢ chamado de estado (do k-ésimo nivel ) de a. O congunto Qo) = {a, | u € M}

¢ chamado de conjunto dos estados «.

Sejam o, 3 € Ae v =y ucomu=1yy---y, onde yp, - ,y, €Y. Assim,

()77 = (1)) = () )™)7 = ((g0))7 () Yo
= () ()
;L0008 = Oap € 0y, By yea = (@f)y, (1.1)

Para encontramos a imagem de v por af3,

(0)* = (a2 ) = ()7 (2) 7o (ys) Tovrve - - ()02 om1 )

_ ((yl)a'a)a'g ((y2)aay1 )Uﬁ<y1)aa . ((yr)aayly?..ypl )O-ﬁ(yl)ga(y2)aayl (y3)7*v1Y2 ...(yril)""‘ylyzwyr—z



Em particular, se Y = {0,1,--- ,n — 1} temos que Sy = S, e se o, 5 € Aut(T)
podemos escrever
o = (Oéo, T 7047171)0_04 € ﬁ = (607 e aﬁnfl)o—ﬁ-

Dai

af = (a5 0n-1)0a(Bor -+ s Bue1)0s = (@0y - s 1) (Bos -+ » Bu1)’® Ga0s

(1.1)

= (0505(0)"0470516(1)”0‘7 T 7Oén—1ﬁ(n—1)0a)0a0'ﬁ-

Resultados bastante uteis sao dados pela seguinte proposicao:

Proposicao 1. Sejam u,w,v € M, entao, para quaisquer o, € A,

(1) (wv)* = w*v™ (1.2)
(17)  (aB)u = auPus (1.3)
(1ii) (o M)y = a;* (1.4)

(iv)  (away')y = auea™

w(v“ua;)l)

Demonstracao.

(i) Como w,v € M, entao existem wy, - ,wy, vy, -+ ,v, € Y tais que w =

WiWg * Wt € UV = V1V * * - V.

Assim,
(wo)® = (wy -+ - wyvy -+ - vg)* = (w1) 7 (wa) 721 - -+ (wy) 7w w1 (vy - - - ) YL
= (wy - w,)® 0y - o) =
(ii) Procederemos por indugao sobre o comprimento da palavra u € M.

— Se|u| = 1,entdou € Y e, por (1.1), temos que (o), = @ Buyra = auBuye-

— Suponhamos que (af3), = o, Bw)~ para quaisquer o, f € A e u € M com
0< |ul <Ek.

Dados y € Y e u € M com |u| = k, temos

(aB)yu = (yBy)ea Ju = (Q)u(Byyea ) v = yuBy)ra s = QyuByu)e



_ (1.4) _ N
(1v) (away')s = (w)o(ay v = ()o((@H)pa)vew = ap(@™) payeu
S L)
uv (wavau)a71 uv ( a)a 1(1)0‘“)((1 )wa
W oaat L=
(wo)e " (vou)dw w(vutw )
L]
Corolario 1. Se a € Aut(T,,), entao
(@™); = qiioa iy - - 1
para todo inteiro positivo m e i € {0,--- ,n — 1}.
Demonstracao. O resultado segue da Proposicao 1 e por inducao sobre m. O
Utilizando a Proposicao 1, obtemos as seguintes propriedades para a funcao @ :
Qa™) =Q(a)™ e Q(af) C Q(a)Q(B), Yo, B € A. (1.6)

Exemplo 1. Sejam Y = {0,1},T» a drvore bindria e o = (e,e)o,5 = (6,0)0 €
AutTy, onde 0 = (0,1) ee = (0)(1) € Sy. Entado

Qa) = {e,a} ={e, 0}, Q(B) = {5},
Q(a™) = {e, 0}
Qaa) = Q(e) = {e} € Q(a)Q(a) = {e, 0}
af = (8,8)o(e,e)o = (3,5)
Q(af) ={apB, 8} = {a, e}{B} = Q(@)Q(P).
A seguinte proposicao caracteriza os automorfismos com finitos estados:

Proposicao 2. |Q(a)| < m <= Juy,--- ,uym € M tais que max lu;| < m e, €
<i<m

{aup"' 7aum}VU€M, |U| Sm

Demonstragao. (=) Seja |Q(a)| < m. Mostraremos que para todo u € M existe
v € M com |v| < m tal que v, € .

De fato, se |u| < m entdo v = u satisfaz a condigao.

Se |u| = m entdo existem y,- - ,y, € Y tais que u = y - - - y,. Dai, fazendo

Yo = &, obtemos

Q= Qo Ayoyrs Xyoyryas " 5 Qyoyr-ym -

8



Portanto, como |Q(«)| < m, existem 7,7 € N com 0 <i < j < m tais que oy, ..y, =
Qyoyy -y - ASSIM Qo = Qi ym = (Qyoys i) yjs1-ym - ASSIM, tomando v =
YoUr * - Yillj41 - Ym, teMOs que [v]| =m — j+1i < m e a, = .

Se para todo u € M com 0 < |u| < k existir v € M com |v| < m satisfazendo
Q, = ay, entdo, para qualquer y € Y temos que ay, = ay,y, onde |vy| < m. Portanto,

existe w € M com |w| < m tal que ayy = uy = Q.

Logo, por inducao, existem uq,---,u,, € M tais que lrgz?fn|uz| < meaq, €
{oy, -+ o, } Yu € M com |u| < m. o
(<=) Reciprocamente, se existirem uy,--- , u,, € M tais que max luil <m e, €
{owy, o, } VueM, |ul <m. o
10) Se v e M é tal que |v| < m entdo o, € {ay,, -, }
20) Suponhamos que Yu € M com 0 < |u| < k tenhamos que a,, € {av,, -+, ay, }-
Entao, dado y € Y, ay € {vurys -+ 5 Qupy} € {vuys -+, o, }, POIS max luiy| < m.
Logo, por indugao, ay, € {u,, -, } Vv € M, ou seja, |Q(a)] < m. O

Notagao 2. Se a € Aut(T,), entao (a(’“)) ¢ uma sequéncia de elementos de

keN

Aut(T,) definida recursivamente por

a(k) — (a(k—1)7 a(k—l)’ P Oé(k_l))7 pa/ra k — ]_7 27 37 PPN

Y

A seguinte proposicao caracteriza os automorfismos com apenas um estado de

Aut(T,)

Proposicao 3. Seja a € Aut(T),) com 0, = 04, Vu € M. Entao

1

Demonstragao. Sejam u,v € M. Assim, o, " € inativo, pois 0,, = 0,,. Portanto,

para todo u € M e j € {0,--- ,n—1}, (aa;"), = a,a™' _, é inativo. Logo

u™

a=a;,Vje{0,--- ,n—1} ie,a=(a,a, - ,a)0,. O
Corolario 2. O nimero de elementos em Aut(T,,) com 1 estado € n!.

Como conseqiiéncia da Proposicao anterior, temos a caracterizagao dos automor-

fismos com 2 estados:

Corolario 3. Um automorfismo o € Aut(T,) possui 2 estados se, e somente se,

existe § € Aut(T,) tal que



(i) 08 # Oa;
(1i) {ai | i € Y} U{a} ={a, B}
(1it) {B; |1 €Y} C{a, s}
Corolario 4. O numero de automorfismos com 2 estados em Aut(T),) é
(2" —1)-(n!)-2"(n! = 1)

A seguinte proposicao nos da informacoes a respeito da ordem dos automorfismos

de Aut(T,) de ordem finita:

Proposicao 4. Se a € Aut(T,) e m € Z satisfazem o™ = e e (m,n!) = 1, entao

a = e.

Demonstracio. Como o™ = e, entdao c™ = o™ = e. Assim, como (m,n!) = 1, segue
que « é inativo. Portanto o™ = ((ag)™, (a1)™, -+, (@n—1)™) com ()™ = (o)™ =

-« =(ay_1)™ =e. Porinducdo ap =y = -+ = a1 = e. O

Corolario 5. Seja o € Aut(T,,) com o(a) < oo. Entdo todo divisor primo de o)

também é divisor de nl.

1.2 Estabilizadores

O estabilizador do k-ésimo nivel de Aut(7},), denotado por Stab,(k), é o conjunto
dos automorfismos que fixam palavras de comprimento k& de M. Assim, Stab,, (k) =
{a € Aut(T,) | v* = u,Yu € M com |u| = k}. Evidentemente, como Stab, (k) é
o nucleo em Aut(7},) da acao de Aut(7,) sobre palavras de comprimento k, entao

Stab,, (k) < Aut(7},). Assim,

Aut(T,) = Stab,(0) > Stab,,(1) > Stab,(2) > - - - > Stab,, (k) > Stab,(k + 1) > --- > 1
Proposicao 5. Seja a € Aut(7),), entdo o™ e Stab,, (k).

Demonstragio. Como o™ = ((@™)g, -+, (@")n_1)o™ ¢ 0, € S,, entdo o™ = ¢ e
a™ € Stab, (1).

Suponhamos que o™ e Stab,, (k), Vo € Aut(T),).

Assim,

nl)k+1 n! nl)k n! nl)k
o™ = (@5 (@)

) n—1
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o (an!)§n!)k € Stab,(k),Vj € {0,--- ,n — 1}, por inducdo.

Logo a1 ¢ Stab, (k + 1). O

Corolario 6. Sejam H < Aut(7T,) e a« € H com o(a) > nl, entao H nao é simples.

Demonstracdo. De fato, como o(a) > n!, entdo 1 # o™ € Stab,(1) N H < H, pela

Proposicao 5. 0

1.3 Representacao por Automata

Os automorfismos da arvore regular (uni-raiz) 7' podem ser identificados em termos
de automata de Mealy. Tal automato é uma Maquina de Turing definida pela sextupla
(Q, L, ', f, 1, q), onde @ é o conjunto de estados, L é o alfabeto de entrada, I" é o
alfabeto de saida, f : Q x L — @ é a funcao de transicao de estados, [ : Q x L — T
é a funcao de saida e ¢y € o estado inicial.

Um automorfismo a € A pode ser interpretado como o automato de Mealy re-
presentado pela sextupla (Q(a), Y, Y, f, |, a), onde f : Q(a) XY — Q(«) e
[:Q(a)xY — Y sao definitas por f(ay,y) = au, e l(ay,y) = z,onde z = y*, y € Y
e u € M. Desta forma, o automato o € A podera ser representado graficamente por

um grafo direcionado onde as arestas sao definidas por
['a) = {(w,y/2,00.) | z=y*, ondeu e Mez,yeY }

e os vértices sao representados por pequenos circulos representando cada estado de
a. Assim, se u € M, entdo «,, é um vértice de I'(«) e para cada y € Y sai uma aresta

rotulada por y/z de a, para «,,., onde z = y*. Graficamente,

() (o)
y/z

Exemplo 2. Grafo que representa o automato de Mealy identificado pelo automor-

fismo o € A, onde

a) A=Auwt(Tz) ea=ce : @
0/0,1/1
1/1,0/0
b) A= Aut(Ty), o =(0,1) e a = (,€e)0: .
U 1/0

0/1
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c) A = Aut(Tly), 0 = (0,1) e a = (B,7), onde f = (,a)o e v = (v,0):

1/2

d) A= Aut(Ty), o = (0,1,2) e a = (e,a,0) @m@

0/1,1/2,2/0
0/1

O

0/0,1/1,2/2
1.4 Calculo de Conjugados, Centralizadores e Co-

mutadores

Proposicao 6. Sejam o, 3,7 € Aut(T),), entao as sequintes propriedades sio equiv-

alentes:

(i) v =P =a"'fa
(ii) 0, = 0,000 € Yira = a;  Bioyes, Vi € {0,1,--+ ,n—1}.

(iii) o, = 0, og0, € o = (0%); Yai(7)joa, Vi € {0,1,--- ,n— 1}, Vs € Z.

Demonstragao. (i) < (ii)

7= 0" ¢ fa=ay

< ((Bo,- -+, Bnr)os(ao, -+ am1)0a = (@0, -+, an—1)0a (0, -+ Yn—1)07)
& ((Bo, -+, Bn-a)(@g7s, -+ 5 Q)9 ) 0800 = (A0, -+ 5 1) (Yoras -+ 5 Y(n-1)7a ) Ta0)
( (Bocgos, -+ s B 1C(n— 1)”6)%% = (a0Y0ea, - ,Oén—ﬂ(n—l)ffa)aaa«,)
& (0, = 05" € VYica = "Bies, Vi € {0,1,--+ ,n—1})
(1) < (uii)
(a,y =0,'0304 € Vica = a; Biyes, Vi € {0,1,-+ ,n — 1})
& (Uv =0,'030, € Qs = B aYioa, Vi € {0,1,--+ 0 — 1})

12



_ 1 -
0, =0, 030, € agﬁ—ﬂ 101 e

<:> i [3 i o' 9
Vie{0,1,--- ,n—1},Vs € Z
R R M s e
Vie {0,1,--- ,n—1},Vs € Z, por inducao sobre s
O—’Y = O—;lo—ﬁo—a S &ZUE = 6:,&_1 (/65_1)7:_1&7;(Fys_l)iaav,aaafy_l7
& P ’
Vie{0,1,--- ,n—1}, Vs € Z
_ -1 _ s—1 a s—1
o Oy =0q 030a € Qop = ((5 )z’ﬁig;;l) (7 )ica’Yi%U:*l»
Vie{0,1,--- ,n—1}, Vs € Z
0y =0, aaaeoz s %) ioa,
o [ =o' = () ()
Vi e {0,1,--- ,n—l},‘v’sEZ
[
Proposicao 7. Sejam «, f € Aut(T,), entdo
(i) 0 =[B,a] = 3713 se, e somente se, Oacs = Bora;  Biays € a9 = [05,04].
(i) B € C() se, e somente se, 3; = a;ifacay € 0g € C(0g)
Demonstracdo. (i) Seja v = 3% Assim, 0 = [3,a] = 37'8* =31y < B0 =~
((ﬁm e 7Bn 1)0B(‘907 T aenfl)UH = (705 T 7’77171)0'7)
( Bo, -+ Bu1)(boes, - - - ;e(n—mf’ﬁ)aﬁ@ = (70, - ,’an)%)
( ﬁoeogﬁa o B 19(n 1 f’ﬁ)Uﬁae (70,"' 7%—1)07)
& (0g0g =0, € Biblies =y parai=0,--- ,n—1)
& (0309 = 0, € Pioabiracs = Yoo parai=0,--- ,n—1)
& (09 = 0505 = [05,04] € Ojracs = Bt Bices
parai=0,---,n — 1, pela Proposi¢ao 6)
(ii) € C(a) < [,a] =e. Assim, parai=0,--- ,n— 1,
(6 = Bioac; ' Biyes € € = [05,04], por (1))
54 (ﬁz = aiﬁiaaai—(fé €03 ¢C O(O’a))
[

Um exemplo bastante simples que ilustra a Proposicao 7 é dado pelo seguinte

Corolario:
Corolario 7. Seja o0 = (0,--- ,n —1) € A= Aut(7,,), entdo
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(i) Clo)={BeA|B= (5o, ,Bo)o",onde By € A et €L};
(i) Z(C(0)) = (o) ;

) Clo)
(111) o

I

A.

Proposicao 8. Seja = (Bo, -+, 0n-1)0 € Aut(T,,) com o = (0,---,n—1) e

« € Stab, (1) satisfazendo * = (e,--- ,e,v)o. Entao y € o conjugado de 3o -+ Bn_1

por ag e a = (v, By o, -+ 5 (BoBi+++ Ba2) Lag).

Demonstragao. Como 3% = (e,--- , e, 7)o, entdo, pela Proposigao 6,

e= a;lﬁiai+1,v’i €{0,---,n—2}ey= a;ilﬁn_lao.
Assim,
(
o) = 50_1%
ay =Bty = 51_150_1010 = (BoB1) Lo
AOp—1 = 67:}2an—2 - (50 ot 571—2)_1@0
(7= g (BoBr -+ Bu1) g
Logo

a=(ag, - ,a,_1) = (a0, 5510407 o (BB Baa) )

v = (BoBr- - Bn1)™.
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Capitulo 2
A maquina de adigao n-adica ()

Neste capitulo introduziremos o conceito de inteiro n-adico e trabalharemos com um
automorfismo da arvore n-aria que assume o papel de somar uma unidade a cada
inteiro n-adico. Chamaremos este automorfismo de maquina de adi¢ao n-adica e

estudaremos também subgrupos de Aut(7,,) que contém este automorfismo.

2.1 O anel dos inteiros n-adicos (Z,)

Um digito n-ddico é um numero natural entre 0 e n — 1 (inclusive). Um inteiro n-
adico é definido como uma seqiiéncia (a;);en de digitos n-ddicos. Convencionalmente
eSCTEVEremos aga as - - a; -+ Ou y oo a;n' para representar esta seqiiéncia (a;);en. O
conjunto dos inteiros n-adicos seréa denotado por Z,.

Para facilitar a nota¢do dado b = (b;);eny € Zy, 0 simbolo b representara o digito
n-adico by que diremos ser o resto da divisao de b por n.

Se a é um numero natural e a = ap_1ap_2 - a1ag € sua representacao n-aria
(em outras palavras a = Zf;ol a;n' em que cada a; é um digito n-adico) entao nds
identificamos a como o inteiro n-adico (a;) com a; = 0 se i > k.

Portanto niimeros naturais sao inteiros n-adicos em que apenas um nimero finito
de digitos sao nao-nulos. Note ainda que 0 ¢é o inteiro n-adico em que todos os seus
digitos n-adicos sao iguais a 0 e que 1 é o inteiro n-adico em que o primeiro digito
n-adico (escrito da esquerda para a direita) é 1 e os demais digitos n-adicos sao iguais
a 0 (zero).

Se a = (a;) e b = (b;) sdo dois inteiros n-ddicos, entdo podemos definir, indutiva-

mente, a soma a + b = (¢;) deste dois niimeros n-ddicos da seguinte forma:
e 5 =0;
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e Sea;+b+¢e€{0,--- ,n—1} faca ¢; = a; + b; + €; e ;41 = 0; caso contrério,

facac,=a;+b;+e;—neeg =1

Note que as regras acima sao exatamente as regras utilizadas na adi¢ao de niimeros
naturais na representagao n-aria.
Se a = (a;) e b = (b;) sdo dois inteiros n-ddicos podemos também definir uma

multiplicacao a - b = (¢;) destes dois inteiros n-ddicos da seguinte forma
[} dg = CL(]bO;

® ¢y = apbo;

di—ci i+1 .
o dip1 =S4 4 Qipr—kb;

® Cip1 =diy

Note que esta multiplicagao coincide também com a multiplicacao de nimeros
naturais na representagao n-aria.

Analisando o comportamento da adicao e multiplicacdo dos niimeros naturais
quando imersos em Z,, podemos observar que o conjunto Z, munido das operacoes
de adicao e multiplicagao acima define uma estrutura de anel comutativo com unidade
1 = (a;), onde

1, se1=0

0, sei#0

a; =

Além disso, denotando por U(Z,,) o conjunto dos elementos invertiveis de Z,. Um
inteiro n-adico a = (a;) pertence ao conjunto U(Z,,) se, e somente se, (ag,n) = 1.

Conseqiientemente Z! = {(a;) € Z,, | ap = 1} é um subgrupo multiplicativo de U(Z,).

Exemplo 3. O inverso multiplicativo de 2 em Zz € 2+ Y .2, 3" € o inverso multi-

plicativo de 3 em Zs é€2+3-54+1-52+3-5°+1-54 ... =245 ((—1)" +2)5".

A acao de Aut(7,) no anel dos inteiros n-adicos

Estendendo a acao dos elementos de Aut(7},) para seqiiéncias infinitas (ou pontos de
fronteira da drvore) de digitos n-ddicos entao a agao de a € Aut(7},,) em um ponto de
fronteira a = agaqas - - - pode ser traduzida na agao sobre o anel dos inteiros n-adicos

da seguinte maneira:

a® = (ap)’(arag - -+ )
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Em Aut(7,) existe um automorfismo 7 que faz o papel de adicionar uma unidade
a cada ponto de fronteira identificado no conjunto dos inteiros n-adicos. Este auto-

morfismo 7 é conhecido como maquina de adicao n-adica.

Definicao 3. O automorfismo T = (e,--- ,e, 7)o, € Aut(T,) com o, = (0,--- ,n—1)
¢ chamado de mdquina de adi¢do n-ddica e a acao deste automorfismo em uma dada

palavra Yoy, - - - yp com y; € {0,--- ;n— 1} € dada por

- (o+Dyr---yr seyoe{0,--- ,n—2}
(?Joy1"'yk) =
O(y1- - yg)" seyp=mn—1

Se a € Z, entao a agao de 7 estendida a Z,, é traduzida por
a"=1+a.

Proposicao 9. A madquina de adi¢ao n-ddica induz wma permutacao transitiva sobre

0s vértices de cada nivel da arvore n-dria.

Demonstragao. Sejam v,u € M* com |v| = |u| = k. Entao existem vy, vy, -+, v_1,

Ug, U, - -+ ,Up_1 € Y tais que

k

Assim, m = (up — vo) + (1 — v)n + - (up_1 — vp_1)n""* satisfaz

SR ) (wj—vj)nd
sm F25=0 %Y
v = (g - Vg_1) = UglUp * - Up1 = U

2.2 Poténcias infinitas e extracao de raizes

Se (a(k)),en € uma seqiiéncia de elementos de Aut(75,), com a(k) pertencente ao sub-
grupo estabilizador do nivel k-ésima da arvore T,,, Stab,(k), entdo a = a(0)a(1)a(2) - - -
é um elemento bem definido de Aut(7},), j4 que somente os primeiros k elementos do
produto a(0)a(1)a(2) - -+ tém agao nao-trivial nos vértices da arvore T,, até o nivel k.
Desta forma, se a € Aut(7},) e m é um multiplo do expoente do grupo (o,, | © € M),
entao podemos definir poténcias “finitas e infinitas”de o onde cada expoente é visto
como um elemento de Z,,.

A seguinte proposi¢ao nos permite definir certos tipos de poténcias infinitas de

automorfismos em Aut(T,) :
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Proposigao 10. Se a € Aut(T,) e m é um mailtiplo do expoente do grupo (o, | u € M),

entdo, para cada & =Y ooy agm” € Ly,

045 _ QZEO:O apmk — Q% . QU™ . Oéa2m2

¢ um bem definido elemento de Aut(T,).

Demonstracao. De fato, como m é multiplo do expoente do grupo (o,, |u € M),
entao, para cada k € N, somente os primeiros k£ elementos do produto a® - o**" -

asm?

Q@ .-+ tem acao nao trivial sobre os vértices da arvore 7T, até o nivel k. Portanto,

af é um bem definido elemento de A. O

Proposicao 11. As poténcias finitas e infinitas da mdquina de adi¢ao n-ddica podem

ser escritas na forma

Tf:(7—77-.-’7'n,:r" a"'aTT+1>0£> (2‘1)

E termos

onde & € Zy,.

Demonstracao. Seja & € Z,, entao existe uma seqiiéncia (a;) de digitos n-adicos tais
que

f:a0+a1n+...+aknk+...‘

Aplicando o Corolério 1, obtemos

“ e, sel0<i<n—ag—1
(T%); = TiTior =+ T _ag-1 =
[ .
T, Se1>n—a

(T™)i = TiTior =+ T, yn—1 =

(7"); = (T")i(T)iwan -+ (T") e = T

Assim,
ao ao
7Y = (e, ,e, T, ,T)o2
——
ag termos
nJ pd—1 pd—1 nd—1 nd—1
Fagn’ T(a]n o (Ta]n 77_ajn e 77_a]n )
Logo,
24 .. 24 .. 24 ..
7€ — paotaintaznit _ _ao (7_0+a1n+a2n + ) = (7.O+a1n+a2n + ) - a0
2
— (7_0 701N | pa2n ) . @0



= ((Ta177a17 e ’Tal) . (7-‘1271’7-&2”’ PN 77-0“2”) PN

nJ—1 mi—1 nJi—1
(TGJTL ’7_(1]71 ’...’Taﬂn )...).(e’...’6’7—’...’7—)0'20
N——
ap termos
i—1 i—1
:(Ta’l.TaQn...Ta’jnJ ...’...,Tal.Ta’Qn...Ta’jnJ ...’
(791 . 702 ajnd ! IR RN € O I Lo
T T T, AT T T T)O -
vV
ap termos

_ (Ta1+a2n+-~+ajnj*1+~-~ 7_a1+a2n+~-~+ajnj*1+~-

Y )

a1+agn+-+ajn ~l4... aitagn+-+a;nd "4 ao
(7- J )'T,“',(T J ).7-)0'7_
NG ~~ >
ap termos
£-ag §-ag  E-ag §-ag
:(T" ytr, T 7Tn+1,---,’7‘n+1)0g0
-~ >
ap termos
€ [ &€ z
:(Tn7 JTn7Tn+17 7Tn+1>0-7£'
N _ TV
£ termos

O
Notagao 3. O fécho topoldgico de (), isto €, o grupo pro-ciclico gerado por todas
as poténcias n-ddicas de T, serd denotado por
(1) = {7* | € € Zy}
A seguinte proposicao caracteriza os elementos de Aut(T),) :

Proposigao 12. Sejam o € Aut(T,,),m o expoente do grupo (0, |u € M) et € N

satisfazendo (m,t) = 1. Entao a equagdo

sempre tem solugdo em Aut(T),).

Demonstracao. Como m é o expoente do grupo (o, | © € M), entdo, pela proposicao
anterior, af € Aut(T,) para qualquer ¢ € Z,,. Portanto, como (m,t) = 1, entdo t

. . _ -1, ~ ~ .
possui um inverso t~! em Z,,. Logo x = o' é solucao para a equacao acima. O

Corolario 8. Seja 7 € Aut(T,) a mdquina de adi¢ao n-ddica e seja m um elemento

mvertivel em Z,,. Entao equacao

sempre tem solugdo em Aut(T,).

19



Exemplo 4. Se 7 € Aut(T},) € a mdquina de adigdo n-ddica, entdo para cada k € N,

xnk—i—l —

-
tem solucao
v =(z", .k gDk g
onde o, =0, = (0,--- ,n—1).
Demonstracdo. De fato, se ™! = 7, podemos escolher o, = 0,1,--- ,n—1).

Pelo Corolario 1,

e, seie€{0,---,n—2}
(™) = (@i@isr - Tignor) s = (i - 2)F = 7 -

T, set=n—1

(2.2)
Assim, para i € {0,--- ,n — 3},
(T ) =
= Xy = Tyl
(iUz‘+1 ce xi)kxi—l-l =e€
Logo
To=T1 =" "Tp-2 (23)

Além disso,

Tpo1(ToTp )i =7
= 1

= xn,lxal =T = Tpn_1 =TIy

Tpo(Tnot - Tna)" =€

(xnfl tee xn72)kl’n71 =T

xn—2(xn—1 T xn—2)k =e
= 1
(Tp—1 - ‘ﬂfn—z)k =TTy,

-1
= TpoTX,_1 =€
= Tp_1 = Tp_oT

(2.3)
= Tp—1 = ToT
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Logo

Tp_1 = ToT = TXo (2.4)
Agora,
(o - xpq)"=e
(2.3),(24)

To = = Tp_9 = l'_k
e
Tpol = TTo = xnkﬂrl _xfk — x(n71)k+1
Logo
= (x—ic7 k (n—1)k+1)%
com o, = (0,--+ ,n — 1) satisfaz 2" = 7, 0

2.3 Polarizador e Indutor da maquina de adicao
n-adica

Polarizadores e Indutores aparecem naturalmente quando trabalhamos com estruturas
que envolvem a maquina de adigcao n-adica. Nesta secao demonstraremos algumas

propriedades dos Polarizadores e dos Indutores que serao tteis em nosso estudo.

Definicao 4. Pela Proposicao 11, podemos escrever as poténcias da mdquina de
adicdo n-ddica na forma

76 = (pSEEH09 L SR SSER-g0) L S H0-10),E ve e 7,

-

Etermos
onde ¢ : Ly, X L, — {0,1} € a funcgdo definida por

, 0 sej=0,-,n—1-—7
5(]7T):

1 cc

Esta funcao € chamada de Polarizador da maquina de adicao n-adica.
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Observacgao 1.

‘ 0, sej+7<n-—1
6(j,r) = N (2.5)
1, sej+7r>n—-1

Proposicao 13. (Propriedades do Polarizador da mdquina de adi¢do n-ddica)
(i) Se (a,n) =1, entdo S p—y (i + ka, &) = E.

(ii) Seja j inteiro positivo, entdo

) — J—1
75%‘754”5(@'7]'5) < >+Z§z+k§§ Vi, £ €7 (2.6)
k=0

Demonstragao. (i) Seja ¢ : {0,--- ,n—1} = {0,--- ,n— 1} dada por ¢(x) =i + xa.
Como (n,a) =1, entdao ¢ é uma bijecao. Portanto

3
—
3
,_.

0(i + ka, &) = 6(k £ =¢.

0

i

0

i

(ii) Como (7%); = (

&= J£+5”€ (

) ( )H—g (T é)m, entao
)R dlitke, 3

T

Logo

J§ — 3¢
n

+5(i,j§):j<€;€>+ _ 5(i+ k&€, Vi, E €T
k=0
Il

Definicao 5. A partir do Polarizador da mdquina de adi¢ao n-ddica podemos definir,

para cada s € Z, uma fungao Ay : Ly X L, — {—1,0,1} dada por
Ag(iyt) =0(i,t —i) —0(i — s,t — 1)
que chamaremos de Indutor da maquina de adigao n-adica.

Proposicao 14 (Propriedades do Indutor da maquina de adigao n-adica).

Se Ag(i,t) = (i, t — i) — (i — s,t — 1), entao

0, set,i>35 ou t,i <3
(i) Ag(i,t) = 1, set<s5<i
—1, sei<s5<t

(”) As(iat) = _As<t7i)
(1it) Ag(i+s,t+5s) =—=A_4(i,1)
(i) Ay(i,t) = Ay(i, 2) + Ay(2,1)
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1

Gy
() Y AJi+kst+ks)=0
k=0

n—1
(vi) > Ay(k,t) =
k=0
para todos i,t,z € 7.
Demonstracao.

(i) Por (2.5) temos que

— )
wn
@
|
v
.

n
@
I
A
.

Assim,

0(i—s,t—1)=0(—s,(t—s)—(i—s)) =

Analisando os intervalos,

—_
o
.
(AV4
vy
¢}
~
|
V)
AV4
~
|
vy
N—
—
o~
(AV4
.
(AV4
vy
SN—

~
Nl
.
vV
VY|
(@)
~
I
Vo)
A\
o~
I
VA
SN—"
—
®|
(VAN
~I
A
.
SN—"

(i<s, t<Set—s<i—s) & (i<s,i<sen+t—5<n+i—75)
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(ii) Segue de (i).

(i) Ay(i+ 8, +8) = 0(i+ 8,8 — i) — 8(i,t — i) = — (3(i,t — i) — 6(i + 8,¢ — i) =
_A—s(iat)

(iv) Observe, primeiramente, que A(7, 2) + Ag(2, 1) # 2 e Ag(1, 2) + Ag(2,t) # —2,

pois
(Ag(i,2) + Ay(z,t) =2) & (F<5<iet<5<7)
(§
(A(i,2) + Az, t) = -2) & (i<5<zZez<5<1),
por (i).

Utilizando (i) novamente, observe que



Logo, As(i, z) + Ag(z,t) = Ag(i,1).

GO e L
(v) Observe primeiramente que Z (i + ks, t —i) = 0+ (k—1)s,t —1).
k=0 k=0
Assim, para m = ﬁ, temos
m—1 m—1
AP+ ks, t+ks) = [0(i + ks, t —i) —0(i+ (k— 1)s,t —i)]
k=0 k=0
m—1 m—1
= (it kst —i) =Y 0(i+ (k—1)s,t—i)
k=0 k=0
m—1 m—1
= 0(it+kst—i)— Y 6(i+kst—i)
=0 k=0
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2.4 O Normalizador do grupo pré-ciclico ()

—

Proposicao 15. Seja N o normalizador do grupo (t) em Aut(T,), entdo N' < C(1).

Demonstragdo. Sejam «, 3 € N, entdo existem 1,& € U(Z,) tais que 7 = 7° ¢
™ =7,
Assim,
T =71t
=7= (TE)OF1
=7= (7'0‘71)g
=7 =
Da mesma forma 77 =77 .
Portanto, 7100 = 707 07 e — (7870 el — (787 el — 28T — 1
Logo, N < C(7). 0

A seguinte proposi¢ao nos diz quem sao os elementos do normalizador do grupo
pro-ciclico <?>:
Proposicao 16. Sejam 7 a mdquina de adi¢ao n-ddica e o € Aut(T),) satisfazendo

=715 com & € U(Z,). Assim

9

a=all (eﬁ@ﬂs(v(was)? (e +z;:;§5((v<a>+k)s,s>> o
(2.7)

com 7 = 7° e 0, € S, satisfazendo (j)°* = (v(a)+ j)¢ para algum v(a) €

{0, ,n—1}.

Demonstragio. Observe primeiro que o¢ = (0,&,---,(n — 1)) e 0%« = 0% impli-
cam em (09, 1% ... (n —1)%) = (0,£,2€,---, (n — 1)€). Portanto, existe v(a) €

{0,--- ,n — 1} tal que 07 = v(a)&. Logo (§)? = (v(a) + )&, =0,-+- ,n—1.

Agora,
7O = 7§
[ o =05 o = )l
Vie{0,1,--- ,n—1},Vs € Z, pela Proposigao 6(iii)
o o7e = 0%, ag = ager = (7")g ' ap(T5")ora

e o = aoff?}— = (Ti)alao(T&)oaa,Vi S {1,2, e, — 1}
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0% =08, apg=T1tapTt

~ o
e ;= aor o e v ¢ {1,2,---,n—1}

0% =08 ap=T7tapTt

<:> . E_E i—
e a = aoTz(T)@k;Oa((v(a)+k)s,s)7W €{1,2,--- ,n—1},pela BEq. (2.6)

O]

Corolario 9. Seja <7'/\) = {7% | £ € Z,} o fecho topoldgico de (t) em A. Entdo
C(r) = </\T> Em particular, o normalizador de (7'/\> ¢ metabeliano.

Demonstragao. Se o € C(1), entdao 7 = 7. Fazendo £ = 1 na proposi¢ao anterior
teremos

o= 04(()1)7'”(“),

onde o € C(7),i.€,

a = TU@FTER vt ¢ ()
Logo C(7) = <’7'/\>
Assim, se N é o normalizador de (7'/\>, temos que
Prop.15 —
N < COr)=(7),
ou seja, N é metabeliano. l

Corolario 10. Seja ZL = {¢ € Z,, | € = 1}. Se £ € ZL, entdo

§-1 o9&t

)\5 = )\él)(67TT’T noyees ’T(nfl)%)

satisfaz

T = 78,

Proposigao 17. Seja A = {\¢ | £ € Z,,}, entdo A € um grupo (abeliano) isomorfo a
7).

Demonstragdo. Sejam &, 0 € Z,,. Assim, como A¢, A\g e Agy sdo inativos, segue que

AeAorgg )i = (Ae)i(Na)i(gg )i = (Ae)i(Ma)i(Agg )i = (Ne)i(Na)i(en); !

6—1 0—1 j£0-1 .

T A e ) = A T A
= AT n AgT  n €T = AgAgAg T m AgT n T n €0

-1 6—1 -£60—1

= AXT T T T NG = Aedodg Vi € {0, - n— 1}

LOgO >\5)\9 = )\59. U
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Proposigao 18. Sejam & € Z e a € Aut(T},) satisfazendo 7 = 75, Entdo o = A\e7™
para algum m € Z,.

-1
Demonstracio. De fato, como ¢ = 7€ e 7* = 7%, entdo, 7¢ * = 7. Portanto, pelo
Corolario 9, existe m € Z, tal que /\5_104 =7,

Logo oo = Ac7™. l

Proposigao 19. Seja V= {\:7" | £ € Z. et € Z,}, entdo VU € um grupo metabeliano

satisfazendo

—

(i) UV=Ax(r) =27 x Zy,

(i) ¥ = {77)
Demonstragio. (i) Dados Ae7!, Mm% € U, (Ag7") 7! = No—17F7 pois
AT A1 77RO = Aghga RO TR =y = 1.
Assim AT Ag 7R = AN Nga 7 RO = Ny r (RO € g,
Portanto ¥ é subgrupo de A.

o~ o~ o~

Além disso, como A < N4((7)) e AN{(T) = 1, segue que ¥ = A x (1) X Z! X Z,,.
(ii) Como [Ae7!, AT = 77 A1 7 FXgm1 Ae TP N T"

= T_t)\gflT_k)\g—lth)\ng = T_t/\gflT_k/\gflg/\gTetTk

—_

k>\£7_9t+k _ otk Otk t(0-1)—k(E-1) o =

=7 N7

—_

e [T, Ae] = 7571 entao W' = (17).

Proposicao 20. Para cada k € Z,, defina Hy, = {Agrk(%> | £ € ZL}. Entao
(i) Hy € um subgrupo abeliano de ¥ isomorfo a Z.;

(i1) Se k,r € Z, e k # r, entao H, N H, = e.

Demonstragdo. (i) Basta notar que a aplicacao ¢y, : Z) — Hj, definida por ¢ (£) =

k(&) p .
AeT V) é um isomorfismo.

(i) Sejam k,r € Z, com k #r e, 0 € Z.\ {1}.

Assim [)\571"(%), )\977’(97%;1)] = Tk(%)(g_l)”(%)(g_l) = T(k_r)(%)w—l) =+ e.

Portanto um elemento nao trivial de H; nao comuta com nenhum elemento nao

trivial de H,. Em particular, H, N H, = e.

28



PI‘OpOSigéO 21. Se a = (O[(),Oél," : ,Oén_l) S Aut(Tn) saﬁsfaz T = )\57_1+kn7 para

algum & # 1, entao

+1,1
—1

L SR )|

ai+1:a0)\£i+17 ,izo,l,"',n—2
ra0 )\gnT%[(H—kn) o]

Demonstracao. De 7% = )\571““”, obtemos
et _1)&=t
[(67 €6 T)O'T](a()’ anet) = ()‘kaa )‘57— " +k> e 7)‘67—(” D5 +k+1)07
Pela Proposicao 6,
/\57_1‘%% =a; i, sei=0,1,--- ,n—2

_1)&t —
)\57'(" DSr+k — anilTao,

Elig

aiJr]_:afi)\ETin s seizO,l,---,n—Q
-1
Qp = T_lOénfl)\gT(n_l)T—Hc,
-1 L£—1 i
_ ) am= o AeTF AT TR AT TR e i = 0,1, n — 2
£-1
g = Tty ATV HE
i j 1 =1 ¢i i ce—1Yj .
O(,i+1 — aoAgiquTij:OéjJr n '3 Zj:l](g )J7 se 7 = 07 ]_7 e 7n —_ 2
=
e-1
g = 7_71an_1)\§7_(n—1)7+k’
( Lo SR (i)
:> O{Z+1:Oé0)\€l+17_n ¢l ’7::0’17...’71_2
e—1
g = Tt ATV HE
\
( %[(I—Fkn)&iz_l;l—(i-&-l)} )
CYi+1:ao>\£i+17' ,22071,---’71—2
= —1
1 N1
| (L+kn) >—= —(n—l)} nE—1
L 7} :T_I(Odo)\gn—lT [ ot ))\gT(n D +k,
( L €2 )]
O{Z+1:a0)\£z+17_ 7220717...’71_2
= -1
| 20 =7 apAenT” et =Dtk
( 1 [(1+kn)5i+1*1 —(z‘+1)}
:> CYH_1:Oé0>\£z+17'n ¢-1 ’i:071’...’n_2
1 -1
700 — )\gnT” [(H—kn) = ]

O

A seguinte proposicao caracteriza grupos nilpotentes que contém a maquina de

adicao:
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Proposicao 22. Seja G um subgrupo nilpotente de Aut(T,,) contendo a mdquina de

adi¢do n-ddica. Entdo G € um grupo abeliano livre de tor¢do contido em (T).
Demonstracdo. Suponhamos que G seja um grupo nilpotente de classe k > 1 contendo
a maquina de adicao n-adica.

Considere a série central descendente de GG, definida por

G=T1(G)>Ty(G) > >T,(G) 2 Tpa(G) > - --

onde I'y41(G) = [I'4(G), G] para todo t € N maior que 1.

Como G é nilpotente de classe k£ > 1, entao k£ é o menor inteiro positivo tal que

['4+1(G) = 1. Além disso, como () é abeliano e G ¢é nilpotente de classe k > 1, existe

—

aeG—(T).
Considere agora a seqiiéncia de elementos de GG definida recursivamente por:
(1) =«, 0(2) = |a,7],---,00t+1)=1[0(t),7], .

Deste modo, como 0(t) € I';(G),Vt € N e G é nilpotente de classe k > 1, ent@o existe
um menor inteiro positivo m tal que (m) =ee2 <m < k+ 1.

Desta forma,

Pelo Corolario 9, existe § € Z; tal que
O(m —1) = 7°.
Logo
O(m —1) = [0(m —2),7] =7°
=0(m -2 9(m—-2)r =1°

= 70m=2) — 71-¢

Como G é nilpotente de classe k > 1, temos que
[Ci(G), ()] < [Tk(G), G] = Tpa (G) = €
com I'y(G) # e.

Desta forma, existe s € Z; tal que 7° € I'y(G).

Assim,
[7°%,0(m — 2)] = T*S(Ts)g(mfz) = 77575078 = =5 ¢ Fer1(G) \ {e},

0 que é impossivel.

Logo G < (1) H
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Capitulo 3

Construcao de Grupos Soltveis

Neste capitulo apresentamos algumas construcoes de grupos soltiveis a partir de um
automorfismo de Aut(T),). As idéias aqui apresentadas podem ser combinadas para

auxiliar na construgao de grupos soltiveis mais complexos.

Teorema 1. Sejam o € Aut(T,),t € Z e o', = 01+ 0% a decomposicio de o', em

ciclos disjuntos nos simbolos em'Y ={0,--- ,n — 1}.
Assim, se T ={o; |1 € {1,--- ,k}} e para cada S C T, definirmos um automor-
fismo

vs = ((18)o, -+ (9s)a1) [ [ o

c€eS
onde
(), sej € um simbolo que
(vs); = aparece em algum elemento de S.
e c. c.
entao

(i) H=(ys,a | S CT) éum grupo metabeliano.

(ii)) N = (ys | S CT) é um subgrupo normal e abeliano de H.

(iti) & = N]i,a> = Nﬁ% ¢ um grupo ciclico de ordem divisora de t.

Demonstragao. Sejam vg,,7vs, € N.

Assim,

0-751’752 = O-’Ysl 0-’752 = O”YSQ ' 0”751 = 0”752751
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j, se j ¢ simbolo que aparece em
algum elemento de S7 N .S,.
(s5.)s = (15.): (75, ) 81 = (a);,  sej é simbolo que aparece em

1/92/)7 1/7 2/7'°1 T
’ algum elemento de S; U .Sy mas

nao aparece em elementos de S; N .Ss.

e, c. C.
\

Logo 7vs,vs, = Vs,7s, € N é abeliano.

Como
«75)0[)] - (O‘_l)j('ys)ja*laj“‘*lws

(Ofl)j(@t)jafl Qja—lat = (ah);, se j* ' 6 um sfmbolo que
= aparece em algum elemento de S

(a_l)]ea]a I’YS = (a_l)]aja_l = €& C.C.

entao
(at)ja = (Ozt)joa se j é um sfmbolo que
(7)) jo = aparece em algum elemento de S

€ C.C.

Além disso, como o, age sobre T' por conjugacao, existe S’ C T com a mesma

quantidade de elementos de S de tal forma que
° Sl — SO’a

e Se j é simbolo de algum elemento de S, entao j* = 5%« é simbolo de algum

elemento de 5.

e Se g € S, entao 07> € S'.

Assin, ((15)"); = (17); € 03 = (025)" = (Ha> ~lo~=Tlo=

o€esS oceSs oces’
Portanto (v5)® = 7s, i.e., N é um subgrupo normal de H.

Para o restante da demonstragao, basta observar que H = N («) , pois N é normal

em H. Assim, pelo Teorema do isomorfismo,




é um grupo ciclico.

Além disso, como

Y{o1} V{o2} " " Vor} = ata

entao
(a")y C NnN{a).
Logo
[{a) : ()] = [{@) : N ()] - [N " () = ()]
e como [(a) : {a')] é um divisor de ¢, segue que [H : N] = [(a) : N N {a)] também &
um divisor de t. O

Teorema 2. Dados o € Aut(T,) et € N, sejam m o expoente do grupo (o4, | © € M)

e p(a,u) € Stab,(|u]) tal que para cada w € M com |w| = |ul,

[ul
(am > , Ssew=1u
e u

oo, u)y =
e, sew # u

Assim,

G(a,t) = (p(a,u) | ue M,|u| <t)
€ um grupo soluvel com comprimento derivado menor ou iqual a t + 1 contendo a.

Demonstragao. Sejam u,v,w € M tais que |v| < |u] = |w|. Assim,

o(a, u)@(a’”) € Stab,,(|u|)

(90(0'/7 U)w(aﬂ)))w = ((,O(Oz, U)_l)w (,0(04, u)wsa(am*l 90(057 U)ww(&,v)*lw(ayu)

a, )™ ) e @lau a,v se welev)™h =y,
(QO( 9 ) )u‘f’( ) g&( ) )uQO( ) )uu

—1
e, se wP @) Ly,

m\u‘P(o"v)\ (a,w)
« o’ se w = u¥'\“
— uela,v

e, se w # uf(@v)

Portanto, para u,v € M tais que |v| < |u],

pla, u)? ) = p(a, u? ) (3.1)
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Para cada k € {0,--- ,t}, considere os seguintes subgrupos de G(«, ) :

Hy, = {pa,u) [ ue M, [uf = k)

e
Ni = (plou) [ e M,k < Ju] <1).
Assim, pela Equacao (3.1), Hy é abeliano, N é um subgrupo normal de G(«, t),
N, = Nk+1Hk,Vk S {O, R 1}
N(] = G(Oé,t) (§] Nt = Ht
satisfazem
N, N1 H H,
Fooy ZRHTE o Y~ Vke{0,--- t—1}
Ni41 Ny N1 N Hy,

e

G(Oz,t):N0[>N1[>N2>"'>Nt>1.

Logo G(a,t) é soluvel de comprimento derivado menor ou igual a t + 1.

Corolario 11. Sejam 7 € Aut(T,,) a mdquina de adigdo n-ddica e
Gy = (p(r,u) |ue M, Ju| <t).

Entao G; € um grupo soluvel de comprimento derivado t + 1 isomorfo ao produto

entrelacado

(- () 2C) 1CR) - )1 Gy

onde C,, aparece t vezes d direita de (T) no produto entrelagado.
Corolario 12. Sejam 7 € Aut(7T,) a mdquina de adigdo n-ddica. Entdo
Goo = (p(7,u) | u € M)

¢ um grupo localmente soluvel que contém subgrupos soliveis com comprimento solivel

t para cada t € N.

Corolario 13. Sejam p primo e 7 € Aut(T,) a mdquina de adi¢io p-ddica. Entdo
Gy = (p(1,u) | u e M, |ul <t)

contém um subgrupo isomorfo a um Sylow p-subgrupo de Sp:.
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Demonstragao 1. Seja u € M, entdo (7, u) € Stab,(|u|) satisfaz

T, Sev=u
90(7-7 u)v =
e, sev#u
para cada v € M com |v| = |ul.
Para cada w € M com |w| < t, seja y(w) € Stab,(Jw|) tal que para v € M com

o] = fwl,

(0,1,---,p—1), sev=w
Y(w), =
e, se v # w
Mostraremos que y(w) € Gy.
Como QO(T,U)), ()0(7—7 w(p - 1)) € Gta entao (p(T?w(p - 1))_1()0(7—7 ’LU) = 7<w) € Gt'
Assim, (y(w) |w e M, |w| <t) = (- ((CL2CHVC,) -+ ) 1 C,, onde C, aparece

t vezes no produto entrelacado.

Portanto, (y(w) | w € M, Jw| < t) é isomorfo a um subgrupo de Sylow de Sj:.

]
Demonstracao 2. Basta utilizar o Corolario 11 e notar que
¢ um subgrupo de
(- (MG 1C) - N Gy,
onde C), aparece t vezes nos produtos entrelagados. O

Um subgrupo de Aut(7},) que fixa todos os vértices que estao fora da subarvore
com vértices uM e se projeta em um grupo H no vértice u é indicada por u x H e

seus elementos sao denotados por u * «, onde o € H. Assim,

Quy, Se v = uw para algum w € M.
(u*a), =
e,  caso contrario

Jul ,
™)., onde m é o expoente

Desta forma, se o € Aut(7},), entdao ¢(a,u) = u * («
do grupo (o4, | u € M).

Seja U = {\7" | £ € Z},t € Z,,} como na Secao 2.4 e seja (¥(t))ien a sequéncia
de grupos:

U(0) =T, U(1) = (0¥, ¥(0))
U(t) = (0"« W, Ut — 1)),
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T(w) = U{T(t) | t > 0},

—

Denotando T = (7), podemos construir a seguinte seqiiéncia de subgrupos de

U(w) :

T0)="T, T(1)=(0%7Y(0),Y(0)),
T(t) = (0" Y(0), Y(t—1)),
T(w) =U{T() |t =0}

de forma que T(t) = Gt e T(w) = Geo.
Além disso, chamando de P, o grupo gerado pelo n-ciclo (0,1,--- ,n—1)e P, o
produto entrelagado

("'((Cn>2cn)2"')2cn>

onde C,, aparece t + 1 vezes no produto entrelacado, entao, Y(¢) = (X, T)P_1, que é
uma extensao do grupo abeliano livre de tor¢ao x,: T pelo grupo P,_1, solivel de grau
t. Da mesma forma, como V(t) = (x,:W)P,_; é uma extensao do grupo metabeliano
livre de tor¢ao x,:W¥ pelo grupo finito P,_1, soluvel de grau t, entao W(t) é solivel de

comprimento derivado ¢ + 2.

3.1 Grupos Estruturais

Uma classe de grupos metabelianos que aparecem naturalmente quando estudamos
a solubilidade de grupos que contém a maquina de adi¢ao é a classe dos Grupos

estruturais.
Defini¢ao 6. Para cadan € N et € {0,1,--- ,n— 1}, o grupo
J(n,t) = <b0,~~ yon1 | bibyg = bibg, Vi, 5 € {0, ,n — 1}>,
onde Z € o resto da divisao inteira de z por n serd chamado de grupo estrutural.

Teorema 3. Seja G = C 1 C,, entdo J(n,t) € isomorfo a um subgrupo normal livre

de tor¢ao de indice n em G. Além disto, valem
(i) b7 € Z(J(n, 1)
(i1) Se (t,n) =1, entdo J(n,t) é 2-gerado;
(iii) [bj, bi]* = [byzz, bl
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Demonstracao. O grupo G tem a seguinte apresentacao:

<a,u la" = e, u"u” = u¥u" Vi e Z> (3.2)

Introduzindo um gerador b = afu=!,

L @ g

(b~'a)) (b~'a") = (b~ ) (b~ 'at)™
(a‘tb)“j(a_tb)“i = (a‘tb)“i(a_tb)“j
(@b (@b = (@) )b
b a~th" = b a1

= T =y

G d

Utilizando Transformagoes de Tietze, a apresentagao (3.2) é transformada em:

<b,a la" = e, bb7" = bf”b‘““> (3.3)

Por fim, adicionando os geradores b; = %, i = 0,--- ,n — 1 a apresentacio (3.3)

e aplicando o processo de Transformacao de Tietze, obtemos

<b0,--- bova | @ = e, b = b8 bibig = bibes, Vi € {0, ,m — 1}> — J(n,t) % (a)
(3.4)
ou seja, J(n,t) é isomorfo a um subgrupo normal livre de tor¢ao de indice n em
G=C10,.
Sejam 4, j, k € {0,--- ,n — 1}.

(1)

bibjrb= =b; = bi-- bbbt bl = b
m termos
m termos
@ @ _
= bbb = b
(t n) _ (t,n)
= b = (b )

= b7y = b € Z(J(n.1)).

(ii) Observe que bbbl = by = b+ by by iy - by, = by
\\,_./ R )
m termos m termos

Desta forma, como (t,n) = 1, entao existe r(j) € Z tal que

Jj+r(j)t =imod n.

7(j) ) r(j)+1;—r(5)
Portanto b J bmbz—i-t] b = b b J bH_tJ .

Logo, se (n,t) = 1, entdo J(n,t) é 2-gerado
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(iii)

[ij bi]bk

b b5 by b;biby,

by, 05 b bbb

by by b Ui
by, by br=bi s byebr
by bbbt b
by b bbb
(b7, i)
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Capitulo 4

Grupos abelianos normalizados

pela maquina de adicao

Neste capitulo analisaremos os elementos de subgrupos abelianos B de A = Aut(7},)
normalizados por 7. Em particular, se § € B, estudaremos a solubilidade ou nao do
grupo H = (By, f1, - , Bu_1, T) para alguns casos particulares.

Se B é abeliano e 7 normaliza B, entao [, ﬁTE] = e para todo 3 € B e para todo
¢ inteiro. Assim, se # € B entao a seguinte proposi¢ao nos proporciona relagoes na

apresentacao de H = (B, 81, , Bn_1,T):

Proposicao 23. Seja § € A tal que [ﬁ,ﬁﬂ = e para todo & € Z.. Entao as sequintes

relagoes se verificam em H = (By, -+ , Bn_1,T) para todos &, k € Z.

(1) (79 LB 2(7°) &, Bz =

9T 2 T 98 49T 989t

(11) 18, 75177 = [Bies, T°]

BioyB y2 B s _
(1) [B;, 7¢] I 1B, 7], onde s; = ‘Orbaﬁ(z)}

(1V) (1674, 16, 74]) = ¢

Demonstracio. (I) [3,67°] = e
o (e = B2 (B7) BB Yimoe [0, 07] = e, pela Proposico 7)
& (BB ye = 057 )se (03,05 =)
o (0958209, 20,80

T i
3
=B(r8) - (7"5)40[30}1% e [05,057] = e, pela Proposicao 6)
(2 T 3 T

iaﬁg‘rg
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& <(T§)_l_gﬂ —E(Té)igf—z(, B e =

T 3 ’iUT ogor

I I e[oﬁ,o;f]:e)

i [30 iaﬁo.,. aﬁo 8
(IT) Trocando £ por né em (I), obtemos:

(77888 Bios = Bim Birs )

A ((ﬁﬁéﬁfl)TffﬁiTgﬁfﬁ = (5;};5{1)51'775@%7'5)
& (16, 7% = [Bes, %))

(III) Utilizando (II), temos

BogB 28 i 828 s
[ﬁth ih s = [ﬁioﬁqu if ifo [ﬁ ;32 ) 7—6] [6177—5]

)

(IV) Trocando i por ia[;l em (II) obtemos

B )% = (8,0, 7] (4.1)

(2

Além disso, pelas propriedades dos comutadores, temos

18, 7] = 8, 7 [B;, 7], VE R € Z (4.2)
Portanto, utilizando alternadamente as equagoes (4.1) e (4.2),
S 1T N e B 3 ) e e T L B 3
ERUCSEERY 81517
—k— _ Lk Ck1— _k\rk
= (18,5177 B ) = (B B ) = (87 0
A seguinte observagao servira de ajuda na escolha de o4, onde 8 € Aut(T,,) satisfaz

(3,37 = e para todo ¢ inteiro:

Observacao 2. Sejamo = (0,1,2,--- ,k—1) € S,, e 0/ = 010205 - - 0(jx) a represen-
tagao permutacional de o7 em produtos de ciclos disjuntos de comprimento k/(j,k),
entao K = (0; | 1 <i<(j,k)) é abeliano. Em particular, como K° C K, entao

[x,w"g] =1 para todo x € K e para todo & inteiro.

4.1 Elementos com atividade 2-ciclo

Nesta segdo mostraremos que todo elemento J de um subgrupo abeliano de Aut(7},)

normalizado por 7 com og 2-ciclo nos proporciona (g, 81, - - - , Bn—1, T) metabeliano.

Teorema 4. Sejam n par e 3 € Aut(T,) com og = (0,%5). Se [8,87°] = e, para todo
€ €Z, entao H= (0o, -, Bn_1,T) € metabeliano.

40



Demonstragao. Fazendo j =7 * em (I) da proposigao anterior, obtemos

(Tg)j_lﬁj(Tg)j"ﬁﬂjaﬁog:ﬁjE(Tﬁ)_lg B (TN e e (4.3)

or jUTUﬁUT jUTUﬁU: jUTUﬁU; o3

para todos § € Ze j € {0,--- ,n—1}.
Fazendo { = kn + r com r = £ em (4.3) e lembrando que o5 = (0,%) e 0, =

(0,1,--+ ,n — 1), obtemos

k+5(i T2 T03) 1y

k—8(i (0,%) k(i T B
7k 5(J,T)5j7-k+5(3 2 77')5 k—o(527 "2 ,r)@.(:
e

(‘m)(r,@) = /6]4»77‘7— %7”7— )
(4.4)
para todos k € Zer,j€{0,--- ,n—1}.
Analisaremos agora 3 casos:
1o G -0
Neste caso, a equacao (4.4) toma a forma
7k gk o (5r) 3%+r _ 6TT—k—6(0<j’%’T),r)ﬁo(i_n%ﬁ)Tk+6(%<jv%*r),r), (4.5)
para todos k € Zer € {0,--- ,n—1}.
Assim,
e Ser =0,
(T*kﬁorkﬁ% = 507'4“5%71“, Vk € Z)
A (ﬁO[ﬁmTk]ﬂ% = 60/6% [6%77k]7 Vk € Z)
Logo,
80, 7178 = [By, 7%, VR € Z (4.6)
e Ser =3,
(77 FBor™ 1 By = ﬁ%T_k_lﬁ%Tk, Vk € Z)
& (ol 1By = Bar 1 Ba B, 7, Vi € Z)
Logo,
BoTBo = 5%77153 (4.7)
e
[Bo, TFTP0 = [ﬁ%ﬂ'k],Vk/‘ €Z (4.8)
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eSer#0er#3
(TfkﬂoTkJr&(%
o (7_6(%,1”)5060717_71676(

57) Byrh o5 r)

n
2

= B R BerHE vk € Z)

= B0 BBy G ) g ) VkeZ)

& (Td(%’r)ﬂo[ﬁo, Tk]ﬁ@ = B, 7%= By B, ], VK € Z)
Logo,
7_6(%,7”)506% = 5r76(%’r)50>vr € {17 27 Tty g - 17 g + 17 N = 1} (49)
e
[Bo, 7% = [Bo, T¥],Vk € Z,Vr € {1,2,--- 5L g +1,---,n—1} (4.10)
n
20 Caso:|j = —.
2 G -
Neste caso, a equacao (4.4) toma a forma
_k 5(%,m) ﬁ o T ﬁ 6%+TT—I§—5(%(—_% )/3%(—_T,%—T)Tk+§(0(__r,%_T)7T)7 (411)
para todos k € Zer € {0,--- ,n—1}.
Assim,
e Ser =0,
(T_kﬁ%’/'kﬁo = ﬁ%T_kﬁoTk, Vk € Z)
& (B85, 7180 = Ba Bolo, 7], VK € Z)
Logo,
[ﬁ%ﬁk]’go = [Bo, "], Vk € Z (4.12)
o Ser =3,
(T_k_lﬁ%’i'kﬁ% = Bor " Bo !, Vk € Z)
& (77" Bu (B, 7B = BB, T*]7, VK € Z)
Logo,
T_lﬂ% =37 (4.13)
e
B2, 71787 = [y, ],V € Z (4.14)



eSer#0er#3
(B By 758, = B h BBy ok, Wk € Z)

n

& (178038, 748, = B4 B4 [0y, 7,k € 2)

Logo,
503y B, = Bar N EN B W € {1,2, -+ = — 1,241, n—1} (4.15)
o MT %+7« 27 ) < 72 a2 ) ) .
e
K18 k n n
By 7" = (B, 7MWk € Z,¥r € {1,2,-++ 5 =15 + 1,0 ,n— 1} (416)

32 Caso:] £ 00 # 5

Neste caso, a equagao (4.4) toma a forma

—k—5(4 (=r, r (=r, 2,
PRGN g kOGN g g ko E "8 =3 EROGTTET (417)

T+ — Pitr

3-nT

para todos k € Zer € {0,--- ,n—1}.

Assim,
eSej#—TejFL -,
(r=k=80m) g, rh+3(ir) B = BT k=30 g, 7k 06 v € 7)

& (6;18;, MU B = B 365, THHOUN) VE € Z)

Logo,
Bif = B Vit € {L o =L S+ n—1}  (418)
€
18;, 7% = [B;, 7",k € Z,Vj,t € {1, -- g 1, g Y1, n—1) (419)

eSej=-rel0<r<i,entao§+1<j<n—1,

§(j,r)=1ed(jCme ") p) = 6(5 —m,r)=0.

Assim, substituindo em (4.17),
(7 BT = for BT VR € ZV € {410 n - 1})

& (771818, ™78 = Borg Brry L VR € Z Y € {3 + 1,0+ - 1})
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7—_1 T = o
Bl = bolig; ,VkeZNje{s+1,--- ,n—1}

(85, 7M™ = Bz, 7,
Logo,
T a0 = o3, Vi € {1,2,- - g —1) (4.20)
[
Bjen, 78 = [8;,7%), Yk € Z,Vj € {1,2,-- g 1) (4.21)

Sej=-regy<r<n—1entao0<j <3,

5(j,r)=1ed(jCE ™ 1) =6(2 —r,7) = 1.
Assim, substituindo em (4.17),
(T_k_lﬁka—HﬁO = BOT_k_lﬁ%+ka+17Vk € Z,Vj € {17 R % - 1})
g (/Bj[ﬁjuTk—i_l]ﬁO = 505%+j[6%+j77—k+1]7Vk € Z,VJ € {17 e 7% - 1})

Logo,
, n
BiBo = BoPz+j, Vi € {1, 5T 1} (4.22)

i n
[ﬁj77—k]ﬁo = [ﬁ%—&-jkaLVk € Z,\V/] € {17 e a§ - ]-} (423)

Sej=5—rel0<r<g entao 0 <j<g,

0(j,r)=0ed(jCr2 ) r) =d(n—rr)=

Assim, substituindo em (4.17),
(77767 B = BurF B VR € 2,V € {1, B — 1))

& (8185, 7)8s = Ba7 B 45 Bu4y, T, VE € Z,VG € {1, 2 — 1})

2

Logo,
B;8z = Bar ' ByynT, V) € {1, g —1) (4.24)
€
18,787 = [Bay, 7, Vk € Z,Vj € {1, g 1) (4.25)
Sej:@e%<r§n—1,entéog<j§n—1,

0(j,r)=1ed(jCr2 ) r) =d(n—rr)=

Assim, substituindo em (4.17),
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<T—k—1ﬁj7'k+lﬁ% — Q%T—k—lﬁfﬂrkﬂ,‘v’k ezZNje{s+1,-- ,n— 1})
(ﬁj[ﬁga TH B = B B | n+],7'k+1] VkeZNVje{Z+1,-,n— 1})

Bify = OnBas;

,VkeZVje{2+1,--,n—1}
18,778 = [Bums, 7],

Logo,
i n
BnBj = B ;jBn,Vj € {1, i 1} (4.26)

n . n
8;, 7] = [Ba4;, 7178 Wk € Z,¥j € {1, , 5~ U (4.27)

Os seguintes lemas nos ajudarao na demonstracao de nosso teorema:

Lema 1.

D= {37 |ke€Zie{0,1,-- ,n—1})
¢ um subgrupo normal e abeliano de H.

Demonstragao. Para cada i € {0,1,--- ,n — 1} defina

={[6;, 7" | k€ Z).
Assim, D = (D; |i € {0,1,--- ,n — 1}) e cada D, é abeliano, pela Proposicao 23(IV).
Das equagoes (4.10),(4.16) e (4.19), obtemos que
8., 780 = (8,7, Yk € Z,Vi,j € {0,1,-- ,n—1},] #o,g (4.28)
Temos que [D;, D;] = 1,Vi,j € {0,1,--- ,n—1},j # 0, 3, pois
L e I T I (T e T

:8) ([ﬁz‘ﬂ'_t]_l[ﬁiﬂ—k_t]y—t (‘;2) [ﬁi;Tk:IT_tTt — [ﬁi,Tk],VkZ,t c 27

VZ,j € {0717 ,TL—l},] 7&07%
Além disso, [Dy, D] = 1, pois

ot —1, —tg -t 48) rr—tgort (4.2)
33,74 = [y, 740 ) [, iyt (2

([0, 7)o, 7)) ([ﬁgm*t]’l[ﬁ%,r’“*t]y
(4.2) [ﬁ

1.2 [%’T]—tt

3
<
o
~
m
N

Logo D ¢ abeliano.
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Da equagao (4.2),

D" = D;,Vk € Z,¥i € {0,1,---

Da equagao (4.28),

Bt

D; =D} = D" Vi, je{0,1,-
Das equagoes (4.2) e (4.6),
D = Dy
Dy =D’
Da equagao (4.12),
Dy = DY
3
Dy =D
Das equagoes (4.2) e (4.14),
Dy = Di%
2[571

Das equagoes (4.2) e (4.21),

Da equagao e (4.23),

— Dk
0
D; D]+n
Das equagoes (4.2) e (4.25),
p’s
i+2 = L
{ e ;1] 7\V/j€{].,
D; =D,
Da equagao e (4.27),
_D — %ﬂ
“1’26;1 ’Vje{lj...
Dy

M\:

As equagoes (4.29)-(4.37) nos mostram que D = (D; | i€ {0,1,---
<[ﬁi,7 || keZ,ie{0,1,--- n— 1}> ¢ normal em H.

9

Portanto D ¢é um subgrupo normal e abeliano de H.
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(4.35)

(4.36)

(4.37)
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Lema 2.

L= (18,78 | k€ Z,ij € 0,1, ,n—l},j#O,g>
¢ um subgrupo normal e abeliano de H.

Demonstragao. O Lema 1 e as equagoes (4.10), (4.16), (4.18) e (4.19) mostram que
L ¢ abeliano.
Além disso, como D = <[ﬁi,7k] |Vk € Z,Vie {0,1,--- ,n— 1}> é normal em H e

para todo t € Z e todo j € {1,---, % — 1},

(a) BI = B3[8;,7"] € L

(422)

(b) @BO 5 +2 € L;

(c) ﬁfo_l 29 T BjnT = Biyn[Bin, 7] € L;
(d) @-ﬁ% (29 T_lﬁﬂgT = 5j+%[5j+g77] € L;
(e) ﬁﬂn U2 s € L

(f) ;jrg = Bj+2[Bj+2, 7' € L;

(4.20)

(8) B2, 2 B 7808;85 7 B0 = ([Bo, 71V 8] (Bl € L

By (4.22)
(h) B = 5 € L
B (4 26)

) Bjrn =" 65 € Ls

B! (4.24)

() 6,5, 20 pyrog 58y By = (8,0 57 (18318 el
(k) 7

(418) n n )
/Br,v kE{l 5—1,5—1—1,,71—1},

entdao L é normal em H.

Logo L ¢é um subgrupo normal e abeliano de H. O]

Lema 3.

M = <[5i,7k],5j,ﬁ%50,75§ keZ,ije{01, - n—1},j# og>
¢ um subgrupo normal e abeliano de H.
Demonstragdo. Para j € {1,2,---,% —1} e k € Z, temos
(a) (87)"8% 2 (G5 0) 2 g
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(b) (Byen) 5% "2 () U2 3, s
(c) 8,748 = [8;,74)787 7 U2 (g ok O2D g, 2k,

(d) [Byes, 74787 27 (5, 7hpp0 A2 (5, 0 rhy,

(4.12)

(e) [0, 7178 % ) (B, h)P0 2P 5, 7h);

414

(8o, 7% ) [ 7H;

2

(£) 85,7478 = [y, 7487 1

(.7)

(8) (B2B0)™ = By r BuBorB2 =" By T Ba BuT B2 B

(4.13)

= Gy 2 B By o = () Brr T Ba o = By

(h) 8% = (8,18;, 7))% = (828, 7)%)%

(4.22),(4.23) (4.20)

SN Bia B, 7)) = BT T2 8y

(4.22)

(i) (Bjyn)B U2 g W2 g,
() (B0, 7% 22 (B, 70 22 (g, 7H;
(k) [Bs, 7% 2 (18s, 771 (B, 7)) 2 (B, 7] [Bo, R

(4.2)

= [ﬁ07 Tk]TﬂO (4:8) [ﬁ%aTk]v

62 423

(1) 18, ™% ) ((8;,7)71(8;, T+1))

(42)

([ﬂ]-ﬁ- ) ] [ﬁj+%77—k+1])ﬂ0

(421)

Bz %0 20 (5, 7,
() [Bey, 7178 “20 (), 74900 U2 [ 0 o,

() (r6)™" = 7(B)™ = 7383, 7] = 763160, 7% [6o, 7¥T;
(0) (TR) = By v 3380 = T B3 B0 = Tl Bl 3

= rlr. folr 765 = (6o, 7)) 75

(p) (762)%" = BorBo = TBolBos 7)o = T30, TI%;

1

@ 8% 2 (@8 (o)) = 8™ 7% ([0,
— (Tﬁg)(ﬁgﬁo)ﬂ([ﬁo’ 7_]_1)505%1 (i;) Tﬁg([ﬁo, T]_l)’BOﬁél;
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(1) (r38)"% < 8o, 71

(s) (B2B0)™" = Bao[Ba o, %] = Ba B[ Bz, 717 [Bo, 7¥T;

(t) (B300)% = 85 By 08 = 3 Bym 78 = B, B By 733
= (By00) (7B

(w) Bz60 2 (753)2((B300)1)%;

(v) (Bz60)%" & (7)) (B3 Bo) ™

() (By)F = B335 = Byr~'r Bufolly 5’

(4.13)

2 (528555 = (rB)A(By )~

(2) (Bx50)’ 2 (BxBo) " ((782)%)°%.

Portanto, pelo Lema 2 e pelas relagoes acima, temos que M é um subgrupo normal

e abeliano de H. O

Pelo Lema 3,

M = <[ﬁi77—k]7ﬁj)ﬁ%6077—/6§ | k € Z?%] € {0717 , b — ]-}7.] 7é 07§>

¢ um subgrupo normal e abeliano de H.
Além disso, como M7 = MfG;% e MpBn = Mpy, entdao H/M = (Mpy), i.e., H é
metabeliano.

O

Teorema 5. Sejam n par e 3 € Aut(T,) com atividade og = (i,i + %) para algum
i€{0,1,---,%—1}. Se [, 8™ = e para todo & € Z, entio H = (B, B1,- -+ , Pt T)

é metabeliano.

Demonstracao. Como [ﬁ,ﬁTé] =e, V€ € Z, entao [5Tfi, (ﬁfﬁi)ﬁ] =e, V€ €.

Pela Proposicao 6, temos que
n i —iy—1 —i
Ogr—i = (0, 5) e (87 )i = (7T )j Bi(T")o8
Utilizando a definicao de Polarizador na equacgao acima, obtemos

i —i—(n—1 . . -1 —i—(n—1 .o .
(/87_1)7 = <T+)+5(]777’)> 6]7%4*5(] B,—i)
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Assim,

(ﬁT_i)ﬁ = Tlfa(j’fi)ﬁjT*Hé(jaﬁ’71') (4.38)

Pelo Teorema 4,

() ) (7),07)

é metabeliano.

Logo, por (4.38),

(Bo B, Bn ) = <<ﬁ7i)o ’ <6T7i>1 o <5T7i>n—1 ’T>

¢ metabeliano. O

4.2 Elementos com atividade em (o)

Proposigio 24. Sejam f € A = Aut(T,) tal que [3,57°] = e para todo € € 7 e
o = o para algum s € {0,--- ,n —1}. Entao H = (Bo, 1, , Bn—1,T) pOSSUL um

subgrupo normal abeliano

N = <[ﬁ077—k0]) [5177-k1]7 e 7[571_1’7.]67171] | k07” : akn—l S Z> .

Demonstragdo. Usando que 05 = 0% e £ = kn+& = kn +r em (I) da Proposicio 23,

obtemos

()7 B (7 ) 7= Brs = B3 (T e e (T )

Logo,
—k—6(j—r,r) 3 k+6(j+s—rr) _ a —k=b6(j+s—rr) k+d6(j+2s—r,r)
T ( j—rT Bj-&-s - 5JT ﬁj—i—s—rT )

para todos r,j € {0,1,--- ;n — 1} e para todo k € Z.

Fazendot=j+si=j+s—rez=k+6(j+s—r,r)=k+0(i,t—1i), obtemos
T—z+5(i,t—i)—6(i—s,t—i) 3i_s7-zﬁt _ 3t_s7_—zﬁiTz—é(i,t—i)+5(i+s,t—i)’

para todos t,i € {0,1,--- ,n — 1} e para todo z € Z.

Assim,

T&(i,t—i)—(i(i—s,t—i) E[ - Tz]ﬁt _ 315—561' [ﬂ“ Tz],]_—é(i,t—i)—i—(S(i-f—s,t—i)
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para todos t,i € {0,1,--- ,n — 1} e para todo z € Z.
Como

Ay(ist) = 6(i,t — i) — 8(i — s, — )

Ag(i+s,t+s)=6(i+s,t—i)— (i, t — 1),
para todos ¢,t € Z, obtemos

2o BB 7718, = Br=s 3] Bi, 77] e ES)

T

para todos t,7 € {0,1,--- ,n — 1} e para todo z € Z.

Conseqlientemente,

PO B, = Py et (4:39)
e

Bz, 1P = 8,7, (4.40)

para todos t,i € {0,1,--- ,n — 1} e para todo z € Z.
Segue das equagoes (4.2) e (4.40) que N é subgrupo normal de H. Além disso,

aplicando alternadamente estas equacgoes, obtemos

[Bi, 7#]07) = [y, 7¥]P BT = (g, ] I A G

Ag (i+s’t+s)5t_17'_kﬁt7'k

([ﬁu s(i+s, t+s)] [5“ s(i+s, t+5)])7_

(420) ([ . —Ag (z+st+s] [ﬁz T z+st+s)])7' ﬂtT

i : 5t7'k
(([/62 s T ]_1[/6i—87T_k_AS(l+S7t+S)]) ([/62 s T ] [/62 s _k+Z_AS(Z+S’t+S)]))
k
= ([ﬁEJ T—k—As(HS;HS)]—I[ﬁg, T—k+z—As(z‘+s,t+s)])ﬂt7’
k+Ag(i+s,t+s)
(4.40) - its,t+s —ktz—Ag(itst+s)]\ T (4.2) R
(R R T ) 2 (8,7
Il

Corolario 14. Sejam § € A = Aut(T,,) tal que [, ﬁTE] = e para todo { € Z e o = 03
para algum s € {0,1,--- ., n—1}. Entao H = (Bo, f1,-*+ , Pn_1,T) possui um subgrupo

normal metabeliano

M = <607 517 ]7 7[ﬁn7177—kn71]77—’k’07"' 7kn71€Z>~
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Demonstracao. De fato, se N = <[ﬁ0, o] 1By, 7, e [Baet, TR | ko e Sk € Z> ,
entao, pela Proposicao 24, N é normal e abeliano.
Além disso, como N7 € Z(H/N), entao % < % Portanto, pelo Teorema da

Correspondéncia,

M =N <T> = <[ﬁ057-k0]7 [ﬁl)Tkl]v T a[ﬁn—laTknil]aT | kO; o 7kn—1 S Z>

st,ﬂ = N%T(>7> abeliano. n

¢ um subgrupo normal de H, com

Lema 4 (O caso inativo). Seja 3 € A = Aut(T},) tal que 3,37 ] = e para todo
£ €Z eog=e. Entao as sequintes relagoes se verificam em H = (B, b1, , Bn-1,T)

para todos i,t € {0,1,--- ,n—1} e para todo £ € Z :
(i) BiBr = BifBi;
) €
(i) [8:, 8] ] =e.
Demonstracao.

(i) Basta tomar s =0 em (4.39).

(ii) Basta tomar s = 0 em (4.40) e utilizar (i) deste lema.

Uma generalizagao do Lema 4 ¢ dada pela seguinte Proposigao:
Proposicao 25. Sejam «,y € Stab, (1) tais que [Oz,”yTE] = e para todo £ € Z. Entao,
[ai,’yf] =eVi,j€{0,1,--- ,n—1},VE € Z

Demonstracdo. Para cada € € Z, sejam 7, k € Z tais que &€ = kn +1r = kn + £.

Assim, pela Proposicao 6,
(77& . (7%); 1% (7%)s
( = (Ts)%’Yﬁ(Tg)ﬁ
~ <775 - (M) == (%)=
( = T—k—é(z‘—r,r)fyﬁTkjLa(i_T,T)
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Como [, 7™] = e e a,7™ € Stab,(1), entdo,

i, ()il =€, V6 €Z, Vi€ {0,1,--- ,n—1}

= I:Oé,“’y Tk+6(i— Tr):l

1—Tr

=e, Vr,ie {0,1,--- ,n—1},Vk e Z

= |, (fyj)Tg] =e,Vi,j€{0,1,--- ,n—1}VE € Z.

O

Proposicio 26. Sejam a,~ € Stab, (k) tais que [a,7""] = e para todo & € Z. Entio

[, "] = € para todos u,v € M tais que |u| = |v| < .
Demonstracao. Segue da Proposicao 25. [l

Proposicao 27. Sejam n par, A(i,j) = A=(i,j) e 8 € Aut(T},) tal que [B, 67] =
e para todo § € 7 e o = 07—%. Entao as sequintes relagoes se wverificam em H =

(Bo, -+, Bu_1,T) para todos k,t € Z e para todos i,j € {0,--- ,n — 1} :
(i) [B:, 7T = (8, 7

(i1) T80 By B0 = By i

(iii) [Bivs, 7% = [B;, ™M

(iv) (B, ™78 = [B;, 7);

(v) [8:, 7

—A3GI+5)

= 6, 7");

(i) (BiBicz)" = BiBira[Bivz, T

(vii) (G2r=AUT+D)" = GroAUID[G o 74, T
(viii) (BiBiv3)" = (BirzB)7"";

(ir) (BiBiv)™"*8 = BiBirn:

A J+5)

(z) (ﬁzﬂzﬁt%)ﬂff o = BiBitz;

NCR))

. NPT o iim o areim
(xi) (B2r~SUa+D)% = ( HERE A IO A(J+2,J)’ﬁj+%]>

5_27.—A(i,i+%)

(xii) ( A(G,i+%5 )) i

— ﬁj?T_A(J,J‘Fg) .

Demonstracao.
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(i) Segue da Proposicao 24.
(ii) Segue da Proposigao 14 e de (4.39).

(iii) Segue da Proposi¢ao 14 e de (4.40).

G L AAGEE)
o8 Qg e

(iv) [B;, ™8 D g rh)

]TA(j+%,i)+A(j,i+%) Prop.14 [

(g) [617 Tk ﬁia Tk]

—-A3GI+T) ( k] A0, l+§)ﬁ7- AGGi+%) ( ]5 TA(]H‘?Z) A(Gi+%)

(v) (6, 7M97 D Biyn, T 9 1Bin, 7

FAGDHAG I+ F)-AGI+5) Prop 14

N 18, 7]

(vi) (ﬁzﬂwgyk = ﬁzﬂzvrg [@ﬁwgﬁk] = ﬁiﬁwg 13, Tk]ﬁH% [ﬁi+g77k]

L mno.n
m k]TA(l+j,l+j)

- ﬁzﬁz+ [ﬂiJr%vT

] Prop 14

[ﬁi+%, T 6zﬁz+ [ﬁw% ) Tk]Q

—AGI+D)

(vi) (372078 = gRrmAUITE) g2 AUITE) rk] = R AUITE) (g2 Tk

AGIHD)

= i~ 20D ([6;, 7% (5, 7)

—AGI+D)
SAGIHE) T 2

(441) _A(ien
D gm0 (8, 7 8,74)
BYNZ PR FAGI+E)
= Ber 2R, (B, T
.. . _ (i) ,_ > .
(Vm) (ﬁiﬁiﬂ-%)ﬁ] = 5j 1ﬁiﬁi+%6j = ﬁj 1@7A(]’ )5j+g5ﬁA(]’)
= ﬁj—l@ﬂﬂ%Tﬁ(J}i) [TA(J'J)’ ﬁjJrg]ﬁiTA(j’i)
0 6 1 A]Jr )ﬁJﬂH%TA(j+g,i+g)+A(j,i)[TA(j,i)’ﬁj+%]ﬁiTA( )
Prop.14 1 _A(ii i
= B AU BB g [T AU, B ] B S
— A0 l)[ A(59) 5;]5# [T (j’i),ﬁjJr%]ﬁiTA(j’i)
_T—A(M[ —A(j,1) 5;]5z+ Bilr A(j,5) ﬁj+%]5i7-A(jvi)
D oAU AU, G150 A0, g7 A0
() _—A@i ~A(i i A6 A
2 =AG )ﬁi+gﬁz‘[7 A, )7 @.HTA(J, )’ ﬁj] 7 A3
Prop.14 _ iq i i F—A3) i
= SUNBy BilrR0Y, B[R0, g R0
—A(j, j,0 TmAGHD % %
. A(Ja)ﬁi+%ﬁi[7—A(Ja)’ﬁj] J ks A(j9) 5] (49

A)
= (5z+%ﬁz)T ’

Pr%.24
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A(JZ)[—,- i) | j+%]

() (Biiag) P8 L) (Byg )" = (Biyy )0

Cnon . .
FAG+HE i+ )+A(J,Z>[TA(],Z)’QJ,+ Prop 14 (

(viig A0 3. n
)(ﬁzﬁz—i- ) Bzﬁz-i— ) ] 7J+7]

(iv)
ﬁzﬂz+2
27780 ) (vidd) AG) g —AGI+E)
(%) (@ﬂ”%)ﬁﬂ U= (B B)T Air :

)TA(j,i+%)+A(j,i) [TA(j,i)’ﬁj]T*A(j»jJr%)

PG [FAG) G~ A0S
:<ﬁz’+g@')ﬂ7 ID[FAGD Bylr AT S = (BiBiyn
Prop.14 CAGH) 31720 ED prop.24
2 (BiBig )0 =7 BiBivn
(xi) (B7207D)" = g2 A0 )5, = Gl g3 AU A6 D), )
= ;10,8 20T D [pm A0 g
(Z:i)ﬁ 15 FAGI 5 )5+ 5+n7— (1,+5)— (j,j+§)[T—A(j,j+§),5i]
TR BT BT Gy By A0 (A0, )
= B BjBig AT DAY, 5 a] B, g r S [T AU, 3]
= 6, BjBipnT RIS )ﬂy+%7A(i’j)[7A(i’j+%),5i+%]ﬂj+%TA<i’j> [rm207t2), 6]
zzz n id i FAGHGADFAGH) Ao
= G- lﬂgﬁer”T 1J+2)ﬁj+%7—A( ,J)[TA( 7]"!‘2)75@.] IT2 J [7- A(]J‘i‘z),ﬂi]
FAG+G.9) [TA(j+%’j) 61]

= G788y n AR B A [pAGITD AR g

Prop.14 ,_ 1 A(ii+n AGDT_A®G L2
=3 5jﬁi+%7 (w+2)5j+%7 (m)[T (17]"!‘2)751,]

() o1 A(i+2,j+2 AG+2 4+ 2)+AGj+2
p— /61 T ( 5J 2)/61/6‘]4_%7— ( 57 2) (.7 2)/6]+"T

A(6)) [FAG+5)+HAG+5.0) 3.
n D[rAEi+3 +39 3]

Pr(m.14

B A0 BBy a T AUEED B p AN [P0 ]

= 800 =269 g J+U A(j+g,j)7A(m‘)[T—A(ﬁ%,j)’@%]TAW [F26D) B

v) _ on o A\T _ N FA3,5) i

() <5jz+%7 A<J+2,J>> (20D g [rmA0TED), g, W] A0 g
FA)

Prop.24 “A(G+R g A4+ AGI) 1 A3 A(4,5) 0.7
rop ( e A(g+2,3)> [FA0TED), gy, a]m P (786 g1 A6 g

A(i,5)

) _AGHE ) FA(L5) AGE™ ) A ))
— Jt+35 —Ra0U+t3. T
- < ]+n7— 2 ) [T 2 76]4’5]

FAG)

_ ( 2 %T*AU*%J)[T*N”%J),5j+%]>
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rAGD) g7~ A F)

_A(ZH—):Ei Cm - o .
(xii) (F2r-aua+3)%T T <_>< 2, u T A 80T, 5j+%]>

Bir A [pAG) 3|7~ A+ 5)
— (2 —A+50) [~ AU+5 )
- ( ]+”T 2 [ 2 6 +3 ]

7AD) [7AG)) ,ﬁi]r_A(i’”%)

o oN\Bi . Aiim _
= (g a0a9) a0t g )

(@) <(52 —A(j+%7j>>5" [ A0+, ﬁj]fmj))

SAGG+E)

FAG]) [TA(LJ')@.].,.*A(LH%)

FAGI) [pAG) g,]r— A+ E)

@) ((ﬁ?TA(LH%)[TA(j,H%), 3)) [ AU+, @}T“”’)

AT TAGD [ AG)) g 7~ A+ F)

= (B30 80D, g [r80rED D)

NREED [TA(i,j)’ﬁi}TfA(i,iJr%)

Prop.14 A AERY T —A(7 D AR AG+5.9)
op (5]27 (1i+3) [=AGd+5)| g [7=AU+5d) 310" )

s n . .n Cm INCR)) .T—A(i,i-‘-%)
= (ﬁ?T*AUﬁ?)[T*A(y,wrg),ﬁjHTA(JJrg,g)?ﬂj]ﬂ)[T 7,6,]

—AG+3)

Cm INOW)
R s ) LA

Prop.24 e (v) CA(dian
z @27 A(G,5+%)

O

Teorema 6. Sejam n par, € A= Aut(T,) tal que o = ol e [8,87°] = e para todo
£ €Z. Entao H= {0y, 01, -, n_1,T) € um subgrupo metabeliano de Aut(T,).

Demonstracao. De fato, pela Proposicao 27,

N = <6iﬁi+%vﬁ?TﬁA(j,j+%)a [ﬁtaTk] | iajat € {07 N — 1} ek e Z>

¢ um subgrupo normal e abeliano de H.
Além disso, como

Prop 27 A Gt A>Gi+2 2A(G,i4+2
( 2)5j+g@'+37 (Gi+s) = NBjy2fisnt Gi+3)

NﬁZN/BJ Nﬁzﬁ]
—Nﬂ 16 1 2A(]1+ )_NﬂjflﬁjofA(j,jJr%)ﬁiflﬁ?TfA(i,H»%)TQA(]',ZHL%)

Nﬁ]ﬁz NB]Nﬁz

CA(G YA (5D i Prop14
= NB,BiT A g+5) = A+ 3) 2000+ 5)

NG = Np. L, NB?2=N7m20H3) v 5e{0,--- ,n—1},

H—’

Y .
entao N é imagem homomérfica de

Zx Cyx - x Oy
~—_——

% termos
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Teorema 7. Seja § € Aut(T),) tal que [3,57°] = e,Vé € Z e 03 = o' para algum
te{0,---,n—1}. Entao H = (8o, ,Fn_1,T) € metabeliano-por-finito.

Demonstragdo. Como [og,0,] = e, entdo existe ¢ € N tal que o5 = ol e 1% =i + .
Se N = <[ﬁo, Tro] o [Bast, T [ Koy kg € Z> , entao, pela Proposicao 24,

N ¢é um subgrupo normal e abeliano de H.

Seja m = ﬁ e considere

= N {(BoBozz -+ * Bosm-1)t: BrBrzz - Brim—tyts *** + Bt Bzt * B 14-(m—1)t)

Por (4.40), temos que
[ﬁi, Tz]gjgm...gm ﬂH_t, ] At(i+2t,j+t)ﬁm...ﬁm

J
ﬁz—&-?ta ]

i o At (B 1)t +kt)

AL (42t 5+)+ Ay (i+3t»j+2t)ﬂm...ﬂﬁ
Jj+(m—

&
\]

Prop 14(v

[
[
6
"

I

i 7]
Como o5 = of, entdo § = 3™ satisfaz
[02',(9]‘] = 67\V/i,j S {0, N — 1},

pelo Lema 4.
Dai,
[(6™), (8™);] = €,Vi,j €{0,--+ ,n—1}

Portanto,

[BiBz - Bivim—1yt: BiB57++* Bjrm—1ye) = &, Vi, j € {0,--+ ,n — 1}

Isto mostra que K é abeliano.

Como N é normal,

(BiBz -+ Birnmmi)” = BiB By PiPz By T

5J~_1@ﬁz‘+t o Big(m-1)t5;

= B BiBiri -+ Birmezy 200D By By BT

= gj—lﬁi@.ﬁ - ﬁi+(m_2)t/8j_t7—_At(ivj) [~ 26D 5. BBttty
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= B BiBist - Bistmezp By N B[ 20 3y |0 Attty

= 537 Bibire -+ Bismesy i NG [rm M0 5y o i g Belid) pm Belid)

67; [T—At (4,9) 7 6]—15]51 TAz (i+t,j+t)

= @_1@'@'7% = 'ﬁiJr(me)tﬂj—QtT (=60 g, [r=Ali=ti=D ﬁj o) Pt

ﬁi [T*At (4,9) 7 /ijt] Bi 'TAt (i+t,j+t)

= ﬁj_lﬁzﬂzurt e 'ﬁi+(m—3)tﬁj_2tT_At(i_t7j_t)5i_tﬁi [T—At(i—t,j—t)’ 5],_%]61-_@

[r= 8 3. JBigAlittitt)

= 5{1@5@% o Bip(m—a)tBi—3t

—At( —2t,5—2t) ﬁz— [ _At(i_%’j_%),ﬁj_gt]ﬂi_QtTAt(i_t’j_t)T_At(i_t’j_t)ﬁi_tﬂi

[T—At (i—t,j—t) ’ 5j_2t]5i—t5i [T—At (4,9) 7 ﬁj—t]ﬁi TAt (i+t,5+1)

= 5{1@'@% o Bi(m—aytBj—3t
A2 g, [T_At(i_%’j_%), ﬁj—?)t]ﬁi_%ﬁi—tﬁi

[T—At(i—t,j—t)’ ﬁj_%]ﬁwtﬁi [T—At(id), ﬁj_t]ﬁiTAt(i-i-t,j-i-t)

= ﬁj_lﬁiﬂi—kt o Bi(m—aytBi—3t

T_At(i_QtJ—%)ﬂi—Ztﬁi—tﬁi [T_At(i_2t7j_2t) 7 ﬂj_3t]6i—2tﬁi—tﬁi

[T—At (i—t,j—t) ’ ﬁj_zt]ﬁi—tﬁi [T—At (4,9) ’ 6j—t]ﬁi TAt (i+t,5+t)

_ T_At(i+t’j+t)ﬁi+t/8i+2t 61[ —A¢(i+t,j+t) /8,]/62'+t/3i+2t"'5i

[T—At(i+2t,j+2t)’ ﬁj+t]ﬁi+2tﬁi+3t“'ﬁi . [T—At(i+(m—1)t7j+(m—1)t)7 5j+(m72)t]ﬁi+(mfl)tﬂi+mt

[TfAt (i+mt,j+mt) ]ﬂ¢+mt TAt (i4+(m4+1)t,5+(m~+1)t)

) 6j+(m—1)t

o8



A4ttt
=T o )ﬁi+tﬁi+2t

6@[ —A¢(i+t,j+t) B,]ﬁithBiJer"ﬂi

[TfAt(i+2t,j+2t)’ ﬁj+t]ﬁi+2tﬂi+3t"ﬂi . [T*At(i*t,jft)’ ﬁjiﬂ]ﬁi,tﬂi
[T_At(i,j)7 Bj_t]BiTAt(i+t:j+t)7
entao K é subgrupo normal e abeliano de H.
Além disso, se M = K (1), entao,
M K(7) N (1)
K K Kn{(r)
é abeliano.
Portanto,
= (1871, BBz - By 7 | 23 € {0, ,n—1},€ € Z)
¢ metabeliano.
Considere agora o grupo
G = <b0’... n—1 | bibsrs = by, bibs - Doy = e Vi € {o,-- ,n—1}>

As equagoes (4.39)

Mostraremos que G ¢é isomorfo a um subgrupo de C,, 1 C,,.

De fato, uma apresentacao para C,, 1 C,, é

<u,a|um:e,a

Introduzindo um gerador b = a'u~

ut=e =u M=c¢

= wH)"=c= (ah)" =¢
=a'---ab=e
m termos
_ _ —t+z
= (a'--ah) T =
m termos
- baibai+t L bai+(m—1)t _
€
uaiuaj — uaj at

29
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(b~'a)) (b~'a)” = (b~ ') (b~ at)™
(a™t)” (a D) = (a~'b)* (a~'D)”
() b = G )
b a~tb™ = b a0

= b =y

$ud

Utilizando Transformacoes de Tietze podemos obter a seguinte apresentacao para

c, 1 C,

it i+(m—1)t

<a,b | @ = e, b b = pa'pe™ pal e e —e,Vi,je {0, ,n— 1}>

Por fim, adicionando os geradores b; = b* ,i =0,--- ,n — 1, obtemos, por Trans-

formacoes de Tietze, a seguinte apresentagao para C,, 1 C,, :

<a,bo,--- by | @ = e,by = b1, bibs = bibsrg, bibrrg -+ by = €1

i+(m—1)t
\V/Z,] € {07 y I — 1}>

Portanto, G ¢ finito, ja que é isomorfo a um subgrupo de C,, 1 C,,.

H
Logo i é finito, ja que é imagem homomorfica de um subgrupo de C,, ¢ C,,.

O caso binario

Em [8] Said Sidki demonstrou os seguintes resultados:

Resultado 1. Seja 5 = (0o, /1)o tal que [5,6T1] = e para todo inteiro i. Entao 3 €

um conjugado de T e existe uma unidade 2-ddica & tal que BT = [3¢.

Resultado 2. Seja B um subgrupo abeliano de Aut(Ty), normalizado por T. Entdo
existe ;. um conjugado de T, e um nivel t tal que

—

(i) T normaliza (j);

—

(ii) B é um subgrupo de Xaqt ().

No Capitulo 3 obtivemos um grupo solivel W(t) de comprimento derivado t +
2 normalizado pela maquina de adigao n-adica. Para o caso bindrio, o principal

resultado demonstrado em [8] foi o seguinte:
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Resultado 3. Seja K um grupo soluvel dos automorfismos da drvore bindria, con-
tendo a mdquina de adicao bindria T. Entao existe um inteiro t tal que K € conjugado

de um subgrupo de V(t).

Exemplos em subgrupos de Aut(7},)

Embora os resultados encontrados no caso binario (Veja [8]) ndo possam ser genera-
lizados para elementos em um subgrupo abeliano arbitrario de Aut(7},) normalizado
pela maquina de adi¢ao n-adica, quando tratamos de subgrupos abelianos normaliza-

dos pela maquina de adicao n-adica cujos elementos estao em
G = (a € Aut(T,) | 04, € (0),Yu € M) ,onde 0 = (0,1,--- ,n—1) €S,

obtemos alguns resultados idénticos ao caso bindrio para os casos em que n é um

primo impar, o que nos permite fazer a seguinte conjectura:

Conjectura 1. Seja K um subgrupo solivel de
G = (a € Aut(T,) | 04, € ((0,1,---,n—1)),Yu € M),

contendo a madquina de adi¢cdo n-ddica 7. Entao existe um inteiro t tal que K € um

conjugado de um subgrupo de V(t) em Aut(T,).

Lema 5. Sejam o = (0,1,--- ,n—1), G = (o € Aut(T},) | 0a, € (0),Yu € M) e
B = (Bo, b1, Bn_1)og € G tal que o3 = 0® ¢ [3,87°] = e para todo & € Z, entdo,
para todos i,j € {0,1,--+ ,n— 1},

Ag(i,t) + my= + my = mg— +m; + As(i + s, + s) mod n, (4.41)
onde m; € {0,1,--- ,n — 1} satisfaz og, = ™.
Demonstragao. Como og, = o™, para todo i € {0,1,--- ,n — 1}, entao, por (4.39),
O,As(’i,t)+mm+mt — Umm+mi+As(i+s,t+s)_

Logo Ag(i,t) + my=; + my = my—; + m; + A;(i + s5,t + s) mod n. O

Teorema 8. Sejam n impar, o0 = (0,--- ,n—1), G = (a € Aut(T},) | 04, € (o), Yu € M)

e = (Po,01, ,0n1)0 € G tal que [6,6T§] = e para todo £ € 7Z. Entao B é um

conjugado de 7 em G.
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Demonstracao. Pela Proposicao 8,

Ck(l) = (67 50_17 (ﬁﬂﬁl)_la T (60 e 6n—2)_1) S StabG<1)
satisfaz
ﬂa(l) = (67 6 50 T ﬁn—l)a-

Mostraremos agora que 0g,...3,_, = 0.

Pelo Lema 5,
Aq(2,t) + my=— + my = my— + m; + A1(i + 1,£ + 1) mod n,

onde i,7 €Y em; € Y satisfaz 05, = o™

Assim,
n—2 n-l n—2 n—1

(A1(i,t)+mm+mt) = (mz=g +m; + A1(i+ 1,£+ 1)) mod n,

i=0 t=i+1 i=0 t=it+1
Agora,
n-2 n-l P e "L pron 1ty "
Ag(i ) ST A 0,0 TR ST A (0,1
=0 t=i+1 t=1 =0
n—1
Prop-:14(11) Al(t O) Prop. 14(v1) —(n B 1)’
t=0
n—2 n—1 P 14 n—2 b " n—1
At 1o 1) RO ST 1,0) T S A0
i=0 t=i+1 P p
et (1),

Z tz+1( ﬁert) =Mp_1+m1+mg+ -+ my_1
+mo+mg +mz+ -+ My
+mi+ms+mg -+ + My
N
+Mp—3 + My

€
Z tz+1(mﬁ+mi) :(n—1>m0—|—m0—|—m1+...+mn72

+(n—2)my +my +mo+ -+ my_o
+(n—3)me+mg+mg+ -+ my,_o
4.

TMp—2 + My

=ny omk
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Logo, como n é impar,

n—1
Portanto, 04,5, , = 02k=0" = g.

Como 04,3,..3, , = 0 e, pela Proposicao 25,

[(8™)0, (851 = 18051+ Bt (BoBr - Bua) "] = e,

para todo inteiro &, entao By0; - - - 8,1 satisfaz as hipoteses deste Teorema. Portanto
o processo pode ser repetido de modo a obtermos uma seqiiéncia (a(k)),oy tal que
pea@)-alk) — r onde a(k) € Stabg(k) satisfaz a(k), = a(k), para todos u,v € M

tais que |u| = |v| =k — 1. O
A seguinte Corolario é conseqiiéncia do Teorema 8:

Corolario 15. Sejam n impar, o = (0,--- ,n—1), G = (a € Aut(7},) | 04, € (o),
Yue M) e 5= (6o, P, Bn1)0® € G tal que (s,n) =1 e [57575] = e para todo
¢ € Z. Entao 8 € um conjugado de T em Aut(T,).

Demonstragao. Como (s,n) = 1, existe um menor inteiro positivo k tal que (k,n) =1
e (0 =0

Assim, como ogr = o, entao (¥ satisfaz as hipéteses do Teorema 8, ou seja, existe
o € G tal que (8%)* = 7. Agora como (k,n) = 1, entdo 3% = 7%
Pela Proposicao 16, existe v € Aut(T},) tal que 77 = 7% = (°. Logo ay~! €

Aut(T;,) satisfaz g7 = 7. O

Teorema 9. Sejam p um primo impar, o = (0,1,--- ,p — 1), G = (a € Aut(T}) |
O, € (0),Yu e M) e e G tal que [8,37] = e para todo & € 7. Entio existe m € N

tal que B € X m(u) para algum conjugado p de T em Aut(T,).

Demonstragao. Seja m o menor nimero natural tal que o, # e para algum v € M
tal que |u| = m.

Como [ € Stabg(m) C Staby,(m) e [8, 37°] = e para todo £ € Z, entio [B,, 87 ] =
e para todos w,v € M tais que |w| = |v| = m, pela Proposi¢ao 25.

Assim, [y, ﬁf] = e para todo § € Z e, como o, # e, entdo g, = o° para algum
s € N tal que (s,n) = 1.

Logo, pelo Coroldrio 15, u = (3, é um conjugado de 7 em Aut(7},) e, portanto,

o~

B € Xpm (). O
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Um dos resultados principais deste trabalho que generaliza o caso bindrio (Veja

8]) é o seguinte:
Teorema 10. Seja p primo e seja K um subgrupo solivel de
G = (a € Aut(T}) | 04, € ((0,1,--- ,p—1)) ,Vu e M),

contendo a maquina de adi¢cao p-dadica T. Entao existe um inteiro t tal que K € um

conjugado de um subgrupo de W(t) em Aut(T}).

Demonstracao. Podemos assumir que K tenha comprimento derivado d > 2. Seja
B o (d — 1)-ésimo termo da série derivada de K. Entao B é um grupo abeliano
normalizado por 7. Pelo Teorema 9, existe um nivel ¢ tal que B é um subgrupo de
V =Xy </\[L> onde p ¢é algum conjugado de 7 e u” = ¢ para algum £ € le). Além disso,
existe b(i) € B com p em alguma coordenada . Como 7 é transitivo em qualquer

nivel, dados 1 < j < p' podemos conjugar b(i) por uma poténcia adequada de 7 para

obtermos b(j) € B com g ou u” em sua j-ésima coordenada. Seja T o normalizador

o~

de (u) em G e R = x,T.

Para cada m € N, seja P, é o grupo de automorfismos da arvore truncada até
o nivel m que pertencem a G. Desta forma, todo ¢ € K pode ser decomposto como
c=mncd,ondem € Py ecd = (c1,¢0,-- ,¢pt) € Stab,(t) NG. Seja (j)m = k. Entao
b(7)¢ tem (u")* em sua k-ésima coordenada, onde n =1 ou n = £. Em todo caso, ja
que ()% comuta com p, existe oy, € Z, tal que p"* = u% . Assim, ¢, € T para todo
k e, portanto, K < P,_;R. Como T é um conjugado de ¥ por algum o € Aut(7,),
entdo P,_1 R ¢é conjugado de WU(t) por (o, --- ,a) € Stab,(t). O
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Apéendice A

Tabela de Simbolos

T arvore regular uni-raiz.
T, arvore regular n-aria.
M = M(Y) mondide livremente gerado por Y.

grupos dos automorfismos da arvore regular 7" (ou 1},).

Aut(T) grupo dos automorfismos da arvore regular 7.

Stab,, (k) estabilizador de palavras com comprimento k em Aut(7),).
Stabg (k) estabilizador de palavras com comprimento k£ em G.
F(Y,A) conjunto das fungoes de Y em A.

Sy grupo das permutagoes do conjunto Y.

Sn grupo das permutagoes do conjunto {0,1,--- ,n — 1}.
|ul comprimento da palavra u.

£ primeiro digito de £ escrito na forma n-adica.

m resto da divisao inteira de m por n.

(m,n) méximo divisor comum entre m e n.

T maquina de adicao n-adica.

Yo conjunto das permutacoes induzidas pelos estados de «.
Q(a) conjunto dos estados de a.

e elemento identidade do grupo.

o(a) ordem de a.

Z., anel dos inteiros n-adicos.

U(Zy,) elementos invertiveis do anel Z,.

C(a) centralizador de .

u® imagem da palavra u pelo automorfismo a.

Orb,(7) 6rbita do elemento i na permutagao o.
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[ov, ]
& (G)
Z(@G)
H<G
H<d
G x Gy
Gl H

<x17"' 7$n>

<l’1,"' 7In|rla"' 7lrk>

conjugacao S tag.

a3 taf.

termo da série central descendente do grupo G.
centro do grupo G.

H é um subgrupo de G.

H é um subgrupo normal de G.

produto semidireto de G e Gs.

produto entrelagado de G e H.

subgrupo derivado do grupo G.

subgrupo gerado pelos elementos g~ 'h~1gh,
onde ge Gehe€ H.

conjunto dos elementos que pertencem ao conjunto
A e nao pertencem ao conjunto B.

grupo quociente de G por H.

indice de H em G.

G é isomorfo a Gs.

produto cartesiano dos conjuntos A e B.
produto direto dos grupos G e H.

produto direto de k copias de G.

grupo gerado por xy, -+, Tp.
grupo gerado por xy, -+ , T,
com relagoes 11, , T

conjunto dos niimeros naturais.
conjunto dos nimeros inteiros.

conjunto vazio.
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