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RESUMO

ESTUDO COMPARATIVO ENTRE TEORIA CONSTRUTAL E ENTRANSIA
PARA CASOS DE RESFRIAMENTO DE FONTES DE CALOR EM CAVIDADE

O presente trabalho tratou do resfriamento por convec¢do natural de uma, trés e
cinco fontes localizadas em uma parede vertical de uma cavidade retangular.
Numericamente foi aproximado o campo de temperatura, no estado estaciondrio, para
diferentes posicdoes em cada caso. A condutdncia e a dissipacdo de entrdnsia foram
avaliadas em todos os casos e suas predi¢des de 6tima configuracdo foram comparadas.
Para as simulacdes numéricas foi escolhido o método de volumes finitos, fungdo de
interpolagao Power-Law, acoplamento pressdo-velocidade pelo método SIMPLE e solucao

dos sistemas lineares por TDMA.

SUMMARY

COMPARACTIVE STUDY BETWEEN CONSTRUCTAL THEORY END THE
ENTRANSY THEORY FOR THE COOLING CASES OF HEAT SOURCES IN A
CAVITY.

In the present work the cooling was treated by natural convection of one, three and five
sources localized in a vertical wall of a rectangular cavity. One has approximated
numerically the temperature field in the stationary state at different positions for each case.
The conductivity and the dissipation of entransy were evaluated in all these cases and their
predictions for optimal configuration were compared. In the numerical simulations one has
chosen the method of finite volumes, the Power-Law interpolation function, the coupling

of the pressure-velocity by SIMPLE method and the solution of linear systems by TDMA.
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1- INTRODUCAO

Com o avango tecnoldgico e a miniaturizacdo, cada vez mais exigida, dos
dispositivos eletronicos ( Sathe, S. et al., 1998) surge a dificuldade do resfriamento de seus
componentes. O aquecimento de componentes eletronicos provoca um aumento da
resisténcia elétrica destes agindo de forma inversamente proporcional ao desempenho,
além disso, a probabilidade de falha nesses componentes é diretamente proporcional a sua
temperatura de trabalho.

O esforco no desenvolvimento de métodos de resfriamento nio se concentra apenas
na relac@o entre o calor retirado e a energia consumida para executar esse trabalho. Ha,
também, a preocupacdo financeira e com a viabilidade do processo.

A eficiéncia € um fator importante, porém, na escolha de um processo de
resfriamento deve-se levar em conta a melhor relacdo entre a efici€éncia, o custo de
instalacdo, manutencdo, o espaco fisico ocupado pela estrutura necessdria para executar a
retirada de calor, confiabilidade e o ruido sonoro produzido.

O fendmeno da transferéncia de calor por conveccdo natural € um mecanismo
presente em diversas aplicagdes de engenharia além de atuar em uma série de processos
naturais. A auséncia de ruidos mecanicos e eletromagnéticos, baixo consumo de energia e
confiabilidade, uma vez que ndo possui elementos para falhar, sdo caracteristicas atrativas
para o resfriamento de equipamentos eletronicos.

Além de sua importincia em processos da engenharia, devido ao acoplamento do
escoamento de massa e energia, o fendmeno da conveccdo natural ou forcada ainda é um
importante campo de pesquisas.

Na literatura existem indmeros estudos relativos a convec¢ao natural em cavidades
(Ostrach, S., 1988), em tubos (Higuera, F.J. & Ryazantsev, Y. S., 1977 ) e em placas
(Hatami, N. & Bahadorinejad, M. 2008). No entanto, trabalhos sobre otimizacdo do
resfriamento por convecc¢do natural sdo escassos ( Landon, M.D. & Campo, A., 1999;
Milanez, L.F. & Bergles, A. E., 1986; Ravine, T.L. & Richards, D. E., 1990),
provavelmente por ser um processo cujo escoamento possui natureza nao linear.

O hardware de um equipamento eletronico, em geral, € composto por placas com
dispositivos eletronicos fixados, como resisténcias, diodos, capacitores e outros. A
disposicdo destes influencia seu arrefecimento por convecgao natural.

Uma maneira didatica de visualizar essa relagdo € imaginando uma placa com todos

os seus dispositivos concentrados em um lado e outra placa com o mesmo nimero de



dispositivos distribuidos por toda sua superficie. A segunda opc¢do apresentard pontos de
temperaturas maximas menores do que a primeira.

Estudos interessados no melhor posicionamento de fontes de calor pontuais podem
ser encontrados com abordagens experimentais (Carey & Mollendorf, 1977), tedricas
(Fujii, 1963) e numéricas (Dias & Milanez, 2004).

Trabalhos com trés e cinco fontes pontuais de calor verificaram que quando as
distancias entre as fontes respeitam uma progressio geométrica obtém-se uma melhor
reducdo da temperatura relativa maxima indicando um resfriamento mais homogéneo e
mais eficiente comparado ao obtido para fontes equidistantes (Liu & Phan Tien, 2000),
entretanto, outros trabalhos mostraram que nem a progressdo geométrica € nem a
equidistancia no posicionamento entre as fontes determinam a melhor distribui¢dao entre
elas (Silva & Bejan, 2004; Dias & Milanez, 2004).

Apesar de ndo serem os casos Otimos, a disposicdo das fontes em progressao
geométrica proporciona melhorias no processo de resfriamento. Resultados numéricos
prevéem uma reducdo de 10 % da temperatura relativa maxima quando trés fontes sdo
dispostas em progressdo geométrica do que quando estdo equidistantes entre si (Liu &
Phan-Thien, 2000). Para cinco fontes a queda foi de 20% (Liu et al.,1999).

Em sequéncia, a abordagem experimental dos mesmos casos supracitados mostra
uma redugdo de 27.62% para o estudo de trés fontes (Chen & Liu, 2002) e uma queda de
32.1% no experimento com cinco fontes (Chen et al., 2001).

A procura por métodos para otimizar sistemas termodindmicos fez surgir nas
ultimas décadas duas novas abordagens; A teoria construtal (Bejan, 2006) e o novo
conceito fisico denominado Entransy (Guo & Chen, 2007).

Com um foco maior na formulacdo matemadtica da melhor estrutura para um
sistema de escoamento de massa, momento ou calor (Bejan, 2000), a teoria construtal
representa uma nova extensdo da termodindmica que estuda sistemas termodinamicos fora
do equilibrio considerando suas configuracdes geométricas.

As aplicacdes para a teoria construtal sdo numerosas (Bejan, 2006), como
transporte massa por dutos, estrutura de escoamento turbulento, arvores para distribui¢ao
de calor e outros.

A estrutura obtida pela teoria construtal para o escoamento de massa entre um
ponto e um volume foi estudada experimentalmente até o quarto nivel de bifurcacao (Fan,

2008) e apresentou considerdvel confiabilidade mesmo quando ramos de sua estrutura



eram bloqueados. Outro estudo interessante foi a confirmacao, pela teoria construtal, dos
23 niveis de bifurcacdo do pulmao humano (Reis et al, 2004), anteriormente ja verificados
por estudos experimentais de anatomia (Brad et al, 2003).

A otimizacdo do resfriamento por conveccdo natural por intermédio da disposicao
das fontes pontuais de calor em uma parede vertical tem sido abordada para casos com um
grande nimero de pequenas fontes ou poucas fontes de tamanhos finitos (da Silva et al,
2004) como também para casos com uma Unica fonte de tamanho varidvel (da Silva et al,
2005). O foco estd na maximizagao da condutancia global.

O conceito denominado Entransy mensura a energia potencial de transferéncia de
calor de um corpo em analogia a energia potencial elétrica de uma capacitor. Em inglés,
esta definicdo € dada por “energy transfer efficiency ” originando o nome Entransy. Em
portugués, essa grandeza serd denominada por Entransia.

Os conceitos de entransia e dissipacdo de entrdnsia sdo utilizados no
desenvolvimento do principio extremo de dissipac@o de entransia e no principio da menor
resisténcia térmica (Guo et al, 2007 ) a fim de otimizar processos de transferéncia de calor
por intermédio destes.

Com base nesses principios foram feitos estudos para maximizar a transferéncia de
calor em uma conveccdo turbulenta (Chen et al, 2007), desenvolver as equacdes de
continuidade para transporte de massa, calor e momento, otimizar a convec¢ao de calor em
tubo e tanque, gerar a melhor configuragdo para distribuicio de material com alta
condutividade térmica em uma placa com fonte uniforme de calor (Guo & Chen, 2007) e
gerar a melhor configuragdo para distribuicdo de material com alta condutividade térmica
em uma placa para proporcionar a melhor transferéncia de calor entre ponto e volume
(Chen et al, 2008).

O presente trabalho analisou, numericamente, a dissipa¢ao de calor por conveccao
natural para todas as possiveis posi¢des para uma, trés e cinco fontes de calor em uma
parede vertical.

Para cada posicao foram calculadas a dissipacdo da entrinsia e a condutancia global
e seus maximos foram comparados e analisados. A disposi¢do relativa entre as fontes

também foi estudada.



2-OBJETIVO

No presente trabalho foi escolhido o caso de fontes de calor fixadas em uma parede
vertical de uma cavidade quadrada resfriada por conveccao natural em ar. Serdo analisados
casos com uma, trés e cinco fontes de calor uniformes.

O objetivo € realizar um estudo comparativo entre resultados de otimizacdo obtidos
numericamente com as predi¢des fornecidas pela teoria construtal e pelo conceito fisico de

entransia.



3 - FUNDAMENTACAO TEORICA

As equacdes governantes para os casos estudados originam-se no estudo do
escoamento do ar por convec¢do natural em uma cavidade com fontes de calor em uma
parede vertical. Em seguida, com os resultados dos campos de temperatura obtidos
numericamente, a partir destas equacdes, no regime estaciondrio, sdo calculados os
parametros de otimizacao utilizados por dois recentes estudos.

O primeiro € a teoria construtal, que defende que a solucao 6tima € obtida quando a
condutancia global é méaxima. O segundo € o novo conceito fisico denominado entransia,
em que os principios de extrema dissipacdo de entransia e da minima resisténcia térmica
conduzem as melhores configuragdes de transmissao de calor a depender das condi¢des de
contorno.

Nesta se¢do serdo apresentadas as teorias necessdrias tanto para a formulacdo

matematica usada na simulagdo numérica quanto para o estudo comparativo posterior.
3.1 - CONVECCAO NATURAL EM CAVIDADES

Na presenca de um gradiente de temperatura, o ar, como a maioria dos fluidos,
apresenta variagoes locais de densidade. Porcdes que recebem mais calor aumentam sua
energia interna e conseqilentemente a distancia média intermolecular. Como efeito, a
densidade nesta por¢do cai, visto que o volume expande e a massa permanece constante,
comparado ao restante do fluido. O gradiente de densidade d4 origem as for¢cas de empuxo

contrdrias a a¢do da gravidade. O balanc¢o de for¢as gera 0 movimento convectivo.
3.1.1 — Formulaciao Matematica

Adotando o ar como um fluido newtoniano e utilizando sistema de coordenadas
ortogonais, onde o eixo y possui mesma direcdo que a gravidade porém sentido oposto,
podemos escrever a equacdo da continuidade, que para fluidos representa a equagdo de

conservacao de massa.

d(pu) 0(pv) dlpw)_
ox T oy T oz =0 (3.1.1)



A equacdo do movimento, ou de Navier-Stokes, que traz o balanco da quantidade
de movimento.

Direc¢ao x

26_u_g 6u+6v+6w
ox 3\ox 0y 0z (3.1.2)
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Direcao y

,0v_2(0u ov aw)
H 0y 3\0x dy 0z) (3.1.3)
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E por fim, a equagdo da conservacio da energia.
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0x

0 0
By (pcpv T)+6—Z(pcpr)=

o(,o0T\, o0 (,0T\, 0 (,0T
oL LR P o
6x(k6x) 0 (kﬁy) 62( 62)

6

0
ox (pc uT)
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Algumas hipéteses simplificadoras serdo assumidas. Em se tratando de conveccdo
natural, as velocidades s@o baixas, podendo o escoamento ser considerado incompressivel.
ou Ov  Ow _

Vu=0 - —+

+ 2=
ox 0y 0z (3.1.6)

E adotada a aproximacio de Boussinesq, em que todas as propriedades sdo
assumidas constantes exceto a densidade somente no termo relacionado ao empuxo. Essa
aproximacao € valida quando as variacdes das propriedades sdo despreziveis em relacdo a
variagdo da densidade no termo fonte. Tomando a densidade como uma funcdo da

temperatura,
p=f(T) (3.1.7)

e expandindo-a em torno de uma temperatura de referencia T, usando a série de Taylor,

temos.
of o*f| (T-T,)
=f(T,)+|== T-T,) + + 3.1.8
p= TG, TT S (3.18)
Com o coeficiente de expansao volumétrica dado por
__10p
B= 0 oT (3.1.9)
Substituindo (3.1.9) na aproximagao de primeira ordem de (3.1.8) temos.
p=p,1-B(T-T,)] (3.1.10)
Usando (3.1.10) nos termos relacionados ao empuxo da equacdo (3.1.3)
encontramos

op op
9P 5o=_9P , o4t T-T
oy P8T TG, P8 p,8B( ») (3.1.11)



Definindo uma pressao mecanica P igual a

P=p+p, gy (3.1.12)

e substituindo adequadamente em (3.1.11) temos,

op 0P
9P ,,=90 T—T
oy ey p, 8Bl o) (3.1.13)

Aplicando as hipéteses simplificadoras adotadas, a equagdo (3.1.6) e (3.1.13) nas
equagoes (3.1.1-3.1.5) podemos reescrever:

a equagao da continuidade,

ou Ov Ow
=+ —+===0
ox oy oz (3.1.14)

as equagdes do momento

Direcao x

ou £ Ou ou oP
—tVv—tw—|=— + .
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)—pogB(T—To) (3.1.16)
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e a equacdo da energia
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3.1.2 — Analise Dimensional

Existem duas grandes vantagens na adimensionalizacdo das equacgdes que regem um
problema. Em primeiro lugar, ela amplia a visdo das relagdes entre as varidveis. Em segundo
lugar, ela reduz o nimero de parametros do problema.

Outra utilizagdo para a andlise dimensional é a possibilidade de efetuarmos em
laboratdrio, experimentos com modelos que sdo menores que o protétipo a ser construido ou
aparelho real. Isso reduz substancialmente os custos quando comparados aos estudos em escala
plena e permite a andlise de varias configuracdes ou condi¢des de escoamento.

Para iniciarmos a andlise dimensional do problema, devemos conhecé-lo. No presente

trabalho a estrutura base dos casos analisados € representada na figura 1.

Figura 3.1- Diagrama da cavidade quadrada para os casos estudados

As grandezas de comprimento foram adimensionalizadas pela altura da parede vertical

onde posicionam-se as fontes,

Xy z 5
L'L'L’L (3.1.19)



e as de velocidade foram adimensionalizadas pela difusividade térmica a [m*s™] dividida
pela altura da parede vertical,

~ o~ o~ u 1% w
u,v,w=

/L’ /L’ /L

unidade.

(3.1.20)

Antes de escolhermos o que ird adimensionalizar a pressdo, devemos examinar sua

Al TV]eP =%(%)2 (3.1.21)

Conclui-se que um bom parametro para adimensionalizar a pressdo € densidade de
parede vertical

referéncia multiplicada pelo quadrado da difusividade térmica dividida pela altura da

p=—L
p, (/L)

(3.1.22)
A temperatura adimensionalizada, na verdade, serd uma temperatura relativa
adimensionalizada por conveniéncia.

~ T-T
T=

o

g LIk

[W.m.K'].

(3.1.23)
em que ¢ € o fluxo de calor por unidade de drea [W.m?] e k € a condutividade térmica

Isolando as varidveis dimensionais nas equagdes (3.1.19) a (3.1.23) e substituindo
nas equacdes (3.1.14) a (3.1.18) obtemos, na forma adimensional, a equacdo da
continuidade,

oit , OV , Ow
—+ =0
0% 0y @ oz (3.1.24)
as equagdes do momento,
Direc¢ao x
Zta—ﬁJr\?@era—a ——@+Pr 82ﬁ+ 2~Jr62~ (3.1.25)
ox 0y 0z ox ox’ 2 0% o
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Direcdo y

_ 0V .0V _.9v\_ 0P 5oy 0% i
TVt =Tt P + Y S Y\ yRaPr T (3.1
(”6)% iE Waz) o5 TPl ot oyt g P RaPrT (3.126)
Direcao z
.OW  .OwW  .OWwW P v 8tw o*w
h—+V—+Ww—|=——-+Pr - + 3.1.27
( ox 6)’ 6z) 0z 6562 65)2 622 ( )
€ a equacdo da energia
0T .oT , .oT\_[o°T ,0’T ,0'T
R R v il b ey 3.1.28
(5x 03 6z) 0% 0y 07 (3.128)

Surgiram dois nudmeros notdveis, o numero de Prandtl, que proporciona uma

medida da transferéncia convectiva de calor na superficie, sendo definido como

Pr=— (3.1.29)
e o numero de Rayleigh modificado
4
Ra=gfkqu (3.1.30)

O ndmero de Rayleigh € uma medida do balanco entre as forcas que promovem a
conveccdo, provenientes da diferenca de densidade entre o fluido quente e o frio, e as que
se opdem tal como a friccao devido a viscosidade e a difusdo térmica, que opera no sentido

de anular o gradiente de temperatura.
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3.2 - TEORIA CONSTRUTAL

Para o inicio do estudo da teoria construtal podemos propor algumas questdes. Por
que a geometria caracteriza os sistemas naturais de escoamento? Qual é a base para
hierarquia, evolugdo temporal, complexidade e ritmo para estruturas naturais? Existe um
unico principio fisico capaz de deduzir de qual forma e em que ritmo as estruturas naturais
sao construidas sem o uso do empirismo? (Bejan 2006)

Estes questionamentos ndo sdo recentes, porém suas respostas comumente sdo nao-
deterministicas. Democritus (aproximadamente 460-370 a.C) atribuiu as formagdes
geométricas presentes na natureza a “mudancga e necessidade”. Essa linha de raciocinio em
que as formas oriundas da natureza sdo aceitas, observadas e copiadas perdura até a

atualidade. A teoria construtal propde o pensamento inverso.

Observacio e copia

Natureza — Engenharia

Teoria construtal

Natureza e — Principio

Figura 3.2 — Exemplo da cépia de estruturas naturais pela engenharia, e a proposta

de deducdo de tais formas por um principio. (Bejan. 2006) adaptada.
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Quatro observacdes empiricas iniciam o raciocinio desenvolvido por Bejan (2000).
Primeira, a forma geométrica é gerada em sistema naturais que, internamente, possuem a
necessidade de escoar e sdo orientados por gradientes, como temperatura e pressao.
Segunda, somente trés formatos cobrem o mundo vivo ao nosso redor: rede de distribui¢ao
em forma de darvore, como o pulmdo e bacias hidrogréficas, cortes transversais
aproximadamente circulares, como veias, e cortes transversais semi-circulares, como nos
rios. A teoria construtal ndo aborda a forma esférica, por que esse sistema nao tem
escoamento interno.

Terceira, as formas podem ter mesmo formato, mas jamais idénticas. Quarta, essas
poucas formas surgem tanto em sistemas de escoamento inanimados quanto animados. Se
existir um unico principio responsavel pela geracdo de todas essas formas, entdo esse
principio se manifesta em todos os lugares.

Na teoria construtal, esse principio é chamado de Lei Construtal para a geracio de
configuracdo de escoamento. O principio diz que “para que um sistema de escoamento
persista no tempo (sobreviva), o0 mesmo deve evoluir pela forma mais facil e proporcionar
0 acesso mais facil as correntes que fluem através dele.”

Essa lei € a base da teoria construtal, que hoje representa uma nova extensdo da
termodinamica: a termodinamica de sistemas fora do equilibrio e com configuracdes. Pela
abordagem da teoria construtal, pardmetros geométricos sdo usados como critério para
maximizagdes e minimizagdes em um sistema de escoamento.

Um exemplo simples, que mostra como a teoria construtal € aplicada, é a deducao
da lei de Snell. Considere o caminho ARB percorrido por um feixe de luz mostrado na
figura 3.3, onde a luz possui velocidades diferentes em cada meio

O tempo total da travessia de A até B €

= DL (L) [ D (L)) (3.2.1)

0 1

ou, em termos adimensionais,

Do 1 (1P 20 1+ (1- )
L v, (3.2.2)

onde

(3.2.3)

N~ =
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Figura 3.3 — Feixe de luz atravessando dois meios distintos.

Para minimizar o tempo de travessia faz-se 0(tV/L)/0E=0 |

1+E Vo  1-¢
— s =S 5 324
[1+(1+g7"™ Vili+(1-€)"]" 324
Em seguida, introduzem-se as defini¢des geométricas
. _ L+x
sinf; = VTR (3.2.5)
. L—x
sinf, = (3.2.6)

as quais, podem ser combinadas com equacao (3.2.4) para chegarmos na lei de Snell

sinf, _V,
snp. V. (3.2.7)

O estudo, pela teoria construtal, da distribui¢do de fontes de calor em uma parede

vertical resfriada por convec¢do natural (da Silva et al, 2004; da Silva et al 2005) tem

como formulacdo base a mesma apresentada na secdo 3.1.1 desta dissertacdo. A
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contribuicao estd no parametro usado para otimizar o processo de transferéncia de calor.
O objetivo em cada configuracdo a ser analisada serd maximizar a condutincia

térmica global expressa por

c=— 9

X (T _Tw) (3.2.8)

max
em que Q' € acorrente total de calor através das fontes, k ¢é a condutividade térmica
do meio, T,, € a maxima temperatura encontrada na cavidade e 7, € a temperatura
da parede oposta a que contém as fontes.

A condutancia global é um parametro adimensional local que mensura a
contribuicao de um ponto para o transporte de calor no meio.

Com fontes de calor constantes, maximizar a condutancia térmica global significa
minimizar a diferenca de temperatura entre o referencial frio e a temperatura maxima na
cavidade, pois, pela teoria construtal, o sistema atinge a configuragdo 6tima quando todos

os pontos contribuem de forma semelhante para o processo de transferéncia de calor.
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3.3 - ENTRANSIA

Estudos experimentais na década de cinquenta (Schneider, 1955) comumente
utilizavam a conducdo elétrica como andloga a condugdo térmica a fim de resolver
problemas transientes de condugdo de calor ou cujo estado estaciondrio era muito
complexo. A inexisténcia de bons computadores na época e a dificuldade inerente aos
experimentos em transferéncia de calor motivaram tal analogia.

A base matemdtica que sustenta estes estudos comparativos € a relacdo entre a lei
de Fourier para a condug¢do de calor com a lei de Ohm para circuitos elétricos.

As equiparagdes entre os parametros térmicos e elétricos estdo listadas na tabela

3.1

Tabela 3.1 — Analogia entre grandezas térmicas e elétricas

Qve [C] _') th=Mch [‘]] Ue [V] _') T [K]
Carga elétrica Calor Potencial Potencial
armazenada em armazenado em Elétrico Térmico
um capacitor. um corpo

I [Cls] - 0, [JIs] g, [CIlm’s] — ¢, [JIm’s]
Corrente elétrica Fluxo de calor Densidade de Densidade de

corrente elétrica fluxo de calor
ouU , oT
R, [Q|=[sVIC| — R, [Q]=[sK/J] Gg,=—k,—< —  §,=—k, =
on on
Resisténcia Resisténcia Lei de Ohm Lei de Fourier
elétrica térmica
_Q. 0, 1
Ce_ Ue [C/V] _-) Ch= T [J/K] Eve=5QveUe [‘]] _) ?
Capacitancia Capacidade Energia potencial
térmica elétrica em um
capacitor
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A temperatura representa o potencial térmico pois a troca de calor s6 ocorre de
forma espontinea se houver diferencas de temperatura, assim como a corrente elétrica s6
surge naturalmente se houver diferenga de potencial elétrico.

E notério que a intensidade do fluxo de calor depende do meio e da diferenca de
temperatura, exatamente como a intensidade do fluxo de carga, corrente, depende do meio,
representado pela da resisténcia elétrica, e da diferenca de potencial.

A lacuna para o correspondente térmico a energia potencial elétrica foi preenchida
por Zeng-Yuan Guo, Hong-Ye Zhu e Xin-Gang Liang com a criagdo de um novo conceito
fisico chamado de entransia (Guo et al, 2007). Assim como a energia potencial elétrica
representa o potencial que o corpo tem para fornecer energia elétrica por intermédio da
corrente elétrica, a entransia representa a capacidade de um corpo de fornecer energia
térmica pela transmissao de calor.

Adotado um corpo termicamente isolado, ao se adicionar uma quantidade
infinitesimal de calor a0 mesmo, o incremento em sua energia potencial térmica, ou seja,

em sua entransia, pode ser representado matematicamente por
dE ,=Q ,dT (3.3.1)

No estado termodindmico onde 7=0K o sistema nido conterd energia alguma,

portanto sua capacidade de transferir calor sera nula, logo E =0

T T MC T2
E,=] 0,dT = Mc,Tdr= 5 (3.3.2)
0 0

ou ainda

T thT
E =Mc T—=
vh Cv 2 2

(3.3.3)

A equacdo (3.3.3) traz a entransia armazenada em um corpo. Tomando as relagdes
estabelecidas pela tabela 3.1, € possivel transformar a equagao da energia potencial elétrica
na equacgdo obtida para entransia por simples analogia. Sendo assim, a equagdo (3.3.3)
substitui a interrogacdo em nossa tabela.

Como uma grandeza do sistema, torna-se interessante entender seu comportamento

em processos térmicos. Em um processo de condugdo térmica na auséncia de fontes de
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calor, a equacdo de conservagdo da energia térmica serd

oT

pCVE=—V'q=V'(kVT) (334)
Multiplicando (3.3.4) por T teremos
Tpcvaa—f=—T V-q 3.3.5)

mas
VTq)=TV-4+¢VT - -TV-4q=¢VT-V-(Tq) (33.6)

portanto
Tpcvaa—f=q-VT—V-(Tq) (3.3.7)

O termo do primeiro membro da equacdo (3.3.7) é a variacdo da entransia

armazenada por unidade de volume

Mc,T?
2

TVar\2 ot

E
-10 (lehT)=%—a o (33.8)

O segundo termo do segundo membro da equacdo (3.3.7) estd relacionado com a

transferéncia de entriansia

. 0, 1 oT 141
\qT)=V-|=—T|=V|=TMc,— |=V | =—|=0,T
ViaT) V(v ) V(V Cvat) v V@t(2QVh )
v L 9E (3.3.9)
V(‘IT)_V(V ot )
Assim, a equacdo (3.3.7) pode ser reescrita como
de
dth=_v'éh_¢h (3.3.10)

em que €, € adensidade volumétrica de entrinsia, €, € o fluxo de entrinsiae ¢, €

a funcdo dissipacao de entransia.
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¢==¢VT=k(VT) (3.3.11)

O processo de transferéncia de calor € irreversivel do ponto de vista da
termodindmica. A dissipacdo de entransia ocorre tais processos e surge como uma medida

da irreversibilidade da transferéncia de calor associada a resisténcia térmica do meio.

3.3.1 — Principio extremo de dissipacao de entransia

Prigogine (1967) desenvolveu o principio da minima producao entropia baseado na
idéia de que a producdo térmica de entropia de um sistema em estado estacionario deve ser
a minima. No entanto, hd um grande nimero de processos de transferéncia de calor, massa
ou momento, que ndo estio relacionados com a conversao entre calor e trabalho.

Exemplos como problemas de transferéncia de calor ou massa em que as condi¢oes
de contorno de temperatura ou concentracdo sdo fixas ndo produzem bons resultados
quando otimizados pelo principio da minima producdo entropia. O estado de minima
producdo de entropia corresponde ao menor fluxo de calor ou fluxo de massa, exatamente
0 oposto do que se deseja nestes processos.

Situacdes como estas mostram que a irreversibilidade e otimizacdo de uma certa
gama de processos de transporte devem ser reexaminadas. Pelas lentes dos conceitos de
entransia e dissipacdo de entransia é possivel gerar mecanismos capazes de otimizar
processos de transferéncia de calor e massa. Nesta se¢do, o foco estard nos processos de
transferéncia de calor.

Em sua tese de pés-doutorado pela Tsinghua University, Beijing, China, Cheng X.
G. usa o método de residuos ponderados na forma diferencial da equag¢ao de condugdo de
calor no estado estaciondrio e origina os principios extremos da dissipacdo de entransia.
Por estar em chinés, o estudo para o presente trabalho baseou-se nas informagdes referentes

a esta tese em publicacdes internacionais (Guo et al, 2007; Guo & Chen, 2007).

3.3.1.1 — Principio da minima dissipacao de entransia

Em situacdes onde o fluxo de calor € constante, o objetivo é transportar o calor
fornecido de forma mais eficiente possivel. Em uma situacdo ideal e hipotética, o
transporte seria instantaneo e a diferenca de temperatura nula entre os terminais analisados.

O principio da minima dissipacdo de entransia mostra que, quando as condicdes de
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contorno para o fluxo de calor forem fixas, a minima diferenca entre as temperaturas das
fronteiras € obtida para o processo de transporte de calor que provoque a menor

dissipac¢dode entransia no dominio. O principio pode ser expresso como

0,8(AT)=5 %k(AT)ZdV=0 (3.3.12)

\4
Integrando a funcdo dissipacdo de entransia em todo o volume do dominio é
possivel mensurar o valor total da entransia dissipada.
Quanto maior for a entransia dissipada, menor serd a quantidade de energia térmica
que atingird a extremidade do dominio oposta a fonte. Como € essa energia térmica
recebida que aumenta a temperatura local, a dissipacdo de entransia aumenta a diferenca de

temperatura entre a fonte e a regido do dominio analisada.
3.3.1.2 — Principio da maxima dissipacdo de entransia

Nos casos em que as condi¢des de contorno prescrevem diferencas de temperatura
fixas, otimizar o processo de transferéncia de calor significa gerar o maior fluxo de calor
possivel.

Para o principio da méxima dissipa¢ao de entransia, a melhor conducdo de calor, ou
fluxo maximo, se dard quando a dissipa¢do da entrancia for maxima. Matematicamente

temos

AT 3(0,)=5[ Sk(AT V=0 (33.13)

%

3.3.2 — Principio da minima resisténcia térmica

A resisténcia térmica para casos unidimensionais € definida como a razdo entre a
diferenga de temperatura e o fluxo de calor, porém resisténcia térmica para casos
multidimensionais ndo € de fécil definicdo. Contudo, uma resisténcia térmica equivalente
pode ser definida baseada nos conceitos de entransia, mesmo para problemas
multidimensionais e com complexas condi¢cdes de contorno.

Em analogia direta com a dissipacdo de energia potencial elétrica por efeito joule, a

dissipacdo de entransia € dada por
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L, _Eu
E,,=0, R, — Rh_? (3.3.14)
h

emque R, éaresisténcia térmica equivalente.
No caso unidimensional, a diferenca de temperatura pode ser escrita em um andlogo

a diferenca de potencial elétrico
AT=R,0, (3.3.15)
Reescrevendo (3.3.14)

2
. [AT
Evh¢_(R_h) Rh

!
=
Il

(3.3.16)
vh ¢

Em um dominio multidimensional, a resisténcia térmica equivalente ¢ dada pela
equacgdo (3.3.14) e (3.3.16) para os casos onde as condicdes de contorno sao dadas por duas
isotérmicas. Quando as condi¢cdes de contorno ndo sdo dadas por isotérmicas a equagdo

(3.3.14) permanece e temos também

(3.3.17)

A variagdo de temperatura AT representa uma variacio média na temperatura no
dominio estudado.

A relevancia e a originalidade na abordagem desenvolvida dentro do conceito de
entransia sao notdrias, contudo, deve-se ressaltar que o conceito de potencial térmico nao é
novo na literatura, como afirmam seus elaboradores.

Drude (1900), fisico no campo de estado sélido, atualmente conhecido como
matéria condensada, desenvolveu uma abordagem microscopica para o estudo dos metais e
definiu o potencial térmico @ . Com o advento da mecanica quantica estatistica, a

definicao do potencial térmico foi corrigida resultando em

(3.3.18)

Tanto na proposta de Drude quanto na correcdo posterior, a idéia qualitativa do
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potencial térmico é muito semelhante com a entransia. Na definicdo matematica, ambos
descrevem uma dependéncia linear com a temperatura local.

No apéndice B é explicado com mais detalhes toda a evolu¢do da abordagem fisica
de Drude resultando na elabora¢do do conceito de potencial térmico, bem como sua

corre¢ao pela mecanica quantica estatistica (Ashcroft & Mermin, 1976).
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4 - METODOLOGIA

Ao se abordar um problema fisico, a melhor forma de entendé-lo é compreendendo
as equagdes que o regem. No ambito geral, o inicio do raciocinio para solugdo e
compreensdo de um acontecimento fisico se dd pela busca de grandezas fisicas que se
conservem com o tempo.

Os principios de conservacao representam a lei fisica de preservagdo da integridade
de uma dada grandeza, ao longo de um processo. Quando um principio de conservacgao é
expresso de forma matematica para uma regido infinitesimal de um dado meio, obtém-se
uma equacao diferencial, que é a chamada equacao de conservacgdo da grandeza envolvida.

O conjunto das equagdes de conservagdo compdem a formulagdo matematica a ser
resolvida. Um método analitico com habilidade de resolver tais equacdes nos daria a
solucdo em uma forma fechada, e seria possivel, entdo, calcular os valores das varidveis
dependentes em nivel infinitesimal, isto €, para um nimero infinito de pontos. Nem sempre
a solucdo analitica € possivel ou de ficil obtencao.

A tarefa de um método numérico € resolver uma ou mais equagdes diferenciais,
substituindo as derivadas existentes por expressdes algébricas que envolvem a funcdo
incOgnita (Maliska, 2004). A escolha por uma solu¢do numérica acarreta em uma solucao
para um ndmero discretos de pontos, e consequentemente, com um determinado erro.

Quanto maior o nimero de pontos calculados menor serd o erro e mais perto da
solucdo exata estaremos. Se optarmos por calcular N valores da varidvel no dominio,
teremos N incognitas, sendo necessdrias 0 mesmo nimero de equagdes algébricas para o
fechamento do sistema linear a ser resolvido. Torna-se perceptivel que ndo é conveniente
adotar valores excessivamente grandes para N pois, apesar de reduzirmos o erro, o esforco
computacional crescerd assustadoramente.

Os métodos tradicionais para a solugdo numérica de equagdes diferenciais sdo os
Meétodos de Diferencas Finitas (MDF), de Elementos Finitos (MEF) e de Volumes Finitos
(MVF).

Simplificadamente o MDF € um método de resoluciao de equacdes diferenciais que
se baseia na aproximacdo de derivadas por diferencas finitas por intermédio da série de
Taylor da funcio derivada.

No MEF, o problema ¢ tratado dividindo o dominio em um ntimero finito de

pequenas regides denominadas de elementos finitos, onde as equacdes diferenciais sao
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aproximadas por polindmios de comportamento suave.

Tanto o MDF como o MEF ndo trabalham com volumes de controle e sim apenas
com pontos da malha, e, como consequéncia, nao sao conservativos em niveis discretos.

No presente trabalho o método adotado foi o MVF o qual divide o dominio em
volumes de controle e obtém as aproximagdes das equacdes diferenciais por intermédio
dos balancos de conservagdo das propriedades fisicas em questdo para cada volume de
controle.

No decorrer das solugdes, o acoplamento pressdo-velocidade foi feito pelo
algoritimo SIMPLE, as fun¢des de interpolagdo adotadas baseiam-se em leis de poténcia e

os sistemas lineares resolvidos por uma adaptacdao do método TDMA.

4.1 - METODO DE VOLUMES FINITOS

Sempre que as equagdes algébricas que aproximardo as derivadas das equagdes
conservativas na analise numérica forem obtidas satisfazendo a conservacdo da
propriedade no volume de controle estaremos usando o método dos volumes finitos.

A fim de formularmos as equagdes algébricas aproximadas pelo método dos
volumes finitos, podemos optar por dois caminhos diferentes. O primeiro é fazer o balango
da propriedade estudada no volume elementar, ou seja, a soma dos fluxo de entrada
subtraida pela soma dos fluxos de saida serd nulo se ndo houver termos fonte ou
dissipativos no interior do volume. O segundo consiste em integrar sobre o volume de
controle, no espaco e no tempo, as equagdes na forma conservativa.

As equagdes conservativas, também chamadas de divergentes, sdo aquelas em que
os fluxos estdo dentro dos sinais de derivadas, assim, apds a primeira integracio, surgem
os fluxos nas fronteiras do volume de controle. Os dois caminhos sdo equivalentes e
resultam nas mesmas equacdes de balanco, sua escolha ird depender da formulagdo
matematica disponivel.

No intuito de elucidar a relacdo entre a equagdo diferencial na forma conservativa e
as equacgoOes algébricas aproximadas usadas no método dos volumes finitos, assumiremos
um volume bidimensional representado na figura 4.1

O balango de massa no volume de controle estudado serda

i, — i, v — 11, =0 (4.1.1)
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note que o indice referente a face oeste foi trocado pela inicial em inglés (west) para evitar

confusoes com os valores de referéncia.

A
Y (pvAy),
yHAY [ T
(puAx) —P " P — P (pudx),
e
(pvAy),
’; X + Ax X >

Figura 4.1 — Volume elementar para os balancos de conservagao.

Sendo

p a densidade superficial de massa, haja visto que estamos trabalhando

em duas dimensdes, temos

m,_m, _(pAxAyl, (pAxAy) (pAxAy], [pAxAy),_

mw ml S
S Rt N—
rt t ot P " - ”
(P“Ay)w_(PMAy)ﬂr(vax)s—(vax)n:() N (Pu)w—(pu),+(pv)s—(pv)n
Ax Ay
1 (pu)w_(pu)l (pv)s_(pv)n 0 0
: T = —lpul+—— 412
Axirf'l—vo Ax Ay 8x<pu) ay(pv) ( )

Assumindo um escoamento permanente onde as velocidade ndo dependem do

tempo, vamos integrar 4.1.2 em todo o espago do volume de controle.

Il n
o o
{f ax(pu)+ay(pV) dxdy

I

|

w

= =0

(puh—lpu)Jdy+ [ [(pv],—(pv)]dx
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lpuly)—lpudy),+pvAx),~(pvAx|=riy—rm, +ir,—m=0 (4.1.3)

Multiplicando (4.1.3) por (—1) recupera-se a equagdo algébrica obtida pelo
balanco dos fluxos de massa (4.1.1). Essa equivaléncia j era esperada, visto que, como ja
foi dito, a escolha do caminho ndo interfere na equacgdo algébrica aproximada final.

Nesse trabalho foi escolhido integrar as equacdes de equilibrio para obter as
equagoes algébricas aproximadas. Assumindo as equagdes (3.1.26), (3.1.27) e (3.1.29) em

duas dimensao temos:

Direc¢do x
oii . on\_ OP o’ 0
~ +7 =— +P + s
(”a; Vay) ox \o®¥ 8y 14
Direcdo y
~ ~ T 2~ zs
(ftafwaf):‘afmﬂ L+ S Rapr T (4.1.5)
ox 0y ay ox 0y
_oT . oT\_[o*T  o°T
U——+Vv—_——|= 4.1.6
(ax 6y) ox’ 05y’ Lo

- e 4.1.7)

emque ¢ ¢ a varidvel em questdo, e os valoresde [® e S? sdo dados na tabela
4.1.

Da equagdo (3.1.25) para o caso bidimensional podemos escrever que

L1

1N
o)}
<1

=0 (4.1.8)

=
S))
<

25



~

Tabela4.1 — Valoresde ¢ , I* e S .

Equaciao d~e b i 2
conservacao
Quantidade de - oP

. it Pr ==
movimento em x ox
Quaptldade de 5 Py _ 5_1? Y RaPrT
movimento em y oy
Energia T 1 0

Somando a equagdo (4.1.8) com a (4.1.7) e usando a regra da cadeia, podemos

reescrever (4.1.7) na forma conservativa.

<

oudp 0V ~
+ =T
|G

Integrando (4.1.9) no espaco

S

’h 5%

+8¢ 4.1.9
ox" 0y ( )

w \) ax s 65)
(4.1.10)
I n 2~ I n 2~ I n
re ffa (jzdxdyanfa d;dxdy +ff3'¢dxdy
w s 85(: w s 85) w s
(apl—lad),]ay+d),—(vo)]ax=
N ~ - ~ . (4.1.11)
re 6_({) — 6_({) Ay+ 6_({) — 6_({) Axt+L[S?IAxAy
0Xx i ox w 5)’ n ay s
Simplificando a notagdo com
Fl=(l’~tAy)l FW=(uAy)w Fn=(‘~}Ax)n Fs=(‘7Ax)v
4.1.12)
D=(I"Ay), D,=(I"Ay), D=["Ax, D=(I"Ax)
obtemos
quSZ_FW(ﬁw-i_Fn(ﬁn_qu;s:
N ~ ~ ~ (4.1.13)
0¢ o¢ o¢ o¢ "»
D|\=—|-D |=—L| +D|=—L| —-D|[=——|+L|S?|AxA
(a) (a "a&)n S(a;s [$7axay

O termo L[S8?] significa a aproximacgdo numérica do termo entre colchetes. Tal
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aproximagio ird depender da expressdo o termo fonte S® . Discussdes sobre o tratamento
dado ao s termos fonte do presente trabalho sao apresentadas futuramente.

Tanto a varidvel ¢ quanto suas derivadas devem ser avaliadas no passo do
tempo. Essa andlise pode ser: totalmente implicita, implicita e explicita. Para a formulagdo
totalmente implicita os valores de ¢ para cada volume de controle sio calculados no
mesmo nivel de tempo, em contra partida, na formulagdo explicita, os valores calculados
em uma nova iteracdo sao obtidos usando os valores encontrados na iteragdo anterior. A
formulacao implicita faz uso tanto dos valores da iteracdo passada quanto da decorrente.

No presente trabalho foi adotado a formulacdo implicita.
4.2 - FUNCAO DE INTERPOLACAO

Na equacdo (4.1.11) ainda temos derivadas que devem ser substituidas por

aproximacoes algébricas. Para tanto € necessdrio a escolha de uma fun¢do de interpolacdo

~

para ¢

Para um problema unidimensional sem o termo fonte, em que para X=0 temos

~ ~

¢=¢, epara X=1 temos J) =J> ¢ aequagdo (4.1.9) possui como solucdo exata

N_else}_l -
b=—5—(d,~ P/ 4.2.1)

P
e ‘—1

emque Pe'=qll ¢ ¢ o mimero de Peclet expresso por varidveis adimensionais.

Usando a solu¢do exata do caso unidimensional como estimativa para para o caso

bidimensional temos para o vizinho situado ao leste do volume analisado

b= (P, — P, (4.2.2)
note que o indice minusculo refere-se a fronteira € o maiusculo refere-se ao centro do
volume de controle.

Tomando o analgo para os demais vizinhos, podemos reescrever (4.1.13) como

A,pp=A,p,+A, by+A,pyAds—LIS?IAxAY (4.2.3)
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em que

Fl
A=— (4.2.4)
e —1
FWePe
A, =— (4.2.5)
e —1
Fn
A=—F (4.2.6)
e —1
FSePe
A=— 4.2.7)
e —1
A =A+A+A+A+(F—F,)+F,—F) (4.2.8)

z

Como custo computacional para o cdlculo de exponenciais € alto, compensa
aproximar as exponenciais por fun¢des potenciais que se comportem como exponenciais
no dominio estudado. Proposto por Patankar (Patankar 1980), o método Power-Law
redefine os coeficientes de (4.2.3) seguindo esta idéia.

Por (4.1.12) e pela defini¢do do nimero de Peclet temos

F=PeD (4.2.9)
assim
A, P
o= (4.2.10)
As _ P~€ ePe}
D= (4.2.11)

As expressoes propostas pelo método Power-Law sao:

Para Pe<—-10 ,

"=—Pe" 4.2.12)
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Para —10<Pe<0

b

An > nm\5 > on
- =(140.1 Pe")’— Pe (4.2.13)
Para 0<Pe<10 ,
A ~
D" =(1-Pe"y (4.2.14)
Para Pe>10 |
An
D =0 (4.2.15)

As aproximagdes para os demais coeficientes sdo andlogas as adotadas para A,

4.3 - TERMO FONTE

Quando se escreve as equagdes governantes no formato da equacgdo (4.1.7), termos
importantes sdo deslocados para o termo fonte. Nos casos em que a varidvel principal
aparece dentro do termo fonte, o mesmo deve ser linearizado. Como os casos estudados no
presente trabalho ndo possui tal dependéncia, o processo de linearizacdo € explicado em
mais detalhes no anexo C.

Nesta dissertacdo, os termos fontes carregam os gradientes de pressd@o e um termo
dependente da temperatura. Este ultimo pode ser encarado como uma constante se a
equacdo da energia for resolvida antes das demais, fornecendo o valor da varidvel T ou
se o valores de T forem tratados explicitamente, em outras palavras, se o campo de
temperatura usado na solu¢do da equagdo do movimento assumir o valor da interagao
passada.

Com respeito aos gradientes de pressdo, serd necessdria uma abordagem mais
cuidadosa quanto ao seu acoplamento com o campo de velocidade. Esse assunto € tratado a

seguir.

4.4 - SIMPLE

Apés todas as andlises provenientes das sec¢des anteriores, se substituirmos os
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valores da tabela 4.1 na equagdo (4.2.3) e tomando, também, a equagdo (4.1.1), as

equagdes aproximadas para o problema em estudo serdo

A iip=Ajii A, ly+ A,y + A fig— L[P']AxAy (4.4.1)
A p=AT,+A, Py +A, Dy + AT~ L[ P JAxAy+(RaPrAxAy)T, (4.4.2)
AT, =AT +AT,+AT +AT (4.4.3)

i, =y =, =(pi Ay),—(pid Ay +pP Ax),~(pP Ax),=0 (4.4.4)

Note que no segundo membro da equagdo (4.4.4) as velocidades foram
adimensionalizadas, para tanto, bastou dividir toda a equagdo por «/L , o que ndo
alterou a igualdade.

Os termos L[P“] e L[P"] significam as aproximacio numérica dos gradientes
de pressdo nas direcdes x e y respectivamente.

As aproximagdes adotadas foram

oP P _Pw
A (44.3)
aP Pn_Ps

As equagdes algébricas aproximadas podem ser resolvidas simultaneamente, no que
chamamos de solucdo acoplada porém a matriz dos coeficientes gerada por esta opcao é
colossal. Para elucidar, imagine um problema tridimensional e incompressivel com uma
malha de 50.000 volumes. Sao 250.000 incdgnitas, originando uma matriz de
62.500.000.000 elementos dos quais apenas 0,0028% sao nao-nulo (Maliska, 2004).

Optando por uma solugdo segregada diminui-se os tamanhos das matrizes.
Contudo, torna-se necessdria uma equacao evolutiva para cada incégnita. Como a nossa
equacdo de estado (3.1.7) independe de P , a pressdo passa a ndo possuir uma equacio
evolutiva.

O foco estd em determinar uma equacgao evolutiva capaz de fornecer um campo de
pressdao que, quando substituido nas equacdes (4.4.1) e (4.4.2), origine um campo de
velocidade que satisfaca a equacdo (4.4.4).

No método SIMPLE a pressao é dada pela soma da melhor estimativa conhecida

P™ mais uma correcdo P° , resumindo, de forma adimensionalizada
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pP=pP"+p¢ (4.4.7)

Devido a esse novo tratamento da pressdo, as velocidade terdo tratamento similar,
ou seja, o valor de uma componente da velocidade serd dado pela melhor estimativa
somada a uma correcdo. As equacgdes de correcdo proposta por Patankar quando

desenvolveu este método foram

up=ft'Z—A—p(7’2— Py) (4.4.8)
v;v;’—%(?;—i)g) (4.4.9)

Agora devemos obter uma equagdo para P° que corrija as velocidades de tal
forma que as mesmas satisfacdo a equagdo de conservacdo de massa. Escrevendo as

equagoes (4.4.8) e (4.4.9) para as velocidades nas interfaces e substituindo em (4.4.4)

teremos
B,P,=B,P;+B, P} +B,Py+B,Ps+b (4.4.10)
onde
1,1, 1 1
B =—+—F—+—
AT TA T (4.4.11)
1 1 1 1
B=— , B=— , B=— , B=—
/ A[ w AW n An K AS (4.412)

(4.4.13)

E notério que a equacdo (4.4.7) ndo possui qualquer significado fisico, foi uma
escolha matemadtica simples com o intuito de avangar com a pressao. Para que seja possivel
a convergéncia do sistema de equagdes, introduz-se um coeficiente de sub-relaxacdo em

i)c
P=P"+a P (4.4.10)
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O método SIMPLE pode ser aplicado pelo seguinte algoritimo:
= Estimar os campos de velocidade e a pressdo P"

~m

= Resolver as equagdes do movimento com P” eobter 7" e i
= Resolver a equacio (4.4.10) e obter  P°

= Corrigir as velocidades com (4.4.8) e (4.4.9).

= Calcular P por (4.4.14).

= Resolver as demais equagdes do sistema.

= Fazer P"=P evoltarao segundo comando até a convergéncia.
4.5 - SOLUCAO DAS EQUACOES ALGEBRICAS

Ap6s a aplicagdo do método dos volumes finitos e da resolu¢do do problema de
acoplamento pressdo-velocidade, surge o sistema de equagdes lineares a ser resolvido que
trard a solu¢do numérica final para o problema proposto.

A escolha de um método para a solug¢do do sistema de equagdes lineares deve ser
extremamente cuidadosa, visto que € neste passo que se concentra a maior parte do esfor¢o
computacional, considerando o campo de mecanica dos fluidos computacional.

A solugdo pode ser obtida de forma direta em que se trabalha com a matriz
completa dos coeficiente e com processos que equivalem a inversdao da mesma gerando a
solucdo exata para o sistema linear, ou de forma indireta onde é proposto uma solugdo
aleatdria inicial e por sucessivas iteragdes obtém-se uma aproximacdo satisfatéria da
solucgdo final.

O método adotado no presente trabalho € uma combinag¢do do método iterativo
denominado Gauss-Seidel e do direto conhecido como TDMA (tridiagonal-matrix
algorithm). Por motivos diddticos vou apresentar cada um dos métodos escolhidos e em

seguida mostrar o algoritimo usado para a juncao dos mesmo e resolucdo do sistema.
4.5.1 - Método de Gauss-Seidel

Neste método o valor da varidvel € resolvido ponto a ponto na malha. Apés uma

estimativa inicial, o valor da varidvel em cada volume de controle € calculada a partir da
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respectiva equacdo do sistema, utilizando-se os valores obtidos na iteragdo anterior,
quando essas ainda ndo foram calculadas na iteracdo corrente, e os valores obtidos na
iteracdo corrente, no caso contrario.

Dado um sistema linear

a,x,ta,x,tax;+ -+ +a, x,=b,
Ay X, ta, x,*ta,x;+ -+ +a, x,=b, 4.5.1)
a, xta,x,*a,;x;+ -+ +a,x,=b,

o método de Gauss-Seidel consiste em resolver (4.5.2) para cada volume de controle, em

que o indice k remete a interagdo corrente e k—1 2 interacdo anterior.

i—1 n
bi—Zai.x(.k)— Z al..x(.k_1>
N = B = B (4.5.2)

1

a..

u

Para garantir a convergéncia, a matriz dos coeficientes deverd ser diagonal
dominante. Matematicamente, isso significa que para todas as linhas da matriz, o médulo
do valor da matriz na diagonal € maior que a soma dos médulos de todos os demais valores
(ndo-diagonais) daquela linha. O mesmo raciocinio se aplica para as colunas, e para uma
matriz ser estritamente dominante basta que seja por linhas ou por colunas.

Por ser um método ponto a ponto, o Gauss-Seidel possui uma convergéncia lenta,

por esse motivo ndo € adotado como tnico caminho para a solugdes no presente trabalho.

4.5.2 - Método TDMA

O algoritmo de Thomas, também conhecido por TDMA, € uma forma especial do

método de eliminacdo de Gauss que pode ser usada para resolver sistemas constituidos por

matrizes tridiagonais, como a representada na equacao (4.2.3)

a, a, 0 0 0 0 o |[x | |
ay, a4y, dy; 0 0 0 0 X, b,
0 a, ay au 0 0 0 || x| | 2
0 0 a, ay, 0 0 0 || x, b,
0 0 0 ag 0 0 0 || x5 |=| b, | 423)
0 0 0 O Ay n—2 -2 ,- 0 Xn—2| |b,_,
0 0 0 O Ap1n-2 Quo1n-1 Qnotn||Xn-1 b, ,




ou ainda, de uma maneira mais simples

N T i it -
X =b— | —— X~ L X =bitex, +dix,, (4.54)
a, "

u u

Como ndo existem nem X_; e nem X,,, , Devemos definir, nas fronteiras
C1=O e d n=0 .

Para i=1 temos

=222 20,4 Py x, (45.5)
ap \an
Para i=2 temos
b, [ay as;
T ay (‘lzz)x1 (‘122 s (350
Substituindo (4.5.5) em (4.5.6) temos
b, a,Q Pa \'| a Pa, )\’
2 21 =1 17721 23 17721
=||—=— — ——1-— =0,+P 4.5.7
2 [(azz ay : axn ] azzl axn *a=Qot Pox, .

Repetindo esse processo concluimos por inducao que:

rEe 45.8)
em que
-1
Qiz(ﬁ_ai i-10i-1 1— P, a; il)
a; a; a,
4.5.9)
-1
p =ty P._,a .,
Loay a,
ressaltando que
x,=0, 45.9)



Para solucionar o sistema linear, segue-se o algoritimo abaixo:
= calcule os valoresde P, e O, pelaequacio (4.5.5)
= use (4.5.9) para encontrar todos P; e O, .
= faca x,=0,

= use (4.5.8) para calcular todos os  X;

4.5.2 — Algoritimo Final

Tendo em mente os procedimentos tanto do método iterativo de Gauss-Seidel
quanto do método direto TDMA, torna-se possivel uni-los para a solu¢do do nosso caso.

Tomando uma linha i em nossa malha, cada equagao terd a varidvel no ponto e a
varidvel nos seus quatro vizinhos, norte, sul, leste e oeste. Isso acarreta em uma matriz com
cinco diagonais ndo nulas, impossibilitando a solu¢do pelo método direto.

A fim de se eliminar duas diagonais da matriz dos coeficiente, usa-se o método de
Gauss-Seidel em que os valores da varidvel nas linhas i—1 e i+1 s@o inseridos dentro
das equacdes da linha i e incorpord-se esses termos nas constantes b, . Os valores
colhidos nas linhas vizinhas podem ser oriundos da interagao anterior ou da corrente, caso
ja tenha sido calculado.

Agora com a matriz tridiagonal formada aplica-se o método TDMA para a solucao
na linha. Esses procedimentos sdo repetidos para todas as linhas e quantas vezes forem
necessdrias até a convergéncia da solucao.

Como critérios de parada neste trabalho, foram adotados um nimero maximo de

iteragdes € um erro mdximo, sendo esses avaliados em cada ciclo para a temperatura.

4.6 - MALHA

E vélido, neste ponto do trabalho, um curto comentdrio sobre a malha usada. A
malha escolhida foi retangular adaptada.

Quanto mais pontos a malha possuir melhor serd a aproximagao numérica, contudo
o esforco computacional cresce em propor¢cdes além da linear com o aumento destes

pontos. Tal relagdo impulsiona o uso de malhas com refinamento ndo uniforme, onde seu
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refinamento estd em regides com maiores gradientes das propriedades envolvidas.

Uma malha ndo refinada pode ser usada inicialmente para se observar de maneira
grosseira o comportamento a ser estudado e assim refinar a malha s6 onde é necessario.
Outra maneira de decidir o formato da malha é o conhecimento prévio de processos

semelhantes e a deducdo de possiveis resultados, que foi o caso desta dissertagao.
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~

S -IMPLEMENTACAO E VALIDACAO

~

5.1 -IMPLEMENTACAO

A implementacdo no presente trabalho inicia-se na constru¢do da malha por um

do malha.for, na leitura da mesma pelo pacote computacional

z

programa proprio nomea

principal e na definicdo de parametros a fim de adequar ao modelo tedrico proposto.

A figura 5.1 representa a malha adotada. Optou-se por uma malha retangular, com

des verticais

z

0Ximo as pare

10.000 volumes, estruturada e nao uniforme, com refinamento pr

onde o gradiente de temperatura € mais acentuado.

X

Figura 5.1 — Malha com 10.000 volumes, 100 x 100 utilizada no presente trabalho.

O pacote computacional principal resolve as equagdes governantes referentes ao

problema em questdo via equacOes algébrica geradas pelo método dos volumes finitos.

Durante o processo de transformagao das equagdes diferenciais em algébricas, a fungao de

interpolagdo Power-Law foi usada na aproximacdo de algumas derivadas para equagdes
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algébricas. No tratamento do acoplamento pressdo-velocidade optou-se pelo método
SIMPLE dada a hipdtese previamente estabelecida de escoamento incompressivel. A
solucdo do sistema algébrico de equacdes lineares foi feita pelo método de Gauss-Seidel

em associagao com o método TDMA.

As simulagdes do presente trabalho resultam de um cédigo fonte onde tanto as
equagdes quanto os parametros de entrada ja estdo adimensionalizados ndo requisitando

quaisquer manipulagdes de dados posterior as simulacoes.

5.1 - VALIDACAO

Tendo em vista que todos os métodos aqui escolhidos e implementados ja sdo de
uso frequente na literatura e de funcionalidade largamente verificada, apenas dois casos
foram escolhidos para a validagao do pacote computacional.

Consideramos uma cavidade quadrada, preenchida por ar, com paredes horizontais
adiabaticas e verticais submetidas a temperaturas diferentes. Em grandezas adimensionais
temos uma parede com temperatura unitiria e outra parede com temperatura nula. O
escoamento foi considerado laminar, incompressivel e com todas as propriedades
constantes com a temperatura exceto a densidade no termo de empuxo, onde é considerada
a aproximacgdo de Boussinesq.

Foram escolhidos dois valores distintos para o nimero de Rayleigh. Os dois casos
foram comparados com as solugdes numéricas do benchmark proposto por Davis (1983).

A tabela 5.1 relaciona os valores encontrados em simulagdes obtidas neste trabalho
utilizando-se a malha mostrada na secdo 5.1 e os valores apresentados na literatura (Davis,

1983).

Tabela 5.1 — Comparacao dos resultados obtidos com a literatura (Davis, 1983)

Ra = 10’ Ra = 10*
Presente Davis Desvio (%) Presente Davis Desvio (%)
Trabalho  (1983) Trabalho  (1983)
Nu, , 1.118 1.122 0.360 2.240 2.244 0.223
Nu,,,. 1.465 1.505 2.657 3.466 3.532 1.869
Nu,,,, 0.707 0.692 2.167 0.584 0.586 0.341
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A concordancia entre a solugdo trazida da literatura e a encontrada neste trabalho ¢
muito boa. Os desvios percentuais apresentados pela solucdes do presente trabalho estdo
abaixo de 3%.

Esse desvio pode ser decorrente da diferenca de refinamento na malha, do erro
associado as aproximagdes algébricas das equagdes governantes ou ainda do erro inerente
aos critérios de convergéncia adotados.

Os fatores acima citados, exceto o erro inerente a escolha do método dos volumes
finitos, poderiam ser melhorados para que a solug@o se tornasse mais acurada. Uma vez
que o presente estudo prevé uma varredura exaustiva para todas as posicdes possiveis de
uma, trés e cinco fontes, o0 aumento do custo computacional decorrente de tais mudangas

ndo compensaria a redu¢do no desvio percentual.
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6 — RESULTADOS E ANALISE

Neste capitulo sdo apresentados os resultados obtidos por solu¢do numérica das
equacgdes governantes para o escoamento em uma cavidade quadrada com uma, trés e cinco
fontes. Em cada caso foi feita uma varredura exaustiva de todas as combinacdes possiveis
para a disposicao das fontes em uma das paredes verticais da cavidade. Para todos os casos

simulados as condic¢des de contorno foram:

9T 0T _ para 0<x,y<l (6.1)
ox y

g—i =—1 sobas fontes (6.2)

iu=7v=0 emtodasas paredes
(6.3)

Sob o critério da minima dissipacdo de entransia, foram identificadas as
configuragdes Otimas e interpretadas. Em seguida, pela maximacdo da condutancia global

minima, sao selecionados os casos 6timos de acordo com a teoria construtal e analisados.
6.1 - CAVIDADE QUADRADA COM UMA FONTE DE CALOR

No estudo com uma fonte, os valores do nimero de Rayleigh escolhida foi
Ra =5.10', 10°, 5.10%, 10°, 5.10°, 10°, 5.10%, 10°, 5.10°, 10* 5.10°, 10", 5.10', 10°,
5.10° . Para cada niimero de Rayleigh adotado foram resolvidos 91 casos, em que cada
caso representa uma nova posicdo da fonte. Para os dados analisados nesta se¢ao foram
processados 1365 casos.

A larga faixa do ndmero de Rayleigh foi adotada no intuito de visualizar o
comportamento dos critérios de otimizagdo proximos as regides de transi¢io do
escoamento laminar. E importante ressaltar que o pacote computacional usado no presente
trabalho ndo utiliza modelo de turbuléncia e portanto nao hd uma boa aproximacgdo para os
casos em altos nimeros de Rayleigh. O objetivo em explorar tais nimeros de Rayleigh estd
em avaliar a sensibilidade dos critérios de otimizagdo quanto a proximidade da regido de
transi¢dao do regime de escoamento.

O efeito da variacio do numero de Rayleigh para o escoamento pode ser

visualizado na figura 6.1. Com um numero de Rayleigh baixo, a parte da equagdo da
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energia que corresponde ao transporte de calor por convecgao, equagao 3.1.27 tende a zero
fazendo que a solucdo para a conducdo de calor seja a do laplaciano.

A condugdo se dd pela transferéncia de energia via colisdo entre as moléculas do
fluido. Por ser um fendmeno na escala molecular fortemente relacionado com o movimento
Browniano, a condu¢do ndo adota uma direc@o inicial preferencial e o calor flui com
simetria radial a partir da fonte.

Ra =50 Ra=10°

08§\\\ \\\ I

0.4 J . :
0.2 J// / / / 7 0.2
" A

02 04 06 08 1 0 02 04 06 038 1

X

=]

Figura 6.1 — Linhas isotérmicas para Ra =50 e Ra =10° com s=0.5

Com o aumento do nimero de Rayleigh o processo convectivo torna-se mais
intenso no interior da cavidade. A forca motora da conveccdo natural é resultante do
equilibrio entre o peso das particulas fluidas e o empuxo gerado pelo gradiente de
temperatura. Dessa forma, hd uma orientagdo preferencial para as por¢des quentes e frias
do fluido e portanto ha perda de simetria, tal como se pode observar na figura 6.1.

Outro parametro adimensional util na compreensdo de escoamentos com transporte
de calor é o nimero de Nusselt. O nimero de Nusselt € uma relacdo entre o gradiente de
temperatura no fluido imediatamente em contato com a superficie e a variacdo entre a
temperatura no ponto estudado e a temperatura de referéncia.

_oT_H

Nu = anm (6.1.1)

em que H ¢é a medida caracteristica na dire¢do n , T, é a temperatura no ponto

avaliadoe T, € atemperatura de referéncia.
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A equacdo (6.1.1) fornece o nimero de Nusselt local. O Nusselt médio avalia a
mesma relagdo, porém para uma superficie. Estes parametros adimensionais proporcionam
uma medida da transferéncia convectiva de calor no ponto ou na superficie. Uma vez que
as paredes onde se localizam as fontes sdo isoladas, o nimero de Nusselt médio é
calculado somente sobre as fontes de calor.

A figura 6.2 traz a relagc@o entre o Numero de Nusselt médio e a posi¢do da fonte

para diferentes numeros de Rayleigh

Nu,,

60 —
50 | .
_ 8~
40 LRa=5.10 |
30 'Ra=5.107\ .
Ra=10°
20 | Ra =10 -
Ra=5.102\ /Ra=106
10 Ra=>.10 \A/Ra=5.101, 10 -
Ra=10 4\ / 3102 10°
o | Ra=5.10 5.10%, 10% |
1

Sfonte

Figura 6.2 — Numero de Nusselt médio em funcdo da localizag¢ao da fonte.

Com o aumento do nimero de Rayleigh, podemos observar, pela figura 6.2, um
aumento no numero de Nusselt que representa o crescimento da convec¢do como
mecanismo de troca de calor. Essa relacdo € representada na figura 6.3.

Ao observarmos uma fonte em particular e representar graficamente o nimero de
Nusselt local de cada ponto da fonte, obteremos o que vamos chamar de perfil de Nusselt.
Os perfis de Nusselt local para fontes localizadas em s =0.05, 0.15, 0.25, 0.35,

0.45, 0.55,0.65, 0.75, 0.85, 0.95 com Ra =10* e 10° sdo representados no mesmo

sistema de coordenadas na figura 6.4
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Figura 6.3 — Numero de Nusselt médio em fun¢do do Rayleigh para uma fonte
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Figura 6.4 — Numero de Nusselt local em funcio da coordenada da parede vertical em vinte

casos distintos.
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Cada curva na figura 6.4 representa os valores dos numeros de Nusselt locais
encontrados apds o escoamento ter atingido o regime estaciondrio com apenas uma fonte
de calor na parede. As coordenadas indicam a regido ocupada pela fonte em cada caso e a
abscissa traz os valores do nimero de Nusselt local sobre a fonte.

E notério que, em uma convecc¢ao natural no interior de uma cavidade, o nimero de
Nusselt depende da velocidade com que o fluido escoa proximo a superficie. As regides da
parede vertical proximas as paredes horizontais superior e inferior constituem dreas onde a
velocidade do fluido € pequena, mesmo para altos nimeros de Rayleigh.

Isso se reflete tanto no decaimento do nimero de Nusselt para essas regides,
mostrado na figura 6.2, quanto nos perfis das fontes localizadas no comec¢o e no fim da
parede vertical na figura 6.4. Observando tais perfis, vemos que ndo apenas o valor do
nimero de Nusselt € menor quando comparado com as demais posi¢des como também seu
valor varia pouco ao longo da fonte.

No caso em que o niimero de Rayleigh é pequeno, Ra = 10* , o perfil de Nusselt
mostra uma simetria. Visto que as extremidades da fonte possuem um espaco angular mais
amplo para dissipar o calor, as mesmas atingem temperaturas inferiores e assim possuem o
nimero de Nusselt local superior quando comparadas com a regido central.

Com o aumento do nimero de Rayleigh, Rag = 10° , a conveccdo intensifica-se .
A regido inicial da fonte entra em contato com por¢des do fluido proveniente da parede
fria. Em seu movimento ascendente, o fluido retira calor da fonte conforme passa por esta.

Durante esse processo, a diferenca de temperatura entre o fluido e a fonte decai e
consequentemente a eficiéncia da retirada de calor pela conveccdo também. Como
resultado, a temperatura da fonte em seus pontos iniciais sao menores quando comparadas
aos pontos finais.

Se s6 o processo convectivo agisse na fonte, o perfil de Nusselt seria estritamente
decrescente, mas como o processo de condugdo € presente, pontos na regido final da fonte
possuem mais facilidade em eliminar calor por condu¢do comparado com os centrais

gerando um pequeno crescimento no nimero de Nusselt nas porcdes finais.

6.1.1 — Caso 6timo pela Teoria Construtal

Quando todos os pontos do dominio estiverem contribuindo de forma mais

equivalente possivel, obtém-se a melhor configuracdo conforme a teoria construtal. Até
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Ra = 10* a posigdo 6tima para a fonte é S,, =0.5 . Conforme a fonte se afasta da
posicdo central, regides do dominio passam a ser menos utilizadas no processo de
transferéncia de calor enquanto outras sdo sobrecarregadas. Essa heterogeneidade diminui
a condutancia global no dominio. Na figura 6.5 € possivel observar esse comportamento.

A partir de Ra =5.10" a convecgio aumenta gradativamente modificando a
solucdo do laplaciano da temperatura. Ao ser aquecido pela fonte, o fluido acelera
tornando-se mais rdpido na parte superior a fonte. A figura 6.6 mostra que, na busca pela
igualdade de contribui¢do dos pontos do dominio para o transporte de calor, a condutancia
global passa a ser maior quando a fonte encontra-se abaixo da posi¢cao central, porém nao

muito préxima a parede horizontal inferior.

0.80 : T : T - T - T

0.70

O  0.60

0.50

0.40 —

Sfonte

Figura 6.5 — Condutancia Global em fun¢io da posi¢do da fonte para Ra = 10*

A descida da fonte proporciona maior espaco para que o fluido acelerado escoe e
ganhe velocidade antes de ser redirecionado pela parede superior e em seguida resfriado
pela parede oposta a fonte. Como o escoamento nas proximidades do canto inferior € lento,

a condutancia global decai na regido inicial da parede.
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Figura 6.6 — Condutancia Global em funcdo da posigdo da fonte para Rg = 10°
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Figura 6.7 — Condutancia Global em fun¢do da localizacio da fonte.
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De forma comparativa, a figura 6.7 traz o comportamento da condutancia global em
funcdo da localizag¢do da fonte em diferentes niimeros de Rayleigh. Na faixa que se estende
de Ra=5.10" até 10* ndo h4 diferenca significativa entre os casos. A condutincia
global nessa regido com baixo poder convectivo comporta-se sem variacdes qualitativas ou
quantitativas significantes.

Devido ao aumento da condutancia global decorrente do crescimento da convecgao,
podemos prever, qualitativamente, que na faixa acima de Ra = 5.10° , os pontos do
dominio passam a contribuir de forma mais homogénica e eficiente no transporte de calor.

Mesmo trazendo significados fisicos diferentes, a semelhanca entre a figura 6.7 e a
figura 6.2 merece ser analisada. Tanto o nimero de Nusselt quanto a condutancia global
sd0 inversamente proporcionais a temperatura da fonte, o que explica a semelhanca no
comportamento. Podemos concluir que, como o nimero de Nusselt e a Condutancia sao
proporcionais, entdo quanto mais forte for a conveccdo em funcdo da posi¢do da fonte de

calor, melhor requisitado serd o dominio.

1 T T T ™ T T T T T
Presente Trabalho o
Silva et al (2004) ——
0.8 | .
0.6 | .
o
04 | .
(0]
o
0]
02 | .
O N 1 2 | " 1 4 N 1 1 " 1
10" 10 10° 10 10° 10° 10 108

Ra

Figura 6.8 — Localizacdo da fonte em fun¢@o do Numero de Rayleigh para os casos 6timos

obtidos pela maximiza¢ao da condutancia global.
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A figura 6.8 mostra o decaimento da posi¢do 6tima da fonte com o aumento do
nimero de Rayleigh. E possivel notar uma boa concordincia com a fungio prevista por
Silva et al (2004).

Adotando um desvio de 0.5% nos valores méximos da condutancia global, obtemos
uma regido para o melhor posicionamento da fonte. A figura 6.9 traz os mesmos dados da
figura 6.8 com curvas limitando a regido 6tima para o posicionamento da fonte. A linha
tracejada determina o limite superior e a linha continua, o limite inferior.

Com o aumento do nimero de Rayleigh a regido onde a fonte pode ser colocada
sem ultrapassar o desvio estipulado na condutancia global cresce. Para os menores
numeros de Rayleigh, essa regido equivale a 13% do comprimento total da parede vertical.
Ja para os valores finais, a regido chega a compreender 20%.

1 T T ' L B T " T ¢ L ]

0.8 .

0.6 [ .

02

10
Ra

Figura 6.9 — Faixa de localizag@o da fonte pelo critério da maxima condutancia global , em

funcdo do Nimero de Rayleigh.
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Nu,,

6.1.2 — Caso 6timo pelo Principio da Minima Dissipacao de Entransia

No presente trabalho, o fluxo de calor € constante e o objetivo € transportar o calor
fornecido pela fonte de forma mais eficiente possivel. Pelo principio da minima dissipacdo
de entransia a melhor configuracdo serd aquela que provoque a menor dissipacdo de
entransia no dominio.

Para todos os valores do nimero de Rayleigh adotado foi calculado o nimero de
Nusselt médio nos casos em que o principio da minima dissipacdo de entransia foi

satisfeito. A figura 6.10 ilustra a relacdo entres esses parametros adimensionais.

20 ——— —

Nu=2/3 Ra® ——

O.....l " " P TR TR R TR T | " " P RN TR TR TR T |
10 10° 10

Ra

Figura 6.10 — Nimero de Nusselt médio em funcido do Rayleigh para uma fonte.

A relacdo entre a entransia e a posicdo da fonte para nimeros de Rayleigh até

Ra = 107 mostra que a posi¢do 6tima é no centro da parede vertical. Na figura 6.11
vemos que para essa faixa inicial de nimero de Rayleigh, a dissipagdo de entransia
apresenta o mesmo comportamento qualitativo e quantitativo. Entre Rg =5.10" e

Ra =107 ,com s=0.5 ,aentrinsia dissipada varia menos de 0.8%.
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Figura 6.11 — Dissipacdo de entransia em fun¢do da posicdo da fonte para valores pequenos

do numero de Rayleigh.

O deslocamento da posicdo 6tima para regides inferiores a localizagdo central
inicia-se  discretamente com Raq =5.10° acentuando-se apenas em Ra =5.10"
Observa-se, na figura 6.11 a perda da simetria dos grafico para esses nimeros de Rayleigh
bem como o aumento no valor entransia dissipada, resultado do crescimento da convecg¢ao
no processo de transferéncia de calor.

A preferéncia por regides abaixo da posicao central mantém-se por toda a faixa de
nimero de Rayleigh porém torna-se mais sutil apés Ra = 5.10° . A figura 6.12 retrata
essa evolugao.

A dissipacdo de entransia é uma grandeza escalar média que traduz a resisténcia do
meio a transferéncia de calor. Mesmo ndo tendo uma relacio direta com a intensidade da
conveccdo no dominio, € notério que a dissipacdo de entransia € influenciada pela
conveccado. Quanto maior a convecgdo no meio, menor serd a dissipacdo de entransia, dado

que a conveccao facilita o transporte de calor.
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Figura 6.12 — Dissipacdo de entransia em fun¢do da localizagdo da fonte.

Pela figura 6.12 ha a impressao de que para altos valores do nimero de Rayleigh a
posicdo da fonte ndo influencia na dissipacdo de entransia. Ao analisarmos o desvio, em
porcentagem, da dissipacdo de entransia em fun¢do da posi¢do da fonte, iremos esclarecer
este comportamento.

O mobilidade, dentro de uma margem de seguranca, da posi¢do da fonte com o
nimero de Rayleigh pode ser observado na figura 6.13. A linha pontilhada determina a
posicdo limite superior onde a fonte pode ser alocada sem que a dissipacdo de entransia
atinja uma variagdo superior a 0.5 % e a linha continua marca o limite inferior sob o
mesmo critério.

Com o aumento do nimero de Rayleigh a regido onde a fonte pode ser colocada
cresce discretamente. Para os menores valores do nimero de Rayleigh, essa regido equivale
a 14% do comprimento total da parede vertical. J4 para os valores finais, a regido chega a

compreender 17%
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Figura 6.13 — Faixa de localizacdo da fonte, pelo critério da minima dissipacdo de

entransia, em funcido do Niumero de Rayleigh.

6.1.3 — Comparacao

A figura 6.14 compara as posi¢des Otimas obtidas pelos pelos parametros
escolhidos neste trabalho, bem como suas faixas de posicdo para fonte onde o erro nao
ultrapassa 0.5%. As linhas tracejadas representam os limites superiores e as continuas, os
inferiores. As linhas em negrito trazem os limites para os casos escolhidos pelo principio
da minima dissipacdo de entransia enquanto as linhas mais finas delimitam as
possibilidades nos casos avaliados pela teoria construtal.

Tanto pelo critério da condutancia global minima quanto para pelo principio da
minima dissipacdo de entrinsia, a posicdo central para a fonte € escolhida como 6tima
para Ra =5.10', 107, 5.10%, 10° . Nesse intervalo as duas teorias escolhem a mesma

posicdo Gtima.
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Figura 6.14 — Faixa de localizacdo da fonte, pelo critério da dissipacdo de entransia e pelo

critério da maxima condutancia global minima, em funcdo do Nimero de Rayleigh.

Ao avaliarmos Rg =5.10°, 10* a teoria construtal mantém a fonte na regiao
central enquanto para obtermos a menor dissipagdo de entrnsia a fonte deve ser
posicionada em S, = 0.46 ¢ 0.43 respectivamente. E valido ressaltar que sdo esses
pontos que divergem da curva proposta por Silva e apresentada na figura 6.7.

Vemos que as duas teorias abordadas neste trabalho resultam em posi¢des bem
semelhantes para uma fonte de calor na cavidade. O descolamento da posicdo Gtima da
fonte para valores abaixo do central pelo critério da dissipac¢ao de entransia mostra que esse
parametro € um pouco mais refinado na percepcao da participacdo da conveccdo no
transporte de calor.

A semelhanca entre os resultados obtidos pela maximizacdo da condutancia global
e pelo principio da minima dissipac@o de entransia é mais evidente quando comparamos 0s

nimeros de Nusselt médio para os casos 6timos em funcdo do nimero de Rayleigh.
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A faixa de Rayleigh adotada nesse trabalho para avaliar a relacdo entre este e o
niimero de Nusselt foi Ra =5.10°— 10° , que 4 a faixa onde se concentra grande parte
dos resultados da literatura. Outra motivagdo para essa delimitacdo é que para menores
valores de nimero de Rayleigh a convec¢ao é fraca e portando o nimero de Nusselt é
praticamente constante. Para altos valores entramos em uma regido de transi¢do que nao
interessa ao presente estudo.

Todavia, na figura 6.15 todos os valores de niimero de Rayleigh foram utilizados no

intuito de mostrar a concordancia dos critérios de otimizacdo em todo o ambito estudado.
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Figura 6.15 — Comparacdo entre os valores do numero de Nusselt médio em fungdo do

nimero de Rayleigh para uma fonte
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6.2 - CAVIDADE QUADRADA COM TRES FONTES DE CALOR

No trabalho com trés fontes, a cavidade estudada e as referéncias de medidas estio
representadas na figura 6.16. As fontes de calor ndo sdo protuberantes e as distancias entre
as fontes foram tomadas centro a centro. O eixo y tem a mesma dire¢cdo da gravidade

porém em sentido oposto.

Figura 6.16 — Representacao da cavidade estudada com trés fontes.

Os valores escolhida para nimero de Rayleigh foi Ra = 10°, 5.10°, 10*,
5.10%, 10°, 5.10°, 10° . Para cada nimero de Rayleigh adotado foram resolvidos 8.436
casos, em que cada caso representa uma nova configuracdo das fontes. Para os dados

analisados nesta se¢do foram processados 59.052 casos.

6.2.1 — Caso 6timo pela Teoria Construtal

Em cada nimero de Rayleigh adotado, o nuimero de Nusselt médio foi calculado
para o caso onde a condutincia global é maxima.

Compreende-se da figura 6.17 que com o aumento do nimero de Rayleigh
aumenta-se o valor do nimero de Nusselt indicando que o transporte de calor e a

convecgao intensificaram-se.
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Figura 6.17 — Nimero de Nusselt médio em funcao do Rayleigh.

Para menores valores de nimero de Rayleigh a melhor configuracdo seria aquela
em que as fontes encontram-se equidistantes entre si e afastadas das bordas afim de
facilitar ao maximo a conducdo de calor. Com o aumento do nimero de Rayleigh a
configuragcdo 6tima se modifica-se.

O fluido que atinge a segunda fonte ja possui uma temperatura mais elevada do que
quando passou pela primeira fonte, assim como ao passar pela terceira o fluido encontra-se
mais aquecido do que quando passou pelas demais. Desta forma, a transferéncia de calor
nas fontes mais elevadas serd menor dado que a diferenga de temperatura entre a fonte e o
fluido torna-se menor.

Pelo critério da condutancia global, a melhor configuracio serd aquela que
contrabalanceara esse efeito e dara a todas as fontes a mesma eficiéncia na transferéncia de
calor. Os casos 6timos estabelecidos pela teoria construtal sdo aqueles em que o dominio é
requisitado da forma mais homogénica possivel. Ao observarmos os perfis de temperatura

para alguns casos 6timos, figura 6.18, torna-se notdria esse comportamento.
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Figura 6.18 — Perfis de temperatura adimensional na parede que contém as fontes para

alguns casos 6timos.

Com o aumento do numero de Rayleigh, a fonte central se aproxima rapidamente
da primeira fonte até o limite s, =0.16 . Nesse limite as fontes encontram-se bem

préximas, suas bordas estio separadas por uma distancia de apenas 0.06 .

Tabela 6.1 — Distancias entre as fontes em cada nimero de Rayleigh para os casos 6timos.

Ra o s, S,

10° 0.15 0.30 0.36
5.10° 0.13 0.18 0.40
10* 0.09 0.20 0.36
5.10" 0.11 0.14 0.32
10° 0.09 0.16 0.30
5.10° 0.09 0.16 0.30
10° 0.07 0.16 0.32
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Em relacdo a base da cavidade, a terceira fonte desce consideravelmente, saindo de
y;=0.81 para Rq =10 eterminandoem Y;= 0.55 no maior nimero de Rayleigh
adotado. Ja a distancia entre a terceira e a segunda fontes ndo varia tanto. O processo
convectivo é melhor aproveitado para o transporte de calor quando as fontes estdao em
regides mais proximas da parede inferior.
Em Ra =10’ as distancias entre a primeira e a segunda fonte e entre a terceira e
a segunda fonte ndo sdo idénticas indicando o aumento da convec¢do mesmo para um
numero de Rayleigh consideravelmente baixo. Ao observarmos as isotérmicas para esse
caso, figura 6.19, vemos que hd uma suave tendéncia para direita nas por¢des superiores

das isotérmicas.
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Figura 6.19 — isotérmicas para Ra =10 , $,=0.15 | 5, =030 e s5,=0.36

Os resultados apresentados na tabela 6.1 estdo presentes na figura 6.20 onde
apresentam uma boa concordancia com o proposto por Silva et al (2004). Para que a
condutancia global seja maxima, as trés fontes decaem suas posi¢des com o aumento do
nimero de Rayleigh.

Dois casos se afastaram do comportamento previsto por Silva, Ra =5.10° e

Ra =5.10" . No primeiro, a configuragio prevista no artigo em questio foi
5,=0.11 |, 5, =023 e 5,=0.34 . Comparando a temperatura maxima no caso
Otimo proposto pelo presente trabalho com a encontrada para o caso escolhido em Silva et

al (2004) encontramos uma variagao de 0.5%.
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De acordo com Silva o segundo caso, Rg =5.10" , seria $5,=0.09 |,
5, =018 e s5,=0.32 . A discrepancia nos valores da temperatura méxima entre o

proposto no artigo e o escolhido no presente trabalho foi de 0.2%.
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Figura 6.20 — Distancias entre as fonte em fun¢ao do Numero de Rayleigh.

Tais diferencas podem estar relacionadas com o refinamento da malha e parametros
de convergéncia adotados. Como a posi¢c@o 6tima para dispositivos eletronicos na produgao
industrial depende de varios outros fatores, tais como logistica na disposi¢des de todos os
componentes e efeitos tridimensionais, pequenos desvios aqui encontrados ndo terdo
grande influéncia na aplicabilidade das configuracdes propostas.

Se analisarmos a condutancia global em fun¢do do nimero de Rayleigh, figura
6.21, vemos que seu valor cresce com o aumento da conveccdo. O transporte de calor
acoplado ao transporte de massa acelera a homogeneizacio do dominio. Assim a
condutancia global calor no dominio cresce com o aumento do valor donimero de

Rayleigh.
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Novamente os resultados obtidos por intermédio das simulagdes numéricas
desenvolvidas no presente trabalho concordam com a relacdo proposta por Silva, em

conjunto com Adrian Bejan, (Silva et al, 2004).

presente trabalho A
Silva et al 2004 ——

O. 1 " N P | L " PR | N " P | " " P |
102 10° 10* 10° 10°
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Figura 6.21 — Maxima condutancia global em funcido do nimero de Rayleigh.

A diferenca nas posi¢des das fontes para Ra =5.10° e Ra =5.10* , como
podemos ver na figura 6.21, ndo provocaram uma diferenca significativa entre os valores
das condutancias globais encontradas pelo cédigo utilizado e os valores propostos por

Silva.
6.2.2 — Caso 6timo pelo Principio da Minima Dissipacao de Entransia

Nas configuragdes em que a dissipacao de entransia for minima, a transferéncia de
calor serd a mais eficiente possivel dentro do dominio trabalhado. Dado que o fluxo de

calor nas fontes € fixo, o caso 6timo serd aquele que propiciard a menor dissipacdo de

entransia.
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A relagdo entre o nimero de Nusselt médio e o nimero de Rayleigh para os casos

6timos sob o critério da minima dissipacdo de entransia € apresentada na figura 6.22.
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Figura 6.22 — Numero de Nusselt médio em funcdo do Rayleigh

Como esperado, o aumento do numero de Rayleigh intensifica a convecgdo, o que
resulta no aumento do nimero de Nusselt, em outras palavras, resulta em uma maior
transferéncia de calor.

O principio da minima dissipacdo de entransia busca a maior eficiéncia possivel no
transporte de calor. Como a temperatura na parede oposta faz parte das condi¢des de
contorno e portanto € fixa, a melhor configuracdo serd aquela na qual a parede que contém
as fontes possuird a menor temperatura média.

Os perfis de temperatura adimensional para alguns casos 6timos sdo mostrado na
figura 6.23. Estes perfis de temperatura mostram que quanto maior o nimero de Rayleigh,

menores serdo os valores das temperaturas adimensionais nos pontos da parede.
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Figura 6.23 — Perfis de temperatura adimensional na parede que contém as fontes.
As configuragdes Otimas, tabela 6.2, mostram que com o aumento da convecgao as
fontes tendem a ficar equidistantes entre si mantendo uma preferéncia por regides

inferiores.

Tabela 6.2 — Distancias entre as fontes em cada nimero de Rayleigh.

Ra o s, S,

10° 0.17 0.32 0.34
5.10° 0.15 0.30 0.34
10* 0.17 0.28 0.30
5.10" 0.19 0.24 0.24
10° 0.21 0.22 0.22
5.10° 0.23 0.22 018
10° 0.21 0.22 0.22
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Graficamente, figura 6.24, podemos visualizar tanto a convergéncia das distancias
entre as fontes para o mesmo valor quanto o deslocamento do conjunto para porgdes

inferiores da parede vertical.
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Figura 6.24 — Distancias entre as fonte em fun¢dao do Nimero de Rayleigh

A dissipacdo de entransia em funcdo do nimero de Rayleigh € apresentada na
figura 6.25. A sua queda com o aumento do poder convectivo do dominio mostra que a
eficiéncia no trasporte de calor também aumentou.

Esse crescimento é perceptivel, também, pelos perfis de temperatura apresentados
na figura 6.23, onde visivelmente as temperaturas adimensionais nas fonte e na parede
decaem com o aumento do nimero de Rayleigh.

Fixando-se o fluxo de calor nas fontes teremos que quanto menor for a dissipacao

de entransia, maior serd a quantidade de calor transportada.
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Figura 6.25 — Dissipacdo de entransia em fun¢do do nimero de Rayleigh

6.2.3 — Comparacao

Os comportamentos do Nusselt médio dos casos 6timos com o nimero de Rayleigh
previsto pelas duas teorias aqui abordadas sdo confrontado na figura 6.26. Interpolando os
pontos com lei de poténcia vemos que o coeficiente € o mesmo para as duas teorias, sendo
assim, para baixos valores do nimero de Rayleigh os valores para o nimero de Nusselt
médio convergem.

Com o aumento do nimero de Rayleigh a curva encontrada para os casos 6timos
previstos pelo principio da minima dissipacdo de entransia possui maior curvatura. Isso
significa que o critério de otimizac¢do baseado na dissipac¢do de entrancia é mais sensivel a
convecgao.

A teoria construtal tem como critério de otimizagdo a maximizagdo da condutancia
global que se traduz na busca por uma configuracdo em que o ponto menos requisitado no

transporte de calor contribua da melhor forma possivel. Por ser inversamente proporcional
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a temperatura local, a condutancia global serd sempre sob uma fonte dando a esse critério

de otimizag¢do uma caracteristica local.

20 T T T T v — ]

' " o 15 '
Nu=2/3 Ral> ——
Nu=2/3 Ra?

Ra

Figura 6.26 - Nusselt em funcdo do nimero de Rayleigh para a teoria construtal (linha

cheia) e para entransia (linha tracejada).

Por outro lado, o principio da minima dissipacdo de entransia avalia a dissipagcdo
média em toda a cavidade. Por ter um carater mais global no dominio é compreensivel que
a otimizacdo advinda do principio da minima dissipacdo de entransia seja mais
influenciada pela convec¢ao do que a otimizagdo pela teoria construtal.

Os perfis de temperatura em que Rq = 10° mostram que ambas as teorias trazem
configuragdes semelhantes com sutis diferencas. Com o aumento do nimero de Rayleigh
acentua-se a diferenca dos quadros propostos.

A teoria construtal dispdem as fontes afim de que todas possuam a mesma
temperatura e a menor possivel sob essa condi¢do. Ja o principio da minima dissipacao de
entransia busca a disposi¢cdo das fontes que melhor facilita o transporte de calor pela

cavidade.
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Figura 6.27 — Comparativo dos perfis de temperatura.

Quando distribuidas de forma mais homogénica, a tltima fonte atinge temperaturas
mais elevadas. Ao aproximar as duas primeiras fontes e afastar a terceira, a teoria
construtal consegue diminuir a temperatura da udltima fonte e assim maximizar a
condutancia global.

Na figura 6.28 os pontos em forma de quadrado indicam as posicdes Otimas
fornecidas pela maximizacdo da condutancia global , enquanto os tridngulos identificam as
posicdes Otimas pelo principio da minima dissipag@o de entransia.

Definitivamente os dois parametros de otimiza¢do resultam em configuracdes
distintas. Enquanto o principio da minima dissipacao de entransia busca a menor perda de
capacidade de transporte de calor, a teoria construtal busca a menor temperatura possivel

para as trés fontes simultaneamente.
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Figura 6.28 — Comparativo das configuracdes 6timas.
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6.3 - CAVIDADE QUADRADA COM CINCO FONTE DE CALOR

No estudo com cinco fonte, a faixa do nimero de Rayleigh escolhida foi

Ra =5.10°, 10*, 5.10*, 10°, 5.10°, 10° . Para cada nimero de Rayleigh adotado foram

resolvidos 142.506 casos, em que cada caso representa uma nova configuracio das fontes.
Para os dados analisados nesta se¢do foram processados 855.036 casos.

A cavidade utilizada, bem como as referéncias para as medidas, encontram-se na

figura 6.29

Figura 6.29 — Representacdo da cavidade estudada com cinco fontes.

Todas as referéncias aqui utilizadas e todo o processo de andlise de dados sdo

semelhantes aos adotados para o estudo da cavidade quadrada com trés fontes pontuais.
6.3.1 — Caso 6timo pela Teoria Construtal
A relag@o entre o nimero de Nusselt médio e o nimero de Rayleigh mostrada na

figura 6.30 confirma, novamente, que com o aumento do nimero de Rayleigh a convecc¢ao

intensifica o processo de transporte de calor na cavidade
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Figura 6.30 — Nusselt médio em fun¢do do nimero de Rayleigh

Com a presenca de cinco fontes o fluxo de calor fornecido para a cavidade é maior.
Mesmo para nimeros de Rayleigh baixos a configuracdo proposta pela maximizacdo da
condutancia global ja traz as quatro primeiras fontes para o inicio da cavidade e afasta a
ultima com o intuito de manté-las sob a mesma temperatura.

Com o aumento do nimero de Rayleigh as fontes iniciais aproximam-se ao ponto
de se unirem formando uma regido inicial continua de fluxo de calor. Esse comportamento
foi previsto por Silva et al (2004) em sua discussdo a respeito da distribuicdo de N fontes
de calor de tamanho finito em uma parede vertical.

Os perfis de temperatura representados na figura 6.31 confirmam esse
comportamento e reafirmam a caracteristica de homogeneidade nas temperaturas das fontes
nos casos 6timos selecionados pela teoria construtal.

No presente trabalho a distancia entre duas fontes é tomada centro a centro, assim,
a menos de s, , quando s; =0.1 significa que as fontes estdo unidas formando uma

fonte maior e continua.
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Figura 6.31 — Perfis de temperatura

Observando os valores na tabela 6.3, que mostra os valores das distancias entre as

fontes encontradas no presente trabalho, verifica-se a unido das fontes a partir de

Ra =5.10" .

Tabela 6.3 — Distancias entre as fontes em cada nimero de Rayleigh.

Ra o s, S, S5 Sy
5.10° 0.07 0.12 0.14 0.14 0.28
10* 0.05 0.14 0.12 0.12 0.28
5.10* 0.07 0.10 0.12 0.12 0.26
10° 0.07 0.10 0.10 0.12 0.26
5.10° 0.05 0.10 0.10 0.12 0.26
10° 0.05 0.10 0.10 0.12 0.26
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Os valores encontrados na tabela 6.3 estdo na figura 6.32 onde é possivel observar
que no geral todas as fontes procuram posi¢des inferiores com o aumento do niimero de
Rayleigh. As distancias §; e S, convergem para 0.1 na intencdo de se unirem em

uma s6 fonte de largura 0.3
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Figura 6.32 — Distancia entre as fontes em funcao do nimero de Rayleigh
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6.3.2 — Caso 6timo pelo Principio da Minima Dissipacao de Entransia

Os casos selecionados como 6timos pelo principio da minima dissipacdo de
entransia resultaram em ndmeros de Nusselt médio proporcionais ao nimero de Rayleigh.

Na figura 6.33 a relagdo entre os esses dois parametros adimensionais € mostrada.
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Figura 6.33 — Nusselt médio em fun¢ao do nimero de Rayleigh

Com o aumento do poder convectivo do dominio a temperatura das fontes na
parede decaem. A figura 6.34 apresenta alguns perfis de casos 6timos onde vemos que as
fontes possuem temperaturas diferentes e crescentes com o aumento da ordenada de
posicao.

O fluido aquecido pelas primeiras fontes ndo esfria antes de atingir as seguintes,
assim, a diferenca de temperatura entre o fluido e a fonte decai nas regides superiores

dificultando a troca de calor para as dltimas fontes.
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Figura 6.34 — Perfis de temperatura

armazenados na tabela 6.3, percebemos que, com o aumento no nimero de Rayleigh, a

Tanto pelos perfis de temperatura mostrados na figura 6.34 quanto pelos dados

dissipagdo de entransia serd minima quando as fontes estiverem equidistantes entre si.

preocupa com a temperatura de cada fonte e sim com a eficiéncia do dominio.

Tabela 6.4 — Distancias entre as fontes em cada nimero de Rayleigh.

Nota-se que a otimizacdo pelo principio da minima dissipacdo de entransia nao se

Ra o s S, S5 Sy
5.10° 0.11 0.18 0.18 0.18 0.22
10* 0.11 0.18 0.16 0.18 0.22
5.10* 0.11 0.18 0.16 0.16 0.20
10° 0.13 0.18 0.16 0.16 0.18
5.10° 0.15 0.16 0.16 0.16 0.16
10° 0.15 0.16 0.16 0.16 0.16
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Ao analisarmos as distancias entre as fontes em fun¢do do nimero de Rayleigh
presentes na tabela 6.4 ndo é constatado um crescimento em progressdo geométrica tal
como j4 foi proposto na literatura (Liu & Phan Tien, 2000).

Graficamente, figura 6.35, fica notdria a busca pela equidistancia entre as fontes

com o aumento do nimero de Rayleigh.
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Figura 6.35 — Distancia entre as fontes em fun¢cdo do nimero de Rayleigh

A distribuicdo perfeitamente uniforme das fontes encontrada para altos nimeros de
Rayleigh nao € suficiente para afirmarmos que quando a conveccdo € intensa, a melhor
configuragdo para as fontes € a distribuicdo uniforme. Os resultados para trés fontes
confirmam essa conclusdo. Mesmo equidistantes entre si, a maior parte das fontes
posicionou-se abaixo do ponto central da parede vertical.

Com cinco fontes de largura 0.1 o espago restante a ser distribuido entre as fontes
ndo € suficiente para as fontes de tal forma que a condugdo de calor ndo aqueca a vizinha e
ainda colocar o grupo afastado da parede horizontal superior. Isso pode justificar a ndo

preferéncia por regides inferiores do grupo de fontes.
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6.3.3 — Comparacao
Novamente, assim como com trés fontes, a relacdo entre o nimero de Nusselt

médio e o nimero de Rayleigh mostra que o principio da minima dissipacdo de entransia é

mais acurado na percepg¢ao da convecgdo do que o critério de condutancia méxima.
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Figura 6.36 — Nusselt em fun¢do do nimero de Rayleigh para a teoria construtal (linha

cheia) e para entransia (linha tracejada).

O comportamento observado nos perfis de temperatura para trés fontes, figura 6.27,
se repete na presenga de cinco fontes. Ao passo que a teoria construtal resulta em
configuragdes onde a temperatura das fontes sdo iguais € menores possiveis, o principio da
minima dissipacdo de entransia busca a configuracdo que possibilite a menor perda de

calor, em forma de dissipacdo de entransia, durante o processo de transporte de calor.
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Figura 6.37 — Comparativo dos perfis de temperatura.
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7 - CONCLUSAO E TRABALHOS FUTUROS

No presente trabalho foi feita uma busca exaustiva percorrendo todas as possiveis
configuracdo, dentro do refinamento da malha, para a disposicdo de uma, trés e cinco
fontes de calor finitas no interior de uma cavidade quadrada.

Dois parametros de otimizacdo foram utilizados para selecionar casos 6timos. O
primeiro, denominado condutancia global minima, surge da predicdo feita pela teoria
construtal de que a melhor configuragdo de um sistema € aquela em que seus pontos siao
requisitados da forma mais equivalente possivel.

O segundo critério € o principio da minima dissipa¢do de entransia que prevé como
melhor configuracdo aquela em que a menor quantidade possivel de energia € dissipada
durante o transporte de calor pelo dominio.

Comparando os casos obtidos pelas visdes anteriormente citadas concluimos que
apenas nos casos com uma fonte de calor as teorias convergem. Para as configuracdes
compostas por trés ou cinco fontes de calor, os casos escolhidos como 6timos por cada
teoria sdo distintos e essa distin¢do cresce com o numero de Rayleigh.

A depender do uso, cada teoria serd mais adequada. Para dispositivos idénticos, a
maximizac¢do da condutancia global é ideal pois mantem todos os dispositivos a mesma
temperatura e na menor possivel. Quando a um dispositivo principal que deve ser esfriado
ao méaximo ou quando o objetivo € aquecer a cavidade por intermédio das fontes, o
principio da minima dissipacdo de entrinsia apresenta-se como melhor escolha.

Como trabalho futuro, sugiro uma abordagem experimental dos casos aqui
selecionados e o uso do pacote computacional desenvolvido no presente trabalho para

estudo de canais abertos cujo abordagem experimental ja existe na literatura.
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APENDICE A - ESTUDO DE CASO PELA ENTRANSIA

Considere o sistema térmico abaixo

A
Tl{} Tl“ Tl T:
Q'rhloz Chlrlﬂ 2 vhlo ChZTZG : Q vhl - Cthl Q vh2 C
C=c M Crc M

hl vl 1 h2 2 2 .

k, k, k, Q

—
&

Figura A.1 — Diagrama do sistema térmica analisado

Conservacao de energia térmica, ou cargas térmicas, é dado por

— th — dQ vhl = dQ vh2
dt dt dt

0, (A.1)
Pensando sobre entrancia, a variagdo entransia no capacitor térmico 1 € igual, mas
com o sinal oposto, a variagdo de entransia no capacitor térmico 2 somado a dissipa¢ido na
resisténcia térmica 3.
d(Ey) d(E,;)

N 2
+ +0,°R, =0
dt dt Qi R,

d(E\'/hl) dTl+ d(E\'/hZ) dTZ

+0,’R,=0
ar, dt ar, dt 2 Ry

dT dT . A2
O d_tl+thz d_t2+Qh2Rh=0 &2
Usando (A.1)
) dr, dT
Qh=ch27=_ch27 (A.3)

O sinal negativo no terceiro membro da equagdo acima deve-se ao fato de que

dT 1dt<0 ¢ Q,>0 .
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C,,dl,==C,dT, — ChZ(T2_T20)=_Ch](T1_T10) (A.4)

Integrando por quadratura (A.3) e usando em (A.2)

dT, dT, ,[dT,
ChITIW_ChZTZW_FChJ 7 Rh=0 (AS)
Com (A.4) temos
Cy Ch dr
T+—T7 —T,—-T,+C, R, —=0
1 Chz 1 Chz lo 20 hl*“h dt
dar, ¢, T, +C, T
O1 Mt B el Ui 20L=0 (A.6)
C,R, dt C.C. R,
em que
2 ChIChZ
C=— A7
= CutCn &7
Usando o fator integrante,
1 t
_Jan ek (A8)

na equacao (A.6) obtemos

— CyT,+C,, Ty, L et/é,,Rh
CuCh R,

%[Tlet/é,,Rh]

T,er/éhk/'

1I1C, R, _l Ch1T10+Ch2T20 1 11C,R,
f d\T,e —f —e dt
T, 0 CC R,

z/é,,R,: CuiCiR, C T, +C Ty, (ez/é,,R,,_ 1)

=T,,+T,e
C,,+Cp C,,CuR,
— Ch] T ot Ch2T2o . Ch] T10+Ch2 T20 e—r/c",,R,,+ T e—t/é,,Rh (A.9)
: C+Cp C,,+Cy, o
Definindo a constante
. C,lC, T, +C,,T C +
B = hl( nit 10 n2 20)= hI(thn thzo) (A.10)

Ch1+ch2 Ch1+Ch2

85



podemos reescrever (A.9)

T\=—t (T, ~T,)e """ (A.11)
hl hl
Portanto
th1=ch1T1=Bgl_{—éh(Tlo_TZo)e_t/éth (A.12)

Para o capacitor térmico 2 o raciocinio € o mesmo.
- -5 S —t/C,R,
0,,=C),T,=B,—C,(T,,—T,)e """ (A.13)

em que

ChZ(ChITlo+Ch2T20) _ Ch](QhIo+th20)

B,= = (A.14)
Ch1+ch2 Ch1+Ch2
Retomando a equacao (3.3.3)
T
Evh=Mch§= QV; (A.15)

e tomando sua derivada com relacdo ao tempo, obteremos a taxa de dissipacdo de

entransia. Para o corpo 1 temos

) d|1
EhJ=E(Evh])=Z(Eth1 Tl)

: 1 d o ° —1/ oh ) 2 1
EM=EE|:(BI_C/1(T10_T20)€ ‘ R) C_h]]

E, = (T~ T Bi cn_ Co (T, —T, ) 26k (A.16)

Rh Ch] Ch]
Andlogo para o corpo 2
o (TW~Ty)[ B, e C .

Eh2=( 1 2 ) 2 /c,,R,,__h(Tlo_Tzo)e 2/C,R, (A17)

Rh ChZ ChZ
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Para o corpo 3 temos
E,=0,R,=(T,,~T,)e *'“" (A.18)

A eficiéncia na transferéncia de entransia € definida como a razdo entre a variagao

de entransia no corpo 2 e no corpo 1

Ep — EhJ_Eh¢=1_ thRh=1_Qth
£y, £ T,Q, T,

n= (A.19)
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APENDICE B - CONDUTIVIDADE TERMICA DE UM METAL

Introducao

Os metais estdo numa categoria especial no estudo de sélidos. Eles sdo excelentes
condutores de calor e eletricidade; sao ductiveis e maledveis e apresentam brilho
caracteristico em suas superficies quando pouco expostas com o ar. O estado metdlico
representa um dos estados fundamentais da matéria. Cerca de dois ter¢os dos elementos
sdo metais. O estudo dos metais também € importante para explicar os ndo-metais, por
exemplo, a razao do cobre conduzir bem, enquanto sal comum, nao.

No fim do século XIX, os fisicos tentaram construir modelos simples do estado
metédlico e suas propriedades tanto qualitativa como quantitativamente. Apesar dos
modelos pioneiros se mostrarem errados em certos aspectos, a contribuicdo deles para a

"fisica do estado s6lido" atual é grande.

Modelo de Drude

O modelo apresentado aqui foi construido logo apds a descoberta do elétron em
1987 por J.J. Thomson. Tal descoberta teve impacto imediato nas teorias da estrutura da
matéria, e acreditava-se que os elétrons estariam por trds do mecanismo de conducio nos
metais. O modelo de Drude, microscopico, baseava-se na teoria cinética de gases
considerando o metal como um gés de elétrons neutro e diluido.

A simplicidade do modelo considera as moléculas do gds como esferas sélidas, que
se deslocavam em linha reta até colidirem umas com as outras. O tempo envolvido numa
unica colisdo € desprezivel.

A figura C.1 traz o esquema imaginado por Drude para um atomo isolado(a), e para
um metal(b), com dtomos condensados.

A teoria de gases se baseia em apenas um tipo de particula/molécula. No metal,
imaginavam-se dois tipos: os de carga negativa, os elétrons, e os de carga postiva de
mesmo moédulo — compensando para neutralidade elétrica. Drude considerou que o ion
positivo estaria preso (particula mais pesada), imaginando-as imdveis. A dindmica do
modelo microscOpico assim estaria nos elétrons: quando atomos de um elemento metélico

se reuniam para formar um metal, os elétrons de valéncia, fracamente ligados com o ion, se
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desprediam de seus dtomos de origem assumindo cardter itinerante, livre, tomando novo

nome, elétrons de conducdo.

QO

-e(z|—2> ez — .

| ‘
|
\

- nicleo Bl icleo } ,
ion
[ elétrons do carogo [ lelétrons do carogo
—— elétrons de valéncia —— elétrons de conducio
(a) (b)

Figura B.1 — Representacdo do modelo de Drude

Consideracdes bésicas do modelo de Drude:

1. Entre colisdes, a interacdo de um certo elétron com os outros e o0s ions é
desprezada. Resultando assim num movimento uniforme em linha reta de cada
elétron quando na auséncia de campos eletromagnéticos aplicados. Na presenca
deles, o comportamento € determinado pelas leis de Newton normalmente.

2. Colisdes no modelo de Drude representam eventos instantaneos que abruptamente
mudam a velocidade do elétron. Essa mudanga acontece durante o processo de
espalhamento do elétron com os carocos (ions), impenetraveis.

3. O elétron sofre uma colisdo com probabilidade por unidade de tempo 1/7T , onde
T representa o tempo de relaxagdo, tempo de colis@o, ou a média de tempo livre. Ou
seja, um elétron tomado aleatoriamente num certo momento ird, em média, viajar
por um tempo 7 antes de sua proxima colisdo. O modelo de Drude toma t
independente da posicao e da velocidade do elétron.

4. Elétrons atingem equilibro térmico com o que os cerca apenas por meio de colisdes.

A dire¢ao final apds a colisdao é randomica e a velocidade depende da temperatura

89



no local onde houve a colisdo. Mais quente o lugar de ocorréncia da colisdo, mais

rapido um elétron tipico ird sair.

Condutividade Térmica de um Metal

O modelo de Drude possibilitou explicar importantes aplicagdes de metais, como o
estudo da condutividade elétrica continua (DC) e alternada (AC), efeito Hall e
magnetoresisténcia. Mas o resultado mais expressivo do modelo de Drude na época foi a
explicacdo da lei empirica de Wiedemann e Franz (1853). Tal lei € baseada na razio entre a
condutividade térmica e a elétrica k/0 , que para um grande nimero de metais é
diretamente proporcional a temperatura (7). A constante de proporcionalidade é
praticamente igual para todos os metais quando submetidos 2 mesma temperatura.

A idéia de Drude foi tratar a corrente térmica que atravesssa um metal intimamente
relacionada com os elétrons de condugdo. Tal consideragdo baseia-se simplesmente no fato
empirico que metais conduzem melhor que isolantes, de maneira que a condugdo térmica
pelos fons, presente em ambos, € bem menor que a dos elétrons de conducdo, presente
apenas em metais. A conducdo térmica pelo fon deve-se a sua pequena vibragdo em torno
de sua posi¢ao de equilibrio. Essa vibragdo é transmitida por toda rede cristalina metélica,
criando ondas elésticas definidas como quasi-particulas conhecidas como fonons.

A defini¢do de condutividade térmica provém do simples exemplo de uma barra
metdlica por onde a temperatura varia devagar espacialmente. Se ndo existissem
fontes/dissipagdo de calor nas extremidades da barra para manter o gradiente de
temperatura, entdo a extremidade quente iria esfriar, enquanto a fria esquentaria. O fluxo
de energia térmica (cedida) é do mais quente ao mais frio e o gradiente de temperatura

toma sentido oposto, a temperatura aumenta na regido mais fria.

Fluxo de energia
(cedida)

Temperatura final

Figura B.2 — Relacdo do fluxo de energia e do gradiente de temperatura entre duas

extremidades (quente e fria) de uma barra metélica
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Logo, fornecendo-se calor para a extremidade na mesma velocidade em que o fluxo

de energia € cedido, pode-se criar um estado de equilibrio na qual o gradiente de

temperatura € um fluxo uniforme de energia térmica existam. Define-se a densidade de

corrente térmica , » como um vetor paralelo a dire¢do do fluxo de calor, cujo modulo

representa a energia térmica por unidade de tempo que atravessa uma unidade de area
perpendicular ao fluxo. Para gradientes de temperatura pequenos, a corrente térmica €

proporcional 2 VT (Lei de Fourier):

J,=-«VT (B.1)

Onde a constante de proporcionalidade x é conhecida como condutividade térmica, e é
definida positivamente, de maneira que a corrente térmica flua no sentido oposto ao
gradiente de temperatura.

Considerando-se o caso mais simples unidimensional, onde a queda de temperatura
¢ uniforme no sentido positivo do eixo x, no estado de equilibrio a corrente térmica
também ir4 fluir na direcdo x, com o médulo:

= dT (B.2)
q

dx

O modelo de Drude atesta que depois de cada colisdo um elétron aparece com velocidade
referente a temperatura local, em outras palavras, quanto mais quente for o local de
colisdo, mais enérgetico o elétron saird. Por esta razdo, mesmo que a média da velocidade
eletronica no ponto de origem de colisdo seja nula, elétrons chegando em um ponto do lado
de alta temperatura terdo energias mais altas do que aqueles provenientes do lado de baixa
temperatura. Assim, o fluxo resultante de energia térmica ird para o lado de baixa

temperatura.

Figura B.3 — Representagdo dos elétrons provenientes da extremidade quenta, a esquerda, e

da fria, a direita.
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Nesse quadro, pode-se estimar quantitativamente a condutividade térmica.
Considerando-se o caso unidimensional, no qual os elétrons podem apenas se mover sobre
o0 eixo x, de maneira que no ponto x, metade dos elétrons vem do lado de alta temperatura,
e a outra metade, do lado de baixa. Se  &(T) € a energia térmica por elétron num metal

em equilibrio a temperatura 7, entdo um elétron cuja ultima colisdo foi no ponto x' ird, em

média, ter uma energia térmica dado por &(T(x')) . Elétrons do lado de alta

temperatura chegando em x terdo, em média, tido suas tltimas colisdes na posi¢do

X—VvT , e portanto, carregam energia térmica por elétron dada por & (T (x—vTt)) - A

contribuicao desses elétrons para a densidade de corrente térmica em x serd o nimero

desses elétrons por unidade de volume, n/2 , multiplicada por sua velocidade v, e por

sua energia: %'v'f (T(x—vT)) . Os elétrons chegando em x pelo lado de baixa

n

temperatura, por sua vez, contribuirdo com 5'(—\/)'5 (T(x+vT)) , pois estes elétrons

estardo vindo do sentido positivo do eixo x, e se deslocando no sentido negativo.

Adicionando ambas contribui¢des, tem-se:

Jy=5VIET (x=v1)) = E(T (x+v7))] (B.3)

Considerando que a variacdo da temperatura durante o percurso médio livre

I=vT & muito pequena, pode-se fazer a expansdo em torno de x :

o€
£ (v = £(7(x) + (r-vr—x) 2521 B
o€
E(T(xtvr)) = E(T(x)) + (x+vr—x)ﬁ'fi_§ (B.5)
Assim,
= nva d_E _d_T
: dT\ dx (B.6)
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Para o caso tridimensional, pode-se aproveitar todo o desenvolvimento anterior e

substituir v pela componente x da velocidade eletrénica v , Vv, ,fazendo a média sobre

. ) ) L. N o1 s
todas as direcdes. Considerando-se o caso isotrépico, (V) = <Vy> =(v)=<v e

como,

dé€ N dE&

"aT " Vdr
_1d(NE)
TV dT
_1dE
TV dT
=cC

v

(B.7)

onde N representa o nimero de elétrons, E, a energia total e ¢, , o calor especifico

eletronico, tem-se:

fq = l VZT CV(—VT)

3 (B.8)
Comparando com o resultado inicial,
Jy=—KkVT (B.9)
determina-se a condutividade térmica:
_ 2
K= 3 VT C,
(B.10)
==
3 ve,

E importante resaltar que trabalhou-se com situacdo simples de isotropia. Caso a
energia térmica por elétron dependesse da direcdo em que os elétrons vém, entdo a
velocidade média também iria. Portanto, a principio deveria se tomar tanto a contribuicao

da velocidade v do elétron como a energia térmica dependentes do local de ultima colisdo.
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Deve-se lembrar também que apesar dos elétrons serem particulas com carga ndo-nula,
poderia se pensar em corrente elétrica. Mas experimentalmente, as medicdoes da
condutividade térmica sdo obtidas sob condi¢des de circuitos abertos, onde nenhuma
corrente elétrica fluiria. A possibilidade de haver corrente elétrica nesse caso seria possivel
se quantidade suficiente de carga se acumulasse na superficie da amostra de metal, gerando
assim, um campo elétrico retardador, que se opusesse ao posterior acimulo de carga, e
logo, cancelando o efeito do gradiente de temperatura para a velocidade média eletrOnica.
Quando o estado de equilibrio fosse alcancado, ndo haveria assim fluxo de corrente
elétrica. Portanto, a hipétese de assumir a velocidade eletrdnica nula no ponto nessa
situagdo € correta. O fendmeno mencionado € conhecido como efeito Seedbeck ': um
gradiente de temperatura numa longa e fina barra deve ser acompanhado de um campo

elétrico que se opde diretamente a esse gradiente. Tal campo € por convengdo escrito

como:

E=0VT (B.11)

A constante de proporcionalidade Q é conhecida como poténcia térmica. A estimativa de Q
também se baseia no caso unidimensional, relacionando o valor médio da velocidade

eletronica v no ponto x com o gradiente de temperatura:

vo == [v(x—vT)—vix+tvr)|= -1V —

N =

d (v’ (B.12)

. g . , . . 2
Novamente a passagem para o caso tridimensional, € feito da mesma maneira, Vv — v

1
e com isotropia, <Vi> = <V§> = <V§> = gvz . Assim, o vetor sera:
- T dv?
__._.VT
7 6dT (B.13)

8]

onde V2 dv

QU
~

1 O caso andlogo com campo magnético é conhecido por efeito Hall.
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Enquanto o valor médio da velocidade devido ao campo elétrico é determinado pela
interpretacdo: Considere um tipico elétron no tempo zero. Seja ¢t o tempo que se passou
desde sua tltima colisdo. Sua velocidade no tempo zero seria V, imediatamente apds

sua colisdo. A velocidade adicional,

—e 2 . o= ~ . o
’ Et proviria do campo elétrico E . A equagdo de movimento é simplesmente:

F=—eE=m®l = [av=-SE[a (B.14)

© S—

S

Considerando-se que o elétron assume direcdo aleatdria apds a colisdo, ndo havera
contribui¢do de V, ao se calcular o valor médio da velocidade eletrdnica, restando
apenas a contribuicdo do campo elétrico E . A média de ¢ é tomada como o tempo de

relaxacao 7z, assim:

vV,=——ET
m (B.15)
Tal resultado combinado com a densidade de corrente, _j =—nev ,levaa condutividade
elétrica o :
- ne’ T\~ - ne’t
j = E=cFE = o=
=) = 16

Lembrando que a condutividade elétrica é o inverso da resistividade, 0 = ;

Voltando as duas velocidades Vv, e V; . Haverd estado de equilibrio quando

v+ =0 | chegando a igualdade para o campo elétrico E

6 e dT (B.17)
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Chegando a poténcia térmica:

_(1\d my’ __ G
Q= (3e)dT( 2 )_ 3ne (®-18)

Resultando numa poténcia térmica ) também independente do tempo de relaxagao.
O modelo de Drude baseava-se na mecanica estatistica cldssica, apoiando-se na teoria

cinética classica de gases. Trabalhando-se com os valores cldssicos para o calor especifico

(c = %n k, ) e energia cinética de um gés ( %mv2=%kBT ), o modelo de Drude

mostrou-se discrepante com o valor experimental esperado para Q. Embora consiguisse

K . . . . . .
valor em acordo com o7 a lei de Wiedemann e Franz, havia dois erros inerentes a

teoria cldssica da ordem de 100 que acabavam se cancelando.
Correcao do modelo de Drude

A correcio do modelo de Drude e suas discrepancias veio com o advento da
mecanica estatistica quantica, no lugar da cldssica. O modelo posterior de Drude com
correcdo da teoria quantica de solidos é conhecida como modelo de Sommerfeld.
Basicamente, a distribuicdo cldssica da velocidade eletronica de Maxwell-Boltzmann,
utilizada por Drude, caracterizando o nimero de elétrons por unidade de volume na faixa

entre vV e v+dv , f,z(V)dV , onde:

) (B.19)

<i

3/2
m ) —mv*1 2k, T

fMB(V)= n (m

n=[dvf(

foi substituida pela distribui¢do quantica de Fermi-Dirac,

(mlh)’ 1

47T3 (lmvz—kBTu)/kBT

e’ + 1

(B.20)
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onde 7 representa a constante de Planck & dividida por 2r e Kk , a constante de
Boltzmann. Nesse caso, os elétrons sdao considerados particulas indistinguiveis que
obedecem o principio de exclusdo de Pauli. Tal principio a partir de tratamento
probabilistico dos estados de energia que o elétron pode assumir e admissdo do spin

1/2 dos elétrons anuncia que nido pode haver elétrons de mesmo estado energético em
um mesmo nivel de energia atdmico.

No estudo quantico, um tnico elétron pode ser descrito por uma funcdo de onda
complexa (r) , onde a quantizacio de energia naturalmente aparece quando descrito
pela equacdo de difusdo de Schrodinger sem potencial (livre), determinando um novo
espaco, de momento k. Para um gis de elétrons livres e independentes os niveis
energéticos de um elétron sdo especificados por um vetor de onda k ,dada por:

n’k’
2m (B.21)

E(k)=

A famosa equacao de Schrodinger independente do tempo sem potencial:

v B or e e
@ (7)= 2mV w(7)=Ew(F) B.22)

—i| & az+ 0
2m

+
ox> 0y’ 07

A interpretacio fisica da funcdo de onda /(r) estd relacionada com a probabilidade de
se encontrar o elétron em um certo lugar dentro de um volume V. Quando integrado o seu

quadrado no espago total, espera-se 1, vinculo real:

1= [dFly(F)f (B.23)

O extenso desenvolvimento da teoria quantica, com os modelos de Einstein e
Debye, permitiu descrever corretamente o comportamento do calor especifico dos metais.
Para o simples caso do gds de elétrons, a contribui¢c@o eletronica a baixas temperaturas é
linear com a temperatura. Porém, com o aumento da temperatura, os graus de liberdade dos
ions(fonons) dominam completamente na contribuicdo para o calor especifico. Logo
abaixo da temperatura ambiente verficou-se comportamento ao cubo com a temperatura.
Enquanto, o resultado cldassico de Dulong-Petit, em que o calor especifico torna-se
constante, € valido somente para altas temperaturas (linha vermelha no grafico abaixo). As

constantes y e A abaixo sd3o medidas experimentalmente.
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c,=yT+AT’ (B.24)
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Figura B.4 — Comportamento do calor especifico em relagdo a temperatura, segundo os

modelos de Einstein, Debye e Dulong-Petit
Correcao da condutividade térmica »

E conforme mencionado anteriormente, a condutividade térmica descrita pelo

modelo de Drude, como

1.
K—EV TC, (B25)

considerava os resultados cldssicos para a velocidade v e calor especifico ¢, . Na

correcdo do modelo de Drude trabalha-se com a velocidade de Fermi VvV, , médxima

velocidade que um elétron pode assumir a temperatura nula, definida por vi =2&./m ,

onde &, representa a fronteira/superficie da esfera de energia de Fermi, nivel méximo

possivel para ocupacdo de um elétron a 7 =0 . Para elétrons livres o novo calor
especifico provindo da estatistica de Fermi-Dirac,

Tr2 kBT
c,=—= nkpg
2| ¢ (B.26)

F
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quando comparado com o cldssico ¢, =3nk,/2 | percebe-se um fator de

-2

(m*/3)(k,T/€E,) , que & temperatura ambiente é da ordem de 10> , explicando-se a

auséncia de qualquer contribuicdo observada dos graus de liberdade eletronicos para o
calor especifico de um metal a temperatura ambiente.

Substituindo-se os valores de ¢, e v, para a condutividade térmica x e valendo-se
do resultado da condutividade elétrica ¢ anterior, chega-se ao valor em excelente acordo

com os valores experimentais para a lei de Wiedemann e Franz:

2 (ky\ _
L =T (Z8) =2,44%10"* wart—ohm/ K’ (B.27)
oT 3\e
Correcao da poténcia térmica Q
T kB T
. e~ . C, == nkB N
A simples substitui¢do do novo calor especifico 2| ¢ . nos leva a:
kylkyT kT _
0=- 8128\ = 142 |2 |x10"* volt/ K (B.28)
6 e EF EF

valor menor ao esperado pela estimativa cldssica de Drude pelo fator  (k,7/& ) ~ 0,01

a temperatura ambiente.

Parte dos resultados aqui mencionados na aproximacado do gis de elétrons livres sdo
convincentes com oOs experimentais, sobretudo para os metais alcalinos, porém, por
exemplo, para o caso da lei de Wiedemann-Franz, onde a teoria se mostra eficiente a altas e

muito baixas temperaturas, incluindo a temperatura ambiente, a temperatura intermedidria,

. ~ K Ve
ela fracassa, havendo dependéncia da temperatura 7 da razdo T Tal fato esta

relacionado com o comportamento do calor especifico dependente de 7°, onde a
contribuicao dos ions assume papel importante. Conceitos mais complexos foram tomados
para a descricdo dos elétrons, observando sua interagdo no efeito de potenciais com

diferentes métodos e novas aproximagdes, corraborando para uma descricao mais fiel.
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APENDICE C - LINEARIZACAO DO TERMO FONTE

Quando o termo fonte S* depender de ¢ é aconselhdvel expressd-lo de forma

linear.
$*=8%¢p,+S5? (C.1)

A escolha por uma relagdo linear provem do fato de que o objetivo final é
transformar as equacdes diferenciais em aproximacdes algébricas que constituirdo um
sistema de equagdes lineares a ser resolvido computacionalmente. A opc¢do de colocar o
termo fonte como uma constante € descartada pois, a depender da equacdo estudada, o
mesmo pode conter termos importantes cuja negligéncia resultaria na divergéncia do
método.

No processo de linearizagdao € importante que Y4 seja igual ou menor que zero.
Esse cuidado ird garantir que na equacdo algébrica final todos os coeficientes sejam

positivos. Se a dependéncia do termo fonte for

S*=7¢3+2 (C.2)

uma forma de lineariza-lo seria
§*=(-3¢3,)bp+(2+1043,) (C.3)

forcando a negatividade de S% . Note que o valor de S% foi arbitrério e essas escolhas
podem deixar programa com uma convergéncia muito lenta.

Quando o coeficiente da varidvel é negativo o método recomendado (Patankar,
1980) consiste em expandir o termo fonte em torno da interacdo anterior por série de
Taylor e adotar somente os dois primeiros termos.
o8*

—)(&P—épo) (C.4)

§P=8§%+ ==
o a¢

Exemplificando, imagine um termo fonte dado por

§0=—7h}+2 (C5)
linearizando
3=—7d5,+2-21 % (bp—bp,)
3t=(-21}, )b+ (241483, (€6)
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