Bruno Vieira Ribeiro

Modos Coletivos em um Plasma Livre
Sujeito a um Campo de Radiacao

Brasilia

Marco de 2011



Bruno Vieira Ribeiro

Modos Coletivos em um Plasma Livre
Sujeito a um Campo de Radiacao

Dissertacao de Mestrado apresentada ao Ins-
tituto de Fisica da Universidade de Brasilia
como parte dos requisitos para obtencao do
titulo de Mestre em Fisica.

Orientador: Prof. Dr. Marco Antonio Amato

UNIVERSIDADE DE BRASILIA
INSTITUTO DE FiSica

Brasilia

Marcgo de 2011



Comentarios e Agradecimentos

Primeiramente, e acima de tudo, gostaria de agradecer aos meus pais e a minha irma

por uma vida inteira de apoio, incentivo e amor mutuo.

Aos meus pais pela paixao, pela dedicacao, pelo carinho, pela amizade, pela forca,
pela coragem, pela paciéncia, pelo trabalho duro e pelo amor que sempre tiveram em
todos os aspectos da vida, em especial, com seus filhos. Agradeco muito a eles por terem
me ensinado a viver e a nunca desistir dos meus sonhos. Agradeco a eles por terem me
dado todas as condicoes de alcangar meus sonhos. A minha irma, agradeco pelas licoes
de como entender o mundo e como me divertir com as coisas nele. Aos trés, um enorme

agradecimento pela vida que temos e por tudo que passamos juntos.

Agradego a minha namorada Natalia por ficar sempre ao meu lado com muito carinho
e com muita paciéncia, me incentivando a ir adiante. Muito agradeco a ela pela vida que
planejamos e pela coragem de encarar a vida. Agradeco a Natalia pelo amor que compar-
tilhamos. Um agradecimento, também, ao Bernardino, & Aparecida (pais da Natdlia) e a

Mariana (sua irma) pelo apoio.

Ao meu orientador, professor Marco Amato, um muito obrigado pela paciéncia, pelas
discussoes e pela impecavel orientacao. Agradeco aos professores Luciano e José Leonardo

pelas discussoes que colaboraram a elaboracao deste trabalho.

Agradeco ao meu colega Daniel pela colaboragao na elaboragao dos cédigos em FOR-
TRAN e pela companhia nas horas de trabalho. Um muito obrigado aos colegas da
Fisica Suzana, Adriana, Leila, Rodrigo, Robson, Carla, Cinthia, Leander, Thiago, Carlos,

Disrael, Brunno e Rafael por compartilhar a diversao de estudar o que estudamos.

Agradeco, finalmente, a Capes pelo apoio financeiro através do programa de bolsas
PROF-Capes.



Aos meus pais



Resumo

Neste trabalho, estudamos os efeitos de um campo de radiacao eletromagnético nas
propriedades fisicas de plasmas livres. Procedemos dentro da aproximacgao semi-classica
para efetuar os céaclculos, i.e., o campo eletromagnético é tratado classicamente e os
elétrons, de um ponto de vista da mecanica quantica. Assumimos, também, um potencial
local fraco.

Neste quadro, obtemos uma expressao implicita para a funcao dielétrica. Os modos
coletivos do plasma resultam dos zeros da fungao dielétrica e os resultados sao obtidos
numericamente. Para calcular o elemento de matriz, devemos fazer uma soma para todos
os fétons que podem participar do processo, e isso se torna um dificil problema computa-
cional. Entretanto, conseguimos realizar a soma para o nimero de fétons envolvidos (m).
Fixando um valor para a frequéncia (w) e amplitude (E) do campo de radia¢ao, obtemos
a relacao de dispersao do sistema.

A soma em m ¢é truncada, mas, sem perda de generalidade, é mais adequada do que a
realizada em estudos anteriores [1]. Notamos que os modos coletivos decaem de maneira
mais suave e em um intervalo de frequéncia menor do que o reportado anteriormente.
Vemos, também, que ao aumentarmos a frequéncia da radiacao, os modos decaem em
um taxa menor, i.e., para uma frequénica de radiagao muito alta, o plasma permanece
nao-perturbado. Plotando a frequéncia dos plasmons em funcao de E (para um valor do
nimero de onda ‘q’ gerado aleatoriamnete), obtemos um decaimento do tipo exponencial
para as frequeéncias. Este decaimento é, novamente, mais lento para valores maiores da
frequéncia de radiagao.

Para analisar a contribuigao dos fétons nos processos de decaimento e de modulagao,
plotamos gréaficos para a relacao de dispersao e para a dependéncia da frequéncia dos
plasmons com E.

Palavras Chave: Plasma, Modos Coletivos, Plasmons, Dispersao.



Abstract

In this study we report the effects of an electromagnetic radiation field on the physical
properties of free plasmas. In order to carry out the calculations we proceed within the
semi-classical approximation, i.e., the electromagnetic field is treated classically and the
electrons from a quantum mechanical viewpoint. A weak local potential is also assumed.

In this framework we obtained a implicit expression for the dielectric function. The
collective modes of the plasma come about the zeros of the dielectric function and the
results are obtained numerically. To calculate the matrix element we have to sum over
all numbers of photons that may participate in the process and this poses as a difficult
computational problem. However, we were able to perform such a sum over the number
of photons involved in the process (m). Fixating a value for the radiation field frequencyw
and amplitude (E), we obtain the dispersion relation for the system.

Although the sum is truncated, without loss of generality, it is more properly accoun-
ted for than those of previous studies [1]. We note that the collective modes are damped
away more smoothly and in a smaller frequency range than those previously reported. We
also see that, as we increase the radiation frequency, the modes are damped in a slower
rate, i.e., for a large radiation frequency the plasma remains unperturbed. Plotting the
plasmon frequency as a function of E (for a randomly generated value of the wave number
‘q’), we obtain an exponential-like decay of the frequencies. This decay is, again, slower
for larger values of the radiation frequency.

To analyze the contribution of the photons in the damping and modulation processes,
we plot the graphics of the dispersion relation and of the frequency versus E.

Keywords: Plasma,Collective Modes,Plasmons,Dispersion.
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Introducao

Um catodo quente emite elétrons que podem ser categorizados em trés grupos dife-
rentes [2]: (i) elétrons primdrios, que ndo apresentam perdas significativas de momento
linear apds serem ejetados; (ii) elétrons secunddrios, com diregoes aleatérias, distribuigao
Maxwelliana de velocidades e temperatura aproximadamente proporcional a energia dos
primarios; e (iii) " ultimate electrons”, com uma distribui¢do Maxwelliana correspondente

a uma temperatura notadamente mais baixa que a dos secundarios.

Usando um catodo quente em um arco de mercurio a baixa pressao, pode-se observar
que um grande numero de elétrons primarios acelera a altas velocidades enquanto um
outro grupo, igualmente grande, tem energia abaixo do esperado [2]. Esse espalhamento
dos elétrons pode ser explicado supondo oscilagoes elétricas no arco de mercurio, o que
submeteria os elétrons a variagoes rapidas de campo elétrico e causaria flutuagoes no

potencial dos eletrodos.

Motivados por essa suposi¢ao, Tonks e Langmuir, no ano de 1929, estudaram experi-
mentalmente e de maneira sisteméatica o comportamento e natureza de oscilacoes em gases
ionizados [3] (no exemplo do pardgrafo anterior, o gds de merctrio estd ionizado apds o
aquecimento do catodo) . Usando o arco de mercirio nas condigdes descritas, observaram
que os elétrons oscilavam tao rapidamente que os ions permaneciam praticamente fixos
ao fundo, formando o que denominaram de uma ”geleia rigida”. As oscilagbes dos ions,
quando perceptiveis, eram lentas o suficiente para que os elétrons atingissem o equilibrio
continuamente. Ainda no ano de 1929, os autores construiram uma teoria para explicar

o comportamento das particulas no gés ionizado formado em um arco [4].

Tonks e Langmuir denominaram o sistema que estavam analisando, um géas ioni-
zado com densidades altas (e da mesma ordem) de fons e elétrons, de plasma (a ”geléia
rigida” com elétrons em movimento, descrita por Tonks e Langmuir, se assemelha ao
plasma sanguineo - termo proposto pelo fisiologista tcheco Jan Evangelista Purkinje nos
meados do século 19 - carregando corpusculos. Essa semelhanca pode ter sido a motivacao
para a escolha do novo termo). Desses celebres estudos surgiu uma nova drea na Fisica

chamada de Fisica dos Plasmas.
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A Fisica dos Plasmas passou a ser estudada de maneira mais abrangente e tedrica apds
suas primeiras aplicacoes, ja nos anos 1930, na eletronica pré-semicondutores, com tubos
de gés de elétrons e na propagagao a longa distancia de ondas curtas de radio usando
efeitos de interacao das ondas com o plasma existente na ionosfera terrestre. No inicio da
década de 1940, Hannes Olof Gosta Alfvén desenvolveu uma teoria para estudar determi-
nadas ondas eletromagnéticas que se propagam em plasmas [5]. Em seu estudo, Alfvén
tratou o plasma como um fluido condutor elétrico e denominou as ondas que se propa-
gavam ao longo do campo magnético do plasma de ondas hidromagnéticas (ou ondas de
Alfvén, atualmente). De seu estudo nasceu a Magnetohidrodinamica (MHD), importante
sub-area da Fisica dos Plasmas, o que lhe rendeu o prémio Nobel em fisica no ano de 1970.
Seis anos apods o trabalho de Alfvén, Lev Davidovich Landau mostrou, com ferramentas
matematicas até entao nao utilizadas na descri¢ao de plasmas, que as oscilacoes longitudi-
nais do campo elétrico resultantes de uma distribuigao inicial arbitraria fora do equilibrio
decaem na auséncia de colisoes entre as particulas do plasma (fenomeno chamado de
decaimento de Landau) [6]. Embora esse estudo apresente uma coeréncia matematica in-
questionavel, os fisicos de plasma da época relutaram em aceita-lo pela complexidade dos
calculos e pela falta de uma explicacao fisica para os fenomenos descritos. Apenas quinze
anos apos o trabalho de Landau, John Dawson ofereceu uma explicacao fisica satisfatoria
a comunidade dos fisicos de plasma para o decaimento de Landau [7]. Seu trabalho apre-
sentava uma explicacao simples para o fenomeno, baseada na conservagao de energia entre

particulas e ondas no plasma.

O interesse no estudo de propagacao de ondas eletromagnéticas em plasmas cresceu
na década que se seguiu a do trabalho de Alfvén. Gross, em seu trabalho [8], sugere que
ondas longitudinais, propagando-se perpendicularmente ao campo magnético estatico de
um plasma, sdo atenuadas quando seu comprimento de onda é préximo de (porém menor
que) um comprimento de blindagem do potencial elétrico local do plasma (comprimento
de Debye, definido no capitulo 1). Inspirado pelo trabalho de Gross e pelos avangos
na descrigao de sistemas de gases ionizados, em 1952 Sen lan¢cou um modelo tentando
explicar a chamada enhanced radiation solar [9] (esse trabalho foi um dos pioneiros
no estudo das estruturas solares usando os conceitos da Fisica dos Plasmas). Ja em
1958, Bernstein publicou um trabalho demonstrando teoricamente que, ao contrario do
que propunha Gross, oscilagoes eletronicas longitudinais se propagam paralelamente ao
campo magnético constante de um plasma sem sofrer amortecimento (desconsiderando
colisoes) [10]. Em um trabalho experimental publicado dez anos mais tarde [11], Gruber

e Bekefi provaram a teoria de Bernstein ao detectarem ondas se propagando radialmente
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através de uma coluna de plasma sujeita a um campo magnético axial.

Paralelamente aos estudos de propagacao de ondas em plasmas usando teorias cinéticas
e de fluidos, no inicio dos anos 1960 a aplicacdo da Mecanica Quantica (MQ) como fer-
ramenta para descrever plasmas macroscopicos despertou o interesse da comunidade dos
fisicos de plasma. Embora esse tipo de sistema seja classico, vérias equagoes surgem
como casos limites de sistemas quanticos. Pines publicou dois trabalhos, no ano de 1962,
explicitando o uso do formalismo da MQ para a descrigdo de plasmas cldssicos [12, 13].
Em coautoria com Schrieffer, uma deducgao quantica de equacoes cldssicas quase-lineares
para plasmas foi proposta [12]. E em coautoria com Wyld, plasmas quéanticos (ndo ma-
croscopicos) foram estudados, obtendo sua integral de colisao (taxa de variagao das fungoes
de distribuigao das particulas do plasma devido a colisdes. Ver [14]). A partir de seus
resultados, Wyld e Pines mostraram que, ao tomar o limite cldssico (A — 0), a integral de
colisao cléssica é facilmente obtida. Ainda na mesma década, Walters e Harris estudavam
efeitos nao-lineares em plasmas intensamente magnetizados por meio de uma descricao
mecanico-quantica [15]. Tomando o limite quantico, os autores mostraram como insta-
bilidades surgiam por emissao ou absorcao de plasmons por particulas energéticas. Um
trabalho completo e abrangente sobre plasmas classicos na otica da MQ foi escrito por
Harris e publicado em 1969 [16].

A interagao de um campo de radiagao eletromagnética (laser, por exemplo) com plas-
mas foi alvo de estudos de varios trabalhos a partir do fim da década de 1970. O com-
portamento de ondas eletromagnéticas no plasma sob agao de uma radiacao externa foi
estudado nas referéncias [17] e [18], onde foi utilizado o formalismo da Mecanica Quéantica
para obter os estados dos elétrons que compunham o plasma. Em [18], o autor mostra
como a taxa de decaimento das ondas no plasma é controlada pela frequéncia da radiacao
externa no limite de pequenas amplitudes. Em estudos mais recentes, a interacao de uma
radiagao eletromagnética com o plasma foi, novamente, considerada. Na referéncia [19], os
autores estudaram o aquecimento de um plasma por campos de radiacao intensos. Nesse
trabalho, mostrou-se que os processos de absorcao ressonante nao-lineares envolvendo
transicoes energéticas dos elétrons dominavam o aquecimento do plasma, resultando em

um principio de absorcao dos campos de radiacao.

Muitos estudos recentes [20, 21, 22, 23, 24| obtiveram sucesso em aplicar o formalismo
quantico ao estudo dos processos de interacao radiacao-plasma. Embasados nesses, procu-
ramos calcular o estado dos elétrons de um plasma macroscéopico sob a incidéncia de uma

radiacao eletromagnética externa. Tratamos de um campo de radiacao linearmente pola-
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rizado e obtemos a fun¢ao de onda dos elétrons por meio de uma transformacao unitaria
[1, 24]. Assumimos que a alteracdo no potencial local do plasma é pequena para utili-
zar a teoria da perturbacao e obter a flutuagao na densidade de cargas. A partir desta,
usamos a equagao de Poisson para obter o potencial induzido resultante da perturbacao
e, com esse em maos, determinamos a fungao dielétrica do plasma, caracterizando seu
espectro de oscilagoes coletivas (plasmons). Encontramos algumas dificuldades numéricas
no que se refere a resolucao da relacao de dispersao obtida a partir da funcao dielétrica.
Felizmente, podemos contornar as dificuldades com cédigos relativamente simples em lin-

guagem FORTRAN e construir as curvas correspondentes ao espectro dos plasmons.

Esta dissertacao, dentro do quadro descrito acima, fica organizada em 3 capitulos.
No primeiro, descrevemos as principais caracteristicas de um plasma e definimos con-
ceitos importantes a nossa abordagem. Iniciamos, ainda, a discussao da existéncia de
ondas eletromagnéticas se propagando no interior do plasma usando a aproximacao hi-
drodinamica e, posteriormente, a teoria cinética. Em ambos os casos, obtemos a funcao
dielétrica para o plasma macroscopico e discutimos sua relacao de dispersao para o caso

de uma distribuicao isotrépica dos componentes.

No capitulo 2, iniciamos o uso do formalismo quantico para o estudo das ondas ele-
tromagnéticas no plasma. Mostramos, com sucesso, que a funcao dielétrica aqui obtida é
totalmente equivalente aquela obtida pela teoria cléssica. Na segao 2.2, tratamos da in-
cidéncia de uma radiacao externa no plasma livre!. Chegamos, finalmente, a uma relacao

de dispersao implicita para a frequéncia dos modos coletivos.

O capitulo 3 é central neste estudo. Ele é dedicado a resolucao numérica dessa relacao
de dispersao. Neste, apresentamos todos os resultados e as devidas aproximagcoes tomadas.
Explicitamos o método utilizado nos cédigos de resolucao dos sistemas encontrados e
fazemos uma discussao geral dos principais resultados. O trabalho é finalizado com um

resumo dos resultados e com algumas perspectivas de trabalhos futuros.

INao-magnetizado
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1 Caracteristicas Gerais dos
Plasmas

“A palavra ‘plasma’ serd usada para designar aquela porcao de uma descarga do tipo
arco na qual as densidades de tons e elétrons sao altas mas substancialmente iguais” ([3],
traducao livre). Foi assim que Tonks e Langmuir definiram um plasma pela primeira
vez em Fisica. Essa caracterizacao, embora suficiente para descrever o sistema que era
estudado, nao define completamente o que vamos chamar de plasma, ja que nao explicita
suas caracteristicas macroscopicas nem suas caracteristicas oscilatorias, por exemplo, que

sao fundamentais no estudo do comportamento dos plasmas.

Partindo da definicao de Tonks e Langmuir, pode-se interpretar o plasma como um gas
ionizado. Entretanto, nao é todo gas ionizado que apresenta o comportamento esperado
para um plasma, afinal, todo gés apresenta um certo grau de ionizacao. E necessério,
entao, definir critérios de classificacao para plasmas. Neste capitulo definimos plasma e

suas principais caracteristicas.

1.1 Definicao de Plasma

A matéria no universo visivel pode ser classificada em quatro estados (em ordem
energética crescente): solido, liquido, gasoso e plasma. O que distingue os trés primeiros
estados é o potencial de ligacao entre suas particulas constituintes. As forcas de agregacao
decorrentes desse potencial sao fortes nos sélidos, fracas nos liquidos e praticamente ine-
xistentes em gases. A caracterizacao de uma substancia em um desses estados depende
da energia cinética aleatéria (energia térmica) de seus constituintes, em outras palavras,
depende de sua temperatura. O equilibrio entre energia térmica e energia potencial de
ligacao entre particulas determina o estado. Se a energia térmica de um sistema superar
a energia de ligacao, ocorre uma transicao de fase, que se da a temperatura constante

para uma dada pressao. Assim, ao aquecermos suficientemente um soélido, suas particulas
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adquirem energia térmica necessaria para superar a energia de ligacao e passar ao estado
liquido. A transicao do estado liquido ao gasoso é semelhante. Agora, se aquecermos um
gas molecular até que a energia térmica de uma fragao consideravel de suas moléculas
supere a de ligacao molecular, teremos um gas de dtomos como resultado da ”quebra”das
moléculas. Se, por sua vez, esse gas de atomos receber energia suficiente para que uma
fracao suficientemente grande de seus constituintes tenha energia térmica superior a ener-
gia de ligagao dos elétrons externos, estes se desprendem dos atomos gerando um gas
ionizado (é imporante comentar que os processos de ionizagao ocorrem por colisoes). Essa
passagem nao pode, entretanto, ser considerada uma transicao de fase abrupta, ja que

ocorre gradualmente com aumento de temperatura.

Uma maneira de produzir um plasma é, entao, aumentar a temperatura de uma
substéancia até que uma ionizagao alta seja atingida (em equilibrio termodinamico, o grau
de ionizacao esta fortemente relacionado a temperatura dos elétrons através da equacao
de Saha - ver [25, 26]). Existem vérios exmplos de plasmas na natureza (estrela de
néutrons, corona solar, auroras, nebulosas, cinturao de Van Allen...), mas em laboratérios,
os plasmas sao mais dificeis de se obter por aquecimento devido a quantidade de energia
necessaria. Outra maneira de se produzir um plasma é aumentar o grau de ionizagao
acima de seu valor de equilibrio térmico. Esse processo de ionizacao pode ser dado por
uma descarga elétrica gasosa, como foi feito por Tonks e Langmuir [3], na qual um campo
elétrico acelera os elétrons livres que, por colisao, podem ionizar outros atomos. Como o
campo transfere energia de forma mais eficiente aos elétrons, neste processo os elétrons
possuem uma temperatura mais elevada do que a dos ions. Um outro processo de ioniza¢ao
¢ a fotoionizagao, na qual fétons incidentes com energia igual ou superior a de ionizagao
do gés sao absorvidos por seus atomos. A energia excedente é transformada em energia
cinética dos pares elétron-fon formados. Esse processo pode ser obtido com a utilizagao
de radiagao de curto comprimento de onda (por exemplo, a energia potencial de ionizagao
dos elétrons externos do oxigénio atomico é 13.6 eV, que pode ser obtida com radiacao

na faixa do ultravioleta).

Conforme a ionizacao se da no processo de criacao do plasma, a recombinacgao de
elétrons com ions também acontece formando particulas neutras. Na medida em que as
particulas passam de seu estado ionizado (excitado) para o estado neutro (fundamen-
tal), radiagdo é emitida caracterizando o espectro do plasma. Porém, a radiagao emitida
pelo plasma nao provém apenas da recombinacao de particulas ionizadas. Devido a pre-
senca de campos eletromagnéticos internos ao plasma, particulas carregadas sao acelera-

das emitindo radiacao. De forma semelhante, se uma particula carregada é desacelerada
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por colisao Coulombiana, esta emite uma radiacao de freamento chamada bremsstrahlung
[25, 26]. Um outro tipo de radiacao ocorre na presenga de um campo magnético externo.
Sob agao desse campo, as particulas carregadas adquirem uma aceleragao centripeta, emi-

tindo radiacao eletrociclotronica.

Como ja foi dito, nao é todo gés ionizado que pode ser considerado um plasma. Por
exemplo, um gas ionizado fracamente praticamente nao emite radiagao eletrociclotronica.
Um gas ionizado com poucos elétrons e muitos ions nao apresenta a oscilagao de campos
eletromagnéticos que caracterizou o espalhamento de elétrons no experimento de Tonks e

’

Langmuir. E necessério, aqui, introduzir uma definicao apropriada para plasmas:

Um plasma é um gds quase-neutro de particulas neutras e carregadas que

exibe comportamento coletivo [25].

Vamos explorar essa definicao e explicar o que é “quase-neutralidade” e “comporta-

mento coletivo”.

1.2 Comportamento Coletivo

Como vimos, um plasma é composto por elétrons, ions e particulas neutras, todos
com elevada energia cinética devido as altas temperaturas. Conforme as particulas car-
regadas se movimentam, podem criar no plasma concentragoes locais de carga positiva
ou negativa, gerando campos elétricos internos ao plasma. As particulas em movimento
criam, também, correntes elétricas que geram campos magnéticos. Esses campos afetam
o movimento das particulas do plasma. Analisando as for¢as Coulombianas entre regioes
carregadas em um plasma, vemos que sao de longo-alcance: vamos supor duas regioes car-
regadas, A e B, no plasma separadas por uma distancia r. As forgas Coulombianas entre as
regioes diminuem com 1/r2. Entretanto, para um dado angulo sélido (Ar/r = constante,
ver figura (1)), o volume de plasma em B que afeta A aumenta com r3. Assim, elementos

do plasma exercem forcas uns sobre os outros mesmo a grandes distancias.

Além dessa forga eletromagnética atuando nas particulas do plasma, colisdes ocorrem
entre elétrons, ions e particulas neutras. Os elétrons, por serem mais leves, possuem
velocidades muito maiores do que aquelas dos ions e particulas neutras (caracterizando a

”geleia rigida”). Neste aspecto, o plasma apresenta comportamento de fluido.

Temos, entao, colisoes entre particulas e forcas eletromagnéticas de longo alcance no
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Figura 1: Longo alcance das forcas Coulombianas em plasmas.

plasma. Uma perturbacao externa no plasma pode, levando em conta o alcance das forgas,
se propagar por toda a extensao do plasma. Esse aspecto caracteriza o comportamento
coletivo do plasma, enriquecendo o repertorio de movimentos, oscilatorios ou nao, possiveis

nos plasmas.

1.3 Quase-neutralidade (Neutralidade Macroscopica)

Um plasma é macroscopicamnete neutro na auséncia de perturbacoes externas. Da
simples definicao dada por Tonks e Langmuir podemos inferir essa afirmacao, ja que a
densidade de fons e elétrons é, essencialmente, igual. Em outras palavras, em condigoes
de equilibrio sem forgas externas, em um volume do plasma suficientemente grande para
conter um numero grande de particulas mas ao mesmo tempo pequeno comparado com

as dimensoes macroscopicas do sistema, a carga liquida é zero:

Zeini =0, (1.1)

i
onde n; é a densidade de particulas do tipo i (com carga e;). Esta caracteristica de

neutralidade macroscopica com ionizacao das particulas define a quase-neutralidade do

plasma.

Nesse regime de quase-neutralidade, se o plasma estiver totalmente ionizado (e assim
o trataremos nesta dissertagao), a interagao entre suas particulas é basicamente apenas
eletromagnética; se, mais ainda, o plasma for nao-relativistico, podemos assumir que
as interagoes sao puramente eletrostaticas. KEssas interacoes em um plasma nao sao,

entretanto, descritas pela lei de Coulomb usual, ja que a presenca de outras particulas
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carregadas blinda a interagao Coulombiana entre duas particulas em consideragao. O
movimento das particulas no plasma é afetado por campos eletromagnéticos internos e
externos, colisoes, qualquer forca externa e é, portanto, muito complicado. Devido a isso,
a blindagem apresenta um carater dinamico e bastante complexo. Mas, podemos ter uma

boa ideia sobre essa blindagem partindo do caso estético.

1.3.1 Blindagem de Debye

Se inserirmos uma particula carregada dentro de um plasma, esta sera encoberta por
uma nuvem de particulas livres, majoritariamente de carga oposta. Consideremos uma
nuvem (estatica) de elétrons e fons na vizinhanga de uma particula carregada arbitraria
em um plasma. O potencial eletrostatico (¢) dentro da nuvem satisfaz a equacao de

Poisson
1
2
Vip=—— E €illi, (1.2)
€0 —
(2
onde ¢y ¢ a permissividade elétrica no vacuo.

Se o plasma esta em um estado de equilibrio termodinamico sujeito ao potencial ¢,

as particulas apresentam uma distribuicdo Maxwelliana [25, 27]

smiu® + 61'%0”

fi(u) = Aexp {— (2 T (1.3)

onde u ¢ a velocidade das particulas, T, é a temperatura da particula i, A é uma constante
3/2

de normalizacao (dada por A = n; <ﬁ> ), m; a massa da particula de espécie i, e

kp a constante de Boltzmann. Sabendo que a densidade de particulas é dada pela funcao

de distribuicao, temos
n; = / f(u)du

€;
= niperp {— ij; ] : (1.4)

onde n;y é a densidade de equilibrio.

Estas densidades devem satisfazer a condigdo de neutralidade (1.1). Pela prépria
defini¢ao de plasma , podemos assumir uma temperatura (kg7’) muito alta, permitindo a

aproximacao
€y
kB Tei

<< 1 (1.5)

Dada esta aproximacao e com as densidades (1.4), resolvemos a equagao de Poisson,
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obtendo a seguinte expressao para determinar (:

1 €

2
AD

V2p =0, (1.6)

onde a quantidade Ap é o denominado comprimento de Debye [3, 25, 26, 28],

EokBT 1/2
Ap = | =22 T,=T). 1.7

Procuramos uma solugao esfericamente simétrica para a equagao (1.6):

. exp(—r/Ap)

r

(1.8)

Y

o que corresponde a uma energia de interacao entre duas particulas carregadas e; e es, a

uma distancia relativa rio, de
e1e r
Uiy = 9% 0 (_£> | (1.9)
T

Logo, o efeito de blindagem no plasma implica na multiplicagao de um fator exp(—ria/Ap)
no termo usual de potencial de interacao Coulombiana. Como resultado dessa queda na
energia potencial, a interacao eletrostatica de particulas separadas por distancias maiores
que o comprimento de Debye pode ser, muitas vezes, desprezada. Assim, definindo uma
esfera de Debye, de raio \p, dentro do plasma, quaisquer campos eletrostaticos gerados
fora da esfera sao blindados pelas particulas carregadas e praticamente nao contribuem
para o campo elétrico em seu centro. Ou seja, o comportamento coletivo que caracteriza
o plasma ocorre essencialmente dentro da esfera de Debye. O ntimero de particulas dentro

da esfera que interagem coletivamente é dado por

= —)\3 ano (1.10)

E preciso ressaltar que a relagao (1.9) é valida para plasmas em equilibrio termo-

dinamico, i. e, assumimos implicitamente que:

<%>/<%m02> << 1, (1.11)

onde (...) indica média termodinamica. Percebendo que (3mv?) ~ T e (r15) = n~ /3, o
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critério (1.11) pode ser reescrito como

e2nl/3

<< 1, (1.12)

o que implica que o plasma deve ser suficientemente quente e suficientemente rarefeito.

Entretanto, a equacao (1.9) representa um valor médio do potencial de interagao
das particulas do plasmas, ou seja, a blindagem é dinamica. Portanto, o potencial ¢
é, necessariamente, uma funcao oscilatéria do tempo, ja que particulas carregadas em
movimento no plasma, quando no processo de blindagem, oscilam em torno de sua posi¢ao
de equilibrio. Assim, a blindagem dinamica esté relacionada a possibilidade de existéncia

de oscilagoes coletivas no plasma.

Vamos assumir que apenas os elétrons do plasma estao em movimento no processo de
blindagem e que o plasma é nao relativistico. Se uma camada plana de elétrons é deslocada
de sua posicao inicial por uma distancia x, de acordo com a equagao de Poisson, surge
um campo elétrico dado por

p=2" (1.13)
€0
n sendo a densidade dos elétrons e -e sua carga. Esse campo atua nos elétrons que se
movimentarao obedecendo a equagao de movimento:
d*x e’nx

A _ep- 2 1.14
mn dt? ¢ €0 ( )

onde m, é a massa dos elétrons. KEssa equacao é a de um oscilador harmonico com

2\ 1/2
Wye = ( ne ) . (1.15)

Mme€g

frequéncia

A existéncia de oscilagoes em plasma é, de fato, possivel e fortemente relacionada a
blindagem das interagoes. A frequéncia (1.15) determina a oscila¢do mais simples possivel
em um plasma, na qual apenas os elétrons participam quando seu movimento térmico pode
ser desprezado. Estas oscilagoes sao as chamadas oscilagoes de Langmuir [3, 25, 26, 28],

e a frequéncia (1.15) é chamada frequéncia natural do plasma ou frequéncia de Langmuir.

1.4 Critérios para o Plasma

Voltemos a um problema importante: como diferenciar um gés ionizado de um plasma?

Ja sabemos algumas caracteristicas de um plasma e como, aproximadamente, suas particulas
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se distribuem e comportam em equilibrio termodinamico na auséncia de campos externos.
Estamos em condicoes de definir alguns critérios que devem ser satisfeitos para que o gas

ionizado seja considerado um plasma.

A relacdo (1.7) define a distancia de blindagem do potencial eletrostatico em um
plasma. Essa blindagem ¢é uma caracteristica do comportamento coletivo das particulas,
portanto, precisamos requerer que as dimensoes do sistema sejam muito maiores do que
Ap, caso contrario nao haveria espaco suficiente para que o gas exiba comportamento
coletivo. Este tltimo ocorre dentro do que chamamos esfera de Debye (ver segao anterior),
logo, precisamos admitir que o niimero (1.10) de particulas dentro dessa esfera seja muito

grande.

Para que o comportamento oscilatorio do plasma nao seja desprezivel, precisamos
analisar casos em que as colisoes (responsaveis por amortecer as ondas no plasma) possam
ser desprezadas. Ou seja, é necessario que a frequéncia de colisao entre particulas do

plasma seja menor do que a frequéncia natural do plasma wy. (1.15).

Podemos definir . como uma dimensao caracteristica do plasma e 7 como o tempo

médio entre colisoes de particulas do plasma para resumir os critérios em:

1. L >> Ap;
2. Np >> 1,

3. wpeT > 1.

Esses trés critérios, juntamente com a condi¢do de neutralidade (1.1), devem ser

satisfeitos para que um gas ionizado seja considerado um plasma.

E comum definir a funcao
1

3
nAy,

g= (1.16)

como o parametro de plasma. A aproximagao (1.12) e o terceiro critério para a existéncia

do plasma podem ser sumarizados por
g << 1, (1.17)

o que é conhecido como a aprozimacao de plasma.
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1.5 Ondas Eletromagnéticas
em Plasmas Macroscopicos

Vimos, na secao 1.3, que existem oscilagoes em plasmas devidas apenas a seu carater
coletivo e a seu efeito de blindagem. Em sua forma mais simples, oscilagbes em plas-
mas decorrem do movimento dos elétrons em torno de um ponto de equlibrio com uma
frequéncia dada pela equagao (1.15). Vamos, agora, sistematizar o estudo de oscilagoes
em plasmas para melhor entender suas propriedades. Usaremos as equacoes de Maxwell
em conjunto com as forcas de Lorentz para explicar como as ondas eletromagnéticas se
comportam na presenga de uma densidade constante de elétrons (com velocidade também

constante).

Partimos de um caso simples, com frequéncia de colisoes binarias muito baixa em
comparagao com a frequéncia das ondas eletromagnéticas (de fato, vamos desprezar todas
as colisoes, estudando o caso de plasmas ndao-colisionais), cuja velocidade serd conside-
rada muito maior do que a velocidade térmica média das particulas (plasma frio). Como
faremos até o fim deste trabalho, vamos desconsiderar a influéncia do movimento dos ions,
tratando de um plasma de elétrons. Consideraremos, também, o plasma na auséncia de
campos externos, assim, toda oscilagao decorre do movimento interno de seus componen-

tes.

A densidade n, = n.(r,t) e a velocidade ue = ue(r,t) dos elétrons devem satisfazer

as equacoes de continuidade e de movimento

a;: LV onaue =0 e (1.18)
deVle _ _ € 454w, x B) (1.19)
dt  m, © ’ '

onde m, e —e sao a massa e a carga do elétron, respectivamente. A derivada total é dada

por
de 0

dt ot

e E e B representam, respectivamente, os campos elétrico e magnético das ondas. Assu-

+ (ue - V) (1.20)
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mindo que o plasma é nao relativistico, os campos obedecem as equacoes de Maxwell

V-E = p/e (1.21)
E

VxB = (J+ega—) (1.22)
ot

V-B =0 (1.23)

0B
E = —— 1.24
v x B, (1.24)

onde J e p sao as densidades de corrente e de carga produzidas pelos elétrons. A densi-
dade de equilibrio dos elétrons é, por hipoétese, igual a densidade dos fons ng. Logo, as

densidades nas equagoes de Maxwell sao dadas por

J = Je = —en.ue

p = —e(n.—np), (1.25)

lembrando, novamente, que estamos tomando a velocidade dos ions como sendo nula.

Nao vamos, neste trabalho, distinguir entre os vetores campo magnético H e indugao
magnética B, uma vez que a permeabilidade magnética de um plasma ¢é, geralmente,

muito préxima da unidade !

Temos, entao, um conjunto completo de equacoes descrevendo a propagacgao de ondas
eletromagneticas em um plasma frio (equagoes (1.18) a (1.25)). Assumindo que a ampli-
tude das ondas seja pequena, podemos usar a forma linearizada da equagao de movimento

para os elétrons

Oue e
T (1.26)

Como estamos interessados em grandezas oscilatérias no plasma, vamos tomar a de-

pendéncia temporal de todas as varidveis na forma e~**. Logo
e
Ue = — E. (1.27)
mew

Estando no limite de pequenas amplitudes, a densidade dos elétrons difere pouco de

seu valor de equilibrio, permitindo que a densidade de corrente seja dada por

J = —eng(u.) = oE, (1.28)

!Para uma melhor discussdo sobre a permeabilidade magnética e a magnetizacio de um plasma, refiro-
me aos textos [28] e [29]. Para uma discussao geral sobre a separagdo da indu¢ao magnética em campo
magnético e magnetizagao, refiro-me ao texto [30].
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onde a condutividade o na Lei de Ohm assume a forma

ie’ng
= 1.29
o) = (1.20

e recebe o nome condutividade de alta-frequéncia de plasma.

Agora introduzimos a indugao elétrica a partir da equagao (1.22) na forma

oD
VX B =pops
oD OE
S ) (1.30)

para uma onda monocromatica obtemos a relagao

D=cE+-J = &E+ “0E = ¢(w)E
w .CU

(W) = eo+£a<w). (1.31)

Esta ultima quantidade é a chamada constante ou permissividade dielétrica do plasma.

Usando a relagao (1.29) podemos reescrever a constante dielétrica

(W) = € (1 _ _Moe” > (1.32)

e(w) = € (1 - ”—”> . (1.33)

A constante dielétrica nos fornece toda a informacao necessaria para descrever a pro-
pagacao de ondas eletromagnéticas de um plasma. Para mostrar esse fato, tomemos ondas
planas monocromaticas

E, B oc g!lker) it (1.34)

se propagando em um plasma homogéneo?. Neste caso as equacoes de Maxwell assumem
a forma

VXxE=iwB, VxB=—iwyew)E. (1.35)

Destas ultimas equacoes podemos encontrar a relacao direta do campo magnético com

o campo elétrico. Usando a dependéncia dada por (1.34), temos

B-lkxE. (1.36)
w

2Note que, na derivacao da equacgao (1.33), ndo foi feita nenhuma consideracao sobre a homogeneidade
do plasma. Logo, tal equagao é vélida tanto para plasmas homogéneos quanto para nao-homogéneos
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Recuperamos o resultado conhecido de que o campo magnético se propaga perpen-
dicularmente ao campo elétrico e ao vetor de onda. Substituindo a equagao (1.36) na

expressao do rotacional do campo magnético em (1.35), chegamos a relagao

é(k % (k x B)) = iwjioe(w)E
k(k-E) — (k* — w?poe(w)) E = 0. (1.37)

Multiplicando essa ultima equagao escalarmente por k, temos a condi¢ao

e(w)k-E)=0. (1.38)

Dessa condicao, vemos que, se €(w) # 0, a onda eletromagnética se propaga transver-

salmente aos campos. Nesse regime, a equagao (1.37) se escreve

E* — w?poe(w) =0
2
w” €(w
k* = —ZQ. (1.39)
C €
Vemos, entdao, que ondas eletromagnéticas se propagam apenas para €(w) > 0, ou,

usando a equacao (1.33), hd propagacao quando w > w,.. Substituindo (1.33) na relacao

(1.39) temos, finalmente, a relacdo de dispersao

w? = w2, + k. (1.40)

A velocidade de fase da onda, para esse caso,

v = % - , (1.41)

serda maior do que a velocidade da luz.

Para o outro possivel caso (e(w) < 0), o vetor de onda k assume valores imaginarios
puros e a onda sofre amortecimento. Uma medida desse amortecimento pode ser obtida

a partir da distancia de penetracao da onda no plasma. Esta é dada por

1 c
T @A e

Claramente, a condigao

e(w) =10 (1.43)

caracteriza a propagacao de ondas longitudinais no plasma. Novamente, substituindo em
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(1.33), recuperamos a dispersao de ondas de Langmuir

w? = w2 (1.44)

Note que, para essas oscilagoes, a inducao elétrica D é nula, mas o campo elétrico E

nao o é.

1.6 Teoria Cinética de Ondas Eletromagnéticas
em Plasmas

Na tltima secao, analisamos a propagacao de ondas eletromagnéticas em um plasma
frio. Para tal, assumimos que a densidade e a velocidade dos elétrons eram constantes
em toda a extensao do plasma, ou seja, descrevemos o plasma a partir de valores médios
da densidade e da velocidade de seus componentes. Essa descricao é chamada descri¢cao

hidrodinamica do plasma.

Partimos, agora, para um estudo cinético de um plasma, em que estamos interessados
na fungao de distribuigao (F,(r,v,t)) das particulas (do tipo o) que compoem o plasma.
A funcao de distribuicao é definida de tal maneira que a densidade de particulas do tipo

a, com carga e,, seja dada por [25, 26]

ne(r,t) = /Fa(r,v,t)d3v, (1.45)

e, por extensao, as densidades de carga e de corrente produzidas por particulas do tipo «

sao dadas, respectivamente, por

Pa(r,t) = ea/Fa(r,v,t)d?’v e (1.46)

Ja(r,t) = ea/vFa(r,v,t)d?’v. (1.47)

De maneira mais geral, o valor médio de qualquer fungao das velocidades (g(v)) é dado

pela fungao de distribuigao através da relagao

(g(v)) = / oV Fu(r, v, )y, (1.48)

a integracao sendo tomada em todo o espaco das velocidades.

Queremos determinar as condigoes para propagacao de ondas eletromagnéticas no

plasma. Para tal, novamente partimos das equacoes de Maxwell para os campos E ¢ B.
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Tomando o rotacional da equagao (1.24), obtemos

J(V x B)
ot
Jj 1 0’°E
—Moa T2 a2

Vx(VXE) = —
(1.49)
onde usamos a equagao (1.22). Essa tltima equac¢ao nos déd uma relagdo entre campo
elétrico e densidade de corrente elétrica.

Neste estudo, E é o campo elétrico de uma onda eletromagnética se propagando em
um plasma nao-colisional e j é a densidade de corrente elétrica produzida pelo movimento

das particulas no plasma,

j= Zja(ra t)> (150)
onde j, ¢é dada por (1.47).

Podemos obter a funcao de distribuicao a partir de sua derivada temporal total,

dr, 0F, or 0F, 0v O0F,

o ot ot or Tt ov
dF, OF, G, OF,
- = & +(V-V)Fa+m—a- o (1.51)

onde G, é a for¢a atuando na particula do tipo a.. Neste trabalho, G, é a for¢a de Lorentz

na particula carregada, logo

dF, OF, o OF,
i o +(V-V)Fa+m—a({E+(va)}- 8V)’ (1.52)

sendo que os campos elétrico (E) e magnético (B) se relacionam pela equagao (1.24).

Supomos que as variacoes na funcao de distribuicao se dao, no plasma, apenas por

colisoes, e, como estamos analisando o caso nao-colisional, obtemos a equacao

(‘9Fa €a aFoc .
5 —i—(v-V)Fa—l—m—a({E—i-(VXB)}' E)V) =0, (1.53)

que é conhecida como equagdio de Vlasov [25, 26, 28, 29].

A fim de determinar como ondas eletromagnéticas se propagam no plasma, usamos
a equagao cinética (1.53). Para tal, consideremos uma pequena perturbagao linear na

funcao de distribuicao das particulas

Fo(r,v.t) = fao(V)+ fa(r,v,t) (1.54)

‘fa(ravat)‘ << faO(V>7
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sendo f,0(v) a funcao de distribuicao na auséncia de oscilagoes, enquanto f,(r,v,t) é uma
pequena correcao devida as oscilagoes no plasma. E importante lembrar que os campos
na equacgao de Vlasov sao gerados apenas pelo movimento dos componentes do plasma,
uma vez que nao estamos considerando, aqui, a agao de quaisquer campos externos ao

plasma.

Podemos, agora, linearizar a equacao (1.53) em f,, obtendo

%—F(V-V)fa—F

€a

({E +(vxB)}- 8@]‘30) = 0. (1.55)

Ma

Na auséncia de oscilagoes, assumimos que o plasma nao apresenta densidades locais

de carga ou corrente, ou seja

Z €a / fao(V)dPv =0
Zea/vfao(v)d?’v =0. (1.56)
Logo, a densidade de corrente na equagao (1.49) é determinada por

j(r,t) = Zea/vfa(r,v,t)dgv. (1.57)

As equagoes (1.24), (1.49), (1.55) e (1.57) formam um conjunto fechado de equagoes
que descrevem a propagacao de ondas de baixa amplitude em um plasma nao-colisional.
Resolvemos o conjunto dando as condigoes de contorno necessérias. Entretanto, é possivel
determinar uma equacao descrevendo a existéncia de solucoes do conjunto de equagoes que
independa de condigoes de contorno. Para tal, precisamos assumir que todas as quantida-

des em (1.24), (1.49), (1.55) e (1.57) tém uma dependéncia do tipo onda monocromética
E, B, f, o elkr) -t (1.58)

onde k é o vetor de onda e w’ é a frequéncia complexa de oscilacao das quantidades.

Para essa dependéncia, a equacao (1.49) assume a forma

2
[k x [k x E]] + %E = —ipow, (1.59)
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e, de maneira andloga, as equagoes (1.24) e (1.55) sdo

B — %[kxE]
_ iea v . afon
fo = v ([E+ « Bl ) (1.60)

Malw’ — ( ov

A equacao (1.57) pode ser reescrita na forma (1.50), onde as componentes (i) do novo

vetor j, sao
jai = ea/vifadgv

RN

Usando a primeira relagao em (1.60), temos que

(9fao 1 0fa0 1 afon
vxB-—o "= J;(%’Ej)k' v —J;(V'k)E' - (1.62)

Portanto, reescrevendo (1.61)
. e (V : k) 8fa0 Uj 8fa(] d3V
= [, ST E - % (k. S
o= e - B B (e B e 08

Introduzimos, aqui, o tensor condutividade de alta frequéncia (Jl(;‘)

) do componente

a do plasma para escrever
jaz’ = ZO'Z'(;‘)EJ', (164)
J

@ _ _dea [ [, (v K)] a0 v () Ofao dv
7 __ma/vl{{l w' } ov, <k Ov >} W = (k- )] (165)

Lembrando que a integracao deve ser feita contornando a singularidade em w' =

com

(k- v), o que pode ser feito, trivialmente, usando a férmula de Plemelj [2§]

1 1 . e
[w'—(k-v)]:P[wf_(k.v)]—m{w (k-v)}, (1.66)

onde o simbolo P indica que um valor principal deve ser tomado.

Procuramos uma maneira de escrever as equagoes (1.59), (1.60), (1.63) e (1.64) em

um conjunto simples (e simétrico) de equagdes. Para isso, introduzimos, novamente, a



29

inducao elétrica

D :eOE+§j. (1.67)

Usando a equagao (1.64), escrevemos as componentes do vetor indugao elétrica na

forma

a g
- Z{eoéij—{—%ZUgf)}Ej. (1.68)

7 a

Conforme foi feito na secao anterior, introduzimos a permissividade dielétrica do

plasma

Di = ZeijEj’ (169)
J

onde

—6051]4-2 o zy . (170)

Cabe aqui salientar que ¢; é um tensor de segunda ordem, portanto, estamos tra-

tando do tensor permissividade dielétrica (ou tensor dielétrico). Em seguida, definimos a

polarizabilidade de alta frequéncia do componente o do plasma (77'(&)

i) através da relagao

€j = €00ij + Z ng?)
(o) _ i () _ afa[) Uz -k- V)ajl + kfﬂ]j?]i 3
T = % T (w, Tk v) d*v.  (1.71)
Finalmente, podemos introduzir o tensor [28]
Aij = n?(ziz; — 0y) + €5, (1.72)

onde n = k/w'\/lo € x é um vetor unitério na diregdo de propagacao da onda (x = k/k).
Com esse tensor, as equagoes (1.59), (1.60), (1.63) e (1.64) podem ser obtidas a partir do

conjunto

> AyE; =0. (1.73)
J
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Como exemplo, abrimos essa ultima equagao
Y An*(wiw; = 6,)E; + 6B} = 0
J

1 k2 i
Z W,QNO kzk]EJ - w/QMO EZ + EOEi + J]Z - O) (174)
J

onde usamos (1.67) e (1.69). Multiplicando a equagao por pow'?, temos

12

W . .
Z(kjEj)ki—kQEZ-nL?Ei—i—zw/Mon‘ =0

J
12

[k x [k x EJ], + %E +iw g = 0. (1.75)

Esta é a componente i da equagao (1.59). Usando (1.70) na primeira equagao de

(1.74), obtemos a equagao (1.64).

Assim, a condigao de existéncia de solugdes do conjunto homgéneo de equagoes (1.73)

nos da uma relacao de dispersao para as oscilagoes eletromagnéticas no plasma:

Esta equacao determina, para um dado vetor de onda k, valores das frequéncias de

oscilagoes eletromagnéticas (w’) no plasma.

As quantidades introduzidas nesta se¢ao possuem a seguinte dependéncia

eij = €ij(k, w'), Ay = Az’j(k,w/)- (1.77)

1.6.1 Distribuicao isotrépica das particulas

No caso de uma distribuicao isotrépica das particulas, temos

faO = faO(g)a (178)

sendo € = %mQUQ a energia da particula. Assim, a polarizabilidade (1.71) tem a forma

2
(@) _ € U;iUj 3
Ty = / kv li : Vfc,xod V. (1.79)
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Usando a primeira equagao de (1.71), temos que o tensor dielétrico é dado por

e2 ViU,
eij(k,w') = €di; + Y = / o Ty, (1.80)

Este tensor depende apenas de um vetor (o vetor de onda k). Entdo, os tinicos tensores
independentes de segunda ordem que podemos construir sao o tensor unitario d;; e o

tensor k;k;. Logo, podemos estabelecer a estrutura geral do tensor dielétrico como [28]
eij(k, W) = (05 — zizj)e(k, ') + xxje(k, W), (1.81)

onde x = k/k e definimos ¢ e ¢ como as permissividades transversal e longitudinal do
plasma, respectivamente. Comparando a equagao (1.80) com o tensor dielétrico na forma

(1.81), obtemos [31]
e k-v 5
a(k,w) = 60+¥ﬁ/mf&o€d v
e(k,w') = e—l—zi/Lf ed*v (1.82)
n 0 — 2 ) W —k-v a0 ’ '
onde o componente da velocidade v perpendicular ao vetor de onda é representado por

V.

Nesta teoria cinética, as propriedades dielétricas de um plasma com uma distribuicao
isotrépica das particulas sao caracterizadas por duas fungoes escalares do vetor de onda e
da frequencia das ondas, enquanto que na teoria hidrodinamica, as propriedades dielétricas
sao caracterizadas por uma unica fungao da frequéncia. Ou seja, no caso hidrodinamico,
a(k,w') = ¢(k,w') = ¢(w'). Logo, o tensor dielétrico, na aproximacao hidrodinamica, é,

usando (1.81), proporcional ao tensor unitério:

€ij = (W) (1.83)

Usando a expressao do tensor dielétrico (1.81) para construir o tensor (1.72), obtemos
Az’j - (ZEin — 5z‘j)<n2 — Et) + T;T ;€. (184)

Com este tensor, a relagao de dispersao (1.76) se escreve

A= ek W) [n® — ek, w')}2 = 0. (1.85)

Esta relacao nos da duas equacoes:
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e Uma equagao para a permissividade longitudinal
a(k,w') =0, (1.86)

que nos da as frequéncias das oscilagoes longitudinais no plasma (de acordo com

(1.43));

e ¢ uma equacao para a permissividade transversal

k2

Mow/2 ’

a(k,w') = (1.87)

determinando as frequéncias de oscilagoes transversais no plasma.

Vimos, na se¢ao anterior, que a velocidade de fase das ondas eletromagnéticas trans-
versais assume valores maiores do que a velocidade da luz. Logo, o denominador na
segunda equagao de (1.82) nunca se anula e, portanto, €;(k,w’) é real em toda a extensao

do plasma.

As equagoes (1.86) e (1.87) descrevem completamente a propagagao de ondas eletro-

magnéticas em um plasma isotréopico de acordo com a teoria cinética.
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2 Ondas FEletromagnéticas em
Plasmas sob o Ponto de Vista
da Mecanica Quantica

Agora, vamos estudar a propagacao de ondas eletromagnéticas em um plasma ma-
croscopico usando as ferramentas da mecanica quantica. Para tal, vamos tratar de um
plasma de elétrons com ions fixos. Novamente, vamos considerar que as ondas resultam
de uma perturbacao na distribuicao dos elétrons, porém, vamos calcular o estado dos

elétrons através de sua funcao de onda em vez da funcao de distribuicao.

Com a finalidade de simplificar as equagoes, neste capitulo usaremos, como de costume

em sistemas quanticos eletrodinamicos, o sistema CGS de unidades.

2.1 Propagacao de ondas eletromagnéticas em um
plasma na auséncia de campos externos

Para obter os estados dos elétrons, partimos do caso mais simples: o elétron livre. A

equagao que descreve o movimento de um elétron livre é a equacao de Schrodinger [32, 33|

(0)
_ mawk (r,t)

70Ot 2.1
¢k <r7 ) at ( )
com o Hamiltoniano dado por
2
H=2_ (2.2)
2me

Aqui, usamos o indice (0) na fungdo de onda 1Dl(<0)(r,t) para denotar um estado nao

perturbado dos elétrons. A solucao da equagao (2.1) é [33]

wl((o)(r, t) = exp(ik - r)exp <—%51((0)t> : (2.3)
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onde
o _ P’k
Ek —

S (2.4)

¢ a energia do elétron livre. A funcao wl(co)(r,t) ¢ normalizada e forma um conjunto

ortonormal. Logo, a densidade de cargas é expressa por

p = —e i O, )00 (r, 1), (2.5)

CC 7

onde ¢ a carga do elétron. Novamente, usamos o indice (0) para denotar uma densidade

nao perturbada de cargas.

A perturbacao no plasma sera introduzida devida a acao de um potencial local. Este
potencial causa uma flutuagao na densidade de carga, uma vez que modifica a fungao de

onda. Para determinar essa nova fungao de onda, usamos (2.3) como base para a expansao
1= ai (x.0). (2.6)
Kk

O coeficiente ay(t) da expansao serd determinado pelo método da perturbagao tem-
poral [32, 34]. Usaremos a expansao de Fourier do potencial local para proceder nos

calculos
o(r,t) = /dq/dQ exp(iq - r)exp(—iQt)p(q, Q) + c.c. , (2.7)

onde c.c. é o complexo conjugado do termo precedente.

A equagao de Schrodinger na presenca desse potencial assume a forma

i m’ét D _ (H = ep(r, ) ¥(x, 1), (2.8)

onde H é o Hamiltoniano do elétron livre dado por (2.2). Usando a expansao (2.6),

obtemos, para os coeficientes, até primeira ordem

Oay )
E = _ﬁe EXTD {ﬁ(gk, _5k }/@/Jk ¢k' ( r, ) (rat)' (29)
Substituindo (2.7), obtemos
aak 7 7 (0)
B = he Sela ) eap | el —=d oy (2.10)

Integrando esta ultima equagao no tempo, obtemos uma expressao para os coeficientes
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da expansao (2.6).

o(q,Q), n—04). (2.11)

Ak+4q = —€ E (
Q

Finalmente, podemos escrever a fungao de onda perturbada até primeira ordem [32, 34]

Ui (r, 1) = 9 (x, +Zak+q YT, ). (2.12)

Conhecendo a fungao de onda dos elétrons na presenga do potencial (2.7), podemos

calcular a flutuacao na densidade de carga
pre(r,t) = —€ W (r, ) Wi(r, 1) — i (xr, ). (2.13)

Assumindo uma perturbacao pequena, ou seja, assumindo um potencial local fraco, des-

prezamos os termos de segunda ordem em ¢ para obter

iqr ,—i§t

e'dre
t) =é? Z(p(q, Q) 51((0) - 8k ) +c.c. . (2.14)
+a

De forma semelhante a feita no capitulo anterior, vamos assumir uma distribuicao
isotrépica dos elétrons. Mais especificamente, usaremos uma distribuicao Maxwelliana
(fx) para os elétrons. Assim, a flutuagao total da densidade de carga no plasma é dada

por

p(r,t) = Z fipk(r,t). (2.15)

k

Usando a relagao (2.14), temos
t) = é? ng(q, Q) €T U [1(q, Q) + c.c. | (2.16)

onde introduzimos a definicao de polarizabilidade eletronica

(g, 0) = 3~ Tera =k (2.17)

Temos, entao, uma expressao final para a flutuagao de carga no plasma. Esta flu-
tuagao induz um potencial (;,4(r,t)) interno ao sistema, que pode ser calculado usando

a equacao de Poisson
V20ina(r,t) = —47mp(r, t). (2.18)
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Usando uma expansao de Fourier, na forma (2.7), para o potencial induzido, temos o

laplaciano
V2<pmd(r,t) == Zquiq'refmt(Pmd(q, Q)+ cec. . (2.19)
q,

O potencial local é composto pelo potencial induzido e um potencial externo

P(d, Q) = Peat(q, ) + Pinal(a, ). (2.20)

Por outro lado, o potencial local pode ser expresso em fungao do potencial externo com

auxilio da funcao dielétrica [33]

Qpemt(qy Q)
Q) = Peatl 2 2.21
p(a,92) = =2 (@.9) (2.21)
Substituindo a equagao (2.21) em (2.20), temos
Yina(q, )
€(qQ) =1 Zmdd25 2.92
(@) (g, Q) 222)

Usando a expressao (2.19) na equagao de Poisson (2.18) com auxilio da densidade (2.16),

obtemos uma expressao para o valor esperado da funcao dielétrica

6(q7 Q) = <€ (qa Q)) =1- q2 _H(q7 Q) (223)

Esta é a expressao para funcao dielétrica do plasma (compare com a equagao (1.71)
da teoria cinética do capitulo anterior). Como estamos estudando plasmas macroscopicos,
podemos assumir um volume (V) muito grande do sistema. Se fizermos esse volume tender

ao infinito, o somatério em II(q, 2) se torna uma integral no espago das velocidades [16]
> o v/d% : (2.24)
K

onde usamos o fato de podermos expressar v = hk/m.. Logo, a funcao dielétrica assume

a forma

elq, Q) =1— dme? fiwa= S g, (2.25)
’ q2 5(0) —5(0) —hQ—Z ' '
k+q Kk n

Usando a férmula de Plemelj [35]

— S0t P— —imd(x), (2.26)
T
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encontramos uma expressao para a parte real de (2.25):

Are? Jera — Jx
€(q,Q)=1——P / @ d @ d*v, (2.27)
q Exrq — Ek — hQ

onde a letra P indica que um valor principal deve ser tomado.

Simplificando os termos no denominador,

RONERON Rk +q)? _ h2k? _ h2k q+ h2q2.
k+q k 2m. 2M Me 2m.

(2.28)

Por tratarmos de um plasma macroscépico (um sistema cldssico), tomamos o limite
classico (h — 0; hk — mv) [16] na equagao (2.28). Depois, substituimos o resultado
na fungao dielétrica (2.27), proseguindo com os calculos em uma dimensao (v — v), por

simplicidade, obtendo

4rre? 9fic
N=1-——P | —&_¢ 2.29
a.0)=1--15 p [ e, (2.29)
onde usamos o limite
pm __fea—fe 1 FE (2.30)
h—0 ;izl: +Z2—Tr(f—h9 mev—Q/q' .

Procedendo a uma integragao por partes de (2.29), obtemos,

L A
da =1~ / o (2.31)

onde a frequéncia natural do plasma, no sistema CGS, é dada por

4 2
w2 = (2.32)

p Me

Vemos que a equagcao (2.29) é exatamente igual (feita a deriva¢ao com relagao a energia
do elétron) a parte longitudinal de (1.82). De acordo com as teorias descritas no capitulo

anterior, a relagao de dispersao para as ondas longitudinais no plasma é
e(q,2) = 0. (2.33)

Esta relacao nos da a frequéncia de oscilagao longitudinal coletiva no plasma em funcao

do nimero de onda da radiacao que se propaga,i. e., os modos de oscilagoes coletivas.
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Assim, usando (2.29) na relagao (2.33), temos

= / Q/q . (2.34)

Estamos integrando em todo o espaco das velocidades, logo, o intervalo de integracao é

o %2) > Jx
1= /_ e (2.35)

Usando a defini¢ao (1.48), vemos que esta tltima equagao é escrita na forma

1:z—§<(v—%)_2>. (2.36)

Novamente, vamos assumir que a velocidade de fase é muito maior que a velocidadde

térmica dos elétrons (plasma frio) para expandir o lado direito da equagao (2.36)

(=6 (o) ) () () -

(2.37)

Ao aplicarmos a média da expansao, os termos em poténcias fmpares se anulam.

Assim, até segunda ordem em v

(8- (i)

Finalmente, usando a expansao (2.38), a relagao de dispersao (2.36) se escreve

2

P=uw +BQ§ (v*) ¢*. (2.39)
Desconsiderando a velocidade térmica dos elétrons, temos a expressao usual das os-

cilagoes de Langmuir
Q= w,. (2.40)

Por outro lado, se considerarmos o movimento térmico dos elétrons (com velocidade tal
que (v?) = kBT" [25, 26] ) haverd uma correcdo nas frequéncias de oscila¢do coletiva.

Assumindo que esta correcao é pequena, podemos fazer a aproximacao

(S

2
p

el (2.41)
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para obter a relagao de dispersao

kpT.
0% = w4352 (2.42)

e

ou, usando a defini¢ao de comprimento de Debye dada na equacao (1.7)

Q% = W2(1+3X54%). (2.43)

Esta é a expressao final relacionando a frequéncia dos modos coletivos {2 com o niimero
de onda q. Pelo gréfico da relagao de dispersao mostrado na figura (2), vemos que as
velocidades de grupo e de fase s@o finitas. Além disso, as equagoes (2.40) e (2.42) sdo as
mesmas obtidas classicamente para os modos coletivos em um plasma isotrépico, o que
mostra a eficiéncia do método. Assim, as ferramentas da mecanica quéantica descrevem
bem o comportamento classico de um plasma macroscépico. Em alguns casos, a mecanica

quantica permite um caminho mais simples e 1til do que aquele possivel classicamente.

[ §)
/
/4/
P A
//
wp//,/ ///
~ /
7 4 vs
,//’\"9 1/1’\

k

Figura 2: Grafico da relagao de dispersao (2.42). Vemos representadas as velocidades de fase e de grupo
em um ponto P qualquer da curva.

Até o final deste trabalho, serao utilizadas as ferramentas da mecanica quantica para

descrever a propagacao de ondas eletromagnéticas em um plasma nao magnetizado.

2.2 Propagacao de ondas eletromagnéticas em um
plasma livre sob acao de um campo de radiacao

Nesta secao vamos estudar os modos coletivos em um plasma livre na presenca de um
campo de radiagao [17, 18, 24]. Como feito na se¢ao anterior, usaremos as ferramentas da

mecanica quantica para determinar a flutuacao na densidade de carga do plasma devida a
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presenca do campo externo e, assim, ter uma expressao para o potencial local. Novamente,

partimos da equacao de Schrodinger para o elétron livre

2
P §r,t) = m%, (2.44)

2m,

cuja solucao normalizada é dada por

B(r,t) = ekTemmow, (2.45)
e a energia dos elétrons por
h2k?
- . 2.46
Fk 2m. ( )

Consideramos, agora, a incidéncia de uma radiacao eletromagnética no plasma. O

vetor campo elétrico da radiacao incidente serd tomado ao longo do eixo x:
E(t) = Ecos(wt)X, (2.47)

onde w é a frequéncia da radiacao. Assim, a equacao de movimento para os elétrons na

presenca da radiacao (2.47) é

(0)
HYO (r,) = mawka—f’t), (2.48)

onde H é o Hamiltoniano do sistema e, mais uma vez, usamos o indice (0) para caracterizar

que este serd utilizado como estado nao perturbado.

Precisamos levar em conta, no Hamiltoniano, a interacao do campo de radiacao com
os elétrons do plasma. O fator que descreve essa interacao é o potencial vetor, derivado

a partir do campo elétrico, na forma

w

E
A(t) = (—sin(wt)) X. (2.49)
Com este, o Hamiltoniano é dado por [27, 33|

H= (p — eA(t))>. (2.50)

2me

Precisamos, agora, resolver a equagao de Schrodinger para o potencial vetor depen-
dente do tempo. As equagoes (2.48) e (2.44) podem ser relacionadas por uma simples

transformagao unitaria [24, 36, 37|, que transforma o problema dependente do tempo em
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um problema estaciondrio !

0 pQ} NI (2.51)

Y + Y
v {m@t 2m, v m@t 2m,

onde U, o operador unitario, nos dd a fungao de onda a partir do resultado do elétron
livre na forma

WO (r,t) = UD(r, ). (2.52)

Supomos um operador unitario dado por

U=exp <%a(t) -r) erp (%B(t) : p) erp (%n(t)) ) (2.53)
onde a(t) é o gerador de translagdo de momento, 5(t) é o gerador de translacao espacial

e 7(t) é um fator de fase [1]. Resolvendo (2.51), obtemos o operador unitario [1, 24]

U =exp <—%2fylwt) exp(iyok,(1 — cos(wt)))exp (%’ylsen(th)) : (2.54)

onde 7y = eE/m.w? e 71 = e2E?/8mw3.

Substituindo em (2.52) o resultado expresso pela equagao (2.54), temos a fungao de

onda para o elétron na presenca de um campo de radiacao

e t) = exp (%F(w,t)) exp (inoky (1 — cos(wt))) exp(ik - r)exp (—%gkt> . (2.55)

sendo que introduzimos a funcdo F(w,t) = —2ywt + y1sin(2wt) para simplificar os

calculos.

De maneira semelhante & que encontramos na secio anterior, a funcao 1) (r, t) forma
um conjunto ortonormal. Logo, nao ha flutuagao na densidade de carga, mesmo na

presenca de um campo de radiagao:
pr = —ey @ U (x,1) = —e. (2.56)

Agora, vamos impor uma perturbacao no sistema, na forma de um potencial local

dado por
o(r,t) = /dq/dQeiq'reitho(q,Q) + c.c. (2.57)

Uma explicacio abrangente da aplicacio de transformacdes unitérias para obter o estado de um
elétron na presenga de um campo externo pode ser vista na referéncia [38]
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e expandir a nova func¢ao de onda perturbada na base dada por (2.55)

Uy (r,t) = Z ax(t)exp (%F(t)) exp (ivoks (1 — cos(wt))) exp(ik - r)exp <—%5kt> :
Kk
(2.58)
A equagao de movimento para os elétrons, sob agao da perturbacao (2.57), é dada por

ma‘yg—f’” = (H — ep(r, 1)) Ti(r, 1), (2.59)

onde o Hamiltoniano, H, é dado por (2.50).

Estamos interessados na flutuacao da densidade de carga. Para tal, precisamos da
funcao de onda perturbada. Assumimos uma perturbacao fraca para usar a teoria da
perturbagao usada na se¢ao anterior. Usando a equagao (2.57) na equagao de Schrodinger

(2.59) com auxilio de (2.58), temos

8ag't(t) _ %e explino (ks — k) (1 — cos(wt))]exp <%(5k, _ €k)t> /dre"k"‘"gp(r, tetr

(2.60)

integrando no tempo e usando a expansao dada por (2.57), temos, fazendo k' — k+q

ak+q(t) = €- €9Cp(—i’YOQx) Z Zme<q‘rfYO>gp(Q7 Q)
m,)

exp [+ (extq — ex — HQ — mhw) t]

0" 2.61
Ektq — Ek — W — mhw —in (n—=07), (2:61)

onde usamos a fungao Bessel geradora [35]
exp(iccosz) = Z i" I (@) exp(ima), (2.62)

m

Jm () sendo a fungao Bessel direta de ordem m e argumento «.

Temos condicao de expressar, agora, a fungao de onda perturbada até primeira ordem

[32, 34] como sendo
Uie(r,t) = TP (0, 1) + D arerq(t) T o (r,8). (2.63)
q

Esta é a funcao de onda dos elétrons no plasma na presenga de uma radiagao externa

(2.47) submetidos a uma pequena perturbagao (2.57).

A flutuacao na densidade de carga

pr(r,t) = —e WL(r, ) Uy(r, t) — p\(r, ) = —e [Wi(r, ) Uy (r, t) — 1], (2.64)
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é, entdo, calculada desprezando termos de ordem 2 em ¢(q,2), na forma

pk(rvt) - _62 Z sto(qv Q)Jm(Qm’VO)

q,2,m

, —1)™explirogecos(wt)] exp[i(Q + mw)t] ...
A {
‘ ", ) (g %){ Ek4q — €k — RO — mhw —in ‘ e

exp|—ivogq.cos(wt)] exp[—i(2 + mw)t] siar
5k+q—5k—h§2—mhw—i77

q,2,m

(2.65)

A contribuicao do conjugado complexo é obtida utilizando o mesmo método. Rees-

crevendo (2.65), temos

pi(r,t) = —¢? Z e o (q, Q)ewp[—ivogucos(wt)]e Z " T (gay0) e
ng m

x{ ! + ! } + cc. (2.66)

Ek+q — €k — A2 —mhw — 1 exyq — €k + A + mhw + in

A flutuacao total da densidade de carga no plasma é dada por
p(rat) = kapk(r7t)7 (267)
Kk

aqui estamos assumindo um plasma isotrépico, ou seja, a funcao de distribuicao fy ¢é

2kpT.  kpTe
de Boltzmann, T, a temperatura dos elétrons e €, = 2v,w ¢ a energia da radiacao ele-

3/2
Maxwelliana? dada por fi = ng (%) exp (— mey? ch) ), onde kg é a constante

tromagnética. Substituindo a densidade (2.66) na expressao da flutuagao total de carga
(2.67), temos
eiq~r

p(r,t) = é? Z T o(q, Q)exp[—ivog.cos(wt)] Zz’me(qx%)e_ime(q, Q+mw) (2.68)
q,Q2 m

onde

Jirq — Jx
II(q, ) = E 2.
(q7 ) - 6k+q — &k — hQ . /LT] ( 69)

é a conhecida polarizabilidade eletronica e m corresponde ao niimero de fétons envolvidos

no processo 3. Agora, decompomos a exponencial dependente do tempo exp[—ivyg,cos(wt)]

em harmonicos com o auxilio da identidade (2.62), obtendo

exp[—iyogcos(wt)] = Z i T (G0 €™ . (2.70)

m/

2Para um discussio sobre a expressdo da distribuicio Maxwelliana, ver a referéncia [24]
3Note como o nimero inteiro m corresponde ao ntimero de fw contribuindo & polarizabilidade
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Agora, podemos escrever a flutuacao total da densidade de carga
p(r,t) = = eapliq - r)p(q, Q)exp(—iQt).
q,$2

D " In(4a30) T (@0 expl—im — m/)ot] - l{a, @+ mew). (271)

m,m/’

Continuamos nosso estudo lembrando que, como visto na se¢ao anterior, a flutuacao
na densidade de carga (2.71) gera um potencial induzido interno ao plasma. Calculamos

esse potencial usando a equacao de Poisson [27, 30]

V2ina(r,t) = —4mp(r,t). (2.72)

Usando uma expansao de Fourier em ¢;,4(r,t) da forma (2.57), temos o laplaciano

Vzwind(r,t) S - Zq%iq're*mt(ﬂmd(q, Q)+ cec. . (2.73)
q,2

Vamos assumir uma radiagao de alta frequéncia, assim, o termo exp|—i(m — m')wt]
oscila muito rapido e, em um periodo do campo de radiacao, esse termo pode ser des-
prezado. Portanto, os termos m # m’ nao contribuem para o potencial induzido quando
usamos o valor médio de (2.71) em um periodo. Entdo, usando a expansao (2.73) em

(2.72) usando o valor médio de (2.71), obtemos

Ame?

q2

Pina(d, Q) = ——0(a, Q) Y T2 (@:70)T(q, Q + mw). (2.74)

O potencial local total é composto de um potencial induzido e um externo

P(d, Q) = pert(a, Q) + @inala, ), (2.75)

e, como ja vimos, pode ser obtido a partir da fungao dielétrica e(q, 2) = (€ (q,2))

Qpemt(qa Q)
o(q,Q) = ——= 2.76
(9,92) = =2 .9 (2.76)
Usando esta ultima relagao, temos
o Pina(q; )

e(q,Q) =1 (2.77)

o(q,Q)
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Substituindo (2.74) na equagao (2.77), temos a funcao dielétrica

47re 1

€(q,Q) = (€ (q,Q)) = 7

Z T (4x70)T(a, Q + mw), (2.78)

ou, usando a defini¢ao (2.69)

47re 1 Jira — fx
Q i , 2.
€(q7 ) q ZJ 9="0 ng+q—€k—h9—mm_in ( 79)

onde V é o volume do sistema analisado.

Vemos claramente que, na auséncia da radiacio (v = 0), temos J2(¢.v0) = dmo-

Logo, nesse caso,

4e? 1 Jra — Jx
e(q, V) =1-— — 4 — 2.80
<q ) Z€k+q—€k—h9—2n ( )
que é o resultado obtido na secao anterior para a funcao dielétrica na auséncia de cam-
pos elétricos. Cabe salientar que as expressoes obtidas até agora sao validas para qual-
quer intensidade de campo, qualquer densidade e temperatura de elétrons (sem violar
as condigoes descritas no capitulo 1), desde que o potencial externo (e o consequente

potencial local) seja fraco.

Continuando nossa discussao, tomamos o limite macroscopico, i.e, fazemos o volume

do sistema tender ao infinito. Assim,
> V/d% : (2.81)
Kk

sendo que v = hk/m.. Com essa aproximagao, a equagao para a fungao dielétrica (2.79)

Se escreve

4me? frtq — fx
0)=1- 2 (42 s d 2.82
6<q’ ) q2 ; Jm(q 70) / Eltrq — Ek — B — mhw — “7 v, ( 8 )

onde, assim como na secao anterior, vamos proceder os calculos em uma dimensao, 7. e,

consideraremos apenas a componente da velocidade dos elétrons ao longo do eixo x.

Usamos a férmula de Plemelj [35]

L pl ma() (2.83)

x +in 70
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diretamente em (2.82) para obter a parte real da fungao dielétrica na forma

4mre? —
enla, ) =1 T S Ranop [ Il sy

€k+q — €k — hQ) — mhw

e a parte imaginaria como

4 2
€r(q, Q) =1—1m 7;26

D In@70) (fira = fi) 0erctq — e — I —mhw)dv.  (2.85)

m

Em geral, nao é possivel separar as ondas eletromagnéticas em um plasma em ondas
longitudinais e transversais. Porém, como estamos tratando de um plasma isotrépico, essa
separacao é possivel dada a separagao da funcao dielétrica em uma parte longitudinal e
uma transversal em (1.81) [16]. Por comparagao direta com a se¢ao anterior, a fungao

dielétrica (2.84) equivale a parte longitudinal em (1.81).

Partimos a andlise da fung¢ao (2.84). O denominador pode ser simplificado da mesma

maneira a feita na se¢ao anterior:

h2 k 2 h2k2 h2k h2 2
(0 o MEkraf MMk Pa (2.86)
a 2m. 2m, Me 2m,
Reescrevemos, entao, a parte real da funcao dielétrica
4yre? 9 Sira — Jx
en(@) = 1= S 3 Jhlaa) P / e (287)

onde definimos A,, = Q + mw. Tomamos, aqui o limite classico (A — 0). Estando

estudando o caso unidimensional, temos o limite

i fea— S 1 G (2.88)
OBk g+ 2L _pg o mev = Q/q] '
que nos permite escrever
47T€ 8fk
q. ) T2 (@a0) / ———dv. 2.89
€r( Z 0 — )\m Ta (2.89)
A integral pode ser resolvida por partes obtendo
4rre? Jx
Q) =1- J2 (@70 P | —————dv. 2.90
ER(qJ ) meq2 ; m(q 70) / (U N /\m/Q)Q v ( )

A integral representa o valor médio de (v — \,,/q) 72, de acordo com a defini¢ao (1.48).

Expandindo esse termo da mesma maneira feita na secao anterior e usando a defini¢ao da
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frequéncia natural de plasma

Amne?
2
W, = . (2.91)
temos -
P 2q (v 3q° (v

Novamente, os termos em poténcias impares de v se anulam ao tomarmos a média. A
expressao final para a parte real da funcao dielétrica é, tomando termos de até segunda

ordem em v

1 3q2 (v? €
nla, ) =1- 2% Blawyy (140 e (<) 2w

m
A relacao de dispersao das ondas longitudinais no plasma é, nesse caso

en(q, Q) =0 (2.94)
1 3¢% (v?) 5
2 2 _
1 —w, Em Jm(qx%)—)\?n (1 + %) exp _k?B}e =0. (2.95)

Esta equacao nos fornece a frequéncia das oscilagoes coletivas (2 em funcao de seu

nimero de onda q. Entretanto, a equacao (2.95) nao possui solugao analitica, sendo
necessario um estudo numérico de seu comportamento. O proximo capitulo é dedicado a

esse estudo e a discussao dos resultados obtidos do mesmo.
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8 Discussao Numérica e
Resultados

Neste capitulo, mostraremos os resultados dos calculos numéricos obtidos da teoria
desenvolvida nos capitulos anteriores. Alguns parametros foram assumidos com base
no conhecimento de algumas espécies de plasmas de laboratério (plasma de descarga
gasosa, especificamente). Nossos calculos foram construidos com auxilio da linguagem de
programac¢ao FORTRAN [39]. Alguns resultados da fungao Bessel foram testados com
auxilio do software MAPLE 13 e todos os graficos foram construidos e melhorados com
o software OriginPro 8. Os cédigos utilizados sao relativamente simples e podem ser

reproduzidos em computadores pessoais.

Nosso objetivo é partir da relagao de dispersao (2.95) e obter uma curva relacionando
os modos coletivos €2 a seu numero de onda ¢ = ¢,. Entretanto, nao temos em maos uma
expressao explicita de Q(q) e, assim, partimos para uma anélise numérica da expressao
(2.95). Nossa primeira aproximagao serd tomar o termo da média do quadrado da velo-
cidade dos elétrons como aproximadamente igual ao quadrado da velocidade térmica dos
elétrons

kgT

(v*) = vp, = —— (3.1)

como feito anteriormente. Em seguida, precisamos de um método para obter as raizes
da equagao (2.95). Porém, essa tnica equagao é dependente da frequéncia dos modos
coletivos e de seu numero de onda. Logo, precisamos de um artificio para eliminar uma

das dependéncias.

O método que utilizamos se baseia em fixar um valor inteiro positivo para o niimero de
onda q e achar a rafz (£2) da relacdo de dispersao eg(£2)qfizo = 0. Varrendo valores de q e
repetindo o método, podemos tragar, finalmente, um grafico de Q(q). Para tal, escolhemos
dois métodos de obtengao de raizes de equagoes nao-lineares [39]: o método da bissecgao
e o método de Newton-Raphson. Mais adiante, veremos que nao ha discrepancias entre

os resultados obtidos em cada método.
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A segunda aproximacao que fazemos é na soma em m presente na relagao de dispersao.
Essa soma toma valores de m indo de —oco a +o00; portanto, para os calculos numéricos,
é necessario um truncamento da soma. Note que o indice m aparece em dois momentos
da soma: na ordem da fungao Bessel (J,,) e no fator \,,, que cresce linearmente com
m e aparece apenas em denominadores da soma em m. Logo, para valores cada vez
maiores do moédulo de m, os termos contendo ﬁ contribuem cada vez menos para a

funcao dielétrica. O valor de m! para o qual tais termos podem ser desprezados seria,

entao, um valor arbitrariamente ’grande’.

Para escolher esse valor de m, analisamos o comportamento da funcao Bessel. Em
primeiro lugar, observamos que a soma em m contém apenas termos do quadrado da
funcao Bessel. Por outro lado, sabe-se que as solugoes da equacgao de Bessel satisfazem a
relagao [35]

Jom(2) = (=1)" (), (3.2)

portanto
J2 (@) = Jo(x). (3.3)

Assim, as contribuicoes, para a soma em m, do quadrado das fungoes Bessel de ordem
positiva sao iguais as contribuicoes de ordem negativa. Logo, basta analisarmos os valores

de J,, apenas com m positivo (ou negativo) para determinar o truncamento da soma.

Precisamos, aqui, estabelecer os valores das grandezas envolvidas no calculo da funcao
Bessel. O argumento de J,,(¢.7), na relacao de dispersao, é fungao do niimero de onda
q, da amplitude do campo elétrico da radiacao incidente E e da frequéncia w da radiacao,
além das constantes massa e carga do elétron 2. Tomando E = 10V/m, uma frequéncia

1

de radiacao de w = 3 x 1075~ ! e um valor para ¢ = 6000m !, usamos uma sub-rotina na

linguagem FORTRAN que calcula as funcoes bessel para construir a Tabela 1 3.

Vemos que, para valores de m superiores a 20, nao ha mudangas perceptiveis (com uma
precisao de 19 casas decimais) na soma dos quadrados das fungoes bessel. Dessa forma,
podemos truncar a soma na relagao de dispersao em m = 4+20. Para melhor ilustrar a
contribuicao negligencidvel dos termos de ordem m > 20 no quadrado da funcao bessel,

tracamos o grafico da Figura 3

1Leia-se, aqui, o valor do médulo de m
2Lembrando que v = meﬁ -
3Esse valor para q foi escolhido como um valor médio dentre aqueles que utilizaremos para construir

a curva de Q(q)
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Tabela 1: Valores da funcao Bessel direta J,, usando E = 10V/m, uma frequéncia de
radiacao de w = 3 x 10"s~! e um valor para ¢ = 6000m~!. A terceira coluna mostra

a soma dos quadrados das funcgoes bessel de ordem igual e inferior a ordem da linha

correspondente.

m Jm(q70) 2 Jm(a70)

1 | -0.213313E-01 | 0.4550228186417371035E-03
2 [ -0.233300E+00 | 0.5488400161266326904E-01
3 | -0.185491E-01 | 0.5522806942462921143E-01
4 | 0.226959E+00 | 0.1067382916808128357E+00
5 | 0.134938E+00 | 0.1249465942382812500E+00
6 | -0.134693E+00 | 0.1430888622999191284E+00
7 | -0.250061E+00 | 0.2056191414594650269E+00
8 | -0.121779E+00 | 0.2204492986202239990E+00
9 | 0.104342E+00 | 0.2313365340232849121E+00
10 | 0.264469E+00 | 0.3012803792953491211E+00
11 | 0.302533E+00 | 0.3928068280220031738E+00
12| 0.252682E+00 | 0.4566550850868225098E+00
13 | 0.172595E+00 | 0.4864442646503448486E+00
14| 0.101360E+00 | 0.4967180490493774414E+00
15 | 0.526484E-01 | 0.4994899034500122070E+00
16 | 0.246365E-01 | 0.5000968575477600098E+00
17 | 0.105221E-01 | 0.5002075433731079102E+00
18 | 0.414193E-02 | 0.5002247095108032227E+00
19 | 0.151427E-02 | 0.5002260744873046875E+00
20 | 0.517355E-03 | 0.5002272129058837891E+00
21 | 0.166029E-03 | 0.5002272129058837891E+00
22 | 0.502649E-04 | 0.5002272129058837891E+00
23 | 0.144093E-04 | 0.5002272129058837891E+00
24 | 0.392387E-05 | 0.5002272129058837891E+00
25 | 0.101791E-05 | 0.5002272129058837891E+00
26 | 0.252186E-06 | 0.5002272129058837891E+00
27 | 0.598017E-07 | 0.5002272129058837891E+00
28 | 0.135998E-07 | 0.5002272129058837891E+00
20 | 0.206640E-08 | 0.5002272129058837891E+00
30 | 0.598394E-09 | 0.5002272129058837891E+00
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J(x)® 0,04+
wht)

0,03
0,02

0,01 +
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m

| o Fortran Mapfe|

Figura 3: Grafico do quadrado da fungao J,,(¢7) para uma amplitude da radiagao
E = 10V/m, uma frequéncia de radiagao de w = 3 x 107s™! e um valor para ¢ = 6000m !
A linha sélida representa a curva obtida pela biblioteca do Maple 13. Os circulos cor-
respondem aos valores obtidos por nossa subrotina. Note que a subrotina calcula apenas
valores da funcao Bessel direta de ordem inteira.

Podemos, agora, utilizar os métodos de obtencao de raizes de equagoes nao-lineares
para tracar a relagao de dispersao 2(g). Primeiramente, escolhemos os mesmos parametros
utilizados para montar a Tabela 1. Assumimos, também, um plasma de descarga gasosa,

3 uma temperatura de kgT = 1.6 x 10719J

com uma densidade tipica da ordem de 10%°m~
e uma frequéncia natural de 6 x 1071571, Varrendo valores de q de 0 a 12000 m ™!, utili-
zamos os métodos da bissecgao e Newton-Raphson para resolver eg(£2),fizo = 0, obtendo

o grafico da Figura 4.

Notamos, inicialmente, que ambos os métodos resultam na mesma curva sem qualquer
discrepancia perceptivel. Para valores pequenos do ntimero de onda ¢, os modos coletivos,
ou plasmons, se propagam com frequéncia maior do que a frequéncia natural do plasma.
Aumentando o nimero de onda, observa-se uma forte atenuacao nos modos coletivos para
a frequéncia de radiagao escolhida (frequéncia essa, muito menor do que a frequéncia

natural do plasma), sendo que o valor limite para 2 é a prépria frequéncia natural.

Para melhor estudar a atenuacao observada, variamos a frequéncia da radiagao ex-
terna, mantendo os demais parametros, e obtemos a relagao de dispersao para cada caso.
A Figura 5 nos mostra tais casos. Podemos ver que a atenuacao dos modos coletivos é

maior para frequéncias baixas da radiacao incidente. Para o caso resonante, ou seja, para
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Figura 4: Relacao de dispersao para um plasma de descarga gasosa na presenca de um

w = wp, Nao0 hd atenuacao dos modos coletivos e €2 permanece em seu valor maximo para
quaisquer valores do ntimero de onda q. Este comportamento é explicado na referéncia

[18] como um equilibrio dos processos de emissao (m > 0) e absor¢ao (m < 0) de fétons
da radiagao externa.

Um aspecto interessante da relacao de dispersao obtida é sua dependéncia do niimero
de fétons (m) envolvidos no processo, seja por absorgao ou por emissdo. Queremos enten-
der como o nuimero de fétons altera o comportamento dos plasmons. Para tal, podemos
controlar esse ntimero, numericamente, por meio do valor de truncamento da soma em

(2.95). Variando o valor de truncamento de 0 a 25 (valor superior ao maximo de contri-

buigdes nao-negligencidveis) obtemos o grafico da Figura 6.

A curva de m = 0 é a reproducao exata do resultado j& obtido nas referéncias [1, 24].
Vemos, claramente, que a inclusao de termos de m # 0 altera a dispersao dos plasmons.
A presenca de um tunico féton ja impede que €2 atinja valores préximos a zero, além de
tornar a curva mais suave. A curva para m = 25 se comporta como uma curva assintética

para a relacao de dispersao, notando que os modos com baixos niimeros de onda atingem

seu valor maximo com um nimero pequeno de fotons no processo.
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Figura 5: Relagao de dispersao para varias frequéncias da radiagao externa. Note como

a atenuacao dos modos ¢ mais rapida para valores menores de w
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Figura 6: Relacao de dispersao para varios valores do niimero de fétons envolvidos. A
seta indica o sentido de crescimento do valor de m nas curvas. Note que, para valores

baixos de m, os modos coletivos podem assumir frequéncias consideravelmente menores

do que a frequéncia natural do plasma.

53



54

9,00E+011

8,50E+011 +

$

7,50E+011 +

8,00E+011

L —e+—valores positivos € negativos para m
Ai\, —— apenas valores negativos para m
l\-\ —=— apenas valores positivos para m|

7,00E+011

6,50E+011 +

< 6,00E+011
L
G

5,50E+011 +

5,00E+011

4,50E+011

4,00E+011

3,50E+011

3,00E+011 T T
0 5000

q(m™)

Figura 7: Relagao de dispersao destacando as curvas correspondentes a emissao e absor¢ao
de fotons da radiagao externa. A frequéncia natural do plasma é tomada como w =
6 x 101s7t

E possivel fazer uma distingao entre os processos de absor¢ao e de emissao de fotons.
Basta estudarmos o comportamento da relagao de dispersao para valores de m apenas
positivos ou apenas negativos. Na Figura 7, vemos trés curvas: uma ja vista na Figura

4 sem restricoes nos valores de m *

, uma curva para m < 0 e a ultima para m > 0.
Quando permitimos apenas valores positivos para m, nota-se que as frequéncias dos modos
coletivos nunca ultrapassam a frequéncia natural do plasma (w, = 6 x 10''s™!). Este fato
estd associado a emissao de fétons, uma vez que, nao havendo absorcao, os modos coletivos
nao ganham energia da radiagao. Por outro lado, a curva correspondente a absorcao de
fétons assume valores superiores a frequéncia natural, porém, seu valor assintético esta

abaixo dessa.

A relagao de dispersao (2.95) apresenta uma forte dependéncia com a amplitude do
campo de radiagao através do termo contendo a exponencial negativa em e, °. Sendo
assim, podemos fixar um valor de q em (2.95) e varrer valores de E para obter um grafico
de Q(F) da mesma maneira feita anteriormente. Usando os mesmos parametros de um

plasma de descarga gasosa, geramos, aleatoriamente, um valor para q e tragcamos um

4H4 uma restricio, obviamente, devida ao truncamento na soma.
2 2
e“E

5Lembrando que €y = 271w, onde 7y, = 8mews
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Figura 8: Curva dos modos coletivos em funcao da amplitude do campo de radiagao
incidente.

grafico de Q(F), representado na Figura 8, onde notamos uma forte atenuagao do tipo

exponencial dos modos coletivos com o aumento da amplitude da radiacao incidente.

Novamente, podemos tracar este grafico para varias frequéncias da radiacao incidente.
A Figura 9 nos mostra que a atenuagao dos modos coletivos é mais lenta para valores
maiores da frequéncia w. Assim como foi explicado para a Figura 5, ao aumentarmos a
frequéncia da radiacao até atingir o valor de ressonancia, os modos coletivos permanecem
em seu valor maximo devido ao equilibrio entre os processos de absorcao e de emissao de

fotons.

Apenas por ilustragao, podemos mostrar a dependéncia dos modos coletivos com o
quadrado da amplitude da radiacao, ou seja, a dependéncia com a energia da radiacao.

A Figura 10 mostra essa dependéncia como um decaimento do tipo exponencial.

Podemos comparar nosso resultado com os resultados obtidos nas referéncias [1, 24].
Escolhemos, como anteriormente, apenas valores positivos para m e tragamos as curvas
de Q(FE) para valores de m indo de 0 até 20 na Figura 11. Notamos que, neste caso, o

valor de € ndo ultrapassa a frequéncia natural do plasma (w, = 6 x 10"s7!). A curva de
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incidente. A seta indica o sentido de crescimento do valor de m nas curvas. Note como a
atenuacao da curva é expressivamente mais rapida para valores menores de w.
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Figura 10: Dependéncia dos modos coletivos com a energia da radiagao incidente. A seta
indica o sentido de crescimento do valor de m nas curvas. Novamente tracamos as curvas
para varios valores de w notando que a atenuacao ¢ mais lenta para valores maiores da
frequéncia da radiacao
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m = 20 comporta-se como uma curva assintotica para as demais, sendo que, para valores
baixos de E, os plasmons atingem sua frequéncia maxima com poucos fétons envolvidos

no processo.

’

Novamente, a curva em m = 0 reproduz exatamente aquela das referéncias [1, 24]. E
interessante ressaltar a importancia dos valores de m # 0 para as curvas obtidas. No caso
da curva da Figura 11, a presenga de valores nao-nulos de m elimina a oscilagao de Q(FE),

tornando a curva um decaimento quase-exponencial .

Nas Figuras 9 e 10, notamos algumas descontinuidades nas curvas obtidas. A saber,
essas sao resultado de flutuagoes numeéricas nos compiladores utilizados e nao devem ser

entendidas como resultantes da teoria.

6 Aqui usamos o termo quase-exponencial pois observamos algumas flutuacoes nas curvas descaracte-
rizando uma exponencial pura
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Conclusao

Neste trabalho, descrevemos as principais caracteristicas dos plasmas macroscépicos.
A partir desta descrigao, procedemos ao estudo das ondas eletromagnéticas que podem se
propagar em plasmas livres, tratando do caso mais simples das oscilagoes de Langmuir até
a propagacao de ondas longitudinais na presenca de uma radiacao externa. Esta tltima
se torna o topico principal desta tese. A fim de explorar a teoria, utilizamos a mecanica

quantica para obter nossos principais resultados.

Primeiramente, analisamos o comportamento do plasma sob um pequeno desloca-
mento de uma camada de elétrons. Vimos, nesse caso, que um modo nao-propagativo de
ondas eletromagnéticas surge no plasma. Esse modo é descrito por uma frequéncia carac-
teristica que depende apenas da densidade dos componentes do plasma. Essa frequéncia
¢ denominada de frequéncia natural do plasma e o modo correspondente é o conhecido

modo de Langmuir.

Em seguida, estudamos a propagacao de ondas eletromagnéticas em um plasma ma-
croscopico a partir de uma descricao hidrodinamica. Para tal, estudamos as médias das
grandezas envolvidas (densidade e velocidade dos componentes) e resolvemos as equagoes
de Maxwell para determinar um conjunto auto-consistente de equacoes descrevendo o
comportamento dos campos resultantes na presenca de densidades de carga e de corrente
no plasma. Nesse quadro, obtemos relagoes de dispersao para as ondas longitudinais e
transversais se propagando no meio. Essas relagoes sao obtidas sabendo-se, exatamente,

a funcao dielétrica do sistema.

Partindo para uma descricao mais geral, introduzimos o conceito de fungao de distri-
buicao para iniciar um estudo cinético das ondas em um plasma. Resolvendo as equagoes
de Maxwell de maneira semelhante a feita na descrigao hidrodinamica, chegamos a uma
expressao geral para a dispersao das ondas eletromagnéticas no plasma, novamente, de-
pendente da funcao dielétrica do sistema (neste caso, tensor dielétrico). Assumimos uma
distribuicao isotropica das particulas para construir as relagoes de dispersao para ondas
longitudinais e transversais. Chegamos a mesma relagao de dispersao para ondas longi-

tudinais obtida pela descrigao hidrodinamica, o que aponta a consisténcia da teoria.
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Avancando na teoria, estudamos a propagacao de ondas eletromagnéticas em um
plasma macroscépico utilizando o formalismo da Mecanica Quantica. Assumimos uma
perturbagao pequena no potencial local do plasma, o que gera uma flutuacao na densi-
dade de elétrons (ions foram mantidos fixos). Para obter essa, resolvemos a equagao de
Schrodinger para o caso estudado usando a teoria da perturbagao. Com a flutuagao de
cargas, partimos a resolucao da equagao de Poisson para obter o potencial induzido pela
perturbacao. A partir desse, calculamos a funcao dielétrica do plasma. Notamos, nova-
mente, que as fungoes dielétricas obtidas pela teoria hidrodinamica, pela teoria cinética
e pela teoria quantica sao idénticas. Nesse quadro, obtemos a relacao de dispersao para
as frequéncias das oscilagbes coletivas longitudinais do plasma estudado (na auséncia de

campos externos), resultado bem conhecido e explorado pela teoria cléssica.

O proximo passo foi introduzir uma radiagao externa ao plasma e estudar os modos
coletivos resultantes. Utilizamos uma radiacao linearmente polarizada ao longo do eixo x.
De maneira semelhante a feita no caso do plasma na auséncia de radiacao externa, procu-
ramos a flutuacao na densidade de cargas através da solugcao da equacao de Schrodinger.
Para tal, utilizamos uma transformacao unitaria, uma vez que, no Hamiltoniano, havia
um termo de potencial dependente do tempo. Uma vez resolvida a equagao de Schrodin-
ger pela teoria da perturbacao, obtemos a flutuagao na densidade de cargas e, com esta, o
potencial induzido por meio da equacao de Poisson. Com esse, obtemos a fungao dielétrica
do sistema. Tratando-se de um plasma macroscépico, tomamos o limite classico (A — 0).
Obtemos, feitas essas aproximagoes, uma relagao implicita entre as frequéncias dos modos

coletivos e seus numeros de onda.

Para obter um gréafico da relacao de dispersao do sistema na presenca do campo
de radiagao, usamos um método numérico de resolucao da equacao com a dependéncia
implicita de €2(q). Nos célculos, assumimos um plasma morno, portanto nao desprezamos
efeitos térmicos. Uma dificuldade encontrada foi a presenca de uma soma infinita na
relacao de dispersao. A partir de um estudo do comportamento dos termos envolvidos,
conseguimos truncar a soma para um valor finito de termos. Finalmente, plotamos a curva
da relacao de dispersao. Notamos uma atenuacao nos modos coletivos com o crescimento
do nuimero de onda. O valor limite para os modos foi observado como sendo o préprio

valor da frequéncia natural do plasma.

Plotando a relacao de dispersao para varias frequéncias da radiacao incidente, per-
cebemos que a atenuagao dos modos coletivos é mais forte para frequéncias menores da

radiacao externa. No caso de ressonancia, esperamos uma auséncia de atenuagao, con-
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forme previsto por estudos anteriores [17, 18].

Exploramos a dependéncia da dispersao com o ntmero m de fétons envolvidos, no-
tando que um tnico féton varia de forma visivel o comportamento dos plasmons. A curva
obtida para m = 0 ¢é a reprodugao exata do resultado das referéncias [1] e [24]. Consegui-
mos plotar as relagoes de dispersao para os casos isolados de processos apenas de emissao
e apenas de absorcao de fotons. As curvas resultantes mostraram um aspecto interes-
sante: no caso de emissao de fétons, a frequéncia dos modos coletivos nunca ultrapassa a
frequéncia natural do plasma, conforme esperado; ja para o processo de absorcao, os mo-
dos ultrapassam essa frequéncia, mas seu valor assintético coincide com o valor observado

para o processo de emissao.

Na relacao de dispersao implicita obtida, existe um termo fortemente dependente
da amplitude do campo de radiagao. Visto isso, plotamos curvas para a frequéncia dos
modos coletivos em fun¢ao da amplitude E do campo de radiacao, dado um valor para
o numero de onda. Observamos uma atenuacao do tipo exponencial desses modos com
E. Novamente, a atenuagao é tanto menor quanto maior for a frequéncia da radiagao
incidente. Conseguimos essas curvas, também, controlando o niimero de fétons envolvidos,

obtendo o resultado ja conhecido para m = 0 [1, 24].

Como extensao deste estudo, estamos interessados na condutividade elétrica de alta
frequéncia do plasma nao-magnetizado, relacionada a fungao dielétrica implicitamente ob-
tida. Queremos estudar, também, uma relagao de dispersao de ondas transversais para o
caso de uma radiacao externa no plasma macroscopicos, utilizando a teoria quantica. Tra-
balhos em andamento estudam os modos coletivos de um plasma magnetizado na presenca
de uma radiagao circularmente polarizada. Futuramente, estudaremos o comportamento
da equacao de Vlasov ndo-linearizada e/ou de uma perturbagao nao-linear na funcao de
distribuicao dos componentes do plasma. Esse estudo sera feito dentro do formalismo da

mecanica quantica.



61

Referéncias

1] GUIMARAES, A. F. Estudo, utilizando a mecanica qudntica, das propriedades
dielétricas e do efeito da blindagem dinamica na taxa de aquecimento de plasmas ma-
croscapicos. Tese (Tese de Doutorado) — Instituto de Fisica, UnB, Brasilia, 2006.

[2] LANGMUIR, I. Scattering of electrons in ionized gases. Phys. Rev., 26, 585, 1925.

[3] TONKS, L.; LANGMUIR, I. Oscillations in ionized gases. Phys. Rev., 33, 195-211,
1929.

[4] TONKS, L.; LANGMUIR, I. A general theory of the plasma of an arc. Phys. Rev.,
34, 876-922, 1929.

[5] ALFVEN, H. On the existence of electromagnetic-hydrodynamic waves. Arkiv f. Mat.,
Astron. o. Fys., B29, 1-7, 1925.

[6) LANDAU, L. D. On the vibrations of the electronic plasma. J. Phys. (U.S.S.R.), 10,
25, 1946.

[7] DAWSON;, J. On landau damping. Phys. of Fluids, 7, 869-74, 1961.

[8] GROSS, E. P. Plasma oscillations in a static magnetic field. Phys. Rev., 82, 232-42,
1951.

[9] SEN, H. K. Solar enhanced radiation and plasma oscillations. Phys. Rev., 88, 816-22,
1952.

[10] BERNSTEIN, I. B. Waves in a plasma in a magnetic field. Phys. Rev., 109, 10-21,
1958.

[11] GRUBER, S.; BEKEFI, G. Excitation of longitudinal waves nar electron-cyclotron
harmonics. Phys. of Fluids, 11, 122-33, 1968.

[12] PINES, D.; SCHRIEFFER, J. R. Approach to equilibrium of electrons, plasmons,
and phonons in quantum and classical plasmas. Phys. Rev., 125, 804-12, 1962.

[13] WYLD, H. W.; PINES, D. Kinetic equation for plasma. Phys. Rev., 127, 1851-55,
1962.

[14] AKHIEZER, A. L. et al. Collective Oscillations in a Plasma. Oxford . London .
Edinburgh . New York . Toronto . Sydney . Paris . Braunschweig: Pergamon Press,
1967.

[15] WALTERS, G. M.; HARRIS, E. G. Quantum-mechanical theory of non-linear plasma
phenomena in a strong magnetic field. Phys. of Fluids, 11, 112-22, 1969.



62

[16] HARRIS, E. G. Classical plasma phenomena from a quantum mechanical viewpoint.
Advances in Plasma Physics, 8, 157, A. Simon and W. B. Thompson - Interscience
Publisher, 1969.

[17] AMATO, M. A.; MIRANDA, L. C. M. Plasma wave instability in the field of an
intense electromagnetic wave. The Phys. of Fluids, 20, 1031-32, 1977.

[18] AMATO, M. A. Instability of plasma waves in an electromagnetic field. IL NUOVO
CIMENTO, 7,767-70, 1986.

[19] TAGUCHI, T.; JR, T. M. A.; MILCHBERG, H. M. Resonant heating of a cluster
plasma by intense laser light. Phys. Rev. Lett., V. 92 20, 205003, 2004.

[20] HAZAK, G. et al. Inverse bremstrahlung in cold dense plasmas. Phys. of Plasmas 9,
345-57, 2002.

[21] SHVETS, G.; FISCH, N. J.; RAX, J. M. Magnetic field generation through momen-
tum exchange between circularly polarized radiation and charged particles. Phys. Rev.
E, 65, 046403, 2002.

[22] ZHANG, C. Dynamic screening and collective excitation of an electron gas under
intense terahertz radiation. Phys. Rev. B, 65, 153107, 2002.

[23] MIRANDA, D. F. et al. Screening breakdown in a plasma by two laser fields and
strong dc magnetic field. Contrib. Plasma Phys., 45, No. 1 22-31, 2005.

[24] GUIMARAES, A. F. et al. Suppression of the plasma high-frequency electrical con-
ductivity under a radiation field. J. of Physics A: Math. and Theor., 40, 15131-41,
2007.

[25] CHEN, F. F. Introduction to Plasma Physics and Controlled Fusion. New York and
London: Plenum Press, 1985.

[26] BITTENCOURT, J. A. Fundamentals of plasma physics - 3rd Edition. New York:
Springer, 2004.

[27] JACKSON, J. D. Classical Electrodynamics. USA: John Wiley and Sons, Inc., 1999.

[28] AKHIEZER, A. L. et al. Plasma Electrodynamics. Volume 1: Linear Theory. Oxford:
Pergamon Press, 1975.

[29] KLIMONTOVICH, Y. L. The Statistical Theory of Non-Equilibrium Processes in a
Plasma. Oxford: Pergamon Press, 1967.

[30] LANDAU, L. D.; LIFSHITZ, E. M. Eletrodynamics of Continuous Media. Oxford:
Pergamon Press, 1960.

[31] GERTSENSHTEIN, M. E. Zh. Eksp. Teor. Fiz., 23, 669, 1952.

[32] SAKURALI J. J. Modern Quantum Mechanics. Massachusetts . California . New York
. Ontario . Wokingham . Amsterdam . Bonn . Sydney . Singapore . Tokyo . Madrid .
San Juan . Milan . Paris: Addison-Wesley Publishing Company, 1994.



63
[33] LANDAU, L. D.; LIFSHITZ, E. M. Quantum Electrodynamics. Oxford: Pergamon
Press, 1981.

[34] LANDAU, L. D.; LIFSHITZ, E. M. Quantum Mechanics (Non-Relativistic Theory).
Oxford: Pergamon Press, 1981.

[35] ABRAMOWITZ, M.; STEGUN, 1. A. Handbook of Mathematical Functions, 10th
Edition. [S.1.: s.n.], 1972,

[36) FONSECA, A. L. A.; NUNES, O. A. C.; ARAGAO, F. R. F. Phys. Rev. A, 88, /732,
1988.

[37] FONSECA, A. L. A.; NUNES, O. A. C. Phys. Lett. A, 155, 159, 1988.

[38] GALVAO, R. M. O.; MIRANDA, L. C. M. Quantum theory of an electron in external
fields using unitary transformations. Am. J. of Phys., 51 (8), 729-33, 1983.

[39] PRESS, W. H. et al. Numerical Recipes in FORTRAN 77: The Art of Scientific
Computing 2nd Edition. London: Cambridge University Press, 1989.



64

APENDICE A - Subrotina para cdlculo da

funcao Bessel direta

Uma das principais dificuldades em obter uma relagao de dispersao do tipo €(q),
a partir da equagao (2.95), estd em calcular a fun¢do Bessel direta numericamente. O
nosso objetivo, neste trabalho, é resolver tal problema usando a linguagem FORTRAN
77-95, portanto, a funcao Bessel deve ser obtida de uma subrotina de elaboragao propria
(queremos evitar o uso de bibliotecas externas para poder controlar a precisao da fungao

Bessel numérica).

Partimos de uma relagio de recorréncia caracteristica da funcao Bessel direta [35]:
Jn_l(.iE) = —Jn+1<$) + ?Jn(l’) (Al)

Sabe-se que a fungao Bessel direta (J,,(x)) decai com o aumento de sua ordem (n) para
argumentos (x) pequenos. Para melhor enxergar isso, veja a Figura 12, onde plotamos

seis curvas correspondentes as fungoes Bessel de ordens 0 a 5.

Jnix)

Figura 12: Funcao Bessel direta. Grafico mostra seis ordens da funcao Bessel.
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Da figura, podemos identificar que J,(x) se aproxima de zero para ordens muito
grandes. Isto é verdade para qualquer valor do argumento, dada uma boa escolha do

valor ”"grande”da ordem. Logo, podemos fixar um valor grande n,,,, para n, tal que

J,

Nmazx

= 0. Uma segunda aproximacao sera escolher um valor finito proximo de zero para
a fungao Bessel de ordem n,,,,, — 1. Assim, podemos usar a relagao (A.1) para obter todas

as ordens menores do que n,,., da funcao Bessel.

Dadas essas condigoes, podemos construir uma subrotina simples para obtencao de
fungoes Bessel diretas para, praticamente, qualquer argumento (basta uma escolha apro-
priada de 7n,,,,). Entretanto, para evitar problemas de convergéncia de nossa subrotina,
escolhemos uma segunda relagao envolvendo as fungoes Bessel, a saber, um teorema de

adigao de fungoes Bessel diretas [35]
1= J3(x)+2)  Ji(x). (A.2)
k=1

Entao, para garantir uma melhor convergéncia das fungoes obtidas pela equagao (A.1),
realizamos a soma das ordens da fungao de Bessel, com os resultados obtidos pela relagao

de recorréncia (chamamos estes de RI), explicitada em (A.2) e a chamamos de SUMT. O

1
SUMT*

resultado final, que denominamos de SI, sera o valor de RI multiplicado por

Esse processo nos da um cédigo simples em linguagem FORTRAN, com boa con-
vergéncia, para o calculo de funcoes Bessel diretas. Explicitamente, a subrotina que

construimos é:

C Subrotina que calcula as funcdes de bessel de ordem 1 a mdo.

SUBROUTINE BESSEL(MDO,X,SI)
DIMENSION RI(1000), SI(1000), SUMB(1000)
REAL#*8 X
M=MDO
MM=M+1
RI(MM)=0.
RI(M)=1.0E-25
DO 1 NN=2,MDO
N=(MDO+2) -NN
I=N-1
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IT=N+1
O
1 RI(I)=-RI(II)+2*(I)*RI(N)/X
C Jn-1(x) = -Jn+1(x) + (2n/x)Jn(x)
O
SUM=0.
DO 5 K=2, (MD0O+1)/2
SUM=SUM+2+RI ((2%K)-1)
5 SUMT=RI (1)+SUM
DO 6 L=1,MDO+1
6 SI(L)=RI(L)*(1/SUMT)
RETURN
END
(e e

Os parametros de entrada MDO e X se referem a n,,,, e o argumento da funcao
Bessel, respectivamente. O tnico parametro de saida, SI, é o vetor contendo todas as
funcoes Bessel de ordem 0 & M DO — 1 1. O programa principal usado na construcao da
Tabela 1 foi construido apenas somando os quadrados das funcoes obtidas pela subrotina

BESSEL. O programa principal é:

C BESSEL FUNCTION
C BACKWARD RECURSION
C calcula a fungdo de bessel direta - J

C mdo - refere-se a ordem de J

PROGRAM SOMA_BESSEL
DIMENSION SI1(1000), SUMB(1000)
REAL*8 X1
INTEGER B,MDO1
READ (*,100) MDO1,X1
100 FORMAT (12,F5.2)
CALL BESSEL(MDO1,X1,SI1)

C Comando de soma dos quadrados das fungles de bessel.

'Note que, na subrotina BESSEL, a fungao SI(1) corresponde a Jo()



67

DO B=2,MDO1

SUMB(1)= SI1(1)*SI1(1)

SUMB(B)= SUMB(B-1) + (SI1(B)*SI1(B))
ENDDO

OPEN(20,FILE="RESUL.DAT’ ,STATUS="UNKNQOWN’)
C Cada linha da terceira coluna da tabela se refere a soma de todas as funcgdes
C de ordem menor ou igual & sua prépria ordem.

WRITE(20,110) (L,S11(L),SUMB(L),L=1,MD01)
110 FORMAT(I2,E14.6,2x,E25.19)

CLOSE(20)

END

Pelas aproximacoes usadas na construcao do programa, nota-se que a precisao desse
esta diretamente relacionanda com o valor de n,,,,. Para testar nossa subrotina, plotamos
a ordem zero da funcao Bessel direta obtida para dois valores distintos de 7,,,,. Primeiro,

escolhemos n,,,, = 25 e obtemos o grafico da Figura 13.

034 &
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Figura 13: Gréafico de Jy(z) para n,q., = 25. A linha pontilhada corresponde aos valo-

res obtidos pela subrotina BESSEL. A linha sélida corresponde aos valores dados pela
biblioteca do programa Maple 13.

Em seguida, repetimos a plotagem para n,,,, = 40, obtendo o grafico da Figura 14.
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Figura 14: Gréfico de Jy(x) para nq, = 40. Novamente, a linha pontilhada corresponde
aos valores obtidos a partir da subrotina BESSEL; e a linha sélida corresponde aos valores
obtidos pela biblioteca do programa Maple 13.

E fécil notar que a curva correspondente a n,,,, = 40 é mais precisa do que a corres-

pondente a Ny, = 25.
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APENDICE B - Método numérico para
resolucao da relacao de
dispersao (2.95)

Como comentamos no texto, as nossas curvas de €(q) sé podem ser obtidas por um
método numérico, uma vez que a relagdo de dispersao (2.95) obtida nao tem solugao

analitica.

As aproximagoes a serem usadas sao aquelas descritas no inicio do Capitulo 3. O

primeiro passo do nosso método consiste em fixar valores de ¢, obtendo

€r(q, ) — €r(Q)gfizo- (B.1)

Feito isto, basta escolhermos um método de obtencao de raizes de equagoes nao-

lineares para resolver

6R(Q)qfiaco - 07 (B2)

e obter, assim, um valor de {2 correspondente ao q fixado. Para construir a curva, re-
petimos o procedimento para varios valores de (, resultando em um conjunto de pontos
(q,9). Entao, uma limita¢ao do nosso método é que a curva nao serd continua, e sim uma

sequéncia de pontos igualmente espacados em q.

A préxima dificuldade encontrada estda na soma infinita em m. Vimos que essa soma
pode, sem perdas significativas, ser truncada para um valor de m suficientemente grande.
Este valor, para um numero de onda q na regiao em que estamos interessados, é em torno

de 20, como visto no Capitulo 3.

B.1 Meétodo da bisseccao

Tendo feito essas aproximacoes, podemos partir para a escolha do método de obtencao

das raizes. Primeiro escolhemos um método simples: o método da bisseccao, que se baseia



70

no teorema do valor médio, a saber

Dada uma funcgao continua f, dizemos que hd pelo menos uma raiz de f

no intervalo (a,b) se f(a) e f(b) tém sinais opostos.

Para uma funcao nao continua, em vez de uma raiz, podemos ter uma descontinuidade
do tipo degrau cruzando o zero. Para todo propdsito numérico, isso pode ser tomado como
uma raiz, uma vez que o comportamento é o mesmo esperado de uma fungao continua
cruzando o zero. Uma vez conhecido o intervalo (a,b) que contém a raiz !, podemos
tomar o valor intermedidrio do intervalo (¢, por exmplo) e analisar o sinal da funcao
nesse ponto (f(c)). Usamos esse valor intermedidrio ¢ para substituir um dos extremos do
intervalo (a ou b), de modo a que o novo intervalo ainda contenha a raiz de f. Repetimos
o procedimento vérias vezes sendo que, a cada iteracao, o intervalo contendo a raiz é
cortado pela metade. Apds n iteracoes, sabemos que a raiz esta contida em um intervalo

de tamanho ¢,. Logo, na proxima iteragao a raiz estara contida em um intervalo

En
Entl = 7 (BS)

Dessa maneira, podemos determinar o nimero de iteragoes necessarias para obtermos
uma precisao € da solugao

€0
n = logy—, (B.4)
3
onde £y é o tamanho inicial do intervalo contendo a raiz.

Vemos, entao, que o codigo para tal método é de simples construcao. Baseados no
codigo fornecido pela referéncia [39], construimos um c6digo para o método da bissecgao
como uma fungao em FORTRAN 77-95. Tal funcao tem como parametros de entrada o
nimero de onda q fixado, o valor de truncamento da soma em m (chamado de MDO2 no
c6digo), os valores x1 e x2 correspondentes ao intervalo (a,b) e a precisao ¢ desejada. A

funcao fica, assim, construida

FUNCTION rtbis(q,MD02,x1,x2,xacc)
REAL x1,x2,xacc

REAL rtbis

REAL dx,f,fmid,xmid

MAXIT=10000

fmid=funcd (MD02,q,x2)

Podemos sempre obter esse intervalo analisando o comportamento do sinal da funcdo. Se, em dado
intervalo, a fungdo muda de sinal, entdo nesse intervalo é esperada a existéncia de uma raiz.
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f=funcd (MD02,q,x1)
if (f*fmid .goe. o0.0) call nrerror(’erro’)
if (f*fmid .ge. 0.) write(*,*) ’erro’
if (f .1t. 0.) then
rtbis=x1
dx=x2-x1
else
rtbis=x2
dx=x1-x2
endif
do j=1,MAXIT
dx=dx*0.5
xmid=rtbis+dx
fmid=funcd (MD02,q,xmid)
if (fmid .le. 0.) rtbis=xmid
if (abs(dx) .1t. xacc .or. fmid .eq. 0.) RETURN
enddo
END

Aqui, a fungao funcd corresponde a nossa fungao dielétrica eg(q,€2) e é dada por

function funcd(MD02,q,0)

REAL ME,WPE,P,W,KT,ecamp
WPE=freq. natural, W=freq. da radiacao, ecamp=int. do campo
PARAMETER (WPE=6.E11, W=6.el11, KT=1.6E-19, ME=9.109e-31, ecamp=10.,
& e=1.602e-19)
REAL FN,XX,TER2,0,8I2,SI
dimension SI2(100)
INTEGER MDO02,q,MD03

—————— Ordem maxima da funcao de bessel - ———————————-

MD03=30

GZERQ=(e*xecamp) / (ME* (W*x2) )
Energia da radiagéo

EG=((ex**2) * (ecamp**2) ) / (4*MEx (W**2) )
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P=exp (-EG/ (KT))
ccC Argumento da Bessel
XX=g* (GZERQ)
CALL BESSEL(MDO03,XX,SI2)
DO L=1,MDO3
bess=SI2(L)
ENDDO
TER2=0.
DO M=-MD02,MD02
IF (M.EQ.0) GO TO 10
TER2 = TER2-((SI2(abs(M))**2)*P/(((M-1)*W + 0)
&x*x2)) * (1+3*qx(KT/ME)/((M-1)*W + 0)**2)
10 CONTINUE
ENDDO
TER2=(WPE**2) *TER2
funcd=1+TER2
END

Utilizando essas fungoes, o programa principal para obtencao de £2(¢g) (chamada sim-

plesmente de root) é extremamente simples

program testartsafe

INTEGER MDO,q

REAL XX1,XX2,ACC,RTSAFE

open (unit=20,file=’ress.dat’,status=’unknown’)

WRITE(*,%*)’INFORME A ORDEM DA BESSEL (M=1 -> m=0)’

READ (*,*) MDO

WRITE(*,*)’INFORME 0S LIMITES DE OMEGA’

READ (*,*) XX1, XX2

WRITE(*,*) °INFORME A PRECISAQ’

READ (%, %) ACC

DO g=100,20000,100
root=rtbis(q,MDO,XX1,XX2,ACC)
WRITE(20,*) q, root

ENDDO

END
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Note que os valores de q sao varridos de 10? a 2 x 10* com intervalos de 102. Nao
tomamos ¢ = 0 para evitar uma divisao por zero na relacao de recorréncia da subrotina
BESSEL. Para construir as curvas apresentadas no Capitulo 3, tomamos um precisao

ACC =1, equivalente a 10~ da ordem de grandeza das frequéncias calculadas.

B.2 Método de Newton-Raphson

Para testar nossos resultados, usamos outro método de resolugao da equacao (B.2).
Escolhemos um método com boa convergéncia dos resultados: o método de Newton-

Raphson.

Para encontrar a raiz de uma fungao f(z) usando Newton-Raphson, precisamos co-
nhecer, além da prépria fungao, sua derivada f’(x) em pontos arbitrarios. Este método
surge de uma simples ideia geométrica: conhecendo o valor de f e de f’ em um ponto z;,
podemos estender a linha tangente ao ponto x; até cruzar o zero de f. Determinamos o
proximo ponto da iteragao x; 41 na abcissa do ponto de cruzamento da linha tangente com

o zero de f (Ver a Figura 15). Geometricamente, esse é o método de Newton-Raphson.

ftx)

_/

Figura 15: Ilustragdo do método de Newton-Raphson. A derivada é extrapolada para
encontrar a proxima estimativa da raiz.

Para a construcao do cédigo, notamos que o método resulta de uma expansao em
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séries de Taylor de f(z) em torno de um ponto em sua vizinhanca. Seja

f(x+5)%f(x)—l—f'(a:)é—i—%(x)(SQjL... (B.5)

Se § é pequeno o suficiente e f(x), uma fungao bem comportada, podemos usar apenas

os termos lineares em 4. Logo, a condi¢ao f(z + d) = 0 nos fornece

f(z)
0=— ) :

A uma distancia € de x, temos

flx+e) = f(x) —i—f’(x)e—{—@gjt...

fllate) = f@)+ f(@)e+... (B.7)
Usando (B.6), sabemos que

Tiy1 = T — %, (B8)
logo

Eit1 = Ei — .
i+1 K3 f/ (],‘Z)

Assim, se uma solucdo tentativa x; difere da raiz por ¢;, podemos usar (B.7) para
expressar f(x;) e f'(x;) em termos de ¢; e das derivadas da prépria raiz. Isto resulta em
uma relacao de recorréncia para os desvios das solucgoes tentativas da forma

"
> [ (@)
Eigl = — € o B.10
i+1 2 2f/ (x) ( )
Mostramos, entao, que o método de Newton-Raphson tem convergéncia quadratica.

Portanto, é bastante eficiente para func¢oes cujas derivadas podem ser avaliadas facilmente

(que &, felizmente, o caso de (2.95)).

Baseados no cédigo da referéncia [39], construimos uma sub-rotina em linguagem
FORTRAN para o método descrito acima. Precisamos, como parametros de entrada,
do nimero de onda q fixado, do valor de truncmento de m (MDO2), dos limites x1 e
x2 do intervalo contendo a raiz e da precisao desejada (xacc); o tnico valor de saida da

sub-rotina é a estimativa final da raiz. A sub-rotina fica assim construida

Subroutine rtsafel(q,MD02,x1,x2,xacc,rtsafe)



Real rtsafe,x1,x2,xacc,q

Real df,dx,dxold,f,fh,fl,temp,xh
Integer MAXIT, j

Parameter (MAXIT=1000000)

CALL AFUNCD (MDO2,Q,X1,FL,DF)
CALL AFUNCD (MD02,Q,X2,FH,DF)
write(*,*) ’aqui!!!’
if ((fl.gt.0..and.fh.gt.0).or.(f1.1t.0..and.fh.1t.0)) pause
if (fl.eq.0.) then
rtsafe=x1
return
else if (fh.eq.0.) then
rtsafe=x2
return
else if (£f1.1t.0.) then
x1=x1
xh=x2
else
xh=x1
x1=x2
endif
rtsafe=0.5*(x1+x2)
dxold=abs (x2-x1)
dx=dxold
CALL AFUNCD(MDO2,Q,RTSAFE,F,DF)
do j=1,MAXIT
al=((rtsafe-xh) *df-f)*((rtsafe-x1)*df-£f)
a2=abs(2.0%f)
a3=abs(dxold+df)
if(al.gt.0..0or.a2.gt.a3) then
dxold=dx
dx=0.5*(xh-x1)
rtsafe=xl+dx

if (xl.eq.rtsafe) return

75
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write(*,x)’chegou’
else
dxold=dx
dx=f/df
temp=rtsafe
rtsafe=rtsafe-dx
if (temp.eq.rtsafe) return
endif
if (abs(dx).lt.xacc) return
CALL AFUNCD(MDO2,Q,RTSAFE,F,DF)
if (£.1t.0) then
xl=rtsafe
else
xh=rtsafe
endif
enddo
return

END

A sub-rotina afuncd deve retornar o valor da func¢ao (FN) e de sua derivada (DF) em
um ponto dado como pardmetro de entrada (O). Os valores de MDO2 e de q também
devem ser parametros de entrada para afuncd. E);stﬁmﬂ obter a derivada de (2.95)

analiticamente. Portanto, a sub-rotina afuncd é construida da seguinte forma

SUBROUTINE AFUNCD(MD02,q,0,FN,DF)
PARAMETER (WPE=6.E11, W=6.el11, KT=1.6E-19,
&ME=9.109e-31,ecamp=10., e=1.602e-19)

REAL q,FN,XX,TER2,0,SI2

REAL ME,WPE,P,W,KT,ecamp

dimension SI2(25), A(25)

INTEGER MD02,q,MD0O3

GZERO= (e*ecamp) / (ME* (W**2) )
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Energia da radiacgdo

EG=((ex*2)* (ecamp**2) ) / (4*ME* (Wk*2) )
P=exp (-EG/ (KT))

Argumento da Bessel

XX=q* (GZERO)

CALL BESSEL(MD03,XX,SI2)

DO L=1,MDO3

TER2=0.

DF=0.

DO M=1, MDO2

TER2=TER2 - (SI2(M)**2)*P/(((M-1)*W + 0)*%2)

DF=DF + (SI2(M)#**2)*P/(((M-1)*W + 0)*x3)
ENDDO
TER2=(WPE**2) *TER2
DF=2* (WPE**2) xDF
FN= 1 + TER2
END

O programa principal assume, entao, a forma

program testartsafe

INTEGER MDO,q

REAL XX1,XX2,ACC,RTSAFE

open (unit=20,file=’ress.dat’,status=’unknown’)

WRITE(*,*)’INFORME A ORDEM DA BESSEL (M=1 ->m=0)’

READ(*,*) MDO

WRITE(*,*)’INFORME 0S LIMITES DE OMEGA’

READ (*,*) XX1, XX2

WRITE(*,*) ’INFORME A PRECISAQ’

READ(*,*) ACC

DO g=100,20000,100
root=rtbis(q,MD0,XX1,XX2,ACC)
WRITE(20,*) q, root

ENDDO

END

7
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Novamente, a preicsao usada foi de ACC = 1.

Os resultados de ambos os métodos coincidiram ponto a ponto. As duas curvas

(correspondentes a cada um dos métodos) estao plotadas na Figura 4.
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APENDICE C - Obtencdo do operador
unitdrio (2.54)

Para a resolucao da equacgao de Schrodinger para um elétron na presenca de um campo

de radiacao, supusemos uma funcao de onda da forma
(0) _
wk (I’, t) - U(I)(I',t), (Cl)
onde a fungao de onda ®(r,t) corresponde ao elétron livre e o operador unitério U é da

7= eap (a0 ) e (150 p) ean (3a10)). (€2)

onde a(t) é o gerador de translacao de momento, 5(t) é o gerador de translacao espacial

forma

e n(t) é um fator de fase [1].

Para obter a expressao (2.54) a partir dessas defini¢oes, notamos que

() i (da s dn) B t)+UM. (C.3)

o n\ad T aPTa ot

Por hipétese, %((m (r,t) deve ser solucao da equagao de Schrodinger

(0)
HyO(r, 1) = in2% (01 air’ 2] (C.4)
com o Hamiltoniano dado por
1 2
H= o (p—eA(t))". (C.5)
Usando (C.3) e (C.5) em (C.4), temos
B dov ag dn . 0P(r, 1)
HU®(r,t) = (dt r+dt p+dt><b(r,t)+U@h 5 (C.6)
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Multiplicando esta tltima expressao por U™, vemos que

da dﬁ dn
— 2 e —_
o (bp+a AP0 = - (5 -0+ )+ ) 0(e) + Hud(r)
(C.7)
sendo que
i)
Hod(r, 1) = in22E:1). (C.8)
ot
Isolando Hy em (C.7), obtemos
Hy = p’ 41 (0 — eA(1)2 + (o — eA(t))
2me Qme me
da dp dﬁ dn
T T T P dt Ot g (€9

Queremos encontrar as fungoes «(t), 5(t) e n(t). Para tal, notamos que os termos
lineares em p e em r devem ser nulos, uma vez que o primeiro termo do lado direito da
equagao (C.9) ja corresponde ao Hamiltoniano do elétron livre Hy. Assim, precisamos

resolver o sistema

do
= =0, (C.10)
dp
ds dn _
_4r gy T T o (a —eA(t)? =0 (C.12)

para obter os geradores que compoem o operador unitario U.

Usando (2.49), reescrevemos o sistema de equagoes acima

da

E = O, (C.l?))
31 E N
= + E(a —e (;Sm(wt)) x) =0, (C.14)
dﬁ dn 1 E N2
“a U a am, e (Zsm(wﬂ) == (e

Da equagao (C.13), vemos que «(t) deve ser uma constate. A escolha desse valor é
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feita arbitrariamente. Portanto, podemos tomar

a=0. (C.16)

Usando este resultado na equacao (C.14), vemos que

dp, _ dp.

e (C.17)

enquanto que a componente em x desta equacao nos da

by _ cb sen(wt). (C.18)

dt MW

Novamente, as componentes de [3(t) nas dire¢oes y e z sdo constantes arbitrarias.

Integrando a equagao (C.18), temos

Bo = ok [1 — cos(wt)]

Mew?

By = B.=0 (C.19)

Usando as solugoes (C.16) e (C.19), a equagao (C.15) assume a forma

dn e?E?
E = —m56n2<wt), (C20)
que ¢ integravel e resulta em
e?E? e?E?
=g stt g3 sen(2wt). (C.21)

Substituindo os resultados em (C.2), temos, finalmente, o operador unitario dado por

U =exp (—%271wt> exp(ivoks(1 — cos(wt)))exp (%%sen(th)) ) (C.22)

onde vy = eE/m.w? e v, = €2 E?/8m w3,



