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RESUMO

ANALISE NAO-LINEAR DE PORTICOS PLANOS UTILIZANDO UMA
FORMULACAO CO-ROTACIONAL E PLASTICIDADE POR CAMADAS

Autor: Sebastiio Simao da Silva
Orientador: William Taylor Matias Silva, Dr. Ing.
Programa de Pés-Graduaciao em Estruturas e Construcao Civil

Brasilia, marco de 2011

Neste trabalho realiza-se uma analise nao linear de pdrticos planos utilizando uma
formulacao co-rotacional e plasticidade por camadas. Discretiza-se os porticos planos com
elementos de viga 2D de Euler-Bernoulli, de Timoshenko e de Euler-Bernoulli com
acoplamento entre esfor¢os axiais e de flexdo. Obtém-se o vetor de forcas internas e a
matriz de rigidez tangente desses elementos utilizando o principio dos trabalhos virtuais.
Adota-se um modelo de elastoplasticidade unidimensional com endurecimento isotrdpico
para descrever as relagdes constitutivas do material. Faz-se uso da quadratura de Gauss
para integrar este modelo constitutivo bem como para obter o vetor de forcas internas e da
matriz de rigidez tangente dos elementos de viga 2D. As trajetorias de equilibrio sdo
fornecidas através de uma andlise incremental iterativa baseada no método de Newton-
Raphson combinado com uma técnica de comprimento de arco (arc-length). As solugdes
numéricas obtidas neste trabalho foram confrontadas com as encontradas por outros
autores na literatura ficando comprovado o bom desempenho da formulacao

implementada.

Palavras chave: Analise nao linear de estruturas; Formulagao co-rotacional; Plasticidade

por camadas; Método dos elementos finitos.
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ABSTRACT

NONLINEAR ANALYSIS OF PLANE FRAMES USING A CO-ROTATIONAL
FORMULATION AND PLASTICITY BY LAYERS

Author: Sebastido Simao da Silva
Supervisor: William Taylor Matias Silva, Dr. Ing.
Postgraduate Program in Structure and Civil Construction Engineering

Brasilia, march of 2011

The purpose of this work is to perform a nonlinear analysis of plane frame structures using
a co-rotational formulation and a layered plastic modeling. The plane frame is discretized
with 2D beam elements. The main objective is to compare three different local elasto-
plastic elements. Plasticity is introduced by rate-independent one-dimensional model with
isotropic hardening. Numerical integration over the cross-section is performed for obtain
the internal force vector and tangent stiffness matrix of these elements. At each integration
point, the return-mapping algorithm is used for integration of the constitutive equations. A
some examples are used in order to assess the performances of the elements and the path-

following procedures.

Key words: Nonlinear analysis of structures; Co-rotational formulation; Plasticity in

layers; Finite element method.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

1.1 MOTIVACOES

Neste capitulo descreve-se as consideragdes iniciais sobre os conceitos de nao linearidade
fisica e geométrica, os objetivos que norteiam o presente trabalho, a metodologia aplicada,

bem como, a organizagdo dos capitulos subsequentes.

De acordo com Felippa (2001) a analise estatica linear lida com problemas cujas respostas
no sentido causa-efeito sao lineares. Dessa forma, se dobrassemos as forcas aplicadas, os
deslocamentos e tensoOes internas na estrutura também dobrariam. Ainda de acordo com o

citado autor, problemas fora desse dominio sdo classificados como nao lineares.

A anélise linear-elastica, que considera uma relagdo linear entre tensdes e deformagdes
(linearidade fisica) e entre deformacgdes e deslocamentos (linearidade geométrica), ¢ muito
importante e ainda a mais utilizada devido a grande gama de situagdes que esta
compreende, maior simplicidade de aplicacdo e ao fato de que o seu conhecimento ja se
encontra consolidado. Entretanto, uma das dificuldades da andlise linear ¢ sua inaptidao em
refletir o real comportamento de estruturas menos comuns, sob condi¢gdes de carregamento

nao ordinarias ou ainda proximas ao colapso.

Hé uma tendéncia crescente das normas atuais de se incorporar, direta ou indiretamente, os
efeitos das ndo linearidades nos projetos. Isto se d4& em detrimento dos vertiginosos
avangos dos materiais e recursos computacionais empregados na engenharia, os quais t€ém
possibilitado a construgdo de estruturas cada vez mais altas, esbeltas, flexiveis e com
aplicacdes que levam as mesmas a funcionarem sobre variados tipos e intensidades de
solicitacdes. Esses fatores fazem com que as estruturas estejam sujeitas a grandes
mudangas de forma e/ou trabalhando com seu material em condigdes para as quais o
emprego das leis de Hooke ndo mais se justifica. Nesse contexto, a analise nao-linear fisica

e geométrica tem grande aplicabilidade na engenharia estrutural, ja que possibilita o



conhecimento da capacidade resistente remanescente, depois da andlise ultrapassar os

pontos criticos e/ou atingir deformagdes inelasticas finitas.

Para Menin (2006), na andlise nao-linear geométrica utilizando o método dos elementos
finitos (MEF), trés diferentes tipos de descrigdes cinematicas t€ém sido amplamente
utilizadas: descri¢do lagrangiana total (LT), descri¢do lagrangiana atualizada (LA) e
descri¢do co-rotacional (CR). Na primeira, as equacdes do MEF sdo formuladas em relagdo
a uma configuracao de referéncia fixa que, em geral, ¢ a propria configuragdo inicial
assumida pela estrutura. A segunda descrigdo caracteriza-se pelo fato de que a
configura¢do de referéncia ¢ mantida fixa durante o processo iterativo porém, atingido o
equilibrio, os esforgos internos e deformagdes passam a ser definidos a partir daquela nova

configuragdo de equilibrio. Por fim, a descri¢do co-rotacional estd baseada na separacao

explicita entre os movimentos de corpo rigido e deformacionais.

A ndo-linearidade fisica, por sua vez, esta diretamente relacionada ao comportamento
mecanico dos materiais constituintes da estrutura. Neste tipo de andlise torna-se necessario,
portanto, o conhecimento do comportamento dos materiais para que se possa definir um

modelo a ser utilizado na analise computacional.

Quando a resposta do so6lido que constitui a estrutura ¢ elastica, apds cessada a carga o
corpo ndo apresenta deformagdes residuais. As deformagdes que ocorrem sdo reversiveis
no nivel atdmico. Os efeitos dessas deformacdes sao observaveis numa escala
macroscopica, resultantes da variagdo do espaco interatdmico para balancear as cargas
externas, ¢ também dos movimentos reversiveis de deslocamento. Ja4 quando a resposta ¢
plastica, apos cessado o carregamento a deformacdo ndo se desfaz, sendo portanto
irreversivel ou permanente, Owen e Hinton (1980), Chen e Han (1988) e Lemaitre e
Chaboche (1994). Essas deformacdes irreversiveis ocorrem no interior dos graos ou cristais
do material e soma-se a parcela de deformacao elastica. Correspondem ao deslocamento

atomico relativo que permanece apds a remocao da carga.

A teoria da plasticidade fornece leis e modelos capazes de descrever o comportamento da
relacdo tensdo-deformagdo para materiais que apresentam uma resposta elastoplastica

quando submetidos a carregamentos externos.



1.2  OBJETIVOS

O objetivo principal deste trabalho ¢ realizar uma analise nao linear de poérticos planos
utilizando a formulagdo co-rotacional e plasticidade por camadas. Discretiza-se o portico
plano com diferentes elementos de viga 2D. Utiliza-se 0 modelo matematico de viga Euler-
Bernoulli (C') sem o acoplamento dos esforgos axiais e de flexdo, a partir de agora
denominado elemento de viga Bernoulli; utiliza-se, também, o modelo anterior com
acoplamento entre os esforcos axiais e de flexdo, aqui denominado de elemento de viga
Bernoulli 2; por ultimo, faz-se o uso do modelo matematico de viga Timoshenko,
denominado de elemento de viga Timoshenko (C”). Utiliza-se o modelo de plasticidade
unidimensional bilinear com encruamento isotrdpico para integrar as tensdes normais ao
longo da altura da secao transversal, Simo e Hughes (1998). Neste trabalho adotam-se

secOes transversais retangulares.

Para validar a formulag@o proposta serdo comparadas as solugdes numeéricas obtidas neste

trabalho com as encontradas na literatura por outros autores.

1.3 METODOLOGIA

Para realizar as simula¢des numéricas com a formulagdo proposta neste trabalho serdo
implementados no programa de elementos finitos denominado 2D Beam_ f90 os elementos
de viga descritos no item anterior utilizando a descrigdo co-rotacional. Este programa foi
desenvolvido no ambito do Programa de P6s Graduacao em Estruturas e Construcao Civil
(PECC) da Universidade de Brasilia — UnB, pelos seguintes autores: Menin (2000),
Cortivo (2004) e Belo (2009).

Para simular a plasticidade por camadas foi utilizado um modelo de plasticidade
unidimensional com encruamento isotropico. Integra-se este modelo utilizando um
algoritmo implicito denominado na literatura de “return mapping”, Simo e Hughes (1998).
Para obter os esforgos seccionais, integra-se as tensdes normais, utilizando sete ou quinze

pontos de Gauss ao longo da altura da secdo transversal. Por outro lado, ndo se



implementou a plasticidade no elemento de viga Timoshenko. O mesmo requer esquemas

de integracdo para o estado plano de tensdo, tal qual apresentado por Crisfield (1991).

Para obter o vetor de forcas internas e a matriz de rigidez tangente dos trés elementos
acima descritos, utiliza-se o principio dos trabalhos virtuais. Os coeficientes destes vetores
e matrizes serdo obtidos analiticamente e por integracdo numérica empregando dois pontos
de Gauss ao longo do comprimento do elemento. Para evitar travamento por corte utiliza-

se apenas um ponto de Gauss no caso do elemento de viga Timoshenko.

Para obter a trajetoria de equilibrio nao-linear adota-se uma andlise incremental-iterativa

baseada no método de Newton-Raphson e na técnica do comprimento de arco (arc-length).

1.4 APRESENTACAO DO TRABALHO

Este capitulo introdutdrio apresentou um apanhado geral sobre a analise ndo-linear de
estruturas, bem como as justificativas, os objetivos propostos, e a metodologia utilizada no

desenvolvimento deste trabalho.

A seguir, o capitulo 2 apresenta um breve historico da formulacao co-rotacional aplicada

no contexto do método dos elementos finitos.

No capitulo 3 ¢ desenvolvida a formulagdo co-rotacional para elementos de porticos planos
discretizados através dos elementos de viga Bernoulli, Bernoulli 2 e Timoshenko. Ademais
obtém-se o vetor de forcas internas e matriz de rigidez tangente tanto analitica quanto

numericamente para esses elementos de viga.

O capitulo 4 ¢ destinado a descricdo do modelo matematico da plasticidade unidimensional
bem como o seu modelo numérico, a fim de mensurar a presenga de deformacgdes

inelasticas e sua influéncia no comportamento global.

No capitulo 5 serdo apresentados diferentes métodos para a resolucdo do sistema de
equacdes ndo-lineares, bem como, alguns métodos indiretos para a deteccao e classificagdo

de pontos criticos (limites ou bifurcagdo) e “turnings points”.

O capitulo 6 traz os exemplos numéricos analisados bem como a discussdo dos seus

resultados.



No capitulo 7 apresenta-se as conclusdes finais deste trabalho. Além disso, sdo apontadas

algumas sugestdes para trabalhos futuros.

No Apéndice A, mostra-se a deducao analitica completa dos vetores de forcas internas e
das matrizes de rigidez tangente dos elementos de viga propostos. Enquanto que no

Apéndice B, descreve-se a deducdo numérica dos entes matematicos mencionados.



Capitulo 2

HISTORICO DA DESCRICAO CO-ROTACIONAL

Na analise nao-linear geométrica utilizando o método dos elementos finitos (MEF), trés
diferentes tipos de descri¢des cinematicas tém sido amplamente utilizadas — Menin (2006).
Estas sdo: descricdo lagrangiana total (LT), descri¢do lagrangiana atualizada (LA) e
descri¢do co-rotacional (CR). Neste capitulo faz-se um breve levantamento historico da

descri¢ao co-rotacional.

Na descri¢ao lagrangiana total (LT) as equagdes do MEF sdo formuladas em relagao a uma
configuracdo de referéncia fixa, em geral, a propria configuracdo inicial assumida pela
estrutura. Assim, os deslocamentos calculados numa analise incremental, se referem a um

mesmo referencial fixo (origem).

A descricdo lagrangiana atualizada (LA) caracteriza-se pelo fato das equagdes do MEF
serem formuladas em relagdo a uma ultima configuracdo de equilibrio. Para tanto, a
configuracdo de referéncia ¢ mantida fixa durante o processo iterativo, dentro de um
mesmo passo de carga e, atingido o equilibrio, os esfor¢os internos e deformagdes passam

a ser definidos a partir daquela nova configuragao de equilibrio.

De acordo com Reddy (2004), a formulacdo co-rotacional tem origem no teorema da
decomposic¢do polar desenvolvido no ambito da Mecanica dos Meios Continuos. Esse foi
estudado pela primeira vez por Cauchy em 1827 (Truesdell, 1966) e, posteriormente, em
problemas geoldgicos por Biot (1965) e estabelece que a deformacao total de uma
superficie continua pode ser decomposta em movimento de corpo rigido e deformagio
relativa (Figura 2.1). Outros avancos desta descricdo cinematica se deram na industria

aeronautica e aeroespacial nas décadas de 50 e 60 do século passado.

A extensao da id¢ia utilizada na industria aeronautica para a analise nao-linear geométrica
de estruturas utilizando o MEF baseia-se numa idéia bastante simples: ao invés de se
utilizar um sistema de eixos unico para a estrutura como um todo, deveria ser utilizado um
sistema de eixos por elemento. Isto possibilita o atendimento de uma premissa bésica: que
os deslocamentos e rotacdes deformacionais do elemento sejam pequenos em relacao ao

sistema de eixos co-rotacionais. Caso esta hipotese ndo seja atendida por um elemento em



particular, o mesmo pode ser sub-dividido em mais elementos por meio de um refinamento
de malha. Como sdo excluidos os movimentos de corpo rigido trabalhando-se apenas com
a parte deformacional, existe a possibilidade do uso de elemento finitos lineares em

problemas envolvendo nao linearidade geométrica com esta descrigdo do movimento.

Configuracio
Configuracdo Cr co-rotacionada

deformada C

Configuragdo

indeformada

Movimento

deformacional

Movimento de
corpo rigido

Figura 2.1: Descri¢ao cinematica da formulagdo co-rotacional

Conforme apontado por Reddy (2004), o conceito da descrigdo cinematica co-rotacional
foi introduzido em um contexto do MEF com os trabalhos de Argyris (1965). Este foi o
precursor do conceito de decomposi¢cao do movimento, o qual foi inicialmente denominado
de “aproximacdo natural”. Wempner em 1969 também aplica a mesma idéia no estudo de
rotacdes finitas de cascas flexiveis. Belytschko e Hsieh (1973) usam a abordagem co-
rotacional em elementos finitos de viga submetidos a grandes rotagdes € propuseram um
método baseado em um sistema de coordenadas curvilineas denominadas “convected

coordinates”.

No ano de 1976, Oran estudou grandes deformacgdes e a analise da estabilidade de porticos
estruturais. Fraeijs de Veubeke (1976) desenvolveu uma formulagdo co-rotacional para a
analise dinamica de estruturas na industria acronautica, fazendo uso de um unico sistema

de eixos co-rotacionais para a estrutura como um todo - “shadow element”. Entretanto, este



trabalho estava mais voltado a uma solugdo analitica do problema, do que através de uma

formulagdo pelo MEF

A adogdo de um sistema de eixos para estrutura como um todo gerava uma série de
dificuldades, de modo que o conceito de configuracao fantasma (shadow) foi levado para o
nivel do elemento por varios pesquisadores, dentre eles Bergan e Horrigmoe (1976) e

Bergan e Nygard (1989).

O conceito de configuracao fantasma facilitou o entendimento da formulacao co-rotacional
e foi usado por varios autores para eliminar o movimento de corpo rigido de cada um dos
elementos e com a parte deformacional remanescente realizar-se o computo do vetor de
forcas internas do elemento. Todavia, as derivadas do vetor de for¢as internas ndo foram
utilizadas diretamente na montagem da matriz de rigidez tangente, o que conduziu a uma

perda de consisténcia.

Belytschko e Glaum (1979) introduziram o termo “co-rotacional” para se referir ao
movimento do sistema de coordenada local anexado ao elemento, e esta terminologia se

tornou a adotada na maior parte dos artigos publicados a partir de entdo.

Rankin e Brogan (1986) introduziram a formulacdo EICR — “Element Independent
Corotacional Formulation”, que foi posteriormente refinada por Rankin e Nour-Omid
(1988) e por Nour-Omid e Rankin (1991) e implementada no programa STAGS (Almroth
et al., 1979). A formulagao EIRC nao faz uso explicito do conceito “shadow element” na
obtencdo dos deslocamentos deformacionais, utilizando em vez disso operadores de
projecdo, processo bastante similar utilizado por Bergan e Nygard (1989). Estes autores
usaram a formulagdo co-rotacional diretamente para formar uma matriz de rigidez tangente

consistente.

A formulagao proposta por Nour-Omid e Rankin (1991) ainda apresentava restrigdes no
numero de grau de liberdade que poderiam participar na rotacao do sistema de coordenadas
do elemento e manter simultaneamente a consisténcia da matriz de rigidez tangente.
Haugen (1994) resolve este problema desenvolvendo um trabalho aplicado ao estudo de
cascas planas discretizadas por elementos triangulares e quadrangulares que apresentavam
o grau de liberdade de rotagdo torcional, combinando a natureza invariavel da formulagao

de Bergan e o equilibrio e a consisténcia da formulacdo de Rankin.

Crisfield (1990) apresentou uma formulacdo consistente para a andlise ndo linear

geométrica de porticos espaciais; Peng e Crisfield (1992) apresentaram uma formulagao



consistente para o estudo de estruturas de cascas, utilizando uma combinacao do elemento
triangular de membrana com deformagdes constantes e do elemento triangular de placa
com curvatura constante; Crisfield e Moita (1996) apresentaram um procedimento tedrico,
inicialmente voltado para o estudo de elementos finitos solidos e em seguida modificado

para abranger o estudo de vigas e pdrticos espaciais.

Rodrigues (2000) desenvolveu ferramentas numéricas para a analise estdtica ndo-linear
fisica e geométrica de estruturas reticuladas espaciais na exploragao de petroleo offshore.
A formulagdo co-rotacional para elementos de portico tridimensional com ndo linearidade
geométrica ¢ empregada para fornecer um tratamento preciso das rotacdes finitas. As técnicas
do controle de deslocamento, do comprimento do arco constante e do controle de
deslocamento generalizado sdo utilizadas para se obter a completa trajetoéria ndo-linear de

equilibrio e permitir a correta avaliagdo da carga limite ou de colapso.

De Souza (2000) apresentou uma formulagdo baseada no método das forgas para a andlise
inelastica e de grandes deslocamentos em porticos planos e espaciais, e sua implementagao
numérica consistente em um programa geral de elementos finitos. A idéia principal do
método ¢ a utilizagdo de fungdes de interpolacao de for¢a que satisfazem estritamente o
equilibrio na configura¢do deformada do elemento. O sistema de referéncia adequado para
estabelecer estas fungdes de interpolagdo de forca é um sistema de coordenadas basico sem
modos de corpo rigido. Neste sistema, o elemento de rigidez tangente ¢ nao singular e pode
ser obtido pela inversao da matriz de flexibilidade. A nao-linearidade geométrica ¢ tratada

empregando-se a formulag@o co-rotacional.

Battini (2002) implementou elementos finitos de viga numa formula¢do co-rotacional,
além de procedimentos numéricos que detectam pontos limites e de bifurcagdes, e que
obtém as trajetorias secundarias, para a analise de problemas de instabilidade elastica e

elastoplastica em estruturas bi e tridimensionais.

Alguns trabalhos de pesquisa que foram orientados no ambito do Programa de Pos-
graduacao em Estruturas e Constru¢ao Civil da UnB trataram da formulagdo co-rotacional

e/ou da nao linearidade fisica no ambito do MEF. Entre esses temos:

o Cortivo (2004) estudou problemas de nado linearidades fisica e geométrica de
estruturas de cascas finas, no dominio de pequenas deformagdes, adotando o
modelo elastoplastico por camadas baseado no critério de escoamento de von

Mises. Utilizou-se como ponto de partida a formulacao cinematica co-rotacional



CSSE (Consistent Simetrizable Self-equilibrated), o elemento finito de casca linear
elastico triangular de trés ndés ANDES (A4ssumed Natural Deviatoric Strain) e o
método de comprimento de arco. Como extensdo para acomodar a nao-linearidade
fisica (plasticidade), o autor adotou o modelo elastoplastico por camadas baseado
no critério de escoamento plastico de von Mises, tanto para materiais com
encruamento isotropico quanto para materiais perfeitamente plasticos. Cria-se ainda
um novo termo (termo de acoplamento entre as rijezas basica e de alta ordem) para
a matriz de rigidez material do elemento finito ANDES, através da derivagao do
vetor das forcas internas, termo este que tem grande influéncia na convergéncia

global do processo iterativo da analise.

o Menin (2006) aplicou a descri¢ao co-rotacional na analise ndo-linear geométrica de
estruturas discretizadas por elementos finitos de trelica, vigas e cascas. Avaliou-se
assim, o comportamento ndo-linear geométrico de diversas tipologias estruturais.
No estudo de trelicas e porticos planos, as equagdes de transformacdo que
permitem a separagdo dos movimentos de corpo rigido e deformacional puderam
ser obtidas de forma exata, considerando apenas argumentos puramente
geométricos. Para o caso de porticos espaciais e cascas, os deslocamentos
deformacionais foram obtidos utilizando operadores de projecdo. Métodos indiretos
como o parametro de rigidez CSP — Current Stiffness Parameter ¢ a alteracao do
numero de pivos negativos da matriz de rigidez foram capazes de detectar e
classificar com grande precisdo a ocorréncia de pontos criticos (limites ou de
bifurcacdo) e turning points. Na resolucdo do sistema de equagdes ndo-lineares e
obtencdo das trajetérias de equilibrio, foram implementados diversos métodos

combinados com o método de Newton-Raphson completo.

o Belo (2009) desenvolveu a formulagdo co-rotacional em elementos finitos de casca
para analises hiperelasticas. O autor avaliou o problema da nao-linearidade material
de estruturas submetidas a grandes deslocamentos e rotacdes. Elementos
bidimensionais derivados do contexto da formulacdo de deformagdo deviatoria
natural (ANDES), da formulacdo co-rotacional de elemento independente (EICR) e
do comprimento de arco sdo adaptados ao comportamento dos materiais

hiperelésticos.

Segundo Menin (2006), a descricdo cinematica co-rotacional € a mais recente das

formulacdes utilizadas na analise ndo-linear geométrica de estruturas e, em funcao disto,
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ainda ndo atingiu o mesmo nivel de desenvolvimento da formulagdo lagrangiana e,

consequentemente, uma grande variedade de assuntos ainda pode ser pesquisada.

Para Felippa (2001), a formulacdo lagrangiana total (LT) ainda ¢ a formulagdo mais

utilizada atualmente, ao passo que o interesse pela formulagao lagrangiana atualizada (LA)

vem decaindo bastante e sendo substituida pela formulagao co-rotacional (CR).

Conforme apontado por Menin (2006), dentre as principais vantagens da formulagdo co-

rotacional em relacdo a formulagdo lagrangiana pode-se destacar:

©)

Eficiéncia no tratamento de problemas envolvendo grandes rotagdes e pequenas
deformacdes, lembrando que este assunto estd associado a uma grande variedade de
problemas praticos de engenharia estrutural, sendo particularmente importante em
estruturas aeroespaciais;

Permite a reutilizacdo de bibliotecas de elementos finitos lineares pré-existentes,
em uma analise ndo-linear geométrica de estruturas, em especial, se a formulacao
EICR for empregada.

Facilidade no estudo de nao-linearidades materiais, caracterizadas por pequenas
deformacdes, juntamente, com nao-linearidades geométricas.

Facilidade de adaptag@o ao estudo de elementos estruturais com graus de liberdade
de rotagdo (vigas, placas e cascas) submetidos a grandes rotagdes, lembrando que
tais elementos sdao razoavelmente complicados de serem estudados com descri¢des
cinematicas lagrangianas.

Facilidade de interface com programas envolvendo multibody dynamics (MBD).

Ainda de acordo com o autor antes mencionado, dentre as desvantagens dessa descri¢do

cinematica do movimento, se enumeram:

©)

O

o

A formulacao co-rotacional ndo ¢ vantajosa no estudo de problemas envolvendo
grandes deformacdes plasticas.

Pode levar a uma matriz de rigidez tangente ndo simétrica para elementos com
graus de liberdade de rotagdo no espaco. Entretanto, conforme ja foi apresentado
por um grande numero de pesquisadores, pode-se utilizar processos de simetrizagao
sem prejudicar os resultados finais ou mesmo o grau de convergéncia da solugao.
Envolve formulagdes matematicas mais complexas na avaliagdo dos graus de

liberdade de rotagao.

11



o A formulagdo ¢ eficiente somente para o caso de elementos finitos com geometria
inicial simples: elementos de treligas e vigas contendo dois nds e elementos de
placas ou cascas contendo trés ou quatro nds. Para elementos com geometrias mais
complexas, o nivel de dificuldade aumenta. Felizmente, os elementos com
geometria mais simples sdo, geralmente, os elementos utilizados com maior

frequéncia na analise ndo-linear geométrica de estruturas.
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Capitulo 3

FORMULACAO CO-ROTACIONAL DE PORTICOS PLANOS

3.1 INTRODUCAO

Neste capitulo demonstra-se por meio do principio dos trabalhos virtuais a formulacao
matematica da descrigdo co-rotacional para um elemento de viga qualquer que se
movimenta no plano. Além disso, ¢ apresentada a obten¢do analitica e numérica dos
vetores de forca internas f, e das matrizes de rigidez tangente K, local dos elementos
finitos de viga Bernoulli, Bernoulli 2 e Timoshenko. A deducdo pormenorizada desses

entes matematicos ¢ exibida nos Apéndices A ¢ B.

Uma vez que a energia de deformagao elastica ¢ um polindmio de segunda ordem no eixo
X, com o intuito de se obter a solucao exata da integragdo, usou-se dois pontos de Gauss
ao longo do eixo dos elementos de viga que adotam as hipdteses de Bernoulli. Suas

posigdes localizam-se no intervalo 0<x <L e, juntamente com seus pesos, sao dadas

X, zé(l—%j; (éj e (3.1a)

L (L
x2—2(1+\/§j,(2j. (3.1b)

De acordo com Battini (2002) a adogao de um niimero de pontos de Gauss maior que dois

respectivamente por:

ao longo do eixo da viga poderia aumentar a precisdo no caso elastoplastico, porém

mediante algum custo computacional.

Os nuimeros de pontos de Gauss empregados ao longo da altura da se¢do transversal, tal
qual considerado por Battini (2002), foram sete e quinze. As posig¢des dos pontos de Gauss
ao longo do eixo do elemento e sobre a altura da secdo transversal, bem como uma
configuragdo tipica das deformagdes e tensdes que se desenvolve durante o processo de

integracdo numérica, € ilustrado na Figura 3.1.
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Figura 3.1: Aspecto das deformagdes (a) e das tensdes (b) nos pontos de Gauss (2 ao longo

do eixo do elemento e, 7 ou 15 sobre a altura 4 das se¢des transversais).

Com o intuito de evitar travamento por cisalhamento (shear locking) no elemento de viga
Timoshenko, obtém-se as expressdes para o vetor de forcas internas e matriz de rigidez
tangente integrando a expressdo dos trabalhos virtuais em um ponto localizado no centro

do seu comprimento.

Nas equagdes deste capitulo o moédulo de Young serda denotado por E=FE no ambito

elastico e £ = E, no ambito elastoplastico conforme mostra-se na Figura 3.2.

g

A

oy [——

Ey

>

Figura 3.2: Lei bilinear elastoplastica. Fonte: Battini (2006).
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A formulacdo co-rotacional descrita a seguir ¢, a apresentada em Battini (2002) que se
diferencia da exibida em Crisfield (1991), onde diferentes definigdes de deslocamentos

locais foram usadas.

3.2 DESCRICAO CINEMATICA

Na Figura 3.2 apresenta-se as coordenadas dos nds 1 e 2 no sistema de coordenadas

global (x,z), (x,,z,), (x,,2,). O vetor de deslocamento global ¢ definido por:

(3.2)
N
X
Figura 3.3: Formulacao co-rotacional — cinematica da viga.
Por outro lado, o vetor de deslocamentos locais ¢ dado por:
= =T
w={w 6 0, . (3.3)
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As componentes de u, podem ser calculadas através das seguintes equagdes,

=1 -1, (3.4a)
0=0-a e (3.4b)
0,=0,-a (3.4c)

Nas equagdes acima /, e / denotam os comprimentos inicial e atual, respectivamente.

Apos se fazer simples relagdes trigonométricas podem-se reescrevé-las como,

I, = [(x2 %) =(z,-7) }A e (3.5a)

/ :[(xz+u2—xl—ul)z—(zz+w2—zl—w1)2} (3.5b)

onde « denota a rotagdo de corpo rigido. Esta pode estar relacionada trigonometricamente

por

sena =c,s—S,c € (3.6a)

CosSQa =C,C+ 5,8 (3.6b)

as quais, apos desenvolvidas chega-se a:

¢, =cos S, :%(xz—xl), (3.7a)
s, = senp, =i(z2 -z), (3.7b)
c:cosﬂ:%(x2+u2—xl—ul) e (3.7¢)
S=sen,6’=ll(zz+w2—zl—wl). (3.7d)

n

Assim, para um |a| <, a ¢dado por:
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a =sen”' (senat) se sena >0 e cosa >0,
a=cos ' (cosa) se sena >0 e cosa<0, (3.8)
a =sen” (senat) se sena <0 e cosa>0 e

a=—cos ' (cosa) se sena <0 e cosa<0.

3.2.1 Deslocamentos virtuais

Diferenciando-se as Equagdes (3.4) obtém-se os deslocamentos virtuais locais,

ou =c(Suy—ou,)+s(dw,—ow)={-c —-s 0 ¢ s 0} u,, (3.9a)
56, = 66, — ot = 56, — 5 (a=p-p,) e (3.9b)
56, = 56, —da = 56, — 5 . (3.9¢)

Por outro lado, df pode ser calculada pela diferenciacao de (3.7d)

5182%[(5”}2_5W1)ln_(ZZ+W2_ZI_W1)5I’1:|’ (3.10)
c

n

onde o/ = ou ¢ dado por (3.9a). Usando (3.7d), a expressdo de 5f torna-se

opB :%[(5WZ —6w)1, —sc(Su, —Su, ) —s* (Sw, —5W1)} , (3.11)

c

n

a qual, apds simplificacdes, produz

5,6’:—{—0 -s 0 ¢ s 0}§ug. (3.12)

Desta forma, a matriz de transformacao B ¢ definida como,
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ou=Bdéu, (3.13)
e dada por,

-c -5 0 ¢ s 0
B=|-s/l, c/l, 1 s/l —/l, 0] . (3.14)
—s/l, ¢/l 0 s/l, —c/l, 1

3.2.2 Vetor de forg¢as internas

A relag@o entre o vetor de forgas internas local f, e global f, € obtida pela equagéo dos

trabalhos virtuais nos sistemas local e global
Vzéugfgzéu,’flzéu;BTf,. (3.15)

A equag@o (3.15) deve ser aplicada a um & u, arbitrario, e assim, o vetor de forgas

internas global f, ¢ dado por
f, =B" f, , (3.16)

no qual o vetor de forgas internas local f,={N M, M,}" depende da defini¢io do

elemento finito de viga especifico empregado.

3.2.3 Matriz de rigidez tangente
A matriz de rigidez tangente global K, definida por
o f,=K,0u, (3.17)

¢ obtida pela variacdo de (3.16)
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5 f,=B" S f;+NS b+M, 5 b+ M, 5 b,. (3.18)

Na equagdo anterior, b, é, por exemplo, a segunda coluna de B" . As seguintes notagdes

sdo introduzidas,

T

r:{—c -s 0 ¢ = 0} e (3.19)

7= {s - 0 -5 ¢ O}T , (3.20)
as quais por diferenciagdo tornam-se,

or=zo f e (3.21a)
0z=-rop. (3.21b)

As equagdes (3.9a) e (3.12) pode ser reescrita como,

su=51=r"s u, e (3.22a)
1

5[3 = zT l_ 5 llg. (322b)

Introduz-se expressodes auxiliares,
b=r (3.23a)
b,={0 01 0 0 o}T—zll e (3.23b)
b,={0 0 0 0 0 1}T—zli, (3.23c)

as quais diferenciadas produzem,

ZZT

5b1=5r=l—5pg e (3.24a)

n
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(3.24b)

g

0b=0b=——09z7+z é;” Z%(rszLer) ou

O primeiro termo na equacao (3.18) ¢ calculado pela introducdo da matriz de rigidez

tangente local K,, a qual depende da defini¢do do elemento.
0 fi=K,6u =K BdSu,. (3.25)

Finalmente, de (3.17), (3.18), (3.24a), (3.24b) e (3.25), a expressdo da matriz de rigidez

tangente global torna-se,

K,=B" K, B +lﬁ zzT+li2 (r" +2r™) (M, +M,) (3.26)

n n

As equagdes (3.16) e (3.26) acima ddo as relagdes entre os valores das forgas internas f, e
matriz de rigidez tangente K, locais e os valores destes entes em coordenadas globais, f,
¢ K, . Estas relagdes sdo independentes da defini¢do local do elemento adotado sendo,

portanto, validas para os trés elementos de viga supracitados que tem suas formulagdes

apresentadas a seguir.

3.3 ELEMENTO DE VIGA BERNOULLI

3.3.1 Definicao

Este elemento ¢ baseado na teoria classica de viga, usando-se uma interpolagdo linear para
os deslocamentos axiais u e cubica para os deslocamentos verticais w. Estas sdo dadas

como.

u=—u e (3.27a)

2 2 2
w:x(l—fJ 5&%(1—1) 8,. (3.27b)
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De acordo com a hipdtese de Bernoulli, a curvatura k e a deformacdo ¢ sdo definidas por,

o*w 4  x\= 2 x)\=

k= =|-——+6= |6 +|——+6— |6, ¢ 3.28a
ox’ (L LZJI(L szz ( )
Ox L L L L L

3.3.2 Obtenc¢ao analitica do vetor de forcas internas locais

As forgas internas locais sdo calculadas usando-se as seguintes hipoteses: definicdo de
deformacdo linear de Bernoulli; relagdo constitutiva linear elastica e; o principio dos

trabalhos virtuais. Este ultimo € expresso por:

v = [ odedv = Nou + M,56, + M, 50,, (3.29)

o qual pela introdu¢do de (3.28b) torna-se

ou 4 X\ om 2 X\ om
V:!J{T+Z(Z—6Ej5ﬁl+Z(Z—6Ej5ﬂz}d\). (3.30)

Através da Equacdo (3.30) chega-se as forcas internas locais, as quais sdo dadas por,

(e
N=[Za 3.31
!L v (331a)
4 X
MIZ_[O'Z —=6— v (3.31b)
2 X
Mzzlaz S v (3.31¢)
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Uma integragdo das expressdes anteriores sobre o volume do elemento considerando
rigidez a axial (EA) e a flexdo (£]) constantes ao longo do eixo-x produz coeficientes mais

simples para o vetor de forcas internas, o qual ¢ dado por:

EA _
—Uu
N h
fi=4M, = ?(4§1+2§2) . (3.32)
0
Yl gy
1—(492+291)
0

3.3.3 Obtencao analitica da matriz de rigidez tangente local

As mesmas hipoteses adotadas na aquisicdo do vetor de forgas internas sdo tomadas. A

diferenciagdo da tensdo o produz
Sc=ESc=E 5—“+z(i—612j56_3+z(3—612j5§2 . (3.33)
L L L L L

A matriz de rigidez tangente local K, ¢ obtida pela diferenciagdo da equacdo (3.31)

SN = % j sodv (3.34a)

sM, = 5az(i—6ijdv e (3.34b)
g L T

SM, = 502(3—6ijdv. (3.34¢)
) L T

o qual, com o auxilio de (3.33) fornece:

N 1
. :g:?jEdv (3.35a)

v
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2
K, =M - [E (i_61j v (3.35b)

00, L I
M, . .(2 _xY
Ks=7a _!Ez (2—6?j dv, (3.35¢)
k=N oM _1 Ez(i_éizjdv, (3.35d)
06, ow L \L L
Kk, =N _ oM, :lez(g—6%jdv, (3.35¢)
00, o LI \L L
Ky =20 O (i_6i2j(3—6i2jdv, (3.350)
0, a6, 4 L rNL L

K21 :Klz > K31 :K13 ¢ K132 = K123'

A integracdo das Equacgdes (3.35) sobre o volume do elemento considerando rigidez a axial
e a flexdo constantes ao longo do eixo-x produz coeficientes mais simples para a matriz de

rigidez tangente, a qual tem sua forma final dada por:

£y )
ly
K,=| 0 4IE[ 2ZE1 (3.36)
0 0
o AEL AEI
L 10 10 i

3.3.4 Obtenc¢ao numérica do vetor de forcas internas

Integrando numericamente as Equagdes (3.31) com o uso de dois pontos de Gauss ao longo

do eixo-x temos,

v=1l [oda + [ od4, (3.37a)
2 4 4,
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M, = 341 [ orzda +#jazd/12 (3.37b)
4 A

M, = 31 [ rzda, - \/32” [ ozda, (3.37¢)
4 4,

Finalmente, uma nova integracdo numérica ¢ efetuada ao longo da altura da secdo
transversal do elemento de modo a se obter os mesmos coeficientes, porém do mesmo
formato que se implementou no programa 2D beam nl.f90. Uma transformagdo de
coordenadas ¢ realizada com a finalidade de se trabalhar com coordenadas naturais. O
Quadro 3.1 mostra o algoritmo programado, onde se pode perceber que as tensdes sao
preliminarmente calculadas no ambito eldstico e, caso estas violem determinadas
condi¢des de admissibilidade do material, um rotina que considera a elastoplasticidade ¢
requisitada para solucionar o problema. O fenomeno da elastoplasticidade unidimensional
¢ tratado de forma detalhada no capitulo 4, e em maior profundidade em Simo e Hughes

(1998).

N=0
M, =0
M,=0

faca i=1, nimero de pontos de Gauss

h .
ZZEng(l)
& =%+§[(1+\/§)§1 +(\/§—1)_2J
& =%+§[(1—\/§)§1 —(1+\/§)§2J

caso eldstico: o, = Eg,

Lot . : 13 9 L3
caso elastoplastico: chamar algoritmo “return mapping” — o,
caso elastico: o, = E¢,

caso elastoplastico: chamar algoritmo “return mapping” — o,

N:N+%(0'l ><bxg><wg(i)+0'2 xbxgxwg(i))

M, :Mﬁ—ﬁ(o—l xszxﬁxwg(i))+l_\/§(02xszxﬁxwg(i)j
2 2 2 2
M,=M, +£[o]xszxﬁxwg(i))—l+\/§(0'2xszxﬁxwg(i)j
2 2 2 2
fim faca

Quadro 3.1: Algoritmo implementado para obtengcdo numérica do vetor de forgas internas
local — Elemento de viga Bernoulli.



No Quadro 3.1, pg(i) denota a coordenada do i-ésimo ponto de Gauss e wg(i) seu

respectivo peso.

3.3.5 Obtenciao numérica da matriz de rigidez tangente

Aplicando a quadratura de Gauss nas Equagdes (3.35) com a adocdao de dois pontos de

Gauss na direcao do eixo do elemento finito se obtém os coeficientes da matriz de rigidez

tangente, os quais sao dados por:

1 . .
K, :EL[]EdA1+;[EdA2} ,

G) G-1)
Kn:% J Ezszl+% [ E2da,
2 2
K33:MjEsz+@jEszz,
3“; By,

4 4,

J' 3+1jEdAz,

A4

A

j EZ*dA, +— j Ez*dA,

K, =K

21

n > Ky =K e Ky, =K.

(3.38)

(3.38b)

(3.38¢)

(3.38d)

(3.38¢)

(3.389)

Integra-se numericamente os coeficientes de rigidezes anteriores ao longo da altura da

secdo transversal do elemento de modo a se obter os mesmos no formato programado -

(Quadro 3.2). Verifica-se que o moédulo de elasticidade pode assumir dois valores distintos

caso as tensoes desenvolvidas no material, estejam no regime elastico ou elastoplastico.
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k,=0
ky, =0
ky, =0
ky; =0

faca i=1, nimero de pontos de Gauss

h .
z=—xpg(i
> re (i)
caso elastico: E, = E
. - EH
caso elastoplastico: £, =
E+H
caso elastico: E, = E
. - EH
caso elastoplastico: £, =
E+H

k, =k, +%(1§1 xbx%xwg(l’)+1§2 XbX%XWg(i)]

(1+\/§)2(A A ]Jr(l—x/g)z

. - h .
k22:k22+T Elxzszxaxwg(z) T(szzszxaxwg(z)]
T RET ,
k23=k23+? E xz xbxgxwg(l) +? E,xz xbexwg(z)

B-1) /. 1+43) /.
kzz:k22+(—)(El><22xbx%xwg(z’)}+(—>£E2xzszxgxwg(i)j

21 21
fim faca

Quadro 3.2: Algoritmo implementado para obtengdo numérica da matriz de rigidez
tangente — Elemento de viga Bernoulli.

3.4 ELEMENTO DE VIGA BERNOULLI 2

3.4.1 Definicao

O elemento de viga Bernoulli 2 usa a seguinte defini¢ao para a deformagao local,

2
g:gf—kzzlj @+1(6—Wj k. (3.39)
Li|ox 2\ ox

Uma deformacao axial média ¢ introduzida na equagdo anterior com o objetivo de evitar o
travamento de membrana (membrane locking). Usando a mesma defini¢do de curvatura e a

mesma interpolagdao que na se¢do 3.3.1, tem-se
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=t le_Lag +i§;+{(i—61jé+(3—61j§2] (3.40)

A fim de simplificar as expressdes subsequentes serdo usadas as seguintes varidveis

auxiliares:

u 1= 1= 1=
g:Z+E012—%6’16’2+E6’22 , (3413)
G050 ¢ (3.41b)
2~ 1+
g, ZEGZ —3—091. (341C)

Desta forma (3.40) toma a forma

4 x\= (2 X )=
8:g+Z|:(Z—6Ej01+(Z—6Fj92:|. (342)

3.4.2 Obtencao analitica do vetor de forcas internas

As forgas internas locais sdo calculadas usando-se as seguintes hipoteses: definicdo de
deformagdo shallow arch de Bernoulli; relagdo constitutiva linear elastica e; o principio

dos trabalhos virtuais, o qual ¢ expresso por,

V = [ oSedv = Now + M50, + M,56, (3.43)

com o¢ calculado de (3.42) por,

55=5g+z{(%—6%)5§1+(%—6%)5§2}. (3.44)

Assim, de (3.43) e (3.44),
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(o)
N=|—dv, 3.45a
[ e (3.452)
Mlzgljadv—kjaz i—6i v e (3.45b)
g L
M, =g,[odv+ oz 2 6% . (3.45¢)
g ) L I

Coeficientes mais simples sdo obtidos efetuando-se uma integragdo das expressdes
anteriores sobre o volume do elemento e considerando rigidez axial e a flexao constante ao

longo do eixo-x. O vetor de forcas internas ¢ entao dado por:

EA
N g
fi=9M, = EAloggl+ﬂ(491+292) : (3.46)
lO
MZ
El, - =
EAl gg, +l—(492 +26,)
0

3.4.3 Obtencao analitica da matriz de rigidez tangente

As mesmas hipdteses adotadas na aquisicdo do vetor de forcas internas sao tomadas. A

matriz de rigidez tangente local ¢ calculada pela diferenciagao de (3.45) fornecendo:

N= % j Sodv, (3.47a)
M, =5g, j odv+g, j Sodv + j 502( —6— jd (3.47b)
SM, =dg, j cdv+g, j Sodv+ [ 502( - 6%)4 (3.47¢)

com oo = Eds e o¢ dada em (3.44), seus coeficientes sdo entao fornecidos por,
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4 X 4 x Y
+J’EZ(Z—6Fjg2dV+IEZz (2—6FJ dv.

K21

K,, K;=K; ¢ K;,=K,.

29

(3.48a)

(3.48b)

(3.48¢)

(3.48d)

(3.48¢)

(3.48f)



Integrando-se as Equagdes (3.48) sobre o volume do elemento com a consideracdo da
constancia nas rigidezes axial e de flexdo ao longo do eixo-x. A matriz de rigidez tangente

tem sua forma geral dada por:

H EAg, Edg,
lO
K, =| EAg, 15‘,410(3g+g5j+ﬂ EAIO(—ig+g1g2j+£ . (3.49)
15 I 30 I
1 2EI 2 4EI
EAg, EAL|-—g+ +——  EAl| —g+g |[+—
I &> 0( 30g glgzj I o(lsg gzj I

3.4.4 Obtencao numérica do vetor de forcas internas

O uso da integragdo numérica nas Equacdes (3.45) com dois pontos de Gauss fornece,

N:%{jadAﬁjadAz} : (3.50a)

j ozdA, + —— j ozdd, e (3.50b)

j ozdA, . (3.50¢)

Integra-se esses coeficientes ao longo da altura da se¢do transversal do elemento de modo a
obté-los no mesmo formato implementado (Quadro 3.3). As tensdes sdo inicialmente
calculadas considerando o material linear eldstico e, caso essas violem determinadas
condi¢cdes de restrigdo, uma rotina que considera a -elastoplasticidade ¢ chamada

reconduzindo-as para uma situagdo admissivel.
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faga i=1, nimero de pontos de Gauss
h .
ZZEng(l)
+§|:(1+\/§)§1+(\/§—1)_2:|
52:g+§[(1—\/§)51—(1+x/§)§2J

caso elastico: o, = E¢,
y e . : “« <9
caso elastopléstico: chamar algoritmo “return mapping” — O,

caso elastico: o, = E¢,
7 . . : 113 ; 99
caso elastopléstico: chamar algoritmo “return mapping” — o,

N:N+2(O'1><b><%xwg( )+O'2xb><z><wg(z’)j

Ml:M1+éxgl(alxbxﬁxwg(i)+azxbxgxwg(z’)j+
1+\/_( 1-43
2
e
M,=M, -i-2><g2

V3 - (o‘lxszx—xwg(i)j—#(azxszx%xwg(i)j

2

(szszxgxwg(i)j

><z><b><—><wg( )j+

O'1><b><—><wg )+O'2><b><gxwg( )j+

fim faca

Quadro 3.3: Algoritmo implementado para obtencdo numérica do vetor de forcas internas
local — Elemento de viga Bernoulli 2.

3.4.5 Obtenciao numérica da matriz de rigidez tangente

Integrando as Equacgdes (3.48) com o uso de dois pontos de Gauss ao longo do eixo-x se

obtém os seguintes coeficientes de rigidez para o elemento,

_ON _

EdA + EdA , 3.51
ne 8u 2L I I ( 2)
ON 1 . 5 B+l 1-/3
K =—== EdA + | EdA, |+ EzdA +——— | Ezd 3.51b
12 8491 2g1 :[ 1 ;[ A4, 2L ;[ za4, 2L ;1[ 4, , ( )
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«/§+1

EzdA, 351c
572 j : (3.51c)

Klsza—]i]:ngDEAdAl+jEdAz} 31
4 4
oM, 1, {

=33 [ £aa, +jEdA}+g{( 3+1)jEsz +(1- )jEsz} (3.51d)

2 l 2

2
+(\/§2—+1)jEz dA, +@jézzd/12 +%{jadz41 +.[adA2},
4, 4 4,

l

K, = %22 :%ng UEdAI +A[EdAz}+g2 {(ﬁ—l)/{ﬁszl —(\/§+1)/£Esz2} (3.51e)

+Mj1§‘zsz1 +M

T jEzsz +—|:jadA +jadA2},

1

K= _Ligg jEdA+jEdA \/§_1g1+\/§+1g2 [ £a4, (3.51f)
00, 2 2 2

2

L
+%U odA, +/J1;adA2:|.

_{\/g-l_lgl + \/gz_lgz][EdAz +|:J-Ezszl + .[Ezszz}
4 4 4

K, =K

12 »

K, =K e K;,=K,;.

21

Integrando-se numericamente os coeficientes anteriores ao longo da altura da secao
transversal do elemento pode-se obté-lo no formato tal qual computacionalmente
implementado. O Quadro 3.4 mostra esse algoritmo, no qual o mddulo de elasticidade pode
assumir dois valores distintos dependendo das tensdes desenvolvidas no material estarem

no regime elastico ou elastoplastico.
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0-2
k,=0
k,=0
k;=0
ky, =0
ky; =0
ky =0
faga i=1, nimero de pontos de Gauss
h .
z=—xpg(i
5% g (i)
caso elastico: E, = E
. - EH
caso elastoplastico: E, =
E+H
caso elastico: E, = E
. ~ EH
caso elastoplastico: E, =
E+H

1( - h N A h .
k, =k, -1-2—Z(E1 ><b><5><wg(1)+E2 XbXEXWg(l)j

ki, =k, +%g1 (El XbX§XWg(i)+E2 XbX%XWg(i)j

kB:k13+%g2(1§1xbxgxwg(i)+ﬁszx%xwg(i)j

1 (s o h Ak ,
kzz:kzz-i-alg1 Elxbxaxwg(z)+E2XbXExwg(z) +
2

2
143 1-3) /.
+%(El x z2 xbx%xwg(l’)).k%(Ez x z° xbxgxwg(l’)j-i-

+%(°’1 xbxgxwg(z’)+o-2 xbxgxwg(i)j
1 A h N h .
ky, =k, +Elg1g2 (E1 xbxgxwg(z)+E2 Xbxaxwg(z))+

+%[El x z° xbx%xwg(i)j+%(ﬁz xz° xbx%xwg(i)j—

—é(q xbx%xwg(i)+0'2 xbx%xwg(i)j

ks, :k33+(1§1xbx%xwg(i)+ﬁzxbxgxwg(z’))+

e )

o ElxzszxExwg(z) 5 szzszxaxwg(i)

+é(0'1 ><b><%xwg(i)+o'2 xbx%xwg(z‘)j

fim faca

Quadro 3.4: Algoritmo implementado para obtencdo numérica da matriz de rigidez
tangente — Elemento de viga Bernoulli 2.
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3.5 ELEMENTO DE VIGA TIMOSHENKO

3.5.1 Definicao

O elemento de viga Timoshenko classico com dois nds ¢ definido com interpola¢des

lineares para u, w e @ no sistema de coordenada local. Estas sdo dadas por,

X
X 3.52
u Lu ( a)
w=0 e (3.52b)
X | = X =
ez(l—zjel-Fz ) (352C)

A curvatura k, a deformagdo por cisalhamento e a deformacdo ¢ sdo definidas por

k:%: 92291 , (3.53a)

r=2-0--(1-2]5-24 < (3.53b)

:%_kzzi_ 4, (3.53¢)
X

3.5.2 Obtenc¢ao analitica do vetor de forcas internas

As forcas internas locais sdo calculadas usando-se as seguintes hipoteses: definigdo de
deformacdo linear de Timoshenko; relacdo constitutiva linear elastica e; o principio dos
trabalhos virtuais, que neste caso contabiliza a deformagdo por cisalhamento, sendo

€Xpresso comao,

v =[(086+20y)dv = NS + M,56, + M, 50, . (3.54)

v
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O calculo de dg e oy pela diferenciagao de (3.53b-c) e sua introdugdo na equacao anterior

produz,

V= j{%[aﬁ—z(aéz —5@)]—{(1—%)551 +%5§2}}dv. (3.55)

v

As forcas internas locais sdo calculadas de (3.54) e (3.55) fazendo xzé para evitar

travamento por cisalhamento (shear locking), obtendo-se dessa forma,

(o2
N=|—dv, 3.56a
[ v (3.56a)
M, = (%z—%jdv e (3.56b)
M, = (—%z—%ja’v. (3.56¢)

O vetor de forcas internas ¢ dado de uma maneira mais simples integrando os coeficientes

anteriores sobre o volume do elemento e considerando rigidez a axial e a flexdo constantes

ao longo do eixo-x.

EA _
—u
N h
fi=1M, = ?(é—@)%(}ﬂo(é@z) . (3.57)
M, ‘
?(5 —51)+%GAIO(§2 +6,)
0

3.5.3 Obtencao analitica da matriz de rigidez tangente

As mesmas hipdteses adotadas na aquisi¢ao do vetor de for¢as internas sao tomadas. Com
a diferenciagdo das Equacdes (3.56) se obtém os coeficientes da matriz de rigidez tangente

local, os quais sao dados por,
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oN 1
“252?@@, (3.582)
Zzz%l =%jEzzdv+%jG(l—%jdv, (3.58b)

1 v v
= %z :% | Eﬁlwﬁ [ Gxav, (3.58c¢)
2 v v
oN 1
5 :E:FE.[zdv, (3.58d)
1 v
. zs_g:—%jEzdv e (3.58¢)
2 v
1 ) 1 X
K, =—PjEz dv+5.[G(l—zjdv . (3.581)

K21:K12 > K31:K13 € K32:K23-

Integrando as Equagdes (3.58) sobre o volume do elemento com a consideragdo da
constancia nas rigidezes axial e de flexdo ao longo do eixo-x, sdo fornecidos coeficientes

mais simples para a matriz de rigidez tangente, a qual tem sua forma geral dada por:

£4 0 0
Iy
K=o .l _E lgy | (3.59)
I, 4 I, 4
o - loy E Ly,
I . 4 L o4 ]

3.5.4 Obtencao numérica do vetor de forcas internas

O uso da integragdo numérica nas Equagdes (3.56) com um pontos de Gauss ao longo do

eixo-x fornece,

N= j odA | (3.60a)
A
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L
M, = jA ozdd-— jA rdd e (3.60b)

L
M,=- jA ozdd~= jArdA. (3.60¢)

Faz-se uma nova integracdo ao longo da altura da secdo transversal do elemento
determinando-se os coeficientes de esforcos internos no mesmo formato que foi
implementado - Quadro 3.5. Para a integragao no regime elastoplastico, um algoritmo que
integra as tensdes sobre um estado plano ¢ requerido. Entretanto esse ndo foi contemplado

neste trabalho.

faga =1, nimero de pontos de Gauss
z:gxpg(i)
g:z_(ez_el)
/
1,— =
y:—z(@wz)

caso elastico: o=FE¢; t=Gy

~

caso elastoplastico: chamar algoritmo “radial return” — (o,7)

N:N+(7><b><%><wg(i)
h R/ h :
M, =M1+o-><z><b><5><wg(z)+5><r><b><5><wg(l)

M, =M2—o-><zxbx%xwg(z’)—%xrxbx%xwg(i)
fim faca

Quadro 3.5: Algoritmo implementado para obtengcdo numérica do vetor de forgas internas
local — Elemento de viga Timoshenko.

3.5.5 Obtenciao numérica da matriz de rigidez tangente

Integrando as Equagdes (3.58) com o uso de um ponto de Gauss ao longo do eixo-x se

obtém os seguintes coeficientes de rigidez para o elemento,
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K, :8—]:]=le¢4 (3.61a)
ou L°

K, =L[ E2aa+L( Gaa 3.61b
2 _ZJ.A z +ZJ.A (3.61b)

Ky=~[ E2da+L] Gaa 3.61
33_ZJ.A z +ZIA (3.61c)

K,,=0 (3.61d)

K,=0 (3.61¢)

Ky = [ E2da+ L[ Gaa 3.61
n=— | Erdd ] (3.610)

Integrando numericamente os coeficientes anteriores ao longo da altura da secdo

transversal do elemento pode-se obté-los tal qual programado (Quadro 3.6).

k,=0

k,, =0

ky, =0

ky =0

faga i=1, nimero de pontos de Gauss

h .
=—X i
y=7xre(i)

k, =k, +;E><b><%><wg(i)

1 2 h N h :
ky, =ky +=xExz’ xbx—xwg(i)+—=xGxbx—xwg(i)

/ 2 4 2

1 . h L h .
ky =k23—7><E><z xbxaxwg(l)+ZXbex5><wg(z)

ks, =k33+%><E><zz><b><%><wg(i)+£><G><bx%><wg(i)

fim faga

Quadro 3.6: Algoritmo implementado para obten¢do numérica da matriz de rigidez
tangente — Elemento de viga Timoshenko.
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Capitulo 4

MODELOS DE ELASTOPLASTICIDADE UNIDIMENSIONAL

Neste capitulo apresentam-se sumariamente as leis, as equacdes e os algoritmos que
governam o fendomeno da plasticidade em nivel unidimensional. Esta recapitulacdo ¢
integralmente obtida de Simo e Hughes (1998). O critério de ruptura de material adotado ¢
o de von Mises ¢ a lei de encruamento do material, ap6s alcancado o seu limite elastico, € o

isotropico.

4.1 MODELOS FRICIONAIS UNIDIMENSIONAIS

Para se estudar o fendmeno da plasticidade geralmente se idealiza 0 mesmo através de
modelos simples compostos de dispositivos com respostas conhecidas que tentam
representar o que ocorre fisicamente na realidade. Com este intuito, examina-se
inicialmente a resposta mecanica do dispositivo friccional unidimensional mostrado na

Figura 4.1.

E

g -
WN Oy

Figura 4.1: Dispositivo unidimensional ilustrando o comportamento elastoplastico ideal.

Fonte: Simo e Hughes (1998).

7
q

Assume-se que o dispositivo possui comprimento e area unitaria, composto de uma mola

com constante arbitraria £ e de uma interface com atrito o,> 0.
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4.1.1 Equacgdes governantes locais

Fornecendo-se uma tensdo o ao dispositivo pode-se observar no mesmo que a deformacao

total & ¢ a soma de uma parte eldstica £° sobre a mola com parcela plastica £” sobre a

interface com atrito,

c=¢&°+¢&’. 4.1)

A tensao sobre a mola ¢ entao dada por

o=FE¢° E(g—g”). 4.2)

4.1.1.1 Resposta friccional irreversivel

Assume-se que ¢°, & e o sdo fungdes do tempo no intervalo [O,T ] cR. Assim,

e [0,T] >R e
4.3)
o oe’
ot

Mudanga na configuracdo do dispositivo friccional s6 ¢ possivel se £” #0. Para

caracterizar esta mudanca, isola-se o dispositivo friccional (Figura 4.2).

Ty

‘ 1 P 0]

Y

o T -y
Ty

Figura 4.2: Caracterizacdo da resposta do dispositivo com o, > 0. Fonte: Simo e Hughes
(1998).
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Fazem-se entdo as seguintes hipoteses fisicas:

1. A tensdo na interface de atrito ndo pode ser maior em valor absoluto que o, > 0.

Isto significa que a tensdo admissivel ¢ forcada a situar-se no intervalo fechado

[—O‘y, 0'},] c R. Denomina-se o, como a tensdo de escoamento no dispositivo friccional.

Define-se o espago de tensdes admissiveis por,

SJZ{TGR/fy(T):|T|—O'ySO} 4.4)

e a fungdo condigdo de escoamento f, : R — R como sendo,

[, (7)==, . (4.5)

2. Se o valor absoluto da tensdo aplicada o € menor que a tenséo de escoamento o, ndo

acontece mudanga na deformagao plastica &” (£” =0). Esta condi¢do implica

é"=0se f,(o)=|o]-0,<0. (4.6)

De (4.2) e (4.6) segue que,

fy(0)<0:>d':Eé, (4.7)

e o dispositivo apresenta uma resposta instantdnea elastica. Isto motiva a denominagdo de

intervalo eléstico dado pelo espago aberto

int(S,)={r eR/ f,(r)=r]-0o, <0}. (4.8)
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3. Devido a hipotese 1, estados de tensao tais que

f,(O')=|O'|—O'y >0

sdo inadmissiveis € £” =0 para f, (0') <0 pela hipdtese 2. Assim, uma mudanga em &’

pode acontecer apenas se

f,(0)=lo]-0,=0 (4.9)

e dessa maneira a superficie de atrito experimenta escoamento na dire¢do da tensdo

aplicada o com taxa de escoamento constante. Assumindo-se ¢ >0 como sendo o valor

absoluto dessa taxa, as hipoteses fisicas precedentes tomam a forma

e’=p=20seoc=0,>0¢

§'=—p<0se o=-0,<0. (4.10)

Se ¢ >0 ¢ positiva (¢ >0 ou ¢ =0), depende de futuras condi¢cdes envolvendo a taxa de

deformagdo aplicada & as quais estdo discutidas a seguir e s3o referenciadas como
condi¢des de carregamento/descarregamento. Nota-se que (4.10) pode ser reformulada

numa sé equagao denominada de regra de fluxo,

&’ =gsign(c) se f,(o)=lo]-0o, =0, 4.11)

onde ¢ >0. O contorno 0S_ do espago convexo S_ definido por

oS, ={reR/ f,(r) =|r|-0o, =0} (4.12)
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¢ chamado de superficie de escoamento. No presente modelo unidimensional,

oS, = {—0' y,ay} reduz-se a dois pontos. Nota-se que

S, =int(S, )waS (4.13)

o

em que S_¢ o encerrado no intervalo elastico int(Sa). Para a descri¢do completa do

modelo resta apenas determinar a taxa de escoamentog > 0. Isto envolve as condigdes

essenciais que inclui a nogdo de irreversibilidade inerente a resposta do modelo na Figura

4.1.

4.1.1.2 Condicoes de cargamento/descargamento

A avalia¢do de &7 :[O,T ] — R pode ser completamente descrita, para algum estado de

tensdo admissivel o €S_, com a equagdo de evolugdo simples

P = psign (0') (4.14)

desde que @ e o estejam limitadas por restri¢des unilaterais:

1) A tensdo o deve ser admissivel, isto ¢, o €S_ pela hipotese 1, e deve ser ndo negativa

pela hipdtese 3. Consequentemente,

e (4.152)

ii) Pela hipotese 2, ¢ =0 se f| (6) < 0. Por outro lado, pela hipdtese 3, £” # 0, e assim,

@ >0 apenas se f, (0') = 0. Estas observagdes implicam nas condigdes:
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f(o)<0=p=0
p>0=f (0)=0]

Em seguida se requer que

of,(0)=0. (4.15b)

Essas condi¢des (4.15) sdo conhecidas na literatura como condi¢des Kuhn-Tucker e
expressam os requerimentos fisicos de que a tensdo deve ser admissivel e que a taxa de
deformacdo pléastica sendo diferente de zero £” #0 pode acontecer apenas sobre a

superficie de escoamento OS .

Descrevendo-se a ultima condicdo, possibilita-se determinar o valor atual de ¢ >0em

algum tempo dado ¢ € [O, T ] o que ¢ referida como requerimento de consisténcia.
iii) Sendo {g(t),g” (t)} dadas em um tempo ¢ €[0,7], o () também ¢ conhecida em um
tempo ¢ pela relagdo elastica (4.2), isto ¢, o (1) = E[g(t) —-&’ (t)] Assume que se fixa de

antemao a taxa de deformacao total g(t) no tempo ¢. Em seguida considera-se o caso onde
o(t)edS, < fy (1):=1, I:O'(l‘)] =0.

no tempo ¢. E facilmente mostrado que ]?y (t) <0, uma vez que se f ) (t) pudesse ser

positiva, implicaria que f ) (t + At) > () para algum A¢ >0, o que violaria a lei do
escoamento. Adicionalmente, especifica-se que ¢ > 0 apenas se fy (t) =0, e se estabelece

que ¢ =0 se fy (l) <0 de modo que, retirando o chapéu para simplificar a notagao, fixa-

S€
9>0=f =0,
f,<0=¢=0.
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Assim, tem-se a condicao adicional

¢of,(5)=0,

(4.15¢)

que ¢ alternativamente referenciada como condi¢do de persisténcia e corresponde ao

requerimento fisico que para que £” seja diferente de zero (isto é, ¢ > 0) a tensdo pontual

o €0S_deve “persistir” sobre 0S_ de modo que f ) I:O'(l)] =0.

4.1.1.3 Escoamento friccional (fluxo plastico)

Para o modelo em estudo, a expressdo para ¢ >0 quando a condi¢do de consisténcia

(4.15.c) se mantém, toma uma forma particularmente simples. Pela regra da cadeia e as

condigoes (4.2) e (4.14),

fy =%E(£—é") ou

_9,

0
=P Eé—(p%Esign(O') .

f
Todavia,

iﬁ = sign|a| = % = sign (a) .
Consequentemente, sendo [Sign(a)]z =1, (4.16) e (4.17) implica

fy =0=>¢p= é‘sign(a) .
Substituindo (4.18) em (4.14) se produz como resultado

¢’ =¢ para f,(0)=0, f, (c)=0,
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descrevendo que o escoamento “plastico” no dispositivo friccional se iguala a taxa de
deformagdo aplicada. A resposta do dispositivo mostrado na Figura 4.1 ¢ ilustrada na
Figura 4.3. A teoria representada até entdo ¢ chamada plasticidade perfeita e se encontra

resumida no Quadro 4.1.

= Q

carregamento

08, >

0y

descarregamento

Figura 4.3: Representacdo esquematica da resposta mecanica de um modelo elastoplastico
perfeito friccional unidimensional. Fonte: Simo e Hughes (1998)

1) Relagdo tensdo-deformagdo eléstica
o=FE¢&* EE(&—&‘”)
ii) Regra de fluxo
& = psign (o)
iii) Condicao de escoamento
/, (O') =|O'|—O'y <0
iv) Condig¢des de complementariedade de Kuhn-Tucker
>0, fy(O')SO, (pfy(a)zO

v) Condigdes de consisténcia

of, (o)=0 (Se f,(c)=0)

Quadro 4.1: Plasticidade perfeita unidimensional.
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4.1.2 Plasticidade com encruamento isotropico

[lustra-se na Figura 4.4 um efeito observado experimentalmente em muitos metais,

chamado encruamento. Devido a ocorréncia deste fenomeno ha uma expansdo de S_com o

aumento do escoamento no sistema (isto ¢, aumento do fluxo plastico). Um modelo

matematico que captura este efeito ¢ considerado em seguida.

Ao

-~

- £

Figura 4.4: Plasticidade com encruamento. Fonte: Simo e Hughes (1998), adaptado.

4.1.2.1 Modelo matematico mais simples

As hipoteses basicas relativas a resposta eldstica do modelo com encruamento permanecem

inalteradas. A expansdo (encruamento) experimentada por S_(conforme mostrada na

Figura 4.5) ¢ assumida como obedecendo a duas condi¢des: o encruamento € isotropico no

sentido de que para algum estado de carregamento, o centro de S_ permanece na origem; o

encruamento ¢ linear no ramo do fluxo plastico (isto ¢, linear em ‘5’" ‘) e independe de

sign(ép ) . A primeira condicao leva a um critério de escoamento na forma

fy(O',,u)=|0'|—[0'y+H,u}SO, u=0, (4.20)

onde: o,> 0 e H >0 sdo constantes dadas;
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H ¢ denominado de modulo plastico;

£:[0,T]—> R ¢é uma fungdo ndo negativa do ramo do fluxo pléstico (escoamento)

chamada de variavel de encruamento.

Figura 4.5: Resposta do modelo linear com encruamento isotropico em um ciclo fechado.
Embora a deformacdo plastica total no final do ciclo & =0, o valor da varidvel de

encruamento 4, =2y, . Fonte: Simo e Hughes (1998), adaptado.

Com a condigdo ii) em mente, considera-se a equacdo de evolu¢do mais simples para u,

jr=|2’| 4.21)

O mecanismo irreversivel que governa a evolucao do escorregamento no sistema (fluxo
plastico), o qual ¢ definido pela regra de fluxo, permanece inalterada. Consequentemente,

assume-Se que,

&” = psign(o) (4.22)
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O mecanismo irreversivel do fluxo plastico ¢ novamente capturado por meio das condi¢des

carga/descarga de Kuhn-Tucker, as quais no presente contexto compreendem,

920, f,(o,u)<0 ¢ of,(o,u)=0, (4.23)

onde ¢ >0 ¢ determinada pela condicao de consisténcia

of (o,u)=0. (4.24)

Um resumo da teoria da plasticidade com encruamento isotropico ¢ mostrado no Quadro

4.2.

i) Relagao tensdao-deformagao eléstica
oc=FE (6‘ -&’ )
i1) Regra de fluxo e lei de encruamento isotropico

el = psign (0')
H=9

ii1) Condicao de escoamento
fy(a,,u):|a|—[ay +H,u:|S0

iv) Condig¢des de complementariedade de Kuhn-Tucker
>0, fy(a,y)SO, gofy(a,,u):0

v) Condigdes de consisténcia

o/, (0.1)=0 (Se £, (o,1)=0)

Quadro 4.2: Plasticidade unidimensional com encruamento isotrépico.
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4.1.2.2 Modulo tangente elastoplastico

A condi¢@o de consisténcia (4.24) permite que se resolva explicitamente ¢ e se relacione

as taxas de tensdo com as de deformacdo. De (4.20), (4.21) e (4.22), juntamente com a

relacdo tensdo-deformacgao elastica,

fy=%d—%ﬂ ou
f.yzsign(a)E(é—é")—H,a ou
f, =sign(c)Eé—p[E+H]<0 (4.25)

Observe mais uma vez que a relagao fy >0 ndo pode manter-se. De (4.22) e (4.24) segue

que ¢ pode ser diferente de zero apenas se

. sign (0) E¢

= = O - =, 4.26

f=1 = (4.26)
Entdo a forma do intervalo da relacdo elastica (4.19) juntamente com (4.26) produz,
Es se ¢=0
o=1 EH ; (4.27)
& se >0
E+H

onde a quantidade EH/E + H é chamada modulo tangente elastoplastico (Figura 4.6).

o7 =

Figura 4.6: Mdédulo plastico. Fonte: Simo e Hughes (1998).
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4.1.3 Forma alternativa das condicdes de carregamento/descarregamento.

As restrigdes unilaterais de Kuhn-Tucker fornecem a formulagdo apropriada das condigdes
de carregamento/descarregamento para a plasticidade cléssica. Para motivar a
implementagdo algoritmica subseqiiente, descreve-se um procedimento passo a passo no

formato do algoritmo de plasticidade.

Dado (G, ,u) €S ¢ uma taxa de deformagdo pré-estabelecida &,

a) calcula-se 6"“ =E¢& e (" =0;

b)se f,(o,u)<0 ou f,(o,u)=0¢ [ﬁf Jéo (o ,u)] @ <0, entdo

teste teste __ 0

o= e, fL=fL (processo eléstico instantaneo) e,

c)se f, (o,u)=0¢e [(’%/80(0‘,#)] 6" >0, entdo

[CY[C

o= —pEdf, (o,1)/00 ¢ =09,

I:af /a(f:l teste

onde ¢ = >0  (Processo plastico instantaneo).

4.2 ALGORITMOS DE INTEGRACAO PARA A PLASTICIDADE

O processo de integragdo do modelo elastoplastico se da no espago local acontecendo,
portanto, em pontos especificos do corpo. Estes pontos correspondem tipicamente a pontos
de quadratura de um elemento finito. Um fluxograma basico das variaveis envolvidas no

problema pode ser observado na Figura 4.7.

Incremento de deformacdo A, (x)

v

ALGORITMO DE .
{En(), e (0-Mn () MAPEAMENTO E Ean® .5 O L)
RETORNO

Figura 4.7: Regra do algoritmo de mapeamento e retorno.
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4.2.1 A forma incremental da plasticidade

4.2.1.1 A regra do ponto médio generalizada

Seja f:R — R uma funcdo continua, e considere o problema do valor inicial

em [0,7] (4.28)

Interessa-se na seguinte classe de parametros de algoritmos de integracdo, chamada de

regra do ponto médio generalizada,

xn+1 = xn + Aljf (xn+v)

AN [0,1] (4.29)

‘xn+v = vxn+1

onde x , = x(lnH) denota a aproximacdo algoritmica para o valor exato x(th) em um

tempo ¢,,, =t +At¢. Nota-se que esta familia de algoritmos contém esquemas integrativos

bem conhecidos, em particular

e v=0 = forward Euler (explicito);
e v=1/2 = Regrado ponto médio e (4.30)
e v=1 = backward Euler (implicito)

Objetiva-se ilustrar a aplicacao da classe de algoritmo (4.29) para o problema de integracao

de valor inicial elastoplastico. E valido pontuar a diferenga fundamental entre (4.28) ¢ o

modelo no Quadro 4.2. Em (4.28), a curva te R+—> x(t) e R o “fluxo” é livre, enquanto

que no modelo do Quadro 4.2, a curva

teRH(G(t),,u(t))eS (4.31)

(e
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¢ forgada a encontrar-se dentro de um dominio elastico S, . Assim, fala-se em problema de

evolugdo com restrigdo. Note que pelo uso da relagdo tensdo-deformagdo pode-se

equivalentemente considerar a curva
teR>(e(1).e” (1), u(t)) €S, (4.32)

onde S, ¢ o limite do dominio elastico no espago de deformagao, definido como

S, ={(8,8”,,u)eszRny(E(g—g”),,u)SO} . (4.33)

A presenga da condi¢do de restricao €, precisamente, o recurso essencial que caracteriza a

plasticidade.

4.2.1.2 Problema do valor inicial elastoplastico. Encruamento isotropico.

Analisa-se o caso mais simples para o qual v=1 em (4.29). Esta escolha corresponde ao
método backward-Euler e leva ao algoritmo de mapeamento e retorno classico. Do Quadro

4.2, pela aplicacao de (4.29) com v =1, obtém-se

el =&’ +Agpsign(o,,) e (4.34a)

n+l

My =M, + A,

onde Ap=¢  At>0 ¢é o multiplicador de Lagrange (a contrapartida algoritmica do

parametro de consisténcia @ >0) e

E,., =6, +Asg, (4.34b)

As variaveis (O',Hl, ym), juntamente com Ag sdo restringida pelas seguintes versoes

discretas de Kuhn-Tucker:
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fy(nm =
Ap>0 e (4.35)

Awfy(rﬁrl) = 0 :

o

n+l

—(ay+H,un+l)S0,

Observa-se que Ag, ¢ dado e, portanto, a equacdo (4.34b) ¢é considerada uma mera
definicdo para ¢, ,,. Além disso, nota-se que pela aplicagdo do algoritmo Euler-backward
implicito, transforma-se o problema de restri¢do inicial da evolugdo em um problema

restrito algébrico discreto pelas varidveis {gf+1,yn+1}. Foca-se a atengdo na solucdo do

problema (4.34)-(4.35).

4.2.2 Algoritmos de mapeamento e retorno. Encruamento isotropico.

4.2.2.1 O estado elastico teste

Considera-se inicialmente um estado auxiliar que ndo precisa corresponder a um estado
real. Ele ¢ obtido pelo congelamento do fluxo plastico. Em outras palavras, primeiro

considera-se um passo puramente elastico (teste) definido pelas formulas,

teste __ P\ —
o —E(gnﬂ—gn )=0'n+EAgn,

n+l

p teste _ _.p
er =gl (4.36)
teste __
ll’ln+1 - lLln €
teste __ | _teste
fy(n+1) - O-n+1 - ':Gy + Hﬂn]

Observa-se que o estado teste ¢ determinado apenas em termos das condig¢des iniciais

{gn,gf , yn} e da deformagdo incremental fornecida Ag, .
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4.2.2.2 Forma algoritmica das condicdes de carregamento

Uma vez que o estado teste ¢ calculado por (4.36), primeiro considera-se o caso para o qual

free <0. (4.37)

y

Segue que o estado teste ¢ admissivel no sentido que

P _ sP
grﬁ-l - gn s
M =M € (4.382a)
teste
O-n+1 — Y+l o

satisfaz:
1. arelagdo tensdao-deformacgao;

2. aregrade fluxo e a lei de encruamento com Ap =0, e

3. as condi¢des de Kuhn-Trucker, a partir das condic¢des

Srn =Ly S0 € Ap=0 (4.38b)

y

estdo consistentes com (4.35). Uma ilustrag¢do desta situagdo ¢ dada na Figura 4.8.

- - c
O En+1l
4———»‘65& |<—( Y Aen,
Figura 4.8: Passo elastico incremental de um estado plastico. Fonte: Simo e Hughes
(1998).
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Em seguida, considera-se o caso para o qual f'®"

voun > 0. Claramente, o estado teste néo

teste

pode ser uma solu¢do para o problema incremental uma vez que (JM , ,un) viola a

condigdo de consisténcia f| (0', ,u)SO. Assim, se requer que A@>0 de modo que

P V4 teste
el #¢&’ paraobter o, #0

n+l n+l

. Pelas condigoes de Kuhn-Tucker,

Ap>0
e (4.39)
AP Sy =0 = frun =0,

e o processo € incrementalmente plastico (Ver Figura 4.9).

teste
‘0’ ) Ontil
/o
I\
L e bl -
S ; On+1
Optl T !

e + e ¢ 1 v — ——

- £

o o Evl')l, —>I Agy,
e

Figura 4.9: O estado teste viola a condi¢do de consisténcia f, <0. Consequentemente, o

processo incremental deve ser plastico uma vez que A@ >0 para alcancar o,,, # 0o, .
Fonte: Simo e Hughes (1998).

Nota-se que a condig¢@o carga/descarga ¢ a contrapartida algoritmica da forma alternativa
das condi¢oes de Kuhn-Tucker.

4.2.2.3 Algoritmo de mapeamento e retorno

Examina-se nesta secdo o problema algoritmico para um processo incrementalmente

pléstico caracterizado pelas condigoes,
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floin >0 f(0,4,,)=0 (4.40)
Ap>0

Objetiva-se determinar a solugdo {5" M,O'M,A(p} do problema (4.34)-(4.35). Para

n+l?

realizar esta tarefa, primeiro se expressa a tensdo final o, em termos de o ¢ Ap como
segue:

O = E(5n+1 B ‘9:+1) ou

Oyt :E(gnﬂ_gf)_E(g:H_g:) ou (4.41)

o, =05 — EAgpsign(o,,,).

n+l

Dessa forma, desde que Ag@ >0, (4.34)-(4.35) ¢ escrita, tendo em vista (4.41), como

teste .
O-n+l = O-n+1 - EA¢Slgn (O-n+1 ) >
g:—#l = 8: + A¢Slgn (O-)1+l ) >
Mo =H,tAp e

fy<n+1> = - I:O'y + H,Ll,,ﬂ] =0.

(4.42)

O-n+1

Agora o problema (4.42) ¢ resolvido explicitamente em termos do estado elastico teste pelo

seguinte procedimento. De (4.42),

sign (O'ffl'e ) —ApEsign(o,,,). (4.43a)

o}

(o) ‘Sign(o-rﬁ-l) = n+l

n+l

Reorganizando os termos em (4.43a), encontra-se que

teste
o

n+l

[

sign (o"“’m). (4.43b)

n+l

041 + A¢E]Slgi’l (O-n+1) =

57



Desde que Ap >0 e E >0, observa-se que os termos dentro dos colchetes em (4.43b) ¢

necessariamente positivo. Assim, se requer que,

sign(o,,,) = sign(afff), (4.44)
juntamente com a condi¢ao

teste
(o}

n+l | °

+ EAp =

(4.45)

O-n+1
Finalmente, o parametro de consisténcia algoritmica A@ >0 ¢ determinado da condi¢do de

consisténcia discreta (4.42)4 como segue. Tendo em vista (4.45), o critério de escoamento

Sy € escrito como,

teste
(o)

n+l

fy(n+l) =

~EAp—[o,+Hu, |-H (1, —p,)
Sy = Fooweny —A@(E+H). (4.46)

onde usa-se (4.36) e (4.42); na obtencao de (4.46). Assim,

fteste
— Lyt

>0. (4.47)
E+H

fy(n+1) =0 =

Substituindo (4.44) e (4.47) em (4.42) chega-se ao resultado desejado:

o — 1_ A¢E Gteste
n+l T O_[es[e n+l

n+l

el =€+ A(psign(a"”"") e (4.48)

n+l n+l

Moy =1, +Ap.

Desde que f),,.,, =0, tendo em vista (4.48),, conclui-se que o estado de tensdo final € a

projecao da tensdo teste na dire¢do da superficie de escoamento (Figura 4.10) . Devido a
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esta interpretacdo, o algoritmo resumido no Quadro 4.3 ¢ chamado de mapeamento e

retorno.

teste

G'n+1 —————————————————————
Mapeamento ¢
! retorno
0'n+1 __________________ 4
/ 7|
’ 7
7 ,f H
O',n ______________ 7{ ’ !
41 7 1
s | / .
A I
R H
;s 1
1/ 1/ i
,I W !
Sof
*—6

-
O(}k EEH_I -—»lé}——l Ae,

Figura 4.10: A tensao final € obtida pelo retorno da tensdo teste a superficie de escoamento

através do escalonamento, dai a denominagdo mapeamento e retorno. Fonte: Simo e
Hughes (1998).

1) Dados em xeg:{gf,yn}

ii) Dado um campo de deformagio em xe B: ¢, =&, +Ag,

iii) Calcule uma tensdo elastica teste e verifique para o carregamento pléstico

teste __ oD
o - E(gn+1 871 )

n+l
teste
fy(n+1) - _I:O-y +Hﬂn:|

teste

O-rﬁ-l

SE fiiney <0, entdo FAZER:

y

teste

Passo elastico: Fixar (o) =(e) " — SAIR!
SE NAO:

Passo plastico: IR PARA PASSO iv)
FIM SE.

1v) Mapeamento e retorno

teste
f AQE
— M — _=r= teste
A(D - E + H > O O-n+1 1 teste n+l
n+l
. test
gl =& +Agpsign(o) Hyy = 1, + A

Quadro 4.3: Algoritmo de mapeamento e retorno.
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Capitulo 5

SOLUCAO DE SISTEMAS DE EQUACOES NAO-LINEARES

Andlises nao lineares consideram grandes deslocamentos e rotagdes ou relagdes
constitutivas dos materiais fora do escopo linear (materiais hiperelasticos, plasticos,
viscoelasticos, etc), ou ainda a alteracao nas condigdes de contorno, o que requer a solucao
de sistemas de equagdes ndo-lineares. Nota-se ainda nesse tipo de analise que, as estruturas
ou seus componentes, usualmente, alcancam um nivel de carga maximo, ficando incapazes
de resistir a carregamentos mais elevados sem que uma mudanca significativa na sua
geometria ocorra. Estes niveis de cargas sdo denominados pontos criticos, limites ou de
bifurcacdo, sendo caracterizados por uma matriz de rigidez tangente singular. Na Figura

5.1, ilustra-se algumas trajetorias com pontos criticos.

A (a) A (b) A (c)
F F L

R

Figura 5.1: Padroes de resposta nao linear basicos - (a) Falha linear fragil, (b)
Enrijecimento ou endurecimento, (¢) Amolecimento; e mais complexos - (d) snap-through;
(e) snap-back; (f) bifurcacdo; (g) bifurcacdo combinada com ponto limite e snap-back.
Fonte: Felippa (2001).
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As letras R, L, T, B e F, da figura acima, expressam: configuragcdo de referéncia, ponto

limite, turning point, ponto de bifurcacao e falha, respectivamente.

r

Nos “turnings points”, a tangente a trajetoria de equilibrio € vertical e podem afetar a
performance de certos métodos de solugdo. Pontos de falha sdo aqueles nos quais a
trajetoria é repentinamente interrompida devido a falha fisica, podendo o fenomeno se dar
a nivel local ou global. Por outro lado, a presenca de pontos de bifurcagdo estabelece que

mais de uma trajetoria de equilibrio ¢ possivel.

Até meados da década de setenta do século passado, os problemas envolvendo nao-
linearidade em estruturas eram solucionados através de métodos puramente incrementais
sob controle de carga. Estas estratégias ndo fazem a verificacdo de forcas residuais ou
desequilibradas, e dessa forma o erro associado ¢ dependente do passo de carga e,
frequentemente, acumulativo durante a analise, requerendo um passo de carga muito

pequeno para uma andlise mais precisa — Menin (2006).

Os métodos baseados em controle de carga podem ser aptos a detectar um ponto limite,
mas em geral, sao incapazes de ir além desse ponto. A necessidade de atravessar um ponto
limite e descrever sua continuagdo ¢ importante por diversos fatores, entre os quais: o
ponto limite pode ser apenas um maximo local, podendo a estrutura ainda possuir
capacidade resistente que pode ser aproveitada; melhor entendimento do comportamento
de ruptura da estrutura (ductil/fragil); maior clareza se a estrutura atingiu um ponto limite
ou iniciou um trecho de instabilidade; investigar o real estado (tensdes, deformacdes,
deslocamentos, zonas plésticas, etc) pos-critico de uma estrutura e, assim, entender melhor

como se deu sua falha.

As dificuldades antes mencionadas motivaram o desenvolvimento dos métodos
incrementais-iterativos, nos quais os incrementos que caracterizavam a fase preditora, sao
seguidos pelas iteragdes de correcdo do equilibrio ou fase corretora que trazem a solucao
para a trajetoria de equilibrio e dessa maneira o algoritmo passa a ser menos dependente do

tamanho do passo de carga utilizado.

Na literatura existem diversas estratégias computacionais baseadas no controle carga-
deslocamento pelas quais se pode ultrapassar um ponto limite e continuar capturando a
resposta, dentre as quais pode-se destacar: o método das molas artificiais, métodos
baseados no controle do incremento de carga utilizando o parametro de rigidez CSP

(Current Stiffness Parameter) e as técnicas de controle de deslocamento.
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Nas ultimas décadas, importantes avancos tém sidos alcancados na resolugdo de sistemas
de equagdes ndo-lineares, possibilitando que tanto a carga quanto o deslocamento possam
variar simultaneamente durante os passos incrementais. Isso permitiu que os algoritmos
fossem capazes de atravessar o ponto limite e, com isso obter maior €xito na continuagao
da resposta. Entre os citados avancos, destacam-se os métodos de comprimentos de arco.
Segundo Haugen (1994) e Crisfeld (1991) estes conseguem abranger uma grande gama de

problemas de engenharia estrutural.

A formulagdo para a solucao de sistemas de equacdes nao lineares apresentadas a seguir foi

obtida do trabalho de Menin (2006).

5.1 METODOS INCREMENTAIS-ITERATIVOS. NEWTON-RAPHSON
COMPLETO

O sistema discreto de equagdes nao-lineares que governa os problemas estaticos com nao-

linearidade geométrica e fisica pode ser definido pela equagao,
g(x)=p-f(x)=0 (5.1)

onde:

g ¢ o vetor de forgas residuais ou desequilibradas;

x € o vetor de deslocamentos nodais;

p ¢ o vetor de forgas externas e;

f ¢ o vetor de forgas internas da estrutura calculado em fun¢ao dos deslocamentos nodais.

Argumentos numéricos e fisicos motivam a divisdo da carga total p em varios

incrementos. Deste modo, um certo nivel de carga serd caracterizado por uma forga externa

n-1

p" e oequilibrio para este nivel de carga sera expresso por,

g(x)=p"" - f(x"")=0. (5.2)
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A incognita do problema passa a ser o deslocamento x"~' para este nivel de carga e uma
vez satisfeito o equilibrio para o passo de carga n—1, procede-se o seguinte incremento na

for¢a externa:
p=p" A", (5.3)

assim, o vetor de deslocamento x" para o novo passo de carga pode ser definido pela

equagdo abaixo, sendo que a nova incognita do problema passard a ser o incremento de
deslocamento Ax”"

x"=x""-Ax". (5.4)

A carga externa total p pode ser dividida em incrementos de forma proporcional,

utilizando-se um parametro escalar 4 chamado fator de carga,

p'=1"p. (5.5)
Assim, a Equacdo (5.3) pode ser re-escrita por:

A"p=A""p+Al"p e (5.6)
A" = A E AT (5.7)

O método incremental apresentado nas Equacdes (5.2) a (5.4) pode ser convertido em um

método incremental-iterativo quando se decide resolver iterativamente para cada um dos

incrementos Ax" . Utilizando-se uma expansdo em série de Taylor de g(x") pode-se obter

uma predigdo inicial para x" .

g(xn):pn_f(xn):pn—l+Apn_f(xn—l+Axn)
n-1 n-1 n g n-1 n
=t f ()= (v ax
:g(xnfl)_i_Apn_K(xnfl)Axn

=0+Ap" - K (x"")Ax" =0. (5.8)
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O que implica:
K(x"")Ax" = Ap". (5.9)

O valor de Ax" obtido pela resolug¢do da Equacdo (5.9) é tomado entdo como uma primeira

aproximacdo do incremento de deslocamento, denominado Ax;. Como aproximagdo
inicial ao deslocamento x, no passo de carga n, ¢ tomado o valor x"'. Portanto, tem-se

uma primeira aproximagdo Xx; :
n __ _.n n _ _.n-1 n
x =x, +Ax] =x"" +Ax/. (5.10)

Caso a primeira aproximac¢do x; ndo seja suficiente para atingir o equilibrio do sistema, ¢
necessario iniciar a fase iterativa ou corretora:
n _ _n
Xy =X, +0x;. (5.11)
O simbolo ¢ ¢ empregado para destacar que se trata de um deslocamento iterativo e ndo

de um deslocamento incremental que corresponde a um incremento de carga Ap". Vale a

pena ressaltar que a Equagdo (5.11) pode também ser escrita para o caso dos

deslocamentos incrementais:

n
Axi+1

= AX! +5x, . (5.12)

Da mesma forma que havia sido feito para os deslocamentos incrementais, o deslocamento

iterativo ox; que aparece nas equacoes (5.11) e (5.12) pode ser obtido utilizando-se uma

expansao em série de Taylor similar ao realizado na Equagao (5.8):

=g(x/)-K(x])ox, =0, (5.13)
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o que implica em:
K(x.")é'x. =g(xf’). (5.14)

J4

O esquema “preditor-corretor” apresentado nesta secdo ¢ conhecido como Newton-
Raphson Completo, lembrando que sao conhecidas modificagdes na Equagdo (5.14) que

levam a métodos de Newton-Raphson modificados.

Uma observacao importante € que neste esquema “preditor-corretor” se utiliza controle de
carga, uma vez que o parametro para dividir o problema definido na Equagdo (5.1) em
incrementos ¢ o nivel ou fator de carga 4. Um certo valor A" deste parametro caracteriza

precisamente um incremento e os deslocamentos iterativos ox; sdo sempre calculados para

um mesmo nivel de carga que ndo sofre variagcdes durante o processo iterativo.

Conforme comentado no inicio do capitulo, o esquema preditor-corretor que utiliza
controle de carga ndo ¢ um método muito apropriado para muitas situagdes encontradas na
andlise estrutural, em especial na transposi¢do de pontos criticos. Existem outros métodos
(comprimento de arco, controle de deslocamentos, etc...) nos quais se escolhe outro
parametro para caracterizar os incrementos. Conforme serd abordado a seguir, a idéia
basica destes métodos ¢ tratar o fator de carga como uma variavel e impor, no lugar da sua
constancia, uma restri¢ao diferente caracterizada por um certo incremento do comprimento

de arco no espago definido por forgas e deslocamentos.

5.2 METODOS DE COMPRIMENTO DE ARCO

Da mesma forma como realizado nos métodos incrementais-iterativos com controle de
carga, supde-se uma situacao de equilibrio no passo n—1, conforme definido na Equagao

(5.2) e busca-se uma nova situagdo de equilibrio para o passo n, correspondente a uma

carga p" definida em consonancia com a Equagdo (5.6). A diferenca basica nos métodos
de comprimento de arco é que o incremento de carga AA"p ¢ desconhecido a priori. Para

determinar a incognita adicional AA" se impde a seguinte restri¢ao:
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(ax")" (ax")+ b (A1) pTp=AL, (5.15)
sendo b um parametro de ponderagdo que sera discutido posteriormente.

A Equagdo (5.15) impde que o incremento da solugdo no espaco x— p tenha um certo

comprimento de arco de valor AL convenientemente escolhido a priori. A Equagdo (5.9)

continua sendo valida para definir uma predi¢ao do deslocamento incremental:
K"'Ax" =AA"p. (5.16)

Pode-se ser observar que a solugdo predita Ax" definida na Equagdo (5.16) depende

linearmente de AA", de modo que:

K™'Ax, =p ¢ (5.17)

AX" = AA"Ax, | (5.18)

sendo Ax, o incremento de deslocamento correspondente a totalidade de carga externa de

referéncia. Em func¢do da Equacgdo (5.18) a restricdo do método de comprimento de arco

definida na Equacdo (5.15), pode ser re-escrita por:

(a27) | (Ax,)" (Ax,)+8p"p | = AL, (5.19)
que permite calcular a predigao para o fator de carga AL":
ALZ

(A/i")z = - ou
(Ax,) (Ax,)+bp"p

AL =+ (5.20)

AL
Ax,)+bp'p

J(ax, ) (
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Conhecido AA" pode-se calcular Ax" na Equacdo (5.18), e em seguida o deslocamento
para o nivel de carga n, conforme a Equacao (5.4). Este método puramente incremental

pode ser combinado com iteragdes dentro de cada incremento. Deste modo, os valores de
AA" e Ax" sdo considerados apenas como as primeiras aproximagdes A4" e Ax; a serem
corrigidas de forma iterativa. Com base nas Equagdes (5.11) e (5.12), pode-se entdo

escrever equagoes similares para o fator de carga A" :

Al

i+1

A" +8h, e (5.21)

AV

i+1

= AL +67,. (5.22)

Recordando que o incremento AA" é desconhecido a priori, deve-se determinar seu valor
iterativamente, sem considera-lo fixo dentro de um mesmo incremento. Supondo que para

a i-ésima iteracdo ndo tenha sido alcangada uma posi¢do de equilibrio:
g(x)=p/ - f(x;)=4"p—f(x])=0. (5.23)
Entdo, para a iteragdo seguinte tem-se:

g(xinﬂ):p:rl _f(xil):ﬂ’:rlp_f(xil)io
=(4"+0%)p- f(x] +5x,)
=A'p—f(x])+ohp-K(x])ox,

l

=g(x)+S4p-K(x])ox, . (5.24)

Comparando-se as Equagoes (5.13) e (5.24), pode-se ver que esta ultima tem um termo

adicional o4 p que estd associado a variagdo de carga durante o processo iterativo. Em
virtude deste termo adicional, ao se admitir g(x,.':l) =0, ndo se pode obter diretamente o

deslocamento iterativo J0x; até que seja determinado o termo J4,, adotado gragas a

utilizacdo da restricao definida na Equagao (5.15):
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g(x" )=0 = K(x.”)é‘xi :g(xi")+5/lip. (5.25)

1

A equagdo (2.25) pode entdo, ser invertida para se obter a seguinte equacao:

ox,=[ K" gl + A [ K] p=ox,+6%6x, (5.26)

l l

sendo ox, o deslocamento iterativo correspondente ao método com controle de cargas e
0x,, o deslocamento iterativo correspondente a totalidade de carga externa de referéncia,

podendo os mesmos serem obtidos através da resolugdo dos seguintes sistemas:
Ki'6x, =g e K'ox;=p, (5.27)

observando-se que na Equacdo (5.26) aparece novamente o termo adicional que esta

associado a variagdo de carga externa. Combinando as Equagdes (5.12) e (5.26) obtém-se:

n
Axi+1

=Ax] +0x, = AX] +Ox,, +OL.0x,, (5.28)

Como a restri¢ao definida anteriormente na Equacao (5.15) admite, evidentemente, uma

formulag¢ao em iteragoes:

(A, ) (A, )+ b (A2

i+1

)2 P p=(Ax )’ (Ax )+ b (A4 )2 pip=AL*,  (5.29)

e substituindo-se as equagoes (5.22) e (5.28) em (5.29) pode-se obter a seguinte expressao

apos algebrismo simples:

(61, (a2,)+ b (322, = (01 (9, 3, + b07)
+ (5/1i )2 (2 (A:’ +0X,, )T 0xX, + 2A:’prp)

+((Ax: +5xy) (A +0xy ) +(A27)] bpfp) AL, (5.30)
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podendo ser compactada na forma de uma equagao de segundo grau em funcdo de o4, :

a,(64) +a, 0% +a, =0, (5.31)

sendo:
a,=(5x,) Sx,+b p'p, (5.32a)
a, =2(Ax +6x,,) 6x,+204 b p'p, (5.32b)

a, = (Ax! +8x,) (Ax) +8x,)+(AA") b p'p —AL,

a

w

Ri

(Ax?) Ax; +(A47) b p"p —AL +2(Ax)) Sx, +(5x,,) Sx
a,= AL = AL +2(Ax) Sx,, +(6x,,) 6x, e

(5.32¢)

3 Ri *

a, = 2(Ax:' )T 0X,, +(5x1<,- )T ox
Supondo que a Equagdo (5.31) tenha duas raizes reais &i(l) e 52,1.(2), isto implica na
existéncia de dois deslocamentos incrementais:

Ax! = Ax" +5x = Ax? 4 5x, + 02,6, (5.33a)

i+1

Ax! ) = Ax; + 5xi(2) =Ax; +6xy + 5)%(2)5"%' (5.33b)

i+1

Na escolha de uma das duas raizes da Equacao (5.31), existem vdrias estratégias propostas

por um grande nimero de pesquisadores. Uma delas ¢ impor a seguinte condicao:
(Ax!) (Ax!)>0 = (A +6x, +45x,) (Ax!)>0 (5.34)

Esta evita que a solucdo retorne pela trajetéria de equilibrio, iniciando um processo de

descarregamento indesejado. Caso as duas raizes satisfacam a Equagdo (5.34), pode-se
optar pela solugio que mais se aproxime da solugdo linear 54" =—-a, / a, .

O procedimento apresentado nesta se¢do recebe o nome de comprimento de arco esférico

(spherical arc-lenght procedure) para o caso de se utilizar o pardmetro de ponderacao
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b=1. No espaco x— p, as sucessivas aproximagdes da solucdo estdo situadas em uma
esfera de raio AL e centrada no ponto de equilibrio da iteracdo anterior (x"'l,/l"'1 p),

conforme pode ser visualizado na Figura 5.2.

| T _ (x" 2 A" 2P — T

AV P

)

:j______"

n-1 / (E‘i.'g I 1
2pl 0
|
/ - | er A" 2
|
| e e e X
| v 2
\ I ; Ll -
-
-1
X A,

Figura 5.2: Método de comprimento de arco esférico. Fonte: Menin (2006).

5.3 METODOS DE COMPRIMENTO DE ARCO LINEARIZADO

Pode-se utilizar uma formulagao alternativa linearizada da Equacao (5.31), empregando-se

a seguinte restri¢ao:

(Ax;

T 2
) (Axp,)+b(A4L) pTp=AL (2.35)
na qual os produtos escalares sdo entre vetores em duas iteracdes distintas i e i+1.

Substituindo-se as Equagoes (5.22) e (5.28) em (5.35) pode-se obter:
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(Ax + 6, +62,5xy,) (Axr)+b(AA +6%,)(A4) p" p = AL
(Ax," + 5x;’h.)T (Ax,")+ b(A/I,." )2 p'p+A, ((5xT,.)T Ax} + bAﬂ,,."pr) = A’
(Ax," )T (Ax,.")+b(A/1,-" )2 p'p+ (5xR,.)T Ax! + A, ((5xT,. )T Ax; +bA/7«,."pr) = AL’

AL + (§xri )T Ax; + 8, ((5xT,~)T Ax} + bA/ii”pr) = AI’

(6x4) A7 + 62, ((8x,,) Ax] +bAL p" p) = AL (5.36)
a partir da qual se pode extrair a corre¢do linearizada para o fator de carga:

(5xRi)T Ax;

o, =— - —.
(6x;) Ax] +bAA'P" p

(5.37)

Esta formulacdo que recebe o nome de plana normal atualizada (update normal plane) ou

método de Ramm, pode ser reescrita da seguinte forma:

(8xg + 0%, ) Ax) + b(A4] pT)(&,. p)=0 ou

(6x4) Ax +b(A4"p")(52,p) =0, (5.38)

o que implica que (5x,., oA, p) ¢ ortogonal a (Ax,", AR p) . Pode-se conseguir uma

simplificagdo ainda maior em relacdo ao método de Ramm com a seguinte restri¢ao

linearizada:

(a;

i+1

)T(Axf)er(Ml”)p’p: AL, (5.39)

sendo o produto escalar obtido entre os vetores nas iteragdes atual i+1 e inicial 1. Usando
um raciocinio analogo ao método de Ramm, pode-se obter a seguinte correcao linearizada

para o fator de carga:
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(6x4) Ax!

oA =— - )
(é'xn.) Ax{ +bAﬂ,1"pr

1

(5.40)

Esta formulagdo recebe o nome de plana normal (normal plane), ou método de Riks-

Wempner. A equacdo acima pode ser reescrita da seguinte forma:

(8xg + 0%, ) Axp + b(A4'p")(84,p)=0 ou

(6x,)" Axy +b(A4p")(S4p) =0, (5.41)

o que implica que (5x,.,5/1,.p) ¢ ortogonal a (Axl”,A/ll”p).

5.4 METODOS DE COMPRIMENTO DE ARCO CILINDRICOS

No método de comprimento de arco esférico ¢ considerado 0 mesmo peso para os termos
de deslocamento e for¢a no célculo do comprimento de arco. Uma alternativa ¢ considerar
b=0, o que equivale a considerar unicamente os deslocamentos na determinag¢dao do
incremento da solucdo. Varios pesquisadores comprovaram a pequena influéncia dos
termos de carregamento ¢ um bom funcionamento dos algoritmos com b =0 para uma
grande variedade de problemas praticos, sendo estes algoritmos conhecidos pelo nome de
comprimento de arco cilindrico. Uma representagao grafica ¢ mostrada na Figura 5.3, a
qual se ilustra um sistema com dois graus de liberdade. As possiveis intersecdes sao

denotadas por A e B.
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Figura 5.3: Método do comprimento de arco cilindrico. Fonte: Neto (2008).

Uma formulagdo esférica pode ser transformada em uma formulacao -cilindrica

simplesmente anulando o pardmetro de ponderacdo b na defini¢do dos coeficientes a,,a, e

a, das Equagoes (5.31) e (5.32):

a,(64) + a0 +a, =0, (5.42)
sendo:
a,=(6x,) dx,, (5.43a)
a, =2(Ax +6x,,) 6x,, (5.43b)
a, = (Ax! +6x,) (Ax] +5x,)- AL
a, = (Ax!) Ax) — AL 42(Ax) ) 8x, +(8x,) Sy,

3

a,= AL - AL’ +2(Ax] )T 5xy +(5x,) Ox, e

a, = 2(Ax:' )T 5x, +(5x,, )T ox

3

(5.43¢)

Ri *
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Anulando-se o termo b na Equagdo (5.37), pode-se extrair a seguinte corre¢do linearizada

para o fator de carga em uma formulagao cilindrica:

L. (5.44)

A correcao linearizada para o fator de carga na formula¢ao plana normal cilindrica pode
ainda ser obtida anulando-se o coeficiente de ponderagdo b que aparece na Equacao (5.40),
resultando na seguinte equagao:

(5 Xp )T Ax|

oA, =— - )
(5-"1:) Ax{

(5.45)

5.4.1 Determinacio do sinal da predicdo de A

Na formulagao cilindrica, a predi¢ao do incremento de carga pode ser obtida tomando o

coeficiente de ponderagdo b =0 na Equagao (5.20)

AL =+ =a . (5.46)

A defini¢do do sinal da equagdo acima esta associada a um processo de carga ou descarga
da estrutura, que por sua vez estd relacionado as caracteristicas da matriz de rigidez. Um

critério proposto por Crisfield (1991) é:

(5.47)

5.4.2 Tamanho do comprimento de arco

A idéia basica na determinacdao do tamanho do comprimento de arco a ser utilizado € que

ele seja grande em regides com poucas nio-linearidades e pequeno em regides com forte
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comportamento nao-linear. Um mecanismo automatico para atualizacdo do comprimento

de arco sugerido por Crisfield (1991) € o seguinte:

n n— [n
AL = AL 1,/};_1 : (5.48)

sendo:
AL o comprimento de arco no passo n—1;
I"" o nimero de iteragdes necessarias para convergir no passo n—1;

I’} o nimero de iteragdes desejadas no passo 7, sendo /) =3 segundo Crisfield (1991); e

AL" o comprimento de arco a ser utilizado no passo 7.

Caso a Equacdo (5.31) tenha duas raizes complexas, isto indica que ndo existem
intersecgOes entre a esfera (ou o cilindro) de raio AL e a trajetéria de equilibrio. Esta
situagdo indica que o comprimento de arco ¢ muito longo e o método perdeu o seu carater

de continuagao da resposta, optando-se pela redu¢ao do comprimento:

AL™ =—AL . (5.49)

N [ —

5.5 DETECCAO DE PONTOS CRITICOS

Existe uma grande quantidade de métodos indiretos na literatura que podem ser utilizados
para a detec¢do de pontos criticos ao longo da trajetéria de equilibrio. O parametro de
rigidez CSP — current stiffness parameter definido por Bergan (1980) ¢ uma ferramenta
bastante eficiente para fornecer uma medida do grau de ndo-linearidade e detecgdo de

pontos limites. A expressao ndo normalizada que define o CSP ¢ a seguinte:

k=P (5.50)
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a partir da qual pode-se obter uma expressdo normalizada do parametro, dividindo-se o

valor atual k, pelo seu valor no inicio do processo de carregamento £, :

CSP:%, (5.51)

podendo ser observado que, ao se atingir um ponto limite, o CSP tende a zero enquanto

que nos pontos de bifurcagdo o CSP assume um valor arbitrario diferente de zero.

Vale a pena ressaltar que o processo de triangularizagdo da matriz de rigidez tangente antes
da resolugdo do sistema de equacgdes também fornece outra maneira bastante eficiente para
detecgdo de pontos criticos (limites ou de bifurcacdo). Segundo Crisfield (1991) e Haugen
(1994), o nimero de pivos negativos da matriz de rigidez triangularizada ¢ igual ao nimero
de autovalores negativos da matriz de rigidez tangente e portanto, monitorando-se o
numero de pivos negativos da matriz de rigidez triangularizada, pode-se detectar a
ocorréncia de pontos criticos pela alteragao do nimero de pivos negativos entre dois passos
de carga sucessivos. Os pontos nos quais a tangente a trajetdria de equilibrio ¢ vertical, ou
seja, paralela ao eixo das cargas sdo chamados “turning points”. Estes pontos ndo sao
considerados pontos criticos e tem menor significado fisico, porém, sdo de grande interesse
pelo fato de poderem afetar o desempenho do algoritmo de resolucdo do sistema. Estes
pontos podem ser detectados pelo CSP, entretanto, ndo causam alteracdo no niimero de

pivOs negativos da matriz de rigidez.
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Capitulo 6

EXEMPLOS NUMERICOS

Os objetivos que motivaram a selecdo dos quatros exemplos numéricos constantes neste
capitulo foram: verificar eficiéncia da formulacao dos elementos introduzidos no Capitulo
3 em capturar grandes deslocamentos e rotacdes na presenca da elastoplasticidade; realizar
uma analise comparativa entre as trés formulagdes de elementos de viga propostos;
verificar a influéncia do niumero de pontos de Gauss na secdo transversal; investigar o

efeito do niumero de elementos adotados na discretizagdo das estruturas estudadas.

As estruturas escolhidas — portico de Lee, viga em balanco, portico assimétrico e portico
toggle — sdo classicas da literatura e, dessa forma, tem servido como benchmark para
diversos trabalhos. As mesmas foram empregadas em inumeros estudos com a finalidade
de abordar os mais variados fendmenos - impactos, calor, terremotos, ventos, vibragoes,
reologia, instabilidade, etc. Assim sendo, suas respostas numeéricas e/ou experimentais sao

muito conhecidas, o que permitira a afericdo dos resultados obtidos no presente trabalho.

6.1 PORTICO DE LEE

A geometria e os parametros materiais da primeira estrutura analisada estdao mostrados na
Figura 6.1, a qual ¢ conhecida como o portico de Lee e foi apresentada inicialmente por
Lee (1968) para analise de grandes deslocamentos e estabilidade de porticos elasticos. A
mesma ¢ composta por duas barras (uma vertical e a outra horizontal) conectadas
rigidamente entre si e, com apoios nas suas extremidades que liberam rotacdo e impedem
translagdo. Cichon (1984) utilizou esse exemplo na analise porticos planos submetidos a
grandes deslocamentos e elastoplasticidade. Schweizerhof e Wriggers (1986) utilizaram o
portico de Lee para avaliar um método de linearizacdo consistente para obtengdo da
continuagdo da trajetoria em analises por elementos finitos nao lineares. Park e Lee (1996)
utilizaram esta tipologia estrutural para examinar elementos de viga elastoplasticos

tridimensionais flexiveis a cisalhamento. Meek e Xue (1996) usaram a mesma em
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problemas de instabilidade de poérticos bidimensionais. Rodrigues (2000) trabalhou com
este exemplo para o desenvolvimento e implementagcdo de ferramentas numéricas para a
analise ndo-linear fisica e geométrica de estruturas reticuladas na exploracao de petroleo
offshore. Battini (2002), por sua vez, utilizou esse portico para estudar elementos de viga
co-rotacional em problemas de instabilidade. Menin (2006) analizou este tipo de exemplo
para aplicagdo da descricdo co-rotacional na andlise ndo linear geométrica de estruturas

discretizadas por elementos finitos de trelicas, vigas e cascas.

& 30
E=720
v=0,3
: Ei=E/10
: oy = 10,44
24
/IV /IV

120

Figura 6.1: Geometria, condi¢des de contorno e pardmetros fisicos utilizados no pértico de
Lee.

Estudou-se o efeito provocado por uma tnica carga pontual aplicada na barra horizontal a
24 unidades de comprimento da ligagdo rigida. Conforme se pode observar nos resultados
expostos a seguir, as configuragdes das trajetérias de equilibrio para a analise elastica das
estruturas sdo conhecidas na literatura como snap-through no grau de liberdade v e snap-
back no grau de liberdade u apresentando, portanto dois pontos limites no diagrama carga-
deslocamento. Na avaliagdo elastopléstica, as curvas em u e v exibem comportamento

snap-through.

Efetuaram-se dois tipos de discretizagdes a fim de comparar os resultados obtidos com os

trés elementos finitos de viga estudados. Na Figura 6.2 exprimem-se as trajetorias elasticas
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de equilibrio nas dire¢des dos graus de liberdade u e v da estrutura dividida em 10
elementos. Como se pode verificar as curvas sdo ndo coincidentes, muito embora as
diferencas entre as mesmas nao sejam tdo acentuadas. Com o intuito de melhorar os
resultados obtidos, refinou-se a malha, discretizando-se o portico em 20 elementos. As
curvas sdo exibidas na Figura 6.3, nas quais se verifica uma melhora substancial na

aproximagao das mesmas, tornando os resultados satisfatorios.

Com o objetivo de validar os elementos ora implementados, as trajetérias elasticas obtidas
com 20 elementos de viga Timoshenko foram confrontadas com as obtidas por Battini
(2002) e, Park e Lee (1996). Esta comparacdo estd exibida na Figura 6.4 onde se pode
concluir que os valores obtidos sdo praticamente os mesmos. Este fato demonstra a

eficiéncia da formulagdo e da estratégia de solu¢ao nao linear empregada neste trabalho.

Em seguida obteve-se a resposta elastoplastica apresentada pela estrutura fazendo-se uso
de 20 elementos de viga Bernoulli e procedendo-se a comparagdo com Battini (2002) e,
conforme pode-se visualizar na Figura 6.5, hd uma grande aproximagdo entre os
resultados. Pode-se verificar ainda uma queda acentuada da capacidade portante da
estrutura quando se compara os resultados considerando a plasticidade com aqueles
obtidos tomando-se como hipotese a elasticidade do material. Todavia, nota-se uma
elevagdo da curva elastoplastica no segundo ponto limite como consequencia do

encruamento do material.

Resolveu-se ainda investigar o efeito que a variacdo do numero de pontos de Gauss teria
nas respostas elastoplasticas. Assim, realizou-se a andlise da estrutura usando 7 e 15 pontos
de Gauss ao longo da altura da viga. Conforme exibido nas curvas da Figura 6.6, hd uma
boa aproximacao de resultados entre as duas verificagdes, o que evidencia uma integragao
numérica eficiente das equacdes com a adogao de 7 pontos. Empregou-se 20 elementos de

viga Bernoulli.

As deformadas da estrutura bem como os correspondentes valores de carga para diferentes
passos sdo exibidas na Figura 6.7, onde se pode verificar que a estrutura alcanga

acentuadas rotagoes e translagdes que sao capturadas pela formulacao implementada.
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Carga P

'Bernoulli — u’
'Bernoulli — v’
‘Bernoulli 2 - u’
‘Bernoulli 2 - v’
"Timoshenko — U’
‘Timoshenkcl) -V

0 20 40 60 80 100
Deslocamento  d
Figura 6.2: Resposta eldstica do portico de Lee para os trés elementos finitos utilizados e
uma malha com 10 elementos.
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Figura 6.3: Resposta elastica do portico de Lee para os trés elementos finitos utilizados e
uma malha com 20 elementos.
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‘Battini Et al, (2002) - u’ (J]
’Battillwi Etal, (2002) - v [

!
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Deslocamento  d
Figura 6.4: Resposta elastica do portico de Lee para o elemento de viga Timoshenko e uma
malha com 20 elementos.
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Figura 6.5: Resposta elastoplastica do pértico de Lee para o elemento de viga Bernoulli e
uma malha com 20 elementos.
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Carga P
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1 | |
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Deslocamento ¢
Figura 6.6: Resposta elastoplastica do portico de Lee para o elemento de viga Bernoulli 2;
malha com 20 elementos e; 7 ¢ 15 pontos de Gauss.
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Figura 6.7: Perfil de deformadas para a resposta elastopléstica.
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6.2 VIGA EM BALANCO

Este problema foi resolvido inicialmente por Euler em 1744. O fato de se conhecer a sua
solugdo analitica e, pelas caracteristicas de seu comportamento nao linear, leva o mesmo a
ser muito utilizado para testes de formulagdes destinadas a analise ndo linear. Kondoh e
Atluri (1987) empregaram esse exemplo para tratar de analise elastoplastica de porticos
que experimentam grandes deslocamentos. Marques (1990) usou uma viga em balango no
estudo da ndo linearidade fisica e geométrica de portico espaciais. Park e Lee (1996)
utilizaram esta tipologia estrutural para examinar elementos de viga elastoplasticos
tridimensionais flexiveis ao cisalhamento. Rodrigues (2000), por sua vez, trabalha com a
mesma para o desenvolvimento e implementagdo de ferramentas numéricas para a analise
ndo-linear fisica e geométrica de estruturas reticuladas. Battini (2002) utiliza essa estrutura

com a finalidade de estudar elementos de viga em problemas de instabilidade.

As dimensdes e os parametros fisicos do material usados neste exemplo estdo mostrados na
Figura 6.8. Avaliou-se o efeito provocado por uma carga pontual aplicada na extremidade

livre da estrutura.

_ — E = 3x10’
u v=03
E: = E/30

=) oy = 3x10°

<
X

50

Figura 6.8: Dimensdes, condi¢des de contorno e propriedades do material usadas na viga
em balango.

A trajetéria de equilibrio da resposta elastopléstica € mostrada na Figura 6.9. Os resultados
concordam com os obtidos pelos autores Battini (2002) e Kondoh e Atluri (1987).
Conforme se pode ver em detalhe na Figura 6.10, a estrutura apresenta um comportamento
ligeiramente linear no percurso inicial de sua trajetoria de equilibrio para em seguida exibir
uma tendéncia ndo-linear suave. Salienta-se que praticamente os mesmos resultados foram
obtidos com 10 elementos de viga Bernoulli 2 e quando se usou 20 elementos de Bernoulli,
0 que implica numa convergéncia com 10 elementos de Bernoulli. Como no exemplo
anterior, nota-se pouca diferenga entre os resultados com 7 e 15 pontos de Gauss e os

efeitos do cisalhamento podem ser negligenciados.
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Figura 6.9: Resposta elastopldstica para viga em balango usando elemento de viga
Bernoulli 2; malha com 10 elementos e 15 pontos de Gauss.
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Figura 6.10: Detalhe da resposta elastoplastica para viga em balanco usando elemento de
viga Bernoulli 2; malha com 10 elementos e 15 pontos de Gauss.
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6.3 PORTICO TOGGLE

O portico toggle ¢ uma estrutura bidimensional simétrica, composta por duas barras de
igual comprimento rigidamente interligadas, que formam entre si um angulo obtuso, e
possuindo apoios nas extremidades que impedem translagdo e permite rotagdes no seu

plano - Figura 6.11.

A necessidade de se verificar a eficiéncia de formulagdes numéricas no tratamento de
trajetorias de equilibrio com carater "snap-through" justifica o fato de essa estrutura
constar como exemplo em grande nimero de referéncias bibliograficas. Ela foi resolvida
inicialmente de maneira analitica e experimental por Williams (1964). Posteriormente,
outros pesquisadores a analisaram através de diversos procedimentos numéricos. Marques
(1990) empregou esse portico para a andlise da ndo linearidade fisica e geométrica de
porticos espaciais. Meek e Xue (1996) usaram esse exemplo em problemas de instabilidade
de porticos bidimensionais. Warren (1997) o utilizou na andlise da probabilidade de
instabilidade ndo linear de pdrticos com imperfeigdes. Battini (2002), também utiliza essa
estrutura com a finalidade de estudar elementos de viga co-rotacional em problemas de

instabilidade.

i .

0,753

E=10’

v=0,3

¥ ¥ E.=E/2
25,886 oy = 3x10°

Figura 6.11: Dimensdes, condi¢cdes de contorno e propriedades do material usadas na viga
em balango.

Neste trabalho, analisa-se o efeito de uma carga pontual aplicada na ligacdo rigida da
estrutura conforme se pode visualizar na ilustracdo antes mencionada. As respostas elastica
e elastoplastica do portico sao mostradas na Figura 6.12. Nestas pode-se perceber a
caracteristica snap-through das curvas e a existéncia de dois pontos limites. Observa-se
uma queda na capacidade portante da estrutura quando se contabiliza na sua trajetdria de

equilibrio os efeitos da elastoplasticidade. Por outro lado, verifica-se uma elevagdo da
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curva em torno do segundo ponto limite resultante do encruamento do material. Plota-se
sobre a trajetdria de equilibrio eléstica e elastoplastica pontos extraidos de Battini (2002) e

conclui-se que os resultados obtidos entre os dois trabalhos sdo praticamente coincidentes.

Carga P

'Eléastico’

S "Elastoplastico’
'Battini — elastico’ o |
‘Battini — elastoplastico’ & :
-10 L 1 ! | L 1 |
0 0.1 0.2 03 04 0.5 0.6 0.7 0.8

Deslocamento

Figura 6.12: Resposta elastica e elastoplastica para o portico toggle usando elemento de
viga Bernoulli 2; malha com 8 elementos e 15 pontos de Gauss.

6.4 PORTICO ASSIMETRICO

O ultimo exemplo estudado trata-se de um portico assimétrico composto de duas barras de
mesmo comprimento, uma vertical e a outra horizontal, ligadas rigidamente entre si. O
pértico possui um apoio que impede rotacdo e translagdo da barra vertical e outro que
libera a translacdo na dire¢do vertical e trava a rotagdo da barra horizontal. A geometria do
portico e os parametros materiais sao mostrados na Figura 6.13. Battini (2002) utiliza essa
estrutura com a finalidade de estudar elementos de viga co-rotacional em problemas de

instabilidade.
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Figura 6.13: Dimensdes, condi¢cdes de contorno e propriedades do material usadas na viga
em balango.

Estuda-se a resposta da estrutura submetida a uma carga pontual aplicada sobre ligacao
rigida e na dire¢do do eixo da barra vertical. Neste exemplo, os deslocamentos podem se
dar em dois sentidos diferentes, dependendo de para onde vai ocorrer a instabilidade. O
programa 2D beam nl.f90 ndo possui estratégias computacionais que obtenha trajetdrias
secundarias de equilibrio. Para superar esse empecilho, induziu-se a resposta em um
sentido, aplicando uma carga horizontal pontual de pequena magnitude na dire¢do do grau
de liberdade (d) exposto na Figura 6.13. Logo apos, empregou-se uma carga no sentido

contrario, obtendo-se assim a outra trajetoria secundaria de equilibrio.

A Figura 6.14 mostra a resposta elastica da estrutura. Nesta pode-se verificar a existéncia
de um ponto de bifurcacao, de onde partem duas trajetérias assimétricas que contabilizam
os deslocamentos a esquerda e a direita no ponto médio da barra vertical. As mesmas tém
comportamento linear e deslocamentos nulos até o ponto de bifurcacdo. A partir deste

ponto, as curvas seguem em ramos nao lineares.

Na Figura 6.15 exibem-se as trajetorias elastoplastica da estrutura. Observa-se também a
existéncia de um ponto de bifurca¢do do qual iniciam trajetorias assimétricas de equilibrio
para os deslocamentos a esquerda e a direita do ponto médio da barra vertical. Observa-se
que em ambas as trajetorias secundarias de equilibrio apresentam um trecho estavel antes

de um ponto limite ser alcancado.
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Figura 6.14: Resposta eléstica do portico assimétrico usando elemento de viga
Bernoulli 2; malha com 16 elementos.
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Figura 6.15: Resposta elastopléstica para o portico assimétrico usando elemento de viga
Bernoulli 2; malha com 16 elementos e 15 pontos de Gauss.
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Capitulo 7

CONCLUSOES

Neste trabalho avaliou-se a eficiéncia de trés elementos de viga 2D aplicados em um
programa de elementos finitos que leva em consideragdo a ndo-linearidade geométrica e
fisica. A primeira ¢ abordada através da formulagao co-rotacional e, a segunda por meio do

modelo elastoplastico unidimensional com encruamento isotropico.

Nos exemplos estudados — podrtico de Lee, portico assimétrico, viga em balango e pdrtico
toggle, verificou-se a aproximagao entres as trajetorias de equilibrio dos trés elementos de

viga estudados, utilizando malhas com 20, 16, 10 e 8 elementos, respectivamente.

Na andlise elastoplastica, o uso de quinze pontos de Gauss na altura da sec¢do transversal
em vez de sete ndo produz uma melhora significativa dos resultados, conforme se pode

apreender das respostas obtidas para o portico de Lee.

Os resultados apresentados mostram que as estratégias utilizadas para evitar enrijecimento
por membrana e cisalhamento nos elementos Bernoulli 2 e Timoshenko, respectivamente,

foram eficientes.

No exemplo do portico assimétrico deve-se mensurar com cuidado o valor da carga
indutora da resposta no sentido desejado. Minora-la pode fazer com que o programa nao
consiga obter a trajetdria secundéria; majora-la pode simular a resposta da estrutura com

imperfeicao.

Como esperado, a contribuicdo dos esforgos cisalhantes nas respostas das estruturas
analisadas ¢ pequena. Isto se deve aos comprimentos dos membros das mesmas serem

muito superior a sua altura.

Em todos os exemplos verifica-se uma queda na capacidade portante da estrutura quando
se considera o fenomeno da elastoplasticidade. Observa-se ainda a capacidade da
formulacao co-rotacional em capturar grandes deslocamentos e rotagcdes para todos os

elementos implantados.

Concluida esta fase do presente trabalho, deixa-se como sugestdes para continua¢do do

mesmo:
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o Desenvolvimento de interfaces para as fases de pré e pds-processamento. Isto
tornaria o programa mais amigavel e auxiliaria na visualiza¢@o e interpretagdo dos
resultados. Por exemplo, poderia-se visualizar graficamente a evolugdo das
deformacdes plasticas em todos os pontos de Gauss da estrutura. Por outro lado, o
programa seria mais atrativo com esses recursos graficos do ponto de vista do

usuario.

o Extensdo do programa para elementos de viga 3D, o que possibilitaria a anélise de
off-shore, plataformas de telecomunicagdes, cobertura de grandes vaos, edificios de

grande altura, etc.;

o Consideracao de outras se¢des transversais, o que tornaria possivel o uso de se¢des
comerciais correntes. Neste trabalho adotou-se a hipotese de segdes transversais
retangulares equivalentes que possuem a mesma area ¢ inércia de segdes
transversais quaisquer. Os resultados preliminares foram satisfatorios quando

comparados com os da literatura;

o Implementagdo de estratégias numéricas capazes de obter trajetorias secundarias de
equilibrio;
o Implementar o algoritmo “radial return” para o estado plano de tensdes,

possibilitando desta maneira, o uso do elemento de viga Timoshenko para analises

elastoplasticas;

o Introduzir o conceito de rétulas plésticas e analisar o desempenho do mesmo na

obtencao de trajetorias secunddarias inelasticas; colapso plastico e andlise limite;

o Comparar as respostas obtidas com programa 2D beam nl.f90 com outras
fornecidas por softwares comerciais — ANSYS, ABAQUS, SAP 2000, etc. — ¢

outros disponiveis, como o0 OPEN SEES por exemplo.
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Apéndice A

DEDUCAO ANALITICA DOS COEFICIENTES DOS VETORES DE
FORCAS INTERNAS E DA MATRIZ DE RIGIDEZ TANGENTE DOS
ELEMENTOS FINITOS PROPOSTOS

O presente apéndice traz a deducdo analitica das equagdes que fornecem os coeficientes
dos vetores de forcas internas e das matrizes de rigidez tangente local dos elementos de

viga Bernoulli, Bernoulli 2 e Timoshenko.

Al -ELEMENTO DE VIGA BERNOULLI

VETOR DE FORCAS INTERNAS

e Forca axial N

N=J-%dv

N=—E4LL
L

u
N=EA— Al
7 (A.1)
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MATRIZ DE RIGIDEZ TANGENTE

e Coeficiente K|,
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Ky = [ E (%—6%) dv (A.5a)
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K, === (A.9b)

A2 - ELEMENTO DE VIGA BERNOULLI 2

VETOR DE FORCAS INTERNAS

e Forca axial N

o
N=|—dv

17

1
N=—ngdv

LV
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e Momento fletor M,
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MATRIZ DE RIGIDEZ TANGENTE
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K, =~Ealr

L L

EA
Kn =

L

e Coeficiente K,,
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oM, @

8_51_8_51(_ ——9 ]J-de-i-gl.[E—dV+J-O'Z(——6—jd
4 x )= (2 X )=

8=g+2[(z—6?]91+(z—6?j02:|

0 (2 _ 1 _j 200 1 aé 2
=>—=|—0-—0, |=| ——2 -—— =
26,\15 " 30 1500, 30 ae 15

= jadv = ngdv

jadv Egj jdAdijj [(——6%}§1+(%—6Lj5}dAdx
[ zda=0

[odv=Eg["[ daax
[oav=Eag j:dx
[odv=Eag(x);
[odv=EaLg
[odv=E4gL

0 0
= 8_6_’1'[0-61‘} '!.Eédv
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28 Lod 1508 3008, ° 30 08 15 08,
[E 251 §2+z(i—6%j dv
J 7157 30 L L

.[E g1+z( -6

L

— N2 o) o) 0?2 )
0s _1om 106 1085 1506, 1036, +2H4 ‘ jae{i 6;)@}

06 \L I*)o8

dv

h|><

v (-

)
[E g1+z( —6Lij dv_ngldv+jEz(——6 jd (A.14a)
(

v (-

ijgldAdeE %— jdAdx

deAzO

20, L6 1500, 3006, ° 30 06, 15 06,

E— +Z(i_6ij
00, ST

_V[E[gl +Z(%—6%j:|z(%—6%)dv

n2 n2 n n
Os _10u 1067 1065 1959 ia¢92+z[(4 xjael (2 xJaﬂ
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4 X 4 x Y

.[EZ(Z_6Fjgldv+.[Ezz (2_6?j dv
A6 ) g andns [ B2 (4 —62 ) dud
.[o.[A z L I2 & * J-OIA z L 2 *
jsz=o
A
L 4 ?
IIEZZ(__6£ZJ dAdx
0J4 L I

L 4 x Y
EIIO (2—6?] dx

E[(Ex—ﬁx2 +£x3j

L

L),
[
L
4EI
L
2
o —FEAgL
1578
o EALg!
4EI
O —_—
L
KZZ:EAL(— + fj+4ﬂ
1 L
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81\{2 =i_(£6_’2 —Lé_’ljjadv+(£6_’2 —ié_’lji_jadv—ki_joz(
06, 00,\15 30 )¢ 15 30 )06, " 00,
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0 (2 — 1 —j 200, 106 2
= = -0 |5 = =
00,15 30 1500, 3000,) 15

= jadv = ngdv

o el (§-o5 (G -5 )2 Jo

jadv Ejgdv+Ej [(——6L jé’ (%—6%}@}6[\/
gadvzEgjjjAdAdHEJ:LZK%_%}Q{%_6;

L zdA =0

[oav= EgJOL [ daax
.[ odv = EAgIOL dx
Jadv =FA g(x)‘z

.[de = FAgL

:>—jadv .[E—dv

06, Lo6, 1506, 3000, > 30 ' 06, 15852
ﬁ— +Z(£_6ij
0o, 2T\

2 1~
_‘0-—-7
TR

ag_laﬁ+iaé2_La§10 eae 106}

2 x 2 x
_V[E[gz + 2(2—6Fﬂdv = !Egzdv+!EZ(z—6FJdv

j I Egszdx+IEZ(——6 jdAdx
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{(

4

L

X
r

o,
00,

o

2 xjaé_’z
L I

<6
00
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2
[ Ezg, (%—6%}1\&[&2 (%—6%) dv (A.15b)
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o iEAgL

15
o FEAlLg:
4EI
O —_—
L
K33:EAL(%g+g22j+4% (A.15c¢)

e Coeficiente K,, = K,

sz.%dv N:%J.O'dv

ON _Lrpo,,
06, LY 96,
PRSI Sy R | L EN 1 S E R 1)

L 15 30 15 L L L L

— n2 n n n2 n n

o1 LT 1005 1 geh, LOB (4 1)l (2 oa )il
26, Log, 1506, 3000 > 30 086, 15 06, L I*)og \L I*)0o6,
06, 15" 30 L L
00, &AL

1¢ [ 4 x|
K12:Z.[E_g1+2(z—6? _dV

1¢ [ 4 x|
K12:Z.[E_g1+2(z—6? _dV

1¢ [ 4 x| 1 1 4 x
K12 :Z.[E_g1+2(2—6? _dvzzl-EgldV+z"':EZ(2—6?jdV (A16a)

1 eL 1 4 X
K, :Zjo LEgldAdx+z.[Ez(z—6deAdx

jAszzo
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K,= %IOL L Eg dAdx

1 L
K,= ZEAgljo dx

|
K, = Edg, (x)];

1
K= zEAglL

K, = EAg, (A.16b)

e Coeficiente K, = K,

N:I%dv N:%J.O'dv

00, L2,

P SR 7 L (i_sizja+(2_6izj§2
L 15 30 15 L L L L

00, L06, 1500, 3000, ° 30 '00, 1500,
6—f=£§2—L§1+Z 2—6%
00, 157 30 L L
0o, &AL

K,=—[E g2+z(%—6%j dv

os lou 100> 100~ 1500, iaéjﬂ[p xj8—é+(3—6iy—§2}

Ko=1[E g2+z(%—6%j dv:%ngzdv+%J-Ez(%—6%jdv (A.17a)

1t 1 2 x
K, :Zjo jAEgszdx+ZJv’Ez(z—6FjdAdx

jAszzo
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K= %IOL L Eg,dAdx

1 L
K= ZEA.[O g,dx

1
K= ZEAgz (x)‘oL
1

K= zEAgzL

K;=EAg,

e Coeficiente K,, = K,

2
M, = (1591——09 jjadv+jaz(——6L)d
82\{1 :i_(ié— ]J-adv+(2 gl—ng 9 jadv+i_j02(
00, 00,\15 30 15 30 89 00, <
4 x\= (2 X \=
8:g+Z|:(z—6?j61+(z—6Fj92i|

0 (2 _ 1 _j 200 1 aé 1
=>—=|=0-—0, |=| —F-—— —
260,15 30 1500, 30 ae 30

= J-O'dv = J-Eedv

jadv EjjgdAdx+EH [(——6%)6_’1+(%—62J5}dAdx

L zdA =0
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[oav=E j: [ gdddx
.[odv = EAgIOL dx

J.O'dv =FA g(x)|§

.[odv=EALg
:—_Iadv:IEa—fdv
0, 00
Oe _low 1007 1005 1500, 100 (
00, Lo6, 1500, 3000, ° 30 a6, 15026,

IE:g2+z(——6 j dv

IE g2+z(——6%j dv—ngzdv+jEZ(——6L Jd

v .

j [ Eg.dddx+| Ez( i jdAdx
[ zda=0

] Eg.ddax

EAg, [ dx

EAg, (x)‘é

EALg,
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= i_jaz(i—6%jdv:an—fz(i—6%jdv
00, L L 00, \L L

4 x\= (2 X \=
w155 )31

o\ 100 Loy Lpi Lo f(4 (a0, (2 a0
20, L6, 1500, 3006, ° 30 06, 1506, 0,

a—fzggz—Lé+Z(£—6ij
06, 15 ° 30 L L

L I

L I’

00,

4 x 4 xY
-“:EZ(Z_6FJg2dv+-":E22 (z—6gj dv (A18b)
['] (——6xjg2dAdx+j jEzz(i—6ij(3—6ijdAdx
0J4 2 A L I2 L 2
jszzo
A

1
o ——FEAoL
30 8
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o EALgg,

2FEI
O —_—
L
1 2FEI
Ky = EAL(_Eg +g1g2j+T

A3 - ELEMENTO DE VIGA TIMOSHENKO

VETOR DE FORCAS INTERNAS

e Forga axial N
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e Momento fletor M,

1 6 -6, L G (L x)= x = |
MFZEI( lL 2 j dx_EAIo {_(I_Zj - 2_abc
1 n_n . 2 2 L
MlzzEI( lL : j dx——A{—x01+ 6 +— 2_0
1 0, -0, 1 GA[-L,= =
Ml:zEI( 1L 2j(x)‘0 —7[7( 1+02)j|
MlzlEI(el_esz+—GAL(6_’l+§2)
L L
El = = 1 -
M1=T(6’1— 2)+ZGAL( | +0,) (A.20)

e Momento fletor M,

M, = j(—%z—%}d\/
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o=Ee 5=%—kz=l— 2,
ox
ow X\= x=
Y e o ( Lj R

M2=%EI 52251 L+iGAL(§1+§2)
M, ==(8,-5)+ GAL(5,+4.)

MATRIZ DE RIGIDEZ TANGENTE

e Coeficiente K|,

an

K. =
R 7}
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K, =—EA—(x)\0
K, —lEAlL
L
EA
Kll :T (A22)

e Coeficiente X,,

oM
K,, = =
06,
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M, _Ljog(LE 108 108, gl (, x)ol_xoB],,
06, L+ \Lob Log  Lob ) L)o6 L oG

Ky ==+ 1GA (A.23)
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L YA
0
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k- Leli AL
L L 2L 2

ON
Klz_ﬁ
1
O
N=J.2dv
N _Lip0e , B 0.6,
00, L) o L L
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oe 1 du 186’

86’ L@@ L@H

1 1
K12 :Z-[EZZdV

1 .1
K, =—FE—|zdv
12 L L'!:

ON
K13 = ﬁ
2
(e
N = J.Zdv

—:—j —dv

o 1 ou 1849
08, L oo, L66’

180 L

L80 L
jsz 0
A

T 8,7
L L

106, 1

———=ZzZ=——2Z

L 26, L
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e Coeficiente K,, = K,

o=FE¢ =%— =1_§2_§1
Oox L L
ow X\= x=
=G =—-0=—|1-—1|6,——46
4 4 ox ( j A

Lo6, Lod,  Lob )

K23:—l.[zElzdv— < —(I—EJ dv
L3 L 2l UL

L o 2 2L ),
L L 2

Ko=-2L Lo
L 4
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Apéndice B

DEDUCAO DOS COEFICIENTES DOS VETORES DE FORCAS
INTERNAS E DAS MATRIZES DE RIGIDEZ TANGENTE DOS
ELEMENTOS FINITOS PROPOSTOS VIA INTEGRACAO
NUMERICA

Neste apéndice ¢ mostrada a dedugdo das equagdes via integracdo de Gauss que fornecem
os coeficientes do vetor de forcas internas e da matriz de rigidez tangente local dos

elementos de viga Bernoulli, Bernoulli 2 e Timoshenko.

B1 - ELEMENTO DE VIGA BERNOULLI

Na obteng¢do das equagdes dos coeficientes por integracdo numérica deste elemento fez-se
uso de dois pontos de Gauss ao longo do eixo-x. As posi¢cdes dos mesmos € seus

respectivos pesos foram (ver Figura 5.1):

D
45}

No presente apéndice, f(x;) denota o valor do polindmio no ponto x, e, w(x,) o seu
peso.

VETOR DE FORCAS INTERNAS

e Forca axial N
N:'[%dv
1 ¢z
NZZL LadAdx
1 ¢L 1 1
N = [! == Cf (1) w(x )+ Cf () ()

C=[odd  G=[ odt C,=][ odd,
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e Momento fletor M,

M, = [02(%—6%)0’\/ = J-OL L az(%—6%ja’/ldx

4

M, :.[OLC(Z—6%jdx — O f () w(x, )+ Cof () ()

C=[ ozda =] ozd4 C, = oz,

éf@(l‘ﬁj Lo, 1_6@(”@ L

L )& 2 L )&

=gt 2 bt 3 2

+_ —_
L L I3 L L IJ3]2
43-33+3]L 43-33-3|L
M=C|—F————=|=+C,|——————|=
3L 2 V3L 2
B3|l L [B-3L
M, =C, i | 2|12
V3L |2 | \BL |2
M =C 3V3+3 Lo 3343 (L
3L |2 3L |2

(V3+1) (1—\/§)§

1 1 L 2 CZ L
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e Momento fletor M,

M, :,[O-Z(%_6%jdv:.[OLLO-Z(%_6%jdAdx

M, :IOLC(%—6%jdx:le(xl)w(xl)+C2f(x2)w(x2)

C= L ozdd C, = L ozdA,

C, =, ozda,

o leg) e Gl

L 1? 2 L I’

R N .

+ J—

L L I3 L L IJ3]|2
M =C 243-3V3+3 Loc 243-3V3-3|L

VL 2 Broo |2
M =C_—3_\/§ £+C—_\/§_3 L
2 1_\/§L B 2_ \/§L 2
yo—c|3B33L [ 33-3]L
3L j2 7P| 3L 2

V31 NERS
Mz:q( L )é—cz( L )é

=
Il

[%J J-Al ozdA, — ( \/§2+ ! J .[ B ozdA,

MATRIZ DE RIGIDEZ TANGENTE

e Coeficiente de rigidez K|,

an

K. =
" ow

Pela Equacao (A.4a) tem-se que,
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—%!E@:%ﬂjﬁdmx

”EdAdx— _Cf () w(x, )+ Cf(xz) (x)

jAEdA =C [ Ed4=C, [ Edt,=c,

1 L 1 L
K, :Fq (1)E+FC2 (1)5
1 1
K, =—C+—C
Y 1+2L 2

1 ¢ o« 1
K, :ZL Ed4, +ZL2 EdA,

1 . .
K, = Z[ J B4+, EdAz} (B.4)

e Coeficiente de rigidez K,

_ M,
2 66_’1

Pela Equacao (A.5a) tem-se que,

K, = jEz (——6 jd =[] E7 (——6 jdAdx

K, :jﬁc(%-s%jz dx=C,f () w(x)+ Cof (x.)w(x.)

0

[ Eda=C C = Ll EZ*dA, C, = Lz Ez%dA,
[ L 1T L 1T
6| - || l1-——= 6| |1+
K. =c|t_ (2)( ﬁj L4 @( ﬁj L
22 T ¥ 2 2 2
L L 2 L L 2

— 2 2
3L 3L
3L-——F 3L+
K. =C i_(—\/gj £+C i_M L
22 7 V1 2 2 2
L L 2 L L 2
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2 2

3L 3L
Koo 43038 | Ly |43 | L
L L L 2 L L L 2

c _cf4.3,3L1 5 4.3 3L1YL
221LL\/_L2 L L 3I2) 2
4 3 3 YL 4 3 3 YL
K, =C|Z1-2 ZiC,|2-2-
2 1LL\/_LJ (LL\/_LJ
43-33+3) L 43-33-3) L
Kp=C|——7| 516 N
V3L 2 - BL )2
B+3) L B-3) L
K,=C| X2 | 24| 2| 2
N 3L ) 2
33+3) L 3W3-3) L
K22_C1 ~ Cz A
3L |2 3L |2
B+1) L Bi-1) L
S R
B+l B-1)
Ku:cl( 2)£+C2( 2 J L
r 2 r 2
(B, ()
K, =C, +C,
2L 2L
J§+1) (\/5—1)2
e z
K, = .[AIEZ dA S+ j EZ*dA, Y (B.5)

e Coeficiente de rigidez K,

oM,
06,

K33 =

Pela Equacgao (A.6a) sabe-se que,

K, = jEz (——6 jd ijz (3—6Lj dAdsx

130



L 2 2
K| C(Z‘%) dx =, f () w(x)+ Cof (,)w(x.)
[ Eda=C C = Ll EZ*dA, C, = Lz Ez%dA,

_2_6(9(1‘%] 2£+C : G5 |

L I’ 2 L I’

| b~

2 2
2 3 3L1YL 2 3 3L1YL
Ky,=C|Z-2+2— | 2+, -
L L BI)?2 2

2 2
K, =C, £_§+ij £+CZ(£_§_ 3 jé
L L 3L) 2 2

2W3-33+3) L . (2B-33-3) 2L
V3L 2 V3L 2
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(V3-1)

2
T+ IAZ Ez dAz

2
., (\/5 + 1)
K33 = IAI Ez dAl T
e Coeficiente de rigidez K,

_ov
12 851

De acordo com a Expressao (A.7a) tem-se que:

12‘_IE (__6 jd:_” (——6 jdAdx

1 1
Ko =g L €[4 -6 Jiv =1 G () wln) +7 Cof (1),
[ Ezaa=C | ) Ezdd =C, | . EzdA, = C,

K, -Lc Gl Llg s Gl+a)

L 'L I’ 2 L L I’

N | b~

[3L—3LJ (3L+ 3Lj
_1o4 V3 4 V3
K12__C1 2 +C2 2
2 L L 2 L L
3L 3L
1 |4 3 f3 4 3 f3
L L L L L L

1 4 3 3L 1 4 3 3L 1
%-30(2-3Frleli1- )

1 (4 3 3Y) 1.(4 3 3
K,==C/|=== —C,| =-2-
1221LL\/_LJ (LL\/_LJ
Lo [43-33+3) 1. (4/3-3V3-3
2 V3L 2°° 3L

k- LlefPBe3) 1. (V33
27 VBL ) 277 V3L
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K12:%C1(3J§+3]+1C2(—3J§+3]

3L 2 3L
Kn:lcl[\/iﬂj e (1 ﬁj
2 L 2 L
12_(ﬁ 1) [, Exda L) [ Bz, (B.7)

K13:%VEZ(——6—jd =—jj (——6 jdAdx

1 1
K= 1 €[50 =1 G (i) + ot () ()
[ Ezda=C Ll Ezdd, =C, LZ Ezdd, = C,

K _lc 2 Bl-5) L1, 2 sl
’ l 2

L 'L I’ 2 L L I’

o (%
3L-—F
anlc E_—\/g

2 'L L 271 L
3L 3L
1 2 3 3 2 3 3
K ==C __+\/z— G, ____\/2_
2 L L L L L L

1 2 3 3L1 2 3 3L 1
S e i e

K13=1C1 23,3 lc 2.3 3
2 "L L \/_L L L 3L
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1
+EC2

1 2@—3J§+3] (2@—3@—3)
2 V3L NEY

o _Lo(Be3) 1 (-3
13_2 1 \/§L ) 2 \/§L

3\/5—3j 1 (—3@—3}

1 +—=C,
2 3L 2 3L

! &) ! (&J

-—C,
2 L 2

e Coeficiente de rigidez K,

— a]\41
00,

K23

De acordo com a Equagdo (A.9a),
[ p2 4 X 2 X (tr g2 4 X 2 X
K23—v[EZ (2—6F 2—6F dV—IO .[AEZ 2—6F 2—6F dAdx

a qual integrada numericamente no eixo fornece:

K, :J-OLC(%—6%j(%—6%jdx = () () + Gt () w(xs)

[ Erda=c Ll Ez*dA =C, LZ Ez’dA, = C,

_6@(1‘%) L

K. —c if@(l‘ﬁj

2
23 1 I I Z 12 2+
L 1 L 1
6 I+— 6| - ||1+—F=
4 @( ﬁj 2 (J( ﬁjL
Gl —- 2 T 2 Y
L L L L 2
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2

e N A A A
£ £ £ )
k. le|lt 3,32 3, 3| Le|4 3 )23 5

>N L |l L | 2L L L L I

L (4 3 3012 3 3.1\ L _ (4 3 3L1)Y2 3 3L1
Ky==C|—-~+—F=5 ||+ |+T76G|-—F———F ———
2 "N L BPNL L 3I) 2

L 4\/5—3\/§+3J(3_3 3L1j LC2£4\/§—3J§—3J(2 3 3Llj

- +__ +_ - || — e — -
2 3L L L BI*) 2 3L

L (3+3)(=3+3) L . (3-3)-3-3
=39 AL J( L j*zc{ L j[ JL j

3\/§+3JL3J§—3J+£C (—3\/§+3j£—3\/§—3j

2 3L 3L 2 3L 3L

k. -Le \/§+1J£\/§—1j_£c{1—ﬁj£\/§+1j

L L 2 L L

! L 27 )b

(3-V3+43-1) [ (V3+1-3-45)

(I (T
K= Ll EZdA - LZ EZ%dA, (B.9)

B2 - ELEMENTO DE VIGA BERNOULLI 2

VETOR DE FORCAS INTERNAS

e Forca axial N
N = J.gdv
L

N :%I: L odAdx
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1 ¢z 1 1
= [} Ca= G ()W () + L Co () ()

C=[odd ¢ =] odt C,=[ od4,

=%C1(1)(§j+%cz(1)(§j
( jj’ JdA+( jj odA,

= %UA] odA, + Lz O'dAzjl

e Momento fletor M,
22 1= 4 x

Ml:(Eel—%ezJ[GdV+.[UZ(z—6FjJV

M, = (zé—iéw j O'dAdx+J- jaz(——é jdAdx

s 30
L 4 X L (4 X

=M, =] Laz(z—6?JdAdx:jo C(z—6?)dx

Lt (4 X
J- C(__6?jdx=le(xl)W(xl)+C2f(x2)W(xz)

o \L

C=| ozdd C = ozd4 C,=[ oz,

(36 foae=Cur () )+ Co ()9 ()

o\ L
_i_%j@_%) L. if@(”@ L
2

L 1’ 2 L 12

(4 3 3 7L . [4 3 3L
|1l C{TTF}
AB3-3B343|L 43333

3L R BV Y

343 L 3-3L
V3L 3L
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3343 |L 33+3]L
=C, —+C, —
3L |2 3L (2
\/§+1 1—\/5
s (-6
L 2 L 2

(20550 can=(20-258 e (wn) [ 8-558 Jeur (i)
(R8-558 Ja i+ Za-50 je.n*
15 30 2 \15 30 2

L(2- 1= L(2- 1=
:E(Eel_?,_()ezJjAlo-dAl+E(Eel_%02jIAzo-dA2

e Momento fletor M,

M, =(%6_’2 —%éj!odv+!az(%—6%jdv

M, = (%52 —?BéjjoLjAadAdejL az(%—6%)dAdx
= J-OLJ-AO'ZK%—6%jdAdx=I:C(%—6%jdx

Jo(F-65 fre=cr(amta)scurteui,)

C= L ozdA C = L ozdA, C, = L ozdA,

L L

j:c(i_dzjdx = f ()W) + Cof () ()
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2 3

L L

+L}£+

I3 2

23-33+3|L
V3L 2

343

L
_36—3}5

3L |2

cl|2_3_3
1L L I3

3L

2

23 -3Y3-3

L

+C2 |:—\/§L :|E
L ~B3-3]L
}TQ {—@L }5

ic {—3@—3}5

2

138

(B.12)



MATRIZ DE RIGIDEZ TANGENTE

e Coeficiente de rigidez K|,

an

K =
" ou

De acordo com a Equagdo (A.13a),
Leafl
K, =—|E|—|dv
=115
que desenvolvida usando dois pontos de Gauss no eixo X, fornece:

1

Kll I—ZJEdV
1 ¢tp A
K, =?L jAEdAdx
1 ¢z
K, =?j0 Cdx = C,f (x,)w(x,)+ Co f (x,) w(x,)
1§ 1 L 1 L
K, :F_([Cdx:FCI(I)E+FC2(1)E
1 n ~

e Coeficiente de rigidez K,

— a‘}\41
22 a 51

Pela Expressao (A.14a),
2 - 1= 4 X
]\41 :(Eﬁl —%ezJ[de+.[UZ(z—6Fjdv

a—%zi_(ié—L@Jjadvjt(ié—L@ji_jadv+i_jaz(i—6izjdv
06, 06,\15 = 30 ")+ 15 30 “)ob - o0, * L L

O desenvolvimento dessa equacdo usando dois pontos de Gauss produz:
Lo (2g-tq) (20 100 2
06 \15 30 1506, 30 06, 15
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= J-de

1] o= [} Catr=Cof (5 w(x)  Cuf (3 ()

C

L L
= |, Cax=C, (1)5+C(

= IAI GdA1§+L2 adAzg

:%(Ll odd,+[, adAz)

2 - 1

=|—=6-—
15 30

Pela Equacao (A.14b),

aalom=LLE-

= L odA

)£

2

—~\ 0
92}8_51-!0-61‘}

C = od4

C, =, odd,

> (%é 2 JijdAdx_(%é— loézjj:ccix
[%91—%@”0%4&:(%9 3—109 jle(xl) (1)+[%§1—3—1()
[ Eda Ll EdA, Lz EdA,
(Za-5a [ o= Za-5a )05+ La-55a
(%j—%@jjij— % 1 3—1()52%]/4 E’dAﬁ(%@l—%@jgh BdA,
(%7—%@)I:Cdx= %_1 %@jﬁ(IIEdAI+I EdAz)
> IOLIAEz(%—6%JdAdx
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[ Ez(i—6i2jdAdx
0J4 L L
L 4 X
I C(Z—6?de=le(xl)w(xl)+sz(xz)w(xz)
[ Ezda=C | ) Ezd4 =C, | . EzdA, = C,

L G5 L. 5 GlE)
: 5 2

=C/|—-
"L L L 1*

5L 3L
ot 3Bl |43 B
L L L |2 L L L |2

:Cl _—— —+ J—
2 2

4 3 3L 1)L 4 3 3L 1)L
L L 3D ?

4 3 3 )\L 4 3 3 )\L
—C| -2+ — |Z+C| -2 ——|=
L L 3L)2 L L 3L)2

43334311 [43-3V3-3]L
V3L 2 NEY) 2

B3|l (SB-3)L
V3L )2 L ABL

2
3\/§+3] (—3\/§+3]£

L
—+C,

3L 2 3L 2

\/§+le C{ﬂ}

L |2 L

| &

N6
Assim,

141



=£(£§I_L§
30

2
15

51_1

30

[ Eda, + [ Eda,

JL

j Esz +(

4,

1-43)

VE jzdx = le(xl)w(x1)+ CZf(xZ)w(xz)

L l:jza'A2

26X

jdv+jEz (L

Fo
15

[ Erda=c Ll Ez*dA =C, LZ Ez’d4, = C,

K

-

1

3

|

L2

2

4 L
L 1? 2 7
3L Y
143,55 L 0|4
L |2 L
(4.3, 3L 1YL .
L B2 7
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+C,

L

L

4 _6@(”%)

2

L
2



2 2
T

L L 3L L L 3L
’ 43 - 3J§+3]£ (
2 2

dx=C, \/§L
L
2

: ﬁ+3}
J

sz
2

4333 -3
3L

dx=C,
3L

2
d=C 3J§+3

Lic
2

Nlh

J

— L ~ (4
15 3002jjo LEZ(Z_6
30
+(£§1_L§2
15" 30

%jdA dx

jclf(mw(xl)

LEZdAzC

s

[ Ezda=c | Ezda,=c,

el

4 3 3

L (2— 1
———t—= =+ =6 -——
L L 3|2 s 30
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-—6, |C
51302j1[ 3L

4

5(2§I_L§2j 206
20 \15 " 30 15 08,

jadv =§(IJdAI + I O'dAZ}
v 4 4,

(351 —L@ji_jadv:é
1530 2)ag %" 2

i_ az(i—6%jdv=(£6_’l—
a0, " L L 15

+(£§1__92j(1 f}jadA +J-Ez dA( 3+1) jEz dAz(

W3-33+3 L

15

108,
30 06,

igl_ig
30

ii—izjq [ B3|L L (20-ma )
15" 30 3L 30
3@;—2)(;1 33 +3 543;_3
15 30 | 3L 2 15 30
2. 1 B (2 L—jc
1 2 1 1 2 2
15 30 L 2 15 30
25 153+ jEZdA+(2e_i§2
15 30 2 15 30

2

15

Il

30 °

l
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iaj(ﬁz“} -

jEdA +jEdA

|

43-33-3|L
- BL 2

B- 1)2



L L(2- 12Y(¢ax -
K, :E(IJdA1+[JdA2]+E(EHI —%ezj (anrA1 +jEdA2]

4 4

+| Ez dA4, + | £z dA,

4 4y

1(2- 1=
+5(E91 —%Ozj{(\/ngl):[aszl +(1—\/§)£0sz2} (B.14)

e Coeficiente de rigidez K,

oM
K33 =—
00,

2= 1= 2 X
M2:(Eez—%91);[0'@1\/4'!02(2—6?}\/
_8]\{2 :i_(iéz—Léjjadv+(£@—iéji_jo-dv+ 6_ Iaz(£—6%jdv
00, oa.\15 " 30 )3 157 30 )ag, 7" g 1\ LT

O desenvolvimento dessa equagdo usando dois pontos de Gauss produz:

(2006, 106) 2

0 (2 — 1 —j
20,15 % 30 1506, 3006,) 15
:>jc7dv

L L
= .[0 L odAdx = .[0 Cdx =C,f(x)w(x,)+C, [ (x,)w(x,)
C=[odd C =] cdd, C =] od4,

L L L
= |, Cax=C, 1)5+C )5

= Ll GdA1§+ Lz adAzé

= %(Ll odA, + I . odA, )
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- (25-L18)2 fou
15 30 )06,
Pela Equacdo (A.15a),

—ja _jj ( 9——ejdAdx+ijz(——6L jdAdx

2 2 — 1 =)L
> (159 ——ejj [, EdAdx—(lsﬁz—%Hle Cdx
2 - 1 =)\t 2 - 1= P
[Eez ‘QHIJL Cdx:(gﬁz —%@jqf(xl)w(xl)+[g¢92 —%aljczf(xz)w(xz)

[ Eda | Eda [ Ed4,

b1\ 2 1 VL (22 1)L

20 - Lol|[ca=[ 20 -L1a |02+ 20 -Lg |

[15 *730 ‘JIO 15 30 ‘j()z (15 730 lj()z
21\ 2 1 \L; : _ A
(150 I car={5 258 o Bt 5250 3 B
(i‘z—ie‘wlj ‘car=(28,-Lg lj (], B+ EdA)

152 30 )k 152730

Assim

(iéz_Léji_jadv:ﬁ(iéz-ie) (j EdA,+ [ EdAz)
15230 25,37 " 2\15 7 30 \a .

2
2 02(3—6 jd jEz(——6 j(z gL jdv+jEz (2—6 ZJd
69 L r )\ 15 30 L L
d 2 x), traf(2 x\25 1= tpoas(2 xY
6—§2£02(z—6gjdv—jo IAEZ(Z_6FJ(E02_ﬁgljdAdx-i-jO .[AEZ (2—6F
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L

J

2

L

i

L

J

2

L

i

X
o7

[ Eda=C IAIEzszI:Cl jAZEzszfcz
L 1\ T L 1
: 2 6(2)(%) L |2 6@(%
Jarma| 2= See) 225
r 2 2
L B ] P
jdszl N N £ VA (E 7o N N E 24
L I 2 I 2
3L 3L Y
) 3L 3L
June| 238 | el 23 |4
jzdx_c 2. 3 3L1VL (2.3 3L1YL
"L L BE)2 \L L )2
2 2 2
)dxzcl 23,3 £+C2 2.3 3 )L
L L 3L) 2 L L J3L) 2
2 23-33+3) L 23-33-3) L
dy=C| NI NETI ) 2y o | AN2TNS TS B
3L 2 3L 2
2 B3 L -3V
jdx:Cl Lo D22 2
3L ) 2 V3L ) 2
5 2 2
jdx:Cl 333 Lic, 3-3) L
3L |2 3L 2
2 BV L o)L
dX_Cl T] 5+C2 I ]E
2 2
2 NES| 3+l
e P L o P L
FUNCE N
dx=C, Y3 +C, i
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6%)2dx = O f () w(x, )+ Cof () ()

I

L
2



L 1 L
2 1 > GN B (2 1 » s
(za-La)a|2- a2 15y )2 N
1572 30 L L 2 157 30 L L
[ Ezaa=C | ) Ezdd =C, | . EzdA, = C,
(25 -Lglc| 222 £+(£§2_L§IJCZ 2.3_3 |L
15 7 30 L L rJ3]2 157 30 L L I3)]2

2\3-3V3+3 £+(3§2—i§1jcz
N PSR
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[i%%7)

%)

(G-t 2 R ewe 5
(25|

[i%%7)

%)

23 -3Y3-3
V3L

|

L

2



(\/52;1) +J’A EZZdA2 (\/§+1)

+I EA’Zza’A1
4 2L

8(2— 1_j 200, 106 2
0 —=|=0,-—0 |=| =2 -— =
06,15 % 30 1500, 3008,) 15
o jadv=£ IO'dA1+IO'dA2
v 2 Al AZ
2- 1=)20 L(2= 1=Y(¢ax .
Z0,-—0, |—=[oav==2| =0,-—6,| | [ E£d4,+ [ Ed
; (15 > 730 1}892I0V 2(15 > 730 1) U 1 J Az]
o 2 x (22 1= A A
o 8—52Vaz(z—6?jdv=z(gez—%elj[(\/?—l)hEszl—(\/§+1)L2Esz2}
(V1)

[_2
—L + IAZ Ez dA2 2L

L L(25 1:Y(fz -
K, :E(jadAl+jadA2}+5(Eez—%91j UEdAI +jEdA2]

4 4 4 4
3585 ()], ta~( 1)
2 2
+ Ll EZ*dA, @+ Lz EZ*dA, @ (B.15)

e Coeficiente de rigidez K,

Pelas Equagdes (A.16a),

21——jj ( )dAdH IIE(——6 jdAdx
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|

@jdx

=10 ( jmw-zgqu_m
1(351_LézjjoLCdx:l(ié—i@jqf(xl)w(xl)-ir%(%é—%gzjczf(xz)w(xz)

L5 30 L5 30
[ Eda=c jAlEdAI:Cl IAzEdAzzCZ

%{%@%@jq@)(é}%[éé—%@jq(
(e e (32 20
:%(%51—3—1()9){1&1% +J;EdA}
= — ” (——6 jdAdx

3ok ar= et wln) +y Cor () ()

[ Ezaa=C | Ezdt=C | Ezdd,=C,

L 'L I’ 2 L L I’

IILC(i—6ijdx=lc i_6(§j(l_j§j L1, if(éj(”jgj L
2

lec(i—éizjdxzcll W33 o 13343
v\ L 2| 3L 2| 3L

(\/§+1) (l—x/g)

lec(i—éiZjdxzq +C,
Lh 1L 2L 2L

Dessa forma,

K21:l(ié_i@)[hlﬁaﬂl+IA2EdA2}+(\/§+IJI EzdA, + (1 */_jj EzdA, (B.16)

215 30

e Coeficiente de rigidez K|,
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De acordo com a Equagdo (A.17a),

:_jj ( jdAdx —IJE(——6LjdAdx
:»%LLLE(E@—iéjdAdx=%joLc(%§2—3ioéjdx
et 205 (a8 Cur () ()

[ Eda=c LIEdAI:CI J.AzEdAZ:CZ
1(2- 1= L)Y 1(2- 1= L
=—|=0,-—a |C(1)| =2 |+=| =06,-—8 |C,(1)| =
L(IS > 30 1) 1()(2j L(IS > 30 lj 2()(2j
(3G ) o 5) 557 ) s
2)\15°% 30 ' )Ja 2)\15°7% 30 ' )Ja

(2= 12\ « .
:E(E% —EQJUA Eaa+, EdAz}

- %I:LEZ(%—6%jdAdx
L (——6 jx=le(xl)w(xl)Jrsz(xz)w(xz)

[ Ezad=C | Ezdt=C | Ezdd, =G,

e

leC(£_6%jdx:ql E_ 5 f lg >
L7o L L L|L L 2 L L L

phe(-ox)e-esl it oales i)
lec(z xjdx:%{zﬁ:éfw}%{zﬁ:éf—ﬂ
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—[c|5-6=|dr=C—

2| 3L
et (2 x 1_3\/3—3}

2

—[c|5-6= |ax=C =
Lh L L 2| 3L

+C,

2 3L

lee (2 x (\/5—1)

(x/§+1)
—(fe[2-6X |ax=C —c,
Lh 1L 2L 2L

2L

(2= 12)¢s . 31
KB:E(Eﬁz—%GljlszdAl+iEdAz:l+[ i jjoszl—

4

4

e Coeficiente de rigidez K,

_aMl
23 agz
2 - 1= 4 X
Mlz(gﬁl—56’2)[0'611/+_[0'2(Z—6Fjdv
8Ml_i(2
00, 06,

1et (2 x 1| —3+3 1| -3-3
+C,—| ———
NEYS

1{@}

|

1 ‘c 2—61 dx:(@]j Eszl—(\/g-H]j EzdA,
2L )74 4

%

NEES|

O desenvolvimento das integrais em dois pontos de Gauss fornece,

0 (2 — 1 —j 206, 1 06, 1
- — —01——92 = | =
06,\15 " 30 1500, 3006,) 30

= jadv

= _[OL _[A odAdx = J’OL Cdx = le(xl)W(xl)+ sz(xz)w(xz)

C=[odd C=[ cdd, C =] od4,

L L L
=[[cax=¢ (1)5+C2 (1)5

152

|

j ozdA,

4

) —i@jjaa’\ﬂr(gé—L@ji_.[adv+i_jaz(i—6%jdv
15 30 7)Y 15 30 ©)06," 00, < L L

(B.17)



Pela Equacdo (A.18a),

0 (2= 1= ~ (2 X
ﬁjUdV:[E(Eez—3—091jd\/+.[EZ(z—6?jdV

2y

> %@-%é jjAEdAdx:(%éz—%oéjjOLCdx
2a-a [ can-( Lo b Za-a )
Sa-gafen[2a-galent (2o
%92—%91 " Cx = % 2—%491 %ledAl+(%02—$éj§jAzEdAz
2517 OLCdxzé(%H_z—?loéj(LE‘dAﬁLZEdAz)

1

Le ~ (2 X L 2 X
> [ LEz(z—6?jdAdx=jo C(Z—6?jdx
I:C[%—6%jdx:le(xl)w(xl)+C2f(x2)w(xz)

[ Ezda=C [ Ezdt=C | Ezdd,=C,
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o2 3, 3 |L |2_3_3 |L

"LoL 3|2 TNL L LJ3]2

23-33+3]L C{zﬁ—sﬁ—sy
2

_C | 2N TONE o | NS TONS D
1 3L 2

VL )2
3-V3[L, B33 L
V3L |2 ) 3L 2

_3\/5—3F+C{—3\/§—3F

3L |2 3L 2

—_—
>
|
N
N

Lo (5L
L 2 L 2

= (@] j fz'szl - (\/524_ lj I Eszz

2 ).

Dessa forma,

i_jadv= @ jaszl— 341 Iaszz+£(£§2_i§1j(I EdA1+I EdAz)
00, ! 2 2 2(15 2730 )Us 4
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i L 1 L
6| = |[1-— 6| =
2~ 1=)4 (2)( ﬁjL 2- 1 =) 4 (2)(
—0,-—6 || —- 5 +C| —0,-—6 || —— ;
1572 30 )| L L 1572 30 )| L L
2 1 \4 3 3L 2- 1=\4 3 3 7L
26 -—0 ||=--= +C,| =6 g | =-2-——
152301jLLL\/_} (5230‘jLLL\/_}
| j4\/_ 3W3+3]L (2— j4\/_ 3W3-3|L
0, —— 0,——6
30 V3L 2 15 2 30 V3L 2
25 1g)B3+3 L+C(£§2_L§lj V3-31L
1572 30 )| V3L 157 30 V3L |2
2; 1g 3343 [L 2(352__91j “3V3+3]L
1572 30 ) 3L |2 15 % 30 3L |2
_ (31 _ N 1-3
ggz_Lgl ( )+C2(£ z_iglj( )
15 % 30 2 15 % 30 2
_@_Léj J3+1 .[EZdAl'i‘(in_iglj & J'EZdAz
30 2 )4 15 % 30 2 )
[ Ezz(i—6in(z—6izjdAdx
0J4 L L")\ L L
L 4 x \[ 2 X
e[ 36 362 pie=cur (apwln) Cor () ()
[ Eda=C Ll Ez*dA =C, Lz Ez*dA, = C,
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L 1 L 1
6| = | 1-— 6| = 1-—
A @( ﬁj 2 @( ﬁjL
=C|=- _ s _ L
L [ L [ 2
L 1 L 1
6| —||1+—F= 6| — || 1+—F=
L @( 3) 2 @( ﬁj L
+Cy | =~ 2 T 2 Py
L [ L L 2
I 3L 3L 3L 3L
3L-"~ 3L-"2 3L+~ 3L+~
I I G| PO e o P P e P
__Cl - 2 - 2 + CZ I S | 2
2 'L L L L L L L L
3L 3L 3L 3L
:£C1 4_ 3. f 2_2+£§ LC2 i_i__f Z_i_if
> L L 2L L 2|27l L P|L L L
_Lof4.3,3L1)(2.3 31 L (4 3 31)2 3 311
21LLJ_L2LLJ_L22LLJ_L2LLJ§L2
Lo [43-3V343)2 3 301 L c W3-33-3)(2 3 3L1
2 ' L LLJ‘L2 N B L B
Lo (343)(B43) L c V3-3)(—3-3
R ENEY S NEYS NEYS V3L
L 33+3)(3V3-3) L. (33+3)(-33-3
2 ' 3L 3L 2 3L 3L
—£C B+1)(B-1 —£C 1-3 (3 +1
2L L 2 L L
L (3—\/§+\/§—1) L (\/§+1—3—\/§)
=-G 2 -G 2
2 L 2 L
=lq+lQ
L' L

1 [ Ezda, 1 [ Ezd4,
L 4 L Ay
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( [ Ez*da, - j EZ%dA ]

o %!adv:[%jlaszl—(ﬁJrl]j zdA,

2= 1 =) » -
+E(E92 _EQIJ(J-AIECZAI—F'[AZECIAZ)

o %Ioz(%—6%jd {jEzsz jEzszJ
2 v

2

{iaﬁz_iaj 3+ jEZdAl{iaz_iaj I3 g
15 30 2 y 15 30 2 .

K, = ——[jadA +jadA J

l

V3-1 (29——49}[@261141— 341 (ié—i@jjézdfg
2 15 30 2 Jls™t 30%)]

l

+%(%§2—%aj£ 9-3-49)([ EdA, +j EdA)+—[jEZZdA jEZZdA]

DS G o
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Ky == [odd, + [ odd, |+ 3ol (ié—i@}(i@—ia ke
60| 3 ; 2 s 30 157 30 2

_H%gg_%éjtﬁz—l}{ﬁ;lj(%é_%@

B3 - ELEMENTO DE VIGA TIMOSHENKO

Fez-se uso de um ponto de Gauss no eixo do elemento cuja localizacdo e peso sao dados

por:

x=§; (L)

VETOR DE FORCAS INTERNAS

e Forga axial N

N:jadA (B.19)
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M, :%IjLaszdx—%ijrdAdx

M, =%IOL Cdx—%LL Cdx

M, :‘%L Cdx—%.[o Cdx
M, = —%Cf(x)w(x)—ECf(x)w(x)
M, =—%C(l)(L)—%C(l)(L)=C—%C

159
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MATRIZ DE RIGIDEZ TANGENTE

e Coeficiente K|,

—_=—.[E—dv
ou L7 L
8_]i7:i2 Edv
ou L+

1
K“:E.[Ed\/'

L

1 L 1 (L 1
K“ :EIO IAEdAdx:PIO Cdx ZEC(X)

l1:‘9—]X=leaL4
ou L

e Coeficiente K,,

160

0 :%LEdA(L):%LEdA

(B.22)



Lot 5 1L X
K., _Ffo [ E dAdx+5j0 jAG(l—ZjdAdx
K —ijLCdHlec 1-2 dx
AR 20 L
1 1
K, = FCf(x)w(x)+ECf(x)w(x)

1 1

K, :—C(l)(L)+§C(Ej(L)

1o, L
KZZ—ZIAEsz+ZIAGdA

e Coeficiente K,

oM
Ky, = =
00,

161

_:}dv

(B.23)



— zZ+——2Z
Lo6, Lo, Loo,

L 1 ¢t
Ky==] Cav+——| C(x)dx

Ky =25CF (x)w(x) + 5O (x) ()

1 1 L

K, :Fc(l)(L)+Zc(Ej(L)

K, :lC+£C
L 4

¢ .., L
K33_ZLEZ dA+ZIAGdA

e Coeficiente K,

ON
k=g
1

N:_[zdv
v L

162

i}dv

(B.24)



Ea—fdv 821—92_91

oN 1
00, L 06, L L

o¢ 1 ou 189_22+la§l 1

ON
K13_§

2

O
N=J-Zdv
oN _1 Ea—fdv e=2_ 2_912
00, LY a6, L L
0¢ _louw 106, 106 _ 1_

—_-— = ———— —Z — Z
00, LoO, Lo, Lo6, L
1 1
I{13 ZzlE(—szdV
K ——LIEZdV
13 LZ g

K. = ij:LEszdx [ zda=0

13- 2
L

K13:O
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e Coeficiente K,,

o=FE¢ _%— 21_52_51

Ox L L

ow X\ X=
i > ( le L’

Lo6, Lod,  Lab )2

1 1 G X
K23 = —Z!ZEdeV—!E{—(I—zj}dv

1 1 X
K, = _E'!.EZZdv+E!G(l_Zjdv

I L 2 1L X
K,, :_?Io [ E dAdx+5j0 LG(l—ZjdAdx
Ky =—["cax+1["c[1-2)a
zs——gfo x*zfo 7 )

1 1
K, = —?Cf(x)w(x)+ECf(x)w(x)
K23:——C(l)(L)+lC(lj(L):—lC+£C

2 L 4

1., L
K, = —ZLEZ dA+ZjAGdA
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oM, _ 1 ZE(iﬁ_”_laﬁz Zm_@z},v_ ngl_zja_@_

(B.27)
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