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DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICA
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À minha esposa Mônica Cristina, pelo apoio, incentivo, compreensão nos momentos mais
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Resumo

Seja K um anel associativo, comutativo e unitário e seja A uma K-álgebra associativa

com ou sem 1. Dizemos que as identidades polinomiais de A possuem a propriedade de

Specht se qualquer K-álgebra B satisfazendo todas as identidades polinomiais de A possui

base finita para suas identidades.

Seja M2(K) a álgebra de matrizes 2 × 2 sobre um corpo K. Se K for um corpo

de caracteŕıstica 0, então, pelo celebrado resultado de Kemer, as identidades polinomiais

de toda álgebra sobre K têm a propriedade de Specht. Em particular, vale o resultado

para as identidades de M2(K). Entretanto, se a caracteŕıstica do corpo K é positiva e K

é infinito, não é conhecido se as identidades de M2(K) possuem tal propriedade.

Neste trabalho estudamos a propriedade de Specht para as identidades polinomiais

2-graduadas da álgebra M2(K) sobre um anel K associativo, comutativo, Noetheriano e

unitário. A 2-graduação de M2(K) é dada por

M2(K)0 =

{(
a 0
0 d

)
; a, d ∈ K

}
, M2(K)1 =

{(
0 b
c 0

)
; b, c ∈ K

}
.

Nosso resultado principal é o seguinte:

Seja K um anel associativo, comutativo e Noetheriano com 1. Então as identi-

dades polinomiais 2-graduadas da álgebra M2(K) de matrizes 2 × 2 sobre K possuem a

propriedade de Specht.

Mostramos a propriedade de Specht também para as identidades polinomiais gradu-

adas de algumas outras álgebras.

Palavras-chave: Álgebras Graduadas, Álgebras Matriciais, Identidades Polinomiais, PI-álgebras,
Propriedade da Base Finita, Propriedade de Specht.



Abstract

Let K be an associative and commutative ring with 1 and let A be an associative K-

algebra with or without 1. We say that the polynomial identities of A have the Specht

property if each K-algebra B satisfying all the polynomial identities of A has a finite basis

for its identities.

Let M2(K) be the algebra of 2 × 2 matrices over a field K. If K is a field of

characteristic 0 then, by the celebrated result of Kemer, the polynomial identities of

every algebra over K have the Specht property. In particular, the result holds for the

polynomial identities of M2(K). However, if the characteristic of the field K is positive

and K is infinite, it is not known if the identities of M2(K) have such a property .

In this work we study the Specht property for the 2-graded polynomial identities

of the algebra M2(K) over an associative and commutative Noetherian ring with 1. The

2-grading of M2(K) is given by

M2(K)0 =

{(
a 0
0 d

)
; a, d ∈ K

}
, M2(K)1 =

{(
0 b
c 0

)
; b, c ∈ K

}
.

Our main result is as follows:

Let K be an associative and commutative Noetherian ring with 1. Then the 2-

graded polynomial identities of the algebra M2(K) of 2 × 2 matrices over K have the

Specht property.

We have proved also the Specht property for the graded polynomial identities of

some other algebras.

Keywords: Graded Algebras, Matrix Algebras, Polynomial Identities, PI-Algebras, Finite Basis
Property, Specht Property.
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ix



Introdução

Seja K um anel associativo e comutativo com 1. Denotemos por K〈X〉 a álgebra as-

sociativa livre não unitária sobre K com conjunto de geradores livres X = {x1, x2, . . .}.
Um ideal bilateral J da álgebra livre K〈X〉 é chamado de T -ideal se J é invariante sobre

todos os endomorfismos de K〈X〉. Seja A uma álgebra associativa qualquer. O polinômio

f(x1, . . . , xn) ∈ K〈X〉 é uma identidade polinomial da álgebra A se f(a1, . . . , an) = 0,

para todo ai ∈ A. Por exemplo, a identidade [x, y] vale em toda álgebra comutativa. Para

qualquer álgebra A dada, é fácil verificar que o conjunto de todas as identidades polinomi-

ais de A é um T -ideal de K〈X〉, chamado T -ideal da álgebra A e denotado por T (A). Por

outro lado, para cada T -ideal T , existe uma álgebra A, tal que T = T (A). Uma PI-álgebra

é uma álgebra que satisfaz alguma identidade polinomial f , tal que algum coeficiente na

componente homogênea de maior grau de f é igual a 1 (a componente homogênea de grau

r é formada por todos os termos em que a soma dos graus de todas as variáveis é igual a

r).

Seja β = {fi(x1, . . . , xni
) ∈ K〈X〉 | i ∈ I} um conjunto de polinômios na álgebra

livre K〈X〉. Se β é um conjunto gerador de T (A), para alguma álgebra A, dizemos que

β é uma base das identidades de A. Dado um T -ideal J , as K-álgebras associativas que

satisfazem a todas as identidades polinomiais de J formam uma variedade de álgebras

associativas. É bem conhecido que existe uma bijeção entre variedades de álgebras e

T -ideais da K-álgebra livre K〈X〉, de posto enumerável. Se toda subvariedade de uma

variedade A, incluindo A, possui base finita, então dizemos que A possui a propriedade

de Specht. Seja A uma K-álgebra associativa qualquer. Diremos que as identidades

polinomiais de A possuem a propriedade de Specht se a variedade gerada por A possuir a

propriedade de Specht.

1



Introdução 2

Identidades Polinomiais

Um dos problemas centrais na Teoria das Identidades Polinomiais foi formulado em 1950

por W. Specht [43]. Este problema ficou conhecido como Problema de Specht e pode ser

enunciado da seguinte forma: Toda álgebra associativa sobre um corpo de caracteŕıstica

0 possui uma base finita para suas identidades polinomiais? Ou equivalentemente: Todo

T -ideal da K-álgebra associativa livre K〈X〉, onde K é corpo e char K = 0, é finitamente

gerado como T -ideal? Foi provado por Kemer [22] em 1987 que o Problema de Specht

possui solução positiva. O mesmo problema foi investigado também quando K é corpo

e char K 6= 0. Para K de caracteŕıstica positiva, o problema correspondente ficou sem

solução até 1999, quando Belov [6], Grishin [20] (para um corpo K tal que char K = 2)

e Shchigolev [42] resolveram negativamente o problema, exibindo contra-exemplos.

Seja M2(K) a álgebra associativa das matrizes 2 × 2 sobre um corpo K. Seja

gl2(K) a álgebra de Lie sobre o K-espaço vetorial de M2(K) com produto definido por

[a, b] = ab− ba e seja sl2(K) a subálgebra de gl2(K) de todas as matrizes com traço zero.

Um fato que devemos observar é que se char K 6= 2, então as identidades de gl2(K) e

sl2(K) coincidem. Tal fato não ocorre em caracteŕıstica 2, conforme veremos mais tarde.

Suponha que char K = 0. Razmyslov provou em 1973 que as identidades M2(K)

admitem uma base finita (veja [38,39]). Alguns anos depois, em 1981 Tki [45] mostrou que

as identidades de M2(K) são consequência de 4 delas. No mesmo ano, Drensky [12] provou

que a base minimal de identidades deM2(K) sobre um corpo de caracteŕıstica 0 é composta

da identidade standard s4 =
∑

σ∈S4
(−1)σxσ(1)xσ(2)xσ(2)xσ(4) e da identidade [[x1, x2]2, x3].

Como consequência do resultado de Latyshev [32] em 1976, as identidades polinomiais

de M2(K) têm a propriedade de Specht (também segue do resultado de Kemer [22], que

afirma que as identidades polinomiais de cada álgebra associativa em caracteŕıstica 0 têm

a propriedade de Specht, em particular as de M2(K)).

Supondo ainda que char K = 0, as identidades satisfeitas pela álgebra de Lie

sl2(K) têm base finita. Esse resultado foi provado por Razmyslov (ver [38, 39]). Na ver-

dade ele provou mais ainda, que as identidades de sl2(K) têm a propriedade de Specht.

Como sl2(K) e gl2(K) possuem as mesmas identidades quando K é um corpo de caracte-

ŕıstica 0, os resultados valem também para gl2(K). Em 1981, Filipov [15] mostrou que as
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identidades da álgebra de Lie sl2(K) são consequência de uma única identidade, a saber

[y, z, [t, x], x] + [y, x, [z, x], t].

Agora, quando char K = p > 2 e K é infinito, não sabemos se as identidades

polinomiais de M2(K) possuem a propriedade de Specht. Entretanto, em 2001, Koshlukov

[25] provou que as identidades polinomiais de M2(K) admitem uma base finita composta

de 4 identidades para qualquer primo p > 2. No mesmo artigo esta base foi minimizada

para duas identidades no caso em que p > 5. Três anos depois, Colombo e Koshlukov [10]

exibiram bases minimais composta de 2 identidades no caso p = 5 e de 3 identidades se

p = 3. No ano de 1989, Vasilovsky [46] provou que quando K é infinito e char K > 2,

as identidades da álgebra de Lie sl2(K) (consequentemente o mesmo vale para gl2(K))

admitem uma base composta de uma única identidade (esta é a mesma identidade descrita

por Filipov no caso de char K = 0).

Vamos supor agora que char K = 2 e K é infinito. Neste caso, não sabemos se o

sistema de identidades de M2(K) possui base finita, e consequentemente não sabemos se

o mesmo tem a propriedade de Specht. Mas em 1970, Vaughan-Lee [48] provou que as

identidades de gl2(K) não possuem nenhuma base finita. Conforme observado também

por Vaughan-Lee em [48] temos que sl2(K) admite base finita para suas identidades.

Vamos considerar o caso restante, quando K é finito. Em 1973, Kruse e Lvov

(ver [31, 33]) mostraram que as identidades polinomiais de toda álgebra finita têm a

propriedade de Specht, em particular o resultado é válido para M2(K). O sistema finito de

identidades de M2(K), composto das identidades f1(x, y) = (x−xq)(y−yq2)(1− [x, y]q−1),

f2(x, y) = (x−xq)◦ (y−yq)− [(x−xq)◦ (y−yq)]q onde [x, y] = xy−yx e x◦y = xy+yx,

foi exibido por Maltsev e Kuzmin em [35]. Em 1975, Bahturin e Olshanski [5] mostraram

que o sistema de identidades de toda álgebra de Lie finita tem a propriedade de Specht.

Em particular, temos que gl2(K) e sl2(K) têm base finita de identidades.

Se considerarmos K = Z, não sabemos se as identidades polinomiais de M2(K)

têm base finita, muito menos se têm a propriedade de Specht.

Resumindo, sabemos que as identidades polinomiais da álgebra M2(K) possuem a

propriedade de Specht, se K é um corpo tal que char K = 0 ou K é finito. Nos demais

casos, não sabemos se as mesmas têm a propriedade de Specht.
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Seja K um corpo, tal que char K 6= 2. Consideremos o K-espaço vetorial V com

base {eλ | λ ∈ Λ}, onde Λ é infinito. A álgebra de Grassmann (ou álgebra exterior)

E = E(V ) é gerada pela base de V , sujeita às seguintes relações:

eλ1eλ2 + eλ2eλ1 = 0,

para todos λ1, λ2 ∈ Λ. Notemos que usando as relações acima, obtemos

e2
λ = 0,

para todo λ ∈ Λ. Assim, E é gerada por 1 e pelos monômios ei1ei2 . . . eik , i1 < i2 < . . . < ik.

Denote por E0, respectivamente E1, o subespaço de E gerado por todos os monômios tais

que k é par, respectivamente ı́mpar. É fácil ver que E0 é o centro de E. Note que quaisquer

dois elementos w1 e w2 de E1 são tais que w1w2 = −w2w1. Também devemos observar

que E é a soma direta dos subespaços E0 e E1, i.e., E = E0 ⊕ E1.

A álgebra M1,1(E) é a subálgebra de M2(E) que consiste de todas as matrizes(
a b
c d

)
, onde a, d ∈ E0 e b, c ∈ E1.

Seja E ⊗ E o produto tensorial de E por E. Podemos colocar uma estrutura de

álgebra em E⊗E, fazendo (a1⊗ b1)(a2⊗ b2) = a1a2⊗ b1b2, onde a1⊗ b1, a2⊗ b2 ∈ E⊗E.

Seja K um corpo de caracteŕıstica 0. É fácil mostrar que a álgebra E ⊗E satisfaz

as identidades [u, v, [x, y], z] e [[x, y]2, y] = 0. Em 1982, Popov [36] mostrou que estas duas

identidades são uma base para as identidades de E ⊗ E. Uma importante consequência

da teoria de Kemer é o fato que se K é um corpo de caracteŕıstica 0, as identidades

polinomiais de E ⊗ E e M1,1(E) são as mesmas. Como char K = 0, segue pelo resultado

de Kemer que as identidades polinomiais de E⊗E e M1,1(E) têm a propriedade de Specht.

Observamos que bases de identidades satisfeitas por M1,1(E) e por E⊗E no caso em que

char K = p > 2 ainda são desconhecidas.

Seja Mn(K) a álgebra das matrizes n × n sobre um corpo K, com n ≥ 3. Se

char K = 0, então o resultado de Kemer garante que o sistema de identidades de Mn(K)

tem a propriedade de Specht, para qualquer n. Se char K > 0, K é infinito e n ≥ 3,

não sabemos se Mn(K) tem base finita de identidades, e consequentemente não sabemos

se suas identidades têm a propriedade de Specht. Agora, se K é finito, temos como

consequência do resultado de Kruse [31] e Lvov [33] que as identidades de Mn(K) têm a
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propriedade de Specht, para todo n. Ainda neste caso, K finito, conhecemos as bases de

identidades apenas nos casos n = 3 ou n = 4 encontradas em 1981 por Genov em [16] e

por Genov e Siderov em [18], respectivamente. No caso restante, K infinito, char K > 0

e n ≥ 3 não é conhecido nenhum resultado relativo à propriedade de Specht.

Seja UTn(K) = {‖aij‖ | aij ∈ K e aij = 0, se j < i} a subálgebra das matri-

zes triangulares superiores de Mn(K). Em 1971, Maltsev [34] mostrou que se K é um

corpo de caracteŕıstica zero, as identidades polinomiais de UTn(K) são consequência da

identidade [x1, x2][x3, x4] . . . [x2n−1, x2n]. Para um corpo K de caracteŕıstica 0, as iden-

tidades polinomiais da álgebra UTn(K) têm a propriedade de Specht, fato demonstrado

por Latyshev [32] e Genov [17] no ano de 1976 (isto também segue do resultado de Kemer

de 1987). Eles mostraram, independentemente, que sobre um corpo K de caracteŕıstica

0, toda álgebra que satisfaz a identidade

[x1, x2][x3, x4] . . . [x2n−1, x2n],

tem base finita de identidades, ou seja, o sistema de identidades de UTn(K) tem a propri-

edade de Specht. Se K é um anel associativo, comutativo e Noetheriano com 1 e se n = 2,

é consequência do resultado principal de Popov [37], obtido em 1979, que toda álgebra

que satisfaz a identidade acima tem base finita de identidades. Dois anos mais tarde, Chi-

ripov e Siderov [8] mostraram que se K é um corpo de caracteŕıstica p 6= 2 e n = 3, então

o sistema de identidades de toda álgebra que satisfaz a identidade [x1, x2][x3, x4][x5, x6]

possui a propriedade de Specht. Em 1990, Krasilnikov [29] mostrou que se K é um corpo

infinito, então as identidades polinomiais de UTn(K) possuem a propriedade de Specht.

Porém, se K é um anel associativo, comutativo e Noetheriano com 1 (não necessariamente

um corpo), não sabemos se as identidades polinomiais de UTn(K) possuem a propriedade

de Specht.

Identidades Polinomiais Graduadas

Uma das principais ferramentas usadas por Kemer em [22] para resolver o Problema de

Specht para as identidades polinomiais de álgebras sobre um corpos de caracteŕıstica zero,

foram as identidades graduadas.
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Definiremos agora noções sobre álgebras graduadas. Se G é um grupo, então a K-

álgebra A é G-graduada se A = ⊕g∈GAg, onde Ag são K-submódulos de A e AgAh ⊂ Ag+h,

para todo g, h ∈ G. Convém notar que A0 é uma subálgebra de A. Se G = Zn = Z/nZ,

chamaremos a álgebra Zn-graduada de n-graduada. Um exemplo de álgebra 2-graduada

é a álgebra C dos números complexos sobre R, que possui uma graduação natural, dada

por C = C0⊕C1, onde C0 é a subálgebra R e C1 é o subespaço de C, gerado por i. Seja K

um anel associativo e comutativo com 1. Seja M2(K) a álgebra das matrizes 2× 2 sobre

K. A álgebra M2(K) possui a seguinte 2-graduação: M2(K) = M2(K)0 ⊕M2(K)1, onde

M2(K)0 =

{(
a 0
0 d

)
; a, d ∈ K

}

é a subálgebra de M2(K), consistindo de todas as matrizes diagonais e

M2(K)1 =

{(
0 b
c 0

)
; b, c ∈ K

}

é o submódulo de M2(K) de todas as matrizes com 0 na diagonal. Além disso,

M2(K)iM2(K)j ⊂M2(K)i+j,

onde i+ j é a soma em Z2.

Seja K um anel associativo e comutativo com 1. Sejam Y e Z conjuntos infinitos

disjuntos. Seja X = Y ∪ Z. Construiremos a álgebra livre associativa K〈X〉 sobre K

com geradores livres X. O grau homogêneo de um monômio m ∈ K〈X〉, denotado por

w(m) é 0 se o grau com respeito às variáveis de Z é par e 1 se for ı́mpar. Assim, K〈X〉
é 2-graduada da seguinte maneira: K〈X〉i é gerado por todos os monômios m, tais que

w(m) = i, para i = 0, 1. O polinômio f(y1, . . . , ym, z1 . . . , zn) ∈ K〈X〉 é uma identidade

2-graduada para a álgebra 2-graduada A = A0 ⊕ A1 se f(a1, . . . , am, b1 . . . , bn) = 0, para

todos a1, . . . , am ∈ A0 e b1, . . . , bn ∈ A1. As identidades 2-graduadas para a álgebra A

formam um ideal em K〈X〉, chamado o T2-ideal de A e denotado por T2(A). Um ideal

em K〈X〉 é o T2-ideal de alguma álgebra 2-graduada A se, e somente se, é fechado sob

todos os endomorfismos ϕ de K〈X〉 tais que ϕ(K〈X〉i) ⊂ K〈X〉i, com i = 0 ou 1. Estes

endomorfismos são chamados endomorfismos 2-graduados. Sejam I um T2-ideal em K〈X〉
e S ⊂ I. O conjunto S é uma base de I, se S gera I como T2-ideal, ou seja, S é uma base

de I, se I é o menor T2-ideal que contém S.



Introdução 7

Seja K um corpo de caracteŕıstica 0. Em 1992, Di Vincenzo [11] mostrou que as

identidades 2-graduadas de M2(K) possuem base finita, a saber y1y2 − y2y1 e z1z2z3 −
z3z2z1. Recentemente, Sviridova [44] mostrou que se G é um grupo abeliano finito e K é

um corpo de caracteŕıstica 0, então as identidades polinomiais G-graduadas de qualquer

PI-álgebra associativa sobre K têm a propriedade de Specht. Este resultado também

foi demonstrado independentemente por Aljadeff e Kanel-Belov [1] em uma forma mais

geral, com G um grupo finito qualquer, não necessariamente abeliano, e K um corpo

tal que char K = 0. Como consequência destes resultados, as identidades polinomiais

2-graduadas de M2(K) têm a propriedade de Specht.

Se K é um corpo infinito e char K > 2, Koshlukov e Azevedo [27], em 2002,

mostraram que M2(K) possui base finita de identidades 2-graduadas e exibiram uma base

(a mesma do caso char K = 0). Como foi observado por Brandão Junior, Koshlukov e

Krasilnikov em [7], a prova feita em [27] no caso de caracteŕıstica p > 2 vale para qualquer

domı́nio de integridade infinito.

Nossa contribuição principal é o teorema abaixo:

Teorema 2.1. Seja K um anel associativo, comutativo e Noetheriano com 1. Então

as identidades polinomiais 2-graduadas da álgebra M2(K) satisfazem a propriedade de

Specht.

Lembramos que, para as identidades polinomiais ordinárias de M2(K), o problema

análogo ao Teorema 2.1 em geral permanece em aberto. É conhecido que estas identidades

polinomiais possuem a propriedade de Specht apenas no caso em que K é um corpo de

caracteŕıstica 0 ou K é um corpo finito.

Seja E a álgebra de Grassmann de dimensão infinita. Definamos em M1,1(E) a

seguinte 2-graduação M1,1(E) = B0 ⊕B1, onde

B0 =

{(
a 0
0 d

)
; a, d ∈ E0

}
, B1 =

{(
0 b
c 0

)
; b, c ∈ E1

}
.

Em E ⊗ E, definamos a 2-graduação E ⊗ E = (E ⊗ E)0 ⊕ (E ⊗ E)1 dada por

(E ⊗ E)0 = (E0 ⊗ E0 ⊕ E1 ⊗ E1)

e

(E ⊗ E)1 = (E0 ⊗ E1 ⊕ E1 ⊗ E0).
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Se char K = 0, Di Vincenzo [11] mostrou que as identidades 2-graduadas de

M1,1(E) têm base y1y2 − y2y1 e z1z2z3 + z3z2z1. Ele mostrou ainda que M1,1(E) e E ⊗E
possuem as mesmas identidades polinomiais 2-graduadas (análogo ao caso de identidades

polinomiais ordinárias), portanto ambas têm base finita de identidades 2-graduadas. Pe-

los resultados de Sviridova e Aljadeff e Kanel-Belov (ver [44] e [1]) se char K = 0, temos

que as identidades polinomiais 2-graduadas de M1,1(E) e E ⊗ E possuem a propriedade

de Specht. Se K é um corpo infinito e char K = p > 2, Koshlukov e Azevedo [27] mos-

traram que as identidades 2-graduadas de M1,1(E) são as mesmas que em caracteŕıstica

0. As identidades 2-graduadas de E ⊗ E seguem das de M1,1(E) e se char K = p > 2,

é necessário adicionar a identidade yp1z1 − z1y
p
1. Observe que a última identidade não é

satisfeita por M1,1(E).

Nossa contribuição para o estudo das identidades 2-graduadas de M1,1(E) e E⊗E
foi mostrar o seguinte teorema, cuja demonstração é apenas uma adaptação do Teorema

2.1.

Teorema 2.2. Seja K um anel associativo, comutativo e Noetheriano com 1. Então as

identidades polinomiais 2-graduadas das álgebras M1,1(E) e E ⊗ E satisfazem a proprie-

dade de Specht.

A álgebra Mn(K) das matrizes n × n sobre K possui uma Zn-graduação natural,

dada por

Mn(K) =
⊕

t∈Zn

Mn(K)t,

onde

Mn(K)t = {‖aij‖ | aij ∈ K, para todo i, j = 0, 1 . . . , n−1 e aij = 0, se j−i 6≡ t mod n}.

De forma análoga ao que foi feito anteriormente, podemos definir álgebra livre n-graduada

e identidades polinomiais n-graduadas. Sobre um corpo K de caracteŕıstica zero, as

identidades polinomiais n-graduadas de Mn(K), com n > 2, têm base finita, descrita por

Vasilovsky em 1999 (ver [47]). Este resultado foi estendido para um corpo K infinito por

Azevedo (ver [2]).
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A n-graduação de UTn(K) é induzida pela n-graduação de Mn(K). Se K é um

corpo infinito, as identidades polinomiais n-graduadas de UTn(K) tem base finita e foram

descritas em 2003 por Koshlukov e Valenti [26]. Se char K = 0, as identidades polinomiais

n-graduadas de UTn(K) têm a propriedade de Specht, pelos trabalhos de Sviridova e

Aljadeff e Kanel-Belov (ver [44], [1]).

Nossa contribuição no estudo das identidades polinomiais n-graduadas de UTn(K)

foi o seguinte

Teorema 3.1. Seja K um anel associativo, comutativo e Noetheriano com 1. Então as

identidades polinomiais n-graduadas da álgebra UTn(K) possuem a propriedade de Specht.

Esta tese é organizada da seguinte forma:

No Caṕıtulo 1, damos algumas definições e enunciamos alguns resultados auxiliares

para o desenvolvimento dos demais caṕıtulos.

No Caṕıtulo 2, usamos o método dos conjuntos parcialmente bem ordenados, intro-

duzido por Higman, para demonstrar os teoremas 2.1 e 2.2. Estes dois teoremas demons-

tram a propriedade de Specht para as identidades polinomiais 2-graduadas de M2(K),

M1,1(E) e E ⊗ E, sobre um anel associativo, comutativo e Noetheriano com 1.

No Caṕıtulo 3, mostramos a propriedade de Specht para as identidades polinomiais

n-graduadas da álgebra UTn(K) das matrizes triangulares superiores sobre um anel K

associativo, comutativo e Noetheriano com 1.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo, colocaremos alguns conceitos e resultados que serão necessários ao longo do

trabalho. Os teoremas e proposições serão enunciados sem demonstração, mas indicaremos

onde o leitor poderá encontrar mais detalhes. As principais referências para este caṕıtulo

serão [3], [13], [14], [19], [21], [40], [41] e [49].

Em todo o trabalho, N denotará o conjunto dos inteiros positivos e N0 denotará o

conjunto dos inteiros não negativos.

1.1 Anéis, Módulos e Álgebras

Nesta seção, assumiremos conhecidos definições e resultados básicos sobre anéis, módulos

e álgebras tais como homomorfismos e teoremas mais simples. Daremos as definições

dessas estruturas, a fim de elucidar o contexto em que trabalharemos, e alguns resultados

que serão necessários para o entendimento do texto. O objetivo é apenas deixar claros os

conceitos que serão usados no trabalho.

Anéis

Definição 1.1. Um anel R é um conjunto com duas operações binárias + e · (chamadas

adição e multiplicação, respectivamente) satisfazendo os seguintes axiomas:

i) (R,+) é um grupo abeliano;

10
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ii) a distributividade vale em R, i.e., para quaisquer a, b, c ∈ R, temos (a+b)·c = a·c+b·c
e a · (b+ c) = a · b+ a · c.

Definição 1.2. Se o anel R satisfaz (a ·b) ·c = a · (b ·c) para quaisquer a, b, c ∈ R, diremos

que R é um anel associativo.

Definição 1.3. O anel R é comutativo se a multiplicação é comutativa, i.e., se [a, b] =

ab− ba = 0, para quaisquer a, b ∈ R.

Definição 1.4. Diremos que o anel R tem identidade (ou contém 1) se existe um elemento

1 ∈ R tal que 1 · a = a · 1 = a, para todo a ∈ R.

Observação 1.5. Omitiremos o · na notação, fazendo ab = a · b. A menos que seja

mencionado, o termo anel significará anel associativo e comutativo com 1.

Sejam X um conjunto e F = {Xi | i ∈ I} uma famı́lia de subconjuntos de X. São

equivalentes as seguintes condições:

i) A famı́lia F não contém uma subfamı́lia infinita estritamente crescente

Xi1 ⊂ Xi2 ⊂ Xi3 ⊂ . . . ;

ii) Para toda cadeia Xi1 ⊆ Xi2 ⊆ Xi3 ⊆ . . . em F , existe n tal que Xin = Xin+1 = . . . ;

iii) Qualquer subfamı́lia não vazia de F possui um elemento maximal.

O fato acima pode ser encontrado em diversos livros, em particular em [40] e [41].

Um conjunto X satisfaz a condição da cadeia ascendente se satisfaz alguma das

condições acima.

Definição 1.6. Um anel R é dito ser Noetheriano se satisfaz a condição da cadeia ascen-

dente para seus ideais.

Proposição 1.7. Seja R um anel. Então R é Noetheriano se, e somente se, todo ideal

de R é finitamente gerado.

Demonstração. Ver [40] e [41].
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Módulos

Definição 1.8. Seja R um anel (não necessariamente comutativo ou com 1). Um R-

módulo à esquerda ou um módulo à esquerda sobre R é um grupo aditivo M munido de

uma operação, chamada multiplicação por escalar, de R sobre M (isto é, uma aplicação

de R ×M → M) denotada por rm, para todo r ∈ R e para todo m ∈ M tal que para

todo r, s ∈ R e m,n ∈M ,

1. (r + s)m = rm+ sm;

2. (rs)m = r(sm);

3. r(m+ n) = rm+ rn e

4. 1m = m, se R possui 1.

Analogamente, define-se R-módulo à direita. Se R é um anel comutativo e M é

um R-módulo à esquerda, podemos considerar M um R-módulo à direita, simplesmente

fazendo rm = mr, para todos r ∈ R e m ∈ M . Se M é um R-módulo à direita e à

esquerda, diremos que M é um R-módulo. Se o anel R for um corpo, então o R-módulo

M é um espaço vetorial.

Para módulos sobre um anel R, define-se módulo Noetheriano de forma análoga à

definição de anel Noetheriano.

Definição 1.9. Dado um automorfismo ϕ de um anel R, uma função f : M → N de dois

R-módulos M e N é aplicação ϕ-semilinear, ou simplesmente semilinear, se para todo

x, y ∈M e r ∈ R temos

1. f(x+ y) = f(x) + f(y);

2. f(rx) = ϕ(r)f(x).

Sejam M um R-módulo e b um elemento de M . Denotaremos por 〈b〉 o submódulo

gerado por b. Se M = 〈b〉, diremos que M é um módulo ćıclico.
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Definição 1.10. Um R-módulo F é chamado um R-módulo livre se F é isomorfo a uma

soma direta de cópias de R, isto é, se existe um conjunto I (possivelmente infinito) com

F =
⊕

i∈I
Ri,

onde Ri = 〈bi〉 ∼= R para todo i. Chamamos B = {bi | i ∈ I} de base de F .

Temos a seguinte proposição.

Proposição 1.11. Seja F um R-módulo livre e seja B = {bi | i ∈ I} uma base de F . Se

M é um R-módulo arbitrário e se γ : B → M é uma função qualquer, então existe um

único R-homomorfismo g : F →M com g(bi) = γ(bi) para todo i ∈ I.

F
g

  
B

OO

γ
//M

Demonstração. Ver [40].

Álgebras

Definição 1.12. Seja K um anel associativo e comutativo com 1. Um K-módulo A é

chamado uma álgebra (ou K-álgebra), se A munido de uma operação binária ∗, chamada

multiplicação, para todo a, b, c ∈ A e α ∈ K satisfaz

i) (a+ b) ∗ c = a ∗ c+ b ∗ c;

ii) a ∗ (b+ c) = a ∗ b+ a ∗ c;

iii) α(a ∗ b) = (αa) ∗ b = a ∗ (αb).

Se a álgebra A satisfaz a propriedade (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c), dizemos que A é

associativa.

Denotaremos a multiplicação em A por · e usaremos ab no lugar de a · b.
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Exemplo 1.13. Se K é um anel associativo e comutativo com 1, então o anel de polinô-

mios K[x1, x2, . . . , xn] nas variáveis comutativas x,x2, . . . é uma K-álgebra.

Exemplo 1.14. Se K é um anel associativo e comutativo com 1, então o anel Mn(K) de

todas as matrizes n × n sobre K é uma K-álgebra. Mais ainda, se A é uma K-álgebra,

então Mn(A) também é uma K-álgebra.

1.2 Álgebras Livres e Identidades Polinomiais

Definição 1.15. Sejam A uma classe de álgebras associativas e F ∈ A, uma álgebra

gerada por um conjunto X. A álgebra F é chamada álgebra livre na classe A, livremente

gerada pelo conjunto X, se para toda álgebra A ∈ A, toda aplicação ϕ : X → A pode ser

estendida a um homomorfismo ϕ̄ : F → A. A cardinalidade do conjunto X é chamada

posto da álgebra F .

Se tomarmos a classe A como sendo a classe de todas as álgebras associativas sobre

um anel K, então a álgebra F será chamada de álgebra associativa livre não unitária. Nos

demais casos, chamaremos F álgebra associativa relativamente livre.

Sejam K um anel associativo e comutativo com 1 e X = {x1, x2, . . . }. Denotaremos

por K〈X〉 a álgebra gerada como K-módulo por todas as palavras xi1xi2 . . . xis , com

xil ∈ X e s ∈ N e com multiplicação definida por

(xi1 . . . xim)(xj1 . . . xjn) = xi1 . . . ximxj1 . . . xjm ,

onde xil , xjk ∈ X.

Proposição 1.16. A álgebra K〈X〉 é uma álgebra associativa livre não unitária com

conjunto de geradores livres X.

Demonstração. Ver [3], [13], [14] e [19].

Definição 1.17. Seja K um anel associativo, comutativo e unitário. Sejam f ∈ K〈X〉,
f = f(x1, x2 . . . , xn) e A uma álgebra associativa sobre K. Dizemos que a expressão f = 0

(ou o elemento f) é uma identidade polinomial para álgebra A se f(a1, . . . , an) = 0 para

todo a1, . . . , an ∈ A. Dizemos que a álgebra associativa A é uma PI-álgebra (PI vem do



Caṕıtulo 1 – Preliminares 15

inglês “Polinomial Identity”), se a álgebra A satisfaz uma identidade polinomial f , tal que

algum coeficiente na componente homogênea de maior grau de f é igual a 1 (a componente

homogênea de grau r é formada por todos os termos em que a soma dos graus de todas

as variáveis é igual a r).

Exemplo 1.18. a) Seja A uma álgebra comutativa. Então a álgebra A satisfaz a identi-

dade polinomial

[x1, x2] = x1x2 − x2x1 = 0;

b) Seja A uma álgebra de dimensão finita. Se dimA < n, então A satisfaz a identidade

“standard”

sn(x1, . . . xn) =
∑

σ∈Sn

(−1)σxσ(1)xσ(2) . . . xσ(n).

Em particular, a álgebra de matrizes Mn(K) é uma PI-álgebra, pois satisfaz a identi-

dade sn2+1, pois dimMn(K) é n2. Na verdade, o famoso resultado de Amitsur-Levitzky

diz que Mn(K) satisfaz a identidade standard s2n de grau 2n e não satisfaz nenhuma

outra identidade de menor grau.

Definição 1.19. Seja V = {fi ∈ K〈X〉 | i ∈ I} um conjunto não vazio de polinômios

da álgebra K〈X〉. A classe V de todas as álgebras associativas sobre K que satisfazem

às identidades polinomiais fi = 0, para todo i ∈ I, é chamada a variedade de álgebras

associativas definida por V .

Diante desta definição, temos uma equivalência dada por Birkhoff:

Teorema 1.20 (Birkhoff). Uma classe de álgebras V é uma variedade se, e somente se,

V é fechada a somas cartesianas, subálgebras e álgebras quocientes.

Demonstração. Ver [3] ou [19].

Definição 1.21. Sejam A uma álgebra e I um ideal de A. O ideal I é um T -ideal de A se

I é invariante por todos os endomorfismos de A, ou seja, ϕ(I) ⊂ I para todo endomorfismo

ϕ de A.

Teorema 1.22. Seja A uma PI-álgebra. O conjunto T (A) de todas as identidades poli-

nomiais de A é um T -ideal de K〈X〉.
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Demonstração. Ver [13] e [19].

Dado um T -ideal J , as K-álgebras associativas que satisfazem a todas as identida-

des polinomiais de J , formam uma variedade de álgebras associativas. É bem conhecido

que existe uma correspondência biuńıvoca entre os T -ideais de K〈X〉 e as variedades de

álgebras associativas. Para todo T -ideal V , considere a variedade A definida pelas iden-

tidades de V . Por outro lado, dada uma variedade A, seja V o T -ideal gerado pelas

identidades que definem A. Esta correspondência é de Galois, i.e., dados dois T -ideais V1

e V2, tais que V1 ⊂ V2 e A1 e A2 são as variedades definidas por V1 e V2, respectivamente,

temos A2 ⊂ A1.

1.3 Problema da Base Finita e Propriedade de Spe-

cht

Definição 1.23. Sejam A uma álgebra e β = {fi(x1, . . . , xni
) ∈ K〈X〉 | i ∈ I} um

conjunto de polinômios na álgebra livre K〈X〉. Se β é um conjunto gerador do T -ideal

T (A), dizemos que β é uma base das identidades de A.

Se as identidades polinomiais da álgebra A possuem base finita e se as identidades

de toda álgebra que satisfaz as identidades polinomiais de A também têm base finita,

dizemos que A possui a propriedade de Specht. Analogamente, se toda subvariedade de

uma variedade A, incluindo A, possui base finita, dizemos que A possui a propriedade de

Specht. Seja A uma K-álgebra associativa qualquer. Diremos que A possui a propriedade

de Specht se a variedade gerada por A possuir a propriedade de Specht.

1.4 Álgebras Graduadas e suas Identidades Polino-

miais Graduadas

Introduziremos nessa seção o conceito de álgebra G-graduada e identidades de álgebra

G-graduadas, onde G é um grupo abeliano.

Durante esta seção, usaremos G, K e A para denotar grupo abeliano, anel associ-

ativo e comutativo com 1 e álgebra sobre K, respectivamente.
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Definição 1.24. Dizemos que a álgebra A é G-graduada se A pode ser escrita como a

soma direta de submódulos A =
⊕

g∈GAg de tal forma que AgAh ⊂ Ag+h. Os submódulos

Ag são chamados componentes homogêneas (ou componentes homogêneas de grau g) de

A. Se G = Zn = Z/nZ usaremos a terminologia n-graduada.

Em alguns momentos, usaremos a notação A =
⊕

g∈GA
(g) no lugar de

⊕
g∈GAg,

principalmente no Caṕıtulo 3.

Definição 1.25. Sejam A e B álgebras G-graduadas. Um homomorfismo ϕ : A → B é

um homomorfismo G-graduado se ϕ(Ag) ⊂ Bg para todo g ∈ G. Do mesmo modo, são

definidos isomorfismo, endomorfismo e automorfismo G-graduados.

Podemos ver claramente que A0 é uma subálgebra de A. Convém observar que

todo elemento a ∈ A pode ser escrito de forma única como soma finita a =
∑

g∈G ag, com

ag ∈ Ag, g ∈ G. Um elemento a ∈ A é chamado homogêneo de grau g se a ∈ Ag.

Exemplo 1.26 (G-graduação trivial). Sejam G um grupo abeliano e A uma álgebra

qualquer. A álgebra A possui uma G-graduação trivial dada por A = ⊕g∈GAg, onde

A0 = A e Ag = {0}, para todo g 6= 0.

Exemplo 1.27 (Álgebra das Matrizes 2 × 2). Seja K um anel associativo e comutativo

com 1. Seja M2(K) a álgebra das matrizes 2 × 2 sobre K. A álgebra M2(K) possui a

seguinte 2-graduação: M2(K) = M2(K)0 ⊕M2(K)1, onde

M2(K)0 =

{(
a 0
0 d

)
; a, d ∈ K

}

é a subálgebra de M2(K), consistindo de todas as matrizes diagonais e

M2(K)1 =

{(
0 b
c 0

)
; b, c ∈ K

}

é o submódulo de M2(K) de todas as matrizes com 0 na diagonal. Além disso,

M2(K)iM2(K)j ⊂M2(K)i+j,

onde i + j é a soma em Z2. Chamaremos os elementos de M2(K)0 e os de M2(K)1 de

elementos pares e elementos ı́mpares, respectivamente.
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Exemplo 1.28 (Álgebra de Grassmann E). Seja K um anel associativo e comutativo

com 1. Seja V um K-módulo livre com base {eλ | λ ∈ Λ}. A álgebra associativa livre

K〈eλ | λ ∈ Λ〉 módulo o ideal gerado por e2
λ = 0 e eλieλj = −eλjeλi é denominada álgebra

de Grassmann de V sobre K, e é denotada por E = E(V ). A álgebra de Grassmann E

tem como base os produtos eλ1eλ2 . . . eλk , onde λ1 < λ2 < . . . < λk, com k ≥ 0. Em E,

definimos a 2-graduação E = E0⊕E1, onde E0 é gerado como submódulo pelos monômios

acima com k par e E1 é gerado pelos monômios onde k é ı́mpar. Devemos observar que

se K é um corpo de caracteŕıstica 2, E é uma álgebra comutativa. Os elementos de E0 e

E1 são chamados de elementos pares e ı́mpares, respectivamente.

Exemplo 1.29 (Álgebra E ⊗E). Seja E ⊗E o produto tensorial de E por E. Podemos

colocar uma estrutura de álgebra em E⊗E, fazendo (a1⊗ b1)(a2⊗ b2) = a1a2⊗ b1b2, onde

a1⊗b1, a2⊗b2 ∈ E⊗E. Em E⊗E, definamos a 2-graduação E⊗E = (E⊗E)0⊕(E⊗E)1

dada por

(E ⊗ E)0 = (E0 ⊗ E0 ⊕ E1 ⊗ E1)

e

(E ⊗ E)1 = (E0 ⊗ E1 ⊕ E1 ⊗ E0).

Exemplo 1.30 (Álgebra das matrizes M1,1(E)). A álgebra M1,1(E) é a subálgebra de

M2(E) que consiste das matrizes

(
a b
c d

)
, onde a, d ∈ E0 e b, c ∈ E1. Definamos em

M1,1(E) a seguinte 2-graduação M1,1(E) = B0 ⊕B1, onde

B0 =

{(
a 0
0 d

)
; a, d ∈ E0

}
, B1 =

{(
0 b
c 0

)
; b, c ∈ E1

}
.

Exemplo 1.31 (Álgebra Mn(K) das matrizes n × n). A álgebra Mn(K) das matrizes

n× n sobre K, possui uma Zn-graduação natural, dada por

Mn(K) =
⊕

t∈Zn

Mn(K)t,

onde

Mn(K)t = {‖aij‖ | aij ∈ K, para todo i, j = 0, 1 . . . , n−1 e aij = 0, se j−i 6≡ t mod n}.

Exemplo 1.32 (Álgebra UTn(K) das Matrizes Triangulares Superiores n × n). A n-

graduação de UTn(K), é induzida pela n-graduação de Mn(K). Tal n-graduação é dada

por

UTn(K) = UT (0)
n + UT (1)

n + . . .+ UT (n−1)
n ,
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onde UT
(k)
n é o K-submódulo gerado pelas matrizes elementares eij tais que j − i = k,

k = 0, 2 . . . , n− 1.

Seja X = {Xg | g ∈ G}, onde os conjuntos Xg, g ∈ G são disjuntos, e in-

finitos enumeráveis. Seja K〈X〉 a álgebra livre sobre X. Em K〈X〉 definimos a G-

graduação K〈X〉 =
⊕

g∈GK〈X〉g, onde K〈X〉g é gerado como K-módulo pelos monô-

mios x
(g1)
i1

. . . x
(gs)
is

, onde ij ∈ N, x(gi) ∈ Xgi g1 + . . . + gs = g, s ≥ 1. É fácil verificar que

K〈X〉gK〈X〉h ⊂ K〈X〉g+h.

Definição 1.33. Um ideal I de uma álgebra G-graduada A é um TG-ideal se é invariante

sob todos os endomorfismos G-graduados de A, ou seja, ϕ(I) ⊂ I para todo endomorfismo

G-graduado ϕ de A.

Definição 1.34. Seja f(x
(g1)
1 , . . . , x

(gn)
n ) ∈ K〈X〉, f 6= 0, xgii ∈ Xgi . O polinômio

f(x
(g1)
1 , . . . , x

(gn)
n ) (ou a expressão f(x

(g1)
1 , . . . , x

(gn)
n ) = 0) é uma identidade polinomial

G-graduada para a álgebra G-graduada A, se f(a1, . . . , an) = 0, para todo ai ∈ Agi . O

conjunto TG(A) de todas as identidades G-graduadas da álgebra G-graduada A é um

TG-ideal de K〈X〉, denotado ideal das identidades G-graduadas da álgebra A.

Os demais conceitos, de base de identidades graduadas, propriedade da base finita,

propriedade de Specht e outros, são definidos de forma análoga ao caso de identidades

polinomiais ordinárias (ou seja, não graduadas). Tais definições podem ser encontradas,

por exemplo, em [19].

A seguir, daremos alguns exemplos de álgebras e suas identidades graduadas.

Exemplo 1.35. Seja K um anel associativo e comutativo com 1. Seja M2(K) a álgebra

das matrizes 2 × 2 sobre K. A álgebra M2(K) satisfaz as identidades polinomiais 2-

graduadas

y1y2 − y2y1

e

z1z2z3 − z3z2z1.

A verificação de que estas identidades são satisfeitas, é feita por cálculos diretos. No

Caṕıtulo 2, Teorema 2.1, mostramos que se K é Noetheriano, então toda álgebra que



Caṕıtulo 1 – Preliminares 20

satisfaz as identidades polinomiais 2-graduadas acima, possui a propriedade de Specht

para seu respectivo sistema de identidades polinomiais 2-graduado. Em particular, o

resultado vale para M2(K).

Exemplo 1.36. Seja E a álgebra de Grassmann de dimensão infinita sobre um anel K

associativo e comutativo com 1. Temos que E ⊗ E e M1,1(E) satisfazem as identidades

polinomiais 2-graduadas

y1y2 − y2y1

e

z1z2z3 + z3z2z1.

O Teorema 2.2 afirma, no caso em que K é Noetheriano, que toda álgebra que satisfaz as

identidades polinomiais 2-graduadas acima, possui a propriedade de Specht para seu res-

pectivo sistema de identidades polinomiais 2-graduado. Logo, as identidades polinomiais

2-graduadas de E ⊗ E e M1,1(E) possuem a propriedade de Specht.

Exemplo 1.37. Seja UTn(K), a álgebra das matrizes triangulares superiores sobre um

anelK associativo e comutativo com 1. A álgebra UTn(K) satisfaz as seguintes identidades

polinomiais n-graduadas:

[y1, y2], {z(i)z(j) | i+ j ≥ n}.

Suponha que K é Noetheriano. O resultado principal do Caṕıtulo 3, afirma que neste caso,

o sistema de identidades polinomiais n-graduado acima possui a propriedade de Specht.

1.5 Conjuntos Parcialmente Ordenados

Neta seção, vamos enunciar alguns resultados de Higman [21] sobre conjuntos parcialmente

bem ordenados. Tais resultados também podem ser encontrados no livro de Vovsi [49].

Seja A um conjunto não vazio. Uma relação ≤ em A é uma ordem parcial, se ≤ é

reflexiva, transitiva e antissimétrica. Neste caso, dizemos que A é parcialmente ordenado

e denotamos por 〈A,≤〉. Uma ordem em um conjunto A é chamada linear se para todo

a, b ∈ A, temos que a ≤ b ou b ≤ a. Seja 〈A,≤〉 um conjunto parcialmente ordenado e

seja B um subconjunto de A. O conjunto cl(B) = {a ∈ A | ∃b ∈ B; b ≤ a} é chamado de
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o fecho de B. Se cl(B) = B, dizemos que B é fechado. O conjunto A possui a propriedade

da base finita, se todo subconjunto fechado B de A é o fecho de algum conjunto finito.

Lema 1.38 (G. Higman, [21]). As seguintes condições sobre um conjunto A parcialmente

ordenado são equivalentes:

i) Toda sequência infinita a1, a2, . . . de elementos de A possui uma subsequência infinita

não-decrescente

ai1 ≤ ai2 ≤ . . . (i1 < i2 < . . .);

ii) Se a1, a2, . . . é uma sequência infinita de elementos de A, então existem inteiros

positivos i e j tais que i < j e ai ≤ aj;

iii) Toda cadeia ascendente de subconjuntos fechados de A estabiliza;

iv) Todo subconjunto não vazio fechado de A é o fecho de um conjunto finito;

v) Não existe uma sequência infinita estritamente decrescente, nem um número infinito

de elementos mutuamente incomparáveis.

Suponha que A possui uma ordem linear ≤ e que todo subconjunto de A possui

um único elemento minimal, então A é chamado bem ordenado e a ordem ≤ é chamada

uma boa ordem. Se A é um conjunto parcialmente ordenado tal que todo subconjunto

B 6= ∅ de A possui um número finito de elementos minimais, então dizemos que A possui

uma boa ordem parcial ou que A é parcialmente bem ordenado. Assim, A é parcialmente

bem ordenado se, e somente se, satisfaz algum dos itens do Lema 1.38.

Denote por Φ o conjunto de todas a aplicações ϕ : N → N que preservam ordem

(i.e., se i < j, então ϕ(i) < ϕ(j)). Seja 〈A,≤〉 um conjunto parcialmente ordenado, com

elemento distinguido 0. Denote por V (A) = V (A, 0) o conjunto de todas as sequências

infinitas de elementos de A, tal que apenas um número finito de ternos é não-nulo. Defina

em V (A) a relação ≤ dada por {xi} ≤ {yi} se, e somente se, existe ϕ ∈ Φ tal que xj ≤ yϕ(j)

para todo j ∈ N. Nestas condições, vale o seguinte lema:

Lema 1.39 (G. Higman, [21]). V (A) é um conjunto parcialmente bem ordenado.
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Usaremos com muita frequência o lema abaixo, sobre o produto cartesiano de

conjuntos parcialmente bem ordenados.

Lema 1.40 (G. Higman, [21]). Sejam 〈A1,≤1〉 e 〈A2,≤2〉 conjuntos parcialmente orde-

nados. Seja ≤ a ordem parcial em A = A1 × A2 definida componente a componente (i.e.

(a1, a2) ≤ (b1, b2) se, e somente se, a1 ≤1 b1 e a2 ≤2 b2). Se 〈A1,≤1〉 e 〈A2,≤2〉 são

parcialmente bem ordenados, então 〈A,≤〉 é parcialmente bem ordenado.



Caṕıtulo 2

Identidades Polinomiais 2-graduadas
de Matrizes 2× 2

Os resultados principais deste caṕıtulo são os seguintes:

Teorema 2.1. Seja K um anel associativo, comutativo e Noetheriano com 1. Então

as identidades polinomiais 2-graduadas da álgebra M2(K) satisfazem a propriedade de

Specht.

Teorema 2.2. Seja K um anel associativo, comutativo e Noetheriano com 1. Então as

identidades polinomiais 2-graduadas das álgebras M1,1(E) e E ⊗ E satisfazem a proprie-

dade de Specht.

Seja K〈X〉 a álgebra livre 2-graduada, onde X = Y ∪ Z, Y = {yi | i ∈ N} e

Z = {zi | i ∈ N}. Seja I o T2-ideal de K〈X〉, gerado pelos polinômios y1y2 − y2y1,

z1z2z3 + εz3z2z1, onde ε ∈ {−1, 1}.

2.1 Um Conjunto Gerador M do K-módulo K〈X〉/I

Seja K〈X〉 a álgebra livre 2-graduada, onde X = Y ∪ Z, Y = {yi | i ∈ N} e Z = {zi |
i ∈ N}. Lembremos que I é o T2-ideal de K〈X〉 gerado pelos polinômios y1y2 − y2y1,

z1z2z3 + εz3z2z1, onde ε ∈ {−1, 1}. Sobre um corpo K a Proposição 2.3 abaixo, segue

imediatamente das Proposições 5 e 8 de [27] que foram provadas em [27] usando as ideias

de [11]. Entretanto (veja [7]), sobre um anel K associativo e comutativo com 1 este fato

23
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pode ser provado exatamente da mesma forma que em [27]. Daremos uma prova completa

da proposição aqui a fim de tornar o trabalho autossuficiente.

Proposição 2.3 ( [27], vide também [7]). Seja K um anel associativo e comutativo com 1.

Então a álgebra 2-graduada relativamente livre K〈X〉/I é gerada sobre K pelos seguintes

monômios:

ya1ya2 . . . yak + I, (2.1.1)

ya1ya2 . . . yakzc1zd1zc2zd2 . . . zcm ẑdm + I, (2.1.2)

ya1ya2 . . . yakzc1yb1yb2 . . . yblzd1zc2zd2 . . . zcm ẑdm + I. (2.1.3)

onde a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ ak, b1 ≤ b2 ≤ · · · ≤ bl, c1 ≤ c2 ≤ · · · ≤ cm e d1 ≤ d2 ≤ · · · ≤ dm,

k > 0 em (2.1.1), k ≥ 0, m > 0 em (2.1.2) e k ≥ 0, l > 0, m > 0 em (2.1.3). O “chapéu”

sobre a variável significa que ela pode ser omitida.

Demonstração. Vamos omitir o ideal I na notação dos monômios de K〈X〉/I. Analiza-

remos primeiramente o caso em que I é gerado por y1y2 − y2y1 e z1z2z3 + z3z2z1, ou seja,

ε = 1. Seja y(i) = yai1yai2 . . . yaiki + I, ki ≥ 0. Seja f um monômio em K〈X〉/I. Se a

expressão de f não contém nenhum zi, então usando a identidade polinomial 2-graduada

y1y2 − y2y1, obtemos o resultado. Caso contrário, podemos escrever f como

f = y(1)zi1y
(2)zi2y

(3)zi3 . . . y
(2m−1)zi2m−1y

(2m)ẑi2m + I,

onde m ≥ 1 e y(1)zi1y
(2)zi2y

(3)zi3 . . . y
(2m−1)zi2m−1y

(2m)ẑi2m é um monômio de K〈X〉. Con-

vém notar que os termos y(1), . . . , y(2m) podem aparecer ou não. No caso em que a expres-

são de f não contém nenhum y(i), teremos o monômio zi1zi2 . . . zi2m−1 ẑi2m . Agora, usando

a identidade polinomial 2-graduada y1y2 − y2y1, segue que

f = y(1)y(3) . . . y(2m−1)zi1y
(2)y(4) . . . y(2m)zi2zi3 . . . zi2m−1 ẑi2m + I.

Assim, podemos escrever f na forma

f = ya1ya2 . . . yakzi1yb1yb2 . . . yblzi2zi3 . . . zi2m−1 ẑi2m + I,

onde a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ ak, b1 ≤ b2 ≤ · · · ≤ bl, k ≥ 0 e l ≥ 0. Existe uma permutação

σ do conjunto {1, 3, . . . , 2m − 1} tal que iσ(1) ≤ iσ(3) ≤ · · · ≤ iσ(2m−1). Denotemos

c1 = iσ(1), c2 = iσ(3), . . . , cm = iσ(2m−1). Também existe uma permutação τ do conjunto
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{2, 4, . . . , 2m − 2, 2̂m} tal que iτ(2) ≤ iτ(4) ≤ · · · ≤ i2m−2 ≤ îτ(2m). Denotemos d1 =

iτ(2), d2 = iτ(4), . . . , dm = iτ(2m). Portanto, usando a identidade polinomial 2-graduada

z1z2z3 + z3z2z1, obtemos

f = δya1ya2 . . . yakzc1yb1yb2 . . . yblzd1zc2zd2 . . . zcm ẑdm + I,

onde a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ ak, b1 ≤ b2 ≤ · · · ≤ bl, c1 ≤ c2 ≤ · · · ≤ cm e d1 ≤ d2 ≤ · · · ≤ dm,

k ≥ 0, l ≥ 0, m ≥ 0 e δ = ±1, dependendo apenas do número de vezes que aplicamos a

identidade polinomial 2-graduada z1z2z3 + z3z2z1. Assim, segue que a álgebra K〈X〉/I é

gerada pelos monômios (2.1.1), (2.1.2) e (2.1.3), conforme queŕıamos.

No caso em que o T2-ideal I é gerado por y1y2 − y2y1 e z1z2z3 − z3z2z1, ou seja,

ε = −1, a prova é análoga. A única diferença é que o sinal do monômio será sempre

positivo.

Observação 2.4. Note que se I é gerado pelos polinômios y1y2 − y2y1 e z1z2z3 − z3z2z1,

então os monômios da forma (2.1.1), (2.1.2) e (2.1.3) formam uma K-base do K-módulo

livre K〈X〉/I (veja [7, Prop.3]). Por outro lado, se I é gerado pelos polinômios y1y2−y2y1,

z1z2z3 + z3z2z1 então alguns dos monômios da forma (2.1.2) e (2.1.3) são iguais a 0 em

K〈X〉/I (veja [27, Prop.8]).

Denotaremos por M1, M2 e M3 o conjunto de monômios (2.1.1), (2.1.2) e (2.1.3),

respectivamente. Seja M = M1 ∪M2 ∪M3. Notemos que K〈X〉/I satisfaz as seguintes

identidades polinomiais 2-graduadas y1y2 − y2y1 e z1z2z3 + εz3z2z1, onde ε ∈ {−1, 1}.
Assim, temos que as variáveis y1, y2, . . . comutam entre si. Portanto, podemos considerar

os elementos de M1 como monômios nas variáveis comutativas y1, y2, . . .. As identidades

polinomiais 2-graduadas z1z2z3 − z3z2z1 ou z1z2z3 + z3z2z1 nos dão a seguinte relação:

zc1zd1zc2zd2 . . . zcm ẑdm = δzσ(c1)zτ(d1)zσ(c2)zτ(d2) . . . zσ(cm)ẑτ(dm),

onde δ = ±1, σ é uma permutação do conjunto de ı́ndices {c1, c2, . . . , cm−1, cm} e τ é

uma permutação do conjunto ı́ndices {d1, d2, . . . , dm−1, d̂m}. O coeficiente δ é igual a 1, se

ε = −1, e no caso em que ε = 1, o coeficiente depende apenas do sinal das permutações

σ e τ . Desta forma, podemos considerar este elemento como sendo dois monômios, um

nas variáveis zc1 , zc2 , . . . , zcm−1 , zcm e outros nas variáveis zd1 , zd2 , . . . , zdm−1 , ẑdm . Devemos

notar que os elementos zci e zdj não comutam entre si. Além disso, o produto zizj é um

elemento par e portanto comuta com todo y = yi1yi2 . . . yis .
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2.2 Uma Boa Ordem e uma Boa Ordem Parcial em

M

Ordem Parcial ≤′ em um Conjunto de Sequências

Seja N0 o conjunto de todos os inteiros não negativos. Consideraremos em N0 a ordem

linear padrão ≤. Seja m ∈ N. Definamos a relação ≤m em N0 tal que para l1, l2 ∈ N0,

temos que l1 ≤m l2 se, e somente se, l1 ≤ l2 e l1 ≡ l2 mod 2m. É fácil verificar que ≤m
define uma ordem parcial em N0.

Lema 2.5. Dado m ∈ N, ≤m é uma boa ordem parcial no conjunto N0.

Demonstração. Seja C = {0, 1, . . . , 2m− 1}, com a ordem trivial ≤, dada por a ≤ b se, e

somente se a = b. Considere N0 ×C com a ordem ≤ definida componente a componente.

Consideremos a aplicação de N0 em N × C, dada por a 7→ (a, r), onde r é o resto da

divisão de a por 2m. A aplicação acima preserva ordem, ou seja, se a1 ≤m a2, então

(a1, r1) ≤ (a2, r2). Pelo Lema 1.40 temos que N0×C é parcialmente bem ordenado. Logo,

≤m é uma boa ordem parcial.

Denotemos por Qn o produto cartesiano N0 × N0 × · · · × N0 n-vezes. Para x =

(x1, . . . , xn) e y = (y1, . . . , yn) em Qn, definamos a ordem parcial � componente a com-

ponente (i.e., x � y se, e somente se, x1 ≤ y1, . . . , xn ≤ yn). Diante desta definição, o

resultado bem conhecido a seguir é uma consequência imediata do Lema 1.40.

Lema 2.6. 〈Qn,�〉 é parcialmente bem ordenado.

Seja V (Qn) o conjunto de todas as sequências não nulas de elementos de Qn para

as quais apenas um número finito de termos é não nulo. Definamos em V (Qn) a ordem

parcial ≤Φ tal que para {ui}, {vi} ∈ V (Qn), temos que {ui} ≤Φ {vi} se, e somente se,

existe ϕ ∈ Φ tal que uj ≤ vϕ(j), para todo j ∈ N. Assim, pelo Lema 1.39, temos o seguinte

resultado

Lema 2.7. 〈V (Qn),≤Φ〉 é parcialmente bem ordenado.

Agora, consideraremos o conjunto Q2 = N0×N0. Pelo Lema 2.6, temos que 〈Q2,�〉
é parcialmente bem ordenado. Definamos em Q2 a relação ≤m, tal que para x = (x1, x2)
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e y = (y1, y2) em Q2 temos que x ≤m y se, e somente se, xi ≤m yi, para todo i = 1, 2.

Usando os lemas 1.40 e 2.5, obtemos que 〈Q2,≤m〉 é parcialmente bem ordenado.

Denotemos por Θ a famı́lia de todas as aplicações θkl : V (Qn) → V (Qn), com

k, l ∈ N, k < l, definidas para n = 1, 2, dadas por θkl({ui}) = {u′i}, onde

u′i =

{
ui, i 6= k
ul, i = k.

Agora, se n > 2, definimos aplicação θkl de V (Qn) da seguinte forma: θkl({ui}) = {u′i},
onde {u′(j)i } = θkl({u(j)

i }), se j = 1, 2, . . . , n − 2 e {u′(j)i } = {u(j)
i }, se j = n − 1, n. Seja

V (Qn) = V (Qn−2)× V (Q2), para n ≥ 2.

Denotemos por Φ1 a famı́lia de todas as aplicações ϕ1 : V (Qn)→ V (Qn) definidas

por ϕ1 = ϕ, se n = 1, 2 e ϕ1(u, v) = (ϕ(u), v), onde u ∈ V (Qn−2) e v ∈ V (Q2), se n > 2.

Agora, seja Φ2 a famı́lia de todas as aplicações ϕ2 : V (Qn) → V (Qn), definidas

como aplicação identidade se n = 1, 2 e ϕ2(u, v) = (u, ϕ(v)), onde u ∈ V (Qn−2) e v ∈
V (Q2), se n > 2.

Denotaremos por Λ a famı́lia de todas as aplicações λ : V (Qn) → V (Qn), tal

que λ = θk1l1θk2l2 . . . θkqlq · ϕ1, q ≥ 0, onde θk1l1 , θk2l2 , . . . θkqlq ,∈ Θ, ϕ1 ∈ Φ1, ki /∈ ϕ(N),

i = 1, 2, . . . , q e ki 6= kj, se i 6= j.

Agora, em V (Q2) definamos a ordem parcial ≤m tal que para u, v ∈ V (Q2), onde

u = {ui} e v = {vi}, temos que u ≤m v se, e somente se, ui ≤m vi, para todo i ∈ N.

Definamos a relação binária ≤Λ em V (Q2) tal que u ≤Λ v se, e somente se, existe

λ ∈ Λ tal que u′i ≤m vi, para todo i ∈ N, onde λ({ui}) = {u′i}.

Lema 2.8 (A. N. Krasilnikov, [28]). Sejam 〈A,≤〉 um conjunto parcialmente ordenado e

0 um elemento minimal em A. Seja V (A) = V (A, 0) o conjunto de todas as sequências de

elementos de A em que apenas um número finito de elementos não são iguais a 0. Seja

≤Λ uma relação binária em V (A) tal que para {ai}, {a′i} ∈ V (A), temos {ai} ≤Λ {a′i} se,

e somente se, existe λ ∈ Λ tal que a′′i ≤ a′i, para todo i ∈ N, onde λ({ai}) = {a′′i }. Então

≤Λ é uma ordem parcial em V (A).

Assim, ≤Λ é uma ordem parcial em V (Q2). Como ≤Λ depende do número m

fixado, vamos denotar ≤Λ por ≤m,Λ.
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Seja C um conjunto finito com elemento distinguido 0 e considere o conjunto

S = Nn
0 × C, com elemento distinguido 0 = (0, . . . , 0). Ordenaremos o conjunto S,

colocando s � s′, onde s = (j1, j2, . . . , jn, c), s
′ = (j′1, j

′
2, . . . , j

′
n, c
′), jl, j′l ∈ N0, c, c

′ ∈ C,

se, e somente se, jl ≤ j′l, l = 1, 2, . . . , n e c = c′. É claro que S é um conjunto parcialmente

bem ordenado.

Considere agora o conjunto V (S) = V (S, 0). Suponha que v ∈ V (S), onde v =

{{sj} | j ∈ N} e sj ∈ S. Seja ϕ ∈ Φ uma aplicação de N em N que preserva a ordem.

Usaremos a mesma notação para a injeção de V (S) em V (S) definida por ϕ(v) = v′, onde

s′j =

{
si, j = ϕ(i)
0, j /∈ ϕ(N).

Seja Θ a famı́lia de aplicações θkl de V (S) em V (S), onde k, l ∈ N, k < l, definidas por

θkl(v) = v′, onde

s′j =

{
sj, j 6= k
sl, j = k.

Seja Λ a famı́lia de aplicações λ = θk1l1θk2l2 . . . θkqlq ·ϕ, q ≥ 0, ki /∈ ϕ(N), ki 6= kj, se i 6= j.

Definamos agora a ordem parcial ≤Λ, tal que para u, v ∈ V (S), temos que u � v se, e

somente se, existe λ ∈ Λ tal que u′i � vi, i = 1, 2, . . ., onde λ(u) = u′.

Lema 2.9 (A. N. Krasilnikov, [30]). 〈V (S),≤Λ〉 é um conjunto parcialmente bem orde-

nado.

Agora, diante deste fato, podemos demonstrar o seguinte lema:

Lema 2.10. ≤m,Λ é uma boa ordem parcial em V (Q2).

Demonstração. Seja C2 = {(i, j) | i = 1, 2, . . . , 2m− 1, j = 1, 2, . . . , 2m− 1}. Definamos

S = Q2 × C2. Pelo Lema 2.9, temos que ≤Λ é uma boa ordem em V (S). Consideremos

agora o conjunto

N = {((l1, l2), (r1, r2)) ∈ S | li ≡ ri mod 2m, i = 1, 2}.

Notemos que existe uma bijeção ε entre Q2 e N , dada por

ε(l1, l2) = ((l1, l2), (r1, r2)),

onde ri é o resto da divisão de li por 2m. Assim, temos que V (Q2) pode ser identificado

com V (N) ⊂ V (S). Assim, para verificar que ≤m,Λ é uma boa ordem parcial em V (Q2),
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vamos verificar que para u, v ∈ V (Q2), temos que u ≤m,Λ v se, e somente se, ε(u) ≤Λ ε(v).

Como u ≤m,Λ v, temos que existe λ ∈ Λ tal que u′i ≤m vi, para todo i = 1, 2, . . ., onde

λ(ui) = u′i. Temos que u′i ≤m vi se, e somente se, u′(1)
i ≤ v

(1)
i , u′(2)

i ≤ v
(2)
i e u′(1)

i ≡ v
(1)
i

mod 2m, u′(2)
i ≡ v

(2)
i mod 2m. Logo u′i ≤m vi se, e somente se, u′(1)

i ≤ v
(1)
i , u′(2)

i ≤ v
(2)
i

e r′(1)
i = r

(1)
i , r′(2)

i = r
(2)
i , onde r′(1)

i , r′(2)
i , r

(1)
i e r

(2)
i são respectivamente os restos da

divisão de u′(1)
i , u′(2)

i , v
(1)
i e v

(2)
i , por 2m. Assim, temos que u′i ≤m vi se, e somente se

((u′(1)
i , u′(2)

i ), (r′(1)
i , r′(2)

i )) � ((v
(1)
i , v

(2)
i ), (r

(1)
i , r

(2)
i )). Portanto, temos que u′i ≤m vi se, e

somente se, ε(u′i) � ε(vi), para todo i ∈ N. É fácil verificar que ε(λ(u)) = λ(ε(u)), para

todo u ∈ V (Q2). Logo, segue que ≤m,Λ é uma boa ordem parcial em V (Q2).

Temos que 〈V (Q2),≤Φ〉 e 〈V (Q2),≤m,Λ〉 são parcialmente bem ordenados. Assim,

temos a seguinte definição:

Definição 2.11. Em V (Q2)× V (Q2) definimos a ordem parcial ≤m,Λ tal que para

({ui}, {u′i}), ({vi}, {v′i}) ∈ V (Q2)× V (Q2),

temos que ({ui}, {u′i}) ≤m,Λ ({vi}, {v′i}) se, e somente se, {ui} ≤m,Λ {vi} e {u′i} ≤Φ {v′i}.

Pelo Lema 1.40 segue que 〈V (Q2)× V (Q2),≤m,Λ〉 é parcialmente bem ordenado.

Devemos notar que existe uma bijeção entre V (Q2) × V (Q2) e V (Q4), dada por

({u(1)
i }, {u(2)

i }) 7→ {(u(1)
i , u

(2)
i )}. Assim, a ordem parcial ≤m,Λ é também uma boa ordem

parcial em V (Q4), onde, para {ui}, {vi} ∈ V (Q4) temos {ui} ≤m,Λ {vi} se, e somente se,

existe λ ∈ Λ e ϕ2 ∈ Φ2 tal que u′(1)
i ≤m v

(1)
i , u′(2)

i ≤m v
(2)
i , u

(3)
j ≤ v

(3)
ϕ(j), u

(4)
j ≤ v

(4)
ϕ(j), desde

que ui = (u
(1)
i , u

(2)
i , u

(3)
i , u

(4)
i ) e vi = (v

(1)
i , v

(2)
i , v

(3)
i , v

(4)
i ), para todo i ∈ N e λ({u(1)

i }) =

{u′(1)
i } e λ({u(2)

i }) = {u′(2)
i }.

Ordem Linear ≤ e Ordem Parcial ≤′ no Conjunto M

Sejam Q1 e V (Q1) como definidos anteriormente. Defina a relação binária ≤ em V (Q1)

tal que para {ui}, {vi} em V (Q1) temos que {ui} < {vi} se, e somente se, existe k ≥ 0

tal que vk < vk e ut = vt, para todo t > k.

Lema 2.12. ≤ é uma boa ordem em V (Q1).
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No conjunto V (Q1), vamos definir a função ∂ : V (Q1)→ N, dada por

∂(u) = ∂({ui}) =
∑

i

ui.

Sejam Qn e V (Qn), como definidos anteriormente. Note que existe uma bijeção

entre V (Qn) e o produto cartesiano de n cópias de V (Q1) definida por

({u(1)
i }, {u(2)

i }, . . . , {u(n)
i }) 7→ {(u(1)

i , u
(2)
i , . . . .u

(n)
i )}.

Diante disto, vamos definir a ordem linear ≤ em V (Q2), tal que para u, v ∈ V (Q2),

onde u = (u1, u2) e v = (v1, v2), com u1, u2, v1, v2 ∈ V (Q1) temos que u < v se, e

somente se, ∂(u1) + ∂(u2) < ∂(v1) + ∂(v2) ou ∂(u1) + ∂(u2) = ∂(v1) + ∂(v2) e u2 < v2 ou

∂(u1) + ∂(u2) = ∂(v1) + ∂(v2), u2 = v2 e u1 < v1.

Lema 2.13. ≤ é uma boa ordem em V (Q2).

Demonstração. É fácil ver que ≤ é uma ordem linear. Resta então mostrar que ≤ é uma

boa ordem. Seja W um subconjunto não vazio de V (Q2). Queremos mostrar que W possui

elemento minimal, e portanto um único elemento minimal. Seja S = {∂(u1) + ∂(u2) |
(u1, u2) ∈ W}. Note que S é um subconjunto não-vazio de N, logo possui elemento

minimal s0. Seja W0 = {(u1, u2) ∈ W | ∂(u1) + ∂(u2) = s0} ⊂ W . Consideraremos

agora um subconjunto V de V (Q1), tal que V = {u2 ∈ V (Q1) | (u1, u2) ∈ W0}. Como ≤
é uma boa ordem parcial em V (Q1), temos que V possui elemento minimal u′2. Agora,

V ′ = {u1 ∈ V (Q1) | (u1, u
′
2) ∈ W0}. Como ≤ é uma boa ordem em V (Q1), temos que V ′

possui um único elemento minimal u′1. Assim, encontramos o elemento minimal (u′1, u
′
2)

de W . Logo, ≤ é uma boa ordem em V (Q2).

Agora, vamos definir a ordem linear ≤ em V (Qn), onde n ≥ 3. Primeiramente

identificaremos V (Qn) com V (Q1) × V (Q1) × · · · × V (Q1). Assim, dados u, v ∈ V (Qn),

onde u = (u1, u2, . . . , un) e v = (v1, v2, . . . , vn), com ui, vi,∈ V (Q1), temos que u < v se, e

somente se, (un−1, un) < (vn−1, vn) ou existe t0 tal que ut0 < vt0 e ut = vt, t = t0 +1, . . . , n.

Lema 2.14. ≤ é uma boa ordem em V (Qn).
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Demonstração. Seja W um subconjunto não vazio de V (Qn). Vamos fazer a demonstração

por indução. Quando n = 2, segue pelo lema anterior que ≤ é uma boa ordem. Queremos

mostrar que W possui elemento minimal. Seja

W1 = {{(w(2)
i , w

(3)
i , . . . , w

(n)
i )} | {(w(1)

i , w
(2)
i , . . . , w

(n)
i )} ∈ W} ⊂ V (Qn−1).

Pela hipótese de indução, temos que V (Qn−1) é bem ordenado, com a ordem linear ≤.

Como W1 é um subconjunto não-vazio de V (Qn−1), segue que W1 possui um único ele-

mento minimal {(w̄(2)
i , w̄

(3)
i , . . . , w̄

(n)
i )}. Agora, seja

W2 = {{w(1)
i } | {(w(1)

i , w̄
(2)
i , . . . , w̄

(n)
i )} ∈ W}.

Note que W2 é um subconjunto não-vazio de V (Q1). Como V (Q1) é bem ordenado, W2

possui elemento minimal {w̄(1)
i }. Assim, segue que W possui único elemento minimal

{(w̄(1)
i , w̄

(2)
i , . . . , w̄

(n−1)
i , w̄

(n)
i )}.

Consideraremos agora os seguintes conjuntos:

V1 = V (Q1);

V2 = {{ui} ∈ V (Q3) | ∂({u(2)
i }) > 0, ∂({u(2)

i })− ∂({u(3)
i }) = 0 ou 1};

V3 = {{ui} ∈ V (Q4) | ∂({u(j)
i }) > 0, j = 2, 3, ∂({u(3)

i })− ∂({u(4)
i }) = 0 ou 1}.

Denote por V o conjunto V1 ∪ V2 ∪ V3. Note que 〈V1,≤〉, 〈V2,≤〉, 〈V3,≤〉 são bem

ordenados, pois 〈V (Qn),≤〉 é bem ordenado, para todo n. Defina em V a relação ≤ tal

que para todo u, v ∈ V temos

i) se u, v ∈ Vi e u < v em Vi, i = 1, 2, 3 então u < v em V ;

ii) se u ∈ V1 e v ∈ V2 ∪ V3, então u < v em V ;

iii) se u ∈ V2, v ∈ V3 e {(u(2)
i , u

(3)
i )} ≤ {(v(3)

i , v
(4)
i )}, então u < v em V ;

iv) se u ∈ V3, v ∈ V2 e {(u(3)
i , u

(4)
i )} < {(v(2)

i , v
(3)
i )}, então u < v em V .

É imediato verificar que < é uma ordem linear em V .

Proposição 2.15. 〈V,≤〉 é um conjunto bem ordenado.
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Demonstração. De fato, seja W ⊂ V , W 6= ∅. Então W = W1 ∪W2 ∪W3, onde Wi ⊂
Vi, i = 1, 2, 3. Agora, se W1 6= ∅, como ≤ é uma boa ordem em V1, temos que W1 possui

elemento minimal w1. E portanto, w1 é o elemento minimal de V . Se W1 = ∅, temos que

W2 6= ∅ ou W3 6= ∅. Sejam w2 e w3 os elementos minimais de W2 e W3, respectivamente.

Como ≤ é uma ordem linear em V , segue que w2 < w3 ou w3 < w2. Assim, obtemos o

elemento minimal de W . Logo, ≤ é uma boa ordem.

Vamos denotar por

V 0
3 = {{(u(1)

i , u
(2)
i , u

(3)
i , u

(4)
i )} ∈ V3 | ∂({u(3)

i })− ∂({u(4)
i }) = 0}

e por

V 1
3 = {{(u(1)

i , u
(2)
i , u

(3)
i , u

(4)
i )} ∈ V3 | ∂({u(3)

i })− ∂({u(4)
i }) = 1}.

É claro que V3 é a união disjunta de V 0
3 e V 1

3 . Em V 1
3 , vamos definir a ordem parcial

≤′, tal que para u, v ∈ V 1
3 , temos que u ≤′ v se, e somente se, u ≤Φ v. Agora, em V 0

3 ,

vamos definir a ordem parcial ≤′. Sejam u, v ∈ V 0
3 ; diremos que u ≤′ v se, e somente se,

∂({u(3)
i }) < ∂({v(3)

i }) e u ≤Φ v, ou ∂({u(3)
i }) = ∂({v(3)

i }) = m e u ≤m,Λ v. Finalmente,

vamos definir em V uma relação ≤′ tal que para u, v ∈ V , temos que u ≤′ v se, e somente

se u, v ∈ V1 e u ≤Φ v ou se u, v ∈ V2 e u ≤Φ v ou se u, v ∈ V3 e u ≤′ v. Note que ≤′ é

uma ordem parcial em V .

Proposição 2.16. 〈V,≤′〉 é um conjunto parcialmente bem ordenado.

Demonstração. Mostraremos que toda sequência infinita de elementos de V , possui uma

subsequência infinita não decrescente. Seja {ui} uma sequência infinita de elementos de V .

Temos que ui, para todo i, pertence a V1, V2 ou V3. Assim, existe um subsequência infinita

de {ui} totalmente contida em V1, ou em V2, ou em V3. Como V1 e V2 são parcialmente

bem ordenados, é suficiente verificar que V3 é parcialmente bem ordenado. Note que V3 é a

união disjunta de V 0
3 e V 1

3 , onde V 1
3 é parcialmente bem ordenado. Se V 0

3 é parcialmente

bem ordenado, segue que V é parcialmente bem ordenado. Assim, resta verificar que

V 0
3 é parcialmente bem ordenado. Seja {ui} uma sequência infinita de elementos de V 0

3 .

Consideremos a sequência infinita {∂(u
(3)
i )} = {∂(u

(4)
i )} de inteiros não negativos, que

denotaremos por {si}. Como ≤ é uma boa ordem em V (N0), existe uma subsequência

infinita não decrescente {sij}. Agora temos duas possibilidades {sij} é uma sequência
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limitada, e portanto possui uma subsequência infinita constante, ou {sij} não é limitada,

e portanto possui uma subsequência infinita não decrescente. Primeiro suponha que {sijk}
é constante (i.e, sijk = m, para todo k > 0). Assim, temos que uijk = (u

(1)
ijk
, u

(2)
ijk
, u

(3)
ijk
, u

(4)
ijk

),

onde ∂(u
(3)
ijk

) = ∂(u
(4)
ijk

) = m para todo k > 0. Neste caso, como 〈V 0
3 ,≤m,Λ〉 é parcialmente

bem ordenado, segue pelo Lema 1.38 que a sequência {uijk} possui uma subsequência

infinita não decrescente. Finalmente, suponha que {sijk} é estritamente crescente. Temos

a sequência {uijk} = {(u(1)
ijk
, u

(2)
ijk
, u

(3)
ijk
, u

(4)
ijk

)}, com ∂(u
(3)
ij1

) < ∂(u
(3)
ij2

) < · · · . Como 〈V 0
3 ,≤Φ〉

é parcialmente bem ordenado, segue pelo Lema 1.38 que a sequência {uijk} possui uma

subsequência infinita não decrescente. Portanto, conclúımos que V é parcialmente bem

ordenado.

Consideraremos algumas famı́lias de endomorfismos de K〈X〉/I. Seja Φ o conjunto

de todos os endomorfismos ϕ de K〈X〉/I, dados por

ϕ(xi) = xϕ(i),

onde xi ∈ X = Y ∪ Z, i = 1, 2, . . . (ϕ é aplicação de N em N que preserva ordem).

Análogo ao caso anterior, consideraremos agora, duas famı́lias de endomorfismos

Φ1 e Φ2 de K〈X〉/I. Definamos ϕ1 ∈ Φ1 por ϕ1(yi) = yϕ(i), onde yi ∈ Y, i = 1, 2, . . .,

e ϕ1(zi) = zi, com zi ∈ Z, i = 1, 2, . . .. Analogamente, podemos definir ϕ2 ∈ Φ2 que é

dada por ϕ2(zi) = zϕ(i), onde zi ∈ Z, i = 1, 2, . . ., e ϕ2(yi) = yi, com yi ∈ Y, i = 1, 2, . . ..

Notemos que se ϕ ∈ Φ, então ϕ = ϕ1 ◦ ϕ2 = ϕ2 ◦ ϕ1.

Seja Θ a famı́lia de endomorfismos θkl de K〈X〉/I, com k, l ∈ N, k < l, dada por

θkl(yi) =

{
yi, i 6= l
ykyl, i = l,

para todo yi ∈ Y e θkl(zi) = zi, i ∈ N.

Agora, podemos definir a famı́lia Λ de todos os endomorfismos

λ = θk1l1θk2l2 · · · θkqlq · ϕ1,

onde q ≥ 0, θkili ∈ Θ, ϕ1 ∈ Φ1, ki /∈ ϕ(N) e ki 6= kj, se i 6= j.

Devemos notar que existe uma bijeção ξ entre os conjuntos M e V , dada por
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i) Para ya1ya2 . . . yak ∈M1, definimos

ξ(ya1ya2 . . . yak) = {ui},

onde ui =
∑

aj ;aj=i 1;

ii) Para ya1ya2 . . . yakzc1zd1zc2zd2 . . . zcm ẑdm ∈M2, definimos

ξ(ya1ya2 . . . yakzc1zd1zc2zd2 . . . zcm ẑdm) = {(u(1)
i , u

(2)
i , u

(3)
i )},

onde u
(1)
i =

∑
aj ;aj=i 1, u

(2)
i =

∑
cj ;cj=i 1 e u

(3)
i =

∑
dj ;dj=i 1;

iii) Para ya1ya2 . . . yakzc1yb1yb2 . . . yblzd1zc2zd2 . . . zcm ẑdm ∈M3, definimos

ξ(ya1ya2 . . . yakzc1yb1yb2 . . . yblzd1zc2zd2 . . . zcm ẑdm) = {(u(1)
i , u

(2)
i , u

(3)
i , u

(4)
i )},

onde u
(1)
i =

∑
aj ;aj=i 1, u

(2)
i =

∑
bj ;bj=i 1, u

(3)
i =

∑
cj ;cj=i 1 e u

(4)
i =

∑
dj ;dj=i 1.

Lema 2.17. Suponha que x ∈ M , ϕ ∈ Φ, ϕ1 ∈ Φ1, ϕ2 ∈ Φ2 e λ ∈ Λ. Então ξ(ϕ(x)) =

ϕ(ξ(x)), ξ(ϕ1(x)) = ϕ1(ξ(x)), ξ(ϕ2(x)) = ϕ2(ξ(x)) e ξ(λ(x)) = λ(ξ(x)).

Demonstração. Mostraremos inicialmente que ξ(ϕ(x)) = ϕ(ξ(x)). Suponha que x ∈ M1.

Então, x = ya1ya2 . . . yak = yu11 y
u2
2 . . . yunn , onde un 6= 0, ui =

∑
aj ;aj=i 1. Assim, ϕ(ξ(x)) =

ϕ({ui}) = {vi}, onde vi = uj, i = ϕ(j), e vi = 0, i /∈ ϕ(N). Por outro lado, temos que

ξ(ϕ(x)) = ξ(ϕ(yu11 y
u2
2 . . . yunn ))

= ξ(yu1ϕ(1)y
u2
ϕ(2) . . . y

un
ϕ(n))

= {vi},

onde vi = uj, i = ϕ(j), e vi = 0, se i /∈ ϕ(N). Agora, se x ∈ M2, temos que x =

ya1ya2 . . . yakzc1zd1zc2zd2 . . . zcm ẑdm . Portanto,

ϕ(ξ(ya1ya2 . . . yakzc1zd1zc2zd2 . . . zcm ẑdm)) = ϕ({(u(1)
i , u

(2)
i , u

(3)
i )}) = {(v(1)

i , v
(2)
i , v

(3)
i )},

onde u
(1)
i =

∑
aj ;aj=i 1, u

(2)
i =

∑
cj ;cj=i 1, u

(3)
i =

∑
dj ;dj=i 1, e

(v
(1)
i , v

(2)
i , v

(3)
i ) =

{
(u

(1)
j , u

(2)
j , u

(3)
j ), i = ϕ(j)

(0, 0, 0), i /∈ ϕ(N).

Agora, calcularemos o outro lado da igualdade.

ξ(ϕ(x)) = ξ(ϕ(ya1ya2 . . . yakzc1zd1zc2zd2 . . . zcm ẑdm))
= ξ(yϕ(a1)yϕ(a2) . . . yϕ(ak)zϕ(c1)zϕ(d1)zϕ(c2)zϕ(d2) . . . zϕ(cm)ẑϕ(dm))

= {(v(1)
i , v

(2)
i , v

(3)
i )},
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onde v
(1)
i =

∑
ϕ(aj);ϕ(aj)=i 1, v

(1)
i =

∑
ϕ(cj);ϕ(cj)=i 1, v

(1)
i =

∑
ϕ(aj);ϕ(aj)=i 1 e (v

(1)
i , v

(2)
i , v

(3)
i ) =

(0, 0, 0), se i /∈ ϕ(N). Portanto, ϕ(ξ(x)) = ξ(ϕ(x)). O caso em que x ∈ M3 é mera

repetição do caso anterior.

De forma análoga ao que foi feito para ϕ, mostra-se ξ(ϕ1(x)) = ϕ1(ξ(x)) e que

ξ(ϕ2(x)) = ϕ2(ξ(x)).

Resta mostrar que λ(ξ(x)) = ξ(λ(x)), com λ = θk1l1θk2l2 . . . θkqlq · ϕ1, onde q ≥ 0,

θk1l1 , . . . , θkqlq ∈ Θ, ϕ1 ∈ Φ1, e θkili 6= θkj lj , se i 6= j. Como as aplicações θkl agem apenas

nos geradores y1, y2, . . ., veremos apenas o caso em que x ∈M1 e yk não está presente na

expressão x. Assim, suponha que θkl ∈ Θ, e x = yu11 y
u2
2 . . . yunn ∈M1 onde un 6= 0, uk = 0.

Logo,

ξ(θkl(x)) = ξ(θkl(y
u1
1 y

u2
2 . . . y

uk−1

k−1 y
uk−1

k−1 . . . yull . . . y
un
n ))

= ξ(yu11 y
u2
2 . . . y

uk−1

k−1 y
uk−1

k−1 . . . (ykyl)
ul . . . yunn )

= ξ(yu11 y
u2
2 . . . y

uk−1

k−1 y
ul
k y

uk−1

k−1 . . . yull . . . y
un
n )

= {vi},
onde vi = ui, se i 6= k e vk = ul. Por outro lado, temos que

θkl(ξ(x)) = θkl(ξ(y
u1
1 y

u2
2 . . . y

uk−1

k−1 y
uk−1

k−1 . . . yull . . . y
un
n ))

= θkl({ui})
= {vi},

onde vi = ui, se i 6= k e vk = ul. Assim, conclúımos que λ(ξ(x)) = ξ(λ(x)), com

λ = θk1l1θk2l2 . . . θkqlq · ϕ1, onde q ≥ 0, θk1l1 , . . . , θkqlq ∈ Θ, ϕ1 ∈ Φ1, e θkili 6= θkj lj , se

i 6= j.

Usando este lema e a bijeção ξ (ver página 33) entre os conjuntos M e V , podemos

definir em M a boa ordem parcial ≤′ via ξ. Também podemos definir na mesma forma a

boa ordem ≤ em M .

2.3 Termos Ĺıderes das Imagens de Polinômios

Lema 2.18. Sejam y = yr11 y
r2
2 . . . yrll e x, x̃ ∈M tais que x < x̃. Então yx < yx̃.
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Demonstração. Primeiro, mostraremos que se x, x̃ ∈ M1, então o resultado é verdadeiro.

Sejam x = yu11 y
u2
2 , . . . , y

un
n e x̃ = yv11 y

v2
2 , . . . , y

vn
n com un 6= 0 ou vn 6= 0. Como x < x̃,

então existe t0 ≥ 0 tal que ut0 < vt0 e ut = vt, se t > t0. Lembramos que y = yr11 y
r2
2 . . . yrll .

Seja n′ = max{n, l}. Assim,

ξ(yx) = ξ(yu1+r1
1 yu2+r2

2 . . . y
un′+rn′
n′ ) = {ui + ri}

e

ξ(yx̃) = ξ(yv1+r1
1 yv2+r2

2 . . . y
vn′+rn′
n′ ) = {vi + ri}.

Como ut0 < vt0 e ut = vt, se t > t0, segue o resultado.

Agora, tomemos x e x̃ em M2 onde x = ya1ya2 . . . yakzc1zd1zc2zd2 . . . zcm ẑdm e x̃ =

ya′1ya′2 . . . ya′k′zc
′
1
zd′1zc′2zd′2 . . . zc′m′ ẑd

′
m′

. Notemos que a multiplicação por y não interfere em

zc1zd1 . . . zcm ẑdm , ou em zc′1zd′1 . . . zc′m′ ẑd
′
m′

. Diante disto, é suficiente verificar o caso onde

zc1zd1 . . . zcm ẑdm = zc′1zd′1 . . . zc′m′ ẑd
′
m′

e ya1ya2 . . . yak < ya′1ya′2 . . . ya′k′ . Pelo caso anterior,

temos que y(ya1ya2 . . . yak) < y(ya′1ya′2 . . . ya′k′ ). Assim, yx < yx̃. Os demais casos são

similares.

Lema 2.19. Sejam x = yu11 y
u2
2 . . . yunn e y = yr11 y

r2
2 . . . yrll . Então x < xy.

Demonstração. É suficiente mostrar que x < xyi, yi ∈ Y . Assim,

xyi = (yu11 y
u2
2 . . . yunn )yi = y

u′1
1 y

u′2
2 . . . yu

′
n
n ,

onde u′j = uj, se j 6= i e u′j = uj + 1, se j = i. Tome t0 = i. Assim, ut0 < u′to e u′t = ut,

para todo t > to. Portanto x < xyi. Por indução obtemos x < xy.

Observação 2.20. Seja x um monômio em K〈X〉/I. Pela demonstração da Proposição

2.3, temos que existe δx tal que δxx ∈ M . Assim, se x1, x2 são monômios em K〈X〉/I,

então δx1x2x1x2 ∈M

Lema 2.21. Sejam x = zc1zd1zc2zd2 . . . zcm ẑdm e z = zt1zt2 . . . ztl. Então x < δxzxz, onde

δxz = ±1.

Demonstração. É fácil ver que ∂(ξ(xz)) = ∂(ξ(x)) + l. Assim, temos que x < δxzxz.

Lema 2.22. Sejam y = yr11 y
r2
2 . . . yrkk , z′ = zt1zt2 . . . ztl, z

′′ = zt1yzt2 . . . ztl, e x, x̃ ∈ M .

Se x < x̃, então xy < x̃y, δxz′xz
′ < δx̃z′x̃z

′ e δxz′′xz
′′ < δx̃z′′x̃z

′′.
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Demonstração. Mostraremos inicialmente que xy < x̃y. Note que se x, x̃ ∈ M1, te-

mos xy = yx e x̃y = yx̃. Portanto, usando o Lema 2.18, obtemos que xy < x̃y.

Agora, suponha que x, x̃ ∈ M2, x = y′zc1zd1 . . . zcm ẑdm e x̃ = y′′zc′1zd′1 . . . zc′m′ ẑd
′
m′

, com

y′ = ya1ya2 . . . yak e y′′ = ya′1ya′2 . . . ya′k′ . Temos dois casos a considerar. Primeiro, se

zc1zd1 . . . zcm ẑdm < zc′1zd′1 . . . zc′m′ ẑd
′
m′

, então segue imediatamente que xy < x̃y. Segundo,

quando zc1zd1 . . . zcm ẑdm = zc′1zd′1 . . . zc′m′ ẑd
′
m′

, então como x < x̃, temos que y′ < y′′. Assim,

temos duas possibilidades, ou

xy = y′yzc1zd1zc2zd2 . . . zcmzdm ,

quando o número de zj’s na expressão de x é par, ou quando o número de zj’s é ı́mpar,

temos que

xy = y′zc1yzd1zc2zd2 . . . zcm .

Se o número de zj’s é par, temos que xy = y′yzc1zd1 . . . zcmzdm e x̃y = y′′yzc1zd1 . . . zcmzdm .

Usando o Lema 2.18 obtemos ya1 . . . yaky < ya′1 . . . ya′k′y. Portanto, xy < x̃y. Se o número

de zj’s é ı́mpar, temos xy = y′zc1yzd1 . . . zcmzdm e x̃y = y′′zc1yzd1 . . . zcmzdm . Como y′ < y′′,

o resultado segue.

Se x, x̃ ∈M3 a prova é análoga.

Suponha que x ∈M2, e x̃ ∈M3. Então não temos nada para mostrar, pois a ordem

depende apenas do fato de que zc1zd1 . . . zcm ẑdm é menor ou maior que zc′1zd′1 . . . zc′m′ ẑd
′
m′

.

O mesmo acontece quando x ∈M3 e x̃ ∈M2. Quando x ∈M1 e x̃ ∈M2 ∪M3, não existe

nada a ser demonstrado. Assim, conclúımos que xy < x̃y.

Vamos mostrar agora que δxz′xz
′ < δx̃z′x̃z

′. Se x, x̃ ∈ M1 é claro que δxz′xz
′ <

δx̃z′x̃z
′. É suficiente mostrar o caso onde x = zc1zd1 . . . zcm ẑdm e x̃ = zc′1zd′1 . . . zc′m′ ẑd

′
m′

,

pois a multiplicação por z′ não interfere nos yj’s. Como x < x̃, então ξ(x) < ξ(x̃).

Portanto {(rj, sj)} < {(r′j, s′j)}, onde rj =
∑

ci;ci=j
1, sj =

∑
di;di=j

1, r′j =
∑

c′i;c
′
i=j

1, e

s′j =
∑

d′i;d
′
i=j

1. Temos que verificar os seguintes casos:

i) ∂({rj}) + ∂({sj}) < ∂({r′j}) + ∂({s′j});

ii) ∂({rj}) + ∂({sj}) = ∂({r′j}) + ∂({s′j}) e {sj} < {s′j} ou {sj} = {s′j} e {rj} < {r′j}.
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O item i) é claro. No item ii), temos os seguintes casos, quando x = zc1zd1 . . . zcmzdm

e x̃ = zc′1zd′1 . . . zc′mzd′m ou quando x = zc1zd1 . . . zdm−1zcm e x̃ = zc′1zd′1 . . . zd′m−1
zc′m . Faremos

apenas o primeiro caso, pois o segundo é semelhante. Inicialmente, provaremos para

z′ = zt1 e por indução concluiremos o caso geral. Temos que xz′ = zc1zd1 . . . zcmzdmzt1

e x̃z′ = zc′1zd′1 . . . zc′m′zd
′
m
zt1 . Como x < x̃, então ξ(x) < ξ(x̃). Portanto ou {sj} < {s′j}

ou {sj} = {s′j} e {rj} < {r′j}, onde rj =
∑

ci;ci=j
1, sj =

∑
di;di=j

1, r′j =
∑

c′i;c
′
i=j

1,

s′j =
∑

d′i;d
′
i=j

1. Assim, ξ(δxz′xz
′) = {(uj, vj)}, onde uj = rj, se j 6= t1 e ut1 = rt1 + 1 e

para todo j vj = sj. Também temos que ξ(δx̃z′x̃z
′) = {(u′j, v′j)}, onde u′j = r′j, se j 6= t1

e u′t1 = r′t1 + 1 e v′j = s′j, para todo j. Como x ≤ x̃, temos {sj} < {s′j} e portanto

ou {vj} < {v′j} ou {sj} = {s′j} e {rj} < {r′j}. Assim, {vj} = {v′j} e {uj} < {u′j}.
Recursivamente aplicando este resultado, obtemos δxz′xz

′ < δx̃z′x̃z
′. Para mostrar que

δxz′′xz
′′ < δx̃z′′x̃z

′′, usamos os mesmos argumentos que foram feitos para y e para z′.

Agora, provaremos que os endomorfismos em Φ,Φ1,Φ2 e Λ, preservam a ordem

linear ≤ em M .

Lema 2.23. Sejam ϕ ∈ Φ, ϕi ∈ Φi, i = 1, 2 e λ ∈ Λ. Se x < x̃, então temos

i) ϕi(x) < ϕi(x̃), i = 1, 2;

ii) ϕ(x) < ϕ(x̃);

iii) λ(x) < λ(x̃).

Demonstração. Note que o item ii) é uma consequência do item i), pois ϕ = ϕ1 ◦ ϕ2.

Vamos provar o item i). Inicialmente, suponha que x, x̃ ∈ M1, então x = yr11 y
r2
2 . . . yrnn ,

x̃ = ys11 y
s2
2 . . . ysnn , com rn 6= 0 ou sn 6= 0. Assim, temos

ξ(ϕ1(x)) = ξ(yr1ϕ(1)y
r2
ϕ(2) . . . y

rn
ϕ(n)) = {r′i},

onde r′i = rj, se i = ϕ(j) ou r′i = 0, se i /∈ ϕ(N). Também temos que

ξ(ϕ1(x̃)) = ξ(ys1ϕ(1)y
s2
ϕ(2) . . . y

sn
ϕ(n)) = {s′i},

onde s′i = sj, se i = ϕ(j) ou s′i = 0, se i /∈ ϕ(N). Agora, como x < x̃, existe t0 tal

que rt0 < st0 e rt = st, para todo t > t0. Assim, temos que r′ϕ(t0) = rt0 < st0 = s′ϕ(t0) e
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r′ϕ(t) = rt < st = s′ϕ(t), para todo t > t0. Além disso, r′t′ = rt′ = 0 = st′ = s′t′ , se t′ /∈ ϕ(N).

Portanto, r′ϕ(t0) < s′ϕ(t0) e r′t = s′t, para todo t > ϕ(t0). Assim, ϕ1(x) < ϕ1(x̃). Como os

geradores z1, z2, . . . são fixados por ϕ1, o resultado segue da sentença acima.

Agora, vamos mostrar que ϕ2(x) < ϕ2(x̃). Como ϕ2 fixa os geradores y1, y2, . . .,

podemos considerar apenas o caso em que

x = zc1zd1zc2zd2 . . . zcm ẑdm

e

x̃ = zc′1zd′1zc′2zd′2 . . . zc′m ẑd′m′ .

Notemos que ξ(x) = {(ri, si)} e ξ(x̃) = {(r′i, s′i)}, onde rj =
∑

ci;ci=j
1, sj =

∑
di;di=j

1,

r′j =
∑

c′i;c
′
i=j

1, s′j =
∑

d′i;d
′
i=j

1. Temos que ξ(ϕ2(x)) = {(ui, vi)}, e ξ(ϕ2(x̃)) = {(u′i, v′i)},
onde (ui, vi) = (rj, sj) e (u′i, v

′
i) = (r′j, s

′
j), se i = ϕ2(j) e (ui, vi) = 0 e (u′i, v

′
i) = 0, se

i /∈ ϕ2(N0). O caso em que ∂({ri}) + ∂({si}) < ∂({r′i}) + ∂({s′i}) é trivial. Portanto,

consideraremos apenas o caso em que ∂({ri})+∂({si}) = ∂({r′i})+∂({s′i}). Como x < x̃,

temos que ou {si} < {s′i} ou {si} = {s′i} e {ri} < {r′i}. Consequentemente, temos que ou

{vi} < {v′i} ou {vi} = {v′i} e {ui} < {u′i}. Portanto ϕ2(x) = ϕ2(x̃).

Agora, para demonstrar o item iii), é conveniente notar que os endomorfismos θkl

fixam os geradores z1, z2, . . .. Logo, é suficiente verificar que θkl(x) < θkl(x̃), onde yk não

está presente na expressão de x e x̃. Assim, sejam

x = yr11 y
r2
2 . . . y

rk−1

k−1 y
rk+1

k+1 . . . y
rl
l . . . y

rn
n ,

e

x̃ = ys11 y
s2
2 . . . y

sk−1

k−1 y
sk+1

k+1 . . . y
sl
l . . . y

sn
n ,

onde ou rn 6= 0 ou sn 6= 0. Logo, temos que

ξ(θkl(x)) = ξ(yr11 y
r2
2 . . . y

rk−1

k−1 y
rk+1

k+1 . . . (ykyl)
rl . . . yrnn )

= ξ(yr11 y
r2
2 . . . y

rk−1

k−1 y
rl
k y

rk+1

k+1 . . . y
rl
l . . . y

rn
n )

= {r′i},

onde r′i = ri, se i 6= k e r′k = rl. Similarmente, temos

ξ(θkl(x̃)) = {s′i},

com s′i = si, se i 6= k e s′k = sl. Agora, como x < x̃, existe t0 ≤ n tal que rt0 < st0

e rt = st, para todo t > t0. Portanto, claramente θkl(x) < θkl(x̃). Assim, temos que
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λ(x) < λ(x̃), onde λ = θk1l1θk2l2 · · · θkqlq · ϕ1, com q ≥ 0, θkili ∈ Θ, ϕ1 ∈ Φ1, ki /∈ ϕ(N) e

ki 6= kj, se i 6= j.

Denotemos por Γ a famı́lia de todos os endomorfismos γy de K〈X〉/I, com y ∈M1,

dada por

γy(zi) = yzi + ziy, γy(yi) = yi

para todo zi ∈ Z e para todo yi ∈ Y .

Lema 2.24. Sejam γy ∈ Γ e x = y′zi1y
′′zi2zi3 . . . zis ∈ M onde y′ = ya1ya2 . . . yak , e

y′′ = yb1yb2 . . . ybl, com k, l ≥ 0. Então

γy(x) =
s∑

t=0

(
s

t

)
y′ys−tzi1y

′′ytzi2zi3 . . . zis .

Demonstração. Faremos a prova por indução sobre s. O caso s = 1 é trivial, pois

γy(y
′zi1y

′′) = y′(zi1y + yzi1)y
′′

= y′zi1yy
′′ + y′yzi1y

′′

=
s∑

t=0

(
s

t

)
y′ys−tzi1y

′′yt.

Agora, pela hipótese de indução, temos que o lema é verdadeiro para s − 1. Em outras

palavras,

γy(y
′zi1y

′′zi2zi3 . . . zis−1) =
s−1∑

t=0

(
s− 1

t

)
y′y(s−1)−tzi1y

′′ytzi2zi3 . . . zis−1 .

Assim, temos que

γy(x) = y′(zi1y + yzi1)y
′′(zi2y + yzi2) . . . (zis−1y + yzis−1)(zsy + yzs)

=

(
s−1∑

t=0

(
s− 1

t

)
y′y(s−1)−tzi1y

′′ytzi2zi3 . . . zis−1

)
(zisy + yzis)

=
s−1∑

t=0

(
s− 1

t

)
y′y(s−1)−tzi1y

′′ytzi2zi3 . . . zis−1zisy +

+
s−1∑

t=0

(
s− 1

t

)
y′y(s−1)−tzi1y

′′ytzi2zi3 . . . zis−1yzis ,

Notemos que se s é par, então temos

y′y(s−1)−tzi1y
′′ytzi2zi3 . . . zis−1zisy = y′ys−tzi1y

′′ytzi2zi3 . . . zis−1zis

e

y′y(s−1)−tzi1y
′′ytzi2zi3 . . . zis−1yzis = y′y(s−1)−tzi1y

′′yt+1zi2zi3 . . . zis−1zis .
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Agora, se s é ı́mpar, então

y′y(s−1)−tzi1y
′′ytzi2zi3 . . . zis−1zisy = y′y(s−1)−tzi1y

′′yt+1zi2zi3 . . . zis−1zis

e

y′y(s−1)−tzi1y
′′ytzi2zi3 . . . zis−1yzis = y′ys−tzi1y

′′ytzi2zi3 . . . zis−1zis .

Assim, em ambos os casos temos o mesmo resultado. Portanto

γy(x) =
s−1∑

t=0

(
s− 1

t

)
y′ys−tzi1y

′′ytzi2 . . . zis+

+
s−1∑

t=0

(
s− 1

t

)
y′y(s−1)−tzi1y

′′yt+1zi2 . . . zis .

Agora, fazendo t′ = t no primeiro somatório e t′ = t+ 1 no segundo somatório, obtemos

γy(x) =
s−1∑

t′=0

(
s− 1

t′

)
y′ys−t

′
zi1y

′′yt
′
zi2 . . . zis+

+
s∑

t′=1

(
s− 1

t′ − 1

)
y′ys−t

′
zi1y

′′yt
′
zi2 . . . zis

=
s−1∑

t′=1

((
s− 1

t′

)
+

(
s− 1

t′ − 1

))
y′ys−t

′
zi1y

′′yt
′
zi2 . . . zis+

+

(
s− 1

0

)
y′yszi1y

′′zi2 . . . zis +

(
s− 1

s− 1

)
y′zi1y

′′yszi2 . . . zis .

Como
(
s−1
t′
)

+
(
s−1
t′−1

)
=
(
s
t′
)
, segue que γy(x) =

s∑

t=0

(
s

t

)
y′ys−tzi1y

′′ytzi2 . . . zis .

Seja f uma combinação K-linear (formal) de elementos de M ,

f = α1m1 + α2m2 + . . .+ αlml,

onde αi ∈ K e mi ∈ M para todo i. Suponha que α1 6= 0 e m1 > mi para todo i > 1.

Então dizemos que m1 é o monômio ĺıder, α1 é o coeficiente ĺıder e α1m1 é o termo ĺıder

de f . Escrevemos m1 = lm(f), α1 = lc(f) e α1m1 = lt(f).

Se denotamos xt = y′ys−tzi1y
′′ytzi2 . . . zis , então xt < xs, para todo t < s, pois,

pelo Lema 2.19, temos que y′′yt < y′′ys = (y′′yt)ys−t. Assim, xs é o monômio ĺıder de

γy(x), i.e., xs = lm(γy(x)).
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Lema 2.25. Sejam x, x̃ ∈ M e γy ∈ Γ. Se x < x̃, então x1 < x̃1, onde x1 e x̃1 são os

monômios ĺıderes de γy(x) e γy(x̃), respectivamente.

Demonstração. Se x ∈ M1, então γy(x) = x e portanto não temos nada a demonstrar.

Agora, vamos analisar o caso em que x = y′zi1y
′′zi2 . . . zis ∈ M , e x̃ = ỹ′zj1 ỹ

′′zj2 . . . zjs̃ ∈
M , onde y′, y′′, ỹ′, ỹ′′ ∈M1. Note que se x ∈M2 o termo y′′ não aparece, o mesmo ocorre

com x̃ ∈M2. Temos

lm(γy(x)) = x1 = y′zi1y
′′yszi2 . . . zis

e

lmγy(x̃) = x̃1 = ỹ′zj1 ỹ
′′ys̃zj2 . . . zjs̃ .

Como x < x̃, temos três possibilidades a considerar. Primeiro, se zi1zi2 . . . zis < zj1zj2 . . . zjs̃ ;

segue imediatamente que x1 < x̃1. Segundo, se zi1zi2 . . . zis = zj1zj2 . . . zjs̃ e y′′ < ỹ′′, en-

tão s = s̃. Pelo Lema 2.18 obtemos que y′′ys < ỹ′′ys. Portanto, x1 < x̃1. Se o termo

y′′ não aparece, pelo Lema 2.19 segue que ys < ỹ′′ys. Finalmente, temos o caso em que

zi1zi2 . . . zis = zj1zj2 . . . zjs̃ , y
′′ = ỹ′′, e y′ < ỹ′. Neste caso é claro que x1 < x̃1.

Lema 2.26. Sejam x, x̃ ∈M . Se x ≤′ x̃, então temos

i) se x, x̃ ∈M1, então existem ϕ ∈ Φ e y ∈M1 tais que yϕ(x) = ϕ(x̃);

ii) se x, x̃ ∈ M2, então existem ϕ ∈ Φ, y ∈ M1 e z = zi1 . . . zik , k ≥ 0, tais que

δyϕ(x)zyϕ(x)z = x̃;

iii) se x, x̃ ∈ M1
3 , então existem ϕ ∈ Φ, y, y′ ∈ M1, e z = zi1 . . . zik , k ≥ 0, tais que

δyϕ(x)y′zyϕ(x)y′z = x̃;

iv) se x, x̃ ∈M0
3 com

x = ya1ya2 . . . yakzc1yb1yb2 . . . yblzd1zc2zd2 . . . zcmzdm ,

e

x̃ = ya′1ya′2 . . . ya′k′zc
′
1
yb′1yb′2 . . . yb′l′zd

′
1
zc′2zd′2 . . . zc′m′zd

′
m′
,

onde m < m′, então existem ϕ ∈ Φ, y, y′ ∈ M1 e z = zi1y
′zi2 . . . zik , k > 1, tais que

δyϕ(x)zyϕ(x)z = x̃;
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v) se x, x̃ ∈M0
3 com

x = ya1ya2 . . . yakzc1yb1yb2 . . . yblzd1zc2zd2 . . . zcmzdm ,

e

x̃ = ya′1ya′2 . . . ya′k′zc
′
1
yb′1yb′2 . . . yb′l′zd

′
1
zc′2zd′2 . . . zc′mzd′m ,

então existem λ ∈ Λ, ϕ2 ∈ Φ2, γy′ ∈ Γ e y ∈M1 tais que lm(yγy′(λ(ϕ2(x)))) = x̃.

Demonstração. Item i): Sejam x = yr11 y
r2
2 . . . yrnn , x̃ = ys11 y

s2
2 . . . ysnn , com rn 6= 0 ou sn 6= 0.

Como x ≤′ x̃, temos que existe ϕ ∈ Φ tal que rj < sϕ(j). Sabemos que ξ(x̃) = {si} e

ξ(ϕ(x)) = {r′i}, onde r′i = rj, se i = ϕ(j), e r′i = 0, se i /∈ ϕ(N). Assim, podemos escrever

ϕ(x) = y
r′1
1 y

r′2
2 . . . y

r′
ϕ(n)

ϕ(n) , onde r′i = rj, se i = ϕ(j), e r′i = 0 se i /∈ ϕ(N). Agora, tomemos

lj = sj − r′j, j = 1, 2, . . . e seja y = yl11 y
l2
2 . . . y

lϕ(n)

ϕ(n) . Assim

ξ(yϕ(x)) = ξ((yl11 y
l2
2 . . . y

lϕ(n)

ϕ(n) )(ϕ(yr11 y
r2
2 . . . yrnn )))

= ξ((yl11 y
l2
2 . . . y

lϕ(n)

ϕ(n) )(y
r′1
1 y

r′2
2 . . . y

r′
ϕ(n)

ϕ(n) ))

= ξ(y
r′1+l1
1 y

r′2+l2
2 . . . y

rϕ(n)+lϕ(n)

ϕ(n) )

= {r′i + li}
= {r′i + (si − r′i)}
= {si}
= ξ(x̃).

Portanto, temos que yϕ(x) = x̃.

Item ii): Vamos supor que

x = ya1ya2 . . . yakzc1zd1zc2zd2 . . . zcm ẑdm

e que também que

x̃ = ya′1ya′2 . . . ya′k′zc
′
1
zd′1zc′2zd′2 . . . zc′m′ ẑd

′
m′
,

com x ≤′ x̃. Assim, temos que ξ(x) = {(u(1)
i , u

(2)
i , u

(3)
i )}, onde u

(1)
i =

∑
aj ;aj=i 1, u

(2)
i =

∑
cj ;cj=i 1 e u

(3)
i =

∑
dj ;dj=i 1. Também temos que ξ(x̃) = {(v(1)

i , v
(2)
i , v

(3)
i )}, onde v

(1)
i =

∑
a′j ;a′j=i 1, v

(2)
i =

∑
c′j ;c′j=i 1 e v

(3)
i =

∑
d′j ;d′j=i 1. Suponha que x ≤′ x̃. Assim, existe ϕ ∈ Φ

tal que u
(1)
j < v

(1)
ϕ(j), u

(2)
j < v

(2)
ϕ(j), e u

(3)
j < v

(3)
ϕ(j). Seja l

(i)
j = v

(i)
j −u(i)

ϕ(j), i = 1, 2, 3. Definamos

y tal que ξ(y) = {l(1)
i } = {v(1)

i − u(1)
ϕ(i)}. Denotemos por ȳ o elemento ya1ya2 . . . yak e por

ỹ o elemento ya′1ya′2 . . . ya′k′ . Assim, como ȳ ≤′ ỹ, temos pelo Item i) que yϕ(ȳ) = ỹ.

Se x = zc1zd1 . . . zcmzdm , definimos z = ze1zf1ze2zf2 . . . zem′′ ẑfm′′ , onde
∑

ej ;ej=i 1 = l
(2)
i e
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∑
fj ;fj=i 1 = l

(3)
i . Agora, como x = zc1zd1 . . . zcm , tomemos z = zf1ze1zf2ze2 . . . zfm′′ ẑem′′ ,

onde
∑

ej ;ej=i 1 = l
(2)
i e

∑
fj ;fj=i 1 = l

(3)
i . Assim, segue que

ξ(δϕ(x)z) = ξ(δϕ(zc1zd1 . . . zcm ẑdm)(ze1zf1 . . . zem′′ ẑfm′′ ))
= ξ(zϕ(c1)zϕ(d1) . . . zϕ(cm)ẑϕ(dm)ze1zf1 . . . zem′′ ẑfm′′ )

= {(v′(2)
i , v

′(3)
i )},

onde δ = δϕ(x)z, v
′(2)
i =

∑
ej ;ej=i 1 +

∑
ϕ(cj);ϕ(cj)=ϕ(i) 1 = l

(2)
i + u

(2)
ϕ(i) = v

(2)
i e v

′(3)
i =

∑
fj ;fj=i 1 +

∑
ϕ(dj);ϕ(dj)=ϕ(i) 1 = l

(3)
i + u

(3)
ϕ(i) = v

(3)
i . Portanto, temos que

δyϕ(x)z = δyϕ(ȳzϕ(d1) . . . zϕ(cm)ẑϕ(dm))(ze1zf1 . . . zem′′ ẑfm′′ )
= δϕ(ȳ)zϕ(c1)zϕ(d1) . . . zϕ(cm)ẑϕ(dm)(ze1zf1 . . . zem′′ ẑfm′′ )
= δỹzϕ(c1)zϕ(d1) . . . zϕ(cm)ẑϕ(dm)ze1zf1 . . . zem′′ ẑfm′′
= ỹzc′1zd′1zc′2zd′2 . . . zc′m′ ẑd

′
m′

= x̃.

Por isso δyϕ(x)z = x̃, onde δ = δyϕ(x)z.

Itens iii), iv) e v): Sejam x, x̃ ∈M3, onde

x = ya1 . . . yakzc1yb1 . . . yblzd1zc2zd2 . . . zcm ẑdm

e

x̃ = ya′1 . . . ya′k′zc
′
1
yb′1 . . . yb′l′zd

′
1
zc′2zd′2 . . . zc′m′ ẑd

′
m′
.

Assim, ξ(x) = {(u(1)
i , u

(2)
i , u

(3)
i , u

(4)
i )}, onde u

(1)
i =

∑
aj ;aj=i 1, u

(2)
i =

∑
bj ;bj=i 1,

u
(3)
i =

∑
cj ;cj=i 1 e u

(4)
i =

∑
dj ;dj=i 1. Também temos que ξ(x̃) = {(v(1)

i , v
(2)
i , v

(3)
i , v

(4)
i )},

onde v
(1)
i =

∑
a′j ;a′j=i 1, v

(2)
i =

∑
b′j ;b′j=i 1, v

(3)
i =

∑
c′j ;c′j=i 1 e v

(4)
i =

∑
d′j ;d′j=i 1.

Vamos considerar primeiramente o Item iii), onde ∂({u(3)
i }) − ∂({u(4)

i }) = 1 e

∂({v(3)
i }) − ∂({v(4)

i }) = 1. Como x ≤′ x̃, existe ϕ ∈ Φ tal que u
(1)
j < v

(1)
ϕ(j), u

(2)
j < v

(2)
ϕ(j),

u
(3)
j < v

(3)
ϕ(j) e u

(4)
j < v

(4)
ϕ(j). Seja l

(i)
j = v

(i)
j − u(i)

ϕ(j), com i = 1, 2, 3, 4. Denotemos ya1 . . . yak

por ȳ, yb1 . . . ybl por ȳ′, ya′1 . . . ya′k′ por ỹ, e yb′1 . . . yb′l′ por ỹ′. Definimos y tal que ξ(y) =

{l(1)
i } = {v(1)

i −u(1)
ϕ(i)}. Também definimos y′ de tal forma que ξ(y′) = {l(2)

i } = {v(2)
i −u(2)

ϕ(i)}.
Finalmente, façamos z = zf1ze1zf2ze2 . . . zfm′′zem′′ , onde

∑
ej ;ej=i 1 = l

(3)
i e

∑
fj ;fj=i 1 = l

(4)
i .

Pelo Item ii), segue que

δϕ(zc1zd1 . . . zdm−1zcm)z = zc′1zd′1 . . . zd′m′−1
zc′

m′
,
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onde δ = δϕ(zc1zd1 ...zdm−1
zcm )z = δyϕ(x)y′z. Como ȳ ≤′ ỹ e ȳ′ ≤′ ỹ′, temos pelo Item i) que

yϕ(ȳ) = ỹ e y′ϕ(ȳ′) = ỹ′. Notemos que zd1zc2zd2 . . . zdm−1zcm é um elemento par, portanto

comuta com y′. Logo,

δyϕ(x)y′z = δyϕ(ȳzc1 ȳ
′zd1zc2zd2 . . . zdm−1zcm)y′z

= δyϕ(ȳ)zϕ(c1)ϕ(ȳ′)zϕ(d1)zϕ(c2)zϕ(d2) . . . zϕ(dm−1)zϕ(cm)y
′z

= δỹzϕ(c1)ϕ(ȳ′)y′zϕ(d1)zϕ(c2)zϕ(d2) . . . zϕ(dm−1)zϕ(cm)z
= δỹzϕ(c1)ỹ

′zϕ(d1)zϕ(c2)zϕ(d2) . . . zϕ(dm−1)zϕ(cm)z
= ỹzc′1 ỹ

′zd′1zc′2zd′2 . . . zd′m′−1
zc′

m′

= x̃,

onde δ = δϕ(zc1zd1 ...zdm−1
zcm )z = δyϕ(x)y′z.

Agora, consideremos o Item iv), no qual ∂({u(3)
i }) − ∂({u(4)

i }) = 0 e ∂({v(3)
i }) −

∂({v(4)
i }) = 0, com ∂({u(3)

i }) < ∂({v(3)
i }). Como x ≤′ x̃, existe ϕ ∈ Φ tal que u

(1)
j < v

(1)
ϕ(j),

u
(2)
j < v

(2)
ϕ(j), u

(3)
j < v

(3)
ϕ(j) e u

(4)
j < v

(4)
ϕ(j). Seja l

(i)
j = v

(i)
j −u(i)

ϕ(j), para i = 1, 2, 3, 4. Denotemos

ya1 . . . yak por ȳ, yb1 . . . ybl por ȳ′, ya′1 . . . ya′k′ por ỹ, e yb′1 . . . yb′l′ por ỹ′. Definamos y tal que

ξ(y) = {l(1)
i } = {v(1)

i −u(1)
ϕ(i)}. Também definamos y′ tal que ξ(y′) = {l(2)

i } = {v(2)
i −u(2)

ϕ(i)}.
Finalmente, façamos z = ze1y

′zf1ze2zf2 . . . zem′′zfm′′ , onde
∑

ej ;ej=i 1 = l
(3)
i e

∑
fj ;fj=i 1 =

l
(4)
i . Assim, como foi feito previamente, temos

δϕ(zc1zd1 . . . zcmzdm)z = zc′1zd′1 . . . zc′m′zdm′ ,

onde δ = δϕ(zc1zd1 ...zcmzdm )z = δyϕ(x)z. Como ȳ ≤′ ỹ e ȳ′ ≤′ ỹ′, temos pelo Item i) que

yϕ(ȳ) = ỹ e y′ϕ(ȳ′) = ỹ′. Notemos que zd1zc2zd2 . . . zcmzdmze1 é par e portanto comuta

com y′. Assim, obtemos

δyϕ(x)z = δyϕ(ȳzc1 ȳ
′zd1 . . . zcmzdm)z

= δyϕ(ȳzc1 ȳ
′zd1 . . . zcmzdm)z

= δyϕ(ȳ)zϕ(c1)ϕ(ȳ′)zϕ(d1) . . . zϕ(cm)zϕ(dm)ze1y
′zf1 . . . zem′′zfm′′

= δyϕ(ȳ)zϕ(c1)ϕ(ȳ′)y′zϕ(d1) . . . zϕ(cm)zϕ(dm)ze1zf1 . . . zem′′zfm′′
= δỹzϕ(c1)ỹ

′zϕ(d1) . . . zϕ(cm)zϕ(dm)ze1zf1 . . . zem′′zfm′′
= ỹzc′1 ỹ

′zd′1 . . . zc′m′zd
′
m′

= x̃,

onde δ = δϕ(zc1zd1 ...zcmzdm )z = δyϕ(x)z.

Agora, vamos verificar o último item, o caso em que ∂({u(3)
i }) = ∂({u(4)

i }) =

∂({v(3)
i }) = ∂({v(4)

i }) = m. Como x ≤′ x̃, existem λ ∈ Λ e ϕ′2 ∈ Φ2 tais que {(u′(1)
i , u

′(2)
i )} ≤′m

{(u(1)
i , u

(2)
i )}, onde λ({(u(1)

i , u
(2)
i )}) = {(u′(1)

i , u
′(2)
i )}, u′(1)

j = u
(1)
i e u

′(2)
j = u

(2)
i , com j = λ(i)

e u
(3)
i < v

(3)
ϕ′(i) e u

(3)
i < v

(3)
ϕ′(i). Portanto, u

(1)
i ≤m v

(1)
λ(i), e u

(2)
i ≤m v

(2)
λ(i), para todo i ∈ N, em
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outras palavras, u
(1)
i ≤ v

(1)
λ(i), u

(1)
i ≡ v

(1)
λ(i) mod 2m, e u

(2)
i ≤ v

(2)
λ(i), u

(2)
i ≡ v

(2)
λ(i) mod 2m.

Para estas relações, obtemos que v
(1)
j −u(1)

i = q
(1)
j e v

(2)
j −u(2)

i = q
(2)
j 2m, onde q

(1)
j , q

(2)
j ≥ 0

e j = λ(i). Assim, definimos y′ tal que ξ(y′) = {q(2)
j }. Logo, temos ξ(y′2m) = {q′(2)

j }, onde

q
′(2)
j = q

(2)
j 2m. Se ȳ′ é tal que ξ(ȳ′) = {u(2)

i } e ỹ′ é tal que ξ(ỹ′) = {v(2)
i } então

ξ(λ(ȳ′)y′2m) = {u′(2)
j + q

′(2)
j }

= {u′(2)
j + q

(2)
j 2m}

= {u(2)
i + v

(2)
j − u(2)

i }
= {v(2)

j }
= ξ(ỹ′).

Portanto, λ(ȳ′)y′2m = ỹ′. Definamos y tal que ξ(y) = {q(1)
i }. Seja ȳ tal que ξ(ȳ) = {u(1)

i } e

seja ỹ tal que ξ(ỹ) = {v(1)
i }. Usando argumento similar aos anteriores, obtemos λ(ȳ)y = ỹ.

Logo,
ϕ′2(λ(x)) = ϕ′2(λ(ȳzc1 ȳ

′zd1 . . . zcmzdm))
= λ(ȳ)ϕ′(zc1)λ(ȳ′)ϕ′(zd1 . . . zcmzdm)
= λ(ȳ)zc′1λ(ȳ′)zd′1 . . . zc′mzd′m .

Consideraremos agora os endomorfismos γy′ . Usando os lemas 2.19 e 2.24, obtemos

lm(yγy′(ϕ
′
2(λ(x)))) = lm(yγy′(λ(ȳ)zc′1λ(ȳ′)zd′1 . . . zc′mzd′m))

= lm(yλ(ȳ)zc′1λ(ȳ′)y′2mzd′1 . . . zc′mzd′m)
= lm(ỹzc′1 ỹ

′zd′1 . . . zc′mzd′m)
= lm(x̃).

Denotaremos por Ω o conjunto de todos os endomorfismos que são composições de

endomorfismos de Λ,Φ2 e de Γ.

Corolário 2.27. Sejam x, x̃ ∈M . Se x ≤′ x̃ então existem ω ∈ Ω, y ∈M1 e z ∈M tais

que lm(yω(x)z) = x̃.

Como a ordem linear ≤ é preservada por todos os endomorfismos ω ∈ Ω bem como

pela multiplicação à direita e à esquerda por y ∈ M1 e por z ∈ M , respectivamente,

obtemos o corolário abaixo.

Corolário 2.28. Sejam f, f̃ combinações K-lineares (formais) de geradores de K〈X〉/I,

onde lm(f) = x1 e lm(f̃) = x̃1 com x1 ≤′ x̃1. Então existem ω ∈ Ω, y ∈M1 e z ∈M tais

que lm(yω(f)z) = x̃1.
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2.4 Demonstração dos Teoremas 2.1 e 2.2

Os Teoremas 2.1 e 2.2 são corolários imediatos da seguinte proposição.

Proposição 2.29. Seja K um anel associativo, comutativo e Noetheriano com 1. Seja I

o T2-ideal de K〈X〉 gerado por y1y2 − y2y1 e z1z2z3 + εz3z2z1, onde ε ∈ {−1, 1}. Então

todo T2-ideal de K〈X〉/I é finitamente gerado como um T2-ideal.

Demonstração. Lembre que se

f = α1m1 + α2m2 + . . .+ αlml (αi ∈ K,mi ∈M para todo i)

é uma combinação K-linear (formal) de elementos de M tal que α1 6= 0 e m1 > mi

para todo i > 1, então m1 = lm(f) é o monômio ĺıder, α1 = lc(f) o coeficiente ĺıder e

α1m1 = lt(f) o termo ĺıder de f .

Faremos a demonstração da Proposição 2.29 por contradição. Assim, suponha que

existe um T2-ideal J que não é finitamente gerado em K〈X〉/I. Assim, podemos escolher

um elemento g1 não nulo de J e gerar o T2-ideal J1 $ J , pois J não é finitamente gerado.

Agora, tomemos um elemento g2 de J\J1, e geremos o T2-ideal J2 por J1 e g2 e assim,

como J não é finitamente gerado, temos que J1 $ J2 $ J . Assim, temos que existe uma

cadeia estritamente ascendente

J1 $ J2 $ . . .

de T2-ideais em K〈X〉/I. Seja Ri = Ji\Ji−1; então Ri 6= ∅ para todo i > 1. Seja Li o

conjunto de todas as combinações K-lineares (formais) v de elementos de M tais que v

visto como um elemento de K〈X〉/I pertence a Ri. Seja Li o conjunto dos monômios

ĺıderes de elementos de Li, Li ⊂ M . Note que Li 6= ∅ pois Ri 6= ∅ e, portanto Li 6= ∅.
Como ≤ é uma boa ordem em M , o conjunto Li possui um único elemento minimal,

digamos xi, com respeito a ≤. Além disso, como ≤′ é uma boa ordem parcial em M ,

existe, pelo Lema 1.38, um subsequência infinita {xil} da sequência {xi} tal que

xi1 ≤′ xi2 ≤′ . . . , i1 < i2 < . . . .

Claramente, cada elemento xil é o monômio ĺıder de algum elemento, digamos hl, de

Lil . Seja αl ∈ K o coeficiente ĺıder de hl, αl 6= 0. Seja I o ideal de K gerado por α1, α2, . . ..
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Como K é Noetheriano, existe um inteiro k tal que I é gerado por α1, α2, . . . , αk. Dáı

resulta que

αk+1 =
k∑

l=1

βlαl

com βl ∈ K.

Note que xil ≤′ xik+1
para l = 1, 2, . . . , k. Portanto, pelo Corolário 2.28, existem

um endomorfismo ωl ∈ Ω, e x′l, x
′′
l ∈M tais que

lm(δlx
′
lωl(hl)x

′′
l ) = xik+1

, l = 1, 2, . . . , k.

Portanto,

lt(δlx
′
lωl(hl)x

′′
l ) = αlxik+1

, l = 1, 2, . . . , k.

Considere h =
∑k

l=1 βl(δx
′
lωl(hl)x

′′
l ). Então h é uma combinação K-linear (formal)

de elementos de M . Temos que

lt(h) = lt(
∑k

l=1 βl(δlx
′
lωl(hl)x

′′
l ))

=
∑k

l=1 βlαlxik+1

= (
∑k

l=1 βlαl)xik+1

= αk+1xik+1
.

Note que hl ∈ Ril ⊂ Jil ⊂ Ji(k+1)−1, l = 1, 2, . . . , k. Como Ji(k+1)−1 é um T2-ideal,

obtemos ωl(hl) ∈ Ji(k+1)−1 e portanto δlx
′
lωl(hl)x

′′
l ∈ Ji(k+1)−1. Por isso, h ∈ Jik+1−1. Seja

f = hk+1 − h. Note que o coeficiente ĺıder e o monômio ĺıder de hk+1 e h são iguais (eles

são ambos iguais a αk+1 e xik+1
, respectivamente). Dáı resulta que o monômio ĺıder de f

é menor que o de hk+1, isto é, menor que xik+1
. Além disso, temos f ∈ Ji(k+1)

um vez que

hk+1 ∈ Ji(k+1)
e h ∈ Ji(k+1)−1 ⊂ Ji(k+1)

. Por outro lado, f /∈ Ji(k+1)−1, pois h ∈ Ji(k+1)−1 e

hik+1
/∈ Ji(k+1)−1. Portanto, f ∈ Ji(k+1)

\Ji(k+1)−1 = Ri(k+1)
de modo que o monômio ĺıder

de f pertence a Li(k+1)
. Isto é uma contradição haja vista que o monômio ĺıder de f

é menor que xik+1
e, por outro lado, xik+1

é o menor elemento de Li(k+1)
. Deste modo,

K〈X〉/I não contém nenhuma cadeia ascendente estritamente crescente de T2-ideais ou,

equivalentemente, cada T2-ideal de K〈X〉/I é finitamente gerado como um T2-ideal. A

demonstração da Proposição 2.29 está completa.

Observação 2.30. Chamaremos de Ω-ideal, todo ideal de K〈X〉/I que é invariante por

endomorfismos de Ω. Na demonstração da proposição 2.29, não usamos o fato dos ideais

serem T2-ideais, usamos apenas o fato de serem Ω-ideais. Portanto, o resultado vale para

Ω-ideais, ou seja, todo Ω-ideal de K〈X〉/I é finitamente gerado como Ω-ideal.



Caṕıtulo 3

Identidades n-Graduadas de
Matrizes Triangulares Superiores

Neste caṕıtulo, K é um anel associativo, comutativo e Noetheriano com 1. Consideraremos

em UTn(K) a seguinte graduação:

UTn(K) = UT (0)
n + UT (1)

n + . . .+ UT (n−1)
n ,

onde UT
(k)
n é o K-submódulo gerado pelas matrizes elementares eij tais que j − i = k,

k = 0, 2 . . . , n− 1.

O resultado principal deste caṕıtulo, sobre matrizes triangulares superiores, é o

seguinte:

Teorema 3.1. Seja K um anel associativo, comutativo e Noetheriano com 1. Então as

identidades polinomiais n-graduadas da álgebra UTn(K) possuem a propriedade de Specht.

3.1 Demonstração do Teorema 3.1

SejaK é um anel associativo, comutativo e Noetheriano com 1. SejaK〈X〉 =
⊕

i∈Zn
K〈X〉i

a álgebra livre n-graduada, com conjunto de geradores livres X = Y ∪Z1∪Z2∪ . . .∪Zn−1,

onde Y = {yi | i ∈ N} e Zr = {z(r)
i | i ∈ N}, r = 1, 2, . . . , n − 1. Aqui Y ⊂ K〈X〉0 e

Zr ⊂ K〈X〉r, r = 1, 2, . . . , n− 1.

Notemos que UTn(K) satisfaz as identidades

[y1, y2], {z(i)z(j) | i+ j ≥ n}. (3.1.1)

49
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De fato, como K é comutativo, duas matrizes diagonais sempre comutam e, portanto, a

identidade polinomial n-graduada [y1, y2] vale em UTn(K). Além disso, como i + j ≥ n

implica UT
(i)
n · UT (j)

n = 0, as identidades polinomiais n-graduadas z(i)z(j) também valem.

Denotaremos por T o Tn-ideal gerado pelas identidades polinomiais n-graduadas

(3.1.1). Observe que o Tn-ideal das identidades polinomiais n-graduadas de UTn(K) con-

tém T . As identidades polinomiais n-graduadas (3.1.1), formam uma base de identidades

para UTn(K), se K é um corpo infinito. Este fato foi demonstrado em 2003 por Koshlukov

e Valenti [26].

Denotaremos a álgebra relativamente livre n-graduada Ln = K〈X〉/T por Ln =

L
(0)
n +L

(1)
n + . . .+L

(n−1)
n . Convém observar que a álgebra Ln satisfaz as identidades (3.1.1).

Notemos que se as identidades polinomiais n-graduadas de Ln possuem a pro-

priedade de Specht, então as identidades polinomiais n-graduadas de UTn(K) também

possuem. Isto se deve ao fato que UTn(K) satisfaz as identidades n-graduadas (3.1.1) e

que estas formam uma base de identidades para Ln. Assim, para demonstrar o teorema

3.1 é suficiente demonstrar o teorema abaixo.

Teorema 3.2. Seja K um anel associativo, comutativo e Noetheriano com 1. Então

as identidades polinomiais n-graduadas da álgebra relativamente livre Ln = K〈X〉/T
possuem a propriedade de Specht.

Inicialmente faremos algumas considerações.

Lema 3.3. A álgebra Ln é m-graduada, para todo m ≥ n.

Demonstração. É suficiente fazer a componente L
(i)
n = {0}, para todo i > n.

Convém notar que a mesma observação vale para a álgebra n-graduada UTn(K).

Usando o lema acima e o prinćıpio de indução, podemos reduzir nosso problema. Conforme

a proposição seguinte.

Proposição 3.4. Suponha que para cada n ≥ 1, toda cadeia de Tn-ideais de Ln, contidos

no ideal L
(n−1)
n estabiliza. Então vale o Teorema 3.2.
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Demonstração. Lembramos que K um anel associativo, comutativo e Noetheriano com 1.

Seja

J1 ⊂ J2 ⊂ J3 ⊂ . . . (3.1.2)

uma cadeia ascendente de Tn-ideais de Ln. Devemos mostrar que existe um ı́ndice j a

partir do qual Jj = Jj+1 = . . ..

Faremos a demonstração usando indução sobre n. Inicialmente, observemos que

em L1 toda cadeia ascendente de T1-ideais estabiliza, este fato não depende da hipótese

desta proposição. De fato, L1 é uma álgebra comutativa e como consequência do resultado

de Cohen [9], em qualquer álgebra comutativa de polinômios, toda cadeia ascendente de

ideais invariantes por todos os endomorfismos estabiliza. Agora, pela hipótese de indução,

temos que em Ln−1 toda cadeia ascendente de Tn−1-ideais estabiliza. Lembremos que pelo

Lema 3.3 podemos considerar Ln−1 uma álgebra n-graduada. Logo, em Ln−1 toda cadeia

ascendente de Tn-ideais estabiliza. Notemos que Ln−1 ' Ln/L
(n−1)
n . Logo, Ln/L

(n−1)
n é

uma álgebra n-graduada tal que toda cadeia ascendente de Tn-ideais estabiliza. Assim,

temos que

(J1 + L(n−1)
n )/L(n−1)

n ⊂ (J2 + L(n−1)
n )/L(n−1)

n ⊂ (J3 + L(n−1)
n )/L(n−1)

n ⊂ . . .

é uma cadeia ascendente de Tn-ideais em Ln/L
(n−1)
n e portanto estabiliza. Logo, existe j1

a partir do qual (Jj1 + L
(n−1)
n )/L

(n−1)
n = (Jj1+1 + L

(n−1)
n )/L

(n−1)
n = . . ..

Agora, pela hipótese desta proposição, temos que em L
(n−1)
n toda cadeia ascendente

de Tn-ideais estabiliza. Portanto,

J1 ∩ L(n−1)
n ⊂ J2 ∩ L(n−1)

n ⊂ J3 ∩ L(n−1)
n ⊂ . . .

é uma cadeia ascendente de Tn-ideais em L
(n−1)
n e consequentemente estabiliza. Assim,

existe j2 tal que Jj2 ∩ L(n−1)
n = Jj2+1 ∩ L(n−1)

n = . . ..

Tomemos j = max{j1, j2}. Assim temos

(Jj + L(n−1)
n )/L(n−1)

n = (Jj+1 + L(n−1)
n )/L(n−1)

n = . . .

e

Jj ∩ L(n−1)
n = Jj+1 ∩ L(n−1)

n = . . . .
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Então, Jj = Js, para todo s > j. De fato, temos que Jj ⊂ Js; devemos verificar que se

f ∈ Js, então f ∈ Jj. Observe que f+L
(n−1)
n ∈ (Js+L

(n−1)
n )/L

(n−1)
n = (Jj+L

(n−1)
n )/L

(n−1)
n .

Logo, existe f ′ ∈ Jj tal que f − f ′ ∈ L
(n−1)
n . Observemos que f − f ′ ∈ Jj ∩ L(n−1)

n =

Js ∩ L(n−1)
n , assim f − f ′ ∈ Jj e portanto f ∈ Jj. Assim, Jj = Js, para todo s > j.

Portanto, a cadeia ascendente (3.1.2) estabiliza, pois Jj = Jj+1 = . . .. Isto conclui a

demonstração da proposição.

É fácil verificar o seguinte lema.

Lema 3.5. O ideal L
(n−1)
n é gerado por

g1(y)z
(r1)
i1

g2(y)z
(r2)
i2

g3(y) . . . gs(y)z
(rs)
is

gs+1(y),

onde gj(y) é um monômio em Y , il ∈ N e r1 + r2 + . . .+ rs = n− 1.

Lembremos que Φ é o conjunto de todas as aplicações ϕ : N → N que preservam

ordem (i.e., se i < j, então ϕ(i) < ϕ(j)).

Consideraremos algumas famı́lias de endomorfismos de L
(n−1)
n . Denotaremos tam-

bém por Φ o conjunto de todos os endomorfismos ϕ de L
(n−1)
n , dados por:

ϕ(xi) = xϕ(i),

onde xi ∈ X = Y ∪Z1∪Z2∪ . . .∪Zn−1, i = 1, 2, . . . (ϕ é aplicação de N em N que preserva

ordem).

Seja Θ a famı́lia de todos os endomorfismos θij de L
(n−1)
n , com i, j ∈ N, i < j, dados

por:

θij(yl) =

{
yl, j 6= l
yiyj, j = l,

para todo yi ∈ Y e θij(z
(r)
l ) = z

(r)
l , r = 1, 2, . . . n− 1, i ∈ N.

Seja s > 0. Consideremos as s-uplas (r1, r2, . . . , rs), com r1 + r2 + . . . + rs =

n − 1. Para cada s-upla, denotemos por Vr1r2...rs o K-submódulo de L
(n−1)
n gerado pelos

elementos g1(y)z
(r1)
i1

g2(y)z
(r2)
i2

g3(y) . . . gs(y)z
(rs)
is

gs+1(y), onde gk(y) é um monômio em Y ,

i1, i2, . . . , is ∈ N.
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Fixemos agora, a s-upla (r1, r2, . . . , rs) e consideremos o K-módulo Vr1r2...rs .

Seja R = K[tki | k = 1, 2, . . . , s+ 1, i ∈ N]. Considere o R-módulo livre M gerado

por ω(i1,i2,...,is). Agora, observemos que M é gerado como K-módulo livre pelos elementos

ω(i1,i2,...,is)g1(t1)g2(t2) . . . gs+1(ts+1)),

onde gk(tk), é um monômio nas variáveis tk1, tk2, . . .. Seja ϕ : N → N uma aplicação que

preserva ordem. Com a mesma notação, defina o endomorfismo ϕ do K-módulo M , por:

ϕ(ω(i1,i2,...,is)g1(t1) . . . gs+1(ts+1)) = ω(ϕ(i1),ϕ(i2),...,ϕ(is))ϕ(g1(t1)) . . . ϕ(gs+1(ts+1)),

onde ϕ(gk(tk)) = tkϕ(j1)tkϕ(j2) . . . tkϕ(jk), com gk(tk) = tkj1tkj2 . . . tkjlk . Denotemos por Φ o

conjunto de todos os endomorfismos ϕ de M . Agora, definamos no anel R, os endomor-

fismos θij (i < j), dados por:

θij(tkl) =

{
tkl, j 6= l
tkitkj, j = l,

onde k = 1, 2, . . . , s+1. Podemos estender θij, naturalmente para o K-módulo M , fazendo

θij(ω(i1,i2,...,is)g1(t1)g2(t2) . . . gs+1(ts+1))) = ω(i1,i2,...,is)θij(g1(t1)g2(t2) . . . gs+1(ts+1))).

O conjunto de todos os endomorfismos θij de M , será denotado por Θ. Usamos ϕ

e θij tanto para os endomorfismos de Vr1r2...rs quanto para os endomorfismos de M . Mas

esta escolha não deve causar confusão, haja vista que os endomorfismos atuam da mesma

forma, mudando apenas o contexto, conforme veremos nos lemas abaixo.

Definamos a aplicação ψ : M → Vr1r2...rs , por:

ψ(ω(i1,i2,...,is)g1(t1)g2(t2) . . . gs+1(ts+1)) = g1(y)z
(r1)
i1

g2(y)z
(r2)
i2

g3(y) . . . gs(y)z
(rs)
is

gs+1(y),

onde gk(tk) = tkj1tkj2 . . . tkjlk e gk(y) = yj1yj2 . . . yjlk , j1, j2, . . . , jlk ∈ N, para todo k =

1, 2, . . . , s+ 1.

Lema 3.6. ψ é um epimorfismo de K-módulos.

Demonstração. É suficiente lembrar que M é um R-módulo livre.

Lema 3.7. ψ(ϕ(x)) = ϕ(ψ(x)), para todo x ∈M .
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Demonstração. Seja ϕ ∈ Φ. Seja m = ω(i1,i2,...,is)g1(t1)g2(t2) . . . gs+1(ts+1) ∈ M , onde

gk(tk) = tkj1tkj2 . . . tkjlk , j1, j2, . . . jkl ∈ N e k = 1, 2, . . . , s + 1. Note que ϕ age sepa-

radamente, aplicando os elementos ω(i1,i2,...,is) para as variáveis z
(r)
i e os monômios nas

variáveis tki, para os monômios nas variáveis yi. Logo, podemos calcular separadamente

os epimorfismos em gk(tk) = tkj1tkj2 . . . tkjlk , para depois concluir para m. Assim, temos

que

ϕψ(gk(tk)) = ϕ(ψ(tkj1tkj2 . . . tkjlk ))

= ϕ(yj1yj2 . . . yjlk )

= yϕ(j1)yϕ(j2) . . . yϕ(jlk )

= ϕ(gk(y)).

Com isso, obtemos

ϕψ(m) = ϕ(ψ(ω(i1,i2,...,is)g1(t1)g2(t2) . . . gs+1(ts+1))))

= ϕ(g1(y)z
(r1)
i1

g2(y)z
(r2)
i2

g3(y) . . . gs(y)z
(rs)
is

gs+1(y))

= ϕ(g1(y))z
(r1)
ϕ(i1)ϕ(g2(y))z

(r2)
ϕ(i2)ϕ(g3(y)) . . . ϕ(gs(y))z

(rs)
ϕ(is)ϕ(gs+1(y))).

Por outro lado, temos que,

ψϕ(gk(tk)) = ψ(ϕ(tkj1tkj2 . . . tkjlk ))

= ψ(tkϕ(j1)tkϕ(j2) . . . tkϕ(jlk ))

= yϕ(j1)yϕ(j2) . . . yϕ(jlk )

= ϕ(gk(y)).

Finalmente, obtemos

ψϕ(m) = ψ(ϕ(ω(i1,i2,...,is)g1(t1)g2(t2) . . . gs+1(ts+1))))
= ψ(ω(ϕ(ji),ϕ(j2),...,ϕ(js))ϕ(g1(t1))ϕ(g2(t2)) . . . ϕ(gs+1(ts+1)))

= ϕ(g1(y))z
(r1)
ϕ(i1)ϕ(g2(y))z

(r2)
ϕ(i2)ϕ(g3(y)) . . . ϕ(gs(y))z

(rs)
ϕ(is)ϕ(gs+1(y))

= ϕψ(m).

Lema 3.8. ψ(θij(x)) = θij(ψ(x)), para todo x ∈M .

Demonstração. Como θij age apenas nas variáveis tkl e nas variáveis yl, a demonstração

é feita por cálculos diretos como no lema anterior.
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Finalmente, para todo polinômio f(y) nas variáveis de Y definamos o seguinte

endomorfismo de L
(n−1)
n

δf (z
(r)
i ) = z

(r)
i f(y)

para todo z
(r)
i ∈ Zr, r = 1, 2, . . . , n − 1 , e δ(yi) = yi, onde i ∈ N, r = 1, 2, . . . , n − 1.

Para cada f , δf é um endomorfismo do K-módulo Vr1r2...rs . Denotemos por ∆ a famı́lia

de todos os endomorfismos δf de L
(n−1)
n .

Seja f(y) = f(yj1 , yj2 , . . . , yjl) um polinômio nas variáveis de Y . No R-módulo M ,

definamos o R-endomorfismo δf , por

δf (ω(i1,i2,...,is)) = ω(i1,i2,...,is)f(t2)f(t3) . . . f(ts),

onde f(tk) = f(tkj1 , tkj2 , . . . , tkjl), k = 2, 3, . . . , s+ 1. Usaremos novamente notação igual,

tanto para os endomorfismos de Vr1r2...rs quanto para os de M .

Lema 3.9. ψ(δf (x)) = δf (ψ(x)), para todo polinômio f(y) = f(yj1 , yj2 , . . . , yjl) e para

todo x ∈M . Além disso, f(y)ψ(δf (x)) = f(y)δf (ψ(x)).

Demonstração. Primeiramente, vamos calcular a primeira parte da igualdade. Sejam

m = ω(i1,i2,...,is)g1(t1) . . . gs+1(ts+1) ∈M , e f(y) = f(yj1 , yj2 , . . . , yjl), assim temos,

f(y)ψ(δf (m)) = ψ(δf (ω(i1,i2,...,is)g1(t1)g2(t2) . . . gs+1(ts+1)))
= f(y)ψ(ω(i1,i2,...,is)f(t2) . . . f(ts+1)g1(t1)g2(t2) . . . gs+1(ts+1))
= f(y)ψ(ω(i1,i2,...,is)g1(t1)g2(t2)f(t2) . . . gs+1(ts+1)f(ts+1))

= f(y)g1(y)z
(r1)
i1

g2(y)f(y)z
(r2)
i2

g3(y)f(y) . . . gs(y)f(y)z
(rs)
is

gs+1(y)f(y)

= g1(y)f(y)z
(r1)
i1

g2(y)f(y)z
(r2)
i2

g3(y)f(y) . . . gs(y)f(y)z
(rs)
is

gs+1(y)f(y).

Por outro lado temos,

f(y)δf (ψ(m)) = f(y)δf (ψ(ω(i1,i2,...,is)g1(t1)g2(t2) . . . gs+1(ts+1)))

= f(y)δf (g1(y)z
(r1)
i1

g2(y)z
(r2)
i2

g3(y) . . . gs(y)z
(rs)
is

gs+1(y))

= f(y)g1(y)z
(r1)
i1

f(y)g2(y)z
(r2)
i2

f(y)g3(y) . . . f(y)gs(y)z
(rs)
is

f(y)gs+1(y)

= g1(y)f(y)z
(r1)
i1

g2(y)f(y)z
(r2)
i2

g3(y)f(y) . . . gs(y)f(y)z
(rs)
is

gs+1(y)f(y).
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Denotaremos por Ω a união de todos os endomorfismos de Φ, Θ e ∆.

Relembremos que M é gerado como K-módulo livre pelos elementos

ω(i1,i2,...,is)g1(t1)g2(t2) . . . gs+1(ts+1)),

onde gk(tk), é um monômio nas variáveis tk1, tk2, . . ..

Seja f(y) = f(yj1 , yj2 , . . . , yjl). Seja R̂ a subálgebra de R gerada por

f(t1)f(t2) . . . f(ts+1),

onde f(tk) é um polinômio nas variáveis tkl.

A proposição abaixo será demonstrada na próxima seção.

Proposição 3.10. Em M , toda cadeia ascendente de R̂-módulos invariantes por todos

as aplicações de Φ e Ψ estabiliza.

Como consequência da Proposição 3.10, obtemos que

Proposição 3.11. Em Vr1r2...rs, toda cadeia ascendente de K-módulos invariantes por

endomorfismos de Ω estabiliza, equivalentemente, em Vr1r2...rs, toda cadeia ascendente de

R̂-módulos invariantes por endomorfismos de Φ e Ψ estabiliza.

Observe que se I é um Tn-ideal n-graduado de Ln−1, então ψ−1(I ∩ Vr1r2...rs) é um

R̂-módulo em M .

Para demonstrar o Teorema 3.2 precisamos demonstrar a seguinte proposição.

Proposição 3.12. Toda cadeia de Tn-ideais de Ln = K〈X〉/T , contidos em L
(n−1)
n esta-

biliza.

Demonstração. Como todo Tn-ideal é invariante por todos os endomorfismos de K〈X〉,
temos que todo Tn-ideal é invariante por endomorfismos de Ω. Assim, é suficiente mostrar

que em Ln−1
n , toda cadeia ascendente de K-módulos invariantes por endomorfismos de Ω

estabiliza. Para demonstrar esta proposição, criaremos uma cadeia ascendente U0 ⊂ U1 ⊂
. . . ⊂ Ud = L

(n−1)
n de Tn-ideais contidos em L

(n−1)
n , tal que em cada quociente Ui/Ui−1

toda cadeia ascendente de K-módulos invariantes por endomorfismos de Ω estabiliza.
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Como visto na Proposição acima, temos que nos K-módulos Vr1r2...rs , onde r1 +

r2 + . . . + rs = n − 1, toda cadeia de submódulos Ω-invariantes estabiliza. Tomemos s

maximal, ou seja, s = n − 1. Neste caso temos que ri = 1, i = 1, 2, . . . , n − 1. Assim,

temos o módulo V11...1. Denotaremos U0 = {0}. Seja U1 o Tn-ideal contendo U0, gerado

por V11...1. Observe que U1/U0 é gerado como módulo por V11...1 + U0. Assim, em U1/U0

toda cadeia de Tn-ideais estabiliza. Tomemos agora, s = n − 2. Assim, temos que

Vr1r2...rn−2 , onde r1 + r2 + . . . + rn−2 = n − 1, logo para cada l = 1, 2, . . . , n − 2, temos

um módulo Vr1r2...rs , onde rl = 2, e ri = 1 se i 6= l. Para l = 1, tomemos U2 o Tn-ideal

contendo U1, gerado por V211...1. Analogamente ao caso anterior, U2/U1 é gerado como

módulo por V211...1 + U1. Portanto, pela proposição anterior, em U2/U1 toda cadeia de

Tn-ideais estabiliza. Repetimos o processo, com todos os módulos como descritos assim,

até percorrer todos os módulos Vr1r2...rs , onde r1 + r2 + . . . + rs = n − 1, com s = n − 2.

Repetimos esse processo para todos os valores de s, até s = 1. Com isso obtemos a cadeia

de Tn-ideais

{0} = U0 ⊂ U1 ⊂ . . . ⊂ Ud = L(n−1)
n ,

onde em cada quociente Ui/Ui−1, toda cadeia de Tn-ideais estabiliza.

Agora, o Teorema 3.2 segue imediatamente das proposições 3.4 e 3.12. Isto implica,

conforme foi observado no ińıcio da seção, o Teorema 3.1.

3.2 Demonstração da Proposição 3.10

Seja Rc = K[ukl | k = 1, 2, . . . , c, j ∈ N]. Denotemos por Mc o Rc-módulo livre gerado

por ωi1i2...i2c , onde il ∈ N.

Seja p o polinômio de Z[ui | i ∈ N], dado por

p(ui1 , ui2 , . . . , uik) = 1− n(1)(1− un1i1
i1

u
n1i2
i2

. . . u
n1ik
ik

)− . . .− n(l)(1− unli1
i1

u
nli2
i2

. . . u
nlik
ik

),

onde nij ∈ N0, n(i) ∈ Z, para todo i, j. Suponha que q = p(u1i1 , . . . , u1ik) . . . p(uci1 , . . . , ucik),

q ∈ Rc.
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Agora, considere Φ o conjunto de todas as aplicações de N em N que preservam

a ordem. Denotemos também por Φ o conjunto de todos os endomorfismos de Rc e de

todas as aplicações semilineares de Mc tais que

ϕ(uij) = uiϕ(j) (i = 1, . . . , c; j ∈ N),

ϕ(ωi1i2...i2cr) = ωϕ(i1)ϕ(i2)...ϕ(i2c)ϕ(r) (i1, . . . , ic ∈ N; r ∈ Rc).

Usamos Θ para denotar o conjunto de endomorfismos θij do anel Rc tal que

θij(ukl) = ukl (l 6= j), θij(ukj) = ukiukj.

Podemos estender θij, naturalmente para o Rc-módulo Mc, fazendo

θij(ω(i1,i2,...,is)r) = ω(i1,i2,...,is)θij(r),

onde r ∈ Rc.

Vale o seguinte resultado

Proposição 3.13 (A. Krasilnikov, [29]). Toda cadeia ascendente de R̃c-submódulos de

Mc admitindo aplicações de Φ e Θ estabiliza.

Notemos que se c = s+ 1, temos que R̃c ⊂ R̂. Além disso, M pode ser visto como

um submódulo de Mc; basta fazer M o submódulo gerado por ωi1i2...isis+1...i2c tal que is+1 =

is+2 = . . . = i2c. Com isto, em M toda cadeia de R̃c-submódulos admitindo aplicações de

Φ e Θ estabiliza. Portanto, toda cadeia de R̂-submódulos admitindo aplicações de Φ e Θ

estabiliza. Isto demonstra a Proposição 3.10.
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