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RESUMO

Neste trabalho estudamos existéncia de solugoes C! (no sentido das distribuigoes)

para problemas do tipo

Apu = F(z,u) + AV (z,u)|Vul” em Q,

u>0 emQ, u(z) i 00,

onde 2 C RY ¢ um dominio (possivelmente nao limitado), 1 < p < oo, N>3,0< o < p,
Apu = div(|VulP=2Vu), F,V : Q x [0,00) — [0,00) sao continuas. Lembramos que

x — 0f significa d(x,00Q) — 0.

Estudamos os seguintes casos:
(i) A =0, Q =R,
(ii)) A <0, V(z,u) =V(x)

> Q= RN?
(iii) A >0, V(z,u) = V(u) >

0,
0, 2 limitado regular.

Em nossos resultados exigimos somente continuidade em F' e V' enquanto que em
artigos recentes é exigido que F, V sejam C! em u, Hoder-continuas em x e também F

V' mondtonas em u.

Utilizamos Técnicas de Sub e Supersolugao, Simetria, Pontos Fixos e Argumentos

Variacionais. (Minimizacao).

Palavras-chaves: Problemas Quasilineares, Solugoes tipo “Blow-Up”, Sub e Supersolucao, Pontos
Fixos, Convecgao.



ABSTRACT

In this work we study existence of distribuition C*-solutions for the problem

Apu = F(z,u) + AV (z,u)|Vul|” in Q,

u>0 inQ, wu(z) 29 0,

where 0 C RY is a, possibly unbounded domain, 1 < p < oo, N > 3, 0 < ¢ < p,
Apju = div(|VulP~?Vu), F,V : Q x [0,00) — [0,00) are continuous. We recall that
x — 02 means d(z,02) — 0.

We study the following cases:
(i) A=0,Q0=RY,
(ii)) A< 0, V(z,u) = V(x)
(i) A >0, V(z,u) = V(u)

>0, Q=RN,
> 0, 2 limited regular.

In our results we require only continuity on F' and V' while in recent papers it is

required that F, V are C' in u, Héder-continuous in « with F, V' monotone in w.

We use the technique of Sub and Super solutions, Symmetry, Fixed Points and

Variational arguments. (Minimization).

Key Words: Quasilinear Problems, “Blow-up” solutions, Sub and Super Solutions, Fixed Points,
Convection.
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Introducao

Neste trabalho investigamos a existéncia de solugoes para problemas quasilineares

do tipo

Apu = F(z,u) + AV (x,u)|Vul? em Q,
(0.0.1)
x—00Q
u>0em Q, ulx) — oo,

onde Q CRY 1< p<oo,N>3,0<0<p, Apu:=div (\Vu|p72 Vu), A é um parametro

real, F, V : Q2 x [0,00) — [0,00) s@o continuas, x — Jf) significa que dist(x,02) — 0.
A norma euclidiana do RY sera denotada por |-| e introduziremos as fungoes M, e

M, definida para r > 0, por

M,(r) := maxa(z), My(r) := maxb(x).

|z|=r |z|=r

Agora, definimos as condicoes de Keller-Osserman e cq-positiva.

Uma fungao h : [0, 00) — [0, 00) satisfaz a condi¢ao de Keller-Osserman se

o} t
/ H(t) »dt < oo para algum ¢ > 0, onde H(t) = / h(s)ds.
5 0

Dado  um dominio limitado  C RY, (cf. [22] e Lair & Mohammed [23]) dizemos que

uma funcdo p: Q — [0, 00) é co-positiva se,

1X



p(xg) = 0 para algum zy € 2, entao existe um dominio © CC € tal que

xo € O e p(z) > 0 para x € 00.

Apresentaremos, a seguir, varios resultados relacionados com os objetivos deste

trabalho.

Em 1916, Bieberbach estudou em [2] o problema

Au = et em ) C R?,
(0.0.2)
u(r) = oo,

onde 2 é um dominio limitado com 02 regular, d(x) = dist(x,0). Foi provado em [2]

que o problema (0.0.2) possui uma unica solugao cléssica.

Em 1943, Rademacher estendeu em [36] o resultado de [2] para dominios limitados em

R3.

Em 1957, Keller em [20] e Osserman em [34] estabeleceram a condigdo necessaria e

suficiente(condigao de Keller-Osserman) sobre f para a existéncia de solugdes do problema

Au = f(u) em QCRN
(0.0.3)
onde €2 é dominio limitado.
Em 1982, Ni considerou a seguinte questao da geometria em [33]:

Se (M,g) é uma variedade Riemaniana de dimensdo N > 3, K é uma fungao
definida em M, podemos definir uma nova métrica g; em M tal que K é uma curvatura

escalar de ¢g; e g; é conformal com g (isto é g; = uﬁg para u > 0 em M)?

Esse problema ¢é equivalente ao problema de encontrar solucao positiva de

AN —1
-%ﬁngw—wm+Am$3:Q
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onde k é curvatura escalar de (M, g), A, é operador de Laplace-Beltrami.

Se M =RNVe K <0, entao k = 0e A, = A o operador Laplaciano usual, a equagao

acima fica
Au = f((x)u%, (0.0.4)
onde
- N -2

K(x) = —ml{(x).

Ni provou em [33] que a equagao (0.0.4) possui uma solugao inteira.

Em 1988, Iscoe, motivado pela questao da teoria de controle estocéstico, estudou em [19]

o problema

Au=u* QCRN,

(0.0.5)
u>0QCRY ulx) —
Ele provou que (0.0.5) possui uma solucao, onde Q é dominio limitado e a > 1.
Em 1992, Cheng & Ni consideram em [7] o problema
Au = a(x)u® Qou RN
(0.0.6)

u>0 QoulRY u(x) )30

onde a > 1 e a é uma fungao suave nao negativa. Se ) é um dominio limitado, a > 0
em 012, eles provaram que (0.0.6) possui uma solucdo. Se = RN e existe v > 2 tal que
|z|Ya(z) é limitado para |z| grande, entao (0.0.6) possui uma tunica solugao positiva. No

caso d(r) — 0 em R significa |x| — oo.

Em 1999, Lair & Wood provaram em [24] a existéncia de solugoes do problema (0.0.6),

onde a > 1, a é uma funcao nao negativa e cq-positiva satisfazendo

/OO rM,(r)dr < co. (0.0.7)

Lair também provou em [22] a existéncia de solugoes do problema
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Au = a(z)f(u) RF,
(0.0.8)

|z| =00

u>0 RY wu(z) — oo,

onde a é cq-positiva satisfazendo (0.0.7) e f é ndo decrescente satisfazendo a condigao de

Keller-Osserman. A nao existéncia de solugoes foi provada em [24] e [22], se a satisfaz

/ My (r)dr = co.
0

Em 2006, Gongalves & Roncalli, provaram em [14] a existéncia de solugoes positivas de

(0.0.8). As condigoes de a e f s@o

aeCY®RY), ve (1), a>0,

loc

f e cl(]0,00)), f(t)>0,t>0, f(0)=0,
a(x) a(x)

0 <liminf —= <limsup —= <00, a < —27v,
t t
O<liminf&§oo, 0<sup&<oo, 1<y <7 <o (0.0.9)
t—oo {1 >0 T2

Observando que neste trabalho nao precisaram de monotonicidade de f, também podemos
observar que a condi¢ao de a acima implica a (0.0.7) e que a condigao de f acima implica

a condigao de Keller-Osserman.

Em 2007, Lair; Proano & Wood provaram em [26] a existéncia de solugoes positivas de

(0.0.8), colocando a seguinte condigao no lugar da monotonicidade de f,

g1 < f < g9,
onde g; e g sao fungoes continuas nao decrescente e ¢y satisfaz a condicao de Keller-
Osserman.

Varios autores trabalharam com operador p-Laplaciano. Por exemplo, em 2007, Yang;

Xu & Wu provaram em [40] a existéncia de solugoes positivas do problema
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Aju=a(z)f(u) QCRY

(0.0.10)
uw>09QCRY u(z) )30 00,

onde €2 é dominio limitado, a é uma funcao positiva Hoder-continua e f é uma funcao
localmente Hoder-continua em (0, 00). Se f satisfaz (0.0.9) comp—1<y <y <occea

satisfaz

Crd(z)™ < a(r) < Cod(x)*, x€Q, C1, Cy>0ea; > as > —p. (0.0.11)

Entao (0.0.10) possui uma solugao u satisfazendo

Dyd(z)™P < u(z) < Dod(2)™ em Q,

onde

+ + «
B = P 2 8y = p 1

Yoy —p D oy —p+ 1

e Dy, Dy sao constantes positivas.

Em 1992, Brézis & Kamin [3], provaram a existéncia de solugoes limitadas para uma classe

de equagoes semilineares do tipo

~AU = a(zx)U% em RY, N>3

onde 0 < a < 1 e a > 0, dependendo da existéncia de uma solucao limitada para a

equacao correspondente a
~AV = a(z) em RY.

No entanto, para a classe de problemas do tipo (0.0.1), com Q = RN \ = 0,
F(z,u) = a(z)f(u) + b(x)g(u), isto ¢,

Ayu = a() f(u) + b(x)g(u) em BY,
(0.0.12)

|z|—o0

u>0emRY u(zr) — oo,
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onde a,b : RY — [0,00) sdo continuas e f,g : [0,00) — [0,00) sdo continuas, f(0) =

g(0) = 0, j& existe uma teoria ampla e importante na literatura para o caso p = 2.

Consideremos também o problema de ground states

—Ayv =a(z) +b(z) em RY,
(0.0.13)

|z|—o0

v>0 emRY v(z) — 0,
onde a,b: RY — [0, 00) sao continuas.

Observamos que existem muitos resultados sobre a existéncia de ground states
para equagoes nao lineares. Por exemplo Gongalves & Santos em [17], Gongalves & Silva

em [15] e suas referencias.

Retornando para (0.0.12) Mohammed, em [32], supondo no caso em que Q2 C RN
¢ um dominio limitado, ¢ = 0 e f é uma funcao nao decrescente satisfazendo a condigao
de Keller-Osserman, entao (0.0.12) possui uma solucao v € C*(Q) se (0.0.13) possui uma

solugao v € CH(Q).

Analisando o caso p = 2, em [41], Dong & Zhou consideraram o problema (0.0.12)
no caso p =2, g =0 e f é uma fungao nao decrescente e positiva em (0, c0) satisfazendo
a condicao de Keller-Osserman, entdo (0.0.12) possui uma solugao u € C?*(RY) se (0.0.13)

possui uma solucio v € C?(RY). Veja o Teorema 4.1 em [41].

Em 2008, Lair em [21] considerou o problema (0.0.12) no caso p = 2, f(u) = u® e

g(u) =u”, onde 0 < a < 1 < f3, entdo o problema (0.0.12) possui uma solucao se valerem

/ rM,(r)dr = oo
0

/ ri(r)dr < oo,
0
onde

i(r) = My(r) exp{% /0 " SM,(s)ds).

Em 2009, Lair e Mohammed em [23], consideraram o problema (0.0.12) no caso p = 2.

Foi provado em [23] que o problema (0.0.12) possui uma solugao u € C*(RY) se valerem
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e e gsao fungoes C'((0,00),[0,00)) nao decrescente, f(0) =0 = g(0), f(s)g(s) >0

para s > 0;

o [ + g satisfaz a condigao de Keller-Osserman;

e o problema (0.0.13) possui uma solugao v € C%(RY).

Antes de enunciar o nosso primeiro resultado principal, definimos: v € C*(RY) é

uma supersolugao de (0.0.13) se,

Ji [V0IP2V0V gdr > [oula() + b(z)]¢da,
(0.0.14)

|z|—o0

v>0 emRY () 0,

para todo ¢ € Cg°(RY), ¢ > 0.

Teorema 0.1. Suponhamos que a fungdo pi = pap dada por p(x) := min{a(x),b(x)} €
cp, -positiva para cada n > 1 inteiro, onde B, C RY ¢ a bola com raio n e centrada na
origem. Se além disso, f,g € C([0,00)), f(0) = g(0) =0 e existe uma fun¢do continua
h :[0,00) — [0,00), ndo decrescente tal que f + g > h, h satisfazendo a condigdo de
Keller-Osserman, entdo (0.0.12) possui uma C'-solu¢ao (no sentido das distribuigoes) se

(0.0.13) possui uma C*-supersolugdio.

Observacao 0.1. (a) Nao exigimos monotonicidade nem em f e nem em g, enquanto

que do problema (0.0.13) sé exigimos uma supersolugao.

(b) Fazendo f(t) =t* e g(t) = t?(2 + sint) onde max{a, 3} > p — 1, temos um exemplo

coberto pelo Teorema 0.1 que nao é coberto por resultados anteriores.

No nosso problema (0.0.1), facamos Q = RY F(z,u) = a(z)f(u), A = —1,

V(z,u) =V (z) e 0 = p, entdo (0.0.1) se escreve como
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Aju+ V(2)|VulP = a(x) f(u) em RY,

(0.0.15)
u>0 em RN, u(x) el g 00,
onde a,V : RN — [0,00), f: [0,00) — [0,00) sdo fungdes continuas e f(0) = 0.
Em 1999, Lair & Wood provaram em [25] a existéncia de solugoes do problema
Au+ |Vul? = a(z)u® em RY,
(0.0.16)
u>0emRY u(z) iy
onde ¢ > 0, a > max{1l,q} e a > 0 é co-positiva satisfazendo (0.0.7).
Em 2005, Zhang provou em [42] a existéncia de solugoes do problema
Au+ MVul? = a(z) f(u), em Q,
(0.0.17)

u >0, em Q; u(x) iy 00,

onde A > 0, ¢ € [0,1], a > 0 é Holder-continua nao trivial, f € C'([0,00)), f(0) = 0,
f(t) >0 e vale

f(6s) <df(s), Vs>0ealgumd € (0,1).
Entéo a solugdo uy € C?(Q) satisfaz

ux(z) ()0
M@y "

onde pu e dy sao constantes positivas e 7 é definida por

/°° dt
=5 s>0.

Em 2006, Zhang provou em [43] a existéncia de solugées positivas blow-up de (0.0.17),

onde a satisfaz (0.0.11) com f € C'([0,00)) é nao decrescente satisfazendo (0.0.9) e

: 2viton
0 < q < mln{f}/la mntai+17J:
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Em 2008, Liu & Yang genenalizaram (0.0.17) do [43] em [30] para o problema de operador

p-Laplaciano. As hipdteses sao semelhantes.

Antes de enunciar nosso segundo resultado principal, consideremos o problema

—A,w=a(zr) em RY

(0.0.18)
w>0 em RY w(x) g
Para resolver (0.0.15), ultilizaremos as condigbes abaixo em f:
existem constantes 1, v2, C1 e Cy positivas tais que
f(t) > Cit" e f(t) < Cot™, para t grande. (0.0.19)

O segundo de nossos resultados principais segue abaixo.

Teorema 0.2. Seja 2 < p < 0o. Suponhamos f: [0,00) — [0,00) € uma fun¢ao continua
tal que f(0) = 0 satisfazendo (0.0.19) para v > v1 > p, a € cp, -positivo para cada n > 1
inteiro, onde B, C RN € a bola com raio n e centro na origem e a,V : RN — [0, 00)
sdo fungoes continuas. Se (0.0.18) posswi uma supersolu¢io w € C*(RY), entdo (0.0.15)

possui uma solucio u € CH(RY).

Observacao 0.2. (a) Provaremos no Apéndice B.1 que se a funcao a satisfazer

/ (= / NI (H)dt) P T dr < oo, (0.0.20)
0 0

entdo (0.0.18) possui uma solugao w € C*(RY).

Note que w é uma supersolugao do (0.0.18).

Quanto ao caso A > 0, considerando o problema (0.0.1) com F(x,u) = a(z) f(u), V(z,u) =

g(u), isto é,

Apu = a(x) f(u) + Ag(uw)|Vu|” em €,
(0.0.21)

u>0em ), u(x) )30 00,
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onde  C RY ¢ um dominio limitado, 1 <p <N, o €[0,p], a: Q — [0,00) é uma funcio

continua, f, g :[0,00) — [0,00) é continua, f(0) = g(0) = 0.

Recentemente, Gongalves & Silva em [16] trabalharam com existéncia de solugoes

tipo ground state para problemas com termo convectivo.
Enfatizamos que nosso interesse é sobre problemas tipo blow-up.
Em 1989, Lasry & Lions, motivados por questoes na teoria de controle estocastico

estudaram em [29] o problema

Au = au + |Vu|” + () em Q,
(0.0.22)

u>0em Q, u(zx) Az 00,

ondea > 0,1 < ¢ < oo sao constantes e 1) é uma fungao suave. Eles provaram o problema

(0.0.22) possui uma solugao em C?(0Q).

Em 1999, Lair & Wood provaram em [25] a existéncia de solugoes do problema

Au = a(z)u® + |Vu|” em RY

(0.0.23)
u>0em RY, u(z) iy 00,
onde o > 1 e as condicoes
(i) existem 3, M e R constantes tais que
0<a(z) <Mr2F r=lz|>R,
1—
se o0 > 1, max{a,0} >2; seo € (0,1), a < 1+M.
—0
Em 2000, Giarrusso estudou em [12] a existéncia de solugdes do problema
Au = f(u) + |Vul|? em Q,
(0.0.24)

u>0em Q, u(z) )0 00,
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onde 1 < 0 < 2, f é uma funcao continua positiva crescente satisfazendo a condigao

Keller-Osserman.

Em 2005, Zhang provou em [42] a existéncia de solugoes do problema

Au = a(x)f(u) + \|Vul|” em Q,
(0.0.25)
d(xz)—0
u>0em Q, u(x) — oo,

onde A >0, o € [1,2], a > 0 é Holder-continua nao trivial, f € C'([0,00)), f(0) =0 ¢é

crescente satisfazendo

f(6s) <0f(s), Vs >0 e algum § € (0,1)

e a solugao uy satisfaz

onde i e dy sao constantes positivas e 7 é definida por

o dt
—— =35, s> 0.
/T(s) 1/ 2F(t)

Em 2006, Gongalves & Roncalli estudaram em [13] o problema

Au = a(x)f(u) + Muf|Vul” em (2,
(0.0.26)

u>0em Q, u(z) )0 00,

onde a € CX¥(Q)NC(Q), a € (0,1), a >0, ¢ € [0,00), 0 €[0,2], f € Cr([0,00))

é crescente, f(0) = 0 satisfazendo a condigao Keller-Osserman, A é um parametro. Eles

provaram que o problema acima tem uma solugao u € C%(1).

Em 2006, Zhang provou em [43] a existéncia de solugdes positivas blow-up do problema
(0.0.25) onde a satisfaz (0.0.11) (p = 2), f € C'(]0,00)) é nao decrescente satisfazendo

(009) e 1 <o < 22
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Em 2008, Liu & Yang genenalizaram o problema (0.0.25) do [43] em [30] para o problema

Ayu = a(x)f(u) + A Vu|7®=1  em Q,

(0.0.27)
u>0 em ), u(z) 40 .

As hipéteses sao semelhantes.

A seguir apresentaremos o terceiro de nossos resultados principais, que melhora os
teoremas em [43], [30], [12] e [13] no sentido de que exigimos somente continuidade em f

e a funcao a pode se anular em pontos de €2.

Teorema 0.3. Suponhamos que a : Q — [0,00) é uma funcdo continua e cq-positivo;
f,g € C(]0,00)), f(0)=g(0) =0 e existe uma fungdao h : [0,00) — [0,00) continua e nio
decrescente satisfazendo a condicao de Keller-Osserman tal que f > h. Sejam 1 < p <N,
R :=sup,.q |z|. Entao ezxiste Ar > 0 tal que Ag ™20 50, Ap "=°0 € 0 problema (0.0.21)

possui uma solugio u € CY(Q) para cada X € [0, Ag].

Observacao 0.3. (a) Durante da demonstragdo veremos que

Ar = (2BR) 7T,
onde ( é uma constante positiva.
(b) Nosso Teorema 0.3 melhora o resultado de Gongalves e Roncalli [13] para o problema

Apu = a(x) f(u) + Au?|Vul” em €,
(0.0.28)

u>0em Q, u(z) )30 00,

onde g € [0,00), a, f e o sao dados.

Exemplo: tomamos p = 2, f(t) = t*(2 + sinu), g(t) =t° e 0 = 2 em (0.0.21), temos

um problema como



poel

Au = a(x)u®(2 + sinu) + )P|Vu|> em Q,

(0.0.29)
u>0em Q, u(z) )30 00,

onde a > 1, § > 0. Pelo Teorema 0.3, existe A > 0 tal que Ag R0 00, AR P22 0eo0

problema (0.0.29) possui uma solugao u € C*(Q2) para cada A € [0, Ag].
Esta tese encontra-se organizada da seguinte maneira:

No Capitulo 1 provaremos um resultado devido Diaz [10] para a existéncia das

solugoes do problema do tipo

Ay = afx)fu(u) em Q.
(0.0.30)
u(z) =k em 01,

onde k é uma constante. As fungoes a, f satisfazem as condigoes apropriadas.

Também provaremos a existéncia de solucao radialmente simétrica de problemas do tipo

Apu = h(u) em B,
(0.0.31)

u>0em B, u(x) i 00,

onde B C RY ¢ uma bola e h é uma funcao dada.
No Capitulo 2 verificaremos o nosso primeiro resultado, isto é, o Teorema 0.1.

No Capitulo 3 provaremos os nossos segundo e terceiro resultado, isto é, o Teorema

0.2 e 0 Teorema 0.3.

No Apéndice A apresentaremos as demonstracoes de Teoremas de sub e supersolucoes,

Principio de comparacao e C'-regularidade para solucoes fracas, utilizados nesta tese.

Enfim, no Apéndice B apresentaremos um resultado técnico.



CAPITULO 1

Resultados Preliminares

Neste capitulo, formulamos e demonstramos resultados sobre existéncia de problemas

quasilineares.

1.1 Problemas de Contorno em Dominios Limitados

Geralmente, trabalhamos primeiro com problemas de contorno em dominios limitados,
depois tomamos o limite do valor da fronteira, conseguiremos resolver os problemas do

tipo blow-up.

Consideremos o problema

Apu = a(x)fi(u) em
(1.1.1)
u==k em 0f,

onde
Q C RY é um dominio limitado com fronteira 9 regular,

N >3, p > 1, k é uma constante,



a: € — [0,00) é continua,
fi : R —[0,00) é continua nao decrescente.

O Teorema seguinte é fundamental para nosso trabalho e o caso mais geral pode

ser encontrado em Diaz [10].

Teorema 1.1. Sob as hipdteses acima, o problema (1.1.1) possui uma solu¢io u €

C(Q), onde 0 < v < 1.

Em primeiro lugar, vamos provar a existéncia de solugoes de problema do tipo

(1.1.2)
¢=k em 09,
Definimos o conjunto
K={ce L (Q): (c—k) e W;*(Q)} (1.1.3)
e um funcional
1
J(s) = —/ |V¢|Pdz + / a(z)sdz. (1.1.4)
D Ja Q

O lema seguinte é usado para provar Teorema 1.1.

Lema 1.1. Suponhamos que a : Q — [0,00) € continua, entio existe uma funcio ¢y € K
tal que
J(0) = min J.

Além disso,
/ IVo|P Ve Voda + / a(x)pdr =0, V ¢ € C5°(Q).
Q Q

Demonstragao. se ¢ € K, temos

[l — K+ K[ »

<l =
< ls = Kl + [[F]]r-



Como ¢ — k € W, ?(Q), entdo

Il < ClVS]e + [[F]] o
Por (1.1.5) temos

J(¢) = % JoIVslPda + [, a(x)sdx

Y

Y

SVl = llalla (ClVe Lo + (K]0,
donde J é limitado inferiormente em K.

Seja

Iy = i%f J > —o0.

Tomamos {¢,} C K uma sequencia minimizante, isto é

J(gn) — I().

Segue que J(g,) ¢ limitada.
Por (1.1.5) temos

llonlle < ClIVenllzr + ||K]| -

Por (1.1.6) temos

1
O ];HVCIIIEP = llallza(ClIVelle + [IF]|r)-

Entao ||Ve,||zr € |[sa||zr sa0 limitadas.

Assim,

N a§
llsnllip = llsallze + D 1157 les

=1

L[ IV6l = llallallclle, onde X+ 1 =1,

(1.1.5)

(1.1.6)



¢ limitada e
Sn — o em WHP(Q). (1.1.7)
Consequentemente,

G € K.

Por (1.1.7) e o fato

cpt

W) & L)

Y

temos
S — <o em LP(9Q).
Agora,
||V§o||Lp < lir{ni;lf ||V§n||LP§
/ a(x)spdr = lim [ a(x)s,dz.
Q n—o0 Jo
Logo
J(0) = %fg VeolPdz + [, a(x)sod

< ]ljlim inf, oo [o |V Pdx + limy, o [, a(x)spdz

= liminf, . J(s,),
donde

J(s0) = min J.

Dada ¢ € C§°(£2) e tome t > 0, como ¢y € K, dai

G +tp e K.

Assim,



J(s0 +tp) > J(s0)-

Temos
J(so +to) — J (o) >0,
; >
isto é
p_ P —
1 / Vi)l = [Val”, /a<x><<o+f¢> @) 4. >,
P Ja t Q t
donde
1 P - ’
_/ V(5o + )P — [V d$+/a($)¢dx20.
P Jao t Q
Afirmacgao:

1 t p_ p —
L[ IVt iOF = Vol o [ g p2gqvos
PJa ¢ ¢

Suponha provada a afirmacao temos

/ |VC0|p_2V§OV¢dx+/a(x)¢dx > 0. (1.1.8)
Q Q

Substuindo ¢ por —¢ em (1.1.8) temos

/ ]Vgo\p2V§0V¢dm+/a(x)¢dx <0. (1.1.9)
Q Q

Por (1.1.8) e (1.1.9) temos

/ IVeo|[P 2V Vpda + / a(z)pdx = 0.
0 0

Verificagao da afirmagao. Define

Gt z) = %W(Go L ig)P,



logo

]13 fQ \v(<o+t¢)t\“|vgo|p de — fg G(t2)=G(0.2) 7.

t
= fQ G/<0t,$)d2§', 0< Qt < t,

= fQ |V (5o + 0:0)|P2V (5o + 0:00)V pd.

Como

IV (so+ 6:0) P>V (o + 0:0) V| = [V (so + 60:0) PV
< 2 Y(|Vg[PT 410,V o) Ve

= 27V |P V| + 207100 Vgl
Note que |Vg|P~! € LP%(Q) pois

/(|V§o|p_1)?p1dx = / |Veo|Pdr < oo.
Q 0

Por Holder temos

/ Veol? ! [Velde < ( / Val’)7 ( / Vo) < oo,
Q Q Q
donde

Ve [P V| + 2071071 Vol € LY(Q).

Note que 0; — 0, quando t — 0.

Assim temos

IV (o + 0,0)[P 2V (co + 0:0)V £ |Veo P2V Vg, quando t — 0.

Pelo Teorema de Lebesgue, temos

limy L [, ROVl gy = [ limy g [V (5o + 0:0) |72V (G0 + 0,:0) Vpilr

= fQ V§0’p_2V§ov¢d$.



Demonstracao do Teorema 1.1. Pelo Lema 1.1, existe uma solugao para o problema

(1.1.10)
=0 em 0,

e pelo Principio de Comparagao (cf. Teorema A.2), temos 1) < 0 em (.

Tomando x > [fl(O)]Til e temos

Ap(rp) = (K)P AR > a(x) f1(0) > alz) fi(k),
isto é k1 é uma subsolucao do (1.1.1).

Note que ¥ := k é uma supersolucao do (1.1.1), além disso, ki < ¥ em Q. Entao

pelo método de sub e supersolucao (cf. Teorema A.1l) e Teorema de regularidade (cf.

Teorema A.3) temos uma fungao u € C(Q) que é solugao do (1.1.1).

1.2 Simetria Radial: Problemas Tipo Blow-Up em
Bolas

Para resolver nossos problemas, vamos resolver os problemas tipo blow-up numa

bola limitada, depois tomamos o limite do raio da bola.

Consideremos o problema

Apu = h(u) em B,
(1.2.1)

u>0em B, u(x) 208 o,

onde



B C RY é uma bola de centro na origem e raio R,
N >3, p>1ex— 0B significa que d(z,0B) — 0,

h :[0,00) — [0,00) é continua ndo decrescente satisfazendo a condigao de

Keller-Osserman, h(0) = 0.
O teorema abaixo ¢ devido a um resultado de Du [11].

Teorema 1.2. Sob as condi¢oes acima, o problema (1.2.1) possui uma solugdo radialmente

simétrica u € C'(B).

Demonstracao. A ideia desta demonstracao também pode ser encontrada em Keller [20]

e Matero [31]. Fixando k € N, pelo Teorema 1.1, o problema
(1.2.2)
u>0em B, u(zr) =k em 0B,
possui uma solugao ux € WH?(B). Pela Teorema de regularidade (cf. Teorema A.3) e

Principio de Comparacio (cf. Teorema A.2), ux € C(B) onde 0 < v < 1 e vale:

u1§u2<uk

Pelo Corolario 1.35 (cf. Diaz [10]) temos que uy é radialmente simétrica.

Definimos
vg(r) == ug(x), onde r = |x|.
Temos
vy (1) [P~ 20, (1) = 1N /?“ sN " h(vy(s))ds, Vr € [0, R].
0
Logo, v,.(r) > 0 para r € (0, R]. Assim temos

v (rP=t = N SN (ug(s))ds
< ' VR(o(r)) fo sV ds

h(vg(r)), Vr € [0, R]

r
N



]+ XLt = hwy), v € (0, R)

Usando 0 < (v,)P~! < Lh(vg), obtemos
(i)-

/ 12 N - 1 /
(p— 1) (vp)" vy, +

(p = D(0p)" vy < h(w).

(ii).

(0= Dlwp 2 = hog) — Xy

Por (i) e (ii) temos

%h@k) < (p— 1)(vp)" 2y, < h(wy).

Multiplicando v;c na desigualdade acima temos

1 / ’ 1" /
Nh(vk)% < (p = 1)(vp)? vy, < h(vg)y,

isto é

1 ’ p—l

~Hok)vg < ’ ()] < h(vi)vy.

Denotamos que vg ; := v;(0) e integrando (1.2.3) temos

1 vg(r) p— 1 vk ()
= / h(s)ds < 2L e < / h(s)ds.
o,k

p UO,k

Escrevemos H (vy, vo ) = 2= ka

p—1 Jug i

h(s)ds, entao

1 ,
NH(UkaUO,k> < o (r)]P < H(’Uk,vo,k),

(1.2.3)

(1.2.4)
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ou seja

Logo
1

H(vk,v()’k)_%v; <1< N%H(vk,vo,k)_ﬁv;. (1.2.5)

Integrando de 0 até r em (1.2.5) temos

Vk .
| HGu s <r <N [ Hs ) s
o 0,k
Em particular
b 1 1 k )
/ H(S;'UO,k)igdS < R < Nr / H(S,U()’k)i;dtg. (126)
0,k Vour

Tomando k — oo e definindo

V0,00(1) = klggo vo.x (1) para cada r > 0,

logo (1.2.6) fica

/ H<3’U0’°°)7%d3 <R<N» / H(s,vo,oo)*%ds.
V0,00 000

Note que R — 0, quando vy o, — 00. Entao vy o depende de R.

Agora para xy € B qualquer, seja a bola B(zg, Ry) C B, onde Ry = R — |xo|.

Consideremos o problema

Apz = h(z) em B(xg,By),
(1.2.7)
z >0 em B(zg, Ry), z(z) =k em 0B(x¢, Ry),

Pelo Principio de Comparagao (Cf. Teorema A.2), temos

V(o) < zk(x0) < 24,00 < 00 para todo k.
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Assim, podemos definir u(zg) := limg_ o v (z9). Consequentemente

ur, — u pontualmente

e u é solugao do (1.2.1). Como uy, sdo simétricas, entao u também é simétrica.



CAPITULO 2

Problemas sem Termo Convectivo

O objetivo deste capitulo é demonstrar o Teorema 0.1, o argumento é baseado [23],

32] ¢ [8].

2.1 Solucgoes Positivas, Dominios Limitados

Seja B uma bola tal que p é cg-positiva e considere o problema

ALY = p(x)h(Y) em B,
(2.1.1)

Y >0 em B, Y(x) )30 00,

onde h : [0,00) — [0,00) é uma funcdo continua nao decrescente tal que h(0) = 0.

A existéncia das solugoes de (2.1.1) que demonstremos no lema abaixo serd supersolugao

de (0.0.12) em cada bola B.

Lema 2.1. Sob as hipéteses acima, (2.1.1) possui uma solugio Y € C1¥(B), v € (0,1).

loc

12
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Demonstragao. Consideremos uma familia de problemas

AY = p(x)h(Y) em B,
(2.1.2)
Y >0 em B, Y =Fkem 0B,

onde k£ > 1 é um numero inteiro. Pelo Teorema 1.1, (2.1.2) possui uma solugao, denotada

por Y;, € WP(B) no sentido

/ VY|P 2VY,Vda + / u(z)h(Yi)édz =0, ¢ € C°(B). (2.1.3)
B B

Pelo Principio de Comparagao (cf. Teorema A.2) temos 0 <Y, < ke Y, <Yy e pela
regularidade (cf. Teorema A.3), Y, € C'*(B).

Afirmagao Existe uma funcao Y : B — [0, 00) tal que

Y, — Y pontualmente em B, Y € L5 (B), Y, <Y em B. (2.1.4)

loc

De fato, tome zy € B. Dividimos em dois casos:

(1) p(xo) > 0.
Existe uma vizinhanca de bola V,, CC B que contém z, tal que pu(z) > 0 para x € Vj,.
Seja
mo = My, = minu.
o
Consideremos uma outra familia de problema
Apd = moh(6) em V,

(2.1.5)
0>0 em V,,, d =kem IJV,,.

Usando o Teorema 1.1 novamente, (2.1.5) possui uma solugdo &, € WP(V,). Pela
regularidade (cf. Teorema A.3), &, € C(V,,).

Assim, temos uma sequéncia {d;} de fungoes que pelo Principio de Comparagao, satisfaz

0 <Py < e < e
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Usando o Teorema 1.2, existe uma funcdo radialmente simétrica 6o € W,oP(V,,) N

L2 (Va,) tal que 6, — 0 em W,2P(V,,) e &y é uma solugdo fraca de

Ap50 = moh(éo) em %07

(2.1.6)
z—0V,
S >0 em V,,, do(z) —° oo.
Pelo Corolario em DiBennedeto [9], 6 € CY (Vi )-
Agora, note que as fungoes {Y;} que foram construidas anteriomente satisfazem
AY = p(@)h(Y) em Vi,
(2.1.7)

Y>0emV,, Y= Yk|8VxO em OV,,.

Pelo Principio de Comparagao (cf. Teorema A.2),

Y <dp em V,, para cada k.

Consequentemente, existe funcao Y,, € L>(V,,) tal que

Y, — Y, pontualmente em V.

(ii) pu(xo) = 0.

Como p é cp-positiva, entao existe um dominio V,, CC B, tal que V,, contém xz, e
p(z) >0 em IV,,.

Como 9V, é compacto, entao existem nimero finito de pontos z1, - -,z € IV, e bolas

correspondentes V; := V (z;) tais que 0V, C UV; e u(x) > 0, = € V;. Definimos

m; == my, = min g

Tq

e consideremos i-familia de problemas

A0 =m;h(6) em V,,

; (2.1.8)
z—0Vy
>0 emV,, 6(x) — " oo.
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Fagamos o mesmo argumento como em (i) para concluir que existe uma solucao radialmente

simétrica 0; € C’llog(Vzl) de (2.1.8). Novamente, as fungoes construidas antes satisfazem

AY = p(x)h(Y) em V,,
(2.1.9)
Y>0emV,, Y= Yk|8Vzia em OV,,.

Pelo Principio de Comparagao (cf. Teorema A.2) temos

Y, <4, em V,,, para cada k.

Consequentemente, existe uma constante C' > 0 tal que

Y., < C em 0V,,, para cada k.

Por outro lado, z := C satisfaz

A,z=0 em V,,

z>0em V,, z=C em 9V,

e pelo Principio de Comparacao

Y. <C emV,,, para cada k.

Entao existe uma funcao Y, € L>(V,,) tal que

Y, — Y., pontualmente em V.

Assim, nos dois casos (i) e (ii), dado zy € B, existe um dominio V,,, CC B e uma funcao

Y., € L>=(V,,) tal que
Y, — Y, pontualmente em V.

Definimos
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Y(z):=Y,(z), se x € V.

Entdao Y : B — [0,00) estd bem definida e satisfaz (2.1.4). Assim, terminamos a

demonstrar a afirmacao.

Seja U um dominio regular tal que U CC B. Afirmamos que

/ VY |P2VY Vodzx +/ w(x)h(Y)pdr =0, ¢ € C°(U). (2.1.10)
U U

De fato, por (2.1.4), existe uma constante positiva Cyy > 0 tal que

e por (2.1.3),

/ VY2V YV da + / W@ h(Ye)édz — 0, ¢ € C=(D0). (2.111)
U U

Logo existe uma constante denotando também Cfy; tal que

/ IVYi|Pdz < Cyy.
U

=11,

Como QU é regular, Whr(U) = C>°(U) e, <Y em U, temos

{Y;.} é limitada em WP(U).

Entao existe uma subsequéncia denotamos ainda {Y}} tal que

Yy =Y em WHP(U).

Tomando ¢ € C§°(U) em (2.1.11) e passando o limite em k, teremos (2.1.10).
Como Y € Li° (B), usando a regularidade (cf. Teorema A.3) temos Y € C-¥(B).

loc loc

Finalmente, vamos provar que Y (z) 29 5. De fato, seja (x;) € B uma sequéncia tal

que x; — x para algum x € 0B. Entao



17

k= lilm inf Yy (z;) < lilm inf Y (z;), para todo k,

l— —0B
demonstrando que Y (x;) "= oo e consequentemente temos Y (z) “=5" oo.

Em conclusdo, existe Y € C”(B) satisfazendo (2.1.1).

2.2 Subsolucoes

A construcao da subsolugao é baseada na idéia de Cirstea & Radulescu [8] e de Ye

& Zhou [41]. Antes da construcdo, demonstraremos dois lemas importantes.

Lema 2.2. Se h: [0,00) — [0,00) € uma func¢do continua nao decrescente satisfazendo a

condicao de Keller-Osserman, entao também vale

/ h(t)_P%ldt < 00, para algum &6 > 0. (2.2.1)
5

Demonstragao. Em primeira lugar, vamos provar que

h(t) > Ct,

para t suficientemente grande e alguma constante C' > 0.

De fato,

2w Sy ey

ﬁ
_
AN
—
oy
|
=

quando t — oo, uma vez que h satisfaz a condi¢ao de Keller-Osserman.

Entao existe uma constante ¢ > 0 tal que

tP
H(t)

< ¢ para t suficientemente grande.

Como
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e h é nao decrescente, tem-se

H(t) < th(t)

e

Pt tP P

0 = o) < ) < ¢, para t suficientemente grande,
isto é

h(t) > Ct*~!  para t suficientemente grande,
onde C' = =
Agora
h(t) h(t)” h(t) :
H(t)p > (] = o > (, para t suficientemente grande,
isto é
h(t)? > CH(t)’"!, para t suficientemente grande,

ou seja

h(t) 7T < cH(t) 7,

1
onde ¢ = C'».
Finalmente, como h satisfaz a condicao de Keller-Osserman temos o resultado do lema,

isto é
/ h(t)fp%ldt < 6/ H(t)fidt < 00, para algum 6 > 0.
5 5
O

Lema 2.3. Se f,g: [0,00) — [0,00) sdo continuas, entdo existe uma func¢ao continua

L: [0,00) — [0,00) tal que L+ f+g€ C*((0,00),[0,00)) e

L(0) =0, (L+ f+g)(t) >0 parat > 0.
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Além disso, se f(0) = g(0) =0, temos também (f + g+ L)(0) = 0.

Demonstragao. Definimos

1) = max(f +9)(s),

entao
I(t) = (f +9)@),

I(t) >0, t >0,

[ é ndo decrescente.

Provaremos que [ é continua.
De fato, tomamos t € [0,00) e uma sequéncia t,, — t. S.P.G., t, \, t. Sejam &, € [0,t,]

e & €0, t] tais que
1(tn) = (f + 9)(&.) e 1) = (f + 9)(&)-
Vamos provar

(f+9)(&.) — (f +9)(&).

Note que

(f+9)(&.) = maxeo,r,] (f + 9)(s)
= max{max,ep,(f + ¢)(s), maxeep s, (f + 9)(s)}

= max{(f + ¢)(&), maxgep, ) (f + 9)(s)}-

Seja n,, € [t,t,] tal que

max (f + ¢)(s) = (f + 9)(m),

Se[t,tn]

temos

(f+9) () = (f +9)(t).



Logo

max{(f + g)(&), srél[fffi}(f +9)(s)} =

[(f +9)(&) — (f + 9)(n)] N (f +9)(&) + (f +9)(0a)
2 2
Assim
max{(f + g)(&), Eﬁfﬁg +9)(8)} — (f +9)(&),
isto é

(f +9)(&) — (f +9)(&)

Agora, definimos

B { %fftl(s)ds, t>0,
I(t) =
(f+9)(0), t=0.

Note que

(f +9)(1) <Ut) <I(t) < 1(21),

[ é contiua e [(0) = (f 4 ¢)(0),
05 = Mauze) — 6] - & [ 1s)ds

= 21(2t) — H(t) — & [ U(s)ds

> 2)(2t) — () — (2t

= F2t)—3l(t) =0, VE>0.
Finalmente, definimos

L(t) =1(t) = (f + 9)(t), t = 0.

Verificando que
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L+f+g>0.

Além disso, se f(0) = ¢g(0) = 0, temos

(f +9+ L)(0) = f(0) +¢(0) + L(0) = 0.

Lema 2.4. (Construgdo da subsolucdo) Sejam a,b: RN — [0,00), p:= pap(z) =
min{a(x),b(x)} € cp,-positiva para cada n > 1, onde B, C RY ¢ a bola de raio n e
centrada na origem; f,g : [0,00) — [0,00) fungdes continuas tais que f(0) = g(0) = 0.
Se o problema (0.0.18) possui uma supersolu¢io em C*(RY), entao o problema (0.0.12)

admite uma subsolugao em C'(RY).
Demonstracgao. Pela Lema 2.3,
existe uma funcdo L : [0, 00) — [0, 00) tal que (L + f 4 g) € C*((0,00), [0, o0)),
Lit)>0e (L+f+g)(t)>0,t>0.

Além disso, se f(0) = ¢g(0) = 0, temos também (f + g+ L)(0) = 0.

Consideramos o problema

Apz = (a(x) +0(x))(L + f + g)(2) em By,

(2.2.2)
2>0 em B,, z(z)=k em 0B,,
onde k > 1 inteiro.
Pelo Teorema 1.1, (2.2.2) tem uma solugao 2* € C'*(B,,).
Pelo Lema 2.1 existe Y, € C'(B,) satisfazendo
AY, = p(z)(L+ f+9)(Y,) em B,
(2.2.3)

Y, >0 em B, Y(z) %" oo,

no sentido das distribuigoes.

Pelo Principio de Comparagao (cf. Teorema A.2) temos
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Seja W um dominio tal que W C B,, note que

/ |V 2F P2V AV pdw + / (a+b)(L+f+g)(2")pde =0, ¢ € C(W).  (2.2.4)
w w

Segue pela regularidade (cf. Teorema A.3) temos que

|2¥lcrw iy < C,

onde C' é uma constante.

Dai, passando eventualmente a uma subsequéncia

2F — 2, em CH(W).

Passando ao limite em (2.2.4), concluimos que

/ V2, [P 2V 2,V édx +/ (a4 b)(L+ f+g)(zn)pde =0, ¢ € C°(B,).

n n

Assim z, € CY(B,) e satisfaz

Apzy = (a(z) +b(x))(L + [ + g)(2) em By,
(2.2.5)

2z, >0 em B,, z,(x) =295n

no sentido das distribuigoes.

Pelo Principio de Comparagao (cf. Teorema A.2) novamente, temos

Zm = Zp em B, se n > m.

Seja B,, C RY uma bola de raio m centrada na origem, note que
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/ |Vzn|p_2VznV¢dx+/ (a+b)(L+ f+g)(zn)pdx =0, ¢ € C5°(Bp) n > m. (2.2.6)

m m

Segue pela regularidade (cf. Teorema A.3) temos que
|Znlcrv g,y < C, n>m

onde C' é uma constante.

Dai, passando eventualmente a uma subsequéncia

Zn — o em CH(B,y,).

Passando ao limite em (2.2.6), concluimos que

/ VeonlP Vo Vods + / (@ + D)L+ f +9)(gm)bde = 0, ¢ € CF(By).

m m

Definimos que

Note que ¢ esta bem definida pelo fato que

©m = Pm—1 €M Bm—lu

pois
21, 22, 23, "+ — @1 em By;
22, 23, #4, " > P2 €I B2a
.. H
Entao

/RN |V|P 2V oV odr + /RN(CL +0)(L+ f+g)(p)pde =0, ¢ € CF(RY).

Provaremos agora
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o(x) — 0o quando |z| — oo.
Para isso, defina

/-in(x):/oo (L+f+g)P1()dt$€B
zn(x)+0

Pela condigao de Keller-Osserman, 0 < k,(z) < oo.

Como
Zn v20Pn 00,
entao
K () w298,
Note que
Knp1(z) = fzioﬂ(x +5(L +f+9) ﬁ@dt

> [as(L ) T (bt

= Kn(2),
isto é

De (2.2.7) temos

S (L4 g T+ 052
Dai
Vg = —(L+ f+9) 77 (20 +6)Vzn.
Portanto
[Via? 2 = (L+ f+9) 7 (20 + 0)| Va2,
donde

VknlP "2V, = (L+ f + ) 51 (20 + 0)|Vin P2V k.

(2.2.7)

(2.2.8)
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Usando (2.2.8) temos
Vol Vi = (Lt f+9) 5 (20 + ) Vel (L4 f + ) 7 (20 + 0) V2,
= —(L+ f+9)7 (20 + 0)|[ Va2V 2.

Dado ¢ € C§°(B,,) e ¢ > 0 temos

|VEnP 2V, Vo = —(L+ f+9) (20 + 0)|V2, [P 2V2, V.

Integrando e usando o Teorema do Divergente temos

Jp, IVEa[P2VE,Vode = [ —(L+ f+g) (20 +0)|Vza[P*V2,Voda
(2.2.9)
= an div[(L + [+ 9) N zn + 0)|V2, P2V 2,]ddx.

Calculando derivadas fracas

div[(L + f + g)™ (20 + 0)|V2n [P 2 V2]

= (L4 f+9) 22+ ) LA F+9) (2n+0)|Veu P+ (L4 f+9) " (204 0)div]|Vzu|P 2V 2,).

Multiplicando por ¢ e integrando, obtemos

/ div[(L + f + 9) (20 + )| V2, [PV 2, ] pda
B

:/ dz’v[|Vzn]p_2Vzn][(L+f+g)_1(zn+5)¢]dx—/ (LA+f+9) 2 (20 +0) (L+f+9) (20+0)| V2, [P pda,

n n

< / div]| VP2V 2 [(L + f + 9) " (20 + 6)¢lda.
By

Usando (2.2.9) temos

|VEn|P 2 VK, Vodr < / div[|Vzu|P? Vo [(L+ [+ 9) (20 + 0)P]d.

By n

Como (L+f+g) ' (z,+0)p € C3(By,) e 2, é solugao de (2.2.5) no sentido das distribuicoes,

temos
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/ IV ki [P~2V k5, Vodar < / (a(z) + b(@)) (L + f + g) (=) (L + f + g) (20 + 0)éda,

n n

isto é
/ Vi P2V Vb < / (a(z) + b(x))pdz.

Como o problema (0.0.13) possui uma supersolucao v € C'(RY), entao pelo Principio de

Comparagao (cf. Teorema A.2), temos

K, <v em B,.

Assim, existe k € C'(RY) tal que

kn() — K(z) x € By,

k() m

Finalmente vamos provar que

De fato

|/ (L+f+g)?11(t)dt—/ (L+ f+g) 7 (t)dt|
zn(x)+0 p(z)+6
Zn+0 )
<| [ @ s 0 0
o(z)+0
Entao temos

o(x) — 00, quando |z| — oo.

Mostrando que ¢ satisfaz
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App = (a(z) +b(x))(L + f + g)(¢) em RY,

(2.2.10)
©>0 em RY o(x) e 00,
e
App = a(x) () + b(w)g(p) em RY,
(2.2.11)
©>0 em RY, o) 5% o,
é subsolugao de (0.0.12)
U

2.3 Demonstracao do Resultado Principal

Para cada bola B,, C RY tal que p é cp ,-positiva, consideremos o problema

Apun = a(z) f(un) + b(x)g(un) em By,
(2.3.1)
u, >0 em B, u,(z) =y em 0B,,

onde B, C B,y tal que y), = minjg|—, Y,; = min,—, Yo, > ¢ols, € Y é a solucao do

problema

A)Y, = p(x)h(Yy) em By,

P

(2.3.2)
d(z)—0
Yn/ Z 0 em Bn/, Yn/(l‘) i

Yo ¢ a solugao do problema

App = (a(x) +b(x))(L + f +g)(p) em RY,

p>0 emRY, p(z) 5%
Observamos que Y, é uma supersolucao do problema (2.3.1), e ¢g|p, ¢ uma subsolucao
de (2.3.1). Além disso, Y, > ¢o|p,. Portando, pelo teorema de sub e supersolugoes (cf.

Teorema A.1), (2.3.1) possui uma solugio u, € C*(B,) e
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o <u, <Y em B,.

Note que
Y >Y", paran <m'.
Definimos
Uy = Up|B,, M >N,
onde u,, é solucao do problema

Ay, = a(x) f(um) + b(z)g(uwy) em By,
(2.3.3)
U, > 0 em By, up(z) =y, em 0B,

e 1 < Uy <Y, onde By, C B,y tal que ¥ = minjy—p, Y, = minjgj—m Yo |8, > 0|8,

m’ m/

e Y, é a solucao do problema

ALY, = p(x)h(Y,y) em By,
(2.3.4)

Ym/ > 0 em Bm/, Ym/ (l‘) d(a::;() o

Temos

{u} ¢ limitada em C*"(B,)

e a imersao compacta
cpt

O (B,) & CY(B,).

Entao existe uma subsequéncia de {u” } converge em C'(B,), isto é,

L=

1,1 1 CY(B1) 1

U2, U3, U47 R > u 5
C*(B2)

2 2 2 2 2

Uz, Uy, Uz, * - u-,

3 .3 .3 C'(Bs) 3

/u/4, U5, U6, R > /u/,
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Definimos

u(zr) =u"(x), Vr € B,.

Tomando a subsequéncia diagonal {u} } e temos

uy — u em CH(RY)

u > ¥o el RN7

entdo u é uma solugdo do problema (0.0.12).

Isto termina a prova do Teorema 0.1.



CAPITULO 3

Problemas com Termo Convectivo

Neste capitulo demonstremos o Teorema 0.2 e o Teorema 0.3

3.1 Subsolucoes no Caso de Coeficiente Negativo do
Termo Convectivo

A construgao é baseada da ideia de Lair & Wood [25]. Antes da construgao,

demonstraremos um lema importante.

Lema 3.1. Se a fungdo f : [0,00) — [0,00) € continua tal que f(0) = 0 satisfazendo
(0.0.19), entio existe uma funcao hy : [0,00) — [0, 00) € nao decrescente e de C*((0, 00), [0, 00))

tal que hy < f, hy(0) = 0 satisfazendo (0.0.19).

Demonstragao. Definimos

s€t,00]

entao
L(t) < f(0),

ll<t) Z 07 tZ 07 l1(0> — Y

30
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[ é ndo decrescente e satisfazendo (0.0.19).

Agora, definimos

Note que

hy é continua e hy(0) =0,

’

m(t) = 3t — 0] - & [, his)ds

Verificamos (0.0.19). Por um lado,
hi(t) < 1i(t) < f(t) < Cot??, para t grande.

Por outro lado,

t t
hy(t) > 11(5) > C’l(é)“, para t grande,
isto ¢
Ci
() > o™

4

Note que h; pode ser escolhida como uma fungio em C'([0,00)) e h(t) = 0 para

t € [0, €], onde € é uma constante positiva.

Lema 3.2. Sejam 2 < p < oo, B = Bp(0) C RY, Suponhamos que a : RY — [0,00) ¢

cg-positivo, entao o problema

Apz 4+ V(2)|Vz|P = a(x)hi(z) em B,
(3.1.1)
z2>0 em B, z=m em 0B,
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possui uma solucio = € CY(B), a € (0,1), onde hy é dada em Lema 3.1 em > 1 ¢

uma constante tal que hy(m) > 0.

Demonstracao Sabemos que z = m é uma supersolu¢ao de (3.1.1). Vamos construir

uma subsolucao z. Seja w™ € C'1¥(B) uma solugao do problema
—Ayw =a(r) em B,
w>0 em B, w(x)= [~ hi(s) 7 1ds em OB.

A solugao w™ existe, porque o problema acima ¢é equivalente ao problema

—Ayk =a(z) em B,

k>0 em B, k(z) =0 em 0B,

onde K =w — [~ hl(s)_p%lds.

Definimos uma funcao 2™ de forma

A funcao z™ esta bem definida porque h; é nao decrescente e satisfaz a condigao de Keller-
Osserman.

Temos

2Mop=m, 2" >0em B

/ |V P2V 2"V pdx —i—/ a(x)hy(zM)edr <0, Vo € C(B) e ¢ > 0.
B B

Portanto

/ ]Vzm\p_ZVZmV¢dx+/ a(x)hy (z™)pdx < / V(z)|Vz"Podx, Yo € C;°(B) e ¢ > 0.
B B

B

Definimos
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[
I
N

e temos que z é uma subsolugao de (3.1.1).

Pelo Principio de Comparagao (cf. [18], Teorema 10.7), temos

2<ZzZ emB.

Pelo método de sub e supersolugdes e regularidade (cf. Lieberman [27]), existe uma fungao

z € CY*(B) para algum a € (0,1) e

O<z<z<z=m em B

satisfaz (3.1.1) no sentido das distribuigoes.

Lema 3.3. (Construgcdo da Subsolucdo) Sejam 2 < p < oo, B = B,(0) C RY.

Suponhamos que a : RN — [0, 00) é cg-positivo, entio o problema

Apz 4+ V(2)|Vz|P = a(x)hi(z) em B,

(3.1.2)
z2>0 em B, zd(xjooo,

possui uma solugao z € CY(B), onde hy é dada em Lema 3.1.

Demonstragao. Pelo Lema 3.2, para cada m € N, (3.1.1) possui uma solucao z,, €
C*(B) e z, >0 em B.

Como z,,, < zp,11 em OB, pelo principio de Comparacao (cf. [18], Teorema 10.7), temos

Zm < Zmi1 em B, Vm € N.

Tome xy € B, se a(xy) > 0, entdo existe uma vizinhanga de bola \_/mo de zq tal que

a(r) >0, VreV,.
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Considere o problema

Apw =mohy(w) em Vy,

(3.1.3)
w>0 emV,, w) W30 00,

onde
mo == my, = min a(z).

erzo

Pelo Teorema 1.2, sabemos que (3.1.3) possui uma solugao radialmente simétrica w €

C1(B), vamos procurar uma fungao @ tal que

A0+ V(z)|[Vo|P < mohy(w) em Vi,

(3.1.4)
N ~ d(z)—0
w>0 emV,,, v — o0.

Suponhamos a existéncia de @, pelo Principio de Comparagao (cf. [18], Teorema 10.7),

temos

Zm < w, em V,,, Ym € N.
consequentemente, existe uma funcao z,, € L2 (V,,) tal que
Zm — Zz, pontualmente em V.
Se a(z) = 0. Como a é cp-positiva, entao existe um subconjunto V,, C B tal que zg € V,,

(S

a(x) >0, Ve dV,.

Como V,, é limitado, entao 9V, é compacto, logo existem finitas bolas V; tais que

8on C Ui‘_/i,

a(r) >0, Vr eV,
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Sejam

ina

[

£

m; = my, (=
e consideremos i-familia dos problemas

Apw =m;hy(w) em V;,

(3.1.5)
w>0 emV;, w(x) )30 00,

Pelo Teorema 1.2 novamente, sabemos que (3.1.5) possui uma solu¢ao radialmente

simétrica w; € C*(B) e teremos uma funcao w; tal que

AP(IJ + V($)|V(I)’p S mzhl(d)), em VZ',

(3.1.6)
R . d(z)—0
w>0, emV;, v — o0.
Pelo principio de comparagao (cf. [18], Teorema 10.7), temos
Zm < w;, em Vi, VYm
Entao existe uma constante C' > 0 tal que
Z2m < C em 0V,,, Vm.
Por outro lado, 0 := C' satisfaz
A =0 emV,,
(3.1.7)

d>0 emV,, é(z)=C em IV,

e pelo principio de comparagao (cf. [18], Teorema 10.7), temos

2m < C, em V,,, Ym.

Consequentemente, existe uma fungao z,, € L2 (V;,) tal que

Zm — Zg, pontualmente em V.
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Assim, em qualquer caso, dado zy € B, existe um dominio V,, CC B e uma funcao

Zyo € L2 (V) tal que

loc

Zm — Zz, pontualmente em V.
Definimos
2(2) 1= 2y (2) se x € V.
Entéo z : B — [0,00) é bem definida, z € LiS.(B) e

Zm — 2 pontualmente em B,

Zm < z, em B. (3.1.8)

Seja U um dominio regular tal que U CC B. Afirmamos que

/U\Vz\p2Vz-V<Z>d:L'+/Ua(:c)h(z)¢dx:/V(x)]Vz[pml:C, peCEU). (3.1.9)

U

De fato, por (3.1.8) e Teorema 1 e 2 do DiBenedetto [9], existe uma constante Cyy > 0 tal

que
2m < Cy, VYmem U
e
Vzm| < Cy ¥Ymem U.
Entao

Vz, — Vz, pontualmente.

Por (3.1.1) temos

/|Vzm|p_2Vzm-V¢dm+/a(x)h(zm)gbd:v:/V(:v)|Vzm|p¢d:B, o e Cy°(U). (3.1.10)
U U U

Passando o limite em (3.1.10) e usando Teorema de Lebesgue temos (3.1.9).

Finalmente, vamos provar z(z) “29% 5. De fato, tome (z;) € B uma sequéncia tal que

r; — x para algum x € 0B. Entao
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m = lim inf z,,,(x;) < lim inf z(x;), para todo m,

l—o00 l—o00

l—00 x—0B
mostramos que z(z;) — oo e z(r) — 0.

Como z € Li2(B), pela regularidade, z € CL%(B) satisfazendo (3.1.2).

Agora, vamos procurar a fungao @ usando a idéia do Lair e Wood em [25].

Definimos
w=w", A éum parametro,

onde w ¢ solugao do (3.1.3).

Temos

Vo = A V.
Como w é radialmente simétrica, entao podemos escrever w como

r t 1

w(r) = wp —i—/ (th/ s tmghy (w)ds) P dt,
0 0
onde wy € a constante suficiente grande tal que h; satisfaz
hi(w) > C1w™ e hy(w) < Cow™,

quando w > wy.

Entao

£
=
v

w(0) = wp

W(r) = (Tl_N/OTsN‘lmohl(w)ds)p—l

IN

T
(rt= / sN_lmOC’zw(s)W)Til
0

< (Comow(r)r)r—T.
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Como

VO] = MM HVw| = o]

IVOP2Ve = QMNP 2| P2 A’ 'V

— 1 ,(-D-1) P2V w.

Calculando derivadas fracas

Ay = AN = 1)(p — DA D@D/ P 4 \p=1,ADE-DA g

Agora,

Ay + V(@) | VoI — mohy (&)

< Apflw()‘fl)(pfl)pr + )\pfl(A — 1)(p — 1)w()‘71)(p71)71|w/|p + V(m))\pw()‘fl)p|wl|p — moclw)"yl

< AWTLOODEDA W 4+ WA = 1) (p — 1w D@01/ P 4 BAPWAVP|W P — mp Oy

— Apflw()‘fl)(pfl) [pr + ()\ — 1)(p — 1)w71|w/|p _I._ BAw(A71)|w/|p — ,r;’g_gllw)"yl*()‘*l)(pfl)]’

para A > 1, onde

B = max V(x).

€V

Vamos procurar A\ tal que

moCh

AN=0-D6-1) < (.
=1 =

Apw + (A= 1)(p — Dw o' |P + B P Y|P —

Mas

mohi(w) + (A = 1)(p — Dw o' |P + BAwAD|w/|p — meCr n=(A-De-1)
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IN

IN

IN

onde

Vamos escolher A tal que

Comow™” + (A — 1)(p — Dw™Hw'|P + BAwV|w'|P — —’)’fg_cll WA= (A=1)(p-1)

Comow™ + (A —1)(p — 1)w‘1(02m0w727“)% + BAw(A_l)(CgmowVQT)P%l

moCy Ay—(A=1)(p—1)
Ap—1

pPy2 pPy2

Comow™ + (A — 1)(p — 1)(Comgrp) 7 Twr—1 L + BA(Comorp) 7 iwei 71

moCy A1 —(A—1)(p—1)
)\pfl bl

rp € o diamentro de V.

M —=A=-Dp-1) > Y2,

n=@A=-1Dp-1) > -1,

isto é

Yotl-—p

Entao para A\ > max{

Y1+1l-p’

( Yo+1—p
A > T1+1=p’
pPy2
Py 2
p—1
A >
P2
A —
\ Yi—p

py2

%} e wy é suficientemente grande, w satisfaz (3.1.4).
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3.2 Resultado Principal no Caso de Coeficiente
Negativo do Termo Convectivo

Pelo Teorema 0.1, fazendo g = 0 temos que o problema

App =a(z)f(e) em RY,
(3.2.1)
o> 0emRY, o(z) "5 oo,

possui uma solugao ¢ € C*(RY), se a é cp, -positiva, f satisfaz (0.0.19) e (0.0.18) possui
uma supersolugao v € CH(RY). Entao ¢ é uma subsolucao de (0.0.15).

Para cada B,y C RY, consideremos o problema

Apuy, + V(2)|Vu,|P = a(x) f(u,) em By,
(3.2.2)
u, >0 em B,, u, =maxg ¢ em 0B,.

onde B,, C B, tal que 2"|sp, = zwl|op, > maxg, ¢, onde z, € C'(B,/) é a solugao do
problema (3.1.4). Entdo 2}, = z,|p, ¢ uma supersolucao de (0.0.15). Além disso, pelo

Principio de Comparagao (cf. [18], Teorema 10.7), temos

<z, em B,

Entao pelo método de sub e supersolugoes, (3.2.2) possui uma solucio u, € C¥(B,) e

Observamos que

, paran <m.

w
33
v
w
33

Definimos
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Temos
{u*} 6 limitada uniformemente em C*(By).
Como
C'(By) 25 CY(By).

Entao existe uma subsequéncia de {u%, } converge em C*(By), isto ¢,

C'(B1)
1 1 1 1 1
Ug, Uz, Uyy =0+ — U,
-
2 .2 2 CH(B2) 9
Uz, Uy, Us, ~+- — U,
C*(B3)
3 3 3 3 3
U4, US7 /u/6, A > u 5

Definimos
u(z) = u*(z), Va € By.

Tomando a subsequéncia diagonal {u},} e temos

uby, — u em C'(RY)

u>yp, emRY.

Portanto u € CY(RY) é solugao de (0.0.15).

3.3 Subsolucoes no Caso de Coeficiente Positivo do

Termo Convectivo

Seja Br C RY uma bola de centro na origem e raio R. Considere o problema
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Apu = (14 ~v|Vul?) em Bpg,

u=1 em 0Bpg,

onde § > 0 ey > 0 é um parametro.

(3.3.1)

Lema 3.4. Se 0 <~ < (QBR)_ﬁ, entdo existe uma funcgao radialmente simétrica ug €

CY(Bg) satisfazendo (3.5.1) no sentido das distribuigdes.

Demonstracao: Seja u(z) = u(|z|) = u(r), * € Bg, onde r = |z|. Provaremos em

primeiro lugar que existe uma fungao u € C'([0, R]) satisfazendo

1

R s
u(r) =1- / 35_7(/ BINTH 1+ 4 P)dt) 7 ds, 0 <7 < R,
T 0

De fato,

Se v = 0, a solucao de (3.3.2) é dada por

—1 1 P P
u(r)=1- Z)T(%)’H(RH — 7).

Se 0 <y < (28R)" 71, seja

X = (CY([0,R]),| - |1), onde |ul|; := O?%XR{W(T)\, |ul(7’)|}, ue X.

E suficiente encontrar um ponto fixo u € X do operador

rR s , )
u)(r)=1- = (1 4+ v|u t)r=1ds.
F 1 stV (1 P\dt)r=1d
T 0
Consideramos

X = {ue x| - (28)7 L1

Note que X é um subconjunto fechado e convexo de X.

(3.3.2)

(3.3.3)

R¥T <u(r) <1, 0 <u'(r) < (2BR)77, 0<r < R},
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Provaremos usando o Teorema do ponto fixo de Schauder que existe u € X satisfazendo
(3.3.2).

Afirmacoes:

(i) F: X — X é continua;

(ii) m ¢ compacto.

Argumentaremos em dois casos.

M pe 2

Para provar (i), vamos provar primeiro Fu € X, para cada u € X,

Observamos que

<Fw%v—r?ﬁ/Wleu+vamwéu (3.3.4)
0
isto é
KFWKﬂVlzrlN/1&N10+7WPMt
0

e

li%1+[(Fu)/(7“)]p_1 = 0.
Assim

lim, (Fu) (r) = 0.
Agora

(Fu)' (0) = limew
—  lim, g € (3.3.5)
= 07

onde &, € [0,7]. Portanto Fu € X. Agora vamos provar Fu € X. Pela definicao do F

temos

@) (Fu)ir) < 1, W%%HMMS/SPW/%W*u+wmwmh@

0

Entao
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—(28)7 L ; Lpst < (Fu)(r) < 1. (3.3.6)
Analogamente, temos
0< (Fu) (r) < (28R)7 7. (3.3.7)

Entdo F'u € X. Agora resta provar que F' é continua.

De fato, dada uma sequéncia {u,} C X tal que u, "= uy € X. Pela defini¢do da norma

do X temos

|Un‘1 e ‘Uoll,
temos

[ty | "= Jagg .
Agora,

[Funly = e {|Fual, | (Fun) |}

Usando (3.3.3) e (3.3.4), tomamos o limite e temos
|[Fug| "= [Fug| e |(Fug)'| "= |(Fuo)|.

Finalmente, temos
| Fu |1 = | Fug)y

e I’ é continua.

Para provar (ii), ultilizaremos o teorema de Arzela-Ascoli. Sejam
FX :={Fulue X} e (FX) = {(Fu)|ue X}.
Por (3.3.6) e (3.3.7) temos que FX e (FX)' séo limitados. resta provar que FX e (FX)'

sao equicontinuas.

De fato, dados rq, 5 € [0, R], por (3.3.7) temos
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|(Fu)(r) = (Fu)(r2)| < [(Fu) (n)lro = 7o

< (2BR)7T|ry — 14,

onde 1 € [ry, 73], entao Fu é Lipschitz e a constante Lipschitzana nao depende de u € X.

Por (3.3.4) temos

[(Fu)/(r)]p’1 = =N /Or ﬁtN’I(l + 7|ul|p)dt (3.3.8)

PN (Fu) ()t = /0 BN 4 | P)dt. (3.3.9)

Derivando (3.3.8) em relacao r temos

{{(Fw) (PY =@ =Ny /0 BEVTHL Al P)dt + B(L+ ] [P)

{[(Fu) (MY = (N = 1)r /0 BENTHL + Al P)dt + B(L + y|u ).
Entao
{{(Fu) (=1} | < 26N.
Agora,

[(Fu) ()=t = [(Fu) (r2) P71 < [{IEw) ()P~ [y = 7,

S 2ﬁN|T1—T’2|7

(3.3.10)
onde n € [ry, 7).
Definimos

P, (1) =771

Entao (3.3.10) fica

1B, ((Fu) (1)) — ®p((Fu) (r2))] < 28N|ry — 7.

Agora,
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[((Fu) (r1) = (Fu) (ra)] = [(2) 7 [@p((Fu) (r))] = (D) [@p((Fu) (72))]
< (@) [ @p((Fu) (1)) = Dp((Fu) (72))]

max,eo205) |[(Pp) '] (1) |28N |1 — ral.

IN

onde 1 € [min{®,((Fu) (1)), ®,((Fu) (r2))}, max{®,((Fu) (1)), ®,((Fu) (12))}]. Entio
(Fu)" é Lipschitz e a constante Lipschitzana nao depende de u € X. Portanto FX e
(FX)' sdo equicontinuas.

Pelo Teorema de ponto fixo de Schauder [8], existe uma funcio u € X tal que (3.3.2) vale.

(IT) p > 2. Para cada € > 0 consideramos um problema de perturbacao

(PN e [ (r)[P2u () = BV Ayl (r)P) 0 <r <R,

(3.3.11)
w(0)=0, u(R)=1
Definimos @, . : R — R por
D, (7)== e + |T|P T
e F,: X X
como
R s ,
(Fu)(r)=1-— / (<I>p7€)_1(31_N/ BN + y|u [P)dt)ds. (3.3.12)
r 0
Isto é
™ (Few) (r) + VT (Few) () P72 (Few) (r) = / BV ] [7) dt
0

Observamos que (F.u)" > 0. Note que

/

er™ T (Fu)

(r) + Y (Fo) () = /0 BNTHL 4 Al Pt

e(Feu) (r) + [(Fu) ()" < /0 B(L A+l [?)dt,

A

[(Fu) () =0,
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Entdo F.u = 0. Anélogo, por (3.3.5) temos (F.u)' (0) = 0.

Por um lado,

(@) (Fa)) <1, () = (Fa)(r) < [0 [0000 sfu Py

r

Entao

—1_»
—@28)7 T =Ry < (Fa)(r) < 1.
p
Por outro lado,

(Feu) (r)[e + (Fau) (r)"™*] < 28R

(Fow) (r) < (2BR)7T.

Entao FGX c X.

Para provar (i), resta provar F. : X — X é continua. Dado uma sequéncia {u,} C X tal

que u, — uy € X. Pela definicio da norma do X temos

" Jug).

!’
|

Por (3.3.12) temos que

| Fetn| = | Feuo|

/

(Fun) () = () (1N / B ) de).

Logo

[(Feun)'| = |(Feuo)'|

Agora, vamos provar (ii). Note que F.X e (F.X) sao limitados e (F.u) é Lipschitz e a

constante Lipschitzana nao depende de u € X.

Por (3.3.12) temos
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/

@, ((Fu) (r)=r"" /07” BN LA + | |P)dt. (3.3.13)

Derivando (3.3.13) em relagao r temos

[@p.c(Feu) ()] = (L= N)yr™™ /0 BN+ A [P)dt + B(1+ ylu[?)

[@p.c((Few) (r)]] < (N = 1)V /0 BT 4yl [P)dt + B(1 4 | P).
Entao
][<I>p75((F€u),(7’))]/| < 2BN.

Agora, dados ry, o € [0, R] temos

[(Few)' (1) = (Feu) (r2)] = |92 [@pe((Few) (r1)] = (Ppe) [ @pe((Fer) (r2))]]
< @ )Py (Feu)' (r1)) = Ppe((Feu) (r2))]

[@,.¢] (1)126Nr1 = 1s.

IN

max 1
1€[0,28R+€(28R) P~ 1]

onde € [min{®,((Few) (1)), Dpe((Fer) (r2))}, max{@,.o((Few) (1)), Pp.e((Feu) (r2))}].
Entéo (F.u)' é Lipschitz e a constante Lipschitzana nio depende de u € X. (ii) ficou
provado.

Pelo Teorema de ponto fixo de Schauder [8], existe uma fungao u € X tal que

N () + N ()P () = / BV + A ful Pt
0

Como ' (r) ¢é limitado em [0, R], passando ¢ — 0 temos (3.3.2).

Final, afirmamos que u é uma solugao de (3.3.1) no sentido das distribuigoes. A idéia da
demonstracao é baseada de Alves, Gongalves e Santos [1]

Por (3.3.2) temos

u(r) = rlp_—jlv(/r BN + 7|ul|p)dt)ﬁ.

0
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Para r > 0, temos

2—N—p

u'(r) = = G (L (OO

(1=N)(2-p) ' . , 2.p
+ S (L ) (fy BV 4 Al ) de) e

Entao u € C''([0, R]) N C?*((0, R]) satisfazendo

(rN = ()P () = BrN T (L yfu (1)]P) 0 <1 < R,
(3.3.14)

no sentido cldssica.
Logo u satisfaz
Apu = [B(1+~v|VulP) em Br — {0},
(3.3.15)
u=1 quando |z| = R,
no sentido cléassica.

Dada uma fungao ¢ € C3°(Bgr — {0}) e integrando, temos

/ |VulP2VuVedr + B(1 + ~v|VulP)pdx = 0.
Br

Bpgr

Considere a funcao n € C®°(Bg) tal que 0 <7 < 1, n(z) = 0se |z] < 1len(x) =1 se
|x| > 2.
Tome € > 0 e considere a fungao ¢.(x) = n(z/e). Se ¢ € C(Bgr) entdo .¢ € C§°(Bgr —

{0}). Trocando ¢ por esta fungao temos

/ |VulP2VuV ¢pedr+ / IVulP 2 VugpVipdr+ | B(1+7|Vul?)dbdr = 0. (3.3.16)
Bgr Br

Br

Fazendo ¢ — 0, vamos provar

/ |VulP2VuV ¢ dr — |VulP2VuVedr, (3.3.17)
Br

Bgr
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/ |VulP~2VupVip.dr — 0, (3.3.18)
Br

B(1 + | Vul?)pypdx — B(1 +~v|Vu|P)pdz. (3.3.19)

Br Br

De fato, (3.3.17) e (3.3.19) segue como aplicacao direta do Teorema de Lebesgue. Retornando
a (3.3.18) e usando a desigualdade de Hdder, temos

p—1

[ IVup2Vuevida) < O / Vuldz) 5 ( / Ve Pda)s (3.3.20)
Br Br Br

onde C' é uma constante positiva. Sejam z := /e e n(2) := 1. (x(2)), dai

o _ o
aZj N @xj
e
[Vnl? = V[,
Logo
(/| ]V¢€|pdx)% < C’l(/l \Vn|pdz)%e¥ — 0 quando € — 0,
z|<2e z|<2

e portanto (3.3.18) vale. Fazendo ¢ — 0 em (3.3.16) obtemos uma soluc¢@o no sentido das

distribuigoes de (3.3.1).

Para construir a subsolucao precisamos o proximo lema importante.

Lema 3.5. Sejam Q C RY um dominio limitado € R := sup,.q |z|. Suponhamos que
a:Q —[0,00), f,g:[0,00) — [0,00) sdo funcées continuas. Entdo existe uma fungdo

H : [0,00) — [0,00) continua ndo decrescente tal que H(0) =0, H(t) >0t >0 e

a(x) f(n) + Ag(n)[¢]” < H(n)(1 + Ag[C]?),

onde z € Q, n€0,00), CERY, 0< o <peAg=2H(1)R) 77 para cada 0 < X\ < Ap.
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Demonstracao. Seja a := maxg a, afirmamos que existe uma constante positiva Ag tal

que
Ar = {2[(a+ Ag + 1)(f(1) + g(1) + L(1)) + 1]R} »- (3.3.21)
Ar 2% 00, Ay 00, (3.3.22)

onde L é a funcao dada no Lema 2.3.

De fato, (3.3.21) é equivalente a

D p

Ar{2[(@a+Ar+1)(f(1)+9(1) + L(1)) + 1]} = R 1. (3.3.23)

Definimos

F(Ap) = Ap{2[(a+ Mg+ 1)(f(1) + g(1) + L(1)) + 1]}#7 — R7#77.

Observamos que F' é crescente e

F(0)=—R 51 <0,

F(Ag) > 0 para Ag grande.

Entao para cada R > 0 existe unico A > 0 tal que

F(AR) = 0,
donde vale (3.3.23) e ficou provado a afirmacao.

Agora definimos
H(t) = (@ + Ar + 1)(f(t) + g(t) + L(t)) + t2. (3.3.24)

Note que



52

p

(i) Ap = (H(1)R) "7,

(77) H é uma fungao continua nao decrescente e satisfaz H(0) =0 e H(¢) > 0 ¢ > 0.

Para concluir a demonstragao, para cada A € [0, Ag|, faremos em dois casos:

(i) se [¢] <1,

a(x) f(n) + Ag(n)[¢|”

IN

a(z)f(n) + Ag(n)
< @+ Ar+1)(f(n) + g(n) + L(n) + n*](1 + Agr|C|P)

= H(n)(1 + Ag[CIP),

(ii) se |¢] > 1,

a(x) f(n) + Ag(n)[¢|”

IN

a(x) f(n) + Ag(n)[¢]P
< [(@a+Ar+1)(f(n) +g(n) + L(n)) +n°](1 + Ar|C|P)

= H(n)(1 + Ag[CIP).

Ficou provado o lema 3.5.

Para cada nimero inteiro k£ > 1 consideramos o problema quasilinear

Apu = a(x)f(u) + Ag(u)|Vul” em Q,
(3.3.25)
u>0 em Q, u(x)=*k em 09,

onde A € [0, Ag] e Ar é dado em Lema 3.5. Precisamos o préximo lema.
Lema 3.6. Sejam p € (1,N) e o € [0,p]. Suponhamos que a : Q — [0,00) e f,g :

[0,00) — [0, 00) sdo fungdes continuas tais que f(0) = g(0) = 0. Entdo existeu € C1*(Q)

(0 < v < 1) satisfazendo (3.3.25) no sentido das distribui¢oes para cada k.
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Demonstracgao. Note que

I
Il
ol

¢ supersolugao de (3.3.25).

Tomamos em (3.3.1) 8 = H(1) > 0, para cada A € [0, (26R)7ﬁ] uma vez por Lema 3.4

temos uma funcao upr satisfaz

ApuR :H(l)(1+AR|VU,R|p) em Q,
(3.3.26)

~(20)7TEIRFT <up(r) <1 em Q

onde H e Ag s@o dados do Lema 3.5. Pelo Lema 3.5, entao ug é sub solugao de (3.3.25).

Pelo Principio de Comparagao (cf. Teorema A.2) temos
UR S ﬂ’?

pelo Teorema de sub e supersolugoes (cf. Teorema A.l), o problema (3.3.25) possui
uma solugao u € W'?(Q) e ug < u < @ = k. Pela C'-regularidade (cf. Teorema A.3),
u € C(Q). Como u € C1(Q), |Vul é limitado. Logo

Apu = a(a)f(u) + Ag(w)|Vul
< H(u)(1+ Ag|Vul?)

< CH(u).

Usando f(0) = ¢g(0) = 0 temos H(0) = 0. Entao

Apu < CH(u) em €,

A,0=0> CH(0) em €,

u>0 em 0f,

pelo Teorema A.2 temos u > 0 em ().
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3.4 Resultado Principal no Caso de Coeficiente
Positivo do Termo Convectivo

Afirmamos que existe uma sequéncia monétonas {uz} C C1(2) satisfazendo (no

sentido das distribuigoes)

Apu = a(x)f(u) + Ag(uw)|Vu|” em Q,

(3.4.1)
u>0 emQ, u(z)=Fk em 0.
A ideia ¢ baseada de Lair, Proano & Wood [26].
Consideramos o problema
A0 = a(x)h(d) em €,
(3.4.2)

>0 emf, i(z) 299 0,
onde h é a funcao real nao negativa e nao decrescente satisfazendo a condicao de Keller-
Osserman. Pelo Lema 2.1, (3.4.2) possui uma solugao § € C1().
Tomando & = 1 no Lema 3.6, entdo existe uma funcio u; € C'Y(Q) v € (0,1)
satisfazendo (3.3.25) no sentido das distribuigoes.

Pelo Teorema A.2 temos
Uy S 0.

Consideremos u = u; e @ = d como sub e supersolucoes do problema

Apu = a(x)f(u) + Ag(uw)|Vul” em Q,
(3.4.3)
u>0 em Q, wu(x)=2 em S

Pelo Teorema A.1, (3.4.3) possui uma solugao uy € WP(Q) e uy < uy < 6, pela C1-

regularidade (cf. Teorema A.4) temos uy € C1(Q).

A
IN

Construimos indutivamente uy, us, -+ ug fungoes em C*() tais que u; < uy <
uy, < § satisfazendo (3.4.1) no sentido das distribuigoes.

Consideremos agora u = u, e & = § como sub e supersolugoes do problema
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Apu = a(x)f(u) + Ag(uw)|Vul” em Q,
(3.4.4)
u>0 emQ, u(z)=k+1 em 0.

Pelo Teorema A.1, (3.4.4) possui uma solugio ugy1 € WH(Q) e up, < upy < 6, pela
C'—regularidade (cf. Teorema A.4) temos uzy1 € CH(Q).

Consequentemente, existe uma fungao u € L5, (£2) tal que

ur — u pontualmente em (2,

up < u < 0. (3.4.5)

Seja U um dominio regular tal que U CC (2. Afirmamos que

/U |VulP~2Vu - Vodr + /U[a(x)f(u) + Ag(w)|Vul?|pdx =0, ¢ € C(U). (3.4.6)

De fato, por (3.4.5) e C'—regularidade (cf. Teorema A.4), existe uma constante Cyy > 0

tal que
up < Cy, Yk em U
e
|Vug| < Cy, Yk em U.
Entao

Vu, — Vu pontualmente.

Por (3.4.1) temos

/U |Vug[P~?Vuy, - Vodr + /U[a(:v)f(uk) + Ag(ug)|[Vug|?lopde = 0, ¢ € C°(U). (3.4.7)

Passando o limite em (3.4.7) e usando Teorema de Lebesgue temos (3.4.6).

Como u € L2 (Q), pela C'—regularidade (cf. Teorema A.4), u € C2¥(Q).

loc loc

. o0 .
Finalmente, vamos provar v ' — oo. De fato, tome (x;) € Q uma sequéncia tal que

x; — x para algum z € 0€). Entao



kE = lim inf ug(z;) < llim inf u(z;), para todo k,

|—o0

z—0
H

mostramos que u(z;) T e u(x) 0.



APENDICE A

Sub e Supersolucoes, Principio de
Comparacio, Cl-regularidade

Neste Apéndice demonstraremos um teorema de sub e supersolugoes usando um
resultado de Boccardo, Murat & Puel [5]. Também demonstraremos o principio de
comparacao. No final, enunciamos dois resultados de C'-regularidade para solucoes fracas
devido Lieberman [27] e DiBenedetto [9]. Os resultados sao usados frequentemente no

nosso trabalho.

A.1 Sub e Supersolucoes

Consideramos o problema

Apu = &(z,u, Vu), em €,
(A.1.1)
u = p, em OS2,

onde Q C RY é dominio limitado e £ : Q x R x RY é uma funcao Caratheéodory e p é
uma constante positiva.
Agora, definimos:

57



Apéndice A 58

uma fungao v € W1P(Q) é uma solugao do (A.1.1) se
/ |VulP~2Vu - Vo + / E(z,u, Vu)pdr =0, ¢ € WyP(Q),
Q Q
u—peWy(9);
uma funcao u € W?(Q) é uma subsolugao do (A.1.1) se
/ VulP*Vu - Ve + / &z, u, Vu)pdr <0, ¢ € Wy™(Q), ¢ >0,
Q Q
(u—p)* € Wy ();
uma funcao « € W?(Q) é uma supersolugao do (A.1.1) se
[ vapeva-vo+ [ e.n vajods 2 0. 0 € W), 20
Q Q
(- p)” € WiP(Q).

O teorema seguinte é baseado no Teorema 2.1 de Boccardo, Murat & Puel [5].

Teorema A.1. Suponhamos quev, e v, € L*(Q) sao sub e supersolugoes respectivamente

do (A.1.1). Se a funcgio & satisfaz

€z, n, O < e(ln) (X +[¢)F), =€, (A.1.2)

para alguma fungao crescente ¢ : [0,00) — [0,00). Entao (A.1.1) possui uma solugdo

v, € WHP(Q) tal que v, <, < Uy

Demonstragao. Tome u = v — p em {2, temos

Ay = Apu,

€(ZE,U,VU) = f(x,u +p,V(u + IO))
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Assim, o problema (A.1.1) fica

Apu=¢(z,u+p,V(utp)), emQ
(A.1.3)
u e WyP(Q) N L=(Q).

Como v e T sdo sub e supersolugoes do problema (A.1.1), temos

Aplu—p) = Ap
> &(z,v, Vo)

= &x,u—p+p,V(—p+p)

AU —p) = A
< &(z,7, VD)

= 5($,5—p+p,V(g—p+p))-

Entao v — p e T — p sao sub e supersolugoes de (A.1.3) e v — p < T — p. Pelo teorema 2.1

do [5], o problema (A.1.3) possui uma solucio u € W, 7(Q) N L=(Q) satisfazendo

IS
|
B
IA
IS
IA
<
|
>

e temos
v=u+pe W"P(Q)NL®Q)

é uma solugao de (A.1.1) ev <v < 7.
Pela C*-regularidade de Lieberman [4] temos também v € C¥(Q), para algum v €

(0,1).
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A.2 Principio de Comparacao

O lema seguinte pode ser encontrado em Simom [37] e serd ultilizado no préximo

resultado.

Lema A.1. Seja p > 1. Existe uma constante ¢, > 0 tal que, para todo sy, sy € RY,

cplsa — s1|P, sep>2,

(’32|p_252 - |51|p_281, Sy — 1) >
|s2—s1P

Pl s e S€P =2

onde (,) € o produto interno usual em RY.

Agora demonstramos um resultado que serd ultilizada na demonstracao do Principio

de Comparagao.

Proposigao A.1. Sejam u, v € WP(Q), onde p > 1, entao

e Jo IV (u—0)Pdz,  sep>2,

/(|Vu|p_2Vu — |VuP2V) - V(u —v)dx >
Q c (Jo |V (u—v)|Pdz)

P Ja(Vul+IVol)rdz) 7

N S
|

sep < 2.

Db

Demonstracgao. Dividiremos a prova em dois casos:
Caso p > 2: Neste caso, o resultado é uma aplicacao imediata do lema acima.

Caso p < 2: Usando desigualdade de Hoder temos que

p(p—2)

_ p p(p—2
/QW(“_”W"T N /sz(!v|!viu!vvw))’(|VUI+|Vv|) 2 g
u v 2

O [ S
< (| o oo (Vul+[9elyas)

Entao, usando o lema acima, temos que
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(Jo V(= v)Pda)r / V(u— )
o

([, (IVu| + [Volrd) 5" [Vul + [Vo|)p=2

1
— [ (|VuP2Vu — |[Vo[P2Vv) - V(u — v)dz,
Cp Ja

IN

dai segue o resultado.
O

Teorema A.2. (Principio de Comparacao) Seja G : QxR — R uma fung¢ao continua

e nao decrescente em relagao com sequnda varidvel. Sejam u, v € WP(Q) satisfazendo

/|Vu|p_2Vqu0dx+/G(x,u)godxSO
Q Q

/ |Vv|p_2VvV<pdx+/G(:v,v)<pdx >0
Q Q

para todo ¢ € Wol’p(Q) nao negativa. Entdao, u < v em 02 implica u < v em €.

Demonstracao Tomamos ¢ = (v —v)* > 0 e temos

/Q IVulP?Vu V(u—v)" = [, |Vv[P2VoV(u—v)Tde <

Jo Gz, u)(u—v)t — [ G(z,v)(u—v)Tdr.

/> (|VulP2Vu — |[VoP2Vo) - V(u —v)dr < /> (G(x,u) — G(z,v))(u —v)dz

< 0.

Por outro lado, usando a proposicao acima temos

p [ oy IV(u—0)Pdz,  sep>2,
/ (|VulP2Vu — |[Vo|P2Vo) - V(u — v)dz >
u>v

(Jsy IV ()| dr)
—P

P (./;ZU(|VU|+|VU|)pda;)T

LS ST

sep < 2.
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Entao
V(u—v)t=0.
Logo
(u—v)" =0,
isto é

u < vem ).

A.3 ('-regularidade

Enuciamos agora dois resultados de C'-regularidade que pode ser encontrado em [27] e

em [9].

Teorema A.3. Sejam o, A, My constantes positivas com a < 1 e seja ¥ uma constante

nao-negativa. Suponhamos que Q é um dominio limitado em RN com 0Q de C1% e vale

[§(2,n, Q) < AL+ [¢]7)

para todo (z,n,() € 0N x [—My, Mg] x RN. Se p < U e u é uma solugdo fraca limitada
de (A.1.1), entdo existe uma constante positiva 3 = B(a, A, p,N) tal que u € CP(Q) e

|u|1,ﬁ S C(Oé, A>p7 M07 N7 \I/, Q)

Teorema A.4. Seja A uma constante positiva. Suponhamos que 2 € um dominio limitado

em RY e vale

[€(x,m, Q) < A1+ ¢]7)
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para todo (z,n,() € A x R x RN. Se uw € WhP(Q) N L>*(Q) é uma solucao fraca de

Apu = E&(z,u, Vu), em Q,

entdo para cada subdominio D CC () existe constantes positivas o e C' dependendo

A, p, N, |t|oo, D tais que u € CP(D) e

|U|17a S C



APENDICE B

Solucoes Tipo Ground State

Neste Apéendice demonstraremos um resultado técnico.

Demonstracao da obervagao 0.2(a). Se a satisfaz (0.0.20), entao

o0 r . .
= / (TI—N/ tN—lM(Z(t)dt)Tildr _ / (tl—N/ SN—IMG(S)d8>Tildt
0 0 0 o

¢ uma solugao radialmente simétrica do problema

—Aplf) = Ma(|x|)7 em ]RN,
(B.0.1)
w >0, emRY () e,

Novamente por (0.0.20) temos

/ 1N/tNl dtpldr<oo

onde mq(r) = minjg|—, a(z).

Logo, w definida por

T t
/ 1N/tN1 dtpldr—/(th/le o(s)ds)ridt
0 0
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¢ uma solucao radialmente simétrica do problema

_pr = mg(|z|), em RNa

(B.0.2)
w>0, emRY, w(z) 1=
Afirmamos que
w < w em [0, 00).
Consideremos uma sequéncia de problemas
—Apw; = mq(|z]), em B,
(B.0.3)

w; >0, em By, wi(x) =0 em 0B,.

onde B; C RY é uma bola de centro na origem e raio i.

Note que

¢ solucao de (B.0.3).

Além disso,
w; < wem B;,
w; < w em By,
i
w; — w.
Agora, fixamos ¢ € N e consideremos o problema

—Ayw' = a(z), em B,
(B.0.4)
w' >0, em B;, w'(z)=0 em JB,.
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Observamos que (B.0.4) possui uma subsolugdo w; € C'(B;) e uma supersolucio w €
CY(B;), além disso, w; < w. Pelo teorema de sub e supersolucoes e regularidade [27], o

problema (B.0.4) possui uma solugao w' € C'(B;), v € (0,1) e w; < w' < w.

Para cada 7 > ¢ nimero inteiro, definimos

wh(x) = wj(z)

B;, para todo x € B;.

Temos que wj- ¢é limitada, entao existe uma subsequéncia que denotamos ainda como wj-

converge para wy;-

Assim temos

1.1 1 C*(B1)

Wy, Wz, Wy, Wo1,
2 92 9 C*(By)

Wz, Wy, Wg, Wo2,
3 3 3 C1(Bs)

Wy, Wy, Weg, Wos,

Definimos
w(z) = wy(z), Vo€ B;.

Tomando a subsequéncia diagonal {wi,}, temos

wh, — w em CH(RY)

Portanto w < w < w em RY, isto é
w(z) )

e w € CH(RYN) ¢ solucao de ((0.0.18)).
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