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Resumo

Recentemente, novos métodos que otimizam o calculo de amplitudes de espalhamento em
teorias de calibre nao abeliano, em particular QCD, tem recebido atencao na literatura
e tem sido alvo de extensiva pesquisa. Dentre os topicos de interesse se destacam as
amplitudes de méxima violagao de helicidade (MHYV), relacionadas a espalhamentos
envolvendo bésons de calibre onde esses bésons nao tem todos a mesma helicidade. O
calculo das amplitudes MHV se baseia na notacao dos twistors e, em geral, ¢ muito
mais simples que o cédlculo das amplitudes de Feynman usuais, permitindo-nos trabalhar
com processos mais complexos usando a mesma capacidade computacional. O algoritmo
BCFW nos permite reduzir amplitudes onde nao ha a maxima violagao de helicidade a
produtos de amplitudes MHV, simplificando entao o calculo de processos mais complexos.

O objetivo desta dissertacao é revisar toda essa tecnologia usada em QCD, de maneira

a permitir ao leitor a aplicacao imediata dos métodos, numa linguagem de facil leitura.



Abstract

Recently, new methods that optimize the evaluation of scattering amplitudes in non
abelian gauge theories, in particular QCD, have received attention in the literature and
are object to extensive research. Amongst the topics of interest the maximum helicity
violation (MHV) amplitudes stand out, related to gauge boson scattering in which not
all bosons have the same helicity. The calculation of MHV amplitudes is based in twistor
notation and is in general much simpler than the usual Feynman amplitudes, allowing us
to work with more complex processes with the same computational force. The BCFW
algorithm allows us to reduce amplitude that are not MHV amplitudes to products of
MHYV amplitudes, simplifying then the calculation of even more complex processes.
The goal of this work is to review all this technology used in QCD, so that the reader

is able to apply those methods immediately, in a easy to read language.
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Capitulo 1

Introducao

O Modelo Padrao das particulas elementares descreve as interagoes fortes pela dinamica
da carga de cor, regida pelo grupo SU(3). Tal interacao age nos quarks, que vivem
na representagao fundamental do grupo SU(3). O nome Cromodinamica Quantica foi
dado devido a essa representacao de cor, pois tem-se trés tipos de carga, nomeadas
de acordo com as trés cores basicas. A QCD é famosa por exibir duas propriedades
peculiares: o confinamento e a liberdade assintética. Confinamento significa que quarks
isolados nao sao observaveis, uma vez que estados fisico sao singletos de cor. A liberdade
assintdtica diz que a constante de acoplamento ageop € proporcional a %, onde ) é a
escala de energia; isso dificulta a implementacao de técnicas perturbativas na regiao do
infravermelho, @ — 0.

Desde a construcao do LHC, surgiu a necessidade de se calcular processos de espalha-
mento de hadrons com um grande nimero de particulas, para que possamos comparar
teoria e experimento com eficiéncia. Contudo, devido ao carater nao linear das teorias de
calibre nao abeliano, o niimero de diagramas a serem calculados cresce mais rapido que
n!, para um espalhamento de n gluons []. Para resolver tal problema, novos métodos fo-
ram desenvolvidos para que se possa calcular as amplitudes de espalhamento dos bdsons

de calibre.



As amplitudes de maxima violacao de helicidade (MHYV), foram propostas por Parke
e Taylor em [14] e demonstradas posteriormente por Berends e Giele em [12]. A idéia é
que a amplitude de espalhamento na qual todos os constituintes tem a mesma helicidade
¢é nula; as primeiras amplitudes nao nulas sao aquelas onde a diferenca entre o niimero de
particulas com uma helicidade, e com a outra, é méximo. A férmula de Parke e Taylor
nos permite encontrar, imediatamente, todas as amplitudes em nivel de arvore com até
cinco pernas externas.

Para poder calcular processos mais complexos, Britto, Feng, Cachazo e Witten pro-
puseram um algoritmo que, através de uma continuacao analitica dos momentos das
particulas, nos permite tratar amplitudes mais complexas [20]. O caminho seguido aqui
é o usado por Cachazo, Svréek [17] e Witten [16].

Esse review foi pensado como um guia de estudo para o aluno de pés graduacao inte-
ressado em fisica de altas energias. Com isso em mente, todos os calculos foram cuidado-
samente expressos, além dos pré-requisitos necessarios estarem, salvo excecao, contidos
nas segoes anteriores. A linha seguida é um meio termo entre os trabalhos similares ja
existentes, possibilitando que o tedrico possa ter uma visao aplicada do formalismo, e
ao mesmo tempo mostrando a estrutura por tras de tudo para o fenomenologista.

A organizagao do trabalho é a seguinte: No Capitulo 2 define-se o que é um campo
de calibre, dado um grupo; apds uma breve preliminar com o campo escalar estuda-se o
campo de Yang-Mills simétrico sob o SU(2). Depois constrdi-se o formalismo dos campos
de calibre de maneira geométrica, de modo a poder generaliza-lo para campos simétricos
sob qualquer grupo de Lie, na linha de [5]. O Capitulo 3 trata das representacoes do
grupo de Lorentz, partindo de objetos conhecidos até a introducao das representacoes
espinoriais. Discutem-se as caracteristicas dos espinores a fundo. O Capitulo 4 trata
da equacao de Dirac, equacao de movimento dos campos de spin % Encontram-se as

solucoes tipo onda plana, e a partir delas estudam-se as caracteristicas dos espinores

enquanto solucoes para a eq. de Dirac. Assume-se trabalhar com férmions sem massa,



e introduz-se a notagao dos twistors, que facilita o procedimento com espinores nao
massivos. Muita atencéo é dada as propriedades dos twistors. Ambos os capitulos 3 e 4
seguem o estilo de [1]. O Capitulo 5 introduz os métodos almejados, fazendo-se exemplos.
Alguns processos de QED sao calculados, antes de partir-se para QCD. Descreve-se a
ordenacao de cor, que consiste em separar a informacao relativa ao grupo de simetria
da informagao cinética nas amplitudes, tornando o calculo mais enxuto. Descrevem-
se as amplitudes de maxima violacao de helicidade para o processo de espalhamento
entre quark-antiquark-gluons e para o espalhamento entre gluons. Por fim, o algoritmo
BCFW ¢ descrito com o intuito de reduzir amplitudes que nao sdo resolvidas usando
as expressoes encontradas anteriormente a objetos dentro do nosso escopo. O algoritmo
também ¢é usado para demonstrar a expressao das amplitudes MHV. A organizacao do

Capitulo 5 é a mesma de [9], com passagens inspiradas em [8].



Capitulo 2

O Campo de Yang-Mills

2.1 O Campo Escalar.

Nosso ponto de partida é um campo escalar do tipo ¢(z#), uma generalizacao da fungao
horaria de uma particula x(t), agora com dependéncia nas quatro coordenadas z# =
(20, 2%, 22, 23) do espaco de Minkowski. O espaco estd dotado da métrica n“¥, com

assinatura (—, +,+, +). O campo satisfaz a equacao de Klein-Gordon
(04 m?)¢ = 0. (2.1.1)

Pode-se checar diretamente que a Lagrangiana que produz tal equagao é

£ = L0.0)(0"0) ~ T (212)

Caso o campo tenha duas componentes ¢; e ¢2, dizemos que o campo é escalar e com-

plexo. Em retrospecto, o campo escalar de uma componente é chamado de campo escalar



real. Podemos escrever

_ 1+ i

, 2.1.3
¢ 7 (2.1.3)
Em analogia com a Lagrangiana do campo escalar real, temos
1 e m?
L= 5(0,0)(0"0") ~ 269" (2.1.4)

Esta Lagrangiana satisfaz as condigOes exigidas, como as equacoes de Klein-Gordon para
cada componente; ela também é real, isto é, invariante sob conjugacao complexa.
E interessante notar que ha uma simetria que nao estava presente no caso real.

Quando feita a transformacao

¢ — e g, (2.1.5)

Y]
Q" — e,

nao se altera a forma da Lagrangiana, e consequentemente, das equagoes de movimento.
Esse tipo de transformagao é chamada de transformacao de calibre, uma vez que se pode
alterar o campo - calibra-lo - para um valor conveniente sem alterar a fisica. Devido ao
fator €2 ser constante, temos covariancia, isto é o campo e sua derivada se transformam

da mesma maneira; isso pode ser visto diretamente das transformacoes infinitesimais:

56 = —iQg, (2.1.6)

69" =129,
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e para as derivadas,

6(0p¢) = —i2Iug), (2.1.7)
5(8u¢*) = i9(8u¢*)-

Podemos representar o campo escalar complexo de uma forma muito interessante,
valendo-nos de geometria. Inspirados pela representacao de niimeros complexos no plano
de Argand-Gauss, podemos escrever as componentes do campo como componentes de

um vetor no plano:

¢ = id1 + joo. (2.1.8)

Nessa forma, usamos produtos escalares para construir a Lagrangiana

1 - - m -

2
L=5(0u0) (0"6) — 6 0. (2.1.9)

0

Se usarmos agora a relacao de Euler, e = cosf + isinf, podemos escrever a trans-

formagao de calibre de maneira também geométrica

O+ idh = e Py + i) = (cos Q — isinQ)(p1 + i), (2.1.10)

P —idhy = ™} (p1 — ipy) = (cos Q4+ isin Q) (¢ — ig),
ou seja,

@) = p1cos Q + gasinQ, (2.1.11)

¢ = —d1 sin Q + ¢g cos Q.

Assim fica clara uma vantagem conceitual de representar o campo escalar complexo

11



como um vetor no plano: pode-se encarar as transformacoes de calibre como rotagoes.
Tais rotagoes misturam as componentes do campo entre si, nao surtindo nenhum efeito
fisico; temos, com efeito, uma transformagao interna.

Essa formulagao do problema é possivel uma vez que as rotacoes no plano sao geradas
pelo grupo SO(2), e as transformagoes de calibre (2.1.11) com as quais trabalhamos até
agora sao elementos do U(1); esses grupos sao isomérficos. O mapa entre os dois grupos
¢é justamente a representacao da fungao exponencial complexa como a soma de funcoes
trigonométricas.

Por fim, nota-se que o parametro da transformacao de calibre é constante.

Seria interessante estudar o caso no qual o pardmetro depende das coordenadas do

espago-tempo também. Nesse caso temos

¢ — ¢ — 8o, (2.1.12)
e
O — O — i(0u2)d — iU0u), (2.1.13)

5(Du) = ~i(0,2) — i(D,0).

Podemos tomar o complexo conjugado para encontrar a variacao de ¢* e 9,¢*. De-
vido ao termo extra na expressao de d,¢ e 0,¢", com a derivada do pardmetro de trans-
formacao, dizemos que a derivada do campo nao se transforma covariantemente, isto é,
da mesma maneira que o campo em si. Uma consequéncia disso é que a Lagrangiana

nao mais é invariante sob as transformacoes de calibre, a saber

12



6L = 5((8,0)(8"67) ) — m26(96") (2.1.14)
= 6(0,0)(9"6") + (0,0)5(0" ")

= (= 10,200 = 29,9) ) (0"6") + (9,0) ( — (9" Q)" — iQ(0""))
= (0u02)(—igp0" 9" +ig" 0" )
= (0,)J"
onde JH = —igpdFop* +ip*0F ¢ é a corrente associada a transformacao do U(1). Note que

a variag ao do termo de massa é nula, §(¢¢*) = §(¢)d* + Ppd(¢*) = —iQ(Pd* — d¢™) =0
Para recuperar a invariancia de calibre, adicionamos a Lagrangiana o termo
L1 = —ie(¢p*0" ¢ — p0!'p™) Ay, (2.1.15)

dependente do quadrivetor A,, chamado de potencial de calibre. Ele se acopla com o
termo sobrante da Lagrangiana de modo a garantir a simetria. O fator e é uma constante

de acoplamento. O potencial A, se transforma segundo

1
Ay = Au+ -0, (2.1.16)

tal que

5Ly = —e(8.J")A, — eJ"(5A,) (2.1.17)

—e(6J") A, — JFD,0.

13



Uma vez cancelado o termo extra da variagao de £ com o segundo termo da variacao de

L1, precisamos cancelar o primeiro, —e(6J")A, = —e(2¢*¢p0")A,. Adicionemos entao
Lo =e*A A g o (2.1.18)
com
SLy = 2% A, (SAM)¢* ¢ (2.1.19)
= 2eA,(0"Q)p" ¢

De modo que a Lagrangiana total £ + £; 4+ L2 é invariante por transformagoes de
calibre. Um outro termo que podemos adicionar a Lagrangiana, dessa vez sem perder a

simetria de calibre, é

1
Ly=—-F"F,

1 s (2.1.20)

onde F,, = d,A, — 0,A,. A comutagao das derivadas parciais garante a invariancia de

L4, entao trata-se de um termo permitido. Temos, finalmente,

L = (0,0)(0"¢*) — m*¢p¢* —ie(¢* "¢ — pO*¢*) A, + 2 A AP * ¢ — %F“”FW (2.1.21)
= (Dt + e Aud) (" — ieA'S") — 66" — L FIE,

* * 1 v
= (D#¢)(DM¢ ) - m2¢¢ - ZFM F/u/-
Aqui introduzimos a derivada covariante, D, = 0, + ieA,, que substitui J, na

14



Lagrangiana fazendo com que a derivada (covariante) do campo se transforme da mesma

maneira que o campo:

§(Dup) = 8(0,9) +ie(5A,)p + ieA, (5p) (2.1.22)
= —iQ(Ou + ieA,0)

= —iQU(Dyo).

Além disso, vale notar que o tensor F*”, chamado tensor intensidade de campo eletro-
magnético, surgiu naturalmente uma vez introduzido o potencial A,. Dizemos entao que
o campo eletromagnético é invariante sob transformagoes locais do grupo U(1).

Na préxima secao generalizaremos as nocoes aqui discutidas para outros grupos de

simetria.

2.2 A Simetria SU(2) e o Campo de Yang-Mills

Na discussao do campo escalar complexo na segao anterior encaramos a simetria U(1)
de um ponto de vista geométrico, tratando as relacoes entre as componentes do campo
como rotagoes no plano. O proximo passo, seguindo essa linha, é estudar uma simetria

andloga as rotagoes tridimensionais. O campo ¢ tera entao trés componentes

—

¢ = (¢1, P2, 3). (2.2.1)

Uma rotagao misturando essas componentes transformara ¢; da seguinte maneira:

¢; = di — Ve, (2.2.2)

S = =V Preijp, (2.2.3)

15



onde O = {€;} sao angulos de rotagao, e €;jk € um tensor totalmente antissimétrico
definido por €193 = —£132 = 1. E facil ver que tal transformacao é nao abeliana, devido a
antissimetria de €;;;. Vale notar que 0é independente das coordenadas do espagotempo,
transformando todos os pontos de ¢; da mesma forma.
A generalizagdo para o caso com N componentes pode ser feita facilmente.
Gostariamos, contudo, de trabalhar com transformacoes que sdo dependentes das

coordenadas, como fizemos com o campo escalar. Assim,

Q= Q(zM). (2.2.4)

Com tal dependéncia, precisamos adicionar

O = Opdf — aqu¢k€ijk - Qjauﬁbk&'jk, (2.2.5)

00u¢i = —(0, )¢ eijr — V0, eiji. (2.2.6)

Novamente queremos que a derivada do campo se transforme de maneira andloga
ao campo; em outras palavras, covariantemente. O primeiro termo no lado direito de
(2.2.6) deve, entao, ser cancelado. Usamos o mesmo procedimento da secao (2.1), que

também funciona para este caso. Introduzimos uma derivada covariante, definida como
D, ¢; = 0up; + gAﬂ¢k€ijk. (2.2.7)

Aqui deve ser enfatizado que os indices latinos dizem respeito ao espaco interno, que
serao melhor discutidos em breve. Tais indices nao tem nenhuma relacao com os indices
gregos do espagotempo.

O potencial de calibre analogo a A, é AL, cuja estrutura extra é devida a maior com-

plexidade do grupo SU(2) quando comparado com o U(1). A constante de acoplamento

16



g € andloga a carga elétrica e do campo escalar complexo.

A exigéncia da covariancia com a nova derivada é

§(Dpdi) = = (DdM)eijn, (2.2.8)
que para ser satisfeita, precisamos ter
j Ak 1
(SAM = -0 Aueijk + gaugz (2.2.9)

Entao

5(Dyti) = 8(0uthi) + g((5AL) " + AL (56"))eisi (2.2.10)
= —(0,99) ¢ eijr — V0, cijk — 9! VA ume™ e,
+ (0, Y) 9" e — g AL U Pme™ e 1
= — 10, 8% ik — 9! Y Ame™ e 1, — gAiLQléf?mEklmEz’jk.

Agora, se lembrarmos da identidade de Jacobi:

€lmk5kij + €lik€kjm + et = 0, (2.2.11)

€ reescrevermmos

AleCjEkaaE]m‘j + AmBlea?ljkskmi + AiBjClslikaEkjm =0
— AleCjélmkEkij + AiBjClslikSkjm = —AmBZCjaljkgkm,; (2.2.12)

— AleCjé‘lmkEkij + AiB]Cl&TZlké‘jkm = AmBle&‘l]ké‘mki,

17



onde A=Q, B=A,, C = ¢, entao, trocando os indices j e m, temos

— Q"0  Simi — 98" U A i — gAT UG i, (2.2.13)

= —Q"(0,0" + g A" )empi

Obtivemos assim a forma simplificada

8(Dyugi) = = (Dud®)eijin, (2.2.14)

5 = —Vlejp. (2.2.15)

Para definir o tensor intensidade de campo F),, andlogo ao do campos escalar, temos
de lembrar que no presente caso tratamos de um vetor sob SU(2), ou em outras pala-
vras, o tensor terd um indice latino. Dito isso, o tensor intensidade de campo deve se

transformar como o campo e a derivada do campo,

8(Fl) = = (), )eijn- (2.2.16)

O tensor andlogo ao tensor de Faraday, que respeita a exigéncia acima é

Fl, = 0,AL — 0,4, + gAl Aleijy.. (2.2.17)

E intuitivo que temos uma generalizacao da intensidade de campo eletromagnético,
uma vez que o termo extra depende da estrutura do grupo. Se o grupo é o U(1), nao é
necessario utilizar indices internos, e nao haverd termo extra. Seguindo a mesma linha
de raciocinio, nao podemos adicionar termos nao escalares a Lagrangiana, de modo
que todos os indices latinos devem estar contraidos. A contracao dos indices latinos é

equivalente ao trago na representagao correspondente do grupo SU(2).

18



Finalmente, a Lagrangiana que construimos é da forma

1 ) 2 1 . .
L= 5(Dug")(D i) — %W@- — 1w F (2.2.18)

Vejamos agora as equagoes de movimento. Usando a equagao de Euler-Lagrange:

aifz) =0, <8(86,f4h)> , (2.2.19)
temos que
O Fly, + gAY it = g2l (3,6)9" + 9(Aymdn™™) "), (2.2.20)
ou seja,
DYF}, = g(Dud’ )¢ eiji = g}, (2.2.21)

Usamos no tultimo passo a definicao da derivada covariante, e definimos uma corrente
vetorial JZ.

Apesar de a analogia na qual estivemos insistindo - entre o campo de Yang-Mills e o
eletromagnetismo - ainda valer, devemos ressaltar aqui uma importante diferenca re-
sultante da generalizacdo. Na auséncia de matéria temos ¢' = 0 e consequentemente

JZL = 0. Assim, a equac@o de movimento (2.2.21) fica

D'F}, =0 ou 9'F}, = —gA” F\ e (2.2.22)

A intensidade de campo Fy;,, também age como uma fonte. Este comportamento nao
linear é talvez o primeiro aspecto fenomenolégico a ser mencionado quando contrastamos

o campo de Yang-Mills com o campo eletromagnético. As consequéncias se estendem
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além da quantizacao, com propriedades intrigantes. Trata-se de algo comum a todos os
campos com grupos de calibre nao abelianos, e por isso nos referimos a esses campos
como campos de calibre nao abeliano.

Nota-se que se adicionarmos um termo de massa a Langrangiana, i.e. m2AiAf , a
simetria de calibre se quebraria, uma vez que tal termo nao é invariante sob as trans-
formagodes que definimos para os AL; indicando a presenca de uma campo de calibre sem
massa, como o féton.

H&a uma carga conservada associada a essa simetria de calibre.

As equagtes de movimento contém um fator g, a constante de acoplamento. O ponto

interessante é que a mesma constante aparece na defini¢ao de F};,,, e indica que todos os

v
campos acoplam com a mesma intensidade aos campos de calibre - a excecao daqueles
que nao se acoplam de maneira alguma - temos entao um acoplamento universal. Este
detalhe também é caracteristico das teorias de calibre, uma vez que independentemente

do grupo escolhido havera um acoplamento universal na definicdo da intensidade de

campo.

2.3 A Natureza Geométrica dos Campos de Calibre.

Estamos interessados em estudar o campo de calibre gerado por qualquer grupo de Lie,
e para isso precisamos repensar o nosso formalismo numa maneira mais abstrata. Geo-
metria parece uma boa escolha, ji que estamos interessados em transformacoes que sao
diferentes para cada ponto no espaco. Pode-se dizer que estamos adicionando estrutura
interna ao espagotempo; esta estrutura interna é unicamente dependente do grupo, e
qualquer variacao - variacao interna - nao produz nenhuma variacao fisica no espago-
tempo.

Na ultima secdo escrevemos uma variagdo no campo sob uma transformacao de ca-

libre da seguinte forma
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!

& =0d—0xg, (2.3.1)
ou equivalentemente,
¢ =el"%g. (2.3.2)

A ltima linha é apenas uma maneira mais sofisticada de escrever a anterior. Os gera-
dores 1" sao escolhidos de um modo que garanta a equivaléncia das duas relacées acima.

Quando lidando com o SU(2), temos

(Tz)gk = —isijk, (2.3.3)

onde o indice ¢ rotula qual dos trés geradores esta sendo usado , e os indices j, k rotulam
a entrada da matriz em questao.
Se quisermos lidar com um grupo geral, precisamos nos concentrar nos geradores.

Todo grupo de Lie tem geradores respeitando um conjunto especifico de condigoes:
T3, T;] = CET,, (2.3.4)

onde os colchetes usados sao os colchetes de Lie usuais, e os niimeros Cl-kj sao as constantes
de estrutura da &algebra de Lie correspondente. A existéncia desse produto define a
algebra. No caso do SU(2) temos Cjji, = ig;j;. Sempre que escrevemos (T3)r = Cij,
dizemos que estamos na representacao adjunta.

Passemos agora para uma discussao que nos é familiar. Se fizermos uma trans-
formacgao de calibre em um campo, queremos estudar a transformacao da derivada do

campo. Assim,
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¢ =T UGl = [(z¥)¢/, (2.3.5)

0ud”" = (0u1 (")) + I(2") 0’ (2.3.6)

A explicagao geométrica para essa nao covariancia se dé por termos eixos de coordenadas
diferentes ponto a ponto. O resultado é que quando comparamos ¢(z” +dx”) com ¢(z")
na definicdo de diferenciagdo, nds estamos cometendo um erro; estamos comparando
funcoes em dois sistemas de coordenadas diferentes.

A saida é transportar a fungao ¢(z") paralelamente ao ponto z” + dz¥, e comparar

@(x¥) com o valor que teria caso os eixos fossem todos no mesmo sistema de coordenadas.

y(x + dx) = y(x) + dy(x)

dox x+dx

X
y(x)

Figura 2.1: Eixos de coordenadas diferentes ponto a ponto. Fonte: [5].

x+dx

y(x)+ dy(x)
X
w(x)

Figura 2.2: Eixos de coordenadas iguais. Fonte: [5].

Se defirnirmos agora §¢ como a variacao em ¢ em razao do transporte paralelo; e d¢

a variagao usual, fazendo a diferenca de ¢ em ambos os pontos, nos resta indagar qual é
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a dependéncia de §¢. Assumindo que trata-se de algo proporcional a ¢, dz* e ao campo

de calibre AZL, temos

5¢ = igTj Al dato. (2.3.7)

O fator constante g aqui serve apenas como ajuste dimensional, enquanto 7} ainda ¢
um gerador do grupo, A{L também pode ser interpretado - num ponto de vista geométrico
- como uma medida de quanto os eixos diferem de ponto a ponto. Essas quantidades
terao interpretacoes diferentes quando adicionarmos interpretacao fisica. Agora, com
duas variacoes possiveis de ¢ em maos, tomamos a diferenca entre ambas para obter

uma derivada covariante:

Do = (¢ +dp) — (¢ +0¢) = dp — ¢, (2.3.8)

= d¢ — igT; Al dat'¢ |

portanto,

D¢ o

Definindo assim de maneira definitiva a derivada covariante. Pode-se mostrar que ela
reproduz as derivadas utilizadas até entao: trocando 7 = —1 e g = e temos a derivada
acoplada ao campo eletromagnético; trocando (7;)j; = —ie;ji, temos a derivada acoplada
ao campo de Yang-Mills.

Estamos interessados em estudar as propriedades dos objetos recém definidos sob o
grupo de calibre, ou como se diz comumente, sob rotagoes no espaco interno. O campo

¢ e a derivada covariante D, ¢ devem ter o mesmo comportamento, isto é,
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¢ — ¢ =8¢, (2.3.10)

Dyu¢ — D¢/ = SDyo .

Onde S é uma transformacao. O potencial de calibre é vinculado por estas expressoes.

Assim,

(O — igAL)¢' = (9 — igA}) 56 = S(0, — igA,)é, (2.3.11)

Ay Al = §A,571 — ;(8#5)5—1. (2.3.12)
Onde usamos TJAfA = A, por simplicidade, e a lei de transformacao para o potencial de
calibre é uma consequéncia direta de (2.3.10). O termo inomogéneo, contudo, pode ser
problematico. Queremos saber se podemos tomar uma rotacao interna S tal que o A;L
rotacionado seja zero. Se isso for possivel, entao toda a nossa discussao terd sido em vao,
ja que poderemos fazer transformacoes de calibre que nos levem a um potencial nulo.
O teste de tal propriedade ¢é felizmente muito simples. Escolhemos um caminho
fechado - talvez um retangulo ABCD - e transportamos paralelamente o campo ¢ em
torno dele. O efeito do transporte é representativo do efeito do potencial. Primeiro,
tomamos ¢ de A até B, através de um trecho de comprimento Az*, mantendo termos

até segunda ordem em Ax*. Temos,

1
¢p = (1+Az'D, + 5A$“A:L‘”DMD,,)¢A,O. (2.3.13)
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Em seguida, indo de B até C através de uma distancia dx*; e depois de volta a A

c

Ax

Figura 2.3: Caminho fechado

passando por D

1
¢c = (1+d0z"Dy + 55$“5$”D“Dy)¢3 (2.3.14)
1 1
=1 +62"D, + 5595“5:6”DMD,,)(1 + Az'D, + §Ax“Ax”DMD,,)¢A,O

= [1+4 (62" + Aa*)D,, + (%696“536” + dzt Ax” + %Am“Am”)DuDy]qﬁAo.

1
¢p = (1 = Az"D,, + §Ax“A:c”DuDV)¢C (2.3.15)
1
=(1-Az'D,+ 5Aw”Am”D#Dy)[l + (02" + Az*)D,,
1 1
+ (§5x“5x” + ozt AxY + §Ax“A:L‘”)DMDV]¢A7O

1
=[1+62"D, + 55:6“695”DMDV + (0z"' Az” — Azxtéx”)DyDy)dap.

b1 =(1—02"D, + %&U”&EVDuDu)QbD (2.3.16)
= (1 - 62D, + %&c%x”DuDy)[l + 2D,
+ %M“éx”DuDy + (02t Az” — Axt62”) Dy Dylda
= [1+ (6z" Az’ — Axtéx”) D, Dyl ao

= (1 + 6I‘HACCV[D;M DV])qu’O'
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Chegamos a expressao do comutador entre duas derivadas covariantes, que obviamente

dependerd das propriedades do potencial de calibre.

[Dyu. Dy = [0, — igAu, By — igA,) (2.3.17)
= —ig(0u Ay — Oy Ay — ig[ Ay, Av])

= —igF,.

Fuy = 0,4, — 0,4, —ig[A,, A (2.3.18)

A diferenca entre ¢4 e ¢4,1 é proporcional a F,, e a area do retangulo. Se F),,, e
consequentemente A, sao nao nulos entao hd um efeito devido ao transporte paralelo
em torno do caminho fechado. Pode-se mostrar que o tensor intensidade de campo F},,

se transforma, sob rotacoes internas, como

Fu — F),, = SF,,57". (2.3.19)

Isso significa que Fj,, nao pode ser levado a zero - ou é zero em todos os calibres, ou
diferente de zero em todos. Além disso, nossa discussao nao foi em vao, ja que havera

um efeito fisico devido ao potencial.
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Capitulo 3

Representacoes Espinoriais do

Grupo de Lorentz

3.1 Motivacao

Se nos recordarmos da acao dos operadores unitarios nos campos escalares, temos, para
A um elemento do grupo de Lorentz, e U(A) uma representacao unitéria no espago dos

campos escalares (),

UA) (@)U (A) = p(A~') = o (7). (3.1.1)

Fica claro que a transformacao mantém o carater escalar do campo, transformando
apenas o argumento deste. Para entender a acao nos campos vetoriais, olhamos a agao

na derivada do campo escalar.
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0

U(A) ' 0up(x)U(A) = w@(/\_lﬂﬁ) (3.1.2)
ozf 0 _ -
= w@ﬂf\ lr) = A LO,0(T),
onde
= 0
Op 1= 55 (3.1.3)

Assim, seguindo a mesma regra, temos para um campo vetorial A*,

U(A)" A (2)U(A) = A*, A% (z), (3.1.4)

Analogamente, para analisar um campo tensorial B*” escrevemos este como o produto

de dois campos vetoriais, ou seja, B* (z) = At(x)AY(z)

U(A)1B* (2)U(A) = U(A) LA (2)U (AU (A) LA (2)U (A) (3.1.5)

— A" AP(T)NY, A% (T) = AP N, B ().

E claro que um campo tensorial B*Y qualquer nao necessariamente pode ser escrito
como um produto de dois campos vetoriais, mas no que diz respeito as transformacoes
tensoriais ambos se comportam da mesma maneira. Ainda assim, cabe perguntar se
podemos escrever um campo tensorial como uma composicao de objetos mais simples.
Comegando com B* | nota-se que se B*” = S onde S*” = S¥# é simétrico nos indices,

temos
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U(A) 18" (2)U(A) = U(A)~1S""(2)U(A) (3.1.6)

= AP AY, 57 (2) = AP Y, 577 ().

De onde vem que campos simétricos nos indices sao levados em campos também simétricos

nos indices. Analogamente, se B = A = — AYH

UA) LA™ (2)U(A) = —U(A) LAY (2)U(A) (3.1.7)

= — AP NV AP (7) = ANV, APP(2).

Ainda, se tomarmos o traco 1" = 1, B"”, temos

UN) T (z)U(A) = U(A) 9, B* (2)U(A) (3.1.8)

= A A o0y BP(T) = 1o B (2) = T(2),

lembrando que 7, ¢ invariante por transformacoes de Lorentz. Nota-se que o traco se
transforma como um escalar. Vale ressaltar que um tensor simétrico sem trago ainda é

simétrico, de maneira que podemos decompor o tensor B*” em trés tensores invariantes:

n"'T(x)

B*(z) = 5"(z) + A"(2) + ——,

(3.1.9)
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onde

B 4 BV T

ad 3.1.10
s ! -z (31.10)
BHY _ Bvh
A = (3.1.11)
T = nuB".

Cada classe de objetos é levada em si mesma via transformagoes de Lorentz; temos
entao uma decomposicao do tensor de rank 2 em constituintes invariantes. Queremos,
contudo, trabalhar com invariantes que sejam constituidos de qualquer tensor, nao ape-
nas os de rank 2. Para isso precisamos de uma discussao mais genérica das representacoes
do grupo de Lorentz.

Considere

UM pa(@)U(A) = LyPep(2), (3.1.12)

onde A e B sao indices genéricos, e L AB sao matrizes que formam uma represntagao do

grupo de Lorentz. Estas respeitam a lei de composicao do grupo

LaB(ANLC(N) = L% (AN). (3.1.13)

Se A é uma transformacao infinitesimal, ou seja, tdo proxima da identidade quanto se

queira, temos

30



AMZI = 6'“1/ + w‘uw
Ul +w) =1+ %wuuM’“’, (3.1.14)

com w K 1,

onde MM sao os geradores do grupo. A &lgebra destes geradores é dada por

[MH MPP) = (" MY — g MPT — ' MYP + 1" M**). (3.1.15)

Podemos separar as transformagoes que relacionam apenas dimensoes espaciais (rotagoes)

daquelas que envolvem dimensoes espaciais e a temporal (boosts), escrevendo

1 .
Ji = §eijkMJ’f, (3.1.16)
K':= MY, (3.1.17)

As relagbes de comutacao da algebra ficam escritas como

[ i, J;) = iel; T, (3.1.18)
(K, Kj) = —iel; J, (3.1.19)
[Ji, K] = iel; Ky (3.1.20)

Agora, escrevamos as matrizes de representacdo L ,Z(A) na forma infinitesimal
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L1 +w) =0,5+ %WW(SHV)AB. (3.1.21)

Onde (S*) AB sao matrizes da representacdo adjunta. Finalmente, podemos deduzir

a representagao da agao das transformagoes U(A) no campo ¢4. Do lado esquerdo de

(3.1.12), temos

UM)pa(@)UA) = I - %WHVM/W)(PA(x)(I + %wwMﬂ”) (3.1.22)
= Pa@) — e M pa() + 5PN M
= 0a(@) + guu[M*, ()]

Por outro lado, analisando o lado direito de (3.1.12),

LaPop(x) = pa(z) + %ww(s’”) APop(2), (3.1.23)
pa(T) = pa(z! —wh,z") (3.1.24)
=a(z) - %(x”auw(x))w + 5 (@ud"pa(w))wh,
Entao
[pa(z), MH] = 1.(56“5” — 2" ") pa(x) + (") P pp(). (3.1.25)

7

Queremos achar as representagoes finito-dimensionais de (3.1.18). No estudo da

32



mecanica quantica encontramos as mesmas relagoes de comutagao, quando lidamos com
o momento angular; trata-se da algebra s0(3), que gera o grupo SO(3). As representagoes
sao dadas por trés matrizes hermitianas, J1, Ja2, J3, de ordem (25 +1) x (254 1). Uma
dessas trés matrizes tera autovalores —j, —j +1,...,5 — 1, j; onde j é um nimero inteiro
ou semi-inteiro. Tais matrizes sao as representacoes irredutiveis, e duas representacoes
com j diferentes sao inequivalentes.

E importante notar que as matrizes de Pauli usadas em mecanica quantica na re-
presentacao do momento angular sao matrizes unitarias de ordem 2 com determinante
unitdrio; constituindo, portanto, representacoes do grupo SU(2). Isso decorre da dlgebra
do s0(3) ser isomdrfica a algebra do su(2), mas devemos tomar cuidado, pois o grupo
SO(3) nao é isomérfico ao grupo SU(2).

O isomorfismo entre as algebras esta relacionado com a estrutura local de ambas,
enquanto a nao existéncia desse isomorfismo entre os grupos estd relacionado com a
estrutura global dos grupos. O SU(2) é o grupo de cobertura dupla do SO(3), isto
é, existe uma relagdo 2 para 1 entre o SU(2) e o SO(3). Isso fica evidente quando
tomamos as representacoes com j semi-inteiro: uma rotacao de 27 radianos resulta,
nessa configuragao, a uma inversao; as matrizes de representacao com j semi-inteiro sao
4r-periddicas. O SO(3), por outro lado, trata das rotagdes no espago e é 2mw-periédico.
Podemos assim mapear dois elementos de SU(2) em um elemento do SO(3).

Uma vez que conhecemos as representacoes de (3.1.18), é interessante procurar as

representagoes de (3.1.19) e (3.1.20). Para tal fazemos

1 , 1 .
Nj = 5(J; —iK), NI = 5 (i +iK;). (3.1.26)

Com esses operadores, reescrevemos as relagoes (3.1.18) - (3.1.20),
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[i, J;] = [Ni + N{, N; + NJ] (3.1.27)

= [Ny, Nj] + [N], Nj] + [N;, NI + [N, N
= iely(Nk + N)),

[Ji, Kj] = [Ni + NJi(N; — NT)] (3.1.28)
= i[N;, Nj] +i[N], Nj] — i[N;, NI] — i[N], N ]
= —cj(Ne = N)),

K, Kj] = —[Ni — N, N; — N (3.1.29)
= —[Ni, Nj] + [N{, Nj] + [N3, NJ] = [N], )

= —iek (N), + N}).

Agora, com um pouco de algebra,

(3.1.27) + (3.1.29) — [N;, NJ] = 0 = [N}, N}, (3.1.30)
(3.1.27) +1(3.1.28) — [N, NI] = ik, N}, (3.1.31)
(3.1.27) — i(3.1.28) — [N, N;] = ie}; Ny (3.1.32)

Temos, apos a substituigao, duas algebras su(2), cuja representagao nos é familiar. Rotu-
lamos a representacao com dois indices, (n,n’), contendo (2n+1)(2n’ 4+ 1) componentes.

O indice j é obtido a partir de n e n’ como na soma de momentos angulares,

je{ln—nl,ln—n'|+1,...n+n" —1,n+n'}. (3.1.33)

Com essa notacao, nomeamos 0s campos
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(n,n’) : nome do campo (3.1.34)

—~
=

=)
~—

: escalar,

P
N

N | —
(@)
N—— N

: espinorial direito,

: espinorial esquerdo,

7 N N

: vetorial.

7N
N —
N | —

3.2 Campos Espinoriais

Seja pq(z) um campo espinorial canhoto, que corresponde & representacao (%,O) da
algebra de Lie do grupo de Lorentz. O indice espinorial o toma dois valores, pois temos
(2n+1)2n' +1) = (23 +1)(2-04+1) = 2.

Podemos refazer todos os passos da expansao infinitesimal das transformagoes de
Lorentz da ultma secdo, apenas trocando os indices genéricos de Lorentz A, B, ... por

indices espinoriais «a, (3, ....

Partindo-se de (3.1.25), temos

(pal), M = (@0 — ") pa(a) + (S1) 0o (). (3.2.1)

Por simplicidade, tomamos z# = 0, fazendo assim nulos os dois primeiros termos do
lado direito; fazemos assim uma vez que tal termo independe da natureza espinorial do
campo, nao sendo entao relevante em uma discussao das caracteristicas exclusivas dos
campos espinoriais - esse termo estd ligado ao momento angular orbital. A matriz de
representagao (Sg”)aﬂ ¢ antissimétrica nos indices p e v e o subscrito L é devido ao

campo ser canhoto (left). Assim,
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[pa(0), M*] = (S7")o 5(0). (3.2.2)

Se tomarmos pv = ij, usando (3.1.16)

e*0a(0), Jr] = (S7) o ¢5(0). (3.2.3)

O numero quantico j que rotula a representacao é %, e convenciona-se

(S7)." = S (op)”, (3.2.4)

onde oy, sao as matrizes de Pauli

01 , 09 = , 03 s (325)

e a, [ rotulam a entrada da matriz. Agora, para analisar uv = i0, vale notar que

Jp = Ni. + N}, Kj, = i(N}, — N)); (3.2.6)

e que estamos na representacao (%, 0), logo

Je = Ny, Kp, = iNy, (3.2.7)

36



portanto
koy B _ Lo 8
Ky, = (1)) = ilon)s”. (3.2.8)

Voltemos nossa atengao novamente ao campo espinorial. Se tomarmos o conjugado
hermitiano do campo espinorial esquerdo ¢, (x) - na representagao (%, 0) - obtemos um
campo espinorial destro 4,02 (z), na representacao (0, %) Note que os indices destros tem

pontos, e que acabamos de descrever a relagao

[pa(@)]" = ol (2). (3.2.9)

Uma anélise similar dos campos espinoriais destros nos da

[k (0), ] = (S5 ! (0) (3:210)
que, tomando o hermitiano,
[M™, 24(0).] = [(S4)4T25(0), (3.2.11)
tal que
(S8 ,5 = —[(58), )1 (32.12)

Uma vez estruturados os campos espinoriais canhotos e destros, é interessante ana-

lisar um campo espinorial com dois indices. Assim,
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U(A) " Cap(x)U(A) = L,TL,"Co5(Z). (3.2.13)

Queremos saber se C, g pode ser decomposto em objetos invariantes, como aconteceu
com B*. Temos um campo na representagao (%,0) ® (%,0), andlogo em mecanica
quantica a dois estados de spin % Estes podem ter spin total 0 ou 1, onde o estado com

spin nulo é a combinacgao antissimétrica dos dois estados de uma particula, enquanto os

trés estados de spin 1 sao combinacoes simétricas. Escrevemos

<;0> ® @o) — (0,0) & (1,0). (3.2.14)

Seguindo esse raciocinio, fazemos a decomposi¢ao

Cap() = eapD(x) + Gop(x), (3.2.15)
onde
Eaf = —E€Bas (3.2.16)
Gap = Gga-

O primeiro termo do lado direito foi escrito como um produto pois uma matriz 2 x 2

antissimétrica pode ser determinada a menos de uma constante, onde
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Eaf = . (3.2.17)

Para que e,8D(x) seja invariante, deve existir a relagao

U(A) easD(2)U(A) = L, L e,sD(), (3.2.18)

0
La7L5 Evs = EaB-

€qp € entao um simbolo invariante sob transformacoes de Lorentz, assim como a métrica
Nuv- Podemos usar €,4 e sua inversa £ para subir e descer indices espinoriais. Defininos

£ como

e¥Pe. 5 = s

eape’? =04

Determinando completamente ¢ a partir de (3.2.17),

€ap = , (3.2.19)
-1 0

e nos permitindo definir

Pt = 6aﬁg05, Vo 1= 5a5g05. (3.2.20)

Devemos, contudo, lembrar que dada a antissimetria de ,3, devemos tomar cuidado
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com os indices

Vo = 6a54p’8 = —sgagoﬁ = —@ﬁsga = (pﬂeag. (3.2.21)

Numa contracao, temos

¢*Xa = 0gxa = —e"axa = —ppx”. (3.2.22)
Convencionamos fazer a contracio sempre com o segundo ndice de €*? ou €aB- A

diferenca de sinal se d4 pela ordem do indices contraidos, ja que

o =« (3.2.23)

Analogamente, toda a discussao feita para (%, 0) ® (%, 0) vale também para (0, %) ®

(0, %), de onde definimos €% e ¢ o idénticos aos analogos canhotos, apenas representados
com pontos. Todos os passos podem ser refeitos adicionando pontos aos indices, chegando

até

JL (3.2.24)

Uma convecao importante adotada envolve a omissao dos indices, quando escrtitos *,
e .. Para essa notacao, ¢ importante notar que os campos que lidamos sao fermionicos

- ver [1] - e por isso anticomutam. Assim,

40



PX = " Xa = —Xa¥” = X" Pa = X¢p- (3.2.25)

A primeira troca de sinal é devido a natureza fermiénica dos campos, e a segunda devido
a antissimetria dos indices. Os espinores destros seguem analogamente. Na auséncia de
indices surge a questao de como diferenciar os campos canhotos dos destros. Para tal,

sempre representaremos OS cammpos destros com T, e os canhotos sem.

Para fechar esta secdo, vamos discutir um pouco mais sobre a natureza dos simbolos
invariantes por transformacoes de Lorentz, como a métrica do espago-tempo 7, e as
métricas do espaco dos espinores £*? e £*?. Para isso afirmamos que o/. = (1, 7)

ax

também é um simbolo invariante, ja que

UA)~1o" UA) =AM, LPL. o, = ot (3.2.26)

Uma vez que as matrizes sao todas constantes. Nota-se que contracoes de simbolos

invariantes também sao invariantes, i.e.,
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ﬁwafiaffgg = Ugaauﬂﬁ (3.2.27)

= _104(54155 + O1laa0184 + 020609343 + 03003345

2 2 2 2
10 0 1 0 —i 1 0
01 10 1 0 0 -1
10 0 -1 0 -1
0 1 1 0 =1 0

= *25a65dﬁ'

Um resultado intuitivo, j& que sé conhecemos estes simbolos invariante com indices
espinoriais, e por isso os unicos candidatos para o lado direito da relagao (3.2.27). O
fator —2, contudo, sé poderia ter sido encontrado com um célculo direto. Da mesma

maneira podemos utilizar as inversas e escrever
aB_&B _p v ) Y11
€N 006055 = 2n (3.2.28)

Se tomarmos a expressao infinitesimal das transformagoes de Lorentz, como fizemos no

inicio do capitulo, temos

AP =3P+ %ww(sg.”)f’g (3.2.29)

LP=50+ %ww(sg”)aﬁ (3.2.30)
. . ,l' ” .

L’ =6+ 5‘“#1/(51% )’ (3.2.31)

Com a ressalva que antes (3.2.29) era escrito como em (3.1.14), A?, = 6”5 + w”5, entao
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(S1)’s ¢ definido como

1
SENP = = (nMPSY, — P! ), (3.2.32)
vV /o i o o

e o rétulo V indica que a matriz de representacao diz respeito a representacao vetorial,
em contraste com as representacoes espinoriais direita e esquerda.

As transformacoes dos simbolos invariantes, na forma infinitesimal, sao

€as = Lo Ly x5 (3.2.33)

7

= (fso;Y + ;ww(Sgy)a'y> <5/36 + QWMV(SgV)f}é) €vs

i v vy O
=Eap T 5Wnv ((Sf )a €v5 + (ST )5 5a6>

Z’ v v
= cap + 5@ (=(7)as + (57" )pa) -

No dltimo passo, a troca de sinal é devido a convencao de contrair o segundo indice de

€qp- Para a invariancia valer para um wy, arbitrario, precisamos de

(S1)ap = (ST pa (3.2.34)

as matrizes de representacao sao simétricas nos indices espinoriais. Analogamente,

(S% )as = (% s (3.2.35)

Analisemos agora as transformagoes de o’ ;. também na forma infinitesimal. Assim,
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_ AP B o

— A L)L, o—ﬁﬁ (3.2.36)
Z v 1’ v : Z v : o

= (5/1, + 5w (S} )a,) <50/3 + 5w (ST, )f) <5dﬁ + 5w (S )f) %

1: 17 v 174 3
= 00+ g ((S1V 5084 + (SE)a 08 + (S5 0" ).

Novamente, para a invariancia do simbolo O'Z 5 com w,,, arbitrdrio, temos

(S V0% + (SE)20h, 4+ (S&) P, =0 (3.2.37)
Substituindo a expressao de (S})"s, (3.2.32),
1 v v 3
05, —P8)0% + (S) b+ (SE) ol = 0. (3239)
Agora multiplicando pela direita por o, e por i,
Ugaagﬁ — 00y + Z(SW) ﬁaO-P’Y’Y +i(SE’ )aBUZBUpW = 0. (3.2.39)

Usando (3.2.27), temos
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o0ty — ohaots — 2(S1) Pepyeas — 2(SE) s eane 51 (3.2.40)

B T Y Y o 9i(GHYY
= 00a0hs — Tps04s — 20(ST )areay — 2i(SR )aiCary

=0.

Podemos agora encontrar uma expressao para (S% ) e (7). Para isso basta lembrar
de (3.2.34) e (3.2.35) que estas sao simétricas nos indices espinoriais, e que o stmbolo €4,
além de ser antissimétrico, pode ser contraido €a55a’8 = —2. Assim, se multiplicarmos

por €7 temos

1 v v
(S}%V)a,y = 4—1,60‘7(0'50107& — UaaO‘f;,y) (3241)
Analogamente, se multiplicarmos por 7,
1 ..
(ST )ay = 4750‘7(0&@0% — 00a0hs). (3.2.42)

Por fim, é importante definir um ultimo simbolo invariante:

a_uao'z — Ea65d50257 (3243)

vt = (1,-7); (3.2.44)

de modo a escrever (3.2.28) como
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ot GV = o, (3.2.45)

o

ou ainda,

(och5" + oVa"), P = —2m6,° (3.2.46)

(aha” +a"at)% ;= —2m5%, (3.2.47)

e assim reescrever (S%”) e (S7"”) de maneira mais econoémica omitindo os indices con-

traidos.

1

(L )a" = (095" = 0¥5") (3.2.48)
\ QO 1 .

(SR )% = — (0" —a"a")% . (3.2.49)
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Capitulo 4

A Equacao de Dirac e o

Maquinario dos Twistors

O objetivo deste capitulo é discutir as caracteristicas dos espinores enquanto campos, e
por isso solucao de uma equagao de campo. O intuito é complementar a apresentagao

mais abstrata feita no capitulo anterior via representagoes do grupo de Lorentz.

4.1 A equacao de Dirac.

Na discussao feita para o campo escalar partimos da equacao de Klein-Gordon (2.1.1)
para encontrar a Lagrangiana do campo escalar (2.1.2). Aqui, estamos interessados
em encontrar uma Lagrangiana para os campos espinoriais para podermos analisar as
equacoes de movimento destes.

A acado, e consequentemente a Lagrangiana, sao hermitianas, e por isso queremos
uma expressao que contenha tanto v, quanto 1/1:;. Utilizando a Lagrangiana do campo
escalar como modelo, procuramos por uma que seja quadratica nos campos, para que as

equacoes de movimento sejam lineares. O primeiro candidato é o termo
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i = e*Pipaifp. (4.1.1)

Esta é nao nula pois os campos sdo anticomutantes - ver [1]. Seguindo o modelo
da Lagrangiana de Klein-Gordon, o termo com derivadas deve ser algo como 9"10,,1).
Contudo, se olharmos a Hamiltoniana resultante, veremos que esta nao é limitada por
baixo.

Um candidato a termo cinético é i'(ﬂ&”@ﬂ/}. Nota-se rapidamente que este nao é

hermitiano, mas

(155" 0,09)" = — 0,0 l5" s, (4.1.2)

=il Ouba — 0u(¥ 55" ).
Assim, esse termo é nao hermitiano devido a presenga de uma derivada total, e tal deri-
vada pode ser descartada sob o sinal da integral da acdo, dada uma escolha conveniente

das condic¢oes de contorno dos campos no infinito.

A Lagrangiana resultante é, entao,

L =il — %mw — %mq/ﬂ Y. (4.1.3)

O parametro m é, a priori, um parametro complexo; sua fase, contudo, pode ser absor-
vida em 1, nos permitindo escrevé-lo como um parametro real. Conhecendo a Lagran-

giana, vamos agora encontrar as equagoes de movimento:
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oL oL :
— — Johaa T [
O HO0) Do 10" 0, + map (4.1.4)

= —ioh 0™ + mipe =0

Podemos encontrar a equagao para ¢ apenas tomando o hermitiano de (4.1.4),

(i5"9, 0t + my®)t = —igh 9,1, +matd = 0. (4.1.5)

Temos um sistema de equagoes lineares. Podemos escrever esse sistema como

B gy
md —io" .0 )
" ot "l =0 (4.1.6)
—i&“aﬁﬁu m(;aﬁ_ AL

Agora, é interessante notar que podemos escrever a matriz de (4.1.6) como

mo, —io" .0 0 o 6 0
" R I e (4.1.7)
—jghas Oy  mo” 5 ghaB 0 ¢« 5
= —iv'0, + ml
onde
0 ot
M = of |, (4.1.8)
gheB
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Nota-se que o produto de matrizes v nos é familiar,

0 ot 0 ov.
Y = Y b (4.1.9)
g’ 0 "0

— P FVVB 4 SHAY SV
T0s0 +o0 076

= (0"5"),7 + (a"3")%,

pois se tomarmos o anticomutador {v*,7"} = y*4” +~"~H, e nos recordamos de (3.2.46),

temos

{77} = 20" (4.1.10)

Suprimiu-se uma matriz identidade 14x4 no lado direito. Com isso em maos, se definimos

o lado direito de (4.1.6) como

w=| | (4.1.11)

¢TB

chamado campo de Majorana, escrevemos (4.1.6) de maneira bem concisa:

(=iy"0y +m)¥pr =0 (4.1.12)

Esta é a famosa equagao de Dirac. Vale notar que se agirmos com (iv*d, + m)

novamente na equacao, obtemos

50



(i7" 0y + m)(—iv" 0y, +m) Wy = (7/4*0,0, +m?) ¥y (4.1.13)
1
= (5{7*‘,7”}@(% +m*) Wy
= (-0 +m?)Ty

=0

Usou-se (4.1.10) no tltimo passo, e 00 = 0*9,,. Mostramos que o campo de Majorana
satisfaz a equagao de Klein-Gordon, assim como o campo escalar. Isso é devido a equagao
de Klein-Gordon ser uma expressao da covariancia relativistica, e deve ser satisfeita por
todos os campos. A equagao de Dirac, por outro lado, é caracteristica dos campos de
spin %

Logo ap6ds de estudarmos o campo escalar real, consideramos o caso de dois campos
escalares relacionados por uma simetria SO(2); nos levando ao campo escalar complexo.

Podemos fazer o mesmo, considerando dois campos espinoriais esquerdos, com a Lagran-

giana

L= ipla"d,; — %m%-d;j - %mdgdg. (4.1.14)
J

Procedendo como em (2.1.3), temos

1+ ity
X= s (4.1.15)
Ly (4.1.16)

V2

e a Lagrangiana (4.1.14) fica
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1 1
L= ixjf&“@ux + ZET&‘LGMS — §mxf — ime f (4.1.17)

que é invariante sob transformacées do grupo SO(2) = U(1), i.e. x — ey e & = e

A expressao analoga a (4.1.6) é

B gy
mdqa —i0" .0
| op Xl 2o, (4.1.18)
_i(}uaﬂau m(gaﬁ, I3
de onde definimos
v=| ¥ |, (4.1.19)
5T,8

denominado campo de Dirac. O campo de Dirac também satisfaz a equacao de Dirac, e
¢é denotado apenas por ¥ por simplicidade; o importante é nao confundi-lo com o campo
de Majorana W ;.

Para estudar a agao do grupo de Lorentz sobre os espinores de Majorana e Dirac,
basta lembrar que as componentes esquerda e direita se transformam como em (3.2.1),
com L(A)aﬁ e L(A)dB dados por (3.2.30) e (3.2.31). Usando ainda (3.2.46) e (4.1.9),

temos

. S#V alB 0
%W‘,v”] = SH = (52°) - (4.1.20)
0 —(SR)%

De modo que escrevemos a agao do grupo como
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UAN) YU (A) = D(A)T(2),

onde, para um A infinitesimal,

DA) =1+ %wWSW.

(4.1.21)

(4.1.22)

Para escrevermos a Lagrangiana (4.1.17) em termos do campo de Dirac, é preciso

notar que o hermitiano de ¥, ¥f = (X;,fﬁ ), ndo nos permite escrever os termos que

contém x e &£. Para isso, usamos a matriz

de modo a definir

U= ig = (e xl).

Tal que
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(4.1.25)



Ty, = (€, xh) A P (4.1.26)
a_uaﬁ 0 fTﬁ

0 50‘056 Iuxp
xhares o 9,&18
= 70" 0,617 + X" P Ouxs
_ _(aﬂga)aggéTﬁ + 8#({:040ZB£T/3) + ijﬁ#dﬁaux,ﬁ

— 5;35'#6(18“504 + aﬂ(éaggﬁ.éw) + ijﬁ#dﬁaux/@’

Os tultimos dois passos foram com o intuito de escrever o termo cinético contendo os
campos £ da mesma forma que o termo com os campos Y. Novamente, a divergéncia
pode ser decartada, como feito em (4.1.2). Podemos enfim escrever a Lagrangiana de

Dirac,
L =iUy*9,U — mPu . (4.1.27)
Que além de reproduzir (4.1.3), é invariante sob a agao do grupo U(1), isto é,
U — e My, (4.1.28)

U — M,

Para finalizar esta secao, note que os campos espinoriais definidos no capitulo anterior
sao componentes dos espinores de Dirac e de Majorana; eles sdo chamados espinores de

Weyl. Para se obter um espinor de Weyl a partir de um espinor de Dirac ou de Majorana
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precisamos projetar o espinor na direcao que queremos. Para isso definimos os projetores

P; e Ppg,

5”0
Pr = ,

0 0

0 O
PRE . ’

0 68

(4.1.29)

(4.1.30)

que claramente selecionam a componente esquerda e direita, respectivamente, dos es-

pinores de Dirac e Majorana. Uma outra maneira de representar os projetores se da

definindo a matriz s

que nos permite escrever os projetores mais sucintamente:

1
P = 5(1 —5)

1
Pp = 5(1 + )

(4.1.31)

(4.1.32)

(4.1.33)

Podemos, ainda, expressar a s, nas nossas contas, como o produto das matrizes -,

7 = v’y
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4.2 Solucoes da Equacgao de Dirac.

Vimos na relagao (4.1.13) que as solugoes da equagao de Dirac também sao solugoes
da equacao de Klein-Gordon. Podemos entao trabalhar com solugbes tipo onda plana.

Usando como ansatz

U(x) = u(p)e® 4 v(p)e P2, (4.2.1)

temos, substituindo o ansatz na equacgao de Dirac,

(" + )P + (~p,y” 4+ mo(Fe" =0 (122)

ambos os termos devem ser nulos independentemente, logo

(puy" + m)u(p) =0, (4.2.3)

(=puy* +m)v(p) = 0. (4.2.4)

Onde p° = (% + m?)Y/2. As funcdes u(p) e v(j) sdo espinores constantes, com quatro
componentes. As equagoes (4.2.3) e (4.2.4) tem duas solugoes linearmente independentes
cada, que denotaremos por u(p)+ e v(p)4.

Ainda, a partir de agora usaremos a notacao a,y" = ¢, para qualquer quadrivetor
ay.

Estamos interessados nas solugdes com m = 0, mas primeiro precisamos estudar as
solugbes massivas. Uma maneira conveniente de fazé-lo é analisar o comportamento dos

espinores no referencial do repouso, e depois aplicar boosts para obter o caso geral. Se

o6



P =0, as solugdes u(0) e v(0) sao diferentes apenas pelo autovalor da matriz de spin,

Sous(0) = £=uy(0),

S,v4 (0) = F-v+ (0),

onde

(puy* + m)u(p) = (=my° +m)u(0)

1 0 -1 0
0 1 0 -1
=m u(0)
-1 0 1 0
0 -1 0 1

(=puy* + m)v(p) = (mr" +m)v(0)
10 10
0101
1010
0101

cujas solugoes, a menos de uma constante multiplicativa, sao

o7
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(4.2.6)

(4.2.7)

(4.2.8)
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1 0
0 1
us (0) = . u_(0) = , (4.2.10)
1 0
0 1
0 -1
1 0
04(0) = L u(0) =
0 1
-1 0

Os rétulos + foram dados observando (4.2.5). Tomando o hermitiano de cada solugao,

e multiplicando pela matriz 8 (4.1.23), temos

4 (0) = (1,0,1,0), (4.2.11)
i_(0) = (0,1,0,1),
4+(0) = (0,—1,0,1),

7_(0) = (1,0,-1,0).

Como mencionado antes, para obtermos espinores em qualquer referencial precisamos

apenas aplicar um boost as solucoes que temos. Assim

ut (P) = exp(iCp- K)u(0), (4.2.12)

analogamente para vy (p). Aqui, 7 é um vetor unitério na diregao de 7, ¢ é um parametro

e K/ =810 = ﬁ[’yj 0] = %’yj 7. Para os espinores barrados, temos
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1+ (7) = 1+ (0) exp(—i¢p- K). (4.2.13)

Multiplicando (4.2.12) e (4.2.13), e usando (4.2.10) e (4.2.11), temos

i (Pt (7) = 5 (0)us(0) = 2mbs, (4.2.14)
Vg (ﬁ)'l)s(ﬁ) = ﬁs/(O)us(O) = —2mdgyy,
Uy (P)vs(P) = s (0)us(0) = 0,

B (F)us(7) = i (0)us(0) = 0

Aqui, usou-se os indices s e s/, que podem ser +. Agora, se por outro lado, calcularmos
Y sy us(D)us (D) € Y,y vs(P)vs (D), obteremos matrizes; a soma sobre os autovalores
de S, retira o carater preferencial do eixo z. O resultado deve ser independente de
direcao, algo contendo p* e matrizes ~.

Inspecionando (4.2.10) e (4.2.11), vemos que

us(0)y (0) = mAy° + m, (4.2.15)
+

s

v5(0)Ty (0) = mA° — m,

©
Il
H

0 que nos leva a generalizar, para qualquer referencial,
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us(P)us (p) = —p +m, (4.2.16)
=+

S (@ (F) = —p— m.
s=+

vl

A partir desse resultado podemos recuperar os produtos de espinores com um au-
tovalor em determinada direcao, bastando apenas projetar a solugao obtida na direcao
desejada. Os projetores devem entao depender da diregao escolhida - i.e. z - e de s = +.

Para os espinores no referencial do repouso, vé-se imediatamente que os projetores sao

da forma
1
5(1 + 2585, )ug (0) = dssrus (0), (4.2.17)
1
5(1 —255,)vg(0) = d55v4(0).
Para generalizar (4.2.17) para qualquer referencial, lembremos que S, = %7172 =
—%757370, usando (4.1.34). No referencial de repouso, identificamos 7° = —p/m e

73 = #, onde 2 = (0,0,0,21') é a direcdo escolhida. Assim, se S, = ﬁ’}/g,;fp, temos o

projetor para um referencial qualquer

%(1 + S%'YE)%?)US’ (ﬁ) = Ogg/ Uy’ (15)’ (4'2’18)

51— 5 252p) 0w () = b ().

Ainda, lembrando da equacdo de Dirac que pu(p) = —mu(p) e pv(p) = mov(p), temos
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%(1 - 5’75%)“5’ (P) = dssrus (D), (4.2.19)

S (1= 5352)00 () = By (),

Finalmente, aplicando os projetores em (4.2.16), obtemos

us(P) s (P) = %(1 — 575¢)(—p + m), (4.2.20)

w0 () = 5 (1= $752) (~p — m).

4.3 Férmions sem massa e helicidade.

Um caminho alternativo para iniciar um estudo do grupo de Lorentz é através da classi-
ficacdo de Wigner. Esta se propoe a encontrar as representacoes irredutiveis com energia
nao negativa, usando os invariantes Casimir. Para particulas massivas, o grupo de spin
é o grupo SU(2) como utilizado até agora. Para particulas sem massa, contudo, nao se
pode falar de spin da mesma maneira. O conceito chave é a helicidade, que definimos
como a componente do spin da particula na direcao do momento linear; e esta assume
dois valores s = =+.

Podemos ainda aproveitar toda a discussao feita na segao (4.2) e estudar solugoes sem
massa para a equagcao de Dirac. Veremos que estas tem caracteristicas muito uteis para a
discussao do préoximo capitulo, e para aproveitar a discussao ao maximo, maior atengao
serda dada nesta secao as demonstragoes e identidades. Os férmions com helicidade % sao
chamados destros, e os férmions com helicidade —% sao chamados canhotos.

Analisemos primeiramente o caso de uma particula relativistica, para podermos mo-

delar as ultra-relativiticas - as que estao a velocidade da luz. Partindo da expressao
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(4.2.20) e assumindo que o boost usado para se chegar a esse referencial foi feito com

¢ > 1, temos

1
—pt = (cosh ¢, 0,0, sinh {);
m

(4.3.1)

que é uma relacao advinda da relatividade especial. Uma vez que z* satisfaz z-z=1¢e

z-p =0, temos

zM = (sinh ¢, 0,0, cosh ¢).

Se agora usarmos ¢ > 1, temos

¢4 ¢ ¢
e>+e e
h = > —
cosh ¢ 5 5
¢ _ ¢ ¢
e —e e
sinh ¢ 5 5
1
2P — —pt.
m

Substituindo # por --p em (4.2.20)

us D) () = 5(1 = 95 p)(—p + m),
w00 ) =

(1= 575 p)(—p —m).

Mas,
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%p(*p +m) = %(ﬁ + pm) (4.3.5)
= %(—m2 + pm)
= (—m=*p)
portanto,
us (p)ts(p) = %(1 + 575)(—p), (4.3.6)
0PV = 51— 57%) (). (43.7)

Note que nao precisamos mais tratar us(p) e vs(p) separadamente, pois us = v_s. E

conveniente definir o produto,

Puoty = Pad (4.3.8)

pua_,uda — pda'

E tomando como exemplo os espinores de helicidade negativa, escrevemos
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w (- () = 50—

Sabemos que as duas componentes de baixo de u_(p) sdo nulas, logo

10
0 0
0

u_ () =

)(=p)
0 o,
, o (—pu)
ghee ()

—Padé
0 0

O espinor adjunto @_(p) entao é escrito

de modo que escrevemos

Fica claro entao que

us(p)us(p) =

Pas =

—TaTé-
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0

0 7waTa

0

0

(4.3.9)

(4.3.10)

(4.3.11)

(4.3.12)

(4.3.13)



Usando (4.3.8) pode-se mostrar, por substitui¢ao, que

—gin(Lp)e—i@
sin(56)e
Ta = V2w (26) (4.3.14)
cos(30)
A saber,
_ 1 't i} 1
Ta = (2w)z | — sm(56)6 cos(§0) (4.3.15)
Entao o produto é escrito
_sin(lg)e—is
sin(56)e 1 .. 1
— oMo = —2Ww (26) <— sin(=6)e' cos(9)> (4.3.16)
1 2 2
cos(50)
0 sin?(36) —sin(360)e = cos(16)
= —2w
—sin($6)e™ cos(16) cos?(30)
—sin?(36) 4 sin(f)e
= 2w ‘
$sin(0)e’®  — cos?(30)
= Pac (4.3.17)
Para termos a equivaléncia, basta escrever
p° = 2w, (4.3.18)

pt = —2wsin() cos(¢),
p* = —2wsin(6) sin(¢),

P> = 2w cos(6).
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Ou seja, 0 e ¢ sdo os angulos que definem a diregao de p, e w é o seu mdédulo. A
decomposicao (4.3.13) é o cerne do que vamos fazer em seguida, uma vez que agora
os objetos fundamentais sdo m, e T4, chamados twistors. Os espinores de helicidade

positiva recebem um tratamento andlogo, resultando em

0
w@=| |, (4.3.19)

ﬁ.a

iy (p) = (7%,0). (4.3.20)

Essa decomposicao é possivel em razao dos momentos serem tipo luz. Podemos tomar

o determinante de (4.3.8), e escrever

0.4 3 ol _ 2
—p +p° p —p
det(paa) = det (4.3.21)

— 7(p0)2 + (p1)2 + (p2)2 + (p3)2

O que significa que a matriz pos tem um autovalor nulo, e por isso pode ser escrita como
uma projegao sobre o autovetor associado ao autovalor nao nulo.
Agora, vamos definir uma nova e eficiente notacdo. Se p e ¢ sao dois momentos tipo

luz, e os twistors associados sao m, € Xo. Escrevemos o produto de twistors como

[pq] := e Tpxa = T Xa- (4.3.22)
Devido & presenca da métrica espinorial €*? o produto é antissimétrico nos argumentos,
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isto é, [pg] = —[gp|. Essa notacao se mostra extremamente sucinta quando escrevemos

produtos de espinores

s (F)u_ (@) = (7%, 0) (4.3.23)

(pg) == e"*75Xa = TaX", (4.3.24)
tal que
) ) 0
@ (s (@ = 0.7) | (4.3.25)
= Tax"
= (pq)

Uma consequéncia imediata é (pq) = [pq|*, onde a conjugacao complexa leva 7, em 7.

Além disso, vale notar que os outros produtos de espinores sdo nulos
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0
w(Pus(@) = (x40 | | =0, (4.3.26)
(P (3) = (0,7) ij )

Se tomarmos ambos os produtos de helicidade esquerda e direita, e multiplicarmos,

obtemos um produto interno nos indices do espago-tempo:

(pg)lap] = (Fax®) (X 7o) (4.3.27)
= (Tama) (X*X%)

= Paaq™®

= puJZaquma

= —20"puqy

= _2pVQV-

E interessante fazer uma tabela que sirva de guia para as derivagoes com twistors:

pl=u=|""
0
0
) =url)=|

=
I
IS
[
=
I
=
=1
&

A partir dela, podemos por exemplo escrever a contragao p = p,y" de maneira bem

sucinta escrevendo
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==
FHiop, 0
0  Pac 0 TaTé
paa 0 ﬁ_dﬂ.a 0
0 0 0 maTg
- n (4.3.28)
T 0 0 0
0 T
e 0
=|p)pl + [p)(p|.

Além disso, podemos mostrar outras relacgoes tteis no calculo de amplitudes de espalha-

mento do préximo capitulo. Para particulas de helicidade positiva, temos

us () (=g)u+(p) = (7' 0) , , (4.3.29)
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Se a helicidade for negativa, temos uma expressao similar,

0 aXa T
() (~gu—(p) = (0 %) o (4.3.30)

0 aXé 0

B (—gus) = (0 &) [ N =0, (4.3.31)
oy 0 7o
0 aXa To

a @) ~Pu_p) = (@ o) [ XX 0. (4.3.32)
T 0 0

Uma identidade conveniente na manipulacao algébrica dos produtos de twistors é a

Identidade de Schouten,

(pq)(rs) + (pr)(sq) + (ps){qr) = 0, (4.3.33)

que é analoga a versao com colchetes, para os espinores de helicidade negativa. Para
demonstra-la, lembremos que cada produto de twistors é antissimétrico nos argumentos.
)

Assim,
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(pq)(rs) + (pr){sq) + (ps){qr) — (¢ S ) (4.3.34)
— (pr)(gs) + (pg)(sr) + (ps)(rq)

= —(pr)(sq) — (pq)(rs) — (ps){qr).

Se fizermos permutacoes entre quaisquer dois indices g, 7, s, temos uma troca de sinal
global. Temos entao um objeto Tpgrs = Tpjqrs) que pode portanto ser escrito Apegqys.
Vale lembrar aqui que a antissimetria é advinda da métrica espinorial contida em cada
produto. Cada indice no simbolo de Levi-Civita é entao associado a um indice de Weyl
de uma métrica espinorial, que assume dois valores. O simbolo, contudo, contém trés
indices, o que implica na repeticao de pelo menos um valor dos indices em todos os casos.
Pela definigao de 4,5 isso € zero.

Vamos agora mostrar a identidade

(pa) o) (rs)lsp] = Tr (1~ 27 gt (13.35)

Usando a identidade (4.3.28), fazemos os produtos,

pd = (Ip)lpl + [pI (R (19) gl + lal(a]) (4.3.36)
= Ip)lpa) (gl + |p)[pal{a| + Ip)(pa) (gl + |p]{pal{d|

= |p)[pal{al + |pl{pa)lql,
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paré = (Ip)pal{al + 1pl(pa)lal) (|r)[rs)(s| + [r]{rs)[s|) (4.3.37)
= |p)[pal{qr)[rsl(s| + Ipl(pa)lgr)[rs](s| + |p)[pql{gr](rs)[s| + |pl(pq)[qr](rs)]s|

= |p)[pal(qr)[rs](s| + [pl(pa)ar](rs)[s|.

%(1 ) = ( Lo ) , (4.3.38)
0 0

e ambos os termos da tltima expressao de (4.3.36) sao matrizes. Os produtos de twistors

Além disso,

sao escalares, entao estamos interessados apenas em

Ip)(s| = (05 = . (4.3.39)
T 0 7?“&3
B0
Ta TaO
Iplls| = (o 0)=
0 0 0

O projetor 1(1 —~®) seleciona o termo |p](pg)[gr](rs)[s|, e o trago faz

waaﬁ 0
Tr(lplls|) =Tr = Ta0% = [ps] (4.3.40)
0 0

Entao
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(pa)lar)rs)sp] = T (1~ 27 g

= 7aX* X’ pppy7 ) 0Oms

(4.3.41)

Podemos construir objetos como (p|y*|q], que mostram caracteristicas interessantes:

_ 0as Xa
(plv*lql = (0 7a) o
ghaex 0 0
— ﬁ_da_,udaxa _ Xao_gdﬁ_d
0 o 0
=(x* 0) -
ghaa &
= [pI*la).
De maneira similar,
0 o, X
(plr*lg)* = (0 ma) o }
ghaa 0

Assim como,
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(py*Ip]" = (0 ma) " (4.3.44)
ghda 0
= Q0" s = —paadt*®

_ 0 0ohe 0

{(pv*la) = (0 7a) , | =0 (4.3.45)
ghaa 0 e
0 Uu' Xa

[p[*lq] = (= 0) oo =0. (4.3.46)
ghae 0 0

As relagoes (4.3.42) a (4.3.46) podem ser estendidas para um nimero impar qualquer

de matrizes y*. E facil ver isso se representarmos as matrizes na forma de blocos como

de costume, e notar que as entradas nao nulas estao nos blocos da diagonal secundaria.

Um produto de um nimero impar dessas matrizes também terd blocos nao nulos na

diagonal secunddria, satisfazendo as mesmas relacdes. Similarmente, se usarmos um

nimero par de matrizes, obteremos as trés primeiras correntes iguais a zero e as duas

ultimas diferentes de zero.

Para finalizar mostremos as identidades de Fierz:
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1 1
—§<plmqh“ =-3 (0 7ga)

T8 Yoo 0

‘LL .

0 ﬁdﬁgo‘xaaﬁﬁ

X“Uuadﬁé‘&“m 0

0 ﬁdxaéaﬁédg

D e 0

0 Xﬁﬁg
ﬁBXﬁ 0

0 XB

= |p)lal + [q){pl.

Analogamente,

~5lpbula® = lplfal + ) ol (43.49)

Quando se toma (4.3.48) entre dois twistors (j| e |k], temos

[Plvula) " Ik] = (=2)Gl(Ip]{al + [@)[pl)I4] (4.3.49)

= 2(qj)[pk].
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Encerramos o capitulo com uma tabela que retiine as identidades mostradas aqui.

Identidade Referéncia
[pg] = ™*Xa 4.3.22
(pq) = Tax® 4.3.24
(pq)[ap] = —2p"qu 4.3.27
—p = Ip)[pl + Ipl{p| 4.3.28
U+ (p") (—=d)u+(p) = (P'a)[ap] 4.3.29
u—(p')(—g)u-(p) = (r'a)[ap] 4.3.30
= (p') (=g)ux(p) = 0 4.3.31

(pg)(rs) + (pr)(sq) + (ps){qr) =0 4.3.33
(pa)lar](rs)[sp] = Trg (1 =" )pdf# | 4.3.35

(pl*lq] = [pIv*]q) 4.3.42
(pr"al* = (gl p] 4.3.43
(pl*[p]" = 2p" 4.3.44
(plv*lg) =0 4.3.45

[pl*|q] =0 4.3.46
—3(Plvulan* = [p)al + 19 (p| 4.3.47
—3plvule)y* = 1Pl + ) o] 4.3.48
[plvula) (717" k] = 2(qj) [pk] 4.3.49
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Capitulo 5

Amplitudes de Maxima Violacao
de Helicidade e o Algoritmo
BCFW

5.1 Regras de Feynman para QCD

A cromodinamica quantica (QCD) é a teoria que descreve as interagoes fortes, regente
da interacao entre quarks e gluons. Trata-se de uma descrigao de férmions numa teoria
de Yang-Mills simétrica sob o SU(3); ent@o escrevemos a Lagrangiana classica de QCD

como

Lep classica = LyM + Lbirac (5.1.1)

1 -
= Tr(F"E,) + D Wy (i1 + my,) W
b,k

O indice b indica a cor do quark, e o indice k o sabor. Nao vamos entrar em detalhes

quanto a fenomenologia das particulas elementares, e por enquanto ja temos o suficiente.
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A derivada covariante é dada por
D, W = 9, + ig(A%) W, (5.1.2)

onde os geradores do SU(3), t%, sao t* = %)\a; onde \* sao as matrizes de Gell-Mann. A
quantizacao, nos levando a QCD, é um processo mais complicado; o leitor é aconselhado
a olhar em [1], [4] e [3], uma vez que queremos apenas listar as regras de Feynman. A

forma final da Lagrangiana de QCD ¢

6

1
Laon = = Tr(FI5,) = o

“ (0 AM) + 0" D + Y " Wy (i) + my,) W* - (5.1.3)

b,k

Assim, as regras de Feynman para QCD, obtidas expandindo a Lagrangiana acima
sao as contidas na Figura 5.1 Aqui escrevemos as regras de Feynman seguindo [10],
também omitindo as regras relativas aos fantasmas de Faddeev-Popov, oriundos da
fixacdo do calibre, uma vez que essas nao serdo necessarias na nossa discussao. Aqui,
c® e ¢ sdo os fantasmas. A segunda coluna contém as regras usuais, € a terceira coluna

contém as regras ordenadas de cor, a serem discutidas e usadas mais a frente.

5.2 Calculando diagramas com a notacao dos Twistors

Queremos mostrar a eficicia da notagao dos twistors no cédlculo de amplitudes de espa-
lhamento; para isso usaremos as relagoes demonstradas no capitulo anterior. Comecamos
com um espalhamento de QED, por simplicidade, ja que esta nao tem estrutura de cor.
Depois estudaremos espalhamentos em QCD. Analisemos o processo através do qual um
elétron e um poésitron resultam num muon e num antimuon, eZeE — u;u};, Figura
5.2. Note que aqui estamos trabalhando com férmions sem massa, ja que os twistors so

podem ser definidos para momentos tipo luz. A amplitude associada é
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i——1 5 =
p—m p—m
a _p-. i #1’5"15 i ing
f, @ g5555~12, b ——4 _?g
1, a
9 _u T 7 9
K, a , i9
‘lk gfabc[g#! (P _ k)P _ E[g# {’p _ k]ﬁ‘
L T a=p)” + 9% (q — p)*
p.c> pub + g™ (k —q)"]

+ g* (k — q)"]

[, a v. b o EQZ [fabefede{'gppgmr o g,uog;up\}
%‘: + fadefbce (g#!/gﬁa #Jﬂgva) lgz (g,upgvcr_ % [g,uogvp_’_gpygcrp])

—g
pre + fre (gt g — g g"P)]

Figura 5.1: Regras de Feynman para QCD. Fonte: [10].

1 2

Figura 5.2: eZeE — ,uz,uE
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iT = —%(—ie)2ﬂ,(3)7“u, (4)a—(2)yu—(1), (5.2.1)

onde se representou os momentos das particulas 1, 2, 3 e 4 pelos seus respectivos rétulos
numéricos, e 0 momento da perna interna por q. A conservacao do momento linear exige
que ¢ = (p1 + p2)? = 2pip2 = —(12)[21], j4 que p? = p3 = 0. Assim, escrevendo os

espinores na notacgao de twistors,

-9 (37#4])(27,1]

iT =ie 12)[12) (5.2.2)
232014
1212’

No tltimo passo se usou a identidade de Fierz, (4.3.49), na forma de (4.3.47), além de
escrever u_(j)vHu(k)— = (jy*k]. O resultado que obtivemos é bastante simples, e a
computacao dele mais ainda. Contudo, ele nao é quiral, i.e., ndo depende de apenas de
um tipo de férmion quiral; para escrevermos uma amplitude quiral,multipliquemos nossa

amplitude por %,

2 (32)[14](23)

1T = 2ie m

(5.2.3)

Agora, sabemos que [12](23) = [123), no denominador, devido a (4.3.28). Podemos usar

a conservacao do momento linear total, p; + p2 = p3 + p4, para escrever

[123) = [1(~1 + 3+ 4)3) = [143) = [14](43), (5.2.4)
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onde [1(—1) = 0 e 33) = 0 da equacdo de Dirac. Com o fator [14] no denominador

podemos escrever a amplitude quiral

(32)?

iT = 2i62m.

(5.2.5)

A idéia geral é identificar o fator indesejado no numerador e no denominador e, com
a intencao de cancela-los, multiplicar a amplitude por fatores da quiralidade desejada,
escolhidos de tal modo que usando a conservacao total do momento linear e a equacao
de Dirac se possa escrever ambos os fatores com a mesma dependéncia. Como exemplo,

calculemos a amplitude de quiralidade positiva,

_ (32)[14] 5 [41](32)[14]
iT = 2ie? 202 ~ 2ie? A1(12)[12] (5.2.6)
_ 9;e? [41](32)[14] io? [41](32)[14]
[412)[12] [4(—2+ 3+ 4)2)[12]
_ 92 [41](32)[14] ie2 5 [41](32)[14]
[432)[12] [43](32)[12]
= 2je? [14° .
[34][12]

Antes de passarmos a espalhamentos em QCD, precisamos definir algumas carac-
teristicas da nossa notagao quando aplicada a bdsons vetoriais. Uma propriedade destes

¢é o desacoplamento dos modos longitudinais,

pue =0, (5.2.7)

onde €* é um vetor de polarizacao. Note que devido a sua natureza tipo luz, podemos

adicionar qualquer miltiplo de p, a € e a condicao continua satisfeita. Trata-se de uma
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simetria de calibre, que nos serd util no futuro. A expressao dos vetores de polarizagao

na notacao dos twistors é

_ 1 [k"p)
e (p) = s (5.2.8)
o (p) = A "] (5.2.9)

S

(kp)

A condigdo (5.2.7) é imediatamente satisfeita, pois temos p|p] e p|p), ambos nulos. Além

disso, (€} (p))* = € (p). Além disso, os vetores de polariza¢ao satisfazem

i (p)ei(p) =0, e (5.2.10)
[ (p)” = € (p)” = € (p)e!l (p) (5.2.11)
_L[kyp) (ytpl 1 (py"k] (ky'p)
2 [kp] (kp) 2 [kp] (kp)
(k) K] _
[kp] (kp)

O quadrivetor tipo luz k,, que aparece no argumento do vetor de polarizagao ¢ chamado
vetor de referéncia. A liberdade de escolha desse vetor de referéncia é devido & simetria
de calibre citada acima. Se fizermos uma mudanca no vetor de referéncia, de k para j

por exemplo, temos
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i (p; k) — € (p;g) = (5.2.12)

_ UpE) + Gy
V2(kp) (jp)
(k)
— V2(kp)(jp)
_ —2pk(jk)

 V2(kp) (jp)

= wpl,

onde w é um fator constante. De fato, uma mudanca no vetor de referéncia acarreta

numa mudanga proporcional ao momento, que devido a (5.2.7), é nula.

Uma vez definidos e estudados os vetores de polarizagao, calculemos o processo

-+
eren =7,

i(Z2+4)

iT = (i ehte, () e ) (5213
+ (2 e8P v ()

J4 podemos, de antemao, escrever (ps + p3)? = 2paps e (p2 + pa)? = 2paps, dado que
todos os momentos sao tipo luz. Temos que considerar todas as possiveis helicidades
para os vetores de polarizacao; podemos, contudo, simplificar o trabalho notando que
se tivermos ambas helicidades positivas ou ambas negativas, cada termo da amplitude

é nulo. Escolhendo helicidades positivas e o vetor de referéncia como o momento po,
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1 2 1 2

Figura 5.3: eZeE — Yy

temos, no primeiro termo,

(5.2.14)

Esse resultado é devido ao fator (22) = 0, e esse fator aparece pelo uso de (4.3.49). Um
calculo similar pode mostrar que o outro termo que contribui para a amplitude também
¢é nulo, e que se tivéssemos escolhido ambas as helicidades negativas também teriamos
uma amplitude nula. Vale lembrar que a conveniente escolha do vetor de referéncia
como po € possivel gracas a simetria de calibre que descrevemos anteriormente. Quando
se trata o caso com uma helicidade positiva e uma negativa, nota-se que e_ey é levado
em e€4€_ por uma troca nos indices 3 e 4 dados aos momentos. Se nos concentrarmos,

digamos, no caso e;e_, podemos ainda escolher

i (3) = L 298 €, (4) = (5.2.15)

V2 (23)

e, aproveitando que p; é o vetor de referéncia do segundo vetor de polarizacdo, usamos
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um argumento igual ao anterior para cancelar a contribuicao do segundo diagrama.

Finalmente, resta-nos o primeiro diagrama,

1 [1y,4)i(2+4) , 1 (27,3]

iT = —(—i€)2<2"7“\ﬁ 24 2paps T 23) )] (5.2.16)
= ie? 2 2+4 2
O VR[14] eels 2paps 251 V2(23)

2ie?  (24)[14](42)[31]
[14](23) 2p1p3
o 2ie? (24)[14](42)[31]
©[14)(23)  (13)[31]
(24)°
(23)(31)°

= 2ie?

No segundo passo usamos (4.3.49) novamente; no terceiro escrevemos 2 e 4 na notacao
de twistors, notando que 2|2) = 0. Também usamos, no terceiro passo, a conservacao
total do momento linear para escrever 2paps = (p2 + ps)? = (p1 + p3)? = 2p1p3. Nota-se
que, uma vez bem conhecidas as propriedades dos twistors, o calculo de amplitudes é

bem conciso.

5.3 Ordenacao de Cor

O primeiro detalhe a ser observado quando se estende o formalismo descrito aqui para
QCD é a estrutura de cor, ausente em QED. A ordenagao de cor tem como intuito separar
a informacao de cor da informagao cinética na amplitude, simplificando-a. Mostraremos
primeiro um exemplo, e depois discutiremos o procedimento geral. Aqui rotulamos as
pernas externas no sentido horario por razoes estéticas a serem explicadas na proxima
secao. O processo cuja amplitude queremos calcular é o espalhamento de um quark e seu
antiquark resultando em gluons, q¢ — gg. Esse processo ¢ diferente de eZeE — 7, visto

anteriormente, pela presenca do terceiro diagrama, que contém um vértice de interagao
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1 4 1 4 1 4

Figura 5.4: qr.gr — g9

entre gluons. A amplitude correspondente a todo o processo é

i(1+2)

T = (ig)* (17" e, (2 )(p1+p2)2t“t e (3)]4] (5.3.1)
+ (ig) (1" eu(3 )(pa:pz))ztbt ev(2)4]

+ (ig)(—g f"t°) 5 (1714 @)er3) (2 — p3),

(p+)
+ 6(3)X(2) (203 + P2)a + €9(2)€ (3)(~2p2 — pa)a }.

Através de uma inspecao pode-se notar a diferenca entre essa amplitude e a de
eZeE — 77, que além de conter a contribuicao do terceiro diagrama, contém também os
geradores da dlgebra de Lie do SU(3), t'. As constantes de estrutura C** mencionadas
no capitulo 2 sdo representadas aqui, no caso do SU(3), por if®°. Usando (2.3.4),
temos f¢t¢ = t2® —t%t%; podemos entdo separar a amplitude em dois pedacos: um cuja
estrutura de cor contém t%? e outro cuja estrutura contém t°t%. Isso é possivel uma vez
que as contribuicoes dos primeiros dois diagramas tém essas estruturas. Dessa maneira,

temos
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. i+2
iT = <(29)2<1|’Y#€u(2)(pl4_292)27 €,(3)[4] (5.3.2)
+ Do @)en3) e — o)
(p1 + pa)? A 27 Fle

+€,(3)eM(2)(—p1 — pa + p3)a + €,(2)*(3) (p1 + pa — pg),\})tatb

4 ir+3)
+ (02 @
4 0D o @)e3) 2 - )
(p1 + )’ P

+€5(3)e(2)(2p3 + p2)a + €(2)eX(3)(—2p2 — p3))\}>tbta.

Nossos célculos se simplificam pois os dois primeiros diagramas sao iguais a menos de
uma mudanca nos indices 3 e 4, e o terceiro diagrama é simétrico sob essa mudanca.

Nossa amplitude é da forma

iT = iT(1234)t%° + i 7(1243) 4. (5.3.3)

Podemos calcular i7(1234) e depois apenas permutar os indices 3 e 4 para obter i7 (1243).
As amplitudes parciais i7(1234) e 7 (1243) sao independentes da estrutura da algebra,
e por isso podem ser tratadas como as amplitudes da secao anterior. Estas sao chamadas
amplitudes de cor ordenada.

Se quisermos calcular, por exemplo, algum processo com um vértice de quatro pontos,

teremos o fator f¢fede  Aqui é mais interessante usar 7% = /2t, tal que
Tr(T°T?) = 5%, (5.3.4)
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Figura 5.5: Diagrama de quatro pontos.

€ escrever

1
UWZV#WWWW—WWW) (5.3.5)

Fazendo essa decomposicao duas vezes, obtemos

—fdwfw€::%Tr@T21*HTﬁzwD (5.3.6)
:;WWWWW—WWWW—WWWW+WWWW%

de tal modo que o vértice de quatro pontos vai ser decomposto em seis termos, vide

Figura 5.5, Tr(T*T?T?T*®) e as outras cinco permutacoes dos trés tltimos indices. Note

que permuta-se os ultimos indices pois o trago € ciclico, e portanto podemos fixar o

primeiro gerador.

Em geral, para um ntimero M qualquer de constantes de estrutura f° num deter-
minado diagrama, tem-se M + 2 geradores da &algebra dentro do sinal do trago, onde
a ciclicidade deste e a todas as outras possiveis configuragoes dos indices resultam em
(M +1)! termos de cor ordenada. Apesar de aumentar-se o nimero de termos significa-
tivamente para M grande, a computagao é conveniente ja que basta encontrar uma das

amplitudes de cor ordenada e a partir dela permutar indices; além de fazer somas.
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Ainda, pode-se colocar uma identidade das dlgebras SU (IV), que auxilia na contragao

dos geradores

1
Tr(TETY) = Sk — N%ﬁkz, (5.3.7)

onde os indices subscritos sao as entradas da matriz da representacao.

5.4 Amplitudes de Maxima Violacao de Helicidade (MHYV)

Para podermos apresentar as amplitudes de maxima violagao de helicidade, calculemos
0 processo qrgr — g9 da secao anterior. Inspecionando a amplitude de cor ordenada
1T (1234) de (5.3.2), notamos que ao se tratar o caso com ambos os gluons de helicidade

positiva podemos escolher o vetor de referéncia como sendo p; e assim ter

- (g e L (2] i3, 1 (193]
= () o s e s i (5:4.1)
ig \? i s 1 (197°2] 1 (193]
+ 12 <1¥§§] e(2)(2ps + pa)r + \}5 <1¥§>2] e*(3)(2p2 — P3)A}

A nulidade é clara quando se nota que todos os termos contém, devido as contragoes e a
identidade de Fierz (4.3.49), um fator (11) = 0. Analogamente, se tivéssemos tratado o
caso com ambas as helicidades negativas, poderiamos ter escolhido o vetor de referéncia
como o momento p; e obter fatores [44] = 0 em todos os termos. Para o caso de €4(2) e

€_(3), escolhemos
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e assim

1 (1v.2] i(X+2) , 1 [4n3)
2 (12) (;+p2)? V2 [43]

S

| 1 (19%2] 1 [49n3)
T2 (; +p4)2<1|7p’4]{\/§ [12] V2 (43) (p2 p?’)P}
o —ig® 1 (13)[42]
T2 <14>[41}< ‘(2_3>‘4]<12>[43]
_ —ig? (13)[42]
_ 2033 a3)a2] ., (13)7 [42)
Y esys2 23] — Y 23)[32] (12)
o (13)%[42](43) 5 (13)%[42](43)

(23)(13)[32](12)(43) ~ 7 (23)(14)[42](12)(43)
_ .o (13)°(43)
9 112)(23)(34) (41)

(5.4.2)

(5.4.3)

No primeiro passo usamos (4.3.49) para contrair os vetores de polarizagao, e cancelamos

os termos que continham (11). No segundo usamos a identidade de Fierz novamente,

além de escrever (p; + p4)? na forma de twistors. No terceiro usamos a conservagio

total do momento linear para escrever 2 = [ + 4 — 3 e (14)[41] = —(23)[32]. No quinto

multiplicamos o numerador e o denominador por (13) e (43), com o intuito de obter um

objeto quiral e de um formato conveniente. O célculo da amplitude com e_(2) e €;(3)

¢é similar e o resultado analogo.
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E importante notar que a amplitude é nula se os gluons tiverem a mesma helicidade.
Ainda, esse procedimento pode ser estendido para qualquer nimero de gluons, e o resul-
tado serd o mesmo, ji que a nulidade da amplitude decorre diretamente da escolha do
vetor de referéncia dos vetores de polarizacdo. A segunda amplitude calculada também
pode ser estendida: no espalhamento de um quark e um antiquark, com qualquer nimero
de gluons, a primeira amplitude ndo nula € aquela onde um gluon tem helicidade dife-
rente dos demais. Esta € chamada de amplitude de maxima violacdo de helicidade para
o espalhamento quark-antiquark. A expressdo matematica destas amplitudes, chamadas

na literatura amplitudes MHV (Mazimal Helicity Violation), é dada por

Z'T(q*(l)>g+(2)’ e g- (])a ...,ng(TL - 1)7 (Y+(n)) (544)

e W)
(12)(23)...((n — )n){nl)’

quando todas as helicidades dos gluons sao positivas a excecao de uma, e

iT<q—(1)7 g- (2)7 "'7g+(j)7 "'79—(”‘ - 1)7 Q—F(n)) (545)
]3

= (—1)nLign2 [1][nj ’
[12][23]...[(n — 1)n][nl]
onde ¢(i) representa um quark e ¢(i) um gluon; quando todas elas sdo negativas, a
exce¢ao de uma.
Queremos agora analisar o espalhamento entre gluons exclusivamente. Para isso
analisemos o processo de espalhamento gg — gg,

cuja amplitude de cor ordenada é dada por
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2 3 2 3
+
1 4 1 4 1 4
Figura 5.6: gg — gg
ig \? —i \
T(1234) = (== )| | ———— (€(4)e (1) (ps — 5.4.6
230 = () (5 (e - m) (546

+ 1)1+ pa)ep(4) + @) (=21 — p1)7e, (1))
¢ (2)6,(3) (p2 — po)r + 2 (3)(2ps + P2) 65 (2) + 2(2) (—2p2 — 3)"ey(3) )

—i)2 (e”(l)ep(2)(p1 — Pz))‘ + 6’\(2)(2]92 +p1)Pep(1) + e)‘(l)(—Zpl — pg)pep(2)>

€ (3)ep (1) (p — pi)r + x(4) (201 + p3)Pey(3) + ex(3)(~2p5 — pa)e,(4) )

+ (1) (2¢°(1)6,(3)” (e (4) — e (1)ep (2)e” (B)es (4) - eﬂ(l)ep<4>e“<2>ea<3>)).

Nota-se imediatamente que cada um dos termos da amplitude tem pelo menos dois
vetores de polarizacao contraidos. Se todos os gluons tiverem a mesma helicidade, basta
entao escolher todos os vetores de referéncia iguais para que a amplitude toda seja nula.

Tomando como exemplo o caso onde todas as helicidades sao positivas, temos

NS IR U7 . ,
e;f(])— 5 (k;)’ vy e{l,...,n}, (5.4.7)
Ny L (Rt 1 (Rl
e+ﬂ(z)e;(g)_\/§ &) 5 ) (5.4.8)
_ (kg
(ki)(kj)
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O que mostra que para espalhamento de gluons, a amplitude com todas as helicidades
iguais também é nula.

Agora, se uma das helicidades for diferente, temos a possibilidade de uma contragao
entre os vetores de polarizacao nao ser nula. Para isso, fixamos o valor do vetor de

referéncia como sendo o momento do gluon de helicidade diferente, por exemplo,

_ Ul gy L )
ﬁu(J)—\@ R p(l) = N (5.4.9)
D) =~ ol 2 (5.4.10)

De modo que a amplitude também ¢é nula.

Note que a simetria de calibre que nos permite escolher um vetor de referéncia qual-
quer tem um papel chave. No caso com todas as helicidades iguais escolhemos todos
os vetores de referéncia como sendo o mesmo, nao importando a escolha. No caso com
uma helicidade diferente escolhemos novamente os vetores de referéncia como sendo o
mesmo, para os gluons que constituiam a maioria, e apenas fixamos esse valor como
sendo o momento do gluon de helicidade diferente.

Uma consequéncia imediata desse raciocinio é que j& esgotamos nossa simetria, nao
havendo a possibilidade de tornar nulas as amplitudes onde dois gluons tem helicidade
diferente dos demais. Calculando, a critério de ilustragao, a amplitude ¢7 (1-2_3,4,),

escolhendo os vetores de polarizacao como

(1) = ——= € (2) = ——= : (5.4.11)
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notamos que as contragoes € *(1)e}(4), e # (1)t (3) e € #(2)e} (4) sao nulas, restando

apenas

eH(2)el(3) = —\2 [4[1’5? \2 %g;’ ] (5.4.12)
43112
T [421(13)

Assim, substituindo em (5.4.6),

Ta-23000) = () (5 (AR e + AW 2006 0)

(5.4.13)
((2)ep(3)(p2 = Po) + x(3)(23)76,(2) + €x(2)(~2p2)",(3) )

(2)@p2)ep(1) + X (1)(=201)7,(2))

—9
+
(p1 + p2)?

(a@ @63 + B2 ).

Fazendo as contragoes,

iT(1-2-3444) = (%) <(p1 o)’ (e’\(l)(pg — p3)a€’(2)€,(3)(2p1)%€x(4)  (5.4.14)

+ () (P2 — P (2)6,(8) (~204) e (1))

(EA(Q)(2p2)f’ep(1)e)\(3)(—2p3)geg(4)>) ,

—1
+
(p1 + p2)?

lembrando, também, que pJe,(1) = pJes(4) = 0, devido & nossa escolha dos vetores de

referéncia. Assim,
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. ig \? 4i -
iT-2.3040) = () (W )‘(Q)szp(l)ex\(?’)psea(‘l)) (5.4.15)

:< > ( 43](12) 1 [42](2 >1<13>[34]>
3+p42 2J(13) v2 [41] V2 (14)
[43] 1(21)(13)[34]

<<34>[43][42 13)[41](14 >

2 (12)°[34]

(12)%[34]
<34> [41](41)

Se quisermos tornar a amplitude quiral, basta multiplicar por (12)(23) e usar a

conservagao do momento linear e a equacao de Dirac,

, _ o (12)%(12)(23)[34]
iT(1-2_3444) = —ig (12)(23) (34) 1] (A1) (5.4.16)

.2 (12%21)]
— "9 {12y (23) (34)[41])(41)
.o G2

— ' 12y (23)(34) (41

O célculo de iT(1-24:3_4) é feito de maneira anédloga. E importante, contudo, notar
que as amplitudes de maxima violagao de helicidade para espalhamento de gluons tem

a forma

iT(g+(1)7g+(2)’ "'797(]’)7 "'79*(]{‘1)7 "'7g+(n - 1)ag+(n)) (5417)

_ ign—Q <]k7>4
(12)(23)...((n — Dny(nl)’

quando todos os gluons tem helicidade positivas, com a excecao de dois; e
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7;7’(97(1),97(2), ) g+(.j)a ) g+(k‘), ) g*(n o 1)79*(”)) = (5418)
FLis
[12]123]...[(n — Dn][nl]’

(—1)"ig" >

quando a maioria dos gluons tem helicidade negativa.

Essa expressao foi encontrada primeiramente por Parke e Taylor [14], sendo entao
conhecida como a férmula de Parke-Taylor. A demonstracao formal foi feita por Berends
e Giele [12]. Pode-se encontrar também uma demonstracao formal em [20]. Em nenhuma
dessas demonstragoes foi utilizada a notacao de twistors como feito aqui. A comparagao
entre ambas revela a simplicidade e o poder computacional da notacao de twistors.Na
préxima segao usaremos o algoritmo BCFW para chegar a expressao de Parke e Taylor,

mas uma demonstracao formal se vale de supersimetria.

5.5 O algoritmo BCFW

A idéia desta secao é desenvolver um método que nos permita calcular amplitudes de
espalhamento que nao sao amplitudes MHV. Isso implica necessariamente em processos
com um numero maior de pernas, ja que espalhamentos com cinco pernas externas ou
menos necessariamente podem ser tratados com o que foi desenvolvido na se¢ao anterior.

A proposta entao é construir espalhamentos com varias pernas a partir de um bloco
fundamental, os espalhamentos de trés pernas. Primeiro, calculemos as amplitudes as-
sociadas a esses blocos, e depois prosseguiremos para fazer a construgao.

Antes, é importante notar que a conservagao do momento linear para os diagramas

de trés pontos exige
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1 3
1 3

Figura 5.7: Diagramas de trés pontos.

p1+p2+p3=0, (5.5.1)

e dado que todos os momentos sao tipo luz, temos

pi =0= (pa+p3)? = 2paps, (5.5.2)

e permutagoes ciclicas dos indices. Como nao temos produtos escalares entre os mo-
mentos disponiveis, a priori nao podemos construir amplitudes, ja que essas dependem
de invariantes, e nao temos nenhum. Uma grande vantagem da notacao dos twistors

aparece quando reescrevemos a condigao (5.5.2) como

2paps = (23)[32] = 0. (5.5.3)

Se trabalharmos com momentos complexos, podemos tomar [32] = 0, por exemplo,
e trabalhar com (23).

Assim, a amplitude associada ao vértice entre quarks e gluon é dada por
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iT(q-(1)g-(2)3+(3)) = iiﬂ—(l)v“U—(3)€;(2) (5.5.4)

V2
ig m 1 [S'Yu2>
- 59 (7 )
g b0 (30221
[s2] [s2](21)
. [s3](12)(21) _Z,g<12>2
[s3](31) (31)
_ (12)%(23)
~12y(23)(31)°

que é a féormula de Parke-Taylor, para amplitudes MHV, s6 que com trés constituintes
apenas. Note que nenhuma escolha do vetor de referéncia foi necessaria.

A amplitude associada ao espalhamento ggg é dada por

iT(9-(1)g-(2)9+(3)) = \Z/gi (6/\(1)6,\(2)(1?1 —p2)Pe,(3) + €X(2)en(3) (p2 — p3)Pe, (1)
(5.5.5)
+ B — 1)6,(2).
Os vetores de polarizacao sao dados por
-1\ _ _i [s7u1)
€, (1) = 7 1 (5.5.6)
oy L [s72)
“® ="
1 (ry3
“® =75

Escolhemos o vetor de referéncia s para €,(1) e €,(2) para que €”(1)e,(2) = 0. Assim,



1 [°2) 1 ()
A G m e e s
L (rm?3] 1 [syal) 1 [57,2)

5 vE b P s )

iT(9-(1)9-(2)9+(3)) = (5.5.7)

f (s3 [s2]

_ig [s3)(r2)[s(Z — B)1) + [s3](r1)[s(3 — 1)2)

2 [s1][s2](r3)

_ig [s3](r2)[s(f — 3 — 3)1) + [s3](r1)[s(B — 2+ 3)2)

2 [s1][s2](r3)
g [s3]2(31)(2r) — [s3]*(32) (1r) _ o [s3]2(r3)(12)

[s1][s2](r3) [s1][s2](r3)

_ [s3]*(12)

I s1][s2]

Para obtermos a expressao de Parke e Taylor, basta multiplicar numerador e denomina-

dor por (12)3,

: _ [s32(12)* . s3]2(12)*
iTl9-W9-2)9+ () = ~i9 5 ey ~  iossesaen oY
_ (12)*
~ 12)(23)31)

Se trocarmos os sinais das helicidades, encontraremos expressoes analogas, com col-
chetes no lugar dos parénteses angulares.

Uma vez que temos as amplitudes de trés pontos calculadas, queremos costura-las
para obter amplitudes mais complexas. A primeira idéia que surgiu foi usar amplitudes
de trés pontos off shell, mas tal procedimento nao funcionou. A solugdo proposta por
Britto, Cachazo, Feng e Witten [20] é a seguinte: tendo em maos uma amplitude de
cor ordenada 7 (1...n), escolhemos duas pernas i e j, com helicidades — e +, respecti-
vamente, e uma variavel complexa z. Fazemos uma continuacgao analitica em i e j, de

modo que
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Figura 5.8: Espalhamento de n gluons.

1) = [0), i) =[] + 2131, (5.5.9)

3) = 15} — =l9), 9] = 1]

Note que transladamos no plano complexo o colchete de i, e o paréntese angular de j;

assim, os momentos transformados sao

pr =1 = |l + 2li) ], (5.5.10)

O interessante do procedimento é que apesar de trabalharmos com momentos com

valores complexos, e por isso nao fisicos, temos

i+j=1i4], (5.5.11)
i% oc(ii) = 0,
3 oc(jg) =



Isto é, a conservacao do momento linear é satisfeita, além dos momentos transformados
continuarem on shell. Note que apds a a continuacao analitica nossa amplitude é fungao

da varidvel complexa z, i7(z). Pelo teorema dos residuos, ela deve satisfazer

dz 1
ZiT(2) = lim (2 — z0)" 7T (24 5.5.12

onde 0s z, sao os polos da amplitude envolvidos pelo caminho de integracao, e ny a
ordem de cada polo. Uma escolha conveniente é y(t) = re'? | pois podemos fazer r — 0o
e cobrir todo o plano. Dentre os polos, temos de inicio z = 0. O residuo devido a esse
polo é iT (z = 0), a amplitude que queremos calcular.

Os outros polos, se existirem, devem vir de um propagador; afinal, s6 as regras de
Feynman dos propagadores tem varidveis no denominador. Se ha um propagador, entao

temos uma amplitude fatorada em duas menores, como na Figura 5.9.

b+1

Figura 5.9: A presenca do propagador fatora a amplitude.

O denominador do propagador de gluon de momento Q é,

Q* = (D> pm)* = 5a..4(2). (5.5.13)
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Note que o momento da perna interna Q foi representado com chapéu pois ele contém
a translacao no plano complexo, desde que algum dos momentos presentes na soma a
contenha. Se os momentos 1 e ] estiverem na mesma amplitude fatorada, isto é, ambos
a esquerda ou a direita do propagador, entao os termos com z se cancelam e Q2 é
independente de z. Se esse for o caso, nao ha polo.

Se, contudo, 1 estiver na amplitude fatorada da esquerda e ] estiver na da direita,

como na Figura 5.9, temos

b
Sa.5(2) = (D pm — 2|D)[4])? (5.5.14)
b
= 50.6(0) = 2(i[(D_ pm)|i] + 2°(@0)[j4].

O terceiro termo é obviamente nulo, entdo, para termos um polo, é necessario que

Sa...b(z*) =0, (5515)

Sa...b(o)
(i (X Pm)ld]

Zy =

O residuo deste polo simples é dado por

ZILH; (z — z*)%iT(z) (5.5.16)
. Sa.”b(o)
1 - iz~ Gt i) -
= lim —i7T((b+1),..,1,....,(a—1),—Q) =m0 - |iT(Q,aq, ...
FE 2 Sa..5(0) = 2 (i (30— Pm)21J]

1 . i
= —iT((b+1), ..., ..., (a— 1), — iT(Q,ay ..,y b
= ((b+1) (a—1),-Q) (—(i\(zlin:apm)z’\j]> (Q,a,..3, ..., b)

= —iT((b+1),...,1,..., (a— 1), Q) (
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Se tivermos varios polos, teremos varias construgoes onde o propagador fatora a

amplitude original, e a soma dos residuos é dada por

lim (z — 2;)"4T (z5) (5.5.17)
2=z
aj

1

:iT@zO)—E:HT@+1LWjWWM—JL—Q)<

a,b

yﬂQw%mw

Sa...b

O somatorio Zmb indica que estamos somando todas as possiveis configuragoes de
duas amplitudes fatoradas por uma propagador. O primeiro residuo é a amplitude que
nos interessa, e os outros residuos sao amplitudes menores, e portanto mais faceis de
calcular, multiplicadas. Lembrando a escolha do caminho de integracio v(t) = re? para

depois tomar o limite » — oo, podemos majorar a integral do lado esquerdo de (5.5.12)

dz 1 Tire®dy 1 0
22 - T (ré 5.5.1
é 57 ZzT(z) /0 57 ol iT (re") (5.5.18)
/7r dd M M
< o=
“|Jo 2mr r

onde % é um limite superior para |i7 (re’)| para um r suficientemente grande. A idéia
é que se iT (z) satisfizer essa condigao, entdo no limite r — oo temos que a integral

(5.5.12) é nula. Igualando o lado direito de (5.5.17) a zero, temos

iT(l..m)=iT(2=0) (5.5.19)
:Zﬁw+mwﬁﬂmﬂ;@<i>ﬁ@mﬁww.
ab Sa...b

Essa é a formula de recursao BCFW. Esclarecamos o algoritmo. Quando lidamos com
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uma amplitude com n pernas externas, escolhemos uma perna de helicidade negativa
e uma de helicidade positiva e fazemos a continuagao analitica (5.5.10). Separamos
a amplitude em duas, com cada perna em uma das subamplitudes. Calculamos as
amplitudes menores, aplicando novamente o procedimento de decomposi¢ao ou usando
a féormula de Parke-Taylor, e fazemos o produto destas com o propagador de Feynman
usual - ndo transformado. Depois, repetimos o processo até que todas as configuragoes
de pernas externas sejam contempladas, lembrando que as pernas ¢ e j devem sempre
estar em subamplitudes diferentes, além do fato que o niimero minimo de pernas para

um vértice é trés. Calculadas todas as configuragoes, a soma total é a amplitude original.

Figura 5.10: Esquema do algoritmo BCFW. Fonte: [21].

Antes de prosseguir, vale lembrar que o propdsito do algoritmo é quebrar amplitudes
com muitas pernas em amplitudes menores. Caso as amplitudes fatoradas ainda sejam
grandes, deve-se fazer a decomposi¢ao novamente. Contudo, a férmula de Parke e Taylor
cobre todos os casos dos diagramas com até cinco pernas, o que nos permite reduzir
amplitudes até esse ponto apenas.

Alguns pontos ainda precisam ser esclarecidos: primeiro, escrevemos na amplitude

fatorada da esquerda o momento da perna interna como (—@). Uma maneira consistente
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de relacionar os twistors de (—Q) com (Q) é |(=Q)) = i|Q) e |(—Q)] = |Q]. Segundo,
assumimos que o propagador em questdao era um propagador de gluon. Caso este fosse

um propagador fermionico, teriamos

(5.5.20)

nesse caso, teremos na amplitude fatorada da esquerda um twistor |Q] ao invés de |(—Q)].
Nesse caso introduzimos um fator —i para compensar. Terceiro, temos que discutir
as condig¢oes nas quais a majoracao feita em (5.5.18) é verdadeira, e assim chegar ao
resultado obtido. Um tratamento detalhado deste problema foi feito por Arkani-Hamed
e Kaplan, [23].

A idéia é analisar o limite z — oo. Nesse caso, a maior parte do momento é a
induzida pela continuagao analitica. Se chamarmos g = |i)[j], ou ¢* = (iy*j], temos que

o momento dominante é zg. Assim, o denominador do propagador é escrito como

(24 +p)* = 22¢"p + p'pp = O(2), (5.5.21)

onde p, € a contribui¢ao dos outros momentos, muito menor que zq. Note que usamos
q"q, = 0. Agora, se o propagador da ordem de O(z7!), e os vértices da ordem de O(z),
temos que o conjunto vértice-propagador-vértice é da ordem de O(z).

Quanto aos vetores de polarizagao, escolhemos i ou j, de modo a ter dependéncia em

z. Assim,
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o 2]+ ]

er(1) = G + .. (5.5.22)
N Xl

6+(]) - P <]Z>
o 1)

=0 ==

= =]

[27]
Com esses vetores de polarizagao, se escolhermos os vetores ¢ e j com as helicidades

(i,7) = (—,—), a amplitude é nula, pois e_(i) -e_(j) =0 e q-e_(1) = q-€e_(j) = 0.
O mesmo ocorre para (i,j) = (+,+). Se escolhermos (i,j) = (—,+), a amplitude é no
méaximo da ordem de O(z~1), que satisfaz a condicdo de i7(z) — 0 quando z — oco.

A escolha (i,7) = (+,—) é da ordem de O(2?), e por isso ndo nos permite usar o

algoritmo BCFW, pela presenca de termos extras.

Para fechar a discussao do algoritmo BCFW, vamos usé-lo para mostrar, por indugao,
a férmula de Parke e Taylor para um espalhamento de N gluons. Ja mostramos as
expressoes para N =4 e N = 3, entao vamos assumir que a expressao vale para N — 1,
e precisamos mostrar para um N.

A amplitude de espalhamento puramente gludnica é ciclicamente invariante, isto
é, podemos fazer permutacoes ciclicas com os indices sem alterar o resultado. Assim,
escolhemos o gluon 1 para ser um dos gluons de helicidade negativa, o outro sendo um

gluon j qualquer. Fazendo entao a continuacao analitica, temos

1] = 1] + =[2], (5.5.23)

2) = [2) — 2[1).
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Seguindo o algoritmo proposto, vamos calcular amplitudes com a perna 1 em um lado, e
a 2 no outro, separados por um propagador. A helicidade do gluon do propagador pode
ser positiva ou negativa, como a Figura 5.10 mostra; temos duas com um sinal num
extremo, e o outro sinal no outro extremo. Em geral ambas as escolhas de helicidade
correspondem a amplitudes nulas. Isso acontece pois pelo menos um dos lados serd uma
amplitude com n < 3 gluons, e com uma ou nenhuma perna com helicidade negativa;
assim, temos a nulidade, devido aos argumentos dados na secao anterior com os vetores

de polarizacgao.

N+

Figura 5.11: Decomposi¢ao feita numa amplitude com N gluons.

As amplitudes da decomposicdo que ndo necessariamente sdo nulas sdo aquelas que
contém uma amplitude fatorada com trés pernas, representados na Figura 5.11 como o

primeiro e o ultimo. O propagador do primeiro diagrama tem

Q% = (IN)[N(1 + 22)], (5.5.24)

enquanto o lado direito é da forma
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(NQ*

uvNg ~ a2l (5.5.25)

cancelando a dependéncia em z. Assim, nao ha polo nesse diagrama, e a contribuicao

dele é nula. O ultimo diagrama tem o valor

igN—3 (17)*(=1) L 23
7@y ). vy @E Y GaeaEa) (9:5:20)
Q= —12)[2] — 3)[3] + z|1)[2I. (5.5.27)
Assim, os produtos que envolvem Q ficam
(1Q)[@3] = —(12)[23], (5.5.28)

(4Q)[Q2] = —(43)[32].

Note que temos <1Q) € nao <1Q> pois s6 os colchetes de 1 foram transformados. Assim,

substituindo na expressao (5.5.26)
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N2 (15)*[23)"

—ig — - - (5.5.29)
(1Q){Q4)(45)...(N'1)(23)[32][Q2][23][3Q]
v (1) 231"
9 12y (43)(45)...(N1)(23)[32][32] 23] 23]
_jgN -2 (15)*

(12)(23)(34) (45)...(N1)”

Temos a amplitude MHV de N gluons. O procedimento para a amplitude com N — 2

gluons de helicidade negativa, e dois de helicidade positiva é o mesmo.
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Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

Nesse trabalho se construiu a base tedrica necessaria para estudantes e iniciantes no
campo das amplitudes de espalhamento de bésons de calibre nao abeliano. Esses métodos
sao alvo de grande interesse por parte da comunidade cientifica, gerando muita pesquisa
e questoes em aberto.

No Capitulo 2 definiu-se a no¢ao de campo de calibre, usando como ponto de partida
o campo escalar complexo, em seguida descrevendo o campo de Yang-Mills simétrico
sob o SU(2). Discutiram-se os aspectos cineméticos do campo de Yang-Mills, e depois
construiu-se uma visao geométrica; visao essa que nao apenas facilita o entendimento
da simetria de calibre, como também possibilita a generalizacao da discussao feita para
qualquer grupo de Lie. O objetivo principal era mais a frente tratar o SU(3), focando
em QCD.

No Capitulo 3 classificaram-se as representacoes do grupo de Lorentz, partindo das
nog¢oes mais intuitivas, com os escalares e os vetores, até que a necessidade de trabalhar
com objetos fundamentais surgisse naturalmente. Dai foram definidas as representacoes
espinoriais do grupo de Lorentz, representagoes essas irredutiveis, que além de nos per-
mitir reconstruir os vetores e os escalares, também exibem uma série de propriedades

interessantes. Os espinores sao dotados de quiralidade, com todo o tratamento depen-
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dente da separacao entre as componentes esquerda e direita.

O Capitulo 4 comega com a construcao de uma equacao de movimento para os campos
espinoriais, e a obtencao da Lagrangiana desta. A estrutura dos cédlculos envolvendo
a equacao de Dirac e os campos espinoriais é essencialmente diferente da usada para
os campos escalares, e atencao foi dada a propriedades das matrizes gama e as suas
identidades. Com o intuito de estudar as solucoes da equacao de Dirac analisaram-se as
solucoes tipo onda plana; as relacoes de ortogonalidade entre tais solugoes foram descritas
com o intuito de aplica-las ao caso das particulas sem massa. Toda particula no cone de
luz pode ter seu quadrivetor momento decomposto em dois obejtos mais fundamentais,
dotados de quiralidade, chamados twistors. Aqui toda a discussdao do Capitulo 3 se
mostrou 1til, e derivou-se uma série de identidades satisfeitas pelos twistors, para que o
leitor possa ter familiaridade com esses objetos.

No Capitulo 5 utilizou-se toda a base construida até entao para, a partir dos diagra-
mas de Feynman de alguns processos de espalhamento, encontrar amplitudes para esses
processos de maneira eficiente com o auxilio da notagao dos twistors. Alguns processos de
QED foram calculados como teste do formalismo, para depois introduzir-se a ordenacao
de cor, permitindo simplificar o trabalho tratando apenas a parte cinética das ampli-
tudes de QCD. As amplitudes de maxima violagdo de helicidade foram apresentadas,
dando uma forma simples para os processos onde a maior parte dos constituintes tem a
mesma helicidade, e anulando aqueles processos onde todas as particulas tem a mesma
helicidade. O algoritmo BCFW veio por fim para podermos reduzir amplitudes que nao
estao na forma das amplitudes MHV a produtos de amplitudes MHV, permitindo-nos
calcular processos mais complexos e assim estender o formalismo. Utilizamos o algoritmo
BCFW para deduzir a férmula de Parke-Taylor, das amplitudes MHV.

As perspectivas futuras desse trabalho sdo descrever a estrutura supersimétrica do
que foi discutido, isto é, analisar as amplitudes de espalhamento de N=4 SYM. H4 vérios

problemas em aberto, como a extensao do formalismo para N=8 SuGra, para diagramas
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nao planares, para processos off-shell, etc. Ha ainda a geometria do espaco dos twistors,
que permite um trabalho ainda mais eficiente com as amplitudes MHV. A partir dai
pode-se aplicar o que foi aqui estudado para teoria de cordas, integrabilidade, teoria

quantica de campos e areas afins.
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